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Zusammenfassung Es sei eine Folge von stationaren Bedienungssystemen vom Typ

GI/GI/s gegeben und es bezeichne A(k) die Pausenzeitverteilung im k-ten Sy-

stem, B(k) die Verteilung der Bedienungszeiten und W(k) die Wartezeit. Sei

ferner A(k) ¥ A(O), B(k) ¥ B(O). Als Antwort zu einer von Stoyan (1983) ge-

stellte Frage wird bewiesen, daf Ew(k)p—eEw(O)p wenn zusatzlich

f°(;’xp+1B ) (4x) » f°5xp+113(0) (dx) erfiillt ist.

On a robustness problem for the GI/GI/s queue

Summary Consider a system of stable GI/GI/s queues with distributions
(k) (k) _ . . . . .
A »B (k=0,1,2,...) of the interarrival time, resp. service time, let

. .. . . t
W(k) denote the stationary waiting time in the k system and assume that

A(k) ¥ A(O), B(k) ¥ B(O) as k-, As answer to a question posed by Stoyan
. c0 ® p+1,(0
(1983), it is shown that if in addition foxp+lB(k)(dx)-af0xp B( )(dx), then

EW(k)P » Ew(0)P




1. EINLEITUNG

Wir betrachten eine Folge von Bedienungssystemen vom Typ GI/GI/s, die durch

die Verteilungen A(k),B(k) der Pausenzeiten, bzw. Bedienungszeiten gegeben

sind (Fur die p-ten Momente wird uA(p;k), uB(p;k) geschrieben). Wenn
p(k)==uB(1;k)/suA(l;k)~<l, existiert eine stationare Verteilung der Wartezeit,

die wir durch eine ZufallsgroBe  W(k) vertreten lassen. Eine klassische Frage

ist dann die Stetigkeit: Wenn wir ein weiteres Bedienungssystem (mit A,B,

< k)w
1wy (P),0,W u.s.w. bezeichnet) haben und A3 A, 3%y (schwache Konver-

genz), wann konvergieren dann auch Systemkarakteristiken (z.B. Funktionale

der stationdren Wartezeit)? Folgendes Ergebnis ist in dieser Richtung klassisch

(mindestens fiir s=1; fir eine allgemeine Fassung fir s>1 siehe [3]):

Satz 1 Es sei eine Folge von Bedienungssystemen vom Typ GI/GI/s gegeben.

Wenn (mit den Bezeichnungen wie oben) auBer A(k) ¥ A, B(k) ¥ B auch die Be-

dingung 1y (13k) >y (1) erfille ist, damm gilt W(k) 5 W.

[Hier steht B fur Verteilungskonvergenz, d.h. schwache Konvergenz der Ver-—
teilungen].

Nun sind in vielen Anwendungen die interessanten Charakteristiken nicht die
2

ganze Verteilung, sondern einfachere Grossen wie EW,EW~ etc. Etwas erstaun-—
lich ist es, dap hier die Stetigkeitsfrage ungeklart geblieben zu sein scheint

und z.B. in [9],S. 182, als offenes Problem angegeben wird. Unser Hauptzweck

ist, hier folgendes Ergebnis zu beweisen:

Satz 2 Sei p>0, und sei zusatzlich zu den Bedingungen von Satz 1 auch

g(p+13k)>up(p+1) erfiille. Dann gilt EW(k)P - EwP.

Man bemerkt hier, daB die Bedingungen des Satzes den Vermutungen in [9] ent-

sprechen und auch naturlich scheinen, wenn man Satz 1 mit folgendem klassischen

Satz vergleicht:



Satz 3 Sei p>0 wund p<1l. Dann ist die Bedingung uB(p+1) <o fur

EWP < hinreichend. Sie ist auch notwendig wenn uA(l) <o,




2. BEWEIS VON SATZ 2 UNTER ZUSATZBEDINGUNGEN

Beim Beweis von Satz 2 scheint es naturlich, zunachst den Fall s=1 anzuge-

hen. Viele Formeln haben hier eine etwas explizitere Gestalt, und insbesondere
Seien X Xz,...

bieten sich Irrfahrten als ein nitzliches Hilfsmittel an. 1°

unabhingige Zufallsgrofen mit gemeinsamer Verteilung F und bezeichne
S =0, S =X +...X , M= max S
0 > "n 71 n O<n< e
Wir werden (Zhnlich wie in der Einleitung) Folgen solcher Irrfahrten betrachten

und verwenden also hier und im folgenden ohne weitere Erklarung Bezeichnungen

wie F(k), Xn(k), M(k) etc.

Im GI/GI/1 Fall mit

F(x) =/ B(x+y)A(dy)
0

ist bekannt, daB W D M, und es ist leicht einzusehen,daf sich Satz 2 an

folgenden Satz zuriickfilhren lidsst:

Satz 2A Es sei eine Folge von Irrfahrten gegeben und ein p>0. Wenn (mit den

Bezeichnungen wie oben) auBer EX=fj°°°xF(dx) <0 und F(k) ¥ F auch die Be-

dingung fogxp+lF(k)(dx)—>f°0°xp+lF(dx) erfullt ist, dann gilt EM(k)p—>EMP.

Eine Hauptfrage beim Beweis von Satz 2A ist die Wahl des Formelapparates. Mog-
lichkeiten sind die Methode in . [6] (mittels welcher wir einen einfachen Beweis
fur ganzzahlige p geben konnten) oder, wie in [9], die Spitzersche Identitat.
Wir werden aber von LeitergroBen ausgehen, in einer Weise, die unabhingig in

[1] und [11] zum Beweis von Satz 3 verwendet wurde (siehe dazu insbesondere

(1) und (3) unten). Es bezeichne

T+=inf{nzl : Sn> 0}, G+(x) =P(ST+§x; T+<0°)

<03, G_(x) = P(ST <x)

T_=1nf{nz1 : Srl )




(Man beachte hier, daf wegen EX<O

[ee)

[l G+“ =fG+(dX) =P(T+<°°) <1l
0
wahrend im Gegenteil |l G_il=1). Weitere GroBen , die gebraucht werden, sind

die ErneuerungsmafBe

[e o] oo’ *
_ *n W (1 - -1 v =3xcht
U, = EOG+ (IIU+ii (1 i|G+H) ) =T I
Dann gilt
. . oop , co o;:p *n
(1) EM = (1=-1lG {I) /xfU (dx)=Q-ilGc I}) £ [fx6 "(dx),
+ 0 + + n=0 0 +

vgl. [4];Formel (5.3),S. 409, und entsprechende Formeln fur die EM(k)p durch

Gik) ausgedrickt.

Unmittelbar ist die Formel (1) dadurch wenig ermutigend, dag G, und !5G+h

im allgemeinen nicht stetig von F abhangen. [Fir ein einfaches Beispiel

2/3

braucht man nur X(k)=1+1/k mit Wahrscheinlichkeit 1/3, =-1 m.W.
zu setzen. Dann hat F=1lim F(k) den Trager {-1,1} und folglich G, den Trager
{1}. Aber Gik)(.lﬂt) 22/9 schlieft dann Stetigkeit aus]. Dieses Problem

werden wir spater umgehen,so dap die Hauptarbeit darin besteht, folgenden

Satz zu bewelsen:

(k)

Satz 2B Seien auBer den Annahmen von Satz 2A auch F und alle F stetig,
und gebe es ein c¢>0 so daB F und alle F(k) den Trager [ -c,») haben.

Dann gilt EM(k)P—>EMp.

Flir den Beweis brauchen wir eine Folge von Lemmata, fur welche immer die Voraus-—
setzungen von Satz 2B angenommen werden. Konvergenz von unnormierten Massen

bedeutet hier vage Konvergenz, d.h. Konvergenz von Integralen stetiger Funk-

tionen mit kompaktem Trager (Fir WahrscheinlichkeitsmaBe ist dies dasselbe wie !

schwache Konvergenz).
. \' ‘



tema 1 () 6856 ) el s, ll; @ ¢ aq,.

Beweis (a). Wegen einer bekannten Beziehung zwischen schwacher Konvergenz und Kon-
vergenz £.i. ([8]) kann ohne Einschrinkung angenommen werden, daf fur jedes
n S (k) » s f.i. gilt. Wegen P(S =0)=0, gilt dann auch f.i.,daB die

k>

Mengen
{t_(k) =nl}= {Sl(k) <0,. "’Sn—l(k) < O,Sn(k) >0},
{t_=n}-= {S1 <0,...,8 <0,5_> 0}

fir geniigend groBe k Ubereinstimmen. Daraus folgt unmittelbar S, ) (k)->sT

f.u. und Gfk) »G_

(b) Mittels[4], Formel (2.5), S. 396, und der Wald'schen Identitat erhalten wir

- -1 - EX
(2) Lo llelleg = g5 — -

Sei X =max{ -X,0}. Dann sichert X>=-c, X(k) > -c, daB EX(k)—éEX_. Die An-
. . . + + .
nahme uber die Momente liefert auch EX(k) - EX wund somit EX(k)->EX. Entspre-

: (k)
chend sichert S >-c, dag EST_(k) (k)—>EST—, und HG+ H—>”G+|| folgt dann aus (2).

(c) Unter Anwendung von (b) kann dieses ahnlich wie (a) bewiesen werden

(oder durch Wiener-Hopf Faktorisierung).

Lemma 2 (a) Fiur geeignete Konstanten C1sCy> 0 gilt fur alle x<0 und alle

k)

k, daB Ufk)(x)g— ciX+ey; (b) UE -U_.

Beweis (a) Seien ai,oti die zwel ersten Momente von GE ). Dann gilt fur

x<0 ([7])

UEk) (x) <- x/all( +0Li/2 OL11< .

Man benutze dann., daR ocigcz und daf wie in Lemma 1 0L11<—>oc‘1,<0.



(b) Weil U_ auf (-«,0) stetig ist, muB gezeigt werden,daB Ufk)(x) -
U_(x) fur x<O0. Schreiben wir
U_=HN+KN=N£1 ¢ o4 s th=HN+GfN*U_
n=0 n=N
‘ b (k) . (k) [
und entsprechend fur U_"’. Nach Lemma 1 (a) gllt‘ HN (x)—>HN(x). Ferner
*
kann N so gewahlt werden, daf G_N(X)-<€. Nach (a) ergibt sich dann
. (k) AN, _
1im supKN (X)EG_ (x)( c1x+c2)<e( C1X+C2)
k = o _
und da e>0 beliebig ist, folgt (b).
[ele] k [e o]
Lemma 3 fxpG( )(dx)-éfxpG (dx).
= = + +
0 0
Beweis Fir x>0 gilt nach [4] (Formel (3.6a), S. 399, mit vertauschten auf-

und absteigenden LeitergrdBen, was im stetigen Fall trivial ist), dap
U_*F(dx)==G+(dx) und daher

b (k o Py () g ()
(3) <G, ) (ax) = =Pyl () (ax) .

0 0

Nach partieller Integration schreibt sich (3) als

oo X
ffk(x)F(k)(dx),wobei fk(x)==p.fyP'1UEk)(y-X)dy.
0 0

. . k
Mit entsprechend definiertem f muBf also gezeigt werden, dap ffde( )—>fde.

GemaBf Lemma 2(a),(b) wund majorisierter Konvergenz hat man unmittelbar
fk(x)-éf(x) fur jedes x>0. TFerner liefern Lemma 2(a) und einfache Rech-
nungen fk(x)§ 0¥3+c4xp+1). Da unsere Momentannahme mit der gleichmaBigen

+ .. . . . .
Integrierbarkeit der Menge {(X(k) )p} aquivalent ist, konnen wir ein

T so wahlen,daB

ffk(x)F(k)(dx)-<e fur alle k, Jf(x)F(dx)<e.
T T

Da offensichtlich fgfde(k)—>fgde (z.B. [2],Th.5.5), ist das Lemma bewiesen.



Lemma 4 Seien Y(n,k) nicht-negative Zufallsgrossen so dass f{Y(n,k)p} fur

jedes feste n gleichmaBig integrierbar (g.i.) ist, und bezeichne T(n,k) =

Y(1,k) +...+Y(n,k). Dann ist auch fur jedes feste n {T(n,k)p} g.i.

Dies Lemma kann mit Standardmethoden bewieBen werden.

Beweis von Satz 2B. Seien in Lemma 4 fiir jedes k die Y(n,k) unabhangig

und mit der Verteilung Gik)/IlGEk)ii. Dann schreibt sich (1) als

*) P = - 16z i 6" Er@, P,

n=0
Mit Y(n), T(n) entsprechend definiert,gilt nach Lemma 3 und Lemma 1(b)
ET(l,k)p-§ET(l)p. Aus Lemma 4 und Stetigkeitseigenschaften der Faltung folgt
dann auch ET(n,k)P-éET(n)p fur n>1. Es gibt ferner éin B<eo mit
ET(1,k)p;§B fur alle  k, und die Minkowskische Ungleichung liefert ‘dann ET(n,k)P
< nPg. Man wende nun majorisierte Konvergenz in (4) an und erhalte

EM(K)P - (1-Ile i) £ e, IPETmP =P .
n=0



3. BEWEISE FUR DIE SATZE 2A UND 2

Wir werden ein Beschrankungsverfahren verwenden und brauchen dazu das folgende
einfache Lemma, das unmittelbar von der (unter schwacher Konvergenz) bekannten

KAquivalenz der gléichmasig@m Integrierbarkeit und Konvergenz des Erwartungswerts

geliefert wird.

Z(k) und O§Z§.’Z ZufallsgroBen, so daB  Z(k) —D»z',

A~

Lemma 5 Seien 0<Z(k)

%’(k)g“z‘. Wenn Efz(k)éE’Z, gilt dann auch EZ(k)->EZ.

Beweis fur Satz 2A Wir wenden Lemma 5 mit Z(k) =M(k)p, 7 =MP an, womit die

D . . . . .
Annahme Z(k)—>Z nach Satz 1 erfullt ist. Seien nun fur jedes feste k Ul(k)’

Uz(k),... unabhidngige ZufallsgroBen, die im Interval (0,e) gleichverteilt

sind, und sei
Xn(k) =maX{Xn(k) , —c} +Un(k) s

wobei (mit entsprechend definiertem i’n) €,c> 0 hier mit E'}\('n=max{Xn, -cl+¢e/2
< 0 und P(Xn=—c)=0 gewahlt werden miissen. Es ist dann leicht nachzuprufen,
daB diese modifizierte Irrfahrten alle Bedingungen von Satz 2B effﬁllen, so dapB
E7(k)»FZ und Z(k)32(k). Aber offensichtlich wird Z(k)>Z(k) von

Sin(k) zXn(k) geliefert,und die Folgerung EZ(k)—-EZ von Lemma 5 ist dann die

Behauptung des Satzes 2B.

Bevor wir den Beweis fur Satz 2 (d.h. den Fall s>1) angehen, bemerken wir,

daB weitere Stetigkeitseigenschaften des Bedienungssystems GI/GI/1 sich leicht

aus den Satzen 1l und 2A herleiten lassen.Betrachten wir z.B. die virtuelle Wartezei-

ten V(k),V im stationdren Fall (der Fall der Schlangenlinge ist ganz ahnlich):

Korollar Es gelte zusatzlich zu den Annahmen von Satz 2 (mit s=1), dap

A(k),A nicht gitterformig seien und daB UA(l;k)_)uA(l)' Dann gilt V(k)QV,;

EV(k)P > EVP.

Beweis Es ist bekannt ([5]),dag. V D [W+U—T]+, wo W,U,T unabhiangig sind,



U die Verteilung B hat und T die Dichte (1-—A(t))/uA(l). Hieraus folgt
das Korollar leicht (das Verhalten der hoheren Momente der Pausenzeitvertei-

lungen ist wegen des Minuszeichens ohne Bedeutung).

Beweis fur Satz 2 (s>1): Unter Anwendung von [10] folgt wie in [3], daB

im Sinn der stochastischen Ordnung

2]

W<W= % CN Wk) <W(k) = = w3 0
B i=1 B i=1

wo ,...,W<s) die stationaren Wartezeiten in s (abhangigen) GI/GI/1-

*
Systemen mit Pausenzeitverteilung A ® und Bedienungszeitverteilung B sind
(und entsprechend fur die W(l)(k)). Gemass Satz 2 mit s=1 gilt dann

D 0P DP ) w0 By sonie ise W )P} g.1., daher auch

WP} (Lemma 4) und {W(k)p} (wegen W(k)iﬁ(k)). Also gilt EW(k)P = EWP.

Fur ihre Bemerkungen zur Darstellung des Manuskriptes sind wir den Gutachtern
recht herzlich dankbar.
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