
MAT E MAT I K

1 0 1

A L G E BRA 0 G G E 0 MET R I

F0RSTE DEL

fra REELLE TAL til DETERMINANTER

forel~sningsnoter

udarbejdet 1975-76.
/ ~/



INDHOLDSFORTEGNELSE

Sideantal

Kapitel Titel tekst ¢velser

Rettelser og kommentarer

Forord 4

1 De reelle tal 5 0

2 De komplekse tal 20 8

3 Linecer vektorregning 22 5

4 Produkter af vektorer 23 7

5 Mcengdelcere 33 5

J~ /.)~l 6 J~~-f>f}8~t<,e-El·p-i"1 22 5

'\ / ,-')

7 ~f"Permutationer 11 4I"~/ \J:

J2,/ 8 Ring\/' 18 8

9 Nogle interessante ringe 22 4

10 Modul 6 3

11 Vektorrum 14 7

12 Basis for vektorrum 11 6

13 Vektorrum med basis 19 5

1 4 Matrixregning 16 7

15 Multilinearformer 18 9

16 Determinant 9 4

17 Udvikling af determinant 10 4

Stikordsregister 15

1



Rettelser og kommentarer 1

Rettelser og kommentarer til noter til matematik 101.

3. 7.

5.16.

5.20.

Afsnit 2) af beviset er blevet skrevet lidt

kortfattet. Midvejs har vi erstattet ~ og ~

med ~~1 og~. If¢lge bemrerkningen ¢verst

pa siden rendrer det hverken determinanten el­

ler den linerere afhrengighed eller uafhrengig­

hed. Determinanten er 0, hvis og kun hvis ~ =
o e~ler Y2 = O. Vektorerne ~~1 og Y1~1 +

Y2~2 er abenbart linerert afhrengige, hvis ~ =
o eller Y2 = 0, men hvis ~ * 0 og Y2 ~ 0

er det klart, at de beggeer * Q, og at de

ikke har samme retning, altsa er linerert uaf~

hrengige.

Det er nok he Ld i ger-e at bruge "antisymmetrisk"

istedet for "usymmetrisk". Det synes de fleste

andre i hvert fald at g¢re.

Maske burde den tomme m~ngde vrere udtalt mere

udf¢rligt. Vi har 0xA = Ax0 = 0 for enhver

mrengde A, idet 0xA =" {(x,y) Ix E 0, yEA} =

0. Der findes en tom afbildning 8:0 + A for

enhver mrengde A, medens der for A * 0 ikke

findes afbildninger A + 0. En familie med tom

indexmrengde far den tomme afbildning af 0 ind

i sig selv som det eneste element. Fa side 5.14
afstod vi fra at tale om produktet af en tom

mrengde af rum. Hvis vi insisterer pa at indf¢re

dette tomme produkt, rna vi saledes lade det vrere

mrengden {0} med den tomme mrengde som det eneste

element.
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Rettelser og kommentarer 2

Ved omtalen af orden og index for en gruppe

i afsnittet midt pa siden er der kun t~nkt

pa endelige grupper. For en uendelig gruppe

kan ordenen defineres sam kardinaltallet for

m~ngden af dens elementer. Det h~nder, at en

uendelig undergruppe i en uendelig gruppe har

endelig index, og i.det tilf~lde kunne man

tvivle pa, am undergruppen n¢dvendigvis har

lige mange venstre og h¢jre sideklasser. Det

er imidlertid let at se, at en h¢jre sideklas­

se netop har en venstre sideklasse sam invers

m~ngde, og derfor er der altid lige mange.

'De i linie 5 og 6 fra oven omtalte undergrup­

per ernormale.

7 .8. Beviset for s~tning 7.8 er helt forkert. Lad

g. E S v~re en permutation. Vi kan t~nke as,n
at g er sammens~tning af v ombytninger.

Det er nok at vise, at det for enhver ombytning

tp g~lder, at forskellen mellem antallet af in-

versioner i tp g og i g er lilige. For et

par (v,v+1) g~lder nu, at (g(v), g(v+1))og

har netop 1 inversion mere eller mindre end g.

Nu kan tpog fas af g ved sammens~tning 'med om­

bytninger af'formeb (g(v), g(v+1)), og da dis­

se ombytninger sammens~ttes til tp, sam er uli­

ge, er deres antal ulige. Deraf f¢lger s~tningen.

8.4. Det burde n~vnes i tilslutning til denne side, at

det for enhver homomorfi f:r + A g~lder, at ori­

ginalm~ngden til et venstre (h¢jre) ideal er et

venstre (h¢jre) ideal. Billedet af et venstre (h¢j­

re) ideal er ikke n¢dvendigvis et venstre (h¢jre)

ideal, men dette g~lder dog, hvis f er surjektiv.

Disse resultater, sam er ganske lette at vise be-

nyttes i de to afsnit efter beviset pa side 8.13.
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Rettelser og kommentarer 3

I linie 5 fra neden optr~der et VO' der

ved en beklagelig fejltagelse ikke er ble­

vet introduceret pa beh¢rig vis. Det burde

have v~ret sagt, at Vo er det af ~o ud­

sp~ndte 1-dimensionale underrum.

Eksistensen af afbildningen y' i linie 5

fra oven f¢lger af s~tning 11.9.

Uanset pastanden l f¢rste afsnit pa denne si­

*de gar det udm~rket at lade f og f bytte

roller i s~tning 13.6. Den tredie formel i s~t­

*ning 13.5 giver nemlig umiddelbart, at f er

*surjektiv, hvis f er injektiv. Hvis f er

surjektiv, giver den fjerde formel i s~tning

13.5, at kern f er f~llesm~ngde for aIle

kerner for linearformer pa U, og s~tning·,13.4

fort~ller, at den f~llesm~ngde er {OJ.

s~tningerne pa denne side er blot en omformule­

ring af s~tningerne 13.5 og 13.6 for det ende­

ligdimensionale tilf~lde.

Linie 2-4 pa denne side kan udelades, da det sam­

me blev sagt i bevisets indledende afsnit.



Rettelser og kornmentarer 1

Rettelser og konunentarer til noter til MAT 101, 1977-78.

2.10. Efter f¢rste afsnit kan tilf¢jes, at det komplekse

tal (a1 , 0 ) = a 1+iO naturligt kan identificeres

med det reelle tal a
1

. Bag dette ligger f¢lgen­

de: Lad os definere en afbildning f::m"-+ <C ved

f (x) = (x ,0) = x + i ° , x E JR •

f¢lger heraf, at f(:m)

plekse tallegeme ~,

det reelle tallegeme

Afbildningen f er Abenbart injektiv, og der g~l­

der

f (x+y) = f (x}-+f (y), f (xy) = f (x ) f (y) ,

(hvor der pa h¢jre siderne regnes i <C). Under hen­

visning til senere omtalte begreber og resultater

er et dellegeme af det kom­

og at f er en isomorfi af

:m pa dellegemet f (JR.) af

~. Der er ikke anledning til'at skelne mellem :m

og andre med JR isomorfe legemer (s a s om f (:m) )

sadanne legemer er blot at anse som "andre eksempla-

rer af :m" . Herefter viI vi ikke skelne mellem

JR og f (JR.), idet vi som nzevnt; identificerer x E JR

med x+iO E (£, svarendert i.L at vi opfatter JR selv

som et dellegeme af det komplekse tallegeme <C.



Rettelser og kornmentarer 2

2.15. Pa h¢jre side af ligningen i n~stsidste linie

har vi valgt en vilkarlig af de to v~rdier af

kvadratroden af det komplekse tal~b2+ i7a3

(hvis dette er * 0).

3.7. Afsnit 2) af beviset er blevet skrevet lidt kort-

fattet. Midtvejs har vi erstattet x og y med 11~1

og y. If¢lge bem~rknlngen ¢verst pa siden ~ndrer

det hverken determinanten eller den line~re afh~n-

gighed eller uafh~ngighed. Determinanten er 0,

hvis og kun hv~s 11 = 0 eller Y2 = O. Vektorerne

11~1 og Y1~1 + Y2~2 er abenbart line~rt afh~ngige,

hvis 11 = 0 eller Y2 = 0, men hvis 11 * 0 og

Y2 * 0 er det klart, at de begge er *~' og at

de ikke har samme retning, altsa er line~rt uafh~n-

gige. (For ¢vrigt kornmer muligheden Y2 = 0 ikke i

betragtning her, ~a vi er i det tilf~lde, hvor lini-

en gennem endepunktet af x parallel med y sk~rer

3.12. Anvendes relationen nederst pa siden med (e ",e ",e ")=-1 -2 -3

det, , '(~1 '~2'~3)=1/dete ,e ,e (~1' '~2' '~3')·
~1 '~2 '~3 -1 -2 -3

3.22. Den anf¢rte ligning for planen gennem A og inde-

holdende vektorerne h og k er abenbart af 1. grad.
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Omvendt fremstiller enhver ligning af 1. grad:

(hvor c
1,c2,c 3 og. p er reelle konstanter) en

plan. Thi er f.eks. c 3 * 0, f&r ligningen efter

forkortning rned c 3 formen

og her kan x
1

og x 2 benyttes sam parametre t
1

og t 2, hvorved vi 0 til parameterfremstillingennar

x = a + t 1e. + t2~ med- -

a = q~3' k = ~2 + b2~3 ·

4 .2. Ved defini tionen af vinklen L (~, ~:~) og skalarpro-

duktet a-rb = ll a ll Ilbll cos (~,~) er stiltiende

forudsat, at a * 0 og b * O. Hvis a = 0 eller

!? = Q., scettes avb = 0 (men 4. (~,Q) tillcegges

ingen bestemt vcerdi) .

4.18. I linie 7 skal lcengden af projektionen af z p&

~xy regnes med fortegn.

4.18. I formlen for rumproduktet [~,y,~] = ~xY·~ midt

p& siden skal h¢jre side ganges rned [~1'~2'~3].
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5.17. Den i andet afsnit omhandlede ~kv~valensrelation

kaldes ofte ~kvipotens. Kardinaltallet kard A

for en m~ngde A kan defineres som klassen af

aIle med A ~kvipotente m~ngder.

5.18. I tilslutning til lemma 5.1 kan det n~vnes, at

en foreningsm~ngde af en f¢lge af t~llelige m~ng­

der er t~llelig.

5.19. Er P nulpolynomiet, s~ttes v{P} = o.

5.20. Maske burde den tomme m~ngde v~re udtalt mere ud­

f¢rligt. Vi har 0xA = Ax¢ = 0 for enhver m~ngde

A, idet 0xA = {(x,y) Ix E 0, yEA} = 0. Der

findes en tom afbildning 8:0 ~ A for enhver m~ng­

de A, medens der for A * 0 ikke findes afbild­

ninger A ~ 0. Den eneste familie med tom index­

m~ngde er denne tomme afbildning 8. Pa side 5.14

~afstod vi fra at tale om produktet af en tom m~ngde

af rum. Hvis vi insisterer pa at indf¢re dette tom­

me produkt, rna vi saledes lade det v~re m~ngden

{8} rued den tomme afbildning som det eneste element.
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FORORD.

Hensigten med denne udgave af forel~sningsnoterne til

matematik 101 var oprindelig at forny de indledende afsnit,

saledes at diverse emner, i f¢rste r~kke komplekse tal, som

ikke mere kan paregnes kendt fra skolen, fik en passende ud­

f¢rlig omtale, medens det sa til geng~ld var meningen at ude­

lade noget af den logik og m~ngdel~re, der nu med sikkerhed

kan paregnes at v~re kendt pa forhand af aIle vore studeren­

de.

Sa tog det ene ord det andet, og pa indev~rende tids­

punkt ser det ud til, at omarbejdelsen viI resultere i et

fUldst~ndigt s~t nye forel~sningsnoter. Nu, efter at skaden

er sket, er det let for forfatteren af disse noter at give

en ganske u~rlig begrundelse for sit initiative De gamle no­

ter havde mange forfattere, og derfor passede de forskellige

afsnit ikke helt godt sammen. Det indtraf for ofte, at samme

sag var omtalt pa to mader, og netop sa forskelligt at for

mange studerende ikke ville se, at det var samme sag. Trykke­

riets gengivelse af de handskrevne afsnit var for ringe osv.

Nar man f¢rst har efterrationaliseret pa den made, er

det sv~rt at finde den helt ~rlige arsag. Det kan godt t~n-
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kes at det for mig afg¢rende var, at forelresningsnoterne

kedede mig ("nar jeg skal vrere rerlig, er jeg "jeg", men nar

jeg efterrationaliserer, er jeg "forfatteren"). Alligevel

har jeg skrevet udf¢rligt om de komplekse tal som planlagt,

og den elementrere vektorregning er da ogsa kommet med.

I stedet for logik og mrengdelrere er der kommet et ret

langt kapitel om grundlagsforskningens historiske udvikling

siden mrengdelrerens indf¢relse. Der er en hel del filosofisk

snak om paradokserne og om aksiomatik, men der er ogsa en om­

tale af Zorn's lemma, sa det er til radighed for vektorrums­

teorien.

De fundamentale algebraiske strukturer er behandlet en

hel del mere udf¢rligt end i de gamle noter. Der er medtaget,

hvad det er rimeligt at have til radighed til vektorrumsteo­

rien.

Der er ikke rendret drastisk i vektorrumsteorien. Det vre­

sentligste er, at der er tilf¢jet et kapitel om multilinerere

afbildninger.

Den,f¢rste del af noterne slutter med behandlingen af de­

terminanter. Anden del viI behandle resten af vektorrumsteori­

en omtrent som de gamle noter. Der sker nogle rendringer i rrek­

kef¢lgen, og derved opnas en vis rationalisering.
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Sa langt er udarbejdelsen af kladden til noterne pa

indev~rende tidspunkt. Resten af anden del skal omfatte

teorien for affine rum og kvadrikker. Det er planen at

sk~re behandlingen af affine rum ned til et minimum, men

at behandle kvadrikker en hel del mere udf¢rligt end de

gamle noter.

I nogle afsluttende kapitler i anden del af noterne

er det planlagt at omtale nogle teknisk-fysiske anvendelser

af vektorrumsteorien, samt at anf¢re en del nyttige geome-

triske resultater, som for tiden er gledet helt ud af under-

visningen. Jeg har ogsa planer om en ganske kort omtale af

grafer og matroider, maske ogsa lidt om kategoriteori, men

jeg t¢r dog ikke love, at disse planer bliver til virkelighed.

Det er meningen, at de nye noter skal v~re rummelige

nok. De kommer til at indeholde en hel del mere information

end de gamle, selv om sidetallet ikke er for¢get. Det skulle

saledes ikke v~re n¢dvendigt at tilf¢je stof til de nye noter.

Til geng~ld viI det nok v~re realistisk at regne med, at nogle

afsnit under aIle omst~ndigheder rna overspringes.

v Adskillige steder er not erne udstyret med pillignende de-v

J korationer i marginen som her. De betyder, at det pag~ldende

v
afsnit er beregnet til forn¢jelsesl~sning, og at det viI v~re

mod forfatterens hensigter at kr~ve det opgivet til eksamen.

Det kan v~re sp~ndende matematik, der falder udenfor emnet.
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Det kan ogsa v~re eksempler pa anvendelser i andre fag el-

ler blot en omtale af sammenh~ng,med andre fag. Sommetider

er det historiske oplysninger, og forfatteren kan godt lej-

lighedsvis forfalde til mere filosofiske bem~rkninger. Med
A

I andre ord: Tegnet betyder, at det pag~ldende afsnit maske

~ er v~rd at l~se.

En overordentlig varm tak skal rettes til S¢ren J¢ndrup

for godt samarbejde, da vi forel~ste matematik 101 i f~lles-

skab i 1975/76. S¢ren har modigt om end ofte med bange anel-

ser fulgt mit arbejde med disse noter, han har l~st dem og

kommenteret dem, og han har standset mig, nar jeg ville helt

ud, hv6r jeg ikke kunne bunde. Der er meget at v~re taknem-

melig for.

Hans Tornehave



1.1.

KAPITEL 1

De reelle 'tal.

Vi viI forudsrette de reelle tal kendt fra skolen, og hen-

sigten med det f¢lgende er ikke at genindf¢re de reelle tal pa

en ny og bedre made, men dels at prresentere de betegnelser og

den jargon, vi anvender, og dels at fortrelle ganske kort om den

historiske udvikling af vort syn pa talbegrebet.

De reelle tal er en mrengde E med de to kompositionsreg-

ler + og · , samt ordningsrelationen ~, saledes at en

lang rrekke aksiomer, so~ vi nu skal opregne, er opfyldt.

I. Aksiomer vedr¢rende regneoperationerne.

1. De associative og kommutative love

(a+b) + c = a + (b+c) , (ab)c = a (b c )

a+b=b+a ab = ba .

Heraf f¢lger, at vi for givne reelle tal x',: .. • • , x1 n
kan til-

Lzegge summen x
1

.+:.:•• + X
n

og produktet x
1

' .•.•• X
n

bestemte

reelle vrerdier, som ikke afhrenger af rrekkef¢lgen.

2. Enhver ligning a + x = b har en og kun en l¢sning. Her-

af f¢lger eksistens af 0 og modsat tal til a.
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~ De distributive love (a+b)e = ae + be og a(b+e) =

ab + ae. Takket v~re den kommutative lov for multiplikationen

implieerer de gensidigt hinanden. De sikrer, at a· 0 = 0 · a =

o for aIle a E E .

4. Enhver ligning ax = b med a * 0 har en og kun en

l¢sning. Heraf f¢lger eksistens af 1 , samt at et fra 0

forskelligt tal har et reeiprokt.

II. Ordningsaksiomer.

1. Hvis a < b og b < a da er a = b . Hvis a = b ,
= =

,

da er a < b . Dette berettiger indf¢rglsen af a < b , som

betyder ~ < b og a * b .

2 • Af a < b og b < e f¢lger a < e .

3. For vilkarlige reelle tal a og b g~lder enten a < b

eller b < a .

Hertil kommer to aksiomer, der knytter ordningsrelationen

sammen med kompositionsreglerne. Vi viI bruge tegnene > og

> for de modsatte relationer, og vi viI sige, at a er posi-

tiv,hvis a ~ 0, strengt positiv, hvis a > 0, negativ, hvis

a < 0 og strengt negativ, hvis a < 0 .

4. At a < b er 'ensbetydende med, at b - a er positive



5. Produktet af to positive tal er positivt.

Nu kan vi slutte, at de reelle tal 1, 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1 ,

o.s.v. er indbyrdes forskellige, og de udg¢r delmrengden E

af naturlige tal. Ved yderligere at medtage deres modsatte

samt 0 far vi mrengden ~ af hele tal. Ved at medtage l¢s-

ningen af ligningen ax = b hvor a, b E ~ og a * 0 ,

far vi mrengden m af rationale tal.

Vi indf¢rer symbolerne 00 og -00 og indf¢rer den ud-

videde reelle akse E* =E U {-oo,oo}, idet ordningsrelationen

pa lli udvides til E* ved at -00 < a < 00 for aIle a Em.

For a, b E E* og a < b indf¢rer vi intervallerne

] a, b [, [a, b l , ] a, b ] og [a, b [ ,som er mengderraf .e.Iernerrber- ar

*'JR mellem a og b, s aLe de s at e.t endepunkt a eller b

skal inkluderes, hvis parentesen i vedkommende side vender fli-

gene indad. Et interval kaldes afslutt~t, hvis begge endepunkter

regnes med, og abent, hvis ingen af endepunkterne regnes med.

Det kaldes en halvlinie, hvis det ene endepunkt er 00 eller

-00 og ikke regnes med, medens det andet endepunkt er et reelt

tal. Det er klart, at ] -oo,oo[ ~ JR. Det lader sig ikke g¢re

at udvide kompositionsreglerne pa lli til hele lli*, sa

aksiomerne i gruppe I bevarer gyldigheden. Ikke desto mindre

definerer man ofte visse regneoperationer med 00 og ~oo

For a E E sretter man saledes a + 00 = 00 selv om det stri-

der mod aksiomet I, 2.
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Vi bemrerker, at vort aksiomsystem ikke er frerdigt, idet

det er let at se, at m tilfredsstiller samtlige aksiomer.

Da vi ¢nsker at have irrationale tal med rna vi tilf¢je endnu

et aksiom (eller to). Dette sidste aksiom kaldes ofte konti-

nuitets- eller fUldstrendighedsaksiomet, og det h¢rer hjemme

i matematisk analyse snarere end i algebra.

III. Fuldstrendighedsaksiomet. Hvis m deles i to ikke tomme

mrengder A og B, saledes at ethvert elementi A er min-

dre end ethvert element i B da findes der et og kun et

reelt tal, som er st¢rre eller lig ethvert element i A og

mindre eller lig ethvert 'element i B .

En opdeling af m ito mrengder som beskrevet i dette ak-

siom kaldes et snit i m. Det ville nok vrere naturligere at

lade E indga i aksiomet i stedet for m, og en nrermere un-

ders¢gel~e afsl¢rer f'ak t i.e k , at aksiomet III og det s aLe de s

rendrede vil kunne erstatte hinanden.

Vi skal ikke ved denne lejlighed trrenge dybere ind i pro-

blematikken omkring de reelle tal, men vi tilf¢jer nogle bemrerk-

ninger om den historiske udvikling.

v De tidligste matematiske rresonnementer, vi kender, stammerv

f fra Grrekenlands storhedstid i oldtiden. Vi kender dog en hel del
v

"regnestykker"fra lEgypten og Babylon, og disse synes at vise,

at man ogsa iden f¢rgrreske period~ kunne gennemf¢re ret kom-

plicerede rresonnementer, men disseer ikke blevet nedskrevet.
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I det overleverede materiale fra den f¢rgr~ske periode op-

tr~der der saledes udelukkende rationale tal. De gr~ske

matematikere opdagede tidligt, at den pyt~gor~iske s~tning

foruds~tter irrationale tal, og hos Euklid optr~der de irra-

tionale tal realiserede som forhold mellem geometriske ob-

jekter af samme slags. Sammen med et forhold ab betragter

Euklid aIle forhold rna .
nb '

m, n E IN , og for hvert par

(m,n) t~nker. han sig unders¢gt, om forholdet er over 1 eller

under 1 . To forhold a
b og a'

b' regnes ens, hvis denne un-

A

f
1\
A

ders¢gelse giver samme resultat for dem for aIle va~g af m

og n. Euklidarb@jder saledes med "kun-et"-delen afv-ort

aksiom III;' og en mere dybtgaende .under-s egeLs e v i.I. .v.i ee , at

det kommer udpa, at Euklid arbejde~med en ikke n~rmere be-

stemt de Irnarrigde af JR.' omfattende m,.

Det varede mange arhundreder, f¢r der indtraf en afg¢rende

~ndring i opfattelsen af de reelle tal. Den mest i¢jnefaldende

arsag til en sadan ~ndring var indf¢relsen af differential-

regningen ved Leibniz og Newton omkring ar 1700, idet der'ef-

terhanden opstod et behov for kriterier, der sikrede eksistens

af gr~nsev~rdier for visse f¢lger. Sadanne kriterier formule-

redes af flere matematikere hen mod slutningen af det attende

arhundrede, og dermed kom opfattelsen af de reelle tal i over-

ensstemmelsemed det her anf¢rte aksiomsystem. Det er den samme

opfattelse, der ligger til grund for undervisningen i skolen.
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KAPITEL 2

De komplekse tal.

v Oldtidens matematikere kendte kunsten'at l¢se en anden-v

f gradsligning
v

ved at indf¢re y = x - ~A1' hvorefter x bestemmes af lig­

ningen

2
x = a 2

Heraf ses, at 11.gn1L!1g_en. far', l¢sninger, hvis og kun hvis

A l A2
2 ~ 4 1

Det er nrerliggende analogt at behandle

n + A n-1
Y. 1Y .+ • '. • + A = 0n

ved at srette y = x - *A1 ~ hvilket giver en ligning af

formen

+.•.• • + a = 0 ,
n

men dette er selvf¢lgelig kun et yderst beskedent skridt p~

vejen mod en l¢sning.
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Omkring ar 1500. fandt Scipio del Ferro en metode til

l¢sning af trediegradsligningen

x 3 + ax + b = 0 ,

men det kan ikke udelukkes, at metoden har v~ret kendt tidli-

gere.

For at l¢se trediegradsligningen indf¢rer vi en ny va-

riabel u ved at substituere

ax = u - -311

Inds~ttelse i ligningen giver

2
u3 - au + a

3u o ,

og i betragtning af, at mUligheden u = 0 som l¢sning er

uden interesse, er dette ensbetydende med

som giver

( 1 ) 3 1 /1 2 . 1 3
u = - 2 b ± V 1fb . .+ .2 7 .a .

o ,

De to fundne l¢sninger for u 3 har produkt -2~ a 3 , og det

medf¢rer, at de to l¢sninger for u 3 giver de samme vcerdier

for x. Traditionelt angives l¢sningen ved Cardano's formel
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x =

men det er nu en ret uprrecis formulering.

Helt prrecist har vi fundet ligningens eventuelle l¢s-

ninger af formen

tilfredsstille betingelsen

af ligningen

ninger, rna x

2
u

a
x = u - 3u. ·

1
- xu - 3" a = 0

For en kendt rod x fas u

og for at den skal have l¢s-

2x

Saledes har ligningen

(2)

r¢dderne 1 , 2 -3 den til, at 4
91og men svarer a =, 3 3

0 ingen af r¢dderne kan skrives 0 formen a isa pa u -
3u

og,

overensstemmelse hermed far vi 1. b 2 1 a 3 100 0

+
27

= - -27 , sa vor4
l¢sningsmetode virker ikke i dette tilfrelde.

Det var disse omstrendigheder, der f¢rte til, at mate-

matikerne begyndte at regne med kvadratr¢dder af negative tal.

For roden 2 i ligningen (2) bestemmes den tilsvarende vrerdi

af u saledes af ligningen

u
2

- 2u + ~ = 0 ,

som har de imaginrere r¢dder

og binomialformlen giver

,



= 1 ± 2V3 • v=T - 4T S-r · v=T = -3 ± 10V) ,r::'r9 " v> I.

2 .4.

hvilket prrecis stemmer med, hvad (1) giver for a = -7 ,

b = 6 .

Det fremgar heraf, at fors¢g pa at l¢se trediegradslig-

ninger opfordrer til at regne med kvadratr¢dder af negative

tal. Det b¢r tilf¢jes, at det endnu ikke pa den tid var ble-

vet almindeligt at bruge bogstaver som betegnelser for vil-

karlige tal, og at negative tal heller ikke rigtigt eksiste-

rede. Indholdet af en ligning udtryktes i ord snarere end i

en formel. Hos Rene Descartes (1596-1650) finder man nogen

brug af et matematisk formelsprog, og hos Leibniz og Newton

er det frerdigudviklet.

I mellemtiden var ogsa fjerdegradsligningen blevet l¢st,

og mod slutningen af det attende arhundrede pastod d'Alembert,

at man ved regning med tal af formen a + bv=T ville opna,

at ethvert polynomium med sadanne tal som koefficienter, ville

have et tal af samme slags som rod. Hans bevis var dog ikke

fyldestg¢rende, hvilket blev papeget af Gauss i 1798, nresten

samtidig med, at vor kendte digter Johan Hermannn Wessels

flittige broder Casper Wessel i sin afhandling "Om Directionens

'anaLy t i ake Betegn i ng" opstillede en helt eksakt teori for

komplekse tal. Denne afhandling forblev upaagtet ligesom en

senere afhandling af svejtseren Argand, og f¢rst i 1817 ind-

Af f¢rte Gauss selv de komplekse tal og gav et tilfredsstillende

A
A bevis for d'Alembert's sretning.
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Vort udgangspunkt for indf¢relsen af komplekse tal skal

v~re den s~dvanlige Euklidiske plan, som vi t~nker os ud­

styret med et fast valgt retvinklet koordinatsystem, sa

hvert punkt er givet ved et koordinatpar (x1,x2
) , og vi vil

ogsa benytte (x 1,x2
) som betegnelse for punktet med dette

koordinatpar, men vi vil dog ogsa anvende en betegnelse ved

et enkelt bogstav og skrive x = (x1 ' x2 ) , y =(Y1'Y2) etc.

Fremtidig vil vi ogsa kalde x = (x1 "x2 ) et komplekst tal,

og vi vil kalde x1
dets reelle del eller realdel og x

2

dets imagin~re del eller imagin~rdel.

Vi definerer nu addition af komplekse tal x = (x
1,x2

) og

y = (y 1 ' Y2 ) ved

x + y = ( x1 + y 1 ' x2 + Y2 )

Det er klart at den associative og den kommutative lov

(x+y) + z = x + (y+z) x + y = y + x

ningen a + x = b have l¢sningen x = (b 1

og vi vil betegne dette tal med b - a Et komplekst tal

a = (a
1

, a
2

) har det modsatte tal -a = (-a
1

, -a
2

) . Det

komplekse tal (0,0) er det komplekse nul.

For a E E og et komplekst tal x = (x
1,x2

) definerer

vi
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Det ses da helt umiddelbart, at vi har de distributive love

a(x+y) = ax + ay , (a+a)x = ax + ax

samt den associative lov

(aa)x = a(ax)

,

Vi vedtager, at xa skal betyde ganske det samme som ax .

Vi indf¢rer nu de specielle komplekse tal e = (1,0)

og i = (0,1), og vi far sa for ethvert komplekst tal

x = (x1,x2) , at

Det komplekse tal a =

(a1,a2) er et punkt i planen,

og det bestemmer liniestykket

fra (0,0) til (a
1,a2) . Vi

kan ogsa lade dette liniestykke

med orienteringen angivet ved

2

-a
en pil repr~sentere a = (a

1,a2).

Sa er det hensigtsm~ssigt ogsa

at lade aIle andre liniestykker med samme l~ngde og retning

repr~sentere det komplekse tal a. Som antydet pa figuren,

opnar vi derved, at komplekse tal adderes~ ved at deres re­

pr~senterende liniestykker s~ttes efter hinanden (eller ved

"kr~fternes parallelogram"). S~rlig bekvemt er det, at b - a

repr~senteres ved liniestykket fra a til b .
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Det liniestykke, som reprCEsenterer a = (a1 ' a 2) , har

lCEngden I a l j a~ 2
som kaldes den numeriske vCErdi= + a 2

,

af a eller modulus af a . Det er nCEsten helt indlysende,

at l o x l = l c I l x l

trekantsuligheden, at

og af figuren ovenfor fas ved hjCElp af

Ilbl - lal I < Ib ± al < lal + Ibl

Det komplekse tal

a = (a
1,a2) er ogsa fast­

lagt ved den numeriske

vCErdi lal og vinklen

. fra den f¢rste akse i koor-

dinatsystemet til det li-

niestykke, der reprCEsenterer

.2

lal

8

a

1

a. Vinklen 8 har uendelig mange talvCErdier, og enhver sa-

dan talvCErdi kaldes et argument for a. Argumenter for a

betegnes arg a, arg1a, arg2a, etc. Med Arg a betegner

vi det specielle argument, som falder i ]-n,n] , og det

kaldes hovedargumentet for a. Med· {arg a} betegner vi

mCEngden af argumenter for a.

Hvis a = (a1,a2) har numerisk vCErdi lal = r og ar­

gument arg a = 8, har vi ogsa

a = (a1,a2) = (r cos 8 , r sin 8) ,

altsa
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a = a e + a i = r(e cos 8 + i sin 8) .1 2

For komplekse tal a = (a1,a2) og b

nerer vi produktet

Hvis vi udtrykt ved numerisk v~rdi og argument har

a = (r cos 8 , r sin 8) , b = (r'cos 8' , r'sin 8')

far vi

ab = (rr'(cos 8 cos 8' - sin 8 sin 8'), rr'(sin 8 cos 8' + cos 8 sin 8')) ,

og additionsformlerne for cosinus og sinus giver

ab = (rr'cos(8+8') , rr'sin(8+8'))

Heraf f¢lger umiddelbart, at multiplikationen er associativ

og kommutativ. Endvidere slutter vi, at

labl = lal Ibl, arg(ab) = arg a + arg b ,

hvor den sidste formel skal forstas pa den made, at det for

vilkarligt valg af argumentv~rdier arg a og arg b g~lder,

at arg a + arg b er en argumentv~rdi for ab .

xe + ye = (x+y)e, (xe) (ye) = xye •

For x E lli og et komp~kst tal a = a 1e + a 2i far vi
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Heraf fremgar, at regning med de komplekse tal xe med ima­

ginrerdel 0 foregar helt som regning med reelle tal. Des­

uden ser vi, at e er neutralelement ved mUltiplikation af

komplekse tal. Vi tillader os derfor at udelade e, sa vi

vil fra nu af skrive

For y EE og et komplekst tal a = a 1 + ia2 har vi nu

iy . a = -ya + .i.ya , ,2

og hvis yderligere xEE , far vi

(x+iy)a = xa + iy . a .

For Y1' Y2 EE og a = a 1 + ia2 har vi

i(Y1 + Y2)a = iY1a + iY2a

For komplekse tal x + iy x1
+ iY1 og a = a 1

+ ia2"'
far vi dernrest

( (x+iy) + (x1+ i Y1))a = (x+x
1)a

+ i (Y+Y1 ) a. =

(x+iy)a + (x1+ i Y1)a

Dette er den d.i e t r i bu t i.ve l.ov f'o r multiplikationa.f komplekse

tal.
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Multiplikationens definition giver, at i
2 = -1 ,

mUltiplikationen

og

kan derefter udf¢res ganske som man pa gammeldags vis multi-

plicerer toleddede st¢rrelser.

Et komplekst tal a 1 + ia2 kaldes reelt, hvis a 2 = 0,

og det kaldes rent imagin~rt, hvis a 1 = o. Det kaldes ima­

gin~rt,hvis a 2 * o. Ud fra a = a 1 + ia2 kan vi danne d~t

komplekse tal a 1 - ia2, der betegnes a og kaldes det

konjugerede tal til a. Vi har lal = lal og arg a = -arg a .

Et komplekst tal a er reelt, hvis og kun hvis a = a og

det er rent imagin~rt, hvis og kun hvis a = -a .

For a = a 1 + ia2, hvor a 1 ' a 2 E lli skriver vi

a 1 = Re a , a 2 = 1m a ,

og vi har

a + a = 2 Re a , a - a = 2iIm a .

Endvidere er

aa = I a 1
2 = l-aI2. 2 2= a 1 + a 2

Vi viI fra nu af benytte betegnelsen m for mrengden af

komplekse tal med de ovenfor indf¢rte regneregler. For a Em,

a * 0 har vi lal * 0 og

a ·
a =

lal
2

aa

~
,



sa

er

1
~a

er det til a
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reeiproke komplekse tal. Udf¢rligt

= - i

For a,b E ~, a * 0 og et ubekendt z E ~ er lig-

ningen az = b ensbetydende med -1
z = a b , sa division

er mulig og entydig. I praksis kan division gennemf¢res ved

at "skaf'f'e reel ncevner"

b 1+ib 2 (b 1+ib2)(a1-ia2 ) a 1b1+a2b 2 + i
a 1b 2-a2b 1= =a 1+ia2 (a

1+ia2)(a1-ia2
) 2 2 2 2

a 1+a2 a 1+a2

Vi har f¢lgende regler for regning med konjugerede tal:

- --1 --=T a+b b ab ba: = a a = a - - = a + = a, , ,

Hvis de komplekse tal er udtrykt ved numerisk vcerdi og

argument, dannes reeiprok og kvotient ved formlerne

(r(cos 8 + i sin 8))-1 = r-1(cos 8 - i sin 8)

r'(~os 0' + i sin 8') =
r(eos 8 + isin 8)

"~(eos(8'-8) + ir " sin ( 8 ' - 8 )) .

For a = r(eos 8 + l sin 8)
az

kan den ved ~(z) = az define-

rede afbildning ~: ~ ~ ill tJe-

skrivessom en drejning om 0:"

med drejningsvinklen 8 efter-

fulgt af en ligedannethed med

centrum 0 og ligedannetheds-

a

0-
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forhold lal. Det gar ogsa med de to operationer i omvendt

orden. De to trekanter 01a og Oz(az), som er vist pa

figuren, bliver ligedannede.

Hvis a,b E ~ og a * 0 , b * 0, viI ab vrere et

reelt tal, hvis og kun hvis a og b har samme eller modsat

retning i planen, medens ab viI vrere rent imaginrert, hvis

og kun hvis a og b har pa hinanden vinkelrette retninger.

Eksempel: For vilkarlige ~om­

plekse tal a,b,c,p far vi ved

direkte udregning, at

2

1• c

p
a

(p-a) (a-b) + (p-b) (a-c) +

(p-c) (b-a) = (bc-bo.) + (ca-ca) +

(ab-ab). Her star pa h¢jre side

i hver parentes forskellen mel~

lem et tal og dets konjugerede,

altsa noget rent imaginrert. Derfor kan vi slutte, at hvis to

af produkterne pa venstre side er rent imaginrere, er ogsa det

tredie rent imaginrert. Geometrisk betyder det for trekanten

abc, at hvis p ligger sadan, at dets forbindelseslinier

til to af vinkelspidserne er vinkelrette pa siden overfor,

viI det tilsvarende g~lde for den tredie vinkelspids. Dette

resultat er ensbetydende med den kendte sretning, at h¢jderne

i en trekant gar gennem samme punkt. Vort resultat omfatter

ganske vist nogle udartede tilfrelde, f.eks. hvis punkterne

a, b og c ligger pa en ret linie, men i aIle sadanne til-
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frelde bliver resultatet helt uden interesse.

Potensopl¢ftning med heltallig eksponent defineres

ganske som potenser af re.elle tal, sa an med n E IN" er pro-

dukt af

aO= 1

n

og

faktorer, der alle er

a-D = (aD) -1 For

a, og 'for a * 0 _. er

a = r(cos 8 + i sin 8)

giver mUltiplikationsformlen umiddelbart Moivres formel

an = ( r ( cos 8 + i sin 8)) n = r n ( cos n 8 + l sin n8 )

for n E IN", og det f¢lger derefter umiddelbart, at formlen

grelder for alle n E ~, nar a * O.

Idet vi stadig har a = r(cos 8 + i sin 8)* 0 og n·E IN,

vil vi finde alle l¢sninger til den binome ligning

n
z = a

Vi kan skrive z = p(cos ~ + i sin ~), og vi far da

,

og z er en l¢sning til ligningen, hvis og kun hvis

n
p = r , n~ = 8 + 2pTI , P E ~ ,

og vi far derfor l¢sningsmrengden

n
{vr( cos 8+2pTI

n
+ i sin 8+2pTI)

n
I p E il}

men l virkeligheden far vi bare n indbyrdes forskellige l¢s-

ninger, idet og p = P 2
giver samme l¢sning, hvis n

Vi far derfor alle l¢sninger ved at be-
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nytte n pa hinanden f¢lgende vrerdier for p, f.eks.

p = 0, 1·,· · · ,n-1 . I'e n l¢sninger er vinkelspidser i en re-

er

=g
n

og radiuso

og de kaldes de

2 n-11, e , g., .••• , g
n n n

n
z = 1 ,

Tallene

n~kant indskrevet i cirklen med centrum

Hvis z er en af l¢sningerne og vi sretter
o

2n · · 2n d f ~ ·cos + l Sln -- , er mreng en a l~snlnger
n n

{z z e ze2 ••• z en-1 }
0' 0 n' 0 n' , 0 n

netop l¢sningerne til ligningen

ten enhedsr¢dder.

gulrer
n
vr

Vi giver en tabel over de
te

n enhedsr¢dder for nogle

vcerdier af n

n enhedsr¢dder

2 1 , -1

3 1.,
-1+ iV) -1-iV)

2 , 2

4 1 , i, -1 , -·i·

\1'5--1
{/10+2~5 1 , ±

\15-+1-
± i /10-2'15-r , -

~ 4"

6 ± 1 , 1 ±iV) -1 ±iV)
2 2

8 ±1 , ±i,±
'fl.

± l -r:
2 2

For n = 7 og n = 9 far vi ikke tilsvarende prene ud-

tryk ved kvadratr¢dder, idet vi kommer til at l¢se en tredie-

gradsligning. For n = 10, 12,15 og 16 far vi enhedsr¢dderne

udtrykt ved kvadratr¢dder, men ikke for n = 11, 13 og 14.
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Overraskende nok viste C.F. Gauss i en meget ung alder, at

ogsa de syttende enhedsr¢dder kan udtrykkes ved kvadratr¢dder,

og deraf f¢lger, at en regulrer syttenkant lader sig konstru-

ere ved hjrelp af passer og lineal.

Af

ligningen

2
z = ~ med a = a

1
+ ia2

fas ved z = x + iy

2 2
x - y = a1 ' 2xy = a 2 '

hvoraf vi finder ( 2 2)2 2 2
x +y = a1 + a 2 ' a.Lt aa

sa vi

2 2
x + Y

far l¢sningerne

.,

z =

vv
f"
v

±~ A(ja1~·.+·· 2." a
1
· ) + i~ ~(/a12 f a 2 - ) IfL a 2 .+ I a

2
I 2 a1

a
2For a = 0 ma resultatet modificeres lidt, da ---- ikke har

2 -la
21

mening i dette tilfrelde. En tilsvarende behandling af lig-

ningen z3 = a viI ikke Iykkes.

Vi vender nu tilbage til l¢sningen af trediegradsligningen

x 3 + ax + b = 0

hvor vi nu kan tillade a og b at v~re komplekse tal. Lad

U o vrere en l¢sning til ligningen (1)

3 /~ 2 1 3
Uo = -!b + V 't b . +27 a ..

Sa er
"a

v o = --- en l¢sning til den ligning, der fas ved at3uO
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vrelge den anden vrerdi af kvadratroden, og trediegradslig-

ningens l¢sningsmrengde bliver

hvor

Fjerdegradsligningen

4 2
x = ax + bx + c

er for hvert z E ~ ensbetydende med ligningen

Hvis vi nu vrelger z som en rod i trediegradsligningen

bliver ligningens h¢jre side kvadratet pa et f¢rstegradspoly-

nomium, og sa gar det let nok at l¢se ligningen.

For ligninger af h¢jst fjerde grad har vi saledes l¢s-

ningsformler, der udtrykker den ubekendte ved rodst¢rrelser

og elementrere regneoperationer. Den non1sk:€(matematiker Niels

AJ Henrik Abel (1801 - 29) viste, at tilsvarende formler ikke

A
A kunne grelde for ligninger af grad > 5

For a Em, r > 0 er relationen Iz-al = r udtryk for,

at z E ~ ligger pa cirklen med centrum a og radius r.

Relationen er ensbetydende med, at (z-a) (z-a) = Iz-al 2 = r 2 ,

hvilket ogsa kan skrives



2
1 z 1 - az az + lal

2
- r

2 = 0 .

2.17

Mere generelt kan man for a E ~ , a, y E lli sp¢rge om l¢s-

ningsmrengden for ligningen

1 1
2 - -a z - az - az + y =

og vi far da f¢lgende muligheder:

o ,

1) a = a = y = 0 . Hele planen.

2) a =1= 0 a = y = 0 . Ret linie gennem 0,

3) a =1= 0 S = 0, y =1= 0- . Ret linie-, ikke gennem 0 .,

4) a = a = 0 y =1= 0 Den tomme mrengde.,

5) a =1= 0 :r < I.§: 12 Cirklen med centrum a, a a a og

radius
j 2 .; .r.

o r.§:r .a a
2

6) a =1= 0 r. I~I Punktet a= a, a a
2

7) a =1= 0 , 1. > I.§: 1 Den tomme mrengde.a a

Ligningen (3) kan sam l¢sningsmrengde _~rhave hvilken som he Ls t

cirkel eller ret linie i ~. Disse punktmrengder kaldes der-

for generaliserede cirkler (i ~) . De srerlige l¢snings-

mrengder i tilfreldene 4), 6) og 7) regner vi ikke rigtigt med,

men de kalde e dog "udartede generaliserede cirkler".
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af ~'{O} pa sig selv. Som

neres en bijektiv afblldning

antydet pa figuren ligger z

og tp(z) pa samme halvlinie

1

z

defi-
-1

tp(z) = ZVed

ud fra 0, og deres afstan-

de fra 0 har produktet 1. Afbildningen tp kaldes en in-

version i enhedseirklen eller en spejling i enhedseirklen.

Hvis vi erstatter z med --1
z i ligningen (3) og derefter

bringer ligningen pa "bel form" ved multiplikation med

Izl 2 = zz, har det blot den virkning, at ~ og y bytter

plads i ligningen. Deraf slutter vi, at en inversion f¢rer en

generaliseret eirkel over i en generaliseret eirkel. Mere

detaljeret far. vi, at en ret linie gennem 0, afbildes pa sig

selv, at en ret linie, der ikke gar gennem 0 svarer til en

eirkel gennem 0 og omvendt, samt at en eirkel, der ikke gar

gennem 0, svarer til en eirkel, der heller ikke gar gennem

o •

-1
Ved tp1(z) = z defineres ligeledes en bijektiv af-

bildning af rc, {O) pa sig selv, og da tp1 .kan s ammenset t.e s

af tp og en spejling i den reelle akse, gCElder det ogsa for

tp1 ' at den afbilder generaliseret eirkel i generaliseret eir­

kel. For a, b, e, d E ~ og ad - be * 0 definerer

y( z )
az+b i tilfCEldet 0 bijektiv afbildning= ez+d e = en

y: rc ~ ~ og i tilfCEldet e * 0 en bij ektiv afbildning

~
d

~ ~ {.§: } For 0y: <, {--} <, . e * ere e

y(z) = be-ad (z + Q)-1 +.§l
2 e ee
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de r-na-s t afbildningen <.p1~' sa z -++ ~
e '

z -+ z

og det viser, at y fas ved f¢rst at anvende parallelforskyd­

be-ad
2 z,

c
altsa en drejning og en ligedannethed, og endelig tilsidst

ningen

parallelforskydningen
$;

z -+ Z + G • Afbildningen y viI der-

for ogsa afbilde generaliseret eirkel i gener~liseret eirkel.

At dette ogsa gCElder for e * 0 ses meget let. Afbildningerne

y har mange anvendelser og de optrCEder i litteraturen med

mange navne: brudne lineCEre sUbstitutioner, projektiviteter,

homografier ete.

v Nu er vi fCErdige med vor indf¢relse af komplekse tal.v

f Vi kunne VCEret g&et videre ad nCErliggende veje,. f.eks. ved
v

den nCErliggende definition

E
(r(eos 8 + i sin 8))q =

E
{rq(eo~ £(8 + 2inTT) + i si~ P (8 + 2inTT) I n E ~}

q q ,

hvor udtrykket pa h¢jre side er en endelig mCEngde, som virkelig
E

kun afhCEnger af det rationale tal E, men sa viI a q ikke
~ q

VCEre det samme som (aP)q , hvis E kan forkortes.
q

Til gengCEl~ gar det fint at definere potenser af reelle

tal med komplekse eksponenter. Allerede Euler indf¢rte

x+iy x
e = e (eos y + i sin y) ,

som tilfredsstiller eksponentialfunktionens funktionalligning

Z+W Z w
e = e e

for a LLe komplekse z , w. Derved fas de EuLe r-:' ske formler
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der kan benyttes til definition af de trigonometriske funk-

tioner ogsa som funktioner af komplekse variable, og de bevir-

ker desuden, at de trigonometriske formler nu kan udledes af

eksponentialfunktionens funktionalligning.

Vi burde slutte med nogle bemrerkninger om anvendelser

af komplekse tal, men det emne er faktisk for omfattende for

os. De fleste og vigtigste anvendelser beror pa, at differen-

tial- og integralregning kan udstrrekkes til funktioner af kom­

plekse variable. Desuden er der en intlm sammenhreng mellem

funktioner af komplekse variable og problemer vedr¢rende mere

komplicerede differentialligninger ,af den slags, der optrreder

i fysiske og tekniske problemer. Elementrer regning med kom-

plekse tal letter behandlingen af mange mere elementrere diffe-

rentialligninger og optrreder som et hjrelpemiddel i elektrisk

kredsl¢bsteori. De simple geometriske anvendelser (inversion

og homografier) giver en a l t-e r-na t i.v analytisk geometri. Den

er ikke bedre end den stedvan l Lge , men den fremhrever ·andre fre-

AJ nomener~ sa den er nyttig til behandling af visse specielle

A
A problemer.
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0VELSER TIL KAPITEL 2.

Som hjrelp til kontrol af indlrering anf¢res i tilfrel-

dig rrekkef¢lge stikord til de vigtigste af de i kapitlet

behandlede emner. Ved at lrese dem langsomt igennem og for

hvert stikord pr¢ve, hvad man kan huske om det, kan man

kontrollere, om man efterhanden har lrert noget af det.

Argument, potenser af kompleksetal, modulus, distri-

butive love, realdel, b.inom l.igning, rent imaginrer, associa-

tive og kommutative love, modulus, enhedsr¢dder, cirkellig-

ning'pa kompleks form, numerisk vrerdi, at "skaffe reel nrev-

ner", kvadratrod, hovedargument, imaginrer, inversion, kon-

jugeret.

2.1. Ind¢v regnereglerne ved at skrive nedenstaende ud-

tryk pa formen a+ib.

2 . 1 . 1 .

2.1 .2.

2.1 .3.

2.1.4.

(8+i)+(4-i7)+(-6+i2)-(5+i4)

(3+i4)(4+i3)-(4-i3)(3-i4)

((2+VJ)+i(2-VJ))((2~VJ)+i(2+VJ)).

1+i7 + 7+i
4+i3 3+i4
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2.1 .5. V5+l12,

2 • 2 • Et fjerdegradspolynomium
422

x - 2ax + b kan

opl¢ses i to andengradsfaktorer pa flere mader,

f.eks.

2 0 2 2 2 02 2((x -a) + a.~b.)((x -a) - a -b)

eller

Det kan man udnytte til at finde r¢dderne, men

til det formal er de to spaltninger ikke altid

lige bekvemme. Pr¢v med x4-4x2-S
og med x2+4x2+16.

2 .;3 Find r¢dderne i polynomiet zS-1 ved hj celp af

omskrivningen

(zS-1) = (z-1)(z4+ z3+ z2+ z+1) =

z2(z-1)((z+1)2 + (z+ 1)-1).
Z z

• 1T. 1T (1T - 18° )Flnd derved cosTO og slnTO TO - ·

2.4. Udregn j/l+i og find derved cos Jf og sin 1T
-2 ' 12 12·

Ved at kombinere resultatet med det fra opgave 2.3.

kan det lade sig g¢re at finde 1T og • 1TcosbC) slnbC).

2.5. Lad a og b v~re fra 0 forskellige komplekse tal.

van (Vis, at Ibla+lalb er reelt det er selvf¢lgelig
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Er f¢lgende pastand rigtig? Lad A,B og C v~re

vilkarlige komplekse tal. Hvis der findes to rent

imagin~re tal u og v, som tilfredsstiller betin-

gelsen Au+Bv = C, da findes der ogsa to reelle

tal x og y, som tilfredsstiller betingelsen

Ax+By = C.

Lad u,x,y,z v~re 4 indbyrdes forskellige komplek­

u-y.,.1!.·,. x-yse tal. Vis, at "dobbeltforholdet" er
U-~, ' x-z

reelt, hvis og kun hvis de 4 tal ligger pa en cir-

kel eller en ret linie.

2.13 Ved fez) 2= z defineres en afbildning f:C + t.

Vis nogle af de f¢lgende pastande:

2.13.1. Billedet af en ret linie, der ikke gar gennem 0, er

en parabel med br~ndpunkt i O. Benyt, at drejning af

en figur om 0 blot bevirker, at billedet drejes den

dobbelte vinkel om o. Det er derfor nok at vise pa-

standen for en lodret linie.

2.13.2. Originalm~ngden til en ret linie, der ikke gar gen-

nem 0, er en ligesidet hyperbel med centrum i o.

Se vink i 2.13.1.

2.13.3. Originalm~ngden til en cirkel med centrum i
2

a , hvor

a er strengt positiv, er en kurve, der bestar af net-
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f¢rst rigtig defineret, nar der er valgt en v~r-

di af kvadratroden). Det h~nger sammen med, at

bade van og Ibla+lalb ligger pa den linie

gennem OJ som halverer vinklen mellem liniestyk-

kerne fra 0 til a og b. Det punkt, hvor halverings-

linien sk~rer liniestykket fra a til b

2.6. Find aIle de 12te enhedsr¢dder.

Ibla+lalb
er lal+lbl

2.7. Udregn med tiln~rmelse aIle 3 v~rdier af 3V3V5+i4V5.

Lykkelige ejere af en lommeregner kan i stedet pr¢­

ve med 3V3 , 1872+12 , 915 .

2.8. Anvend Eulers formler og formlen for summen af en

kvotientr~kke til et bevis for formlen

~ +cosx+c os 2x+ .' .. +c osnx = sin(n+~)x
2sin~x

2.9·

2.10.

Find r¢dderne i polynomiet x2 + (7+i6)x - (1+i15).

Det er klart, at to ligninger af °f¢rste grad med to

ubekendte og med komplekse koefficienter og ubekend-

te kan behandles pa samme made, som tilsvarende lig-

ninger med reelle koefficienter og reelle ubekendte.

Find l¢sningerne til

(2+i)x + (3-i2)y = -1-i3

(4+i3)x + (2-i3)y = -6+i4.
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op de punkter, hvis afstande fra a og -a har

produkt b 2, hvor b2 er cirklens radius. Kur-

vep kalde~ en lemnigkat. Srerlig interesse har

lemniskaten gennem (0,0). I retvinklede (x,y)-

koordinater er den l¢sningsmrengden til ligningen

222 222 .
(x +y ) -2a (x -y ) = O. I polrere (r,8)-koordl-

2 2nater er den bestemt ved r = 2a cos 28.

2.13.4. Billedet af en cirkel gennem 0 og med centrum i

a > 0 er en kurve, der kaldes en cardioide (hjer-

tekurve), selv om den maske snarere minder om snit-

fladen i et overskaret reble.

2.14. Den ved fez) = 1 definerede afbildning
z

f:~'{O} + ~'{O} afbilder en ligesidet hyperb'el med

centrum i 0 og f¢rste akse pa den reel Ie akse i en

kurve, der ved nrermere studium viser sig at vrere i-

dentisk med den i 2.13.3 omtalte lemniskat gennem o.

2.15. Ved fez) = z + 1
z

defineres en afbildning

f:~'{O} +~. Det er let at se, at f afbilder en-

hedscirklen U = {zE CI Izi = 1} pa liniestykket

med endepunkter l z og -z. Det er ogsa let at se,

at f afbilder ~'{-1,0,1} surjektivt pa ~'{-2,2},

saledes at hver punkt af denne mrengde far netop 2

originalpunkter. Endvidere afbilder f mrengden af
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punkter udenfor enhedscirklen bijektivt pa m~ng-

den af punkter, der ikke ligger pa liniestykket

med endepunkter 2 og -2.

En vilkarlig cirkel U
1

gennem 1 og -1 afbildes

ved f pa en cirkelbue med endepunkter 2 og -2.

V~lg U1 t~t ved U og tegn billedet af en cir­

kel U2, der omslutter U1, r¢rer U1 i punktet

2, men ikke s~rlig meget st¢rre end U2. Den frem­

komne kurve kaldes en Joukowski-profil efter den

russiske hydrodynamiker N.E. Joukowski som virke-

de i begyndelsen af dette arhundrede.

Man kan differentiere afbildninger f:O ~~, hvor

o c ~ er en aben m~ngde, ganske som funktioner af

4 'z+4reelle variable. Simple udtryk som z +2z, 2 '
(2zt3)

ze z definerer differentiable funktioner. Det viser

sig til geng~ld, at sa p~ne udtryk som Re z , I z I

og z definerer funktioner, som er intet steds dif-

ferentiable. Derfor har differentiable funktioner

ogsa faet andre navne. Mest bruges "holomorf", men

"analytisk" bruges n~sten lige sa tit. Manhar ogsa

brugt "regul~r", men denne betegnelse har man sat pa

n~sten alt p~nt - det rna v~re matematikkens mest mis-

brugte glose.

Holomorfe funktioner spiller en v~ldig rolle for an-

vendelserne, til dels som mere regnetekniske hj~lpe-
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midler. Der er imidlertid en meget direkte for-

bindelse til de teknisk-fysiske anvendelser, og

det beror pa, at str¢mlinierne for plane str¢m-

ninger i en ideal vceske, samt kraftlinierne for plane

elektriske og magnetiske felter i det tomme rum

netop er niveaukurver for realdele af holomorfe

funktioner.

Dette bevirker, at afbildninger ved holomorfe

funktioner afbilder feltlinier i feltlinier for

de her omtalte felter. Derfor kan man ved passen­

de udnyttelse af den ved z+ 1 definerede afbild­z

ning fa den serie af str¢mliniebilleder, der er

vist pa figurerne her.

Som antydet pa den sidste figur, der viser str¢m-

ningen om Joukowski-profilet, minder dette en hel

del om profiler af skibsskruer, propeller, aeroplan-

vinger, turbineskovle etc. De her omhandlede afbild-

ninger var et vcesentligt led i bestr~belserne i be-

gyndelsen af dette arhundrede for at forsta kraftpa-

virkninger og energiomscetning ved disse vigtige tek-

niske hjcelpemidler.
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Nu har vi begaet et mindre snyderi, idet vi har

ladet str¢mmene over og under Joukowski-profilet

m¢des netop ved den skarpe kant. Det sker selv-

f¢lgelig kun, nar den er drejet i den helt rig-

tige stilling. hvis vi vipper forenden lidt opad,

skilles str¢mningen pa ryggen.

:

:

Beregningen i denne situation viI vise, at profi-

let ikke pavirkes af nogen kraft. Det er Joukow-

ski's paradoks. Nu er str¢mningen st~rkt ustabil.

Det har den virkning, at der opstar en'hvirvelstr¢m

om profilet (i retning med uret pa figuren), og den

skubber delingspunktet pa ryggen hen i spidsen, sa

vi far glat afstr¢mning, og det viser sig, at sa

pavirkes profilet af en kraft, der er opadrettet,

og sa kan det altsa lade sig g¢re at flyve.
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KAPITEL 3

Linerer vektorregDing.

Idette kapitel viI vi med E3 betegne det 3-dimensionale

Euklidiske rum, med E2 den Euklidiske plan og med E
1

den Eu-

klidiske rette linie. Rver plan i er en kopi af og

hver ret linie i E2 eller E3 er en kopi af E1. Vi viI som-

me tider skrive og sa er det underforstaet, at n kan be-

tyde 1, 2 eller 3.

Lad 0 E Em vrere et fast valgt punkt. Sa er ethvert punkt

P E Em entydigt fastlagt ved det orienterede liniestykke OP=n.

Et sadan orienteret liniestykke kaldes en vektor, og vi siger,

at det orienterede liniestykke c)P. reprresenterer vektoren n,

men Vl viI ogsa sige, at ethvert andet orienteret liniestykke

AB med samme" retning og samme lrengde som Op reprresenterer

vektoren 12.. Sa er OPBA et (eventuel t fladklemt ); ....piarallelogram,

og AB fas ved at parallelforskyde Op stykket GA. At linie-

stykket AB skal repr~sentere vektoren E antydes pa en figur

ved at forsyne AB med en pilespids i endepunktet B. Nar vi

siger, at vektoren E ligger pa den rette linie L (eller l

planen F), mener vi, at E er reprresenteret ved "et orienteret

liniestykke AB, som ligger pa L (eller iF). Nar vi siger,

at E er afsat ud fra A, mener vi, at £ er reprresenteret



ved et liniestykke AB. N~r p er afsat ud fra 0, alts~

repr~senteret ved OP, siger vi, at E er stedvektor for

punktet P. For P = 0 udarter liniestykket OP til sel-

ve punktet 0, som vi betragter som et udartet liniestykke,

der har lrengde 0 og alleretninger, og det reprresenterer

en vektor, der kaldes nulvektor og betegnes O. Den er sted-

vektor for O.

Lad a og b v~re stedvektorer for A og B. Hvis b

afsat ud fra A f~~ endepunkt C med C

rallelogram, og vi har derfor ogsa

b+a=c. Det er klart at additionen og-

er OACB et (eventuelt fladklemt) pa-

A

o

a+b=c. Sastedvektor c definerer vi

s~ bliver associativ, og at 0 bliver neutralelement. En vek-

tor a f~r en modsat vektor -~, og 0 er midtpunkt af l±nie-

stykket, der forbinder punkterne med stedvektoren a og -a.

Vi f~r en subtraktion af vektorer, og med samme betegnelser som

ovenfor v i I liniestykket AB 'reprresentere b-a.

En stedvektor a for

et punkt A ligger pa en

ret linie L gennem '0, og

hvis a*O bestemmer a en

orientering p~ L, s~ vi

kan regne l~ngder pa L med fortegn. Idet !Iall betegner lreng-

den af vektoren ~, bliver II aI-I ogs~ den med fortegn regnede

lrengde af OA. For A E lli findes der netop et punkt B p~ L,
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for hvilket den med fortegn regnede lcengde af OB er AII.§:.! I.,

og hvis b er stedvektor for B definerer vi b=Aa. For

a=O kan enhver orienteret linie gennem 0 benyttes som L,

og vi far AO=O for a I Le A E lli. Endvidere ses det umiddelbart,

at vi har regnereglerne (A+~)~=A~+~.§:., (A~)~=A(~~), O~=Q,

1a=a.

A(a+b)= Aa+Ab.- -

at vi ogsa har regnereglen

ret ved de to ovenfor indf¢rte

n
lli betegner vi mceng-Med

gram, viser figuren umiddelbart,

gram ved en ligedannethedstrans-

den af vektorer i En organise-

Idet billedet af et parallelo-

formation igen er et parallelo-

regneregler addition a+b og multiplikation med et reelt tal

Aa. Et reelt tal kaldes i denne sammenhceng ofie en skalar,

men vi skal dog senere ncermere prcecisere brugen af dette scer-

lige ord.

For

vektoren

og A , ... , A E JR kan vi udregne
1 p

der kaldes en linearkombination

af vektorerne a1,···,a ·- -p En linearkombination af o altsa

AO kan kun give o. For a*O ligger a pa en ret linie L,

og enhver vektor pa L er en linearkombination Aa. Hvis

.§:1' •.• '.§:p er vektorer pa L og ikke aIle Q, viI mcengden af
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linearkombinationer af a a netop vrere m~ngden af-1 ' · · · '-p

vektorer pa L. Hvis ~1 og ~2 ikke ligger pa samme ret-

te linie, ligger ~1 og ~2 i en plan F. Det ses umiddel-

u

1"- -----
I /

I I

I /
I

I
J

I,
I

a-2·

o ~1

A1~1+A2~2' og at enhver sadan linearkombination er

~" der ligger iF,

bart af figuren, at enhver

pa en og kun en made kan

vektor

skrives som en linearkombi-

nation

en vektor i F.

I JE3 kan vi finde tre vektorer ~1' ~2 og ~3' der

ikke ligger i samme plan.

skrives som en linearkom-

da pa en og kun en made

bination ~=A1~1+A2~2+A3~3'

Lad u v~re stedvektor for

U
l
\
\
\

~2
\
\

\

~1 u \
\- \
\

U'

. 3
u E JE kanEnhver vektor

U, og lad U' v~re det punkt, hvor den rette linie gennem U

parallel med e
3

sk~rer planen gennem ~1 og ~2 og lad u'

v~re stedvektor for U'. Sa viI U'U repr~sentere en vek-

tor A3~3 og vi har ~=~'+A3~3' hvor u' pa en og kun en

made kan skrives ~'=A1~1+A2~3. Dette viser eksistensen af

fremstillingen. Endvidere fremgar det umiddelbart, at spaltningen

u =~'+A3~3 en entydig, og deraf f¢lger entydigheden.

Vi siger, at en m~ngde M af vektorer i JEn er line~rt

af'hzeng i g , hvis vi kan v~lge indbyrdes f'or-skeL'li.ge vektorer

a 1 , .. . ,a E M
- -p .

og reelle
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A1, ... ,A , som ikke er 0, saledes at A1a 1+ ... +A a =~.p - p-p -

Denne definition er rekvivalent med den vi far ved at

erstatte bisretningen "'som ikke er 0" med "som ikke aIle er

0". Hvis Q E M, er M linerert afh~ngig. Hvis M ikke er

linerert afhrengig, kaldes M linerert uafhrengig. En mrengde

M, der kun omfatter en vektor a E En er linerert afhrengig,

hvis og kun hvis a=O. En mrengde M={~1'~2} er linerert af­

hrengig, hvis og kun hvis ~1 og ~2 ligger i samme rette li­

nie, og {.§:1' .§:2' .§:3} er linecert afhcengig, hvis og kun hvis

.§:1' .§:2'.§:3 ligger i samme plan. I JEn findes maksimalt n

linerert uafhrengige vektorer.

En mrengde M af n linerert uafhrengige vektorer i En

kaldes en basis for En.

har da en og kun en fremstilling som en linearkombi-

Lad

a E E 3
{~1' ~2" ~3} vcere en basis for JE3 · Enhver vektor

nation .§:=a1~1+a2~2+a3~3. Man viI i reglen arrangere basisvek­

torerne i en bestemt rcekkef¢lge som en ordnet basis (~1' ~2' ~3)

og hver vektor a f~r da et bestemt koordinatscet (a1, a 2, a 3)

af reelle tal, saledes at .§:=a1~1+a2~2+a3~3. Vi viI ogs~ sige,

at (a1, a 2, a
3)

er koordinatscet for punktet A med stedvek-

tor a. Et punkts koordinatsret afhrenger saledes af valget af

begyndelsespunkt og ordnet basis.

Vi tcenker os nu den ordnede basis (~1' ~2' ~3) fast valgt.

Hvis a har koordinatscettet (a1, a 2, a
3)

og b har koordi-
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nats~ttet (b 1 > b2 > b
3

» viI a+b have koordinats~ttet

(a1+b 1 > a 2+b 2 > a 3+b 3 » og Aa viI have koordinats~ttet

( Aa1 > Aa2 > Aa3 ) ·

Hvad vi har sagt om lli3 i de to sidste afsnit kan ko-

pieres for lli
2 med indlysende rendringer, og vi far ogsa

en helt triviel kopi for lli1 .

Vi minder om begrebet determinant, som er kendt fra

Nar vi har valgt en ordnet basis ~1' ~2

x1~1+ ~2~2 og ~=Y1~1+Y2~2' sretter vi

for 2
JE og x =

det (~,y) =
~1 '~2

Vi ser umiddelbart, at det e e (~,~) skifter fortegn ved om-
-1 '-2

bytning af x og ~ og ligeledes ved ombytning af ~1 og ~2·-

Desuden ses det umiddelbart, at vi for- A E JR har

det (x,y) = det (x,Y+Ax)
~1'~2 - ~ ~1'~2 - - -

:.l~

Vi har nu f¢lgende sretning:

= det (x+AY, ~).
~1 '~2 - -

Vektorerne x og ~ er linerert afhrengige, hvis og kun

hvis det(x,y) = O.
~1 '~2 - -
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Bevis. Vi udnytter, at vi kan erstatte x med ~+A~

eller ~ med ~+A~ uden at ~ndre v~rdien af det (x,y),
~1 '~2 - -

og uden at ~ndre den line~re afh~ngighed eller uafh~ngighed

af x og~. Vi f¢rer beviset ved at dele i to tilf~lde.

1 ). Hvis x=.O eller ~=Q er x og Y- linea:rt at'hsengi>

ge, og det (x,y)=O, sa pastanden er rigtig i dette til-
~1 '~2 - -

fa:lde.

2 ) • Hvis x*O og y-*O,

og aIle vektorerne afs~ttes ud Y-

fra et punkt OJ viI linien Igen- I

~2 x I- I

nem endepunktet af x parallel :A~-
I
I

med Y- ska:re en af de linier, I
I

hvorpa ligger, lad 0 ,~1
~1 og ~2

os sige ~1. Vi kan da v~lge A,~ E lli, sa ~+AY-=~~1 og

if¢lge b ernser-krringe n ¢verst pa siden er det nok at vise pa-

standen for vektorerne og Y-.- Vi far

det - (~e1 ,y) =
~1 '~2 - - o = ~Y2 '

hvilket viser, at

at u = 0 eLle r-

det -, (~e1 'Y2)' er ens oe t.ydende med,'
~1'~2 -

Y2.'= O. .Men lJ~1 og y... er ne t op linerert

afh~ngige, hvis ag kun hvis ~e- ::: 0
-1 altsa ~-= 0 eller'

;L er ensretfet rrre d l-l~1~' al t s a y2 = o. Dermed er scet­

ningen bevist.

Det kunne vi nok have klaret lettere, men vi har valgt

at indrette bevisee~' sa vi kan lave noget lignende i JE3

ved hj~lp af en determinant
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X1 Y1 Z1

x2 Y2 z'2 = x1y 2z 3 + Y1z2x3 + z1 x2Y3

x3 Y3 z3 -x1z 2Y3
- y 1x·2z

3
- z1 Y2 x3·

Hvis vi skriver f¢rste og anden s¢jle op engang til til h¢j-

re, altsa

x1 Y1 z1 x1 Y1

x2 Y2 z2 x2 Y2

x3 Y3 z3 x3 Y3,

optr&der de tre produkter med plus i de r&kker, der gar skrat

nedad mod h¢jre, medens de tre produkter med minus optrreder i

de r&kker,der gar skrat opad mod h¢jre. Det er nu let at kon-

statere symmetriegenskaben

x1 Y1 z1 x1 x2 x
3

x2 Y2 z2 = Y1 Y2 Y3
x

3 Y3 z3 z1 z2 z3 .

Det vigtigste hj&lpemiddel er de f¢lgende udviklingsformler,

der umiddelbart afledes af selve definitionen ovenfor.

x1 Y1 z1
Y2 z2 Y3

z -> Y1 z1
x2 Y2 z2 = x1 + x2

3 + x3 =
Y3

z Y1 z1 Y2 z2
x

3 Y3 z3
3

z2 x2 z3 x
3 z1 x1

Yt + Y2 + Y3 =
z3 x

3 z1 x1 z2 x2

x2 Y2
+

x3 Y3
x1 Y1

z1 z2 + z3
x

3 Y3
x1 Y1 x2 Y2



3.9

Heraf fremgar umiddelbart, at determinantens v~rdi forbli-

ver u~ndret ved kredsforskydning af s¢jlerne eller r~kker-

ne, men skifter fortegn ved ombytning af to s¢jler, og i-

f¢lge symmetriegenskaben ogsa ved ombytning af to r~kker.

Hvis er en ordnet basis for og

x = x1~1 + x2~2 + x3~3-

s. = Y1~1 + Y2~2 +
Y3~3

z = z1~1 + z2~2 + z3~3-

er vilkarlige vektorer, definerer vi

x1 Y1 z1

det (~,~,~) = x2 Y2 z2
~1~2~3

x
3 Y3 z3

Af de tre udviklingsformer ovenfor fremgar umiddelbart,

at vi for

har

x' y' z ' x " s" z "- '- '- '- '- '- og A' ,1.1' ,v' ,A",1.1",V" E ]R

. det (A'~'+A"~",~,~)=A'det (x ' ,y,z)+
~1~2~3 ~1~2~3 - --

AUdet (~y z)
e e e -'-'-'-1-2-3

det __ (x,1.1'y'+1.1"y",z)=1.1'det (x,y',z)+
~1~2~3 - - - - ~1~2~3 - - -

1.1 "det (x y" z)e e e -'-'-'-1-2-3
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Fa grund af disse egenskaber viI Vl sige, at afbildningen

er trilinecer.

Vi viI nu indf¢re to slags "elementcere operationer",

der kan anvendes pa ordnede s~t (~~~~~) af vektorer i ~3~

og som overf¢rer linecert afhcengige scet i linecert afhcengige

scet og linecert uafhcengige scet i linecert uafhcengige scet, og

som desuden lader det (x,y,z) ucendret.
~1~2~3 - - -

Den f¢rste slags elementcer operation pa (~,~,z) be-

star i ombytning af to af v~ktorerne kombineret med fortegns-

skift pa en af de tre vektorer. Derved kan (~'~'~) omfor­

mes til (~,~,-~), (-~'~'~) etc. Det er helt klart, at disse

operationer ikke viI cendre linecer afhcengighed eller uafhcengig-

hed, og vi bemcerkede ovenfor, at ombytning af s¢jler bevirkede

fortegnsskift i determinanten og dette ophceves igen af fortegns-

skiftet pa den ene vektor, sa operationen har de ¢nskede egen-

skaber.

Hvis to af vektorerne ~'~'~ er ens, viI ombytning af

disse lade det (x,y,z) vcere ucendret, og da den ogsa rnae e e - - --1-2-3
skifte fortegn, kan vi slutte, at det (x,y,z)=o, hvis

~1~2~3 - - -
to af vektorerne ~'~'~ er identiske. Idet vi udnytter trili-

neariteten far vi derefter for vilkarlige vektorer ~'~'~' at

det (x,y,z) forbliver ucendret, nar en linearkombination
~1~2~3 - - -

af to af vektorerne adderes til den tredie, altsa f.eks.



det (x,y,z) =
~1~2~3 - - -

det (x,y + AX + vz,z),e e e - - - - ­-1-2-3
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for vilkarlige A,V E lli. Dette er den anden slags elemen-

trere operationer. Hvis ~'~'~ ,er linerert afhrengige, ligger

de i en plan, og det er da klart, at de ogsa efter rendrin-

gen viI ligge i den samme plan. Hvis ~'~'~ er linerert uaf-

hrengige, ligger den rendrede vektor ikke i planen gennem de

to andre, og da den rendres med en vektor i denne plan, viI

den ogsa efter rendringen ligge udenfor denne plan. Altsa har

ogsa denne slags elementrer operation de ¢nskede egenskaber.

Vi understreger, at selve basen (~1'~2'~3) ikke indgar

l de elementrere operationer. Vi viser nu f¢lgende sretning:

Lad (~1'~2'~3) vrere en given basis for E 3 , og lad

(~~~'~) vrere et ordnet sret af linerert uafhrengige vektorer l

E 3 . Der 'findes da et sret (~,~,v) af reelle tal, for hvil-

ket (~'~'~) ved elementrere operationer kan overf¢res l

(A~1'~~2'V~3)' og for et sret (A,~,V) af reelle tal med den-

ne egenskab grelder A~V = det . (x,y,z).e e e - - ­-1-2-3

Bevis. Den sidste pastand f¢lger af, at

A 0 0

det (x,y,z)= det e e e (A~1'~~2'V~3)= 0 ~ 0 = A~V.
~1~2~3 - - - -1-2-3

o 0 v

Ved om n¢dvendigt at benytte en elementrer op~ration af den f¢r-

ste slags opnar vi, at ~1 ikke er parallel med planen p
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gennem ~ og z. Vektoren x er da sum af en vektor A~,

og en vektor u = ~'~ + v'z. Den elementrere operation,

der erstatter x med ~-(~'~+v'~) f¢rer da (~'~'~) over

l (A~1'~'~). Ved om n¢dvendigt at benytte en elementrer

operation, der bytter ~ og z og skifter fortegn pa en af

dem, opnar vi, at ~2 ikke er parallel med planen gennem

~1 og~, og pa samme made som f¢r kan vi sa ved en elemen­

trer operation f¢re (A~1,l,~) over i (A~1'~~2'~) for et

passende ~, og endelig viI en sidste elementrer operation

f¢re (A~1'~~2'~) over i (A~1'~~2,v~3). Dermed er sretnin­

gen bevist.

Hvis (~,~,~) er linerert afhrengige, er en af dem en li­

nearkombination af de to andre, og derfor kan (~,~,~) ved

en elementrer operation af den anden slags overf¢res i et sret,

hvor den ene vektor er Q, sa vi har det (x,y,z)=O i
~1~2~3 - - -

dette tilfrelde. Ved at sammenholde dette med sretningen ovenfor

far vi f¢lgende sretning.

sret

For enhver basis (~1'~2'~3)

(~'~'~) af vektorer fra lli3

og et vilkarligt

greIder, at (~'~'~) er

linerert afhrengigt, hvis og kun hvis det (x,y,z)=O.
~1~2~3 - - -

Vi har desuden f¢lgende sretning:

For vilkarlige baser (~1'~2'~3)' (~1"~2"~3') og

(e " e " e ") for lli3 grelder relationen-1 '-2 '-3



Bevis. Ved elementcere operationer kan (e" e " e ")
-1 '-2 '-3

f¢res over i (~1~1"~2~2"~3~3') med ~1~2~3 =
det , , , (e 1 " , e 2 " , e 3") , og scetningen f¢lger derefter

~1 ~2 ~3 - - -
af, at

det (e 1",e 2",e 3")=det
(A 1 e 1' ,A 2 e 2' ,A

3
e

3
' ) =

~1~2~3 - - - ~1~2~3 - - -

A
1A2A3 det (e 1',e2',e3

' ) .
~1~2~3 - - -

Heraf f¢lger umiddelbart, at relationen

det (e
1',e2',e 3

' ) >·0
~1~2~3 - - -

mellem baser og for er en

cekvivalensrelation pa mcengden af baser for og at der

bliver netop 2 rekvivalensklasser. At hverken (~1"~2"~3')

eller (e" e " e ") er i klasse med (_et ,_e
2

,_e
3

) betyder-1 '-2 '-3

nemlig, at

og det (e " e " e ") < 0e e e -1 .'-2 '-3 '-1-2-3

og det medf¢rer, at det , , ,(e
1",e 2",e 3") > 0, altsa at

~1 ~2 ~3 - - -
baserne (e' e ' e ') og (e" e " e ") er i samme klasse.-1 '-2 '-3 -1 '-2 '-3

Vi siger, at det Euklidiske rum E3 er orienteret, nar

vi har truffet et valg mellem de to klasser af baser for mceng­

den JE3 af vektorer i E3 • Vi v i.I sa tale om positive baser

og negative baser. Nu er der det helt specielle ved rummet

at det er det rum, vi selv lever i, og det har den virkning,

at valg af orientering bliver et fysisk problem, og som sa man-
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ge andre fysiske problemer klares det ved, at man v~lger

sig en normal. Man kan have en model i sterlings¢lv pa sit

skrivebord visende tre line~rt uafh~ngige vektorer, der ud-

gar fra samme punkt, og sa kan man vedtage, at denne model

skal v~re positive Man forestiller sig, at ved omflytning

af modellen viI den determinant, der fastl~gger orienterin-

gen i relation til en fast model, variere kontinuert, sa

den ikke kan springe over den forbudte v~rdi 0 og blive ne-

gativ. I fysik foretr~kker man at bruge et normalsystem, der
\)

er fastlagt ved re~hingerne af h¢jre hands tommel- pege- og
I

langefinger i den n~vnte r~kkef¢lge, nar man holder handen,

sa tommel- og pegefingeren er vinkelrette pa hinanden i hand-

fladens plan, medens langefingeren er vinkelret pa handf1adens

plan. Baser for lli3 med hertil svarende orientering kaldes

h¢jrekoordinatsystemer, og baser med den modsatte orientering

kaldes venstresystemer. Den danske fysiker Holten har formule-

ret en regel, som mange finder bekvem:

Grib om en koordinatakse med h¢jre hand, sa tommelfinge-

ren vender i den positive retning. Hvis fingerspidserne pa de

andre fingre sa viser i den ved de to andre koordinatakser be-

stemte oml¢bsretning, er koordinatsystemet et h¢jresystem.

Rummets orientering spiller en v~sentlig rolle ved formu-

leringen af de elektromagnetiske love, men sammenh~ngen af dis-

se love med rummets orientering beror igen pa en r~kke valg:

Hvilken magnetpol skal hedde nordpol, hvilken slags elektrici-

tet kaldes positiv, og hvordan defineres retningen af en elek-

trisk str¢m?
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I abstrakt matematik har

vi slet ingen mulighed for at

give en standardregel, der fast-

lregger en orientering, men sa

snart vi tegner noget pa papi-

ret arbejder vi med noget mate- ~1

,/

"/
/

,/

"/

""
~2

rielt, og vi viI da regne h¢jrekoordinatsystemer positivt

orienterede. Man ser hyppigt et h¢jrekoordinatsystem tegnet

som vist, altsa f¢rste akse fremad fra papiret, anden akse

rettet mod h¢jre i papirets plan og tredie akse rettet opad

i papirets plan. Dette stemmer med de ovenf'or- givne. "h¢jre-

°handsregler". En del danske lrereb¢ger fra mellemkrigstiden

brugte den samme model med ~1 og ~2 byttet, altsa et ven­

strekoordinatsystem. Endnu tidligere brugtes isrer h¢jrekoor-

dinatsystemer med akserne kredsforskudt i forhold til vor mo-

del, sa den tredie akse pegede fremad fra papiret.

I E 2 har vi ganske analogt Cog en hel del lettere)
I

indf¢rt det (x,y), og det give~ pa samme made en indde-
~1'~2 --

ling af m~ngden af baser for E 2
1 to klasser, og dermed far

vi en orientering af den Euklidiske plan E2. Nu er E2 jo

noget, vi ser udefra, og E2 kan ses fra to sider. Vi v~lger

2en side at se E fra, den positive side, og sa er det sredvan-

ligt at vrelge orienteringen, sa drejningsretningen fra den

f¢rste til den anden basisvektor set fra den positive side er

mod urvisernes bevregelsesretning.

Vi viI nu slutte kapitlet med lidt analytisk geometri.
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F¢rst viI vi dog anf¢re en enkelt bem~rkning, som viI v~re

nyttig senere.

Lad P c E3
v~re en plan, og lad L c E3

v~re en ret

linie, som sk~rer P l et punkt o. Lad A E E3
v~re et

vilkarligt punkt. Den rette linie gennem A parallel med L

sk~rer da P l et punkt 7f 1 (A), som vi kalder projektionen

af A pa P i retningen L. Planen gennem A parallel med

P sk~rer L i et punkt 7f 2(A), som vi kalder projektionen

af A 0 L i retningen P.pa

o

Derved fas et (maske fladklemt)

stem med begyndelsespunkt 0,
p

i P,~1 og ~2basisvektorer

parallelogram 07f 1(A)A7f 2(A).

Vi indf¢rer nu et koordinatsy-

samt L. Hvis nu stedvektor for A er

far vi, at stedvektorerne 7f1(~) og 7f2(~) for 7f 1(A) og

7f 2(A) er givet ved

Hvis punkter A og B har stedvektorer ~ og~, medens a+b

er stedvektor for C, og vi skriver 7f1(~)' 7f1(~) og TI1(~+~)

for stedvektorerne for 7f 1(A), 7f 1(B) og 7f 1(C) og analogt

for har vi regnereglerne
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som umiddelbart f¢lger af de udtryk, vi ovenfor fandt for

TI1(~) og TI2(~). Liniestykket fra A til B repr~senterer

vektoren ~-~, og regnereglen ovenfor medf¢rer, at

TI1(~-~)= TI1(Q)-TI1(~)' som netop repr~senteres af vektoren

fra TI 1 ( A) til TI 1(B). Det analoge g~lder for TI 2. Heraf

fremgar, at vi kan definere projektionen af en vektor a

pa Peller L, som vektoren repr~senteret ved projektio­

nen af et liniestykke, der repr~senterer a. For vilkarli­

ge vektorer a og b og vilkarlige tal x og y har vi des­

uden

Sa skal vi i gang med analytisk geometri. En ret linie

L er fastlagt ved et punkt A pa L og en .vektor h * 0

pa L. Hvis a er stedvektor for A er

{a + th I t E JR.}

netop mrengden af stedvektorer for punkter pa linien, og hver

sadan stedvektor fas for netop en vrerdi af t.

Ved

v = f(t) = a + th

defineres en bijektiv afbildning f af JR. ind i mrengden af

stedvektorer for punkter pa L. Afbildningen f kaldes en

parameterfremstilling for L.
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JE3 har,

vi udtryk a = a1~1 + a2~2 + a3~3 og h = h1~1 + h2~2 +

h3~3' og hvis vi ogsa skriver . r = r1~1 +r2~2 + r3~3'

far parameterfremstillingen formen

r. = a. + h.t, j = 1,2,3.
J J J

I plan analytisk geometri falder j = 3 v~k.

For den rette linie gennem to (forskellige) punkter

med stedvektorer ~ og ~ v~lger vi blot h = b-a og far

parameterfremstillingen

r = (1-t)a + tb

r-. = (1-t)a. + t b, , j = 1,2,3.
J J ~

For t E [0,1] far vi punkterne af liniestykket fra a til

b. For t * 0, 1 er t--- det forhold, hvori det tilt-1 t

svarende punkt deler liniestykket fra a til b. Dette for-

hold er negativt for punkter pa liniestykket, men positivt

pa dets forl~ngelser.

Lad os nu betragte en plan gennem et punkt med stedvek-

tor og indeholdende to line~rt uaf-

h~ngige vektorer og h ' = h 'e +- 1 -1
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er da

{a + th + t'h' I t,t' E lli},

og vi siger derfor, at planen har parameterfremstillingen

p = a + th + t'!!.',

som i koordinater far formen

r-. = a. + h i t + h.'t', j = 1,2,3.
J J J -J

En plan gennem tre punkter med stedvektorer ~ = a1~1 +

a2~2 + a3~3' b = b1~1 + b2~2 + b3~3 og c = c1~1 + c2~2 +
-

c3~3' som ikke ligger pa ret linie, indeholder de linea:rt

uafha:ngige vektorer b-a og ~-~,
0 dens parameterfremstil-sa

ling bliver

r = (1-t-t')a + tb + tIC.

Det lyder nok pa:nere at sige, at planen bestar af aIle punk-

ter ta + ub + v~, hvor t, u og v er reelle tal med sum 1.

Idet Vl som f¢r beteg-

ner et punkt med et stort bog-

stav og dets stedvektor med

det tilsvarende lille bog-

stav, har hvert punkt i pla-

nen gennem A,B og C stedvek-

tor r = ta + ub + v£, hvor
C

t+u+v = 1. Talsa:ttet (t,u,v)

kaldes de barycentriske koordinater eller trekantskoordinater
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for punkter i trekantens plan. Hvis R ligger i det indre

af trekanten ABC, viI linien AR skrere BC i et punkt S

med stedvektor (1-v)~ + v£, hvor v E ]0,1[, og R har

derfor stedvektor (1-t)~ + t(1-v)~ + tv£, sa R far tre­

kantskoordinater (1-t, t(1-v),tv), der aIle tre er positi-

ve. Hvis det pa den anden side greIder, at t+u+v=1 og t,u

og valle er positive, er ta + ub + vc = ta + (1-t)~, hvor

v ) v
~ = (1- 1-t ~ + 1-t~ er et punkt af BC, sa (t,u,v) er

trekantskoordinater for et punkt i trekantens indre. Punktet

med trekantskoordinater kaldes trekantens barycen-

ter eller tyngdepunkt (det som fysikerne kalder massemidtpunk-

tet, hvis trekanten er en homogen plade). Da vi har

og to analoge relationer, ligger barycentret pa medianerne og

deler dem i forholdet 1 :2.

Hvis R har stedvektor ta + ub + vc viI S som oven-

for udregnet have stedvektor ~b v 0

S deler siden
1-t- + 1-t~' sa

BC forholdet v Med beteg-l u

nelserne 0 figuren viI T delepa

CA i forholdet t
U viI-v' og

dele AB i forholdet u 0

-t' sa

produktet af de tre delingsfor-

hold bliver -1 . Dette resultat J.~

er kendt som Cevas sretning. C
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Fire punkter ABCD, som ikke ligger i samme plan, er

hj¢rner i et tetraeder. Stedvektor for et vilkarligt punkt

R i rummet kan da fremstilles pa formen

r = a + u(b-a) + v(c-a) + w(d-a) = ta + ub + vc + w~,

hvor t+u+v+w= 1. Srettet (t,u,v,w), er da barycentriske

koordinater for R, og hvert talsret (t,u,v,w) med t+u+v+w=1

er barycentriske koordinater for netop et punkt R. Hvis R

ligger i tetraedrets indre,

viI AR skrere trekanten

BCD i et indre punkt S med

s = ub + v~ + w~, hvor u,

v og w er positive med sum

1 , sa vi far r = ta + (1-t) s

medtE]O,1[,ogviser,at

C

D

B

A

R far aIle sine barycentriske koordinater positive. Omvendt

giver .r = ta + ub + v~ + wQ., hvor t,u,v og w er positive

h 1 t = u b + ~c + ~d t · d ktog ar sum , a s 1-t- 1-t- 1-t- er e In re pun

l trekanten BCD, og r = ta + (1-t)s ligger pa liniestyk-

ket AS, altsa i det indre af tetraedret.

Punktet M med stedvektor m = ~~ + ~~ + ~~ + ~Q. kal­

des barycentret for tetraedret. Af ~ = ~~ + a(§~ + §~ + §~)

og de analoge ses, at M ligger pa liniestykkerne fra hj¢rner

til medianernes skreringspunkter Ii den modstaende sideflade og

deler disse i forholdet 3:1. Disse 4 linier kaldes tetraedrets
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medianer. Af m = ~(~a + ~~) + ~(~£ + ~~) og de analoge

fas, at M er midtpunkt af hvert af de tre liniestykker,

der forbinder midtpunkterne af modstaende kanter i tetrae-

dret. De 6 planer, som gar gennem en kant og midtpunktet

af den modstaende kant, sk~rer hinanden i barycentret.

En n¢dvendig og tilstr~kkelig betingelse, for at punk-

tet X ligger i planen gennem punkt A, som indeholder de

line~rt uaf'hzeng.ige vektorer h og ~ , er, at ~-~, g og ~ er

line~rt af'hteng i ge . Med v i Lkar-L'i.g basis finder vi derfor, at

koordinate~ne til planens punkter netop udg¢r l¢sningsm~ngden

til ligningen

x
1-a1 h 1 k 1

x 2-a 2 h 2 k 2 = o•

x3-a3 h 3
k 3

Denne ligning kaldes planens ligning. Planen gennem A,B og C

far ligningen

x1-a."
b

1
- a

1 c -a1 1

x 2-a2 b 2-a2 c 2-a2 = o.

x3-a3 b
3-a3

c
3-a3

Linien gennem A indeholdende vektoren h og linien gennem

B indeholdende k ligger i samme plan, hvis og kun hvis

~-~, h og k er line~rt afh~ngige, altsa hvis og kun hvis

b
1

- a
1

h
1 k 1

b 2-a 2 h 2 k 2 = o.

b 3-a3 h
3

k 3



0velser 3. 1.

0VELSER TIL KAPITEL 3~

Som i det foregaende kapitel starter vi ¢velserne

med en liste, der i tilf~ldig r~kkef¢lge nrevner stikord

til de kapitlet omtalte begreber og sretninger. Listen

er ment som en hj~lp ved indl~ring af kapitlet, idet man

under langsom genneml~sning pr¢ver, hvad man kan huske

om hvert punkt, der er n~vnt.

Linearkombination, orienteret rum, vektor, projek-

tion, basis, determinant, ligning for plan, koordinatsret,

barycenter, line~rt afh~ngig, element~r operation, Ceva's

s~tning, stedvektor, det (x,y), massemidtpunkt, ska-
~1 '~2 - -

lar, ordnet basis, ombytning af s¢jler og af r~kker i de-

terminant, trekantskoordinater, line~rt uafh~ngig, tyngde-

punkt, addition af vektorer, delingsforhold, udviklings-

formler for determinant, h¢jrekoordinatsystem, barycentri-

ske koordinater, parameterfremstilling for ret linie, mul-

tiplikation af vektor med tal, tetraeder, nulvektor, para-

meterfremstilling for plan, triline~r, orienteret plan,

q¢jrehandsregler.

3 · 1 . I E3 har vi valgt et begyndelsespunkt 0 og ba- ,

sis (~1 '~2 '~3) · Punkterne A,B og C har stedvek-

torer a = -~1+4~2-2~3' b = ~1-~2+5~3 og c =- -
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3 . 1 .2.

0velser 3.2.

2~1-6~2+3~3. Dette indgar i de f¢lgende opga­

ver til ind¢velse af regnereglerne.

Find 4a - b + 2c.

Find Aa + b indeholdt i planen gennem 0 be-

stemt ved ~1 og ~2' idet er et tal.

3 · 1 · 3 · Find ll~ + b indeholdt i planen. gennem 0 be-

stemt ved c og ~3' idet er et tal.

3 . 1 .4.

3.1 · 5.

3 • 1 . 6 •

3.1 .8.

Unders¢g om ~,~ og c er line~rt uafh~ngige.

Angiv en parameterfremstilling for den rette li­

nie gennem A med retning bestemt ved b.

Angiv en parameterfremstilling for planen gennem

A bestemt ved b og c.

Angiv en parameterfremstilling for planen gennem

A, B og C.

Angiv stedvektor for barycentret for trekanten

ABC og for tetraedret GABC.

Angiv en ligning for planen gennem A, B og C.
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3.2. Find et nemt bevis for, at

o a b

-a 0 c = 0,

- b -c ()r

idet a,b og c er vilkarlige tal.

3. 3. Udregn

a b b

b a b

b b a

idet a --og- b er vilkarlige tal.

3.4. Unders¢g am de rette linier med parameterfrem­

stillingen

X
1 = 13 + 3 t x 1 = - 9 - 4t

x 2 = 12 + 8t x 2 = 8 + 3t

x
3 = - 1 6t x

3 = - 9 - 5t

skCErer hinanden.

3.5. Find en parameterfremstilling for en ret linie,

sam gar gennem punktet (3,1,3) og skCErer de to

rette linier med parameterfremstillingerne

x
1 = 2 3 t x 1 = - 10 + 4t

x 2 = 9 + 2t x 2 = .7 - 3t

x
3 = 2 - t x

3 = - 1 + 2t.
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3.6. Unders¢g am den rette linie og planen med para-

meterfremstillingerne

X1 = - 3 + 5t x 1 = 4 + 3 t - 4u

x 2 = 7 - 6t x 2 = 6 - 5t + u

x
3

= - 4 + 3t x
3

= 2t - u

skrerer hinanden og find i bekrreftende fald skre-

ringspunktets koordinater.

3.7. Lad L og M vrere rette linier i E3 . Er det rig-

tigt, at midtpunkterne af aIle liniestykker med

det ene endepunkt pa L og det andet pa_ M lig-

ger i en plan.

3.8. Find en parameterfremstilling for en ret linie,

0 gennem punktet med koordinater (-3,6,10),sam gar

skrerer en ret linie L og er parallel med en plan

P, idet L og P har parameterfremstillingerne

x
1

= 3 - 2t x
1 = t - u

x 2 = 7 + 9t x 2 = 5t 4u

x
3

= 1 t x
3

= 9t 7u

3.9. Lad~, ~, c vrere stedvektorer for vinkelspidser­

ne A,B og C i en trekant, der ikke er udartet

(dvs. A,B og C ligger ikke pa ret linie). Vis, at
.:

der for enhver ret linie L i trekantens plan findes

tre reelle tal p,q,r, sa L netop omfatter de
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punkter, hvis trekantskoordinater (x,y,z) til-

fredsstiller ligningen px+qy+rz = o. Vis ogsa,

at det for enhver sadan ligning, hvor p,q og r

ikke aIle er 0, grelder at l¢sningsmrengden netop

er mrengden af punkter pa en ret linie L. Vi si-

ger sa, at px+qy+rz = 0 er en ligning for L

i (de ved trekant ABC fastlagte) trekantskoordi-

nater. Vis, at P1x+q1y+r1z = 0 og P2x+q2Y+

r 2z = 0 fremstiller samme rette linie, hvis og

kun hvis vektorerne i lli 3 med koordinatsrettene

Angiv ligningerne i trekantskoordinater for tre-

kantens sider, midtpunktstransversaler (dvs. li-

-nier gennem midtpunkterne af to sider), samt medi-

anerne.

Vis at tre punkter, af -hvilke der ligger et pa

hver trekantsside eller forlrengelsen af en sadan,

men som ikke falder i vinkelspidserne, Iigger pa

ret linie, hvis og kun hvis de forhold, hvori de

deler siderne har produkt +1. Det forhold hvori

punkt P pa Iinien gennem A og B deler Iinie-

stykket AB, defineres som br¢ken PA
PB' hvor li-

niestykkerne regnes med fortegn. I pastanden oven-

for skal siderne i denne sammenhreng tages i kreds-

forskydningsorden, altsa BC, CA, AB. P~Btanden

kaldes Menelaos' sretning.
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KAPITEL 4

Produkter af vektorer.

Regning med vektorer har mange anvendelser i matematik

og fysik. Nar stof er i bevregelse har hvert massepunkt en

hastighed, der hensigtsmressigt angives ved en vektor. Pa den

made far vi en hastighedsvektor i hvert punkt af E3 eller

i hvert punkt af en del af E3 . Vi kan trenke pa et vektor-

felt som en afbildning

mrengde.

f:A -+ JE3 hvor, er en punkt-

Krrefter angives ligeledes ved vektorer. I teorien for et

stift legemes dynamik trenkes et eller flere stive legemer an-

grebet af et system af krrefter. Rver kraft angives ved en vek-

tor, som ligger i en linie, og virker i et punkt, angrebspunk~

tet, som tilh¢rer frellesmrengden for det stive legeme og virke-

linien, men det g¢r ingen forskel, om angrebspunktet flyttes

til et andet punkt af denne virkelinie. I denne sammenhreng ta-

ler man om liniebundne vektorer.

Man taler ogsa om kraftfelter, men det er egentlig noget

helt andet. Stoffet har en virkning pa hele rummet - ogsa de-

le af rummet, hvor der ikke er stof, saledes at en stofparti-
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kel, der anbringes i et pun~t af rummet pavirkes af en

kraft. En sadan feltkraft er i reglen proportional med

partiklens masse, elektriske ladning eller lignende, og

man angiver feltet i punktet ved feltstyrken, som er kr~f-

ten pr. enhedsmasse, enhedsladning, eller hvad der nu er

relevant i den foreliggende situation.

Nar man v~lger et koordinatsystem i kan vektorer

A

f
A
A

angives ved koordinater, som er talst¢rrelser, der er basis-

afh~ngige, og derfor kan de ikke i sig selv have en fysisk

betydning. Ved siden af sadanne basisafh~ngige talst¢rrelser

optr~der der invariante (dvs. basisuafh~ngige) talst¢rrelser,

der angiver fysiske egenskaber" som massefylde, temperatur,

tryk, koncentration, energit~thed etc. Sadanne talst¢rrelser

kaldes skalarer.

Hvis a er en vektor, har liniestykker, der repr~sente-

rer a a l Le samme l~ngde II.§:II, Lzengd e n af vektoren a. Den

er en skalar. To vektorer .§: og b danner en vinkel, som har

en veldefineret v~rdi~(.§:,~) i intervallet [o,n], og den­

ne v~rdi er ogsa en skalar. St¢rrelsen

er en skalar. Den kaldes skalarproduktet af .§: og b og beteg-

nes .§:.~, hvor prikken ikke rna udelades. Ud over denne beteg­

nelse m¢der man i litteraturen (.§:,Q) og (.§:,Q). Vi skriver

2
a for a·a og vi har abenbart
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a
2 = IIal1

2

Det fremgar af definitionen, at

a-b = b-a.

For x E JR har vi desuden

x(a-b) = (xa)-b = a-xb.

For x > 0 f¢lger dette af den for alle x gyldige trivi-

elle relation

II xa II = I x I II~ II ,

og at det ogsa grelder for x < 0 f¢lger af relationen

Hvis L er en ret

linie, som a ligger 0

-
pa,

og p: E3
-+ L er retvink-

let projektion, er

lib II cosL(~,E.) Lzengd e n

af p(E.) regnet med fortegn l overensstemmelse med retnin-

gen af a. Derfor er

For vilkarlige vektorer b' og b" har vi if¢lge et resultat

fra det foregaende kapitel, at p(E.'+E.") = p(E.') + p(E."), og

formlen ovenfor giver derfor
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a- (b' + b") = a-bY + a-b".

Da a-b = !?.~, kan vi lade de to faktorer bytte rolle, og- -

vi har derfor 0ogsa

(a' + a " ) -b = a' -b + a"-b.
- -

Specielt far Vl med

figurens betegnelser

b v b s--avb - h- a + a-a =

b

u

a

b-a

2a-b = Ila11
2+llb11 2

211 a II II b II cos u .

Dette er cosinusrelationen for en trekant. Den kaldes ogsa

den udvidede pytag0rreiske sretning, fordi specialtilfreldet

u =; netop er den pytagorreiske sretning.

Hvis (~1 '~2 '~3) er en basis for JE3, og vi har

far vi

a-b

Nu er det hensigtsmressigt at lade ~1' ~2 og ~3 vrere vekto­

rer med lrengde 1 og to og to vinkelrette pa hinanden. Sa kal-

des (~1'~2'~3) en ortonormal (sprogligt misfoster, opstaet

ved krydsning af "ortogonal" og "normeret") basis. For en
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sadan er

I1~ hvis j = k

lo~ hvis j * k.

som kaldeso.j k '

j = k, men 0, hvis

hvorDette skrives kort e. -e
k

= 8. k,-J - J

Kroneckers symbol, betyder 1, hvis

j * k. Hvis (~1~~2~~3) er en ortonormal basis~ g~lder

den enkle formel

Lad nu (~1~~2~~3) v~re en ortonormal basis~ og lad

u = u1~1 + u2~2 + u3~3

enhedsvektorer, dvs.

vCEre

vektorer med lCEngde 1.

Sa er U1 = cos 81,

u 2 = cos 8 2, u
3

= cos 8
3

cosinusserne af de vink-

ler, ~ danner med koor-

dinatakserne, og disse

vinkler tilfredsstiller

u

~2

derfor relationen
~1

222
cos 81 + cos 8 2 + cos 8

3
= 1.

Idet vi analogt har v = cos ¢ 1 ' v 2 = cos ¢2' v
3 = cos ¢3'

hvor ¢ 1 ' ¢2 og ¢3 er de vinkler, v danner med koordinat-

akserne, bliver vinklen (3 mellem u og v bestemt ved
-
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Dette er det 3-dimensionale sidestykke til formlen for co-

sinus til en differens.

En reel 3 x3-matrix er et skema af 9 reelle tal

u 1 1 u 1 2 u 13·

u 21 u 2 2 u
23

u
3 1

u 3 2 u
3 3

Med en sadan matrix kan vi definere

og vi ser, at (~1 "~2"~3') er en ny ortonormal basis, hvis

og kun hvis

og i sa fald

og e.' for
-J

er u.. netop cosinus til vinklen mellem
lJ

i,j = 1,2,3. Men sa kan vi slutte, at

e.
-l

e. = u· 1e1' + u· 2e 2' + u· 3e3',
i = 1,2,3,

-l l - l - -l -

og deraf kan vi slutte, at relationerne (2) mellem matricens

s¢jler medf¢rer de analoge relationer

= cS ••lJ

mellem matricens rrekker.

En vektor x far to fremstillinger
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og hvis vi udregner det sidste udtryk ved hj~lp af (1),

opdager vi, at

x. = u i 1 x1
,

+ u i 2x 2
,

+ u
i 3

x
3
, i = 1,2,3,

l
,

og analogt far vi ved hj~lp af ( 3 )

x. , = u
j

,:.x
1 + u 2j x 2 + u

3j
x

3
, j = 1,2,3.

J ,.' :J

Vi betragter en fast ortonormal basis (~1~~2~~3)~

samt en vektor a * 2, som ligger pa en linie L gennem

o. Lad X v~re et punkt med stedvektor x. Idet

er en enhedsvektor pa L, er afstanden fra 0 til den ret-

vinklede projektion Y af X pa L da givet ved

a-x = ,

idet den regnes med fortegn i overensstemmelse med den ori-

entering a fastl~gger pa L. Stedvektor for Y er

"'l =
(a-x)a
- --

2
a

En plan kan t~nkes fastlagt ved, 'at den er vinkelret

pa en given enhedsvektor ~, og at den sk~rer den ved u

bestemte linie gennem b i den med fortegn regnede afstand

p fra O. Lad X v~re et punkt med stedvektor x. Da er
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den retvinklede projek-

tion X' af X pa den

orienterede linie L

gennemO med retningen

u bestemt v~d, at OX'

regnet med fortegn er

~.~, sa den med for-
, ,

2

tegn regnede afstand fra planen til X bliver

u·x

Ligningen

er planens ligning pa normalform. Enhver ligning

hvor koefficienterne a a a ikke aIle er 0, er ligning
l' 2' 3

for en plan. En sadan ligning har netop to normalformer,

der fas af hinanden ved fortegnsskift. De fas ved at divi-

d I · · · /c ...··2 2 2ere .i.gn i nge n a gennem med ± at .+a2+a3
..

v Det fremgar umiddelbart af definitionen, at skalarpro-v

f duktet er uafhrengigt af valg af basis. Det kan derfor ogsa
v

i adskillige situationer tillregges en fysisk betydning. Bedst

kendt er den f¢lgende: Hvis

en kraft ~ angriber i et punkt

P af et stift legeme, og P har

hastigheden ~, da er K·v ef-
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fekten af kraften ~, og det er den energitilf¢rsel pre

tidsenhed, legemet A modtager fra kraften K, og tillige

det af K udf¢rte arbejde pre tidsenhed.

Det voIder ikke vanskeligheder at specialisere teori­

en for skalarproduktet til E 2, og det vil vi ikke opholde

os ved. Hvis vi har indf¢rt en orientering i E2 , kan vi

definere en afbildning T:E2 ~ E 2 ved at TX for hver

x 'E E 2 skal have samme lrengde som ~, medens vinklen fra

x til TX skal vrere Vi skriver 2
T X for TT~, og for

It E JR har vi sa regnereglerne

2= ItT~, T X = -x

Endvidere er x- TX = 0, og for x =1= 0 er x og TX line-- - - -

cert uafhcengige. Hvis ~1 er en enhedsvektor og ~2 = T~1'

er (~1 '~2) en positivt orienteret basis, og vi har

Vi definerer planproduktet af ~,'L E E 2 ved

og vi far umiddelbart regnereglerne

Det ses ogsa umiddelbart, at [x,y] = 0 er ensbetydende med,

at x og ~ er linecert afhcengige.
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Nar vi udnytter defini­

tionen af'. skalarproduktet, ser

vi let af figuren, at [x,y]

er arealet af det af ~ og ~

udsp~ndte parallelogram reg­

net med fortegn, saledes at

det er positivt, hvis (~,~) er positivt orienteret.

Hvis (~1'~2) er en positivt orienteret ortonormal

basis, far vi

Planproduktet svarer til to forskellige produkter i

lli3 . Vi viI f¢rst omtale vektorproduktet. For ~,~ E lli3

er vektorproduktet ~x~ en vektor med lrengde

og med retning vinkelret pa bade x og~, saledes at

(~,~, ~x~) er et h¢jresystem eller line~rt afh~ngigt.

Som vi har formuleret det, er det ikke helt oplagt,

at definitionen virkelig fastl~gger vektorproduktet. Det

f'r-emgar imidlertid af udtrykket for II~x~ll,

hvis x og ~ er line~rt afh~ngige. Hvis x og ~ er li-
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nerert uafhrengige, fastlregger ~ og ~ en plan gennem 0,

samt en orientering i denne plan, og sa er retningen af

~x~ fastlagt ved definitionen, og samtidig ser vi, at

~x~ * o. Dermed har vi ogsa vist f¢lgende sretning.

Vektorerne x og ~ er linerert afhrengige, hvis.og kun

hvis ~x~ = o.

Af definitionen far vi ogsa umiddelbart regnereglen

For It E JR har vi desuden

Dette er klart for It ~ 0, og resten f¢lger af, at vektor­

punktet abenbart blot skifter fortegn, hvis den ene faktor

g¢r det.

o

L

Hvis vi som vist

pa figuren har en vek­

tor x og en ret linie

L parallel med ~, viI

~x~, hvor ~ er stedvek­

tor fqr et vilkarligt

punkt pa L, have are­

alet af det .indt.egnede parallelogram. som II Lamgd e , og retningen af

~x~ viI blive den samme for aIle sadanne~. Heraf f¢lger

regnereglen
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Vi har selvf¢lgelig ogsa den analoge

Nu viI vi vise de distributive love

Den sidste gar over i den f¢rste ved et fortegnsskift. Der­

for er det nok at vise den f¢rste~ Vi viser den f¢rst i det

specielle tilf~lde, hvor a = e er en enhedsvektor vinkel­

ret pa en plan P, der indeholder x og~. Hvis vi indf¢­

rer en orientering l P, kan vi tale om TX og T~ som vek­

torer i P, og vi kan v~lge orienteringen, saledes at exz =

TZ for enhver vektor ziP. Sa far vi

sa s~tningen g~lder i dette specielle tilf~lde. Dern~st far

vi for A E JR.

A~X (~+~) = A(~x (~+~)) = A(~x~ + ~x~) =

A(exx) + A(~X~) = AeXx + A~X~.

Dermed er den distributive lov vist i det specielle tilf~lde,

hvor a er vinkelret pa ~ og~. Hvis a ikke er vinkelret

pa x og~, er a *~, og sa kan vi v~lge A, ~ E JR., sa

x + Aa og ~ + ~~ er vinkelrette pa a. Men sa giver det al­

lerede viste tilf~lde af den distributive lov, at
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og if¢lge reglerne ovenfor er

og

Dermed er den distributive lov bevist.

Nu far vi umiddelbart for vilkarligt valg af basis

(~1 '~2 '~3) , at

Hvis (~1'~2'~3) er ortonormal og et h¢jresystem, er

~2x~3 = ~1' ~3x~1 = ~2 og ~1x~2 = ~3' sa vi far den

simple formel

~xy- =
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Da afstanden OA pa

figuren netop er

II~II sinL(~,~), er

II~x~ II = II~ II IIs II sinL (~,~)

netop arealet af det af

~ og ~ udsp~ndte parallel-

ogram, og vektorproduktet

-- .... ,..-' .... ...,

A ,---
\
\
\
\
\

\
\
\
\
\
\
\
\
\

o

kan derfor fortolkes som dette areal angivet ved st¢rrelse

og retning. Ved anvendelse af et ortonormalt' h¢jresystem

far vi derf9I!,·:.at par-aLLe Logr-ammets areal er

+ +

2

Kvotienten

rX2 Y2
x3 Y3

,
2 2 2x2 Y2 x

3 Y3 x 1 Y1
+ +

x
3 Y3 x 1 Y1 x2 Y2

og de to analoge er cosinusserne af vinklerne mellem ~x~

og koordinatakserne, og derfor ogsa af vinklerne mellem pa-

rallelogrammets plan og koordinatplanerne.

Nu grelder det selvf¢lgelig ogsa for en trekant, at dens

areal er kvadratroden af kvadratsummen af projektionerne pa

koordinatplanerne i et ortonormalt koordinatsystem, og at

arealet af dens projektion pa en plan fas ved multiplikation
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v
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med cosinus til vinklen mellem denne plan og trekantens

plan. Dernrest grelder de samme pastande for vilkarlige po-

lygoner, idet de deles i tre-

plan. Vi orienterer sidefla-

derne, sa de "anskueligt" er

orienteret samme vej "set ude-

fra". Det svarer til, at ori-

enteringen i sammenst¢dende

sideflader "l¢ber modsat" pa

den frelles kant som vist pa

den nreste figure Sa fremgar

det af den ¢verste figur, at de projicerede arealer regnet

med fortegn i overensstemmelse med orienteringen netop giver

0, og det medf¢rer, at sidefladernes arealer regnet~lvektori-

elt har summen af projektionerne pa papirets normal lig med

0',. Det samme grelder ved proj ektion pa alle andre retninger,
A

I sa arealerne af sidefladerne regnet som vektorer har summen

A
A O.

H¢jden fra A l trekanten ABC har lrengden

11(£ - £)x(~ - b)11

11£ - b II
=

II (c - b)x(a - c) II
- - -

II c - b II
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Skrerings1inien me11em p1anerne med 1igningerne

har retning som vektoren .§:x~, a1tsa som

a 2 b 2 a
3

b
3

a
1

b 1
~1 + ~2 + ~3'

a 3
b

3 a 1 b 1 a 2 b 2

0

(~1 '~2 '~3) er en ortonorma1 basis.nar

v
v

f
v

Et stift 1egeme A roterer

om en akse L med en vinkelha-

stighed w. Vi angiver dette

ved en vektor w med II wII = w

pa drejningsaksen og orienteret

positivt i forhold til omdrej-

nings retningen. Lad denangribe i

et punkt 0 af L. Vi tager 0 som

begyndelspunktet. Et punkt X af

I)

L

legemet far da hastigheden wxx. Det stemmer med, at wxx

ikke kommer til at afhrenge af, hvor 0 vrelges pa L.

K
Det stive legeme A pavi-

stes af en kraft ~, der angri-

ber i et punkt X. Ved momentet

af ~ i et punkt 0, der vrelges

som begyndelsespunkt, forstar
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vi vektoren xxK. Derved far K et moment i ethvert punkt

af rummet, altsa et momentfelt. Momentfeltet for en kraft

har helt samme udseende som hastighedsfeltet ved en drej-

ning om en akse.

En ret linie LiE 3 med begyndelsespunkt 0 kan fast-

lregges ved en enhedsvektor u pa L samt momentet m af u

i punktet 0, idet dette moment er uafhrengigt af valget af

angrebspunktet for u. Derved far vi L fastlagt ved et

serne.

= 1,

Derved far vi mulighed for at opbygge en analytisk geometri

med de rette linier som de fundamentale elementer. Denne sa-
A·

J kaldte "Plucker'ske" liniegeometri dyrkedes en hel del i be­

~ gyndelsen af dette arhundrede.

Ved rumproduktet af tre vektorer ~,~ og z forstas ud-

trykket

Det er un¢dvendigt at srette parentes i det sidste udtryk, da

kun fortolkningen (~x~).~ giver mening. Vi ved, at ~x~ er

en ,!.e.kt'Exr~~ hvis lCEngde, er lig mediar-ea.Le t af det af x og Y.-
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udsp~ndte parallelogram, og

at ~x~ er vinkelret pa ~ og

~, samt at (~,~,~x~) er et

h¢jresystem. Sa er ~x~.~

arealet af det af ~ og ~ ud-

sp~ndte parallelogram gange

l~ngden af projektionen af

~ pa ~x~, og det er rumfan-

/
/

I
I

I
(

I
I

I
I

I
Z I

get af det af !:..'~ og ~ ud s ptend t e parallelepipedum regnet~posi­

tivt, hvis (~,~,~) er et h¢jresystem, og negativt, hvis

(~,~,~) er et venstresystem.

Hvis vi benytter et ortonormalt h¢jresystem (~1'~2'~3)'

far vi direkte ved udregning

X2 Y2 x
3 ':13 ~1 Y1 x

1 Y1 z1
~xy-.~ = z1 + z2 + z3 = x 2 Y2 z2

x
3 Y3 x 1 Y1 x 2 Y2 x

3 Y3 z3

og det er netop det udtryk, Vl tidligere har betegnet

det (x,y,z). Vi beh¢ver derfor ikke at diskutere dets
~1~2~3 - - -

egenskaber igen, men vi viI dog bem~rke, at X og · kan byt-

tes, da vi far

Hvis to rette linier er fastlagt ved, at den ene gar

gennem A og indeholder vektoren u =1= 0 medens den anden-'
0 gennem B og indeholder vektoren =1= Q, u og ~gar v og

-

er line~rt uaf'hseng i ge , viI det af ~,~ og b-a udsp~ndte pa-



f ved en enhedsvektor ~, samt et

v
v

v
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rallelepipedum som h¢jde pa den af ~ og ~ udsprendte side

netop have den korteste afstand mellem de to linier, og

denne korteste afstand er derfor bortset fra fortegnet gi-

vet ved

~x~- (!?-.§:)

ll u xv II

En linie L er fastlagt

punkt A af L. En kraft K har

angrebspunkt B og vinkellinie

Sa er (b-a)xK momentet- - -

af K i punktet A, og ~-(~-~)x~ =

A

L

[~, ~-.§:,~] er dette moments projektion pa L. Vi ser, at

det er uafhrengigt af valget af punktet A pa L, sa vi kan

slutte, at aIle momentvektorer for K i punkter af L har

ens projektioner pa L. Den saledes definerede skalar kal-
A

f des momentet af K om L. Det skifter fortegn med orien-

A
A teringen af L.

Lad ~,~ og ~ vrere vektorer i lli3 . Da er

Bevis. Venstre side forbliver urendret, nar ~ erstat-

tes med ~+\~, og h¢jre side rendres med bidraget

-(\x-z)x + (x-z)\x = Q
--- ---



4.20

Altsa er det nok at vise sretningen i det specielle tilfrel-

de, hvor ~ er vinkelret pa x. Hvis ~ eller ~ er 0-

er pastanden triviel. Hvis x erstattesmed ~~ og ~ med

~~ bliver begge sider af ligningen ganget med ~~. Altsa

kan vi antage, at ~ og ~ er pa hinanden vinkelrette enheds­

vektorer. Vi kan sa anvende en ortonormal h¢jrebasis (~1'~2'~3)

med e = x og e-1 -2 = ~, og sa far vi

Dermed er formlen bevist.

Formlen er ofte nyttig. Den giver ogsa mulighed for at

udlede flere interessante relationer. Vi skal f¢rst nrevne,

at den helt umiddelbart giver den prene formel

Ved at benytte reglen om, at x ago • kan byttes i rumproduk-

tet, far vi

og det kan ogsa skrives

Som specialtilfrelde heraf far vi
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,

men den kunne nu fas trivielt af produkternes definitioner.

Endelig far vi direkte af formlen

Det er en vektor i sk~ringslinien mellem en plan, der inde-

holder u og~, og en plan, der indeholder ~ og z.

v Vi viI slutte vor gennemgang af vektorregning med nogle
v

f udregninger, der kan v~re til nytte i teorien for stive le-
v

gemers mekanik. Vi viI anta-

ge, at legemet udf¢rer en w

skruebev~gelse, idet det

roterer om en akse L med

den vektorielle vinkelha-

langs L med en hastighed

L

og forskydesstighed w

E. Vi kan lade bade w

og E angribe i et punkt

C af L. Hastighederne i

de vilkarlige punkter A og B betegnes ~A og ~B' og de er

bestemt ved
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Hastighedsfeltet er saledes helt bestemt ved W og hastig-

heden af et vilkarligt givet punkt. Vi kan godt t~nke os

hastighedsfeltet defineret i hele rummet, idet ethvert punkt

i rummet kan t~nkes i fast forbindelse med legemet.

Hvis vi" nu har givet ~ og ~A som vilkarligt fast

valgte vektorer, far vi hastigheden ~B af B som ovenfor.

Vi far nu

Hvis vi v~lger

b = a

far vi ~BX ~ = o. Der findes saledes et punkt, hvis hastig-

hed er line~rt afh~ngig af ~, og hastighedsfeltet bliver

netop hastighedsfeltet for en skruebev~gelse om en akse gen-

nem dette punkt.

Lad os nu antage, at

det stive legeme er angre-

bet af kr~fterne ~1' ... '~n

i punkterne A1, ... ,An . Mo-

mentvektorerne i punkterne

B og C er da bestemt ved
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og idet vi indf¢rer kraftsummen ~ = ~1+·· .+~n' far vi

Heraf fremgar, at et momentfelt for et kraftsystem

har pr~cis samme udseende som hastighedsfeltet ved en skrue-

bev~gelse.

Lad os nu antage, at

Iegemet udf¢rer en skrue-

bev~gelse om en akse L med

vinkelhastighed ~ og er pa­

virket af samme kraftsy-

· c
stem, som ovenfor. Kr~f-

ternes samlede effekt er

da, idet C er et viIkarIigt punkt

=

,,,
~,

\ ,
\

\
\

\
\

\
\

\
\ ,,,

L

A

f
A
A

Med dette p~ne resultat viI vi slutte vor gennemgang af vek-

torregning.



0velser 4.1.

0VELSER TIL KAPITEL 4.

Vektorprodukt, lrengde af vektor, hastighedsvektor,

moment af kraft, skalarprodukt, vektorfelt, enhedsvektor,

rumprodukt, skruebevregelse, areal af parallelogram, cosi­

nusrelation, skrering mellem planer, plans ligning pa nor­

malform, dobbelt vektorprodukt, effekt, feltstyrke, distri­

butive love for vektorproduktet, vinkelhastighed, ortonor­

malt system, krafts angrebspunkt, skalar, Plucker's linie­

geometri, hastighedsfelt, h¢jde i trekant, Kronecker's sym­

bol, arbejde, vektorprodukt i koordinater, den pytagorreiske

sretning, kraft, skalarprodukt af vektorprodukter, planpro­

dukt, krrefters effekt ved skruebev~gelse, matrix, momentfelt,

-vektorprodukt af vektorprodukter, energi, krafts moment om

linie, areal som vektor, invariant, afstand mellem rette li­

nier, projektion af vektor pa linie, kraftfelt, vinkel mel­

mel vektorer, liniebunden vektor.

4 •1 . I E3 tCEnkes valgt et begyndelsespunkt 0 og et h¢jre­

koordinatsystem svarende til en ortonormal basis

(~1 '~2 '~3 ) for JE3. Lad A, B, C og D VCEre punk-

ter med stedvektorer a = 2~1-~2+2~3' b = ~1+2~2-

2~3' £ = 6~1+2~2-3~3' d = ~1+4~2+8~3·



4 . 1 . 1 .

4. 1 .2.

4.1.3.

4.1.4.

4 .1 · 5 •

4.1 .6.

4 .1 · 7 •

4 . 1 .8.

4.1.9.

0velser 4.2.

Find koordinater for enhedsvektorer med retning

som ~,~,~,~.

Find l~ngden af projektionen af d pa den rette

linie OA. Find vinklen mellem a og d. Find koor­

dinaterne til projektionen af D pa OA.

Find en ligning for planen gennem C vinkelret pa

~, og find afstandene fra denne plan til punkter­

ne B og D.

Find arealet af trekanterne OAB og ABC.

Find volumen af tetraedret OABC.

Find vinklen mellem a og planen gennem B,C og D.

Find vinklen mellem.planen gennem O,A og B og pla­

nen gennem O,A og C.

Find afstanden mellem den rette linie AC og den

rette linie BD.

Unders¢g, om h¢jderne i tetraedret OABC gar gen­

nem samme punkt.

4.2. Vi forts~tter med at b~uge betegnelserne fra 4.1.
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Angiv to helt forskellige metoder til bestemmelse

af den retvinklede projektion af B pa planen

gennem O,A og D. Pr¢v, om den ene metode gar

vresentligt lettere end den anden.

4.3. Vi fortsretter stadig med betegnelserne fra 4.1.

Angiv en enhedsvektor ~1 med retning som ~,

dernrest en enhedsvektor ~2 vinkelret pa ~1

og i planen gennem a og b (der er 2 l¢sninger

vze.l.g den ene). Find ~3' sa (~1 '~2'~3) er et

ortonormalt h¢jrekoordinatsystem. Angiv koordina-

terne for £ og~, samt for ~1'~2'~3 i dette nye

koordinatsystem. Opgaven giver lidt regnearbejde,

men hvis man ved, at 153 er produkt af 9 og 17, kan

det da gennemf¢res.

4.4. En hel masse relationer mellem vektorer kan fortol-

kes som elementrergeometriske sretninger. Saledes si­

ger relationen ~(~+~) = ~ + ~(~-~), at diagonaler­

ne i et parallelogram halverer hinanden. Relationen

a vb = 0 ~ II~+~II = II~-~II fortreller, at et parallelo­

gram er et rektangel, hvis og kun hvis dets diagona­

ler er lige lange. Relationen II~II = II~II <=> (.§:+~).

(a-b) = 0 fortreller, at et parallelogram er en rom-

be, hvis og kun hvis diagonalerne er vinkelrette pa

hinanden. Relationen Ila+bIl
2+lla-bI12

= 211a11
2+211b1l2
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0velser 4.4.

siger, at kvadratsummen af diagonalerne i et

parallelogram er lig med kvadratsummen af de

fire sider. Den er nok snarere kendt fra sko-

len,som en formel til beregning af en median i

en trekant.

I en plan.firkant er de to linier, der forbinder

midtpunkterne af modstaende sider, vinkelrette

pa hinanden, hvis og kun hvis diagonalerne er li-

ge lange. Vis dette ved regning med skalarproduk-

ter. Studer derefter beviset og lceg mcerke til, at

"plan" er en irrelevant oplysning. Formuler det me-

re generelle resultat, der faktisk blev vista

4.6. Find afstanden mellem et punkt, som i et ortonor­

malt koordinatsystem i E3 har koordinaterne (6,

8,1), og den rette linie, som i det samme koordi-

nat system har parameterfremstillingen

4.7. Find en parameterfremstilling for en ret linie, der

ligger i den plan, der i et ortonormalt koordinat-

system har ligningen x
3

= 0, skrerer den linie, der

i det samme koordinatsystem har parameterfremstil-

lingen (x1,x2x 3
) = (t,t,t) og danner en vinkel pA

1T"3 med denne.
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4.8. Find den retvinklede projektion af et punkt, der

i et ortonormalt koordinatsystem har koordinater­

ne (t 316,0) p~ skreringslinien mellem de to pla­

ner, der i det samme koordinatsystem har lignin­

gerne

og

4.9. Find en parameterfremstilling for den retvinklede

projektion af en ret linie, der i et ortonormalt

koordinatsystem har parameterfremstillingen

p~ den plan, der i det samme koordinatsystem har

ligningen

4.10.

4 . 11 .

I et ortonormalt koordinatsystem har'et tetraeders

hj¢rnespidser koordinaterne (0,0,0), (3,0,0), (3,4,0)

og (3,0,1). Find centrum i tetraedrets indskrevne

kugle, samt kuglens radius.

Angiv en ligning for en plan i et koordinatsystem,

hvis akser skrerer planen i punkter A,B og C med

koordinater (a,O,O), (O,b,O) og (O,O,c), hvor

a, b og c er givne tal, der gerne m~ antages strengt

positive. Find volumet af tetraedret OABC samt are­

alet af trekanten ABC.
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0velser 4.6.

Lad A,B og C v~re punkter pa den kugleflade

F i E3~ som har centrum i begyndelsespunktet

o. Vi t~nker os nu, at vi har malt storeirkel­

buerne AB og AC, samt vinklen mellem dem, alt-

sa mellem planerne OAB og OAC. Malene er vin­

kelmal angivet i radianer. Vi stiller os opgaven

at' udregne storeirkelbuen BC. Idet ~,~ og ~

er stedvektorerne til A,B og C, altsa enheds­

vektorer, er b·e netop eosinus af den s¢gte vin­

kel. Analogt er ll a xb II sinus af AB, og (.§:x£) .• (.§:x~)

l.I.§:x£I·III.§:x~11 -er cosinus af denkendte toplansv-inkel. Vi

finder en ligning, der bestemmer eosinus af den

s¢gte vlnkel. Den fundne formel er et f¢rste hj~l­

pemiddel til trekantsberegning for sf~riske trekan­

ter, sf~risk trigonometri.

Sf~risk trigonometri er vigtigt, hvis man viI arbej­

de med astronomi, geod~si eller navigation.

4 .13. Lad (~1'~1) og (~2'~2)

vinkelrette vektorer i

v~re 2 par af pa hinanden

JE3 • Det antages ~ at ~1

og ~2 er line~rt uafh~ngige, og at ~1 og ~2 er

line~rt uafh~ngige. Hvilke yderligere betingelser

er n¢dvendige og tilstr~kkelige, for at der findes

netop 1 vektor £, som tilfredsstiller begge rela­

tionerne ~1x£ = ~1 og ~2x£ = ~2· Find ogsa r

udtrykt ved ~1'~2'~1 og ~2' nar betingelsen er

opfyldt. Hvordan forholder det sig, nar betingelser-

ne om line~r uafh~ngighed ikke begge er opfyldt.
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0velser 4.7.

Opstil ligninger for omdrejningscylinder og om­

drejningskegle i et ortonormalt koordinatsystem

i E3 . Aksen t~nkes givet ved en pararneterfrern­

stilling (det skal vrere en tilfreldig ret linie,

ikke f.eks. en koordinatakse). For cylinderen er

desuden opgivet radius. For keglen kendes top­

punktet (som gerne rna svare til parametervrerdien

o pa aksen) og den halve topvinkel.



KA'PITEL 5

Meengdeleere.

Vi vil 0 ud fra at meengdeleeren er kendt fra skolen,ga

og vi vil ikke tage den op til revision. Vi bruger beteg-

nelsen a E A for "a er et element l meengden A". For to

meengder A og B skriver vi

A c B for "A er delmeengde af B"
=

,

A c B for "A er cegte delmeengde af B" ,

A U B for II foreningsmeengden af A og B" ,

A n B for "feellesmeengden af A og B" ,

A <, B for "overskudsmeengden af A over B".

Det sidste symbol forudseetter ikke, at B c A. Det heender

ofte, at vi udelukkende beskeeftiger os med de Lrneengder- af en

fast meengde M, og sa kaldes M.........A komplementeermeengden til

A og den betegnes sa ogsa CA.

Udsagnsregning beskeeftiger sig med udsagn. Et udsagn

siger noget ow noget, seetter ting i relation til hinanden.

Udsagn kan indeholde variable. Eksempler pa udsagn er "reeve

er r¢de", "x E A", "5 > n", men ikke "skudens kaptajn",

"A n B" eller "alle r¢de reeve". Vi vil teenke os, at udsag-
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nene ved tilladelige valg af de variable kan klassifice-

res som sande eller falske. Vi kan sa koble udsagn med

de logiske tegn

A v B for "A eller B"

A A B for "A og B"

A B for "hvis A 0 B"=> sa

A ~ B for "hvis og kun hvis A, da B".

Desuden bruger Vl 'A for negationen "ikke A" .

Der er en nrer sammenhreng mellem operationer med m~ng-

der og operationer med udsagn. Et udsagn A, i hvilket der

indgar en variabel x, som kan variere i en m~ngde M, er

f b d t d d r"VA af "de x E M,or un e me mreng en for hvilke A". Hvis

~ er m~ngden, der pa samme made svarer'til B, viI A U 13

svare til A v B og A n ~ til A A B. Ligeledes viI A c 13

svare til A => B og A = 13 til A # B. Endelig viI CA svare

til 'A.

Pa grund af disse omstrendigheder grelder de samme regler

for operationer med mrengder og for operationer med udsagn, og

den rent forme lIe manipulation med mrengder eller udsagn efter

disse regler kaldes Boole'sk algebra efter George Boole (1815­

1864). Vi anf¢rer et par eksempler pa regneregler

C(A U ~) = CA n C~ ;,'(A v B) ~ 'A A lB

AU(B n ~) = (A U ~)n(A U ~) ;(Av(B A C)) ~ ((A v B)A(A A C))

An(~ U 'C') = (A n Jj')U(A n 'C');(AA(B v C))~((AAB)v(AAC)).
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Analogien er dog ikke fuldkommen, da aIle de logiske tegn er

relationstegn, medens m~ngdelrerens tegn er kompositionstegn
pa nrer c og G, som er relationstegn. Derfor bliver ana-

logien lidt anderledes, hvor c er med. Vi nrevner et ek-

sempel

Ac B ~ CA U B = M

Boole'sk algebra har en hel del anvendelser ved benyt-

telse af problemer i forbindelse med automatisk styring og

automatisk kontrol, og derved far den ogsa anvendelser i da-

talogi.

Logikken bliver interessant ved indf¢relsen af kvanto-

rerne V og 3. Et sret regler for brug af noget, der minder

meget om kvantorer findes allerede hos Aristoteles, der op-

stillede et system af ,sakaldte figurer, der hver bestod af

to udsagn, prremisserne, samt en konklusion, hvis en sadan

kunne drages. Vi anf¢rer nogle enkelte eksempler.

AIle A er,B Nogle A er B AIle A er ikke B Nogle A er ikke B

AIle B er C AIle B er C AIle B er C AIle B er C

AIle A er C Nogle A er C Ingen konklusion Ingen konklusion

AIle A er B Nogle A er B AIle A er ikke B Nogle A er B

Nogle B er C AIle B er ikke C AIle B er ikke C Nogle B er C

Ingen konklusion Nogle A er ikke C Ingen konklusion Ingen konklusion
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Aristoteles beh¢vede et anseligt antal figurer, og

det lykkedes ikke helt at undga fejl. Vore moderne kvan-

torer er enklere. Nogle matematikere bruger ogsa en ek-

stra kvantor, som betyder "der eksisterer en og kun en",

og den skrives ofte 3!, men den kan nu sagtens undvreres.

Hvis R er en relation, hvori der indgar et bogstav

x, betyder

Vx(R)

3x(R)

Ethvert x tilfredsstiller relationen R

Der findes et x,som tilfredsstiller R.

Kvantorerne er nresten altid betingede i den forstand, at

der er lagt visse band pa x, f.eks. at x skal vrere en

mrengde, et komplekst tal, en vektor etc. Somme tider anf¢-

res betingelsen sammen med kvantoren, f.eks.

2
VX > d 3y > D(y =x),

der siger, at ethvert positivt tal har en positiv kvadrat-

rod. Det rna sa vrere gjort klart i teksten, at der er tale

om reelle tal og ikke f.eks. rationale tal eller hele tal.

Lad R og S vrere relationer, hvori x indgar. Vi

har da parentesreglerne

Vx(RI\S) <=> Vx(R) 1\ Vx(S)

3x(RvS) ¢9 3x(R) v 3X(S),

medens der kun grelder ensidig implikation i reglerne
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Vx(R) v Vx(S) ~ Vx(RvS)

3x(RAS) ~ 3x(R) A 3x(S).

Hvis relationen R indeholder x og y, har vi

3xVy(R) ~ Vy3x(R)

Hvis x og y er reel Ie tal, og R relationen x+y=O, g~l­

der relationen pa h¢jre side, medens relationen pa venstre

side ikke g~lder. Nar kvantorer af samme slags f¢lger lige

efter hinanden, kan de byttes, og sa viI man ofte erstatte

dem med en kvantor. Det kan v~re n¢dvendigt at omforme be­

tingelse~ ved ombytning af kvantorer. Saledes er

Vx > 0 VyE]o,x[ (R) ~ Vy > 0 VX > y (R),

ogO her viI man ofte blot s~tte et komma i stedet for det sid­

ste V.

Nar en relation kaldes en identitet, en formel eller en

s~tning, ligger der i det, at den g~lder for aIle s~danne v~r­

dier af de variable, som i henhold til den ledsagende tekst

kan indga i den. Derfor udelades kvantoren V i s~danne otil­

f~lde.

Nar Cantor og hans samtidige var i stand til at opn~

v~ldig interessante resultater ved m~ngdel~rens hjrelp, be­

roede det p~ en dristig anvendelse af uendelige m~ngder, og

det blev allerede p~ Cantors tid klart, at en sadan ukritisk
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anvendelse af mrengdelreren f¢rte til paradokser. S&ledes viI

mrengden af aIle mrengder vrere element i sig selv, hvilket

allerede har en urimelig klang. Endnu vrerre g&r det med

mrengden ~ af de m~ngder, der ikke er element i sig selv,

idet s&vel antagelsen ~ E~, som antagelsen ~ (~ let

ses at f¢re til en modstrid.

Det er et logisk paradoks af samme art ,som det, der

ligger i udsagnet:

"Barberen i landsbyen barberer aIle de beboere i lands­

byen, som ikke barberer sig selv".

Hvem barberer s& barberen?

Der blev opdaget mange mrengdeteoretiske paradokser, og

der opstod megen mistillid til mrengdelreren. P& den anden si­

de havde allerede Cantor udnyttet mrengdelreren til at opn&

interessante nye resultater og enklere beviser for kendte

resultater, og der var uvilje mod at kaste disse fordele o­

ver borde Der opstod derfor en mere kritisk m~ngdelrere, en

forsigtig brug af mrengdelreren, hvor man fors¢gte at holde

sig i sikker afstand fra paradokserne.

Vi viI alts& ogs& vrere lidt mere forsigtige. Vi viI ik­

ke finde os i, at der er modsigelser i matematikkens grund­

lag. Det er da nrerliggende at fors¢ge at bortoperere paradok­

sets &rsag, alts& frad¢mme mrengden af aIle mrengder retten til

at eksistere, f.eks. ved blandt aksiomerne ogs& at have et,
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der siger, at en m~ngde ikke er element i sig selv. Det

kan vi imidlertid kun, hvis vi til geng~ld s¢rger for, at

de tilladte operationer med m~ngder kun kan f¢re til m~ng­

der, som opfylder denne betingelse ..

Lad os filosofere lidt over, hvad det egentlig er, vi

har brug for, hvi~ vi skal kunne lave matematiske teorier,

hvori m~ngdebegrebet indgar, og som skal kunne bruges som

matematiske modeller af v~sentlige sider af den virkelighed

vi lever i og er en del af. Som fysikerne har vi brug for

noget, vi godt kan kalde partikler - altsa noget, der ikke

har elementer i sig, men som hver for sig er et element.

Hvis vi f.eks. viI lave geometri, viI vi da i hvert fald

gerne kunne opfatte punktern~ sadan. Vi viI gerne kunne ta­

le om mrengden af aIle sadanne partikler. Sa far vi delm~ng­

der af denne mrengde, og de kan igen indga som elementer i

m~ngder osv. Vi far sa ogsa en tom m~ngde 0 - den eneste

m~ngde, som har partikelkarakter. Det viI i reglen v~re en

partikel, der afviger fra aIle de andre partikler i teorien.

Ved denne fremgangsmade opnar vi en v~sentlig indsn~vring

af m~ngdebegrebet.

Nar vi nu filosoferer videre, opdager vi, at vi stadig

kan tale om "aIle m~ngder, der kan fas ved de tilladte pro­

cesser" (sasom vaIg af delm~ngder, foreningsm~ngder, osv.),

og hvis vi taler om "m~ngden af aIle sadanne m~ngder", viI

der igen opsta paradokser. Der opstar saledes et behov for
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helheder, der ikke er mrengder. S&danne helheder er sredvan­

ligvis blevet betegnet som klasser, en uheldig betegnelse

p& grund af vor sredvanlige og hyppige brug af begrebet klas­

seinddeling. I disse forelresningsnoter viI vi derfor bruge

en anden betegnelse, nemlig ordet art, som vi har hentet fra

de biologiske videnskaber. Vi viI alts& tale om arten M af

mrengder, og A E M betyder, at A er en mrengde. For at vrere

en mrengde m& A have visse kvalifikationer, og hvis vi f&r

A udleveret, kan det meget vel trenkes, at vi slet ikke p&

tilfredsstillende m&de kan unders¢ge, om A har de n¢dvendi­

ge kvalifikationer. Med en biologisk art som f.eks. "kanin"

forholder det sig p& lignende m&de. Der er vanskeligheder med

afgrrensningen af begrebet kanin, fordi der findes d¢de kani­

ner, kaninfostre, misfostre, kaniner, intet menneske har set

osv. Desuden er der vanskeligheder med identifikationen, og

for mrengder er det helt vresentligt, at vi helt magter ligheds­

tegnets brug.

Vi kan godt bruge kvantorer om elementer, der kan vrelges

frit indenfor en art. S&ledes grelder for mrengder, at

V A, B (( A'B ) U ( An B ) = A).

Vi ser nu, at den Boole'ske algebra fra logik snarere ko­

pieres p& arter end p& mrengder. Ved regning med arter bruger

vi de samme betegnelser som ved regning med mrengder. I¢vrigt
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er en m~ngde altid en art. Der er selvf¢lgelig stadig en

art af arter, idet vi ovenfor netop forklarede, hvilke

kvalifikationer artsbegrebet i sig selv matte have. Der-

ved l¢ber vi igen ind i en form for logisk modstrid af

lignende art som den, man m¢der, hvis man viI definere

begrebet "definition" eller holde et foredrag om kunsten

at holde foredrag.

Nar R er en relation, hvori der indgar en variabel

x, betegner {xIR}, m~ngden eller arten af de x for
-r-,

hvilke R g~lder. Hvis x skal v~re element af en m~ngde)

eller art A, skriver vi {x E AIR}, og hvis A er en

m~ngde, bliver det altid en m~ngde igen. Hvis A og B er

m~ngder eller arter og a E A, b E B vilkarlige elementer,

kan vi danne det ordnede par (a,b). Vi definerer

AxB = {(a,b) laEA, bE B}.

og det er en m~ngde, hvis bade A og B er det. En delm~ngde

afAxB kaldes en relation, og en sadan angives i reglen ved

et relationstegn -I!, idet vi skriver a -I b , hvis (a, b)

ligger i delm~ngden. Vi m¢der ogsa relationer, der defineres

ved en delart af arten AxB, og hvor delarten ikke er en

m~ngde. Relationen kaldes funktionel, hvis det for ethvert

element x E A g~lder, at der findes et og kun et element

Y E B, som tilfredsstiller x -I y, og vi betegner da re-

lationen ved et bogstav f og skriver y = f(x), eventuelt

y = fx, men det viI dog ofte kunne misforstas. En sadan re-

lation siges at v~re en afbildning f:A ~ B.
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Hvis M er arten af mrengder, kan vi definere en af­

bildning F:MxM ~ M ved F(A,B) = AUB og i¢vrigt .mange

lignende. Vi kan ogsa definere c som en relation

svarende til delarten {(A,B) E MxM A ~ B} af MxM. Hvis

M er den art, der omfatter M samt alle partiklerne, bli­

ver a E A en relation, der svarer til en delart af MxM.

Vi minder am, at afbildninger f: A
1
~ A2, g:A 2 ~ A

3
og h:A3 ~ A4 giver sammensatte afbildninger

B
1,

far vi en afbildning j10 f: A ~ B1·
Vi siger, at

~ B
1

er f:A ~ A1
opfattet som afbildning ind i B

1
,

f:A ~ A
1

er j1o f : A ~ B
1

opfattet som afbildning ind

og h~g:A2 ~ A4 og at denne operation er associativ, altsa

ho(gof)=(h~g)~f. For enhver mrengde A har vi en identisk

afbildning IdA:A ~ A defineret ved IdA (x) = x for hvert

element x E A. Den betegnes pa forskellig vis i litteratu­

ren, f.eks. IA~ EA, · e A eller 1A. For enhver afbildning

f:A ~ B grelder f = fotA = 1B
of.

Til en mrengde A og en delm~ngde B c A h¢rer en inklu­

sionsafbildning j:B ~ A defineret ved j(x) = x for ethvert

x· E B. Hvis f:A ~ A1 er en vilkarlig afbildning, kaldes

foj:B ~ A
1

restriktionen af f til B, og betegnes fiB.

Hvis vi nu yderligere har A1 c B1 og inklusionsafbildningen

j 1 : A1 ~

j1o f : A

og at

i A
1

.

Lad f:X ~ Y vrere en afbildning. For en delmrengde A c X
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har vi dens billede rCA) = {f'{x ) °1 x E A}, og for en del-

m~ngde BeY har vi dens originalm~ngde

f- 1 (B) = {x E X I f(x) E B}. Hvis B = {b} er en mzengd e ,

der bestar af et eneste element b, skriver vi f-1 (b)

for f-1 ( B ) .

Lad f:X ~ Y v~re en afbildning, lad A1 og A2 v~re

delmrengder af X og B1 og B2 delmrengder af Y. Vi minder

am reglerne

f(A1UA2) f (A1 ! f(A 2 ) , -1 f-1(B
1) U f- 1(B

2)= U f (B
1

UB2 ) =

f(A
1nA2) f (A1 ) f(A 2 ) , -1 f- 1 (B

1
) n f- 1(B

2)c n f (B
1

nB2 ) =

f(A
1,A2)

f(A
1)

, f(A 2 ) , -1 f- 1 (B
1

) f- 1(B
2):::> f (B1'B2) = <,

For B c Y grelder endvidere, at f- 1 ( Y' B) -1 (origi-= X'f (B)
=

nalmrengder til komplementrermrengder er komplementrermrengder).

For A c X beh¢ver f(A) og f(X'A) ikke at have Y sam for-

eningsmrengde, og de beh¢ver heller ikke at have tom frellesm~ng-

de.

En afbildning f:X ~ Y kaldes injektiv (eller entydig)

hvis f(x 1 ) = f(x 2) for E X kun er opfyldt, 0 x 1 = x 2·x 1,x2" nar

Det er ensbetydende med at f-1(y) for hvert y E Y er tom

eller bestar af et enkelt element af x. Afbildningen kaldes

surjektiv, hvis f(X) = Y, altsa, hvis f-1(y) * 0 for alle

Y E Y. En afbildning kaldes bij~ktiv, hvis den er bade injek­

tiv og surjektiv, og hvis f:X ~ Y er b~jektiv, kan f-1(y)

tolkes sam definerende en invers afbildning f- 1:y ~ X. At
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f:X ~ Y er bijektiv med

er ensbetydende med, at

afbildningen f:X ~ Y og

f- 1 :Y ~ X som invers afbildning

-1 -1f Qf = IdX og fof = Idy. For

g:y ~ Z greIder, at gor er in-

jektiv, hvis g og f er injektive og analoge udsagn om sur-

jektiv og bijektiv. Hvis gaf er injektiv, er f injektiv,

og hvis gaf er surjektiv, er g surjektiv. Alt dette er

ret selvf¢lgeligt.

I matematisk jargon spiller ordet "familie" en ganske

stor rolle. Det d~kker egentlig slet ikke over noget selv-

st~ndigt begreb, men er bare en betegnelse for noget, som

allerede er velkendt. En familie er helt det samme som en

afbildning. Til en familie h¢rer en m~ngde J, indexm~ngden,.

og en afbildning f:J ~ M, hvor M er en art eller en m~ng-

de. Vi betegner f(j) med x., og bruger betegnelsen
J

,~'t\.\1 J. E J) for familien. Betegnelsen kan forkortes til (x.),
Ij' J

hvis det er klart, hvad indexm~ngden skal v~re. For J = {O,1}

bliver en familie (Xj I j E J) det samme som et ordnet par.

En talf¢lge (a) er en familie med indexm~ngde lli (even­n

tue Lt ]\JU{O} eller noget i den retning).

Vi kan s a Lede s tale om en familie ( A. I j E J) af m~ng­
J

der i en matematisk teori. For en sadan familie kan vi defi-

nere foreningsmrengden j~JAj og hvis J * 0 tillige frelles­

mrengden j~JAj ved definitionerne

x E .~fJA. ~ 3j E J(x EA.)
Jc J J



5.13

~ Vj E J(x EA.).
J

Hvis J = 0 bliver foreningsmrengden tom. Frellesmrengden vil-

Ie komme til at omfatte alt, og det er der jo ikke mening i.

I en teori, der kun opererer med delmrengder af en fast mreng-

de M, bliver M frelllesmrengden for den tomme familie af

delmrengder.

Til familien (Aj I j E J) svarer ogs a en mzengde j ~JAj ,

altsa

= {( a
J
. I j E J) I Vj E J ( a. EA.)}.

J J

Hvis mrengden J specielt er endelig, J = {j1'· .. ,jn}' skri­

ver vi ogsa

Mrengden j~JAj kaldes familiens produktmrengde (produktet af

mrengderne i familien). Hvis vi har en familie (A I j E J) af

eksemplarer af en og samme mrengde, skriver vi A
J

for j~JA.

Nar vi erindrer, hvad en familie er for noget, ser vi, at AJ

ogsa er mrengden af afbildninger af J ind i A. I det speci­

elle tilfrelde J = {1, ... ,n} skriver vi An for AJ.

Endelig har en familie (A. I j E J) en disj unkt forening
J

= {(j,a) I j E J, a EA.}.
J
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For J = {j1, ... ,jn} skriver vi

Det er klart, at j~0A bare er 0. For J ~0 bestar pro­

duktrnsengde n ,af 1 eLement , .den .t omme familie .. ( dvs~· den tomme

afbildni~g 0 ~ 0).
I formalistisk matematik regner man med, at de fire

her n~vnte operationer anvendt p~ fu~ngder igen .f¢rer til

m~ngder. Desuden skal man altid kunne tale om m~ngden af del-

m~ngder i en m~ngde.

Vi skal ikke g~ i detaljer med regneregler for de fire

nye m~ngdeoperationer. Der er en forf~rdelig masse regnereg-

ler, og de f¢lger aIle helt umiddelbart af regferne for reg-

ning med kvantorer. Vi skal n~vne et par eksempler senere i

forbindelse med nye begreber, men lige nu viI vi blot anf¢re

en enkelt s~tning.

s~tning. For en familie CA. j E J) af delm~ngder af
J

en m~ngde M g~lder relationerne

Disse regneregler er n~sten helt trivielle. I den f¢rste

relation st~r der p~ venstre side m~ngden af elementer l M

der ikke tilh¢rer nogen som heIst af m~ngderne i familien, og

p~ h¢jre side st~r m~ngden af elementer i M, der ligger uden-

for enhver af m~ngderne i familien.
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Lreg mrerke til, at vi var n¢dt til at definere produktet

af \!h_~ mrengder, f¢r vi kunne definere selve begrebet familie,

s~ vi kunne ikke undg~ at definere produktmrengde i to omgan-

gee

En familie (A. I j E J) af delmrengder af en 'mrengde M
J

kaldes en overdrekning af M, hvis M = j ~JAj · Familien kal-

des en klasseinddeling af M, hvis mrengderne i familien er

disjunkte, alts~ hvis det for aIle valg af j , k E J med

j * k greIder, at A. n A
k = 0, og hvis det desuden for aIle

J

j E J greIder, at A. * 0. Mrengderne A. kaldes da klasser,
J J

og mrengden K = {A. I j E J} kaldes klassemrengden. Der findes
J

en afbildning f:M -+ K, som er helt fastlagt ved, at det for

ethvert element x E M skal grelde, at x E f(x). Denne af-

bildning kaldes den til klasseinddelingen h¢rende kanoniske af-

bildning.

Lad f:X ~ Y vrere en afbildning. Da er (f-1 ( y ) l y E f(~))

en klasseinddeling af X. Lad K vrere klassemrengden. S~ indu-

cerer f en afbildning ~:K -+ f(X) defineret ved

f 1 (f- 1 (y)) = y. Det er klart, at f 1 er bijektiv, og at f~

bliver identisk med den sammensatte afbildning

X-~K~ f(X)~ Y

hvor k er den kanoniske afbildning og j inklusionsafbild-

ningen.
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Hvis (A. I j E J) er en fami1ie af mcengder, og
J

A = . II A. produktmcengden, findes der for hvert k E J
J EJ J

en afbi1dning prk:A -+ Ak defineret ved prk (a
j j E J) =

a k· Den ka1des projektionen af A 0

Ak· Lad X vcerepa

en mcengde og (f.:X ~ A·lj E J)
J J

en fami1ie af afbildninger.

Der findes da en og kun en afbildning f:X -+ A, som for

hvert j E J tilfredsstiller betingelsen prkof = f j, nern-

lig den afbildning, der defineres ved f(x) = (f.(x)lj E J).:
J

Hvis J
1
~ J er en vilkarlig delmcengde, har hver familie

(det er j 0 i virkeligheden en afbildning) (aj I j E J) en

restriktion (aj I j E J 1) og derved defineres en proj ektion

prJ :A ~ '~J A.. AIle de her orntalte projektioner giver klas-
1 J 1 J

seinddelinger af A, og klasserne kaldes ofte fibre.

En relation R pa en mcengde X er en delmcengde R c xxx.

Vi skriver xRy for (x,y) E R. Vi minder om, at relationen

kaldes

refleksiv, hvis VX E X(xRx)

symmetrisk, hvis vx,y E X(xRy ~ yRx)

transitiv, hvis Vx,y,z E X(xRy A yRz ~ xRz)

ant±symmetrisk, hvis vx,y E X(xRy A yRx ~ x ~ y).

En relation, sam er refleksiv, symmetrisk og transitiv

kaldes en rekvivalensrelationog lceses "cekvivalent med".

En cekvivalensrelation er ensbetydende med en klasse-

inddeling i klasser af indbyrdes cekvivalente elemen-

ter.
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Vi kan godt have en relation pa en art, og det giver

ikke anledning til rendring i definitionerne af de fire egen-

skaber ovenfor. Relationen = altsa "lig med" er et eksem-

pel pa en sadan rekvivalensrelation, men den indtager en srer-

stilling derved, at den rna indf¢res, f¢r det overhovedet er

muligt at komme i gang med mrengdelreren. Et vigtigt aksiom i

mrengdelreren siger, at to mrengder er identiske, hvis og kun

hvis de indeholder netop de samme elementer. For to mrengder

A og B forlanger vi saledes at

A = B # Vx(x E A ~ x E B).

Af denne forudsretning f¢lger specielt, at enhver mrengde helt

uden elementer er lig med 0, sa der ikke findes flere for-

skellige tomme mrengder.

Pa arten af mrengder har vi en rekvivalensrelation A ~ B,

som betyder, at der findes en bijektiv afbildning ~:A ~ B.

Nar dette er opfyldt, siger vi, at A og B har samme kardi-

naltal, og vi skriver kard A = kard B. Det er nu let at se,

at en mrengde er endelig, hvis og kun hvis den ikke er rekviva-

lent med nogen regte delmrengde af sig selv.

Vi definerer kard ]\J = AlefO ' idet Alef er r

det f¢rste .bogat av- i· det hebr-a i.ske alfabet>. .Det ser

ud som vist pa figuren. Mrengder med kardinaltal AlefO

kaldes trellelige eller numerable. At en mrengde er trellelig be-

tyder, at den kan arrangeres som en familie (a. I j E ]\J), al t­
J



5.1.8

s~ som en f¢lg~. En delmrengde af en trellelig mrengde er en-

delig eller trellelig. En mrengde er uendelig, hvis og, kun hvis'

den har en tre~lelig delmrengde.

Det var f¢rst og fremmest studiet af mrengde~s trellelig-

hed, der p~ Cantors tid afsl¢rede mrengdelrerens styrke. Det

vigtigste hjrelpemiddel ved beviser for trellelighed er f¢l-

gende lemma:

Lemma '5'.1. Foreningsmrengden af en f¢lge af endelige

mrengder er endelig eller trellelig.

Bevis. Lad (A) vrere en f¢lge af endelige mrengder. Vin

disjunkte endelige mrengder. Lad vrere antallet af elemen-

ter i

vi s~ sretter

Vi kan da skrive = {b 1' ... ,b },n, n,vn
og n~r

b . = c .
n,J v1+.·.+vn- 1+J'

har vi faet a l l.e elementerne i U An ordnet i f¢lgen (c n) ,

som eventuelt kan vrere endelig. Dermed er Lemmaet bevist.

Sretning' 5'.2. Mrengden af polynomier med hele tal som ko-

efficienter er trellelig.

Bevis. For et polynomium
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definerer vi v(P) = n+la OI+la11+ ... +lan l ·. Derved defi-

neres en afbildning v:A ~ lli, hvor A er mrengden af po-

lynomier med hele tal som koefficienter, og da -1v (p)

er endelig for hvert p E lli,

af lemma. 5. 1 .

f¢lger s~tningen umiddelbart

Definition 5.3. Et tal a E r kaldes algebraisk, hvis

der findes et ·polynoinildffimedhele tal som koefficienter, i hvil-

ket a er rod. Komplekse tal, som ikke er algebraiske kaldes

transcendente.

s~tning 5.4. M~ngden af algebraiske tal er.trellelig.

Bevis. Af vor foregaende s~tning fremgar, at der findes

en f¢lge (Pn) omfattende aIle polynomier med hele tal som

koefficienter. Idet m~ngden An af r¢dder i Pn er endelig

fas s~tningen ved anvende lemma 5.1 pa f¢lgen (A ).
n

Det er nu klart at rnrengden af aIle sret (v
1

, ••• ,Vp ) af

hele tal og af alle.mulige l~ngder er t~llelig,for hvert sa-

dan talsret svarer jo netop til et polynorniurn V1+V2X+ ... +VpxP-1.

Dern~st far vi umiddelbart, at m~ngden af endelige s~t af al-

gebraiske tal er t~llelig.

For en vilkarlig m~ngde A viI vi med D(A) betegne

m~ngden af delm~ngder i A.

s~tning 5.4. Der findes ikke nogen surjektiv afbildning

<.p:A ~ D(A).
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Bevis. For A = 0 bestar D(A) af det ene element

0, og for en afbildning ~:0 ~ 5(0) er billedm&ngden ~om,

altsa en ~gte delmrengde i {0}, sa ~ er ikke surjektiv.

Generelt indf¢rer Vl B = {x E Alx E A'~(x)} E D(A). For

y E B har vi da y E A'~(y), altsa ~(y) * B. For y E A'B

har vi y E ~(y), altsa ~(y) * B. Altsa h¢rer B ikke til

~(A). Dermed er sretningen bevist.

Sretning 5.5. lli er ikke trellelig.

Bevis. Hvis lli var en trellelig mrengde, ville ogsa del­

mrengden af decimalbr¢ker ,O,x 1x 2x 3 ... med aIle decimalerne

xn lig med 0 eller 1 vrere en trellelig mrengde. Det ville bety­

de, at mrengden M af afbildninger f:lli ~ {0,1} var trelle­

lig. Nu kan vi definere en bijektiv afbildning ~:M ~ D(lli)

ved ~(f) = f-1(1)~ sa ogsa D(lli) matte vrere numerabel. Det

strider imidlertid mod den foregaende sretning, og dermed er

pastanden vist.

Det fremgar af vore resultater, at der findes reelle tal,

som ikke er algebraiske. Nu havde Liouville 50 ar f¢r Cantor

indf¢rte mrengdelreren bevist, at tallet 0,11000100 ... 010 . . . ,

hvor det nte 1-tal star pa plads nr. n!, er transcendent. Det

interessante ved Cantors bevis er netop, at det ikke er kon-

struktivt, at det end ikke hjrelper os bare en IiI Ie smule med

virkelig at angive et transcendent tal. Her har vi netop det

mest handgribelige stridssp¢rgsmal mellem formalisterne og in­

tuitionisterne. Disse sidste nregter at tro pa begrebers eksi-
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stens, n~r denne ikke er bevist ved en virkelig gennemf¢rlig

konstruktion.

En relation, som er refleksiv, transitiv oga:nt~symrnetrisk

kaldes en ordningsrelation, o~ en mrengde med en ordningsrela­

tion kaldes en ordnet mrengde. Ordningsrelationer betegnes of­

test ved et usymmetrisk tegn som de velkendte eksempler <

og c. De bruges ogs~ uden lighedstegnet, s~ledes at a < b

betyder a < b og a * b. Vi kan godt have en ordningsrelati­

on p~ en art.

En relation -I kaldes en prreordningsrelation, hvis den

er refleksiv og transitive S~ viI relationen ~ defineret ved,

at a ~ b skal betyde a -I b 1\ b -I- a vcere en rekvivalensrela­

tion, og mrengden viI falde i rekvivalensklasser A,B, ... , og

for elementer a
1

og a 2 fra samme klasse A grelder da altid

b ade a 1 -I a 2 og a 2 -I a
1

. Hvis vi nu har elementer a 1,a2 E A

o g b 1 ' b 2 E B, d a v i L r-e I a t ionen a 1 -I b 1 g i v e a 2 +1 a 1-I b 1 -I b 2 '

alts~ a 2 -I b 2. Derfor inducerer -I en relation < p~ mreng-

den af klasser, og denne relation bliver en ordensrelation.

Det lyder mere indviklet end det ere Det er nemlig i vir­

keligheden bare, hvad man g¢r, n~r man pr¢ver at ordne nogle

mennesker efter alder og kommer til at anerkende nogle grupper

af lige gamle som ligestillede i ordningen.

Lad X og A vrere ordnede mrengder. Vi tillader os at
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skrive begge ordningsrelationer <. En afbildning f:X ~ A

kaldes voksende, hvis det for aIle x,y E X med x ~ y

gxlder, at f(x) < fey). Den kaldes strengt voksende, hvis

det for aIle x,y E X med x < y g~lder, at f(x) < fey).

Undertiden siger vi monoton l stedet for voksende. Vi kalder

f:X ~ A aftagende, hvis det for aIle x,y E X med x ~ y

g~lder, at fey) ~ f(x), og analogt med strengt aftagende.

En injektiv voksende afbildning er strengt voksende. En bi­

jektiv voksende afbildning f:X ~ A kaldes en ordningsisomorfi

og dens inverse viI da ogsa v~re en ordningsisomorfi. Nar der

findes en ordningsisomorfi f:X ~ A, kaldes X og A ordnings J

isomorfe.

Det er klart, at vi kan definere en pr~ordningsrelation

pa arten af kardinaltal, ved at kard A < kard B, hvis og kun

hvis der findes en injektiv afbildning ~:A ~ B. Nu er det

sa heldigt, at vi endda far en ordningsrelation. Dette f¢lger

af vor n~ste s~tning, der gar under navnet Bernsteins s~tning.

s~tning 5.6. Hvis det for to m~ngder A og B g~lder, at

der findes injektive afbildninger ~:A ~ B og W:B ~ A, da

findes der en bijektiv afbildning X:A ~ B.

Bevis. Lad a = a o E A v~re et vilkarligt element. Vi

skal definere X(ao ) . Dertil benytter vi, at afbildningerne

~ og W giver os en k~de af elementer, en afbildningsk~de
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K~den fortsretter i det uendelige mod h¢jre, og eventuelt

ogsa mod venstre, men her kan den ende med et element i

A'~(B) eller et element i B'~(A). Det er klart, at hvert

element af A og hvert element af B h¢rer til netop 1 af­

bildningskrede. En afbildningskrede, der fortsretter i det uen­

delige til begge sider, kan vrere periodisk - altsa l¢be i

kreds. Vi definerer nu x(ao) = ~(ao)' hvis afbildningskre­

den ikke starter i et element af B' ~(A), men x(a) =

-1
~ (ao)' hvis afbildningskreden starter i et element af

B'~(A). Det ses umiddelbart, at den saledes definerede af-

bildning X:A ~ B bliver bijektiv, og dermed er sretningen

bevist.

Lad M vrere en mrengde, som er ordnet ved en ordnings-

relation <. Et element a E M kaldes et f¢rste element i

M, hvis Vb E M(a ~ b). Et element a E M kaldes et sidste

element i M, hvis Vb E M(b ~ a). Undertiden foretrrekker

vi at sige "mindste" i stedet for "f¢rste og "st¢rste" i ste-

det for "sidste". Et element a E M kaldes minimalt, hvis

M ikke indeholder noget element b < a, og a E M kaldes

maksimalt, hvis M ikke indeholder noget element b > a.

En mrengde M, som er ordnet ved en ordningsrelation

kaldes totalt ordnet, safremt ordningsrelationen opfylder be-.

tingelsen

Vx,y E M(x < Y v Y < x).
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Saledes er- ThJ, LZ, CJJ og JR totalt ordnede ved ~' medens

mrengden af delmrengder l en mrengde med mindst 2 elementer ik-

ke er totalt ordnet ved c. M~ngden ThJ er ordnet, men ikke

totalt ordnet ved relationen "gar op iff. Menneskeheden er ord-

net, men ikke totalt ordnet ved relationen "nedstammer fra".

En mrengde M kaldes velordnet, hvis den· er totalt ord-

net og enhver delm~ngde har et f¢rste element. Hvis M er

velordnet ved en ordningsrelation < og a E M er et ele-

ment, kaldes M, = {b E Mlb < a}a det ved a bestemte afsnit

af M. Ved et afsnit af M forstas et afsnit M bestemt
a

ved et a E Meller hele M. Det er let at vise, at det for'

to velordnede m~ngder altid g~lder, at den ene er ordensiso-

morf med et afsnit af den anden.

En totalt ordnet endelig m~ngde er altid velordnet. Der-

imod er ~ og JR totalt ordnede, men ikke velordnede ved <.

M~ngden ThJ U {O} er velordnet ved ~' .og hvert n E ThJ

angiver antallet af elementer i afsnittet (ThJ U{ 0 }) , men
n

samtidig kan vi sige, at n er or4inaltallet for denne vel-

ordnede m~ngde, idet vi tildeler hver art af ordensisomorfe

m~ngder et ord~naltal. Med w betegner vi ordenstallet for

ThJ U {OJ, hvilket er akkurat det samme som ordenstallet for

ThJ. M~ngden ThJ U {O} med w f¢j et til som et sidste ele-

ment har ordningstype, som vi betegner w+1. Vi fortsretter

denne konstruktion og far de transfinite ordenstal
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2 w0,1,2,3, ... ,w,w+1,w+2, ... 2w,2w+1, ... ,3w ... w , ... w ... ,

Arten af transfinite ordenstal er velordnet ved ~, og

hvert transfinit ordenstal betegner ordenstallet for det

afsnit i arten af transfinite ordenstal, det selv bestem-

mer.

Enhver velordnet m~ngde er ordensisomorf med et afsnit

af arten af transfinite tal.

Det er klart, at arten af transfinite tal ikke kan v~re

en m~ngde. Det ville den v~re efter det naive m~ngdebegreb,

og man opdagede allerede p~ Cantors tid, at det f¢rte til

ubehagelige paradokser.

Den alvorligste af de mange k·r lser i forbindelse med

matematikkens grundlag indtraf~ da E. Zermelo i 1904 publi-

cerede en tre sider lang afhandling l Mathematische Annalen

bd. 59 med titlen: Beweis dass jede Menge wahlgeordnet werden

kann. Vi formulerer s~tningen.

Velordningss~tningen. p~ enhver m~ngde M findes en

ordningsrelation, med hvilken M er velordnet.

Vi viI ikke omtale Zermelos bevis her, men vi viI dog

n~vne, at Zermelo indleder sit bevis ved af hver ikke tom

delm~ngde A c M at udv~lge et element u A E A. I 1905
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fremkom adskillige kritiske kommentarer til Zermelos bevis,

og de fleste matematikere syntes at mene, at Zermelo ikke

havde bevist noget som heIst, og det var f¢rst og fremmest

det samtidige udvalg af elementer fra en m~ngde af m~ngder,

der ikke vandt anerkendelse som en forsvarlig bevismetode.

Diskussionen kulminerede med et interessant indl~g fra den

franske matematiker H. Lebesgue, som p~viste, at tilsvarende

udvalgsprocedurer havde fundet anvendelse ogs~ i traditionel

matematik uden at nogen var blevet foruroligede over det.

Den antagelse, Zermelos bevis byggede p~, er siden ble­

vet kaldt udvalgsaksiomet.

Udvalgsaksiomet. For enhver m~ngde M findes en af­

bildning u:D(M)'{0} ~ M, som for hver ikke tom m~ngde

A c M tilfredsstiller betingelsen u(A) E A.

Zermelo publicerede i 1908 et nyt bevis for, at velord­

ningss~tningen f¢lger af udvalgsaksiomet. Det nye bevis blev

ikke kritiseret. Fra moderne synspunkt er begge Zermelos be­

viser tilfredsstillende.

Efter Zermelo stod intuitionisterne v~sentligt strerkere,

men det var dog tydeligt, at det kostede meget mere arbejde at

n~ de tilsvarende resultater af intuitionistisk vej, s~ der

var et udbredt" ¢nske om p~ en eller anden m~de at redde m~ng­

del~ren. De fleste matematikere fortsatte dog en vis forsigtig

brug af naiv m~ngdel~re, men undgik heIst at bygge p~ udvalgs-
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aksiomet og undlod i ¢vrigt at besk~ftige sig med grundlags­

sp¢rgsmal. En erstatning for et gennemarbejdet grundlag for

matematikken fik man ved at tage den naive m~ngdel~re for

givet, og sa indf¢re de naturlige tal som en m~ngde lli or­

ganiseret ved et udvalgt element 1 E lli og en injektiv af­

bildning ~:lli ~lli'{1}, samt induktionsaksiomet

\/A c lli ( (1 E A A \/a E A(~ ( a) E A)) *> A = lli).

Man viste sa, at disse foruds~tninger helt fastl~gger aIle

egenskaber ved .N, (Peanos aksiomer).

Inden vi forlader udvalgsaksiomet skal vi n~vne at Kura­

towski i 1922 fandt en sart n i.ng , som er:, zekvLvaLerrt med udvalgs­

aksiomet, og som er bekvemmere at bruge end velordningss~tnin­

gen. Denne s~tning kaldes Zorns lemma efter M. Zorn, som gen­

opdagede den i 1935. Vi anf¢rer den her, da vi har i sinde at

bruge den en gang eller to.

Zorns lemma. Lad M v~re en ordnet m~ngde. Vi betragter

aIle delm~ngder A ~ M, som med den fra M inducerede ordning

er totalt ordnede. Det antages, at enhver sadan m~ngde er ma­

joriseret i M, altsa at der til A svarer et element b E M,

saledes at a < b for aIle a E A. Da har M mindst 1 maksi­

malt element.

Vi skitserer ganske kort ~g uden at udf¢re detaljer et

bevis for rekvivalensen mellem udvalgsaksiomet, velordnings-

sretningen og Zorns le~ma.
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Zorns l.emma => ve Lor-dn.i.ngs aart n.i.nge n . Lad M VCEre en

mrengde, og lad V(M) vrere mrengden af aIle delmCEngder A c M

med aIle mulige velordningsrelationer. Sa er V(M) parti-

elt ordnet ved relationen "afsnit af". Det vises let, at

enhver totalt ordnet delmCEngde af V(M) majoriseres af

foreningsmCEngden, sa Zorns lemma giver et maksimalt ele-

ment, og det rna abenbart omfatte hele M.

VeIordningssCEtningen => udvalgsaksiomet. Lad M VCEre

en mCEngde. Vi velordner M og definerer udvalgsfunktionen
1\

u: D(M)'{0} ~ M ved, at u(A) skal VCEre det f¢rste element

i A.

Udvalgsaksiomet => Zorns lemma. Lad M VCEre en mCEngde

med ordningsrelation <. Vi vCElger en udvalgsfunktion u:
1\

D(M)'{0} ~ M. Hvis A c M er velordnet ved ~' og x E A

er et viIkarIigt element, betegner vi med e(x) mCEngden af

elementer i M, som er > samtlige elementer l afsnittet

A Vi kalder A en kCEde, hvis x = u(e(x)) for aIlex

x E A. Specielt har enhver kCEde u(M) sam f¢rste element.

Det vises nu uden st¢rre besVCEr, at mCEngden af kCEder er to-

talt ordnet ved relationen "afsnit af". Det medf¢rer, at

foreningsmCEngden af aIle kCEder er en kCEde A* , der inde-

holder aIle andre kCEder. Hvis < opfylder betingelsen i
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(-·Z.orns lemma, maj oriseres A* af et element b E M.

Hvis b har efterf¢lgere, har A* en ikke tom mrengde

e af efterf¢lgere,og A* U {uCe)} bliver en krede med

A* sam regte delmrengde i modstrid med definitionen af

A*. Alts~ er b et maksimalt element.

Den aksiomatiske metode ,har sin rod i Euklids elementer,

og den optrreder i mere og mere prrecis form op gennem histori­

en, indtil den formuleres skarpt ved dette arhundredes begyn­

delse af D. Hilbert, som definitivt prreciserer grundlaget for

den Euklidiske geometri og viser, at dette grundlag er modsi­

gelsesfrit, hvis grundlaget for de reelle tal er det. Derved

er sorteper spillet videre, og det er ikke svrert at fa sorte­

per lokaliseret til matematikkens basale suppe, der omfatter

teorien for logik, mrengdelrere og naturlige tal. Man kan ikke

na til bunds i problemerne ved hjrelp af den aksiomatiske me­

tode i dens traditionelle form.

B. Russell og A.N. Whitehead publicerede 1910-13 et 3

binds vrerk, Principia Mathematica, som var et fors¢g pa en

formalistisk fremstilling af matematikkens grundlag. Det er

klart, at problemerne ikke kunne l¢ses pa den made, men sadan

et fors¢g har nu alligevel stor vrerdi, fordi man kun ved at

fors¢ge at fremstille hele sagen i sammenhreng kan konstatere,

hvor vanskelighederne i virkeligheden ligger. D. Hilbert og
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flere medarbejdere arbejdede pa at forbedre fremstillingen.

Et afg¢rende vendepunkt indtradte, da K. Godel i 1931

viste, at en formel logik, som var gerie r-e Lvnok til at tj ene

som grundlag for indf¢relse af mrengden lliaf naturlige tal

ikke kunne undga at omfatte relationer, der hverken kunne

bevises eller modbevises. I 1941 viste Godel yderligere om

en'nrermere prreciseret art af sadanne teorier, at en modsigel-

sesfri teori ville forblive modsigelsesfri ved tilf¢jelse af

udvalgsaksiomet. Desuden viste han, at den stadig ville for-

blive modsigelsesfri, hvis man tilf¢jede den generelle kontinu-

umhypotese, som vi skal omtale nedenfor. Dermed er det slaet

fast, at man har l¢bet den fulde risiko ved anvendelse af mreng-

delreren, sa snart man overhovedet inddrager uendelige mrengder.

I 1913 viste P.J. Cohen, at en modsigelsesfriforrnel .. teori, som

de af Godel betragtede ogsa ville forblive modsigelsesfri, hvis

man i stedet for at udvide den med den generelle kontinuumhypo-

tese tilf¢jede den foruds~tning, at ikke engang den specielle

kontinu~mhypotese g~lder. Dermed er det ogsa fastslaet, at

Peanos aksiomer ikke helt fastl~gger de naturlige tal.

Vi skylder at forklare, hvad kontinuumhypotesen ere Vel-

ordningss~tningen sikrer at enhver m~ngde er ~kvivalent med et

afsnit af den tranfinite talr~kke, ordinaltallene

2 w0,1,2,3, ... ,w,w+1, ... 2w, ... w , ... w ••• Q,Q+1, ... Q+w, .. . 2Q, ...

Derfor viI der v~re et f¢rste ordinaltal, hvis afsnit er ~kvi-
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valent med en given mrengde, og derved f~r vi kardinaltalle-

ne indplaceret som en del af ordinaltallene, og vi kan slut-

te, at ogs~ kardinaltallene er velordnede. Kardinaltallet

Alef
O

svarer til w, hvis afsnit er det f¢rste uendelige

afsnit. Det nreste kardinaltal Alef
1

svarer til et ordinal- ,

tal ~, som er det f¢rste ordinaltal, hvis afsnit ikke er

endeligt eller trelleligt. Den specielle kontinuumhypotese

s~ger, at Alef
1

er kardinaltallet for lli, alts~ at der

ikke findes yderligere kardinaltal mellem kard lli og kard lli.

Det er ikke srerlig svrert at vise, at D(lli) ~ lli. Den gene-

relle kontinuumhypotese siger, at det for enhver uendelig
A

mrengde M greIder, .at kard D(M) er det kardinaltal, der f¢l-

ger lige efter kard M.

Det er lykkedes under anvendelse af udvalgsaksiomet at

konstruere nogenlunde konkrete modeller af en ny slags na-

turlige tal, der tilfredsstiller Peanos aksiomer, og ~et har

vist sig, at der er visse fordele ved at udnytte disse moder-

ne tal i matematisk analyse. Derved er der opst~et en ny gren

af matematikken, non-standard analyse. Endvidere har ogs~ in-

tuitionisterne arbejdet videre med matematikken p~ deres egen

besvrerlige facon, og det lykkes dem efterh~nden at efterg¢re

flere og flere af formalisternes resultater, selv om de in-

tuitionistiske udgaver af sretninger som differentialligningens

middelvrerdis~tning f~r en ret besvrerlig formulering. Dette kan

ses som et tegn p~, at mrengdel~ren alligevel ikke er s~ letsin-

dig.
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Til slut nogle ord om moderne formel logik og m~ngde­

Lser-e . Det er indlysende, at det er svser-t over-hovede t ':at: kornme

i gang. Under alle omst~ndigheder rna de allerf¢rste skridt

pa vejen v~re i n¢je sammenh~ng med den made, vor bevidst­

hed arbejder pa, og rned vore muligheder for at kommunikere

rned andre. Man rna sa begynde forfra med at fort~lle, hvilke

tegn man vil bruge, og hvad de betyder. Der rna i hvert fald

v~re bogstaver, som betegner alle mUlige slags variable. Der

rna eventuelt v~re nogle tegn, der reserveres til at betegne

konstanter, i reglen yderst fa. Der rna v~re nogle matemati­

ske relationstegn, i f¢rste omgang i hvert fald = og E. Der

rna v~re logiske relationstegn, i hvert fald v og '. Desuden

beh¢ves et symbol for den helt uundv~rlige proces at v~lge et

element (eller hvad det nu skal v~re) i overensstemmelse med

givne betingelser.

Tegn og symboler kan skrives efter hinanden som symbol­

strenge. De kan eventuelt suppleres med ekstra udstyr som for­

bindelseslinier, parenteser etc. Nu rna man fastl~gge det sym­

bolske sprogs grammatik, idet visse symbolstrenge udn~vnes til

udtryk eller relationelle strenge. Det enkelte bogstav er et

udtryk. Udtryk kan kombineres sarnmen til relationelle strenge

ved hj~lp af de matematiske relationstegn. Relationelle st~~n­

ge'/.' kan kombineres sammen til nye relationelle strenge ved de

logiske relationstegn. Udvalgssymbolet giver nye udtryk, nar

det anvendes pa relationelle strenge. Udtryk og relationelle

strenge giver symbolstrenge af samme slags, nar bogstaver er­

stattes med udtryk.
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Selve teorien startes med aksiomer. De fleste af disse

viI vrere generelle i den forstand, at de indeholder bogsta­

ver, for hvilke der kan indsrettes enten vilkarlige relatio­

nelle s~renge eller vilkarlige udtryk. Dernrest rna der indf¢­

res slutningsregler, som beskriver, hvordan nye sretninger ud­

ledes ud fra aksiomerne. Det viser sig, at man hurtigt far

brug for utaleligt lange symbolstrenge, sa man rna hjrelpe sig

ved at indf¢re en rrekke forkortelser.

Det er rimeligt f¢rst at behandle de logiske formler, alt­

sa Boole's algebra. Sa f¢lger kvantorer og lighedstegn. Dernrest

mrengdelrere, som vi skrev om den i begyndelsen af kapitlet. De

naturlige tal kommer ind som de endelige ordinaltal.

Man kan med rette sp¢rge, om det er rimeligt, at matema­

tikerne spilder tiden med disse grundlagsunders¢gelser, som ma­

ske slet ikke har nogen praktisk betydning. Dertil rna man vel

sige, at det nok ville vrere uheldigt, hvis aIle matematikere

ofrede en masse tid pa den slags, men at det dog nok er lykke­

ligt, at nogle fa matematikere harunders¢gt disse problemer

med sa stor grundighed. Maske kan vi endda tillade os at sige,

at de har givet os retten til at tro pa mrengdelreren, og det

g¢r nu tilvrerelsen en hel del lettere.
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0VELSER TIL KAPITEL 5

Antallet af stikord til kapitel 5 er meget stort, da

der indf¢res mange begreber. Fa grund af kapitlets srerlige

karakter, har vi anf¢rt stikordene i den rrekkef¢lge, hvori

de omtales, og vi har ikke medtaget de begreber, der rna an­

tages at vrere srerdeles velkendte fra skolen. Dog har vi med­

taget begreber, hvis betydning vi har rendret en smule i for­

hold til det fra skolen kendte. Nar vi siger "udsagn", mener

vi det, skolen kaldte "abent udsagn", for det er det eneste

udsagnsbegreb, der virkelig har interesse.

Udsagn, Boole'sk algebra, kompositionstegn, relations­

tegn, prremisser, konklusion, parentesregler for kvantorer,

regler for ombytning af kvantorer, partikel, art, funktionel

relation, inklusionsafbildning, injektiv, surjektiv, bijek­

tiv, familie, disjunkt forening, overdrekning, kanonisk af­

bildning, Alef, kardinaltal, numerabel eller trellelig, al­

gebraisk tal, transcendent tal, formalisme, intuitionisme,

prreordning, s t r-erig t voksende, ordningsisomorfi, Bernsteins

sretning, f¢rste og sidste (mindste og st¢rste) element, mi­

nimalt og maksimalt element, totalt ordnet, velordnet, ordi­

naltal eller ordenstal, transfinite ordenstal, velordnings­

sretningen, udvalgsaksiomet, induktionsaksiomet, Zorns lemma,

aksiomatisk metode, kontinuumhypotese.
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5.1. Om en m~ngde M af strengt positive tal g~lder,

at der findes et tal K med den egenskab, at

summen af elementerne i enhver endelig delm~ngde

af M er < K. Vis, at M er t~llelig eller en-

delig.

5.2. Lad 1 VCfre intervallet [0,1], sa 1 2 er kva-

dratet med side 1. Vi kan definere en afbildning

f~1 + 1 2 ved at skrive x E 1 som en uendelig de-

cimalbr¢k, og s~tte f(x) = (y,z), hvor y og z

er decimalbr¢ker, der fas ved at bruge decimalerne

med ulige nummer til y og dem med lige nummer til

z, altsa f.eks.

f(0,1374298643 . . . ) = (0,17284~ .. ,0,34963 . . . ).

Det giver ikke helt en bijektiv afbildning. Det kom-

mer af, at visse tal kan skrives som decimalbr¢k pa

to mad er-, f.eks. er 0,359999 ... = 0,360000 ... __ Vis,

at ideen alligevel kan udbygges til et bevis for, at

2
kardI = kardI .

5.3. Da relationer pa en m~ngde . M er delm~ngder af MxM,

bliver m~ngdeteoriens relationer ~ og operationer

u,n, samt C anvendelige pa r-e La t i.orier-ne. I f¢rste

omgang er dette bare endnu en konstatering af, at den

Boole'ske algebra kan anvendes parallelt pa m~ngder

og relationer.
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L~g m~rke til, at f~llesm~ngden for en vilkarlig

m~ngde af ~kvivalensrelationer igen er en ~kvi-

valensr€lation. For endelig mange ~kvivalensrela-

tioner kommer det bare ud pa at forbinde dem til

1 relation ved at s~tte dem efter hinanden med A

imellem. For uendeli'g mange relationer

kommer det ud pa at danne v · (xR.y) .
J J

xR.y;j E J
J

Ud fra dette

synspunkt svarer al-kvantoren til en "uendelig kon-

j unkt ion" .

Pa tilsvarende made kommer foreningsm~ngde af rela­

tioner til at svare til v i det endelige tilf~lde

og 3 i det uendelige tilf~lde, men en foreningsm~ng-

de af ~kvivalensrelationerer ikke altid en ~kviva-

lensrelation.

Svarende til en given m~ngde af relationer pa M,

kan man betragte m~ngden af ~kvivalensrelationerpa

M, sam indeholder dem aIle. F~llesm~ngden af aIle

disse m~ngder giver den mindste ~kvivalensrelation,

der indeholder aIle de givne relationer.

Specielt har 1 relation pa M en mindste udvidelse

til en ~kvivalensrelation. Hvis relationen ~ i for-

vejen er refleksiv og symmetrisk, kan vi udvide den

til en ~kvivalensrel~tion ~ ved at definere x ~ y

ved kravet am, at der skal findes en k~de x ~ t 1 ~

t2~ ... ~tn~Y' og derved fas netop den mindste udvi­

delse til en ~kvivalensrelation.
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5.4. Lad A og B va=re ma=ngder og f:A -+ B en afbild-

ning. For A
2 = AxA og B

2 = BxB definerer vi

f2 2
-+ B2 2

(f(x) ,f(y)).da = fxf:A ved f (x,y) =
En relation R c AxA far derved et billede f2(R) ==
f*R ~ BxB, og uf*Rv kommer til at betyde 3x,y E A

*ogxf Sy

f(x) ,- U 1\ fey) = V 1\ xRy). En relation

far en tilbagetrrekning (f2)-1(S) = f*S,

S c BxB

kommer til at betyde f(x)Sf(y). En tilbagetra=kning

af en ordningsrelation er en pra=ordningsrelation. De

analoge pastande om billedet af en relation grelder

sredvanligvis ikke.

En overdrekning af B viI ligeledes have en tilbage-

trrekning, som er en overdrekning af A. Matematikken

er rig pa strukturer, der saledes kan overf¢res ved

tilbagetrrekning (oversrettelse af pull-back) altsa mod

afbildningsretningen. Der findes ogsa strukturer, der

kan overf¢res med afbildningsretningen, men de er til-

syneladende sjreldnere. Sandheden er nok snarere, at

de ikke sa ofte optrreder pa elementrert niveau.

5. 5. Lad (~. I.j E J) vrere en familie af rekvivalensrelati­
J

en rekvivalensrelation. Lad nu R c AxA

er totalt ordnet ved inklusion, da er

oner pa en mrengde A.

u ~. = ~cAxA

j EJ J
vrere en vil-

j en

{"'j Ij E J}

Sa er hver relation

Vis, at hvis mrengden~. c AxA.
J =delmrengde
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k~rlig relation. Det f¢lger da af Zorns lemma,

at R indeholder en maksimal rekvivalensrelati­

on. Vis, ved et eksempel, at R sredvanligvis

viI indeholde flere maksimale rekvivalensrelati­

one.r-, .Lad f. eks . - A vzer-e msengd en af a_l:le menne-

sker med en q¢jagtig f¢dselsattest, og lad rela­

tionen R vrere "aldersforskel mindre end 3 ~r".

S~ er R reflexiv og symmetrisk, men ikke transi­

tiv. Vi kan inddele tidsintervallet fra 1800 til

2000 i intervaller af lrengde a. Vi har da rekvi~

valensrela't i.one n "f¢dt i samme tids interval" .

Den bliver C R, hvis a er kortere end 3 ~r,

og den bliver.maximal, hvis a desuden er lrenge­

re end l~ ~r.
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KAPITEL 6.

Algebraisk struktur.

Algebra besk~ftiger sig med m~ngder, som er organiserede

ved kompositionsregler. Vi skal f¢rst og frernmest besk~ftige

os med vektorrum, flerdimensionale generalisationer af rurn-

E ,E
2 3mene og E, som vi studerede i kapitlerne 3 og 4.

Vektorrurn har en kompliceret algebraisk struktur, og vi vil

f¢rst give en kort beskrivelse af m~ngder med mere enkel al-

gebraisk struktur. Nu vil det v~re forkert at tro, at den

komplicerede struktur g¢r vektorrummene s~rligt vanskelige

at arbejde med. Den hindrer dem tv~rtimod i at v~re alt for

vilde.

Idette kapitel begynder vi forfra rned en omtale af de

fundamentale ting, der indgar eller kan indga i en algebraisk

struktur. Desuden giver vi en kortfattet skematisk oversigt

over de hyppigst forekommende algebraiske strukturer, samt

eksempler pa disse hentede fra den verden, vi kender. Vek-

torrurns.teorien vil levere os mange flere eksempler pa s adan-:

ne strukturer.

Definition 6.1. En intern kompositionsregel pa en m~ng-

de M er en afbildning ~: MxM ~ M.
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En kompositionsregel udtrykkes i reglen ved et eller

andet kompositionstegn, f.eks. *, idet vi skriver x*y

for 11 (x,y) .

Eksempler. Addition og multiplikation er kompositions-

regle r pa IN" , 2Z ,<I2 , :rn. og (C. P a mCEngden af s trengt pos i tive

reelle tal er potensopl¢ftning 11(X,y) = x Y en kompositions-

regel, selv om den for det meste ikke skrives rned et egent-

ligt komposi tionstegn. Pa 2Z,;' <], JR og e er s ub t nakt.Lon

en komposi t.Lon s r-eqeL, og pa <0' r-{ O} , JR ,{O} og <c' {O}

er divis·ion en kompositionsregel. St¢rste fCElles divisor

og mindste fCElles multiplurn er kornpositionsregler pa IN".

Addition er en ko~ositionsregel p& E1,E2 og E3, og

vektorproduktet er en kompositionsregel p& E3. For en vil­

karlig mCEngde M er mCEngden MM af afbildninger

~,~: M ~ M organiseret ved sammensCEtningen ~o~ som kom-

positionsregel. MCEngden
A-

D (M) af· delmCEngder af M er or-

ganiseret ved komposi tionsreglerne U,no og· '.

Der er flere kornpositionsregler. Pa enhver mCEngde vil

11(X,y) = x og 11 (x,y) = y definere kompositionsregler.

For enhver ikke tom ffiCEngde M kan vi vCElge et fast element

a E M og definere en kompositionsregel ved 11 (x,y) = a

for alle x,y E M.

For det meste vil vi glemrne ordet "intern", som vi al-

lerede har gjort det i eksemplerne ovenfor.
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v~re en intern kornpositions-

regel pa en rn~ngde M. For vilkarlige delrn~ngder A,B ~ M

og vilkarlige elementer a,b E M indf¢rer vi betegnelserne

A * B = {x*ylx E A, y E B}

a * B = {a*yly E B} = {a} * B

A * b = {x*blx E A} = A * {b}.

Saledes inducerer kompositionsreglen pa M en komposi-

tionsregel pa m~ngden
A

D (M) af delm~ngder af M. Betegnel-

serne er i ¢vrigt en naturlig udvikling af den s~dvanlige

betegnelse for b Ll.Ledmeenqde ved en afbildning.

Eksempler. For intervaller pa m g~lder

M~ngden af de lige tal og m~ngden af de ulige tal har m~ng-

den af ulige tal sam sum, men m~ngden af lige tal som pro-

dukt.

Definition 6.3. Lad M v~re en m~ngde med en kompo-

sitionsregel * En delm~ngde A c M kaldes stabil med

hensyn til *, hvis A * A c A.
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Dette er ensbetydende med, at * har en restriktion

til AxA, som afbilder ind i A. Denne restriktion er

en kompositionsregel pa A, og vi benytter den sanune

betegnelse for den.

Eksempel. M~ngden af lige tal er stabil med hensyn

til addition og multiplikation, men m~ngden af ulige tal

kun med hensyn til multiplikation. M~ngden af komplekse

tal pa enhedscirklen er stabil med hensyn til multiplika-

tion.

En kompositionsregel pa en endelig m~ngde kan angives

i form af en tabel. 'Vi viser som eksempel en tabel over

en kompositionsregel * p! en m~ngde '{u,v,x,y} med 4

elementer.

u

u. x

v y

x u

y y

v

x

y

x

v

x

u

v

x

v

y

u

v

u

y

Vi afl~ser af tabellen, at u*u = x, u*v = x, v*u = y

etc. De 16 felter kan udfyldes helt vilkarligt, sa vi

far 41 6 forske11ige kompositionsreg1er pa den made. De
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er dog ikke "rigtigt forskellige". Hvis vi f.eks. skriver

sarrune bogstav i alle 16 fel ter, er det egentlig ,:,ligegyl-

digt, hvilket af de 4 bogstaver vi v~lger.

Vi gar nu over til at omtale kompositionsregler med

s~rlige egenskaber.

Definition 6.4. En intern kompositionsregel * pa

en m~ngde M kaldes associativ, hvis det for vilkarlige

elementer a,b,c E M g~lder, at (a*b)*c = a*(b*c). Den

kaldes kommutativ, hvis det for vilkarlige elementer

a,b E M g~lder, at a*b = b*a.

For vilkarlige elementer a 1, ... ,an E M giver udtryk

som a 1* ... *an ikke mening. Vi kan reducere sadan et ud-

tryk ved at v~lge to pa hinanden f¢lgende elementer a ,
v

og e r s t.att.e a *a +1 med v~rdien af dette udtryk.v v l

Derved reduceres antallet af elementer i udtrykket med 1,

og efter n-1 gentagelsen far vi hele udtrykket reduceret

til 1 element af M. Vi kan angive dette ved hver gang at

s~tte parentes om de elementer, der kombineres sammen. Vi

far abenbart frygtelig mange (for resten lige prrec i.s (n-1 ).~)

frie valg, og for en tilf~ldig kompositionsregel vil resul-

tatet af reduktionen afh~nge af disse valg. Vivil vise, at

det netop for associative kompositionsregler g~lder, at
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resultatet af reduktion af et udtryk er helt uafh~ngigt

af de frie valg.

s~tning 6.5. For eti associativ kompositionsregel

giver reduktion af et udtryk a 1* ... *an en v~rdi, som

er uafhrengig af, hvilke naboelementer man v~lger at kom-

binere sarrunen.

Bevis. For n = 3 er der kun 2 valgmuligheder, og

betingelsen (a1*a2)*a3 = a
1*(a2*a3) fort~ller netop, at

de to valg giver sarrune resultat. For n > 3 viser vi pa­

standen ved induktion efter n, idet vi antager, at den

er rigtig for n-1 v~lkArlige elementer. Det indeb~rer,

at res.u·ltatet .af reduktionen af a
1

* ... *an er helt fast­

lagt, sa snart vi har valgt de to elementer, der f¢rst skal

kombineres sammen. Vi skal saledes bare vise, at vi far

sarnme resultat hvad enten vi starter med a j*aj +1 eller

med ak*ak+1 · Hvis a j , a j +1 ' a k ,ak+1 er 4 for­

skellige elementer, kan vi Abenbart blot v~lge n~ste reduk-

tionstrin, sa vi fAr begge par kombineret sarrunen, og sa er

udtrykkene blevet ens og giver derfor samme resultat. Hvis

a j , a j +1 ' ak ,ak+1 er 3 pA hinanden f¢lgende elementer,

v~lger vi n~ste reduktionstr~n, sa vi far disse 3 kombine-

ret sammen, og det giver jo sarrune resultat i begge tilfcelde.

Dermed er s~tningen bevist.
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I eksemplerne ovenfor er potensopl¢ftfiing og vektor­

produkt _ aamt, s ub.t.rakt.Lon coq dLvts.Lon.. ikke er "associ­

ative. Tabellen efter definition 6.3 giver ogsa en kompo­

sitionsregel, der ikke er associativ.

For en mamqde M med 2 eller flere elementer er sam-..

mens~tning af afbildninger ~'~'X:M ~ M associativ, men

ikke kornmutativ. Hvis f.eks. ~,~:M ~ M hver afbilder hele

M pa t element af M (altsa er konstante), g~lder ~o~ =

~o~ abenbart kun, hvis det er det samrne element, de afbil­

des pa. Hvis ~,~:m ~.~ er givet ved ~(x) = a
1x+b1

'

~(x) = a 2x + b 2 , hvor a
1

,b
1

,a2 ,b2 er reelle t~l, fAr

vi

(~o~) (x) = a
1a2x

+ a
1b2

+ b
1

(~o~) (x) = a 1a2x + a 2b 1 + b 2

Vi ser, at

a 2b 1 + b 2 ·

~o~ = ~o~,

digheder.

~o~ = ~o~, hvis og kun hvis a 1b2 + b
1

=

Vi siger, at ~ kommuterer med ~, hvis

men det sker altsa kun under heldige omst~n-

S~tning 6.6. Lad * v~re en associativ og kornmuta­

tiv kompositionsregel pa en m~ngde M. Da er v~rdien af

et udtryk a
1*

... *an uafh~ngigt af elementernes r~kke­

f¢~lge .
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Bevis. Vi kan starte reduktionen af a 1* ... *an

med at udregne a j*a j +1 I men da a j +1*aj = a j*aj +1

~ndres v~rdien af a 1* ... *an ikke ved ombytning af a j

med a j +1 . Generelt kan v~ slutte , at udtrykket ikke

~ndres ved ornbytning af naboelernenter. Vi skal vise, at

a * *a - b * *b1··· n- 1··· n'

hvor b 1, ... ,bn er elernenterne a 1, ... ,an taget i en

anden r~kkef¢lge. Sa forekommer b 1 rnindst 1 gang blandt

lad os sige, at b 1 = a j . Hvis j > 1,ornbyt-

ter vi j-1 gange a. rned elernentet urniddelbart til ven-
J

stre for a. , og derved far vi b 1 yderst til venstre.
J

Dern~st bringer vi 0 samme made b
2

0 anden plads osv.pa pa

Da disse ornbytninger ikke ~ndrer udtrykkets v~rdi, far vi

pastanden vist i endelig mange trin.

Det kan v~re noget frustrerende at have koItUllutativi­

tet uden associativitet. Som eksempelhar vi i E2 og E3

kornpositionsreglen A*B, hvor A~B er midtpunktet af

liniestykket AB. Man plejer ikke at t~nke pa denne midt-

punktsdannelse som en kornpositionsregel, og sadan er det

ogsa rned de fleste af de i ¢vrigt mangfoldige eksernpler

pa f~nornenet.

Det skal tilf¢jes, at de oplagt korrunutative kornposi-
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tionsregler "st¢rste fcelles divisor" og "mindste feelles

mul tiplum" pa :n:-.J faktisk er associative. Det er ikke

sveert at bevise det.

Definition 6.7. Lad * veere en kompositionsregel

pa en meengde M. Et element e E M kaldes venstre neu­

tralelement for *, hvis e*x = x for aIle x E M, og

h¢jre neutralelement, hvis x*e = x for aIle x E M. Vi

kalder e et (2-sidet) neutralelement, hvis det er bade

venstre og h¢jre neutralelement.

Hvis * er kommutativ, viI et venstre eller h¢jre

neutralelement for * selvf¢lgelig automatisk veere 2-sidet.

Vi har i¢vrigt den f¢lgende seetning (leeg meerke til, at

associativitet slet ingen rolle spiller).

Seetning 6.8. Lad * veere en kompositionsregel pa

en meengde M. Hvis der findes savel venstre som h¢jre

neutralelementer for *,. findes der et 2-sidet neutral­

element for *,. og dette er det eneste venstre eller

h¢jre neutralelement. Hvis * er kommutativ, findes der

h¢jst 1 neutralelement for *

Bevis. Det hele f¢lger umiddelbart af, at et venstre

neutralelement e
1

og et h¢jre neutralelement e 2 rna

tilfredsstille, at e
1

= e
1*e2 = e 2 •
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Eksemp1er . Addition pa z , q:l, JR og <t har 0 som neu-

tra1e1ement, medens mu1tip1ikation har 1- som neutra1e1e­

mente Addition pa JEv har 0 somneutra1element. Sanunen-

s~tning af afbi1dninger ~,~:M ~ M har den identiske af­

bi1dning id(M) som 2-sidet neutrale1ement. Potensopl¢ft­

ning ~(x,y) = xY pa de strengt positive reelle tal har

1 som h¢jre neutra1e1ement, men intet venstre neutrale1e-

mente Pa
A

D (M) er 0 neutra1e1ement for U, medens M

er neutralelement fo~ n. Den ved ~(x,y) = x definerede

kompositionsregel pa en mcengde M er associativ, men ikke

konunutativ, og den har intet venstre neutralelement, medens

ethvert element af M er h¢jre neutralelement.

Definition 6.9. Lad * . v~re en kompositionsregel pa

en mcengde M. Lad e vcere 2-sidet neutra1element for *,.

og lad a E M vcere et vilkarligt element. Et element

b E M kaldes venstreinverst til a, hvis ba = e, og b

kaldes h¢jreinverst til a, hvis ab = e. Hvis ab = ba =

e kaldes b et (2-sidet) inverst element til a.

Hvis b er venstreinverst til a er a h¢jreinverst

til b etc. For en associativ kompositionsregel har vi et

sidestykke til scetning 6.8.

Scetning 6.10. Lad *. v~re en associativ kompositions-

regel pa en mcengde M, og lad e vcere 2-sidet neutralele-
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Hvis et element a E M har bade venstrein-

verse og h¢jreinverse, har a netop 1 (2-sidet) inverst

element og ikke andre venstre- eller h¢jreinverse. Hvis

* desuden er kommutativ har hvert element i M h¢jst

1 inverst element.

Bevis. Det hele f¢lger umiddelbart af, at et venstre­

inverst element b til a og et h¢jreinverst element c

t~l a rna tilfredsstille, at b = b*e = b*(a*c) = (b*a)*c =

e*c = c.

Eksempler. For addition i

g~lder, at -a er inverst til

2Z, <n., lR og <C samt lE v

a. I disse tilf~lde plejer

man at sige "modsat" i stedet for "inverst". For multipli­

kationen pa 2Z g~lder, at 1 og -1 er inverse til sig selv,

medens ingen andre elementer har inverse. For multiplikati­

onen pa m, m og <C g~lder, at aIle elementer undtagen 0

har inverse. I disse tilf~lde plejer man at sige "reciprok"

for "inverst". For m~ngden af afbildninger tp,1/J:M -+ M gcel­

der, at netop de bijektive har inverse. Hv~s en afbildning

tp:M -+ M har en venstre invers 1/J, altsa 1/Jotp = idM , er

tp injektiv. Hvis tp er injekt~v, kan vi f¢rst definere

1/J[tp(M) som den inverse til qJ 9pfattet som afbildning pa

tp(M), og dern~st kan vi udvide definitionen af 1/J til hele

M ved f.eks. at afbilde aIle elementer uden for tp(M) pa

et og samme element. De.rved bl.iver ljJ q> = id
M

•
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NAr et element a har et 2-sidet inverst, beteg­

nes dette ofte med a-1 , hvis der ikke i forvejen er

en s~rlig betegnelse som

interessant s~tning.

1
-a, a' etc. Vi har nu en

S~tning 6.11. Lad * v~re en associativ komposi-

tionsregel pA en m~ngde M. Da er f¢lgende 3 betingel-

ser indbyrdes ~kvivalente

1). Der findes et neutralelement e for * og

hvert element af M har et inverst.

2) . For vilkArlige a,b E M har hver af ligninger-

ne a*x = b og x*a = b netop 1 l¢sning.

3) • For vilkArlige a,b E M har hver af ligninger-

ne a*x = b og x*a = b mindst 1 l¢sning.

Bevis. 1~ ) '=> 2) . Lad 1 vcere opfyldt. Af a*x = b

f¢lger da x = (a-1*a)*x = a -1~ (a*x) = a-1*b, og af

x = a-1*b f¢lger a*x = a*(a-1*b) = (a*a-1)*b = b. Der-

med har vi vist, at a*x = b har 1 og kun 1 l¢sning, nem­

lig x = a-1*b. Belt analogt vises, at x*a = b har 1

og kun 1 l¢sning, nemlig x = b*a-1 •

2) => 3). Det er helt indlysende.

3) => 1). Lad 3 v~re opfyldt, og lad a E M v~re

et vilkArligt element. En l¢sning e til a*x = a til-
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fredsstiller, at a*e = a. Hvis b E M er et vilkarligt

element, findes der et element y, som tilfredsstiller,

at y*a = b, men sa er b*e = (y*a)*e = y*(a*e) = y*a = b.

Altsa er e et h¢jre neutralelement. Helt analogtfin­

der vi et venstre neutralelement, og af seet.n i.nq 6'.18 f¢l­

ger sa, at e er neutralelement. For et vilkarligt a E M

gielder derniest, at a*x = e og x*a ~ e har l¢sninger,

sa a har bade venstre og h¢jre inverst element, altsa

if¢lge sietning 6.10 et ~nverst element. Dermed er sietnin­

gen bevist.

Definition 6.12. En addition pa en miengde M er

en kompositionsregel, der betegnes med +, er associativ~

og kommutativ og opfylder betingelserne i sietning 6.11.

Betingelsen, at tegnet + skal benyttes, kan selvf¢l­

gelig altid opfyldes, hvis tegnet blot er ledigt. Eksem­

pIer er den siedvanlige addition pa ~, m, E, ~ samt mV •

Men bortset fra tegnet, som ikke er ledigt, er multipli­

kation pa <Q'{ 0 }, m.,{ 0 } og ~,{ 0 } ligeledes eksempler

pa addition. Miengden af bijektive afbildninger ~:M ~ M

med s ammen seet.n Lnq som kompos Ltion opfylder .aLLe betingel­

serne i sietning 6.11.

Vi viI nu ga over til at se pa miengder med 2 kompo­

sitionsregler. Det har vi jo allerede m¢dt mange eksem­

pIer pa.
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Definition 6.13. Lad .1 og * vcere kompositions­

regler pA en mcengde M. V~ siger, at * er distributiv

med hensyn til .1 hvis vi for aIle a,b,x E M har

x*(a.lb) = (x*a).l(x*b) ; (alb)*x = (a*x).l(b*~)

Vi siger venstre distributiv, hvis kun den f¢rste

betingelse er opfyldt og h¢jre distributiv, hvis kun den

sidste er opfyldt, men de tilfcelde viI vi slet ikke in~,

teressere os for. Hvis * er kommutativ, f¢lger hver af

de to betingelser af den anden.

Eksempel. Multiplikation· er distributiv med hensyn

til addition pA ~,~, m og~. Endv±dere er vektorpro­

duktet distributivt med hensyn til addition pa E 3.

Kompositionsreglerne n og u pA mcengden D(M) af

delmcengder af M er distributive med hensyn til hinanden.

I "rigtig" algebra optrceder d Ls t.rLbut.LvLt.e t; mest

med hensyn til en addition, og sA kommer de scedvanlige

regler for multiplikation med 0 til at gce1de. Vi viI sA

kalde den anden kompositionsrege.1 multiplikation og be­

tegne den med en prik, der kan ude1ades.

s~tning 6.14. Lad M vcere en mcengde med en additi-

on + og en mu1tiplikation -,. som er distributiv med hen­

syn til +. For a Ll.e x E M g~J:.;der, da, at ,Q.·x = x v O = O.
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For aIle x,y E M g~lder, at -x.y = x.-y = -(xy),

og at -x.-y = xy.

Bevis. Da vi har O.x = (O+O).x = a.x + a.x og en­

~ve~ ligning a+x = b har h¢jst 1 l¢sning, er O.x = o.

Analogt fAs, at X.O = o. Af -x.y + xy = (-x+x).y =

o, y = 0 f¢lger pA s amme made , at; -x. y = - (xy). Ana­

logt fAs, at x.-y = -(xy). Endelig f¢lger heraf, at

-x.-y = -(- (xy» = xy. Dermed er s~tningen bevist.

Eksempel. pA fRxlR indf¢rer vi + og · ved

. (x 1 ,x2) + (Y1'Y2) = (x1+Y1 ,x2+Y2) ,

fx1 , x2 ) 0 (Y1'Y2) = (x1y 1,x2Y 2) 0

Det ses umiddelbart, at + er en addition med (0,0) som

neutralelement, at • er associativ og kommutativ med

(1 ,1) som neutralelement, og at: • er distributiv med

hensyn til +. Vi bem~rker, at (x,O). (O~y) = (0,0) for

alle x,y E JR., sA et produkt kan blive 0, selv om

ingen af faktorerne er o. Endvidere ser vi, at + og

ved restriktion giver kompositionsregler pA delm~~g­

den af elementer (x,O), og at denne delm~ngde ikke inde­

holder neutralelementet (1,1), men at · pA delm~ngden

alligevel har et neutralelement, nemlig (1,0).

Nu er tiden inde til en oversigt over de vigtigste

af de algebraiske strukturer, som kun omfatter interne
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kompositionsregler.

Definition 6.15. En m~ngde med en associativ kompo­

sitionsregel med neutralelement kaldes en gruppe, hvis

hvert element har et inverst. En gruppe .: kaldes abelsk

eller konunutativ, hvis kompositionsreglen er konunutativ.

Kompositionsreglen i en gruppe betegnes ofte~t med en

prik .', som kan udelades. I en abelsk gruppe betegner

man ofte kompositionsreglen med +, neutralelementet med

0, og det inverse element til a med -a, saledes at en

abelsk gruppe med disse betegnelser er en m~ngde med en

addition.

Def~nition 6.16. En m~ngde med en addition + og en

associativ kompositionsregel ~, som er distributiv med

hensyn til +, kaldes en ring, og • kaldes multiplikation.

En ring kaldes kommutativ, hvis multiplikationen er kom­

mutative Et neutralelement for multiplikationen kaldes

1-element, og betegnes med 1, hvis detikke kan f¢re til

misforstaelse.

De'fi"n'i"ti'on 6 .17 . Et element a i en ring It kaldes

en venstre a-divisor, hvis der findes et element x E A'{O},

for hvilket ax = 0, og a kaldes en h¢jre a-divisor,

hvis der findes et element y E A'{O}, ,for hvilket ya = O.
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Definition 6.18. En kommutativ ring med 1-element

og uden O-divisorer kaldes en integritetsring (mange siger

"integritetsomrade") .

Definition 6.19. Et legeme er en kommutativ ring

K, i hvilken enhver ligning ax = b med a * 0 har 1

og kun 1 l¢sning. Hvis ringen ikke er kommutativ, medens

til geng~ld ogsa ligningen xa ~ b har 1 og kun 1 l¢s­

ning, kaldes den et ikke kommutativt legeme.

En gruppe kan ikke v~re tom, da den i det mindste rna

have neutralelementet som element. En ring kan bestA af

O-elementet alene, men vi burde egentlig have pr~ciseret

i definitionen, at vi ikke i sadan en r~ng viI anerkende

o som 1-element. En ring med 1-element har derfor mindst

2 elementer.

Eksempel. Hvis en ring kun har elementerne 0 og 1

er bade additions- og multiplikationstabellen helt fast­

lagt. Det er tvunget, at 0 + 0 = 0, og at p + 1 =

1 + 0 = 1. Da 1 + x = 0 skal have en l¢sning patvinges

vi, at 1 + 1 = O. Pa den anden side er det ogs& tvunget,

at 0·0 = 0-1= 1·0 = 0, og at 1·1 = 1. Hvis vi kalder

o lige og 1 ulige, er disse tabeller netop reglerne for

regning med 11ige" og "ulige".Vi ser, at ringen endda

b1iver et 1egeme. Der findes ogsa en ring med kun 2 e1e-
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menter, og uden 1-element. I den er aIle produkter O.

Scetning 6.20. Lad a vcere et element i en ring A.

Da er f¢lgende 3 egenskaber ensbetydende

1). a er venstre a-divisor.

2). Der findes et element b E A, for hvilket lig-

ningen ax = b har mindst 2 l¢sninger.

3). Der findes intet element b E A, for hvilket

ligningen ax = b har 1 og kun 1 l¢sning.

Bevis. F¢rst 1) M 2). Hvis a er venstre O-divisor

findes b * 0, sa ab = 0, og sa har ax = 0 l¢sninger-

ne a og b. Hvis ax = b har de indby~des forskellige

l¢sninger x 1 og x 2 er a(x1-x2) = 0, sa a er venstre

a-divisor.

Derncest 1 ) => 3,) • Hvis a er venstre a-divisor, fin-

des c * 0, 0 ac o• Hvis ax = b 0 har I¢sningensa = sa

viI 0 x 1+c vcere en l¢sning.x 1, ogsa

Endelig 3) => 1). Af 3) f¢lger, at ligningen ax = 0

har mindst 2 l¢sninger, altsa mindst 1 fra a forskellig

l¢sning, men sa er a a-divisor. Dermed er scetningen be-

vist.
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Eksempler. 2Z er en integritetsring, og ~, IR,

<C er legemer. ]E3 med vektorprodukt er ikke en ring,

da multiplikationen ikke er associativ. Endvidere er

2Z, CD, JR., ec og ]E3 med addition, samt CD'{ O}, IR".{O} ,

ec,{O} med multiplikation abelske grupper. M~ngden af

bijektive afbildninger ~:M ~ M med samrnens~tning som

multiplikation er et eksempel pa en gruppe, der ikke er

abelsk. For et interval I g~lder, at m~ngden af konti­

nuerte, voksende, bijektive afbildninger ~:I ~ I med

sarnrnens~tning som komposition udg¢r en gruppe, som ikke

er abelsk.

Vi n~vner endnu engang ganskekort de vigtigste af

de ovenfor indf¢rte arter af algebrai..sk struktur:

Grupper.

Abelske grupper.

Ringe.

Komrnutative ringe.

Ringe med 1-element.

Komrnutative ringe med 1-element.

Integritetsringe.

Legemer.

For m~ngder med sadan en algebraisk struktur, kan man

unders¢ge om restriktion.. oaf komposi tionsreglerne til sta­

bile delm~~gder f¢rer.til, at delm~ngderne igen far den
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betragtede algebraiske struktur. Nu kan en delmeengde even-

tuelt veere stabil overfor en kompositionsregel med neutral-

element uden at indeholde neutralelementet. Man rna ogsa

sikre sig eksistens af de inverse, der skal eksistere.

For delmeengder, der pa denne made arver strukturen, bru-

ger vibetegnelser som undergruppe, delring, delintegri-

tetsring, dellegeme.

Eksempler. For mcengderne ?l, <D r JR og ~ gcelder, at

enhver er undergruppe, delring og delintegritetsomrade i

den f¢lgende. Bortset fra ~ er de endda dellegemer. De

lige tal udg¢r en delring i ringen ~, men uden 1-elemen-

tet.

Det er klart, at associativitet, kommutativitet og

distributivitet nedarves helt automatisk til delmeengder,

sa en undergruppe i en abelsk gruppe bliver abelsk.

Den neeste seetning kan maske sonunetider veere nyttig.

Scet"ni-ng 6.21. Lad M veere en meengde med en kompoad>

tionsregel * med neutralelement e, for hvilken ethvert

element a E M har en invers -1a . Hvis en Lkke tan -delm1:ngde

A c: M er stabil overfor en kompositionsregel .L defi­

neret ved a~b = a-1*b, er A stabil overfor *, og

A indeholder e og er stabil med hensyn til inverse
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Bevis. Af a,b E A f_lger e = a-1*a E A,

a-1 = a-1*e E A og a*b = (a-1)-1*b E A. De~ed er s~t-

ningen bevist.

Sarrunen med mcengder med en bestemt algebraisk struk-

tur betragter man ogsa afbildninger af sadanne mcengder

pa hinanden og i harmoni med den algebraiske struktur.

Definition 6.22. Lad M
1

og M2 vcere mcengder med ens­

artet algebraisk struktur i den forstand, at hver komposi-

tionsregel i den ene svarer til en bestemt kompositionsre~

gel i den anden, samt at krav omassociativitet, korrunuta-

tivitet, distributivitet, eksistens af neutralelementer og

af inverse er helt ens for M
1

og M2 . En afbildning

q>:M
1

... M2 kaldes da en homomorfi, hvis det for hver kom-

positionsregel *
0 M

1
med tilsvarende '*

0 M2
for)pa pa

vilkarlige elementer x,y E M
1

gcelder, at

q>(X*y) = q>(x):~ q>(y)

og hvis det desuderi gcelder, at neutralelementer afbildes

pa neutralelementer. En bijekt~v homomorfi kaldes en iso-

morfi, og M
1

siges at vcere isomorf med M2 , hvis der

findes en isomorfi q>:M
1

... M2 • For en enkelt mcengde M

kaldes en homomorfi q>:M ... M ogsa en endomorfi, og en-

isomorfi q>:M~ M kaldes en .automorfi.
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Det erklart, at disse begreber er relative, idet

vi kan se bort fra en del af strukturen. I praksis,pr~-

ciserer man ved at sige "gruppehomomorfi", automorfi pa

ring med 1-element, ring~endomorfi osv. Vi ncevner nogle

eksempler.

Hvis n > 1 er et helt tal, definerer ~(x) = nx

afbildninger af ~ ind i ~,~, E og~, og disse er

aIle gruppehomomorfier med hensyn t~l addition, men de

er ikke ringhomomorfier. Hvis ~2 erdet i eksemplet

lige f¢r scetn~ng 6.20 omtalte legeme med2 elementer,

kan en ringhomomorfi ~:~ ~ ~2 defineres ved, at

~(x) = 0, hvis x er lige, men ~(x)= 1, hvis x er

rilige. Hvis (~1'~2'~3) er en basis for E
3

, er den

ved ~ (x1~1+x2~2+x3e3) = x1~1+x2~2 definerede proj,ek­

tion af E
3

pa det af ~1 og ~2 udspcendte 2-dimen­

sionale vektorrum en gruppehomomorfi. Den ved ~(z) =z

definerede afbildning ~:~ ~ ~ er en legeme-automorfi.

Den f¢lgende scetning sparer en del arbejde.

Scetning 6.23. Lad M
1

og M2 vcere mcengder med kom-
,-v

positionsregler * og *1 og lad ~:M1 ~ M2 vcere en ho-

momorfi blot med hensyn til denne struktur. Lad os anta-
,-v

ge, at det for * gcelder, at den har et neutralelement

e, og at ligninger a*x = b og x*a =b h¢jst-har 1
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l¢sning. Da viI et eventuelt neutralelement e for *

afbildes pa e, og hvis et element a E M1 har et

inverst element

nemlig (()(a-1) .

-1a , har ogsa tP (a) et inverst element

Bevis. Da tP(e)~tP(e) = tP(e*e) = tP(e), er tP(e) =

~ ~ -1 -1 N
e. Endvidere er tP(a)*tP(a ) = tP(a*a) = tP(e) = e, og

analogt fas ({)(a-1)*({)(a) =~, sa (()(a-1) bliver invers

til tP(a). Dermed er s~tningen bevist.

For at vise, at en afbildning f:G ~ H, hvor G og

H er grupper,er en homomorfi, er det saledes nok at vise,

at f(xy) = f(x)f{y) for aIle x,y E G. For at vise, at

f: A ~ 3-, hvor og er ringe, er en ringhomomorfi,

er det nok at vise, at f{x+y) = f(x)+f(y), og at f(y) =

f (x) f (y) • Hvis A og er ringe med 1-element, f¢lger

det imidlertid ikke, at f afbilder 1-element pa 1-ele-

mente Det vil dog v~re tilf~ldet, hvis

uden O~divisorer.

er en ring

Eksempel. I eksemplet efter s~tning 6.14 optr~der

en ring med en delring A, og den ved de-

finerede inklusionsafbildning tP:A ~ ~ er en ringhomomor-

fi, men ikke en homomorfi af ringe med 1-e1ement. Ved

~(x1,X2) =(x
1,O)

defineres en ringhomomorfi W:~ ~ A,

og den er heller ikke en homomorfi af ringe med 1-e1ement.

I¢vrigt er = id
A
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s~tning 6.24. Hvis M
1,M2 og M3 er m~ngder med

algebraiske strukturer af sarnme slags, og q):M
1

... M2

og W:M2'" M3 er homomorfier med hensyn til disse struk­

turer, da er ogsa wo~:M1'" M3 en homomorfi med hensyn

til de sarnme strukturer.

Bevis. Det er n~sten helt indlysende~ ,Lad * v~re

en kompositionsregel p.a M.
1

, og lad os for nemheds skyld

ogsa betegne de tilsvarende .kompositionsregler pa M2 og

* For x,y E M
1

far vi da (WO~) (x*y) =

De andre ting, der skal ses efter, gar endnu lettere, og

vi viI ikke spilde plads pa det.

S~tning 6.25. Hvis M
1

og M2 er m~ngder med alge­

braisk struktur af samme slags, og ~:M1'" M2 er en iso-

morfi, da er ligeledes en isomorfi. Relatio-

nen "isomorf med" er en ~kvivalensrelationpa arten af

m~ngder med den pag~ldende algebraiske struktur.

Bevis. Lad * v~re en kompositionsregel pa M
1

og
~

* den tilsvarende pa M2. For x,y E M2 skal vi vise,

-1 -1 -1 ~
at ~ (x)*q) (y) netop er ~ (x~y). ~p~t f¢lger imid-

lertid af, at ~ er bijektiv, og at ~(~-1(x)*~-1(y)) =

~(~-1(x))*~(~-1 (y)) = x*y. At ~-1 afbilder neutralele-

ment i neutralelement og invers i invers, hvis ~ g¢r det,
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er indlysende. Lad as skrive ~ for "isomorf med". Sa

er ~ reflexiv, fordi idM:M ~ M er en isomorfi. Den del

af s~tningen, vi allerede har vist, fort~ller, at ~ er

symmetrisk, og det f¢lger af s~tning 6.24, at ~ er tran­

sitiv. Dermed er s~tningen bevist.

Indbyrdes isomorfe m~ngder er fra a~gebraisk syns­

punkt n¢jagtige kopier af hinanden. De mest velbekendte

som ~, m, E og ~ m¢der vi i mange forkl~dninger (5,

fiirif , five, cinq, cinque, V, osv.), og vi f¢ler~'n~ppe

noget behov for at udnrevne en af disse udgaver til den

rigtige. Det hrender dog ogsa, at m~ngder er isomorfe pa

knap sa Abenlys vis. Saledes far v± for hvert strengt po­

sitivt tal a * 1 ved ~(x) = aX defineret en isomorfi

fra den abelske gruppe m med + til den abelske gruppe

af strengt positive tal med multiplikation.

Hvis M er en m~ngde med en eller anden algebraisk

struktur, og A er en vilkarlig mrengde, viI en komposi­

tionsregel * pa M inducere en kompositionsregel ~ pa

mrengden af afbildtiinger f,g:A ~ M, idet vi definerer

(f~g) (x) = f(x)*g(x) for aIle x E A. Det er jo net9P

sadan, vi adderer og multiplicerer reelle funktioner.

Egenskaber som associativitet, kommutativitet og dis:tri­

butivitet overf¢res pa mrengden af funktioner. Det samme

grelder eksistens af invers, hvis aIle elementer i M har
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inverse. pA den anden side bliver m~ngden af reelle

{kontinuerte} funktioner pA et inverval en ring med

O-divisorer, selv om de reelle tal er et legeme.

S~tning 6.26. Lad G v~re en abelsk gruppe og

H en gruppe. M~ngden af homomor f Ler (f),ljJ:H ~ G udg¢r

da en abelsk gruppe, en undergruppe i m~ngden af afbild­

ninger af Hind i G.

Bevis. Vi ~kr~ver kompositionsreglen i G med +,

men i H med .'. Vi skal blot for homomorfierne (f) og

ljJ vise~ at (f)-ljJ er en homomorfi, og sA f¢lger resten af

s~tning 6.21. Vi fAr

{(f)-ljJ } (xy) = (f) (xy) -ljJ (xy) = (f) (x) +(f) {y} - {ljJ (x) +ljJ Jy}) =

{(f) {x} -1IJ (x)} + {(f)(Y) -1IJ (Y)} = {(f)-1IJ) {x} + (tp-lIJ) (Y) •

Dermed er s~tningen bevist.

Det tredie lighedstegn beror pA, at + er kommutativ,

og uden kornmutativitet bliver s~tningen Abenbart forkert.

S~tning6.27. M~ngden EndG af endomorfier pA en

abelsk gruppe G er en ring med addition induceret af

"additionen i G og med sammens~tning som multiplikation.

Bevis. Af s~tning 6.26 fremgAr, at additionen pA

G inducerer en addition pA EndG. Vi ved allerede, at



6.27

sarrrrnenscetning af endomorfier er associativ, sa vi mang-

ler kun at v~se de distributive love, altsa at vi for

endomorfier ~1'~2'W:G ~ Ghar, at WO(~1+~2) = (wo~1) +

(wo~2) og (~1+~2)oW = (~1°W) + (~20W)· Vi pr¢ver efter

med et element x E G og far

(w o(~1+~2) )(x) = W( (~1+~2) (x) = W(~1 (x) +tp2 (x) =

1/J ((J)1 (x) ) +1/J ((J)2 (x)) = (1/J 0 (J)1) (x) + (1/J 0 (J)2) (x) =( (1/J 0 (J)1 ) + (1/Jo (J)2) ) (x)

og

«tp1+~2)OW) (x)~= (tp1+tp~;(W(x» = tp1(W(x»+~2(W(x» =

(tp10W) (x) + (~20W) (x) = «~10W) + (~20W» (x) ·

Dermed er scetningen bevist.

Eksempel. Mcengden C (JR) af kontinuerte afbildnin-

ger JR ~ JR er en "dobbeltring" med en addition og to mul-

tiplikationer. Additionen og den ene multiplikation er in-

duceret af addition og multiplikation pa E, og de giver

en kornmutativ ring med 1-element og med O-divisorer. Den

anden multiplikation er sarnmenscetning af afbildninger, og

den giver en ikke kommutativ. ring med 1-element og med

O-divisorer. Desuden er den sidste malt~plikationh¢jredistri-

butiv med hensyn til den f¢rste.

Def'in'ition 6.28. Ved en extern kompositionsregel

mellem en mcengde n og en mcengde M forstas en afbild-
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ning v:nxM ~ M. Vi skriver v(w,x) = wx, eventuelt

w (x) , (w)x eiler (w) (x) for at undga misforstaelser.

Eksempel. Pa EVer en extern kompositionsregel

~ vv::ffixE ~ E defineret ved V(A,~~) = \~. Pa msenqden

C (JR) af kontinuerte afbildninger ~::ffi ~ E defineres

en extern komposi tionsregel mellem JR og C (JR) ved

(A(j)) (x) == A(j)(X). Pa miEngden V(E 3) af vektorfelter

f:E 3 ~ E
3 har vi en extern kompositionsregel mellem

miEngden C(E 3) af kontinuerte funktioner (j):E3 ~ ill

V(E 3) defineret ved, attP!.(x) == (j)(x) !.,(x) •

og

Definition 6.29. Ved en modul G over en kommuta-

tiv ring A forstas en abelsk gruppe G (kompositions-

regel +) med en extern kompositionsregel mellern A og

G, sAledes at f¢lgende betingelser er opfyldt

2). For aile A1,A2 E Ai 9 E G er (A1+A2)g =

A1 g+ A2g og (\1 A2) 9 = A1 (A2 g) ·

Modulen kaldes unit~r, hvis A har et 1-element, som til-

fredsstiller at 19 = 9 for alle 9 E G. Modulen kaldes

et vektorrum over A, hvis det yderligere g~lder, at A

er et legeme.
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et vektorrum

over JR. For enhver m~ngde M g~lder, at m~ngden af

funktioner f:M -. JR er et vektorrum over JR, idet

additionen er den s~dvanlige addition af funktioner,

og den externe rnult~plikation er s~dvanlig multiplik~-

tion med reelt tal. Tilsvarende fAr vi vektorrum af be-

gr~nsede funktioner, af differentiable funktioner, af

vilkArlig ofte differentiable £unktioner etc. For M = ill

for vi vektorrum af talf¢lger, af begr~nsede talf¢lger,

af konvergente talf¢lger etc. For et legeme L med et

dellegeme K gffilder, at L er et vektorrum over K

med s~dvanlig addition og multiplikation. M~ngden V{E 3)

af vektorfe.lter f:E 3 -+]E3 er ligeledes et vektorrum

over JR, men rned den externe komposition, der omtaltes

lige f¢r definition 6.29 er den enmodul over ringen

C(E 3
) af reelle ftinktioner.

Definition 6.30. Lad G v~re en gruppe med kompo-

sitionsregel ~. For

med n faktorer som

9 E G betegner vi et produkt gg ... g

n 1.g, og desuden skriver vi 9 = 9

og gO = e (neutralelementet}. Endelig skriver vi g-n

f (g- 1 ) n . . b 1 k d k·or HV1S G er en a es gruppe me + s rlver

vi ng i stedet for n
9 for aIle n E 2Z._

S~tning 6.31. En abelsk gruppe G er en modul over

2Z med det i definition 6.30 indf¢rte produkt ng.
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Bevis. For n > 0 har vi

n(g1+g2)=(g1+g2)+···+(g1+g2)=(g1+···+g1)+(g2+···+g2)=

ng1 + ng2 '

og

De andre regneregler vises lige sa let.

Vi skal ikke besk~ftige os med moduler, men de op­

tr~der ret hyppigt i teorien for vektorrum, og nar de

optr~c:ler, vil vi henlede opm~rksomheden pa dem.

Vi m¢der oven i k¢bet ogsa eksempler pa moduler over

en ikke korrunutativ ring A. Vi far da to slags, venstre­

moduler, der er pr~cis som definerede i definition 6.29,

og h¢jre-moduler, der afviger ved at den sidste af betin­

gelserne 2) skal ~ndres til ~1 (~2g) = (~2~1)g. For h¢jre­

moduler foretr~kker vi at skrive det ydre produkt g~, sa

reglen bliver (g~2)~1 = g(~2~1)' hvilket falder mere na­

turligt.

Eksempe~. For abelske grupper G og H har vi m~ng­

den Hom(G,H) af homomorfier f:G ~ H, og denne m~ngde·

er en abelsk gruppe. Vi har ogsa ringen EndG af endomor­

fier ~:G ~ G og ringen EndH af endomorfier ~:H ~ H.
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Det er let at se, at Hom(G,H) er en venstre-modul over

EndH med ydre komposition $of og h¢jre-modul over

EndG med komposition fo<.p. De to kompositioner "kom­

muterer", idet associativiteten ($of)o<.p = $o(fo<.p) ud­

trykker, at det er ligegyldigt, hvilken af de externe

multiplikationer, der udf¢res f¢rst.

En delmodul af en A-modul G over en ring A er

en undergruppe H i den abelske gruppe G med den egen­

skab, at det for A E A, x E H g~lder, at AX E H. Dette

kan ogs& skrives AH c H. For hvert element g E G bli­

ver Ag = {Ag I A E A} en delmodul af G. En delmodul

af et vektorrum kaldes et underrum.

Definition 6.32. Lad G og H v~re moduler over

samme ring A. En A-homomorfi f:G ~ H er en gruppeho­

momorfi, som for aIle A' E A, 9 E G tilfredsstiller be­

tingelsen f(Ag) = Af(g). Specielt taler vi om A-isomor­

fi, A-endomorfi og A-automorfi. Hvis G og H er vektor­

rum over sanune legeme K, kaldes en K->n.oTIlomorfi en K­

linear afbildning. Derimod bruges K-isomorfi, K-endomorfi,

K-automorfi ogs& for vektorrum. Vi udelader K i beteg­

nelserne, nar det ikke kan f¢re til misforst&elser. I

stedet for K-isomorfi siger vi ofte vektorrumsisomorfi.
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0VELSER TIL KAPITEL 6

stikordsliste til brug ved indl~ring.

Intern og extern kompositionsregel, induceret kompo­

sitionsregel pa m~ngder af delm~ngder,associativ, kornmu­

tativ, distributiv, neutralelement og inverst element,

venstre, h¢jre, ring, gruppe, modul, vektorrum, addition,

regning med 0, a-divisor, legeme, integritetsring, 1-ele­

menter, stabil delm~ngde, undergruppe, delring, delmodul,

dellegeme, homomorfi, isomorfi, endomorfi, automorfi, ta-

bel, abelsk gruppe som modul over ~, grupper af homomor­

fier og ringe af endomorfier, unit~r module

6.1. Lad M v~re en m~ngde. For delm~ngder A og B

definerer vi A~B som foreningsm~ngden A U B,

hvis A og B er disjunkte, men ellers som M.

Vis, at * er en associativ kompositionsregel.

6 .2. For par (a,x), (b,y) af positive reelle tal defi­

nerer vi (a,x)*(b,y) = (a+b, (a+b)-t(ax+by)). Vis,

at * er en associativ og kommutativ kompositions-

regel.
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6.2.2.

6 .3.

6 .4.
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Vis~ at m er stabil for *

Er det muligt for et givet par (a,x) at v~lge

(b,y), s a Lede s at (a,x) * (b,y) = (2a, 2x)?

Lad M v~re en m~ngde med en kompositionsregel

* Vi siger, at den associative lov g~lder for

et element x E M, hvis det for aIle y,z E M

g~lder, at (x*y)*z = x*(y*z). Vis, at m~ngden

A c M af elementer, for hvilke den associative

lov g~lder, er stabil, og at * er associativ

pa A.

L~d M v~re en m~ngde med en associativ komposi-

tionsregel * , og lad a og b v~re elementer af

6 • 4 • 1 •

6 .5.

M. Vis, at delm~ngderne a*M, M*b, a*M*b og

M*a*M er stabile.

Lad A c M og B c M v~re stabile delm~ngder,

som tilfredsstiller betingelsen B*A c A*B. Vis,

at A*B er stabile

Pa m~ngden af tripler (aO,a1,a2), (b
O,b1,b2) , ...

af komplekse tal indf¢res en kompositionsregel

defineret ved



6.5.1.

6.5.2.

6.5.3.
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(aO,a1,a2) (bO,b1,b2) ~

(aO+bO' a 1+2aObO+b1, a2+2a1bO+a02bO+3aOb +b2)·

Vis, at m~ngden af tripler derved bliver en (ikke

abelsk) gruppe (det giver en del regnearbejde) .

Unders¢g om triplerne af hele tal (rationale tal,

lige tal) udg¢r en undergruppe.

Vis, at triplerne med 0 som sidste element udg¢r

en abelsk undergruppe.

Gruppen i 6.5 udvides til kvadrupler, idet produk-

tet defineres som i 6.5 for de tre f¢rste pladsers

vedkommende, medens der pa fjerde plads skal anbrin-

ges

Det bliver dog besv~rligt at eftervise den asso-

ciative love I ¢vrigt kan man ogsa udvide til quin-

t~pler, men det bliver endnu besv~rligere.

6.6. Lad M v~re en m~ngde af tegn, som kan skrives

pa papiret, f.eks. det danske alfabet. Lad S v~re

m~ngden af symbolstrenge, dvs. endelige k~der af

tegn sat lige efter hinanden. Matematiken plejer

at kalde dem "ord", og det viI vi ogsa g¢re her.

To ord A og B kan s~ttes sammen til et ord AB E S,
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og derved defineres en kompositionsregel pa S.

Den er associativ, men ikke kommutativ, og der

gcelder forkortningsregler AB = AB 1' => B -= B 1

og AB = A
1

B => A = A
1

• Den tomme symbol.s t.r-enq

kan inkluderes i S som neutraleleme~t. En lig-

ning AX = B har h¢jst 1 l¢sning, men for det

meste ingen l¢sning.

6 . 6 • 1 . Vi supplerer M med endnu en mcengde M' af prce-

cis lige 0 symboler, samt en bijektiv af-sa mange

bildning tp:M ~ M' • For E M skriver vi
-1

x x =

tp (x) • Vi far nu en mcengde T af ord dannet af

symboler fra M U MI. Vi viI nu indf¢re en reduk-

tionsproces for ord fra T, idet vi vedtager, at

t E M ·t x-1 E M'e x og e rna slettes, hvis de

f¢lger lige efter hinanden, uanset hvilket der

kommer f¢rst og uanset hvad der kornmer foran eller

f¢lger efter. Et ord er reduceret, nar der slet ik-

ke findes kombinationer som
-1aa eller -1

x x i

6.6.2.

det. Vis, at hvert ord reduceres til et ganske be-

stemt reduceret ord uafhcengigt af reduktionsproces-

sensforl¢b. Det reducerede ord kan eventuelt vcere

tomt.

Vis, at kompositionsreglen fra 6.6 inducerer en kom-

positionsregel pa mcengden G af reducerede ord i

6.6.1., og at Grred denne kompositionsregel er en

gruppe.
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6.6.4.
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Vi danner som beskrevet i opgavens foregaende

afsnit en gruppe G ud fra m~ngden {a,b} af

symboler. Endvidere danner vi pa samrne made en

gruppe' H ud fra m~ngden {x,y,z} af symboler.

Vis (det er ikke spor sv~rt), at'der findes. en

og kun en homomorfi ~:H ~ G med ~(x) = b,

-1 -1 -1
~(y) = aba og ~(z) = aaba a .

Vis" at den s a Ledes definerede homomorfi er in-

jektiv. Den er vel ikke en isomorfi?

6.7. Vis, at m~ngden {x+yV~lx,y E m} er et dellege-

me af JR.

6.7.1. Vis', at meanqd en {x+iyV3Ix,y E <D} er et dellege-

me af ct.

6.8. Lad r v~re et positivt tal og e et reelt tal.

Vis, at der ved ~(x) = rX(cos ex+i sin ex) de-

fineres en homomorfi af lR med + ind i ct med

m~ltiplikation. For hvilke valg af r og e er

<.p injektiv.

6.9. Lad M v~re en m~ngde med en addition + og med

endnu en kompositionsregel *, der er distributiv

med hensyn til +. Vis ved et eksempel, at de di-
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6.11.

6.12.

6.13.
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stributive love ikke beh¢ver at g~lde for de in­

ducerede kompositionsregler pa m~ngden af delm~ng­

der af M. Det er fornuftigt at v~lge M = ~

og £ors¢ge med delm~ngder med 2 elementer i hver.

Lad a E ~ v~re givet. Vis, at der findes netop

1kornpositionsregel * pa 2Z, som er distributiv

med hensyn til + og tilfredsstiller, at 1*1 = a.

For hvilke valg af a er 2Z med + og * en ring

med 1~element.

Angiv aIle ringhornomorfier ~:2Z ~ ¢.

Vis, at der ved ~(x+yV~) = x-yV~ defineres en

ringhomomorfi af det i opgave 6.7 omtalte del1e­

gem~ af m pa sig selv. Heraf f¢lger, at et tre­

diegradspolynomium med rationale koefficienter,

der har et af tallene x+yV~, x,y E m som rod,

ogsa har x-yV2. som rod, og da r¢ddernes sum

er rational, bliver den tredie rod rational.

Lad M v~re en m~n~de med en associativ komposi­

tionsregel~, samt en kompositionsregel *, der

er distributiv med hensyn til ~. Et element

a E M kaldes regul~rt, hvis a~x = a~y ~ x = y

for aIle x,y E M. Lad nu u,v,x,y E M v~re ele-
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menter, for hvilke u*v og x*y er regul~re.

Vis, at (u*y)~(x*v) = (x*v)~(u*y). Idet det

yderligere antages, at der findes et neutralele­

ment for *, skal det vises, at det for regul~re

elementer x og y g~lder, at x*y = y*x.

Lad G v~re m~ngden af kontinuerte funktioner

f: [0 , 1] -+ JR., som tilfredsstiller f¢lgende betin­

gelser: Der findes et interval med rnidtpunkt i ~,

i hvilket f har en kontinuert dif£erentialkvo­

tient. Desuden er f(~) = t(~) = 0 og f(1) =

2f(0). Lad A v~re m~ngden af kontinuerte funk­

tioner y: [0 ,1] -+ JR., som har kontinuert diffe­

rentialkvotient pa hele [0,1] og tilfredsstiller,

at y(O) = y(1). Vis, at A med s~dvanlig addi­

tion ogmultiplikation er en ring, medens G med

s~dvanlig addition og multiplikation er en A-mo­

dul, men ikke en ring.

6.15. Vis, at m~ngden {acos(x +8) la,8 E JR.}

odiske funktioner er et vektorrum over

s~dvanlig addition og multiplikation.

af peri­

JR med
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KAPITEL 7

Grupper og permutationer.

Idette kapitel skal vi se lidt n~rmere pa gruppe­

teori, og specielt skal vi interessere os for grupper af

permutationer, dvs. bijektive afbildninger af en endelig

m~ngde pa sig selv. Disse grupper spiller en ganske v~sent­

lig rolle i teorien for line~re ligninger,som skal omtales

i et senere kapitel.

Vi minder om, at en gruppe G er en m~ngde med en

associativ kompositionsregel med neutraIeIement e, og

med den egenskab, at aIle elementer har inverse. Komposi­

tionsreglen skrives som en multiplikation, men hvis kompo­

si t.Lons r eqLen er kommutativ ka1des gruppenL.abe1sk, og sa

kan kompositionsreg1en eventuelt skrives additivt.

For at sikre, at en m~ngde G med en associativ kom­

positionsregel er en gruppe, er det (s~tning 6.11) nok at

vise, at enhver ligning ax = b og xa = b har en 1¢s­

ning, og sa har de kun 1 1¢sning.

En undergruppe i ,en gruppe G er en delm~ngde

H c G, der med restriktionen af kompositionsreglen pa
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G er en gruppe, og det g~1der (s~tning 6.21), hvis det

for aIle a,b E H g~lder, at a-1b E H. Vi skal nu vi-

se et par meget simple s~tninger om undergrupper.

s~tning 7.1. For en vilkarlig m~ngde {H. I j E J}
J

af undergrupper H. i en gruppe G g~lder, at f~lles-
J

m~ngden n H. = H er en undergruppe i G.
jEJ J

Bevis. Det er n~sten helt trivie1t. Af a,b E H

f¢lger a,b H. for alle j J, altsa -1
E H.E E a b

J J

for aIle j , altsa -1 H. Dermed scetningen be-a b E er

vist.

S~tning 7.2. Lad G v~re en gruppe, og A c G en

vilkarlig m~ngde. Der findes da en undergruppe H c G,

som indeholder A, men er indeholdt i enhver anden un-

dergruppe, der indeholder A. Undergruppen H er sale-

des den rnindste underqruppe ;: der indeho1der A.

Bevis. F~llesm~ngden af alle undergrupper, der in-

deholder A er en undergruppe, der indeholder A, og

den er indeholdt i enhver undergruppe, som indeholder

A. Dermed er s~tningen bevist.

Defintion 7.3. Den i s~tning 7.2 omtalte undergruppe

H kaldes den af A frembragte undergruppe. Hvis H = G,
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siger vi, at A frembringer G.

Definition 7.4. Lad H v~re en undergruppe i en

gruppe G. For 9 E G kaldes gH = {ghlh E H} en ven-

stre sideklasse til H, og Hg kaldes en h¢jre sideklas-

se til H.

S~tning 7.5. Lad H v~re en undergruppe i en grup-

pe G. De venstre sideklasser til H udg¢r en klasseind-

deling af G, og de h¢jre·sideklasser til H udg¢r lige-

ledes en klasseinddeling af G.

Bevis. Vi definerer en relation = mellem elernenter

af G ved at x = y skal betyde x E yH. Da e E H

g~lder x = xe E xH, 0 er refleksiv. Endvidere ersa -

E yH ensbetydende med -1
E H, deraf f¢lgerx y x og

-1 ·-1 -1 H, 0 symmetrisk. Atx y = (y x) E sa - er x - y og

betyder, at -1
E H -1

E H, altsay - z y x og z Y
-1 -1 -1

E H, 0 vi far Altsa erz x = z yy x sa x - z • -

trans~tiv. ~kvivalensrelationen giver en inddeli~~f·

i ~kvivalensklasser. AIle elementer i xH er ~kvivalen-

te med x, sa xH er indeholdt i en ~kvivalensklasse.

Pa den anden side er aIle elementer, som er ~kvivalente

med x, elementer af xH, sa xH er netop en ~kviva-

lensklasse. Dermed har vi vist pastanden om venstre side-

klasse. Pastanden om h¢jre sideklasser vises analogt.
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s~tning 7.6. Lad H v~re en undergruppe i en grup-

pe G, og lad a E G v~re et vilkArligt element. Den

ved <.p(x) = ax bestemteafbildning <.p:G -+ G viI afbil-

de den venstre sideklasse gH bijektivt pa den venstre

sideklasse agH, og derved inducere en bijektiv afbild-

ni~g af m~ngden af venstre sideklasser pa sig selv. Ana-

logt viI den ved ~(x) = xa definerede afbildning ~:G -+ G

afbilde hver h¢jre sideklase bijektivt pa en anden og der-

ved inducere en bijektiv afbildning af m~ngden af h¢jre

sideklasser pa sig selv.

Bevis. Da ligningen ax = b har 1 og kun 1

l¢sning, er <.p bijektiv. Et element af gH har formen

gh, h E H, og vi far <.p(gh) = agh E agH. Altsa afbilder

bijektivt pa agH ved

~-1 afbilder derfor agH

<.p sideklassen gH Ln j ekt Lv t,

givet ved -1 -1<.p(x) = a x, og

ind i gH. Altsa afbildes gH

i agH. Nu er -1<.p :G -+ G

<.p. Deraf f¢lger, at <.p inducerer en afbildning <.p af

m~ngden af venstre s-ideklasser til Hind L. s.i-g se.lv, Det ses

umiddelbart, at -1<.p inducerer en afbildning invers til

<.p. Derfor er <.p bijektiv, og dermed er s~tningen bevist~

Nu skal vi se lidt pa antal i forbindelse med grup-

per. De antal, der omtales i den n~ste definition, kan

selv~¢lgelig v~re ~, og sa er sagen ikke frygtelig inte-

ressant.
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Definition 7.7. Antallet af elementer i en

gruppe G kaldes gruppens orden. Ordenen af et element

g E G er ordenen af den af {g} frembragte undergruppe.

Index af en undergruppe H c G er antallet af venstre ~-side-

klasser til H.

s~tning 7.8. En gruppe G med en undergruppe H

har endelig orden n(G), hvis og kun hvis H har bAde

endelig orden n(H) og endelig index index H, og hvis

dette er opfyldt, er n (G) = n(H) index H,.

Bevis. Hvis neG) er endelig er n(H) og index H

selvf¢lgelig ogs& endelige og < n(G). Hvis n(H) er

endelig har hver sideklasse til H if¢lge s~tning 7.6

ogsA nCR) elementer, sA hvis index H er endelig bli-

ver det samlede_antal elementer netop n(H) index H.

Dermed er s~tningen bevist.

Vi minder am, at en homomorfi ~:G1 ~ G2 , hvor

G1 og G
2

er grupper, er en afb~ldning~ som for aIle

x,y E G tilfredsstiller at ~(xy) = ~(x)~(y), og at

det sa ogsa viI g~lde (s~tning 6.23), at ~(e) = e og

at -1 -1
~ (x ) = (~' (x) ) • Alt dette rnA omformuleres en

smule, hvis en af grupperne eller begge skrives addi-

tivt. Vi viser en n~sten helt triviel s~tning, der ogsA

g~lder for andre algebraiske strukturer.
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Scetning 7 .9. Lad G1 og G2 vcere grupper, H1 ~ G1

og H2 ~ G2 undergrupper og tp:G1
~ G2 en hornornorfi.

Da tp(H1 ) ~ G2
-1

C;; G1
undergrupper.er og tp (H 2)

Bevis. Af x 2'Y2 E tp(H 1) f¢lger, at der findes

x 1'Y1 E H1 med ~(x1) = x 2 og ~(Y1) = Y2. Sa er

-1 -1-1
X 1Y1 E H1 og x 2Y2 = tp(x1Y1 ) E tp(H 1 ) , og-det

-1
viser, at tp (H

1
) ie,r en undergruppe. Af x 1 ' Y1 E tp (H2 )

-1
f¢lger tp(x 1 ) ,tp(Y

1
) E H

2
-, a1tsA tp(x 1Y1 ) =

. -1 -1 .;.1
tp (x 1) tp (Y1) E H2 , a1 tsa xtY1 E.tp '. ,(H2)~·'· oq detirvi.ser,

-1at tp (H
2

) er en undergruppe. Derrned er scetningen be-

vista

Specie1t er en undergruppe, sa
-1

tp (e)

b1iver en undergruppe i G1~ ~igesorn tp(G1) er en un­

dergruppe i G2.

Definition 7.10. Lad G
1

og G2 v~re grupper og

~:G1 ~ G2 en homomorfi. Billedet ~(G1) ved ~ beteg­

nes da ogsa im ~(im = image), og ~-1 (e) (eller

~-1 (0) hvis G2 er en gruppe med +) kaldes kernen

for tp og betegnes ogsa kern tp.

Det er pa forhand k1art, at enhver undergruppe i

en gruppe G kan vcere bi11ede ved en hornornorfi, nern1ig

i hvert fa1d for ink1usionsafbi1dningen af undergruppen
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i G. Hvis G er en ikke abelsk gruppe, viser det

sig til geng~ld, at en undergruppe rnA v~re i besiddel-

se af en s~rlig egenskab for at kunne v~re kerne for

en homomorfi. Dette fremgAr af den f¢lgende definition

og de to pAf¢lgende s~tninger.

Definition 7.11. En undergruppe H i en gruppe

G kaldes normal (eller invariant), hvis det for aIle

x E G g~lder, at -1xHx = H, altsA at xH = HX,

de venstre sideklasser er identiske med de h¢jre. M~ng-

den af sideklasser til H betegnes 0 G kaldessa H og

den til H svarende faktorgruppe (det viI fremgA af

den n~ste s~tning, at der induceres en gruppestruktur

pA

Undergrupper i en abelsk gruppe er sAledes altid

normale. En undergruppe H med index 2 er normal, da

vi for a E G,H har aH = Ha = G,H, idet der blot er

sideklassen H og 1 sideklasse til.

s~tn~ng 7.12. Lad H v~re en normal undergruppe

i en gruppe G. Ved

kompositionsregel pa

(xH) (yH) = xyH defineres da en

GH' som derved blivero en gruppe.

Den ved k(x) = xH definerede kanoniske afbildning

k:G G
-+ -

H
er en surjekt~v homomorfi med kerne H.

Bevis. Da vi har (xH) (yH) = x(Hy)H = x(yH)H =

(xy) (HH) = xyH, er kompositionsreglen veldefineret

og associativ ,



Vi ser, at H bliver neutralelement og -1
x H
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invers

xH. Altsa er G
H

en gruppe. Endvidere far vi

k(xy) = xyH = (xH) (yH) = k(x)k(y), sa k er en homo-

morfi.

Scetning ,7 .13 . Lad G
1

og G2 vcere grupper og

~:G1 ~ G2 en hornomorfi. Da er kern~ en normal under­

gruppe i G1 , og hvis vi for x E G
1

har ~(x) = y,

er ~-1 (y) sideklassen x kern~" Ved ~(xkern~) =
G1 .

~(x) defineres en isomorfi ~:k· ~ lm~, og ~ern<.p

er identisk med den sammensatte afbildning

hvor k er den kanoniske afbildning, og j er inklu-

sionsafbildningen.

Bevis. Vi ved allerede, at H=kerI1~ er en undergruppe

i G1 " For x E G1 , a E kern~ far vi ~(xax-1) =

~(x)~(a)~(x-1) = ~(x)e(~(x»-1 = e, altsa xax-1 E kern~"

Heraf f¢lger, at xHx-1
c H for ethvert E H, men sax

gcelder 0 x-1HX ~ ,H, altsa H xHx-1 0 vi farogsa c , sa

xHx-1 = H. Dermed har vi vist, at kernc.p normal. Afer

tp(x) = y, a E kernc.p f¢lger tp (xa) = tp (x) c.p (a) = tp(x)e = y,

altsa -1 Dermed har vi vist, at xkernc.pxa E tp (y). c
=

-1 Hvis 0 -1 c.p(z)tp (y). ogsa z E tp (y), er = y og

tp(x-1z) -1 altsa -1
E kerntp, E xkern~.= y y = e, x z z



Dermed har vi vist, at
I -1

xkerrup = <.p (y). Det f¢lger
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nu, at <.p er veldefineret og injektiv, og da det er

klart pa forhand, at <.p er surjektiv, er <.p bijektiv.

De ¢vrige pastande. er helt indlysende. Dermed er s~tnin-

gen bevist.

Vi gar nu over til at studere de simpleste grupper.

Aller simplest er den trivielle gruppe, som har neutra1-

elementet som eneste element. De n~stsimp1este indf¢res

i den n~ste definition.

Definition 7.14. En ikke triviel gruppe ka1des cyk-

lisk, nar den kan frernbr~nges af 1 ~lement.

S~tning 7.15. En cyklisk gruppe er isomorf med en

faktorgruppe svarende til en undergruppe i ~.

Bevis. Lad G v~re en cyklisk gruppe frembragt af

et element a. V'i definerer en afbi1dning <.p: 2Z ~ G ved

n<.p(n) = a (se definition 6.30). Sa bliver ~ en horno-
n 1+n2 n

1
n 2

morfi, da vi har ~(n1+n2) = a = a a = ~(n1)<.p(n2).

Da im~ b1iver en undergruppe, der indeholder a, bliver

<.p surjektiv. Men sa fortceller scetning 7.14, at G er

2Zisomorf med kern~' altsa med faktorgruppen svarende

til undergruppen kern~ c 2Z. Dermed er s~tningen bevist.

S~tning ,7 .16 . Undergrupperne i 2Z

for n = 0, 1 , . .. .

er n~ =' {nx l x E ~}
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Bevis. For n = 0 fas den trivielle undergruppe

{O}, og for n = 1 fas 2Z selv. Da 2Z frembringes af

{1}, rna enhver anden undergruppe have et mindste posi-

tivt element n>1, og sa indeholder den undergruppen n~.

Hvis undergruppen ogsa indeholder et element a E 2Z'n~,

kan vi finde et helt tal x, sa nx < a < n(x+1). Men

sa er a-nx element af gruppen, og da 0 < a-nx < n,

strider det mod, at n var det.mindste positive element

i undergruppen. Altsa er undergruppen netop n2Z.

s~tning 7.17. Enhver uendelig cyklisk gruppe er

isomorf med ~. For ethvert naturligt tal n > 1 fin-

des der cykliske grupper af orden n, og de er aIle iso-

morfe med

Bevis.

7.16.

Det f¢lger umiddelbart af s~tningerne 7.15-

Den cykliske gruppe 2Z
nZl

har som elementer sideklas-

s erne p+n 2Z , p = 0, 1 , ... ",n-1. Vi kan maarke dem med dis-

se p pa hinanden f¢lgende naturlige tal, og sa adderes

de ved addition af disse tal, idet eventuelle for store

tal erstattes med deres rest ved division med
zz

p • Gruppen n?l

er isomorf med gruppen af ten enhedsr¢dder

E..21Ti
ne = cos 21TP + i sin 21Tp

n n
p = 0, 1 , .•. , n-1
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med multiplikation som kompositionsregel. For ethvert

komplekst tal z, der hverken er 0 eller enhedsrod,

er {zn 1n E~} med multiplikation en uendelig cyklisk

gruppe.

Vi bem~rker, at cykliske grupper er abelske.

S~tning 7.18. En gruppe, hvis orden er et primtal

p, er cyklisk.

Bevis. Da ordenen er mindst 2, indeholder gruppen

mindst 1 element a forskelligt fra enhedselementet, og

fa} frembringer en undergruppe, som er cyklisk. If¢lge

~~tning 7.8 er denne undergruppes orden en divisor i p,

altsa p, da p er et primtal. Sa er hele gruppen iden­

tisk med den af {a} frernbragte cykliske undergruppe, og

dermed er s~tningen bevist.

En gruppe har saledes altid ikke trivielle abelske

undergrupper, selv om den ikke selv er abelsk.

Vi gar nu over til et n~rrnere studium af nogle spe­

cielle grupper, som spiller en rolle i teorien for line­

~re ligninger. Vi vil straks definere dem.

Definition 7.19.

bijektive afbildninger

Lad A v~re en m~ngde. Gruppen af

p:A ~ A med sammens~tning som
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kompositionsregel, kaldes den syrnmetriske gruppe pa A

og betegnes Specielt betegner vi med S den
n

syrnmetriske gruppe pa m~ngden {1, ... ,n}.

Det er klart, at SA er uendelig, hvis A er det,

og at SA har n! elementer, hvis A har n elementer,

idet en bijektiv afbildning p:A ~ A kan opfattes som

en omordning af elementerne i A. Mere konkret kan vi

opfatte de n elementer i A som anbragt pa hver sin

plads (som f.eks. i et fodboldhold), og hver afbildning

p komrner sa til at svare til en omplacering.

N&r vi regner ~ndbyrdes isomorfe grupper ens, bliver

der ikke sa mange symmetriske grupper. Det fremg&r af den

f¢lgende s~tning.

s~tning 7.20. Hvis k og B er indbyrdes ~kvivalen-

te m~ngder er de syrnrnetriske grupper SA og SB isomor-

fee Hvis f:A~· B er en b~jektiv afbildning, kan en iso­

-1defineres ved ~(p) = fopof :B ~ B.

Specielt er aIle symmetriske grupper pa m~ngder med n

elementer isomorfe med S .
n

Bevis. Da relationen -1q = fcpof er ensbetydende

-1med f oqof = p, er ~ en bijektiv afbildning~ For

-1 -1
P1,P2: A ~ A far vi tp(P1)otp(P2) = fOP1ofof ,oP2o f =

-1
f ~P1~P2~f = ~(P10P2)' sa ~ er en isomorfi. Dermed
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er s~tningen bevist.

Definition 7.21. HV~s A er en endelig m~ngde, kal-

des en bijektiv afb~ldning ogs~ en permutation af A,

og en undergruppe i SA kaldes ogsA en permutations-

gruppe.

Databehandling er manipulation med endelige m~ngder,

og permutationer spiller en stor rolle. I praksis manipu-

lerer man med navne eller numre i stedet for objekterne

selv, og derved udnytter man netop s~tning 7.20. I denne

s ammenhesnq er elementerne af :IN brugt som etiketter, og

strukturen af lli ved ordningsrelation og kompositions-

regler er derfor irrelevant. SAledes bruges elementerne

af IN ved programmering ogsa som adresser, men den i sig

irrelevante ordn~ngs- og algebrastruktur pA :IN udnyttes

alligevel rent teknisk ved prograrruneringsarbejdet.

NAr vi i det f¢lgende st~derer S,
n

rna vi huske,

at den struktur vi har pA m~ngden {1, •.. ,n} som del-

mzenqde af IN , er helt irrelevant, og nar den alligevel

sornmetider komrner ind i billedet, er det h¢jst af rent

bevistekniske grunde.

Et element pES kan angives som en tabel, dern

bedst opskrives vandret, som i f¢lgende eksempler fra S5
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80m vihar antydet det for P2' er det komplet ligegyl­

digt, i hvilken r~kkef¢lge vi skriver· s¢jlerne. Den mid-

terste form er fremkommet ved ordning efter billederne.

Ved ombytning af r~kkerne fAr vi den inverse permutation.

I den sidste form for har v~ ordnet indgangsv~rdier-

ne som udgangsv~rdierne for P1. Det g¢r det nemt at kon-

struere

234

421

Definition 7.22. Lad {a
1,

... ,a
m}

v~re en delm~ng­

de omfattende m indbyrdes forskellige elementer af

{1, ... ,n}. Med (a
1,

... ,a
m)

betegner vi da den permu-

tation p E 8 ,
n

j = 1, ... , m-1 ,

som erdefineret ved p (a j ) = a j +1

p(x) = x

for

for

aIle ¢vrige x E {1, .•. ,n}. En sadan permutation siges

at v~re cyklisk af orden m. Den kaldes mere pr~cist

en cyklisk permutation af delm~ngden {a
1,

... ,am}. En

cyklisk permutation (a ,a) kaldes en simpel ombytning.p q

En cyklisk permutation af en delm~ngde med kun 1

element, bliver den identiske permutation. Det er klart,

at (a
1,

... ,am) = (a
2,

... ,a
m,a1)

= (a3, ... ,am,a1,a2)
etc.,

sA vi far mange betegnelser for samrne gruppeelement.
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Vi viI nu angive nogle delm~ngder af Sn' som

frembringer S .n Den sidste er nu ikke noget, vi fAr

brug fori. men vi har taget den med, fordi det er gan-

ske flot, at S kan frembringes af en delm~ngde med
n

kun 2 elementer.

S~tning ,7. 23 . Den symmetriske gruppe S frem­n

bringes af m~ngden af simple ombytninger. For enhver

permutation pES v~l m~ngden {(p(1) ,p(2)), (p(2) ,p(3)),n

.... ,(p·~1J ,p(n))} af n-1 simple ombytninger frembringe

S. Endelig viI en m~ngde omfattende den cykliske per­
n

mutation (1,2'i1 .. ,n) og den simple ombytning (1,2)

frembringe

Bevis.

S .
n

Vi beviser den f¢rste pastand ved induktion

efter n. For n < 2 er pastanden triviel. Vi antager,

at den allerede er vist for S l' og vi betragter san-

q E S. Hvis q(n) = n er restriktionen ql{1, ... ,n-1}
n

og derfor et produkt af simple om-et element af

bytninger fra.

sn-1

S l'n- men de tilh¢rer ogsa s ,
n

sa pA-

standen er rigtig i dette tilf~lde. Er q(n) * n, betrag-

ter vi q1 =',.(n,q,(n)) og. Sa er q1 (n) = n, og i det til-

f~lde har vi netop vist, at q1 er produkt af simple

ombytninger, og da q = (n,q(n) )'oq1 g~lder det samme

for q. Dermed er den f¢rste pastand bevist.



Lad os nu betragte en undergruppe H c S ,
= n
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som

indeholder (p (1) ,p (2) ) , .•. , (p (n-1) ,p(n) ), og lad j

og k. .. vcere hele talog 1 ~., j < -k < n , Det er da let

at s'e" ,..a t

(p ( j) , p (k) ) = (p (k-1 ) , p (k) ) 0 • • • e (p' ( j +1 ) , p ( j +2 »~. (p ( j) , p( j +1 )l'

• • • p (p (k-1 ) , p (k » •

Deraf f¢lger, at H indeholder aIle ombytninger' (p(j),

p(k», altsa hele mcengden af simple ombytninger, og sa

g~ver den f¢rste pastand, at H = G, og dermed er den

anden pastand bevist.

= (1, •.. ~n) . gcelder forFor permutatianen p

O,1,2, •.. ,n-2, at pj(1) = j+,t ~g pj(2) = j+2.

j =

Heraf

f¢lger, at pj6(1,~~p-j = (j+1,j+2), sA den undergruppe

H, der indeholder (1 ,2) ~g (1 , .• It , n) , indeholder

(j,j+1), j = 1,2, .•• ,n-1, og den anden pastand giver

sa, at H =. G, og dermed er scetni~gen bevist.

Vi illustrerer det.t.erved at. vi.se, hvordan 1 2· 3 4 5 6 7

kan omordnes til 4 2 7 1 3 5 6 ved hele tidenkun at

bytte par (j,j+1).

T'il sanunenligning har vi i kolonnen til h¢jre gjort

det sarnme ved i hvert skridt at bytte tal, der star ved

siden af hinanden. Det var det vibrugte, da vi beviste

uafhcengighed af rcekkef¢lgen ved koirmutativitet. I kolonnen
,;
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til venstre bringes tallenepa plads efter st¢rrelse. I

kolonnen til h¢jre bringes de pa ret plads fra h¢jre

mod venstre.

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
1 2 4 3 5 6 7 t 2 3 4 5 7 6
1 2 5 3 4 6 7 1 2 3 4 7 5 6
1 2 6 3 4 5 7 1 2 4 3 7 5 6
1 2 7 3 4 5 6 1 ·2 4 7 3 5 6

,2 1 7 3 4 5 6 2 1 4 7 3 5 6
3 1 7 2 4 5 6 2 4 1 7 3 5 6
4 1 7 2 3 5 6 2 4 7 1 3 5 6
4 2 7 1 3 5 6 4 2 7 1 3 5 6

Der blev oven i k¢bet brug for lige man-ge ombytninger i

de to tilfcelde.

Inden vi gar over til de helt afg¢rende s~tninger,

ncevner vi en, sam er meget let.

Scetning 7.24. Lad p,q E Sn vcere cykliske permu­

tationer pa disjunkte delmcengder A og B af {1, ..• ,n}.

Da er pPq = qop.

Bevis. For x E A er p(q(x» = q(p(x» = p(x).

For x E B er p(q(x» = q(p(x» = q(x). Hvis x

hverken tilh¢rer A eller B, er p(q(x) = q(p(x» = x.

Dermed er scetningen bevist.

Nu forts~tter vi med de afg¢rende scetninger.

Scetn~ng 7.25. Lad p E Sn v~re en permutation pa

M = {1, •.. ,n}. Der er da en entydig bestemt klasseind-
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deling af M i klasser M
1,

... ,Mq, saledes at p er

produkt af cykliske permutationer P1, ... ,Pq' hvor Pj

er cyk1isk pa M. for j = 1, ... ,q. Derved kan nog1e
J

af k1asserne p. besta af kun 1 element, og den tilsva­
J

rende permutation p. er da den identiske afbildning og
J

P afbilder elementet pa sig selv. Klasserne M1, •.. ,Mq

er de mindste delm~ngder af M, som afbi1des pa sig selv

ved p.

Bevis. Hvis A c M og B c M opfylder betingelser-

ne p(A) = A og p(B) = B far vi abenbart p(AnB) ~ p(A) =

A og analogt p(AOB) c B, altsa p(AnB) ~ AnB, men da

A n B er- endelig og p er bijektiv, medf¢rer det, at

p(AnB) = AnB. For et element a E M viI der v~re ende-

lig mange m~ngder A ~ M, for hvilke a E A og p(A) ~ A.

F~llesm~ngden for disse m~ngder viI indeholde a, afbildes

i sig selv ved p og v~re den mindste m~ngde ved denne

egenskab. Saledes bliver hvert element af M indeholdt

i en minimal invariant m~ngde, og det er klart, at disse

udg¢r en klasseinddeling af M.

Den klasse, der indeholder a, indeholder ogsa p(a),

2 3p(p(a)) = p (a), p (a) , .... Da klassen er endelig, kan

disse elementer ikke blive ved at v~re forske11ige, sa

der rna v~re et f¢rste pj(a), der er identisk med et af

de foregaende, men da p er bijektiv, b1iver a selv

det eneste element, der kan v~re billede af pj(a), og
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vi far sa, at restriktionen af p til A = {a,p(a),

2 j-1p (a) , ... ,p (a)} bliver den cykliske permutation

j-1(a,p(a) , ... ,p (a)). Sa bliver A afbildet pa sig

selv ved p, ogingen ~gte delm~ngde af A har denne

egenskab, sa A er en af klasserne vi fandt overfor.

Dermed er s~tningen bevist.

Nu n~rmer vi os det egentlige formal med denne un-

ders¢gelse af permutationers egenskaber. Den n~ste s~t-

ning er et vigtigt supplement til den foreg~ende.

S~tning 7.26. Lad pES v~re en permutation, forn

hvilken den i s~tning 7025 omtalte klasseinddeling af M

omfatter q klasser. Lad (j1k) E S v~re en simpel om­
n

bytning (altsa 0 < j < k < n). Da viI den tilsvarende

klasseinddeling for (j,k)op omfatte netop q-1 eller

netop q+1 klasser.

Bevis. Lad os f¢rst se pa det ti1f~lde, hvor en af

de q klasser indeholder bade j og k. En af cyk1erne i

p har da formen ( a 1 ' • • • , a ,..., a. \)r s med = k.

Vi ser~ at denne cykel i (j,k)op bliver erstattet med

(0,1' ••• '0, 1)0 (a , ... ,0, ), medens de andre cykler forb1i-r- r s

ver u~ndrede, sa (j,k)op far q+1 klasser. Hvis ingen

af de q klasser indeholder bAde j og k omfatter p
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og disse 2 cykler bliveri (j,k)op erstattet med

(a 1 , ••• ,ar,S1~ ... 'Ss)' medens de ¢vrige cykler forbli­

ver u~ndrede, sA (j,k)op fAr i dette tilf~lde q-1

klasser.

Defintion 7.27. Det i s~tningerne 7.25 og 7.26

omtalte antal q af klasser kaldes cykel-tallet for per-

mutationen p og betegnes c(p).

NAr en kvalitet ved et begreb som f.eks. et natur-

ligt tal angives ved "lige" eller "ulige", kaldes kvali-

teten "paritet". At nogle hele tal har samme paritet be-

tyder saledes, at de enten aIle er lige eller aIle er

ulige.

Nu er vi nAet til selve hovedsagen.

S~tning 7.28. Lad p E Sn v~re skrevet som et pro­

dukt af m simple ombytninger. Da har m samme paritet

som n-c(p).

Bevis. Den identiske permutation har n cykler pa

1 element hver, altsa n-c(id) = 0, og den er produkt af

o simple ombytninger. Vi sammens~tter id med de simple om-

bytninger taget 1 ad gangen, og far dermed efter hinanden

Af sCEtning

7.26 f¢lger, at n-c(p.) skifter paritet i hvert trin,
J
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og derfor viI den hele tiden have samme paritet som j.

Dermed er s~tningen bevist.

Med denne s~tning har permutationer faet paritet,

idet der er blevet mening i f¢lgende definition.

Definition 7,.29. En permutation pES kaldes lige,
n

hvis den er produkt af et lige antal simple ornbytninger,

og ulige, hvis den er produkt af et ulige antal simple

ombytninger.

Eksempler. En cyklisk permutation af orden q er

produkt af q-1 ombytninger, sa den har modsat paritet

af q. Hvis p E S er permutationen, der vender rcekke-n

f¢lgen, altsa p(x) = n+1-x, og n er et tal af form 4q

eller 4q+1, er p produkt af 2q ombytninger, altsa li-

ge, men hvis n har form 4q+2 eller 4q+3, er p ulige.

Nar- mancska Lvunde.rseqe , om en given pe.rmu t.at.Lon p

er ··lige e LLe r u.l Lqe, . er· de t. s edvan.lLqvd s nemmest at skrive

p somprodu.ktaf cykllske p~rraMt.cltio~r:P~,'disjunktemcengder

og t~lle sig til c(p). Det er vigtigt at medregne cykli-

ske permutationer pa m~ngder med kun et element. I praksis

er det maske mere hensigtsmcessigt at t~lle n-c(p) ved

at tcelle elementerne i de disjunkte mcengder, men passe pa

at glemme et fra hver mcengde.
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Eksempel. Lad p E 5 1 5 vcere givet ved

(1~
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1:)p = 2 8 14 6 12 7 .5 9 15 3 1 10 11

Vi aflceser umiddelbart, at

p = (1,13,11,6,8,14,7,3,9)t) (2,5,15,4) .,

idet vi ser, at p afbilder 1 i 13 og 13 i 11 og 11

i 6 osv. til vi nAr 9 med p(9) = 1~ ~SA fortscetter vi

med det f¢rste element, der ikke er blevet brugt, osv.

V~ t~ller sA n-c(p) = 11, sA p er ulige.

Scetning ,7.30. Et produkt af permutationer har sam-

me paritet som antallet af ulige permutationer i produktet.

For n > 1 er der lige mange lige og.ulige permutationer

i Sn. Mcengden af lige permutationer er for n > 1 en

normal un4ergruppe med index 2 i Den betegnes A ,
n

og kaldes den alternerende gruppe pA n elementer. Dens

orden er n:
2

Bevis. Den f¢rste pastand vises ved at skrive hver

permutation som produkt af 'simple ombytninger. Sa f¢lger

pAstanden af, at den samme pastand gcelder ved addition

af naturlige tal. Den ved ~(p) = (1,2)op definerede af-
\

bildning tp:S -+ Sn n er bijektiv. Da den afbilder lige per-

mutationer pa ulige og ulige pA lige (scetning 7.26), rna

der vcere lige mange af de to slags. Den f¢rste pastand
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af lige permutationer er stabil

med hensyn til multiplikationen i S .
n

Nar en permuta-

tion er skrevet som et produkt af simple ombytninger,

fas den inverse som produktet af de samme simple ombyt-

ninger i den modsatte r~kkef¢lge, sa -1p og p har samme

paritet. Men sa er A
n

en undergruppe. Den anden pastand

viser, at A
n

har index 2, og bem~rkningen efter defini-

tion 7.11 fort~ller, at

gen bevist.

An
er normal. Dermed er s~tnin-

S
Faktorgruppen An er isomorf med ~21 altsA med

n
{1,-1} med multiplikation. Den kanoniske afbildning

S
k:Sn -+ An sammensat med isomorfien med ~2 giver en

n
homomorfi, som vi betegner med sign:S ~ {1,-1}. Der­

n

for den n~ste definition.

Definition 7.31. For pES er sign p = 1, hvis
n

p er lige, og sign p = -1, hvis p er ulige. Vi kalder

sign p fortegnet for p.

Det er dette fortegnsbegreb, der spiller en rolle

i teorien for line~re ligninger. I l~reb¢ger omtales ofte

en metode til bestenunelse af fortegnet for en permutation,

men den er ikke sa praktisk som den her omtalte metode til

bestemmelse af paritet. Vi omtaler den derfor bare kort

uden at anf¢re resultaterne i form af s~tninger.
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Et talpar (j,k) med 1 < j < k < n kaldes en in-

version for permutationen p E Sn' hvis p(k) < p(j),

altsa hvis p vender r~kkef¢lgen af de to elementer.

Vi kan t~lle antallet J(p) af inversioner for p, og

antallet af inversioner viI da have sarnme paritet som p.

Vi kan nemlig skrive p som produkt af ombytninger

(j,j+1) af naboelementer, og sammens~tning med en sadan

ombytning ~ndrer antallet af inversioner med 1 eller -1.

Heraf f¢lger relationen

IT
1~j<k~n

p(k)-p(j)
k - j = sign p .

Tallene Ip(k)-p(j) I er nemlig netop tallene k-j i en

anden r~kkef¢lge, sa produktet far nurnerisk v~rdi 1, og

leddet med j og k er negativt, hvis og kun hvis (j,k)

er en inversion for p.

Som en illustration til det foregaende viI vi give

en oversigt over grupper af lav orden og papege nogle af

deres mere interessante egenskaber. Vi anf¢rer f¢rst et

par kendsgerninger, som er nyttige ved diskussionen.

1). Ordenen af et element i en gruppe er divisor i

gruppens orden (s~tning 7.8).

2) . Hvis en gruppe frembringes af elementer, der kom-

muterer 2 og 2, er gruppen abelsk (hvert gruppe-

element kanskrives sam produkt af frembringere

og inverse frembringere) .
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3). Hvis aIle elementer i en gruppe pa n~r neutral­

elementet har orden 2, er gruppen kommutativ

(ethvert element bliver inverst til sig selv,

sA vi fAr xy = (xy)-1 = y-1 x-1 = yx).

SA· begynder vi forfra. Da 2 og 3 er primtal, har vi

kun cykliske grupper af disse ordener. Den alternerende

gruppe A3 har orden 3i = 3, og er cyklisk. Den frem­

bringes af den cykliske permutation (1,2,3).

Hvis en gruppe af orden 4 ikke er cyklisk, rna den

besta af e, samt 3 elementer af orden 2, sa den bliver

kommutativ, og additionstabellen bliver helt fastlagt ved

kravet om entydig division, som betyder at hvert element

optrreder netop 1 gang i hver r~kke og hver s¢jle.

e a b c

a e c b

b c e a

c b a e

Det er let nok, at efterpr¢ve den associative love Gruppen

kaldes Kleins 4-gruppe.

Da 5 er primtal er en gruppe af orden 5 cyklisk.

Vi kender allerede 8
3,

som er en ikke cyklisk grup-

f

pe af orden 6. Den har 2 frembringere

b = (2,3)~ idet vi har elementerne

a = (1, 2 , 3 ) og



id

e

(1,2,3)

a

(1,3,2)

2a

(2 ,3)

b

(1 ,3)

ba

· 7.26

(1 ,2)

ba2

Vi far gruppetabellen

2
b ba ba2e a a

") 2~ ba b baa a e
2 ba ba2

ba e a

b ba ba
2' 2e a a

ba ba 2
b

2a e a

ba2
b ba I

2a a e

Enhver gruppe af orden 6 er isomorf med ~6 eller 8
3,

Hvis aIle elemen-

men det kr~ver lidt omtanke at vise det. Lad G v~re

en gruppe af orden 6. Hvis Ghar et element af orden 6,

er G cyklisk, altsa isomorf med ~6.

ter i G undtagen e har orden 2, er G abelsk, og en

cykIisk undergruppe af orden 2 viI v~re normal og have

en faktorgruppe af orden 3.1 frembragt af en sideklasse

a2Z 2 I men da a har orden 2 I far a2Z
2

ogsa orden

~ 2, sa det gar slet ikke. Altsa viI G .under aIle omst~n­

digheder have et element a af orden 3, altsa en· cyklisk

undergruppe 2{e,a,a } som i eksemplet ovenfor, og den

viI have 1 h¢jre sideklasse. Hvis b er et vilkarligt

af gruppens ¢vrige elementer, kommer denne sideklasse til

at besta af elementerne hi ba og ba2 sam i tabellen oven-

for. Af = a f¢lger og G

ikke gar, da vi kan

bliver cyklisk. Det samme sker, hvis

klart, at b 2 = ba eller b 2 = ba2

2a . Det er



forkorte med

Af 2
b = e

b. Altsa er enten G

f~lger bba = a, bba2 =

7.27

cyklisk eller b 2 = e.

a 2. Udfyldningen af

tabellens nederste venstre hj¢rne gar tvangsm~ssigt. Da ele-

og

menterne

vi ogsa

2ba og ba

(be) 2 = e

kunne v~re brugt i stedet for b, har

(ba2)2 = e. Derefter gAr udfyldnin-

gen af nederste h¢jre hj¢rne tvangs~~ssigt. Af ab = x f¢l-

ger xb = ab2 = a,

tabellen far vi ab

ste h¢jre hj¢rne igen tvangsm~ssigt, og vi har faet vist, at

der kun er de to omtalte isomorf~klasser af grupper af orden

6 •

Da 7 er et primtal er en gruppe af orden 7 eyklisk.

Der er flere grupper af orden 8. Der er den eykliske

~8. Der er m~ngden af de 8 s~t (x1,x2,x3), hvor hvert

x j E ~2' som vi her skriver med +, og hvor addition er

givet ved (x1,x2,x3)+(Y1'YZ'Y3) = (x1+Y1,x2+Y2,x3+z~). Det

er en abelsk gruppe, hvis elementer aIle har orden 2. Et ek-

sempel 0 en ikke abelsk gruppe af orden 8 er kvaternion-pa

har elementerne ±1 , ±i, ±j, ±k, hvor .2gruppen, som 1 =

.2 k 2 -1 jk -kj i, ki -ik j ij -jiJ = = og = = = = og = =

k, og hvor regning med fortegnene sker som ved multiplika-

tion af tal. Kvaterniongruppen har den s~rlige egenskab, at

aIle dens undergrupper er normale. Der findes mindst endnu

en isomorfiklasse af ikke abelske grupper af orden 8.
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I stedet for at ga videre med dette viI vi se lidt

pa 8 4, som har orden 24. Den har den normale undergrup­

pe A4, som har orden 12. I A4 finder vi permutationer­

ne (1,2)0 (3,4), (1,3)0 (2,4) og (1,4)0 (2,3), der sanunen

med neutralelementet danner en undergruppe H isomorf med

Kleins 4-gruppe, og den er normal i bade A4 og 8 4. Til

geng~ld er de 3 undergrupper. af orden 2 i H nok normale,

i H, men ikke i A4, og derfor heller ikke i 8 4• De

8 andre elementer i A4 er de cykliske permutationer (1,2,3),

(1 , 2 , 4), (1, 3 , 4 ) 0 9 (2, 3 , 4) samt deres inverse. De frembrin-

ger undergrupper af orden 3 og ikke normale. I 8 4'A4 fin­

der vi 6 simple ombytninger (1,2), (1,3), (1,4), (2,3),

(2,4) og (3,4), samt de cykliske permutationer (1,2,3,4),

(1,2,4,3), (1,3,2,4), (1,3,4,2), (1,4,·2,3) og (1,4,3,2).

Disse falder i par af inverse, nemlig den f¢rste sammen

med den sidste, den anden med den fjerde og den tredie med

den femte. Anden potens af hver af dem er lig anden potens

af den inverse, og den er et af elementerne i 4-gruppen.

Vi bem~rker, at 8 4 har ~gte undergrupper, der ikke

er undergrupper i A4 · 8aledes udg¢r (1 , 3) , (2 , 4) og

(1,3)0 (2,4) sanunen med neutralelementet endnu en kopi af

4-gruppen. Den er ikke normal, men den af dens. sideklasser,

som indeholder (1,2,3,4), er bade venstre og h¢jre sideklas­

s~ pa en gang. Denne sideklasse omfatter elementerne

(1 , 2 , 3 ,4), (1, 2) ~ (3, 4), (1, 4) 0 (2 ,3), (1, 4 , 3 ,2). Undergrup-
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pen sarnrnen med denne sideklasse udg¢r en undergruppe med

8 elementer -i 8 4 . Den er ikke normal. Den kaldes dieder­

gruppen. Dens undergrupper af orden 2 er ikke normale, og

derfor er den ikke isomorf med kvaterniongruppen.

v I nutiden er gruppeteori en omfattende videnskab.
v

f Her skal vi ganske kort omtale nogle af de sp¢rgsmal, grup­
v

peteorien besk~ftiger sig med. Hvis G er en gruppe og

~:G ~ G er en automorfi, vil ~ selvf¢lgelig afbilde

elementer af orden q pa elementer af orden q, under-

gruppe 0 undergruppe, normal undergruppe 0 normal under-pa pa

gruppe osv. Blandt automorfierne udmcerkes de indre, som

define-res ved ~ (x) 1:'= axa-1 , hvor a er et element af

G. Elementer der svarer til hinanden ved en indre auto-

morfi kaldes konjugerede. Ligeledes undergrupper. "Konju-

geret med" er -en CEkvivalensrelation. En normal undergruppe

er en undergruppe, der er identisk med sin konjugerede.

En undergruppe i G kaldes fuldst~ndig invariant,

hvis den afbildes pa 8ig selv ved enhver automorfi

~:G ~ G. M~ngden af elementer i G, som kommuterer med

alle elementer i G, udg¢r en fuldstCEndig invariant un-

dergruppe, der kaldes centrum i G.

Et element af formen -1 -1aba b kaldes en kommutator,

fordi ab = (aba-1b-1) (ba), sa den kan ombytte elementer.
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Enhver automorfi afbilder kornrnutator i komrnutator, og der-

for bliver den af alle kommutatorer frembragte undergruppe

KeG fuldst~ndig invariant. For normale undergrupper

H c G g~lder, at G
H

er abelsk, hvis og kun hvis H ~ K.

For givne grupper H og A kan man pr¢ve at bestemme

de grupper, der har en undergruppe isomorf med H og til-

svarende faktorgruppe isomorf med A. Dette problem har

altid l¢sninger, men at fa overblik over l¢sningsm~ngden

er et vanskeligt problem, der kaldes extensionsproblemet.

For abelske grupper er man n&et langt i retning af en

l¢sning. Problemet behandler i en vis forstand sp¢rgsm&let

om opbygning af grupper af simplere bestanddele, og bygge-

stenene bliver de grupper, der ikke har andre normale un-

dergrupper end de trivielle. SAdanne grupper kaldes derfor

simple. Medens mange ikke abelske grupper er opbygget af

abelske, findes der ogsa en uoverskuelig masse af simple

ikke abelske grupper, men de er alle ganske indviklede.

Det bedst kendte eksempel er, at An
er en simpel gruppe

for n > 5. Der findes ikke simple ikke-abelske grupper

af lavere orden end 60 svarende til AS- Dette er baggrun­

den for Abels s~tning, om at r¢dderne i polynomier af grad

> 5 ikke kan udtrykkes ved rodst¢rrelser.

Til en geometrisk figur med en eller anden form for

regelm~ssighed h¢rer en gruppe af bev~gelser, som f¢rer
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figuren over i sig selv. SAledes er atomkernerne i en

krystal arrangeret i et regelm~ssigt m¢nster, der kan

t~nkes fortsat i hele rummet, og man far sa en gruppe

af drejninger og forskydninger, der f¢rer m¢nstret over

i sig selv. Hvis vissedrejninger om en bestemt akse L

f¢rer'm¢nstret over i sig selv, viI r¢ntgenstrAler i ret-

ningen L ved passage gennem krystallen give et inter-

ferensm¢nster, der gar over i sig selv ved de samme drej-

ninger. Derfor kan man ved interferensfors¢g skaffe sig

oplysninger om gruppen af flytninger, der f¢rer gitret

af atomkerner over i sig selv, og eventuelt kan man der-

ved fa bestemt gitrets struktur. Andre anvendelser af

gruppeteori er ikke sa direkte.
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, 0VELSER TIL KAPITEL 7

Stikord.

Gruppe, permutation, permutationsgruppe, symmetri-

sk gruppe, alternerende gruppe, cyklisk gruppe, cyklisk

permutation, fortegn for permutation, paritet, undergrup-

pe, sideklasse, orden, index, undergruppe frembragt af

m~ngde, normal undergruppe, faktorgruppe, homomorfi, 4-

gruppen, kvaterniongruppen (indre automorfi, konjugeret,

fuldst~ndig invariant, centrum, kommutator, extension, sim-

pel gruppe) .

7.1. Permutationer u,v,x og y i S8 defineres ved

f¢lgende tabe11er

t 1 2 3 4 5 6 7 8

u (t) 6 2 5 1 3 8 7 4

v (t) 3 6 2 5 8 1 '4 7

x (t) 2 1 4 3 6 5 8 7

y (t) 2 3 4 5 6 7 8 1

7.1.1. Udregn vou, uov, yox og xQY.

7.1.2. Udregn -1 -1uo VaU 0 V



7.1.3. Udregn
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-1. -1 -1 -1y oxoy, ycX<Jy ,x ~YOX- og x- y e x .

7.1.4.

7.1.5.

7.1.6.

7.1.7.

7.1.8.

Skriv U,V,X ogy som produkter af cykler.

Angiv ordenen af gruppeelementerne u,v,x og y.

Angiv pariteten af U,V,X og y.

Skriv u,v,x og y som produkter af ombytninger

af naboelementer.

Skriv u,v,x og y som produkter af sa fa ombyt-

ninger som muligt.-

7.2. Hvor mangepermutationer i

n elementer cyklisk.

S permuterer alle
n

7.2.1. Hvor mange elementer i S har ordenen 2.n

7.2.2. For hvilke v~rdier af n kan et element i Sn

have orden n uden at permutere alle elementer

cyklisk. Svaret pa sadan et sp¢rgsmal rna v~re en

karakterisering af n ved talteoretiske egenska-

ber. Er det mon nok, at rnindst 2 forskellige prim-

tal gar op i n, og er d~t n¢dvendigt?
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Vcelg: et element af 8 1 0 med sa h¢j orden som mu­

ligt.

7.4. Lad G vcere en gruppe, og A c G en endelig del-

mcengde, som er stabil med hensyn til multiplikatio-

nen. Vis, at A er en undergruppe. Det beror pa

den simple kendsgerning, at en in- eller surjektiv

afbildning ~:A ~ A viI vcere bijektiv, fordi A

er endelig. Den tyske matematiker E. Landau kaldte

denne form for slutning et "skuffeprincip". Vi gi-

ver endnu 2 eksempler samt et modeksempel.

7 • 4~.1 • Lad G vcere en endelig mcengde med en associativ

kompositionsregel * Det antages, at det for al-

,7.4.2.

Le a, bEG gcelder, at hver a f ligningerne a*x = b

har h¢jst 1 l¢sning. Vis, at G er en gruppe.

Lad G vcere en gruppe og H c G en endelig under-

gruppe, der for' aIle

XHx- 1 H V· tc . a s , a H

x E G tilfredsstiller, at

er normal.

7.4.3. Lad G vcere mcengden af aIle bijektive afbildninger

~:~ ~ ~~ og lad H vcere delmcengden af afbildnin-

ger, som tilfredsstiller, at ~(x) = x for aIle

x < O. Lad W E G vcere defineret ved ~(x) =

x+1 for aIle x E ~. Vis, at H er en ikke nor-

mal undergruppe, for hvilken vi har -1
1JJHljJ c H.
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Lad G v~re en gruppe, A c G en undergruppe og

H c G en normal undergruppe. Vis, at AH =

{ahla.E A, h E H} er en undergruppe i-G.

7.5.1. Find et eksempel 0 en gruppe G med undergrupperpa

A og B for hvilke AB ikke er. en undergruppe. Pr¢v

med G = 8 3 og lad A og B v~re 2 forskellige un-

dergrupper af orden 2 •

7.5.2. Lad G,A og H v~re som i 7.5. Vis, at H er en

normal undergruppe i AH, og at A n H er en nor-

mal undergruppe i A.

7.5.3. Vis, at faktorgrupperne A
AnH

og AH
H

er Lsorno r fe .

Dette resultat kaldes Noethers isomorfis~tning ef-

ter den tyske matematiker Emmy Noether, som har bi-

draget meget til udviklingen af moderne algebra.

7.6. Lad p = P1 ... pES vcere en permutation skre-q n

vet som sammens~tning af cykliske permutationer af

~ E Sn v~re en permutation. Vis, at

disjunkte delm~ngder A1 , ••. ,Aq

Lad

af {1, ... ,n}.

-1
tpopo~

er sammens~tning af cykliske permutationer af de

disjunkte delmcengder tP (A1 ) , • • • , ~ (A ) •/q
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7 . 6 .~,1. Til 2 permutationer p,p' E S svarer en permuta-n

tion q> E S med pi -1 hvis kun hvisn
= tpopotp , og

det for fremsti11ingerne af p og p' som sammen-

s~tninger af cykliske permutationer pa disjunkte

de1m~ngder af {1, .•. ,n} g~lder, at der bliver

lige mange disjunkte delm~ngder for p og pi, og

at de kan parres, sa sammenparrede delm~ngder inde-

holder lige mange elementer.

7.6.2. En ~gte normal undergruppe af'

de en simpel ombytning.

S
n

kan ikke indehol-

7 .7. Vi viI udnytte opgave 7.6 til et bevis for, at den

alternerende gruppe An er simpel for n =1= 4,

altsa at A ikke indeh01der andre normale under­
n

grupper end An selv og den trivielle. Vi har set

i teksten, at ikke er simpel, og vi ved allere-

7.7.1.

de, at A2 er trivie1 og A3 isomorf med ~3' sa

vi kan n¢jes med at se pa t~lf~ldet n > S. Vi gen-

nemf¢rer beviset i en r~kke trine

F¢rst ser vi pa AS- Vi begynder med at skaffe os

et overblik over elementerne i AS. Der er 60 ialt.

Ud over neutralelementet er der

1). IS elementer (a
1,a2) (a3,a4),

er forskellige_

hvor



7.7.2.

7.7.3.

7.7.4.

7.7.S.
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3). 24 elementer (a1,a2,a3,a4,aS). Sml. opgave

7.2.

Opgave 7.6.1 viser nu, at der gcelder et "alt eller

intetn-princip for elementerne af type 1) eller

2). Deri~od falder elementerne af typen 3) i 2

klasser med 12 i hver, og princippet gcelder for

hver af klasserne.

Et element af type 2) kan skrives som produkt af

2 elementer af type 1 og omvendt. Deraf f¢lger

ved scetning 7.8~ at en undergruppe, der indeholder

aIle elementer af type 1 eller aIle af type 2 er

hele An.

Vi mangler at se pa en normal undergruppe, der in­

deholder aIle 12 elementer fra den ene klasse af

type 3). Et produkt af 2 forskellige viI give et

element af type 1) eller 2). Dermed er beviset fuld­

f¢rt for AS.

For n > S indeholder An en kopi af AS (egent­

lig mange, idet vi udvcelger S elementer blandt

{1, ... ,n} og bruger delmcengden af lige permutatio­

ner, der afbilder de andre elementer pa sig selv) .
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Hvis nu B c A er en normal undergruppe, bliver= n

B n AS (en af kopierne) normal undergruppe i AS

altsA triviel eller hele AS. Det gAr kun.med

"triviel", hvis B er triviel, sA vi kan slutte,

at B rnA indeholde samtlige kopier af AS.

Lad nu p E An v~re skrevet som produkt af cykli­

ske permutationer af disjunkte m~ngder. Hvis

(a1, ... ,a6, .•. ) er en sAdan permutation pA mere

end'S elementer, splittes den op ved multiplikation

med (a1,a2) (a4,aS). Tilsvarende kan

(a1, ... ,a4) (as, •.. ,a8) splittes op ved multipli­

kation med (a
1,a3) (as,a7). Endelig splittes

(a
1,

•.. ,a4) (as,a6) op ved multiplikation med

(a1,a3 ) (as,a6) og (a1, ... ,a4) (as) (a6) for­

vandles til et produkt af par pa samme made. Under

aIle omst~ndigheder far vi p skrevet som et pro-

dukt af permutationer, der hver ligger i en kopi

af AS. Derefter gar det let at vise pAstanden.

Det er nu let at vise, at An for n * 4 er den

eneste ikke trivielle, ~gte, normale undergruppe

is.n

7.8. Lad G v~re en gruppe, og A c G en delm~ngde.

M~ngden N af elementer x E G, som tilfredsstil-

ler, at xA = Ax, er en undergruppe i G. Hvis
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A er en undergruppe i G, er A en normal un­

dergruppe i N, og enhver undergruppe i G, i

hvilken A er normal undergruppe, er undergruppe

i N. Gruppen N kaldes normalisator for A.

7.8.1. Lad G

Mcengden

element

vcere en gruppe, og A eG· en delmcengde.

Z af elementer x E G, som for hvert

a E A tilfredsstiller at xa = ax kal-

7 .9.

7.9.1.

des centralisator for A. Vis, at Z er en under­

gruppe·i N. Vis, at Z er normal undergruppe i

N.

Lad G vcere en abelsk gruppe, og lad A og B

vcere undergrupper i G. V~s, at f¢lgende 2 betin­

gelser er cekvivalente:

1). Ethvert element i G kan pa 1 og kun 1 made

skrives som sum af et element af A og et

element af B.

2). A + B = G og A n B = {Ole

Lad G vcere en abelsk gruppe og B en undergruppe

i G. Da findes der en undergruppe A, sa betin­

gelserne i opgave 7.9 er opfyldt, hvis og kun hvis

der findes en homomorfi p:G ~ B, for hvilken

plB er den identiske afbildning.
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Lad G v~re en abelsk gruppe og A en undergrup-

pe i G. Da findes der en undergruppe B, sa be-

tingelserne i opgave 7.9 er opfyldt, hvis og kun

hvis der findes en homomorfi · G GJ::A ~ ., som afbil-

der hver sideklasse pa et element af den selv.

7.9.3. For G = ZZ og A = nZZ, n E IN, n > 1 findes

der ikke en undergruppe B, sa betingelserne i

opgave 7.9 er opfyldt.

n E ZZ

7.10. Lad p v~re et primtal. Lad

kanplek.se' tal e 2'ITinp-k, hvor

G vcere gruppen af

og k E IN.

Vis, at enhver cegte undergruppe H c G er endelig,

og at G
H

er isomorf med G.

7.11. Fors¢g at finde aIle grupper med 8 elementer. Det

er ikke sa svcert, som man skulle tro. Bortset fra

den hvis elementer aIle har orden 2, og den cykli-

ske af orden 8, rna de have en cyklisk undergruppe

af orden 4, og vi kan sa kalde gruppens elementer

2 3 2 3e,a,a ,a ,b,ab,a b og a b. Sa kan aIle produkter

aP.aqb straks udregnes, og det er halvdelen af

multiplikationstabellen. Valget ba = ab giver

en ny abelsk gruppe, hvis tabel urniddelbart kan

opskrives. Det ses let, at 2ba = a b f¢rer til

noget helt absurd. Tilbage er muligheden

Med denne kan aIle produkter aPb.aq regnes ud, og



0velser 7.10

der mangler en fjerdedel af gruppetavlen. Nar

b 2 er valgt, kan resten fyldes ud. Mulighederne

223b = a og b' = a ser i f¢rste omgang plausib-

Ie 'ud, men en n~rmere unders¢gelse viser, at de

rna forkastes. Tilbage er mulighederne

2 2som giver diedergruppen, og b = a ,

kvaterniongruppen.

= e,

som giver

7.12. Det gar lettere at finde samtlige grupper rned 9

elementer. Hvis en gruppe rned 9 elementer ikke er

cyklisk, har aIle dens elementer orden 3. Den har

da en undergruppe
2{e,a,a } og endnu en undergrup-

pe 2{e,b,b }, og det er nu let at se, at gruppen

7.13.

bestar af elementerne

2 2 2 222e,a,a ,b,ab,a b, b ,ab ,a b •

Sa 0 ba ab, 2 ab 2 eller a 2b2. Menrna v~re a b,

ba = a 2b2 medf¢rer abab = e, og ab kan ikke

have orden 2 . Af ba a 2b fas efterhanden ba2
= =

ab, b 2a b 2 altsa ab ba. Muligheden ba= a , = =

ab 2 udelukkes 0 lignende vis. Vi ender saledespa

med ba = ab, 0 en gruppe rned 9 elementer ersa

abelsk. Sa fastl~gger multiplikationstabellen

sig selv. Vi far saledes i alt 2 rnuligheder.

Lad G v~re en m~ngde med en associativ kompositi-

onsregel * Det antages, at der findes et venstre
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neutralelement e, og at hvert element x E G

har et venstre inverst element, altsa et element

x, som tilfredsstiller, at x'*x = e. Vis, at

G er en gruppe. Det kr~ver nogen opfindsomhed.

7.14. Tallene 0,1, •.• ,15 er arrangeret i et kvadrat,

som vist i skernaet til venstre

1 ,2 3 4 1 10 2 9

5 6 7 8 4 7 12 0

9 10 11 1 2 11 14 8 6

1 3 14 15 0 15 3 13 5

Vi spiller et spil, i hvilket de tilladte tr~k i

enhver situation bestar i at lade 0 bytte plads

med et af sine h¢jst 4 naboelementer. I stillingen

til h¢jre kan 0 saledes bytte med 9, 12 eller 6.

Hvilke permutationer af tallene kan man fa frem

ved gentalgelse af tilladte tr~k udfra udgangsstil­

lingen til venstre.

Spillet har ofte v~ret forhandlet som leget¢j.

Det er udformet som en ~ske med kvadratiske brikker

med tallene 1, ••• ,15 1 _ medens 0 repr~senteres ved

en tom plads.
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KAPITEL 8

Ring.

Definition 8.1. Lad A

er·givet 2 kompositionsregler

distributiv med hensyn til *,

v~re en m~ngde, pa hvilken der

* og x. Vi siger, at x er

hvis relationerne

(a*b)xc = (axc)*(bxc), ax(b*c) = (axb)*(axc)

g~lder for aIle a,b,c E A.

De to relationer kaldes de distributive love. Der er man­

ge velkendte eksempler. Saledes er multiplikation af tal distri­

butiv med hensyn til addition, og det tilsvarende g~lder for

vektorproduktet. Potensopl¢ftning som komp~sition af positive

tal giver et eksempel pa, at kun den ene distributive lov g~l­

der med hensyn til addition o~un den and@n med henoyn til mul­

tiplikation. Pa m~ngden af delm~ngder af en m~ngde har vi kompo­

sitionsreglerne U og n, som er gensidigt distributive med hen­

syn til hinanden.

Hvis x er kommutativ, viI den ene af de distributive love

f¢lge af den anden.

Definitio'n 8.2. En msengde A med 2 kompositionsregler +
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og - kaldes en ring, hvis A med + er en abelsk gruppe,

medens - er distributiv med hensyn til +, samt associativ.

Tegnet - udelades sredvanligvis. Der findes et neutral­

element 0 for +, og a E A har et modsat element -a. For

aIle a E A greIder, at O-a = a-O = 0, idet O-a+O-a =

(O+O)-a = O-a, hvoraf vi slutter, at 'O-a = O. Den anden

ligning fas analogt.

Af (-a)-b+a- b = (~a+a) -b = 0 - b = 0 f¢lger, at (-8)- b =

-Cab), og analogt far vi a--b = -ab, altsa -a--b = ab,

sa sredvanlig fortegnsregning viI grelde.

Nrerliggende eksempler pa ringe er Z'l, ~, JR og q;. Mreng­

den End G af homomorfier ~:G ~ G af en abelsk gruppe G er

en ring, idet vi for ~,~:G ~ G definerer ~+~:G ~ G ved

(~+~)(x) = ~(x)+~(x) for aIle x E C, medens multiplikation-.

en er sammensretningen ~(J~. Det eneste, der ikke er helt op­

lagt, er de distributive love. Vi viser, at (~1+~2)o~ =

~10~ r~2°~ ved at pr¢ve med et x E G, altsa

Den anden distributive lov ~G(~1+~2)=~o~1+~o~2 vises ved reg­

ningen

(~O(~1+~2))(X)=~((~1+~2)(X))=~(~1(X)+~2(X))=~(~1(X))+~(~2(x))=

(~C~1+tpD~2)(x).
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En delring i en ring A er en undergruppe r l grup-

pen A med +, som er stabil med hensyn til -; s~ledes

er L2 c ~ c JR c q;, s~ hver er delring i de efterf¢lgende.

Hvis G er en abelsk gruppe og H ~ G en undergruppe,

viI ringen End G af endomorfier have en delring, der omfat-

ter de endomorfier, der afbilder Hind i sig selv.

Lad A og f vrere ringe. En (ring-)homomorfi f:f ~ A

er en afbildning f, som er en homomorfi med hensyn til b~de

+ og -. Vi har en kategori af ringe og ringhomomorfier. Det

er klart, at billedet f(f) ~ A er en delring, og det er og­

sa klart, at originalmrengden til en delring af A er en del­

-1ring af f. Specielt er kerD f = f (0) ~ r en delring. For

ethvert element a E f far vi imidlertid for ethvert x E

kern f, at f(ax) = f(a)f(x) = f(a) 0 = 0 og analogt f(xa) =

0, hvilket viser, at a kern f c kern f og (kern f)-a c

kern f. Vi definerer derfor

Definition 8~3. En delring f c A kaldes et venstre ide-

aI, hvis af c f for ethvert a E A, og f kaldes et h¢jre

ideal, hvis f - a c f for ethvert a E A. Vi kalder f et
="

2-sidet ideal, hvis f er bade venstre- og h¢jreideal.

Sretning 8.4! Kernen for en ringhomomorfi e~.et 2-sidet

ideal. Hvis f c A er et tosidet ideal, viI ringstrukturen pa

A inducere en ringstruktur pa faktorgruppen A
f' og den kano-
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1\

niske afbildning k:A ~ ¥ bliver en ringhomomorfi.

Bevis. Den f¢rste p~stand blev bevist ovenfor. Fak­

Atorgruppen r er m~ngden af sideklasser a + r, a E A.

For a,b E A og x,y E r f~r vi

(a+x)(b+y) = ab + xb + ay + xy E ab + r,

hvilket viser, at (a+r)(b+r) c ab + r. Heraf f¢lger de to

sidste p~stande.

En ringhomomorfi f:r ~ A inducerer en isomorfi

f': ke~n-r ~ fef), og f er identisk med sammensretningen

--j....... A,f'
--.-+) f(r)r

kern f
kr --~ -------

hvor k er kanonisk og j inklusionafbildningen.

morfi

Lad A v~re en ring og rcA et ideal. En ringhomo­

k A f'f:A ~ A1 kan fakteriseres p~ formen A~ r ~ A1,

hvis og kun hvis kern f ~ r. At f kan faktoriseres som

f'ok er nemlig ensbetydende med, at f er konstant p~ hver

restklasse a + r, ao E A, og det er ensbetydende med, at

f(r) = o.

Et ideal i LZ m~ vser-e en undergruppe i LZ, altsa en

mamgde nLZ for et n E ZZ. Det ses umiddelbart, at nZZ er

et ideal. Altsa induceres en ringstruktur pa ZZ
n

2Z
= riLl · Med

denne struktur kaldes ZZ en restklassering. Vi angiver mul­
n

tiplikationstabeller for ZZ6 og ZZS' idet vi udelader (0)
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samt (1), som er neutralelement for multiplikationen. Vi

har udeladt parenteserne.

1 2 3 4· 5

2 4 0 2 4

3 0 3 0 3

4 2 0 4 2

5 4 3 2 ~

1 I 2 3 4 ·5 6 7

2,1 4 6 0 2 4 6

3 6 1 4 7 2 .5

4 0 4 0 4 0 4

5 2 .7 4 1 6 3

6 ' .4 .2 0 6 4 2

7 6 ·5 4 3 2 1

Lad A vrere en ring, og (f·lj E J)
J

en familie af ide-

aler af samme slags l A. Det er da klart, at .n f. er et
J EJ J

ideal l A. Hvis M c A er en vilkarlig mrengde, viI de

idealer i A, som indeholder M ) have en frellesmrengde r (M) ,

det af M frembragte ideal, og I(M) er det mindste ideal,

der indeholder M. For a , ... ,a E A bruger vi
1 m

som betegnelse for det af {a
1,

... am} frembragte ideal.

Disse resultater grelder bade for venstre-idealer, for

h¢jreidealer og for 2-sidede idealer, og de grelder selvf¢lge-

lig ogsa for delringe, men vi trenker f¢rst og fremmest pa 2­

·sidede idealer.

Hvis f
1
~ A og f 2 ~ A er idealer af samme slags, er

f
1

+f 2 et ideal, men f
1f 2 beh¢ver ikke at vrere et ideal.
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Det f¢lger umiddelbart af definitionen af ideal, at det for

et h¢jre-ideal r
1

og et venstre-ideal r2 greIder, at

r 1 r 2 ~ r 1 n r 2' men hverken r 1 n r 2 eller

beh¢ver i dette tilfrelde at vrere et ideal.

Hvis A
1

og A2 er ringe, har vi for de abelske grup­

per A
1

og A2 med + den direkte sum A
1

@ A2 bestaende af

aIle par (u
1

>u 2) med u 1 E A
1

og "z E A2 og med komposi­

tionsreglen (u
1>u2)+(v1>v2) = (u

1+v1>
u 2+v2). Undergruppen

A
1

af elementer (u
1>O)

er isomorf med A
1

og analogt har

vi A2 > som er isomorf med A
2,

Med produktet (u
1>u2)(v1>v2 ) =

(u
1v1>u2v2) bliver A

1
@ A2 en ring> og A

1
og A2 bliver 2­

sidede idealer. Som ringe er de isomorfe med A
1

og A2. Pro-

j ektionerne af A
1

(t) A2 pa A
1

og A2 er ringB0IDCDIDOrfier med

kerner A2 0g A
1

.

Vi nrevner lige kort, at man undertiden har lejlighed til

at betragte ikke associative ringe, altsa mrengder, der er or-

ganiserede som ringe pa det nrer, at multiplikationen ikke for-

udsrettes associativ. Vi har allerede haft et eksempel pa det,

nemlig mrengd en JE3 af vektorer l JR3 organiseret ved + og x ,

Pa en ring kan vi i¢vrigt altid definere et nyt produkt [x,y]=

xy-yx, og med dette produkt i stedet for det rigtige fas, hvis
t-

det oprindelige produkt ikke er kommutativt, en ikke associativ

ring, en sakaldt Lie algebra efter den norske matematiker Sophus

Lie (1842-99). Det skal vi ikke ga ind pa. I stedet viI vi ga

over til at omtale diverse mere specielle slags ringe.
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Som det fremgar af muitiplikationstabellerne ovenfor

for 22 6 og ?lS' indtrreffer det sommetider for en ring

A, at der findes elementer x,y E A'{O} med xy=O. I sa

fald siger vi, at x er en venstre og y en h¢jre O-divisor.

Hvis a,u,v E I\. og au=av, men u * v, far vi a(v-u) = 0,

sa a er venstre O-divisor. Af ab = 0, b * 0 f¢lger 0 denpa

anden side, at au = a(u+b) . Heraf fremgar, at det, at a

ikke er venstre O-divisor, er ensbetydende med, at man kan til-

lade sig at forkorte med a, nar a optrreder som venstre fak-

tor.

Vi kan saledes tale om en ring I\. uden O-divisorer. I en

sadan ring gar det altid at bortforkorte fra 0 forskellige ele-

menter i ligningep.

Ringen ?l er en ring uden O-divisorer, hvis og kun hvisn

n er et primtal. Af n = rs f¢lger nemlig (r)(s) = (n) = 0,

men hvis n = p er et primtal, far vi (r)(s) = (rs) ; og (r)* 0,

( s ) * 0 betyder, at p ikke 0 op i r eller i s . Sa hargar

vi en sretning fra skolen, der siger, at sa 0 p heller ikkegar

op i rs. Altsa er (rs) * o.

Hvis 1\.1 og 42 er ringe, som begge har elementer * 0,

v i I A1 ffi I\. 2 a I tid have 0- d i vis 0 r e r, d a ( x t ' 0 ) ( 0 , x.2) = (0, 0 ) .

En ring med 1-element, er en ring med et element 1 * 0,

som er 2-sidet neutralelement for multiplikationen.
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Hvis A har et 1-element, er 1(1) = A, endda det af

{1} frembragte venstre-ideal er hele A. Vi kalder 1(1)

enhedsidealet. Den modsatte yderlighed er O-idealet 1(0) =

{a}. En ringhomomorfi f:A ~ A' med f(1) = 0 afbilder he-

Ie A ind i O. En delring rEA kan have et 1-element, som

er forskelligt fra 1-elementet i A. Hvis A og A' har 1­

elementer 1 og l' har A tt) A' 1-elementet (1 , 1 ' ) , men

A~AEBA' har 1-elementet (1,0).

Der er en kategori af ringe med 1-element og ringhomomor-

fier, som afbilder 1-element i 1-element. Den har vreret genstand

for mange interessante unders¢gelser, men vi viI slet ikke kom-

me ind pa dem her.

En kommutativ ring er selvf¢lgelig bare en ring, i hvilken

den kommutative lov grelder for multiplikationen. 1 en kommutativ

ring er aIle idealer 2-sidede, og det samme grelder for aIle 0-

divisorer. Sa er det klart, at et produkt bliver O-divisor, hvis

blot en af faktorerne er det, og deraf f¢lger" at mrengden af e-

lementer, som ikke er O-divisorer, er stabilt med hensyn til mul-

tiplikation.

En kommutativ ring med 1-element og uden O-divisorer kaldes

en integritetsring eller et integritetsomrade, idet der har vre­

ret 'en tendens til at benytte et betegnelsessystem, der til dels

er hentet fra topologi. Eksempler pa integritetsringe er ~, ~,

JR og CV, sam t ~ , nar- p er et primtal.p



Som et ikke helt sa velkendt eksempel pa en integritets-

ring nrevner vi, at ringen ~2 kan udvides til en slags kom-

pleks ring med 4 elementer 0, 1 , ,i og 1 +.i, som vi regner med

efter regIer, der i det vresentlige er selvf¢lgelige bortset

fra,at
.2
l = 1 + l. Vi anf¢rer additions- og multiplikations-

tabellerne.

0 1 i ·1 +i

1 0 1+i i

.i .1 +i '0 1

1+i i 1 0

1 i 1+i

i 1+i 1

1+i 1 l

Vi bemrerker, at ringen er 4-gruppen udstyret med en multiplika-

tion. De fra 0 forskellige el~menter med multiplikation er en

gruppe isomorf med :2'l3'

Et legeme er en ring K, i hvilken K,{O} med multipli-

kation udg¢r en gruppe. Sredvanligvis forudsrettes det ogsa, at

multiplikationen er kommutativ, og hvis man ikke viI antage det-

te, kaldes K et ikke kommutativt legeme. Eksempler pa legemer

er ~, lli og~, medens ~ er en integritetsring, som ikke er

et legeme. Ringene :2'l2 og:2'l3 er legemer. Den i eksemplet oven­

for omtalte udvidelse af ~2 er et legeme. Vi skal senere give

et eksempel pa et ikke kommutativt legeme.

En endelig integritetsring l\. er et legeme. For a E./\. er

den ved ~(x) = a x
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nemlig injektiv, og en injektiv afbildning af en endelig

mrengde ind i sig selv er selvf¢lgelig n¢dt til at vrere bi-

jektiv. Den tyske matematiker Edmund Landau, som var en af

de karakteristiske personligheder i Gottingen under dette

universitets storhedstid, f¢r nazismen ¢delagde det,kaldte

denne slutning et skuffeprincip: Hvis man har n ting i n

skuffer) og man ved, at der er h¢jst en ting l hver skuffe, er

der noget i a l l.e skufferne; hvis man har n ting i n skuffer,

og ingen skuffer er tomme, er der kun en ting i hver skuffe;

hvis man har flere end n ting i n skuffer, rna der vrere mere

end en ting i mindst en skuffe. Hvis man har uendelig mange

ting i n skuffer, rna mindst en af skufferne indeholde uende-

lig mange tinge Der er flere variationer endnu. Skuffeprincip-

perne kommer i anvendelse i mange situationer.

Lad A vrereen kommutativ ring med 1-element. Et element

x E A siges at vrere divisor (eller faktor) i et element z E A,

hvis der findes et element YEA, som tilfredsstiller betin-

gelsen xy = z. At x E A har et reciprokt element, er ensbe-

tydende med, at x er divisor i 1. Sadanne elementer kaldes

invertible elementer i A. Hvis x er et invertibelt element

og xy = 0 far vi -1 -1
y = 1 1

• Y = X xy = x • 0 = 0, sa invertible

elementer kan ikke vrere O-divisorer. Hvis x og y er invertible,

er
-1 -1

y x reciprok til xy, sa xy er invertibelt. Altsa ud-

g¢r mrengden af invertible elementer i A en gruppe med multipli-

kationen fra A som kompositionsregel. Invertible elementer i

A kaldes ogsa enheder i A.
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Lad A vrere en kommutativ ring med 1-element. Et ideal

rcA kaldes et hovedideal, hvis der findes et element yEA

s~ledes at y frembringer r. Nu er det klart, ~t yA er

et ideal, der indeholder y, og ethvert ideal, der indehol-

der y, rna indeholde yA. Altsa er r = yA. Der findes al-

tid hovedidealer, og blandt qisse har O-idealet O·A = {O} og

enhedsidealet 1·A = A srerlig interesse. Et hovedideal r har

i reglen flere frembringere, men af r = Y1A = Y2A f¢lger, at

Y1 og Y2 er divisoreri hinanden. Kvotienterne Y1 -1 Y2 og

Y2- 1 Y1 er hinandens reciproke, sa vi ser, at frembringerne for

hovedidealet afviger indbyrdes ved invertible faktorer. Det er

pa den anden side klart, at en frembringer for r gange en in-

vertibel faktor giver en frembringer for r.

Lad A vrere en integritetsring, altsa en kommutativ.ring

med 1-element og uden O-divisorer. Et element pEA kaldes et

primelement, hvis det hverken er 0 eller invertibelt, og hvis

det heller ikke kan skrives som produkt af to faktorer, hvoraf

ingen er invertible. Primelementerne i ~ er saledes primtal-

lene og deres modsatte tal.

Lad M ~ A vrere en vilkarlig mrengde. Et element d E A

kaldes en st¢rste frelles divisor for M, hvis mrengden af frelles

divisorer for elementerne i M er identisk med mrengden af divi-

sorer i d. Det medf¢rer, at hovedidealet dA indeholder M

og dermed det af M frembragte ideal. En(st¢rst~ frelles divisor

for M er helt det samme som en~t¢rst~frelles divisor for det

af M frembragte ide~l. Der findes integritetsringe med delmreng-
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der, som ikke har. nogen st¢rste frelles divisor. En st¢rste

frelles divisor Yor M er helt det samme som en frembringer

for det mindste hovedideal, der indeholder M, og den st¢r-

ste frelles divisor er derfor, hvis den eksisterer, bestemt

panrer en invertibel faktor.

Definition 8.5. Ved en hovedidealring forstas en inte­

gritetsring, i hvilken ethvert ideal er et hovedideal.

Vi har vist tidligere, at ~ er en hovedidealring. Et

legeme er en hovedidealring af srerlig enkel karakter, idet 0­

idealet og 1-idealet er de eneste idealer. Det f¢lger af, at

aIle fra 0 forskellige elementer i et legeme er invertible og

f¢lgelig frembringer 1-idealet. Vi skal bruge resten af kapit­

let til en nrermere diskussion af hovedidealringe.

Definition 8.6. Ved et maksimalt ideal l en ring A

stas et ideal, som er maksimalt i mrengden af aIle idealer i

pa nrer A selv (1-idealet).

Det er klart, at 1-idealet er det st¢rste_ideal, men det

holdes altsa udenfor konkurrencen, nar der tales om et maksi­

malt ideal.

Sretning 8.7. Lad A vrere en hovedidealring og pEA

et element, som ikke er 0 eller invertibelt. F¢lgende tre be­

tingelser er da indbyrdes rekvivalente:
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1 ) . p er et primelement,

2 ) • pA er et maksimalt ideal,

3 ) ·
A et legeme.p-A er

Bevis. Vi viser f¢rst, at 1) ~ 2). Lad p vrere et

primelement og r ~ pA et ideal. Da r er et hovedideal,

kan vi vrelge yEA, sa r = yA. Men deraf f¢lger, at der

findes et element E E A, sa p = yE. Da p er et primele-

ment, er enten yeller E invertibelt, men det medf¢rer,

at r = A eller r = pA. Dermed er past'anden vist.

Vi viser, at

des der et element

2) ~ 3). A
Hvis pA ikke er et legeme, fin-

for hvilket x + pA E JL ikkepA

er invertibelt. Sa er (x+pA) A c A et ideal, der hverken er
pA = pA

O-idealet eller 1-idealet. Dets originalmrengde bliver et ideal

r ~ A, og det er klart, at pA ere A, sa pA er ikke mak­

simalt. Dermed er pastanden bevist.

A. Ved den kanoniske afbildning

For p = A~ far vi idealer AA og ~A, der begge indeholder

k:A~ A bliver k(;\A) og
.pA

Vi viser, at 3) ~ 1). Vi antager, at A
pA er et legeme.

k(~A) idealer, altsa {OJ eller

vrere at finde blandt idealerne

A
pA ·

pA og

Men

A.

sa rna AA og ~A

Deraf f¢lger, at

A og ~ rna vter-e enhed eller enhed gange p. Dermed er pa s t arr-

den bevist.

Sretning 8.8. Enhver mrengde Mien hovedidealring A

har en st¢rste frelles divisor.
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Bevis. Det f¢lger umiddelbart af, at det af M frem-

bragte ideal er et hovedideal.

SCEtning 8 .9. Lad A VCEre en hovedidealring. Da kan en

voksende f¢lge f 1
c f 2

c f
3

c af idealer l A h¢jst= = =
indeholde endeligt mange forskellige idealer.

Bevis. Vi viser f¢rst, at r = r 1 U r 2 U r 3 u er et

ideal. Af X,Y E f f¢lger, at der findes tal j,k sa x E f.,
J

men for

x E r findes et j, sa x E r j ,

Altsa er f et ideal og endda et

y E f k ,

x+y E f n c f.

og sa bar vi

n > j, k ,

For A E A,

AX E f· c f.
J

har vi sa x,y E f ,
n

altsa

hovedideal, sa vi har et element A E f, for hvilket f = AA.

Sa findes der imidlertid et n , for hvilket A E I' n' og det

medf¢rer, at f ~ f, og dermed er sCEtningen bevist.
n =

SCEtning 8 .10 . Lad A VCEre en hovedidealring, PEA et

primelement og x,y E A vilkarlige elementer. Hvis P er di-

visor i xy, er P divisor i x eller y.

Bevis. I har vi (X+PA){Y+PA) = O+PA, og da A
PA

er et legeme, far vi x+pA = 0 + PA eller y + Pi\. ="0 + PA,

altsa x E Pi\. eller y E Pi\.. Dermed er sCEtningen bevist.

SCEtning 8 .11. Lad A vser-e en hovedidealring og a E A

et element, der hverken er 0 eller .enhed: Da kan a skrives

som produkt af primelementer, og af en fremstilling af a som

produkt af primelementer fremkommer aIle andre ved at omordne
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rrekkef¢lgen af faktorerne, samt tilf¢je invertible fak-

torer, som hrever hinanden.

Bevis. Hvis a ikke er et primelement, har vi a =

a 1b1, hvor aA c a 1A
c A. Hvis a 1 heller ikke er prim-

element far vi a 1 = a 2b 2 og aA c a
1A

c a 2A c A. If¢lge

sretning 8.9 kan denne proces ikke fortsrette l det uendelige.

Den 0 ende med, at finder en primdivisor P1 i a, alt-rna Vl

0 a = P1 Q1· Hvis Q1 ikke er primelement, far vi et prim-sa

element Da f¢lgen af idealer

Q2A c ... heller ikke kan fortsrette i det uendelige, ender

vi med en opl¢sning i primelementer a = P1 P2 ... Pn . Dermed

har vi vist eksistensen af en opl¢sning i primelementer.

Hvis a = p '1~ • • • ~p~ er' en anden opl¢sning i primelemen-

ter, far vi P P - p' p'1··· n - 1··· ·m· Da er divisor i

P'1···,P'm' er divisor i p'
1

eller i P ' , p'2· .. .m ' alt-

sa i

andet

eller

er

P',2 eller P';}" .• ~P'm osv. For et eller

saledes divisor i p' , og vi har p' =v1 v1
er et invertibelt element. Vi bortforkorter

P P - p' p' p' p'2··· n - 1··· '1E: +1···v
1

- v 1 v
1

m

Nu gar

p' v 2
osv.

P2 op i h¢jre side~ og der findes et v2 * v1~ sa

= P2E:v ' hvor E: er en enhed. Vi bortforkorter P2
2 v'2

Hvis n < m, far vi tilsidst 1 pa venstre side, og de

tiloversblevne primelementer pa h¢jre side rna sa v~re diviso-

rer i 1, hvilket er umuligt. Altsa er n > m. Vi ender sa
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med et produkt af enheder pa h¢jre side, og da eventuelle

tiloversblevne primfaktorer pa venstre side matte ga op i

dette produkt, kan der ikke v~re nogen til overs, sa vi har

n = m, og produktet pa h¢jre side kommer til at besta af fak-

j = 1, ... ,n, hvor E , ••• ,E er enhederv
1
, vn

er en permutation af (1, .. . ,n). Dermed er

s~tningen bevist.

For den specielle hovedidealring ~ er den her gennem-

gaede teori kendt fra skolen. Som det fremgar af teorien, er

restklasseringen

primtal.

et legeme, hvis og kun hvis n er et

v Den franske matematiker Pierre de Fermat (1601-65) skrev
v

f i marginen i en af sine b¢ger, at han havde fundet et vidunder-
v

ligt bevis for, at der ikke fandtes naturlige tal x,y,z og n

med n > Z, for hvilke ligningen n n nx +y = z var opfyldt. Man

har ikke fundet det omtalte bevis, og aIle fors¢g pa at vise

s~tningen, har v~ret forg~ves. Fors¢gene pa at vise Fermat's

store s~tning, som den nu kaldes, f¢rte til at man studerede

visse legemer af algebraiske tal, i hvilke man kunne indf¢re

nogle hele algebraiske tal, som generaliserede de traditionelle

hele tal. Derved fik man en generaliseret talteori. Det viste

sig, at adskillige af de saledes indf¢rte integritetsringe ikke

havde entydig primtalopl¢sning, og endda ikke st¢rste f~lles

divisor. Sa viste det sig imidlertid, at man kunne indf¢re nog-

Ie sakaldte "ideale" tal, som ikke "rigtigt" eksisterede, og

derved fa entydig primtalopl¢sning. Disse ideale tal er pa det
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ncermeste det sarnme som det, vi kalder idealer, og dette er

forklaringen pa det scere navn.

Den generaliserede talteori, som gay st¢det til indf¢-

relsen af idealbegrebet, var et bekvemt hjcelpemiddel i bevi-

ser for en rcekke elementcere talteoretiske scetninger, men el-

lers varede det lcenge, f¢r den fandt anvendelser udenfor tal-

teorien. I mere moderne matematik indgar idealer i meget mere

forskelligartede anvendelser. Lad os f.eks. se pa ringen af

funktioner f:lli ~ lli. Mcengden af funktioner med fast givne

nulpunkter udg¢r et ideal. Man kan derfor studere nulpunkts-

mcengder ved at studere idealer. Dette bliver f¢rst interessant

i flere dimensioner og for ringe af mere specielle funktioner.

Fermat's store scetning er stadig ikke bevist. Blandt de

mange ting vort sidste arhundredeskifte fejredes med var opret-

telsen af en pris pa 1100. 000 tyske mark for et bevis for scet-

A
A

J
A

ningen. Der indkom et meget stort antal forkerte beviser, mest

fra amat¢rer. Prisbel¢nningen fik loY at d¢ i ubemcerkethed i

inflationen efter f¢rste verdenskrig.

Lad K vcere et legeme. En ringhomomorfi ~:~ ~ K med

~(1) = 1 afbilder ~ pa en delring af K, og denne rna vcere

en integritetsring, altsa isomorf med ~ eller med for

et primtal p. I det sidste tilfcelde bliver ringen et legeme,

sa K indeholder et dellegeme isomorft med Legemet si-

ges da at have karakteristik p. For x E K har vi da px =



(p·1)x = O-x = O. Dellegemet, som er isomorft med

8.18

er det mindste dellegeme i K, og det kaldes primlegemet

i K.

I det andet tilfrelde er ~:~ ~ K en injektiv homo-

morfi. For p,q E ~, q * 0 kan vi definere som

l¢sningen til ~(q)-x = ~(p). Det viI blive det samme som

l¢sningen til ~(rq)-x = ~(rp) for ethvert r E ~'{O}.

Altsa far vi defineret en afbildning ~:~ ~ K med ~I~ = ~.

Det ses ved direkte udregning, at ~ er en homomorfi. For

addition far vi saledes

Vi ved nu ogsa, at ~:~ ~ K er injektiv, sa K indeholder

en kopi af ~, primlegemet i K. Idette tilfrelde har K

altsa ikke endelig karakteristik. Man plejer i dette tilfrel-

de at sige, at legemet har karakteristik O.
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0VELSER TIL KAPITEL 8

. Ring, delring, venstre, h¢jre,2-sidet ideal, faktor­

ring, restklassering, nuLdi.vi s or-; etelement, kommutativ

ring, integritetsring, legeme, distributive love, modsat

element, multiplikation med nul, fortegnsregning, sum og

produkt af idealer, direkte sum af ringe, reciprok, inver­

tibel, enhed, primelement, st¢rste frelles divisor, ring af

homomorfier af abelsk gruppe, ideal frembragt af delmrengde,

hovedideal, hovedidealring, maksimalt ideal, opl¢sning i

primfaktorer, karakteristik af legeme, skuffeprincip, Fer­

mats store sretning.

8.1 . Lad M vrere en mrengde med en associativ komposi­

tionsregel *, samt en kompositionsregel x, der til­

fredsstiller begge de distributive love. Vi viI kal­

de et element a E M regulrert med hensyn til *,

hvis a*x = a*y => x='y for a l Le x,y E M. Lad nu

u,v,x,y vrere elementer af M, og lad uxv og xxy

vrere regulrere med hensyn til *. Vis, at (uxy)*(xxv) =

(xxv)*(uxy). Det antages nu, at der findes et tosi­

det neutralelement for x. Vis s~, at regulrere ele­

menter x,y med hensyn til * tilfredsstiller x*y =
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y*x.

8.2. Distributive regler nedarves ikke p~ de induce­

rede kompositionsregler for delmrengder. Pr¢v med

sma delmrengder af ~.

8.3. Lad A vrere en cyklisk gruppe med + som gruppe­

operation, og lad e E A vrere et element, som

frembringer A
1.

og lad a E A vrere et vilkarligt

element. Vis, at der findes netop en multiplikati­

on pa A, som er distributiv med hensyn til + og

tilfredsstiller betingelsen e*e = a. Vis, at A

med den saledes fastlagte multiplikation bliver en

ring. For a = 0 fas O-ringstrukturen, i hvilken

aIle produkter er O.

8 .3 .1 . Vis, at der eksisterer uendelig mange forskellige

ringstrukturer pa den uendelige cykliske gruppe ~.

Vis, at bortset fra O-ringstrukturen er aIle ring­

strukturer pa en cyklisk gruppe af primtalorden

indbyrdes isomorfe.

Vis, at der findes netop 3 isomorfiklasser af rin­

ge med ~4 som den additive gruppe. Denne gang er

O-ringstrukturen talt med.
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8 . 5 .

8 .6.

8 .8.

8 .9.

0velser 8.3.

Angiv aIle ringe med 6 elementer.

De ringe, der er konstrueret i opgave 8.3 med

underafdelinger, er aIle kommutative. Pr¢v at

konstruere en ikke kommutativ ring med 4-grup­

pen som den additive gruppe.

Angiv aIle ringe med 4-gruppen som additiv grup­

pe og med 1-element.

Lad A v~re en ring. Vi definerer en addition +

og en multiplikation .' pa LlxA ved (X,A) +

(y,~) = (x+Y, A+~) og (X~A)(Y,~) = xy + X·~+y·A

+ A~. Vis, at LlxA derved bliver en ring med

(1,0) som 1-element og med en kapi af A som et

2-sidet ideal.

Lad A v~re en ring med 1-element 1, og lad A E A

v~re et element, for hvilket der findes netop 1

element ~ E. A, som tilfredsstiller A~ = 1. Vis,

at A er invertibelt.

Vis, at det mindste h¢jre ideal, der indeholder et

givet venstre ideal er 2~sidet.

Lad It vter-e en ring og J ~ A et venstre ideal.

Vis, at mzengden I ~ {A E. A I V~ E J.(A~=O)} er et

2-sidet ideal.
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Lad A vrere en ring. Vis at mrengden af elemen-

ter i A, som hverken er venstre eller h¢jre nul-

divisorer, er stabil med hensyn til multiplikation.

8 .11 . Mrengden r = {x+iYlx,y E ~} er en delring i ~.

Beskriv et vilk~rligt hovedideal i r. Vis, at

ethvert ideal J ~ r (p~ nrer O-idealet) er iden-

tisk med idealet frembragt af et afde numerisk

mindstefra 0 forskellige elementer i J. Alts~

er J en hovedidealring, og sretningen om entydig

primtalsopl¢sning grelder i J.

Lad x+iy, x,y E ~ vrere et ikke reelt primelement

meldags primtal). Vis dernrest, at

(alts~ et gam­

x 2+y 2 enten er

i

at

r. Vis, at x-iy ogs~ er et primelement, og

2 2x +y er et primelement i ~

2 eller et primtal af formen 4n+1. Heraf f¢lger,

at aIle gammeldags primtal af form 4n+3 er prim-

elementer i r.

Fermat viste, at ethvert primtal af form 4n+1

kan skrives som sum af to kvadrattal, ogOdet spal-

tes derfor i to indbyrdes konjugerede primelementer

i r.

Integritetsomr~det r er f¢rst unders¢gt af Gauss,

og det kaldes derfor det Gaussiske integritetsomr~-

de. Det har en del anvendelser i talteori.
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Enhederne i r er ± 1, ± i, og de numerisk

mindste primtal er ±1 ±i, ±2±i, C.±_1±.i2,_>±3,

*i3, ±2±i3, ±3±i2, ±4±i, ±1±i4, ±5±i2, ±2±i5,

±6±i, ±1±i6, ±5±i4, ±4±i5, ±7, ±i7, ...

8 .12.

Pa figuren er

afsat de Gaussi­

ske primtal,

hvis numeriske

va:rdi har sit

kvadrat < 50.

Lad r va:re en

ring med 1-ele­

ment 1. Lad M"

•

ft ' •

. .

.,

•

• •

•

va:re en ma:ngde af

venstre idealer i r totalt ordnet ved inklusion.

Det antages, at enhedsidealet ikke tilh¢rer M.

Vis, at foreningsma:ngden J af idealerne i M er

et ideal forskelligt fra enhedsidealet. Benyt der­

na:st Zorns lemma til et bevis for, at ethvert ideal

forskelligt fra enhedsidealet i en ring med 1-ele­

ment kan udvides til et maksimalt ideal.

8 .13 . Lad K va:re et legeme, og lad

bildning som for aIle x,y E K

tingelsen f(x+y) = f(x)+f(y),

f:K ~ K va:re en af­

tilfredsstiller be­

og som desuden for
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aIle x E K'{O} tilfredsstiller betingelsen

f(x)f(x- 1) = 1. Vis, at feller -f for aIle

x E K tilfredsstiller betingelsen

(f(x))2. Vis dern~st, at hvis K

rakteristik 2, er enten feller -f

2
f(x ) =

ikke har ka-

en homomor-

8 .14.

8 .15.

8.16.

fi af K pa et dellegeme af K. Godt rad: Be-

nyt identiteterne

2 -1 -1-1
x = ((x-1) -x ) + x

2 2
4xy = (x+y) - (x-y) .

Vis, at summen af elementerne i et endeligt lege-

me, der ikke har karakteristik 2, er lig med O.

Lad A vrere en kommutativ ring med 1-element, og

lad I c A vrere et ideal med den egenskab, at for

ethvert element x E I er 1+x invertibel. Vis,

at ethvert maksimalt ideal indeholder I, og der-

n~st at frellesmrengderne for aIle maksimale idealer

i A er det st¢rste ideal med dennrevnte egenskab.

Det kaldes radikalet for A. Til det sidste sp¢rgs-

mal rna resultatet for opgave 8.12. 'benyttes.

Lad A vrere en integritetsring. Pa mrengden M
1

af

aIle par (x,y) af elementer fra A indf¢rer vi kom-

positionsreglerne (x1'Y1)+(x2'Y2) = (x1Y2+x2Y1'Y1Y2)'

(x1 , y1)(x2'Y2) =(x1x2'Y1Y2). Vis, at disse er asso­

ciative og kommutative, men at multiplikationen ikke
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er distributiv med hensyn til additionen.

Lad M2 ~ M1
vcere mcengden af par (x~y) med

y * O. Det er klart~ at M2 er stabil med hen-

syn til kompositionsreglerne. Vi skriver (x~y)

(u~v)~ hvis xv = yu. Vis~ at

lensrelation.

er cekviv e-.

Vis~ at de ovenfor definerede kompositionsregler

definerer kompositionsregler pa mcengden K af

cekvivalensklasser i M2. Det er klart~ at disse

kompositionsregler bliver associative og kommuta­

tive. Vis~ at de distributive love gcelder~ sa K

bliver en ring.

Vis~ at ringen K er et legeme~ og at en injektiv

homomorfi ~:A + K kan defineres~ ved at ~(A)

skal vcere den cekvivalensklasse~ der indeholder

(A~1). Vis~ at hvert element k E K er l¢sning

til en ligning ~(A)X = ~(~), hvor A~~ E A og

A * O.

Legemet K kaldes kv6tientlegeme for ringen A.

Det kan vises~ at det i en vis forstand er entydigt

bestemt ved A. Konstruktionen gar med en beskeden

mod i.f' i.ka t i.on , hvis A ikke har 1-element. Hvis · A

har O-divisorer rna betingelsen y * 0 i definitio­

nen af K2 cendres til~ at y ikke rna vcere O-divi­

sor~ og sa er det ikke mere sikkert~ at ~ bliver
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injektiv." Det kan vises (ved temmelig komplicerede

eksempler), at der ikke er nogen rimelig generali­

sation af teorien for kvotientlegeme til det ikke

kommutative tilf~lde.
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Nogle interessante ringe.

Lad A v~re en kommutativ ring og G en gruppe.

M~ngden M af afbildninger f:G + A er da en kommutativ

ring, idet f+g og fg defineres ved (f+g)(x) = f(x)+g(x)

og (fg)(x) = f(x)g(x). Delm~ngden M' af afbildninger

f:G + A, for hvilke f- 1(A'{O}) er en endelig mrengde,

(altsa de afbildninger, der h¢jst for endelig mange x E G

har f(x) * 0) er abenbart en delring, og det er for resten

helt oplagt, at den er et ideal.

Ved gruppe-ringen for G over -A forstar vi m~ngden

M' med + og med en multiplikation defineret ved

(f*g)(x) = L f(y)g(z),
yz=x

hvor udtrykket pa h¢jre side skal forstas som summen af ele-

merrt er-rie i mamgd en · {f(y)g(z) Iy E G, z E G, yz = x} , og det

rna indr¢mmes at dette udtryk egentlig ikke er meningsfyldt,

da m~ngden kan v~re uendelig. Den indeholder imidlertid

h¢jst endelig mange elementer, som ikke er 0, og vi fortol-

ker summen som summen af en vilkarlig endelig delm~ngde, der

blot skal omfatte all~ ~e fra 0 forskellige elementer.



Vi viI bruge betegnelsen AG for gruppe-ringen for

Gover A. Hvis f,g,h E AG er vilkarlige elementer af

gruppe-ringen, har vi

(f*(g+h)) (x ) = L fey) (g(z)+h(z)) =
yz=x

L ( f ( Y ) g ( Z ) +f Cy )h ( Z )) =
yz=x

L f(y)g(z)+ r f(y)h(z) = (f*g) (x)+(f*h) (x ) = ((f*g)+(f*h)) (x ) ,
yz=x yz=x

Det andet lighedstegn f¢lger af, at mUltiplikationenPa A er

distributiv med hensyn til additionen. Det tredie ligheds-

tegn kommer af, ataddendernes orden ved ringaddition er uden

betydning for summens v~rdi. Vi har bevist, at den ene distri-

butive lov g~lder i AG og den anden bevises selvf¢lgelig

helt analogt. Endvidere er

«(f*g)*h) (u ) = L L f(x)g(y) )h(z) =
vz=u xy=v

og

L f(x)g(y)h(z)
xyz=u

(f*(g*h))(u) = L f(x) L g(y)h(z) =
xw=u yz=w

L f(x)g(y)h(z)
xyz=u

Det sidste lighedstegn i de to ligninger fremkommer, ved at

summen ganges igennem med h(Z) i den f¢rste og med f(x)

l den sidste relation og derefter erstattes de dobbelte sum-

mationer med en enkelt summation. I den f¢rste relation dre-

jer det sig om leddene f(x)g(y)h(z) svarende til de s~t

(x,y,z) for hvilke der findes et v, sa xy = v og vz = u,

men det er netop aIle (x,y,z) med xyz = u. For den anden
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relation g~lder en analog betragtning. Dermed har vi vist

den associative lov, og vi ved s~ledes nu, at gruppe-ringen

AG virkelig er en ring. Multiplikationstegnet * udelades

i det f¢lgende.

For A E A, g E G indf¢rer vi betegnelsen Ag for

det element i AG, der defineres ved

Ag(X)
hvis x = g

hvis x * g.

Den valgte betegnelse kan give anledning til misforstaelse,

hvis der i forvejen er defineret et ydre produkt som AxG + G,

og i sa fald rna vi altsa ~ndre betegnelserne.

Lad nu f ~ AG v~re et vilkarligt element. Vi kan da

vrelge indbyrdes forskellige g1~ ... ~gn E G~ sAledes at

f(x) = 0, hvis x E G ikke er et af elementerne gv. Hvis

vi nu har = A E.Av for v = 1, ... ,n, far vi

For elementerne Ag E AG har vi regnereglerne

Gruppe-ringen bestar saledes af aIle elementer af for­

men A1g1+ ... +Angn med nElli, g1' .. ·,gn E G, A1,.··,An E A,

og to sadanne elementer er ens, hvis og kun hvis aIle led Ag,

der optr~der i det ene, men ikke det andet, har A = o. Vi

regner i¢vrigt med udtrykkene ganske som med s~dvanlige fler-

leddede udtryk.
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Lad e E G v~re neutralelement. Afbildningen

~:A + AG defineret ved ~(\) = \e er da en injektiv

ringhomomorfi, og billedm~ngden {\el\ E A} er en kopi

af A. Vi finder det praktisk at skrive \ i stedet for

\e og betragte A selv som en delring af AG.

Hvis 1 E A er- ~~element far vi en afbildning

~:G + AG defineret ved ~(g) = 1-g for aIle g E A, og

det er klart, at ~ bliver en injektiv homomorfi af

G ind l AG med multiplikation. Vi skriver g i stedet

for 19 og regner, som om G er en delm~ngde af AG. Ele-

mentet 1-e er neutralelement for gruppe-ringen, og vi be-

tegner det med 1 eller e, som det passer os.

Eksempel. Elementerne i

med a O,a1 E lR, medens x

2Z 2 '
0 vi har 2

1 .sa x = e =

ringen bliver

er det ikke neutrale element i

Kompositionsreglerne i gruppe-

Elementerne a ± ax bliver O-divisorer, idet (a±ax)(a~ax) =

O.

Vi kan bruge {1,i,-1,-i) med multiplikation som en

kopi af 2Z 4 ' og vi far da en gruppe-ring lR 2Z 4 bes taende

af elementer af formen
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a o + a 1' .- 1 + a ·i + a ' -- i11'

Additionen sker pa den helt

selvf¢lgelige made, og det samme grelder multiplikatio-

nen, som defineres ved

Det er ikke ~, vi finder igen pa den made, men vi kan

fa ~ til at opsta som kvotientring. Lad J vrere mreng-

den af elementer af den specielle form

x = a O + a O--1 + a 1 -'i +,' a 1--i

Det er klart, at addition af elementer i J giver elemen-

ter i J, og deter klart, at multiplikation af et element

fra J med et reelt tal igen giver et element fra J. Nu

er

og det ses umiddelbart, at x--1, x-i og x--i igen til-

h¢rer J. Dermed har vi vist, at J c lli~4 er et ideal.

Det ses nu let, at hver restklasse a O+aO'--1+a1-i+a1 '--i + J

indeholder netop et element, i hvilket -1 og -i har koef-

ficient 0> nemlig (aO-aO') + (a1-a1 ')i> og regningen med

disse reprresentanter bliver netop regningen med komplekse

tal.
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I kapitlet om grupper omtalte vi kvaterniongruppen

K best~ende af ±1, ±i, ±j, ± k med kompositionsregler

.i 2 = J 2 = k 2 = e e-1, J k = - kJ = i, ki = -ik = j, ij = -ji = k,

og s~dvanlige fortegnsregler. Vi f~r en gruppe-ring lliK

best~ende af elementer

a +a '--1+a -i+a '--i+a -j+a '--j+a ·k+a '--k.o 0 1 1 2 2 3 3

Vi viI ikke skrive multiplikationsreglen op - der kommer

64 led, og det er jo lidt rigeligt. Det ses imidlertid helt

som fn<r, at elementerne med aO~aO' = a-a' - a '-'oa ' =~ 1- 1 - 2~ 2

a ~a ' = 0 udg¢r et ideal, s~ vi far en kvotientring E3 3
bestaende af sideklasser, der hver indeholder netop en re-

prresentant af formen a O+a1i + a 2j + a
3k,

og regning med

disse repr~sentanter foregar efter reglerne

og

Vi ved, at E med disse regneregler bliver en ikke kommu-

tativ ring. For



9.7

definerer vi det konjugerede element

u = a O - a
1i

a 2j
- a

3k,

og regnereglerne giver

2 2 2 2
uu = a O + a

1 + a 2 + a
3

,

sa vi kan indf¢re numerisk va:rdi ved

lui = vuii ,

Det ses endvidere umiddelbart, at vi har regnereglerne

u + v =·u + v; uv = VUe

Derfor er

2
luvl = uvuv -to--= uvvu 2­= ulvl u

- "~'2 2 2
= uu l v ! = lui l v l ",

vi ser yderligere, at u * 0 har

sa vi har luvl = lui Ivl. Da lui = 0 er ensbetydende

med u = 0, finder vi, at ~ er uden O-divisorer. Men

u som inverst ele-
~

ment, og dermed har vi vist, at ~ er et legeme. Det

kaldes legemet af kvaternioner.

Kvaternionerne indf¢rtes af Sir William Hamilton

(1805-65). Vi skal ikke ga na:rmere ind pa dem, blot na:v-

ne, at de er et eksempel pa et ikke kommutativt legeme.

De har va:ret meget grundigt unders¢gt, og de har va:ret

anvendt i mekanisk fysik. De spiller stadig en vis rolle.
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Det skal tilf¢jes, at det kan vises, at aIle endelige

legemer er kommutative, men det er ikke helt let.

Kvaternionerne af form x+iy udg¢r en kopi af kom-

plekse tal, og ved omskrivningen

far vi en fremstilling af kvaternioner ved komplekse tal.

Vi kan regne med disse udtryk pa s~dvanlig vis, men vi rna

huske, at vi har z2 j = jZ2 i stedet for den kommutative

love

Lad nu A og A1 v~re kommutative ringe og G en

gruppe. Lad c.p:A -+ A1' v~re en ringhomomorfi. Lad f, f 1 ' f 2 :

G -+ A v~re elementer af gruppe-ringen AG. Vi definerer

c.pG: AG -+ A1G ved c.pG(f) = c.pof. Vi har da trivielt

~G(f1+f2) = ~G(f1) + ~G(f2) og knap s~ trivielt for et~

hvert x E G

~G(f1f2)(X) = (~..f1f2)(x) = ~(f1f2(x» = ~( L f 1(y)f2(z» =
yz=x

L c.p(f1(y))c.p(f2 ( Z ) ) =
yz=x

L (~G(f1)(Y»(~G(f2)(z» = .
yz=x

Altsa er c.pG en ringhomomorf~ induceret af c.p. I¢vrigt er
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Hvis A og A1 har 1-elementer, og ~ afbilder 1­

element i 1-element, viI ogs& ~G afbilde 1-element l

1-element.

Gruppe-ringen A~ er ringen af generaliserede poly-

nomier

1 x P + 1 x p+ 1+ +1 x P+ n
/\p /\p+1 · .. /\p+n

hvor X er frembringer for ~. Specielt har vi O-poly-

nomiet med aIle koefficienter 0 som"neutralelement for +.

For aIle andre polynomier findes der netop et udtryk med

Ap * 0 og Ap+ n * 0, og sa er p den mindste og p+n

den h¢jeste forekommende eksponent. For n=O best&r poly-

nomiet af et eneste led. Multiplikation foreg&r efter reg-

len

(A XP+ ... +A XP+n)(A',XP(+ ... +A' .. , ,xp'+n') =
p p+n p p +n

A A' xP+P'+(A A' +A A' )XP+ P'+1+ ... +A A' Xp+p'+n+n~
.p p' p p+1 p+1 p p+n p'+n'

Hvis A er en ring uden O-divisorer, viI de mindste og de

h¢jeste forekommende eksponenter adderes ved multiplikation

af de generaliserede pOlynomier, og

den O-divisorer.

bliver en ring u-

Ringen A[X] af pOlynomier over A er delringen af

A~ omfattende de generaliserede pOlynomier, der ikke inde-

holder negative eksponenter. Graden af et pOlynomium er
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den h¢jeste forekommende eksponent. Hvis A ikke har 0­

divisorer, adderes graderne ved multiplikation af poly­

nomier. Polynomierne af grad 0 udg¢r sammen med O-poly­

nomiet en kopi af A, delringen af "konstante" polyno­

mier.

For et polynomium i A[X] viI vi anvende en beteg­

nelse

hvori frembringeren X for ~ er anf¢rt eksplicit. For

A E A er

peA)

et element af A, sa polynomiet P(X) inducerer en af­

bildning P:A + A. For A E A definerer evA(P(X)) = peA)

en afbildning evA:A(X) + A, evaluationsafbildningen eller

v~rdiafbildningen.

Sretning 9.1. Afbildningen evA:A(X) + A er en homo­

morfi.

Bevis. Det er klart for vilkarlige pOlynomier



ev (p(X)Q(X))
p q j+k

= ev~( ~ ~ a.bkX ) =
j =0 k= 0 J
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Dermed er sretningen bevist.

Populrert sagt er sretningen rigtig, fordi vi regner

med de abstrakte polynomier ganske som vi lrerte i skolen

at regne med rigtige polynomier. Fordelen ved den abstrak-

te definition er, at vi har givet den "ubestemte" X en helt

konkret betydning, og alligevel undgaet, at X er et ele-

ment af ringen.

Lad L ~ A vrere en ring, der har A som delring. Sa

inducerer inklusionsafbildningen_ j:A + L en injektiv af-

bildning J:ALZ + L LZ, og ved restriktion giver denne en injektiv

afbildning J:A[X]-,+ L[X]. Der ligger ikke andet idette,

end at et pOlynomium over A kan fortolkes som et polyno-

mium over L. Derved bliver evA(P(X)) defineret ogsa for

A E L.

Nu v i L vi ga over til specielt at unders¢ge ringen KLX1!

af polynomier over et legeme K. .Det fremgar af hvad vi al­

lerede har vist, at K['X] er en integritetsring. Vi viI nu

vise den vigtige sretning om ufuldstrendig division af polyno-

mier. Den er kendt fra skolen.
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s~tning 9.2. Lad K v~re et legeme, og lad D(X)

og E(X) v~re pOlynomier i K[X]. Hvis D(X) ikke er

O-polynomiet, findes der et og kun et polynomium

Q(X) E K[X], for hvilket vi har

E(X) = D(X)Q(X) + R(X),

hvor R(X) E K[XJ er et pOlynomium af effektivt lavere

grad end D(X), eventuelt O-polynomiet.

Bevis. Hvis der findes to pOlynomier Q1(X) og Q2(X)

med den omtalte egenskab, g~lder en relation

hvor R1(X) og R2(X) har lavere grad end D(X). Idet vi

skriver ligningen pa formen

ser vi at D(X)(Q1(X)-Q2(X)) har effektivt Iavere grad

end D(X), og det sker kun for Q1(X) = Q2(X). Dermed

har vi vist entydigheden.

For at vise eksistensen, bem~rker vi f¢rst, at vi for

hvilket som heIst polynomium Q(X) kan v~lge R(X), sa

vi har relationen

E(X) = D(X)Q(X) + .R(X).

Lad os antage, at R(X) har mindst. samme grad som D(X).
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Vi har udtryk

D(X)

R(X)

r<J

R(X) =

Vi indf¢rer

r
Q(X) = Q(X) + d

q
Xq

-
p

P

r<J r q qp= R(X) - ~ X - D(X),
P

og vi ser da, at R(X) har grad ~ q - 1, og at vi har

E(X) = D(X)Q(X) + R(X) .

Efter h¢jst q - P + 1 gentagelser af denne proces far

vi en fremstilling med de i sretningen pastaede egenska-

ber. Processen kaldes ufuldstrendig division eller divi­

sion med rest.

I denne sammenhreng skal vi kort gentage nogle resul-

tater, der kendes fra skolen, med den tilf¢jelse, at de i

det store og hele (vi lover at fremhreve undtagelsen, nar

vi nar til den) grelder for polynomier over vilkarlige le­

gemer. For D(X) = X - A, hvor A E K, far vi specielt

E(X) = (X-A)E1(X) + p,

hvor p er et polynom.ium af grad 0, eller-eventuelt

nUlpolynomiet, altsa p E K. Ved at anvende eVA
0pa

begge sider far vi

E(A) = p •
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Hvis E(A) = 0, kalder vi A en rod i E(X) . Der fin-

des da et naturligt tal p, saledes at E(X) = (X-A)PE (X)
P

og E (A) =1= O. Tallet p kaldes multipliciteten af A.
P

Da K [X] er en integritetsring, vil de fra A forskel-

lige r¢dder i E(X) netop v~re r¢dderne l E (X).
P

Gene-

relt har vi en opl¢sning i faktorer

hvor E(X) er et polynomium, som ingen r¢dder har. Tallet

P1+ ... + Pv er antallet af r¢dder i E(X) talt med multipli­

citet. Det f¢lger heraf, at en ligning af grad n har h¢jst

n r¢dder, selv om r¢dderne trelles med multiplicitet. For

polynomier P1(X) og P2(X) af grad < n finder vi, at af-

.bildningerne P
1,P2:K -+ K ikke vil v~re indbyrdes identiske,

med mindre P1 (X) = P2(X) eller K er et legeme med h¢jst

n elementer. (Dette forbehold er den ovenfor n~vnte undta-

gelse) .

Eksempel. I legemet ~ med p elementer, hvor p erp

et primtal, er

gruppe af orden

~ '{O} med multiplikation som operation enp

p-1. Derfor tilfredsstiller ethvert element

A E ~p'{O} betingelsen AP- 1 = 1. Heraf f¢lger, at poly­

nomiet P(X) = xP - X tilfredsstiller betingelsen peA) = 0

for alle A E ~ , sa P(X) definerer den samme afbildningp

~ -+ ~ som O-polynomiet.
p p

Sretning 9.3. For ethvert legeme K er K[X] en hoved-

idealring.



9 .15

Bevis. Lad J ~ K[X] v~re et ideal. Hvis J = {O}

er J = (0), alts~ et hovedideal. Hvis J * 0, kan vi

v~lge et polynomium D(X) E J'{O} af lavest mulig grad.

For E(X) E J kan vi s~ v~lge et polynomium Q(X), s~

E(X) - Q(X)D(X) = R(X) har effektivt lavere grad end

D(X). Men vi har R(X) E J og vi kan derfor slutte, at

R(X) = 0, alts~ E(X) = Q(X)D(X). Dermed har vi vist,

at J = (D(X)), og dermed er s~tningen, bevist.

Det er klart, at elementerne af K'{O}, alts~ de

konstante polynomier undtagen O-polynomiet, er de inver-

tible elementer i K[X11
• Frembringerne for et hovedideal

J afviger indbyrdes ved invertible faktorer, s~ et ideal

J har netop 1 frembringer af den specielle form

D(X) = xP + Xp- 1
ap _ 1 +. · · +a O•

Et polynomium af denne form kaldes normeret.

Vilk~rlige polynomier P1(X), ... ,Pn(X) frembringer

et ideal

og dette ideal er et hovedideal, s~ det frembringes af 1

polynomium

hvor H1 (X), ... ,H (X) E xtxr. Alts~ er D(X) divisor i
. n
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P1(X), ... ,Pn(X), og udtrykket for D(X) ved disse poly­

nomier viser, at mrengden af divisorer i D(X) netop er

mrengden af frelles divisorer i P1(X), ... ,Pn(X), og D(X)

er saledes en st¢rste frelles divisor for P1(X), ... ,Pn(X).

Et pOlynomium P(X) kaldes irreducibelt, hvis det ik-

ke kan skrives som produkt af 2 polynomier af grad > 0,

altsa hvis P(X) er et primelement i KrX], og det er

if¢lge sart n i ng .8.7 ensbetydende med, at idealet

k · It . t · K[X]rna Slma , og med, at res klasserlngen TflrxTT

(p(X)) er

er et legeme.

Hvis

restklasse

lynomium

P(X) har grad 1, er det irreducibelt, og hver

Q(X) + (p(X)) indeholder netop et konstant po­

K[X]
A f K, sa restklassen er A + (P(X)), og (p(X))

bliver sa isomorf med K.

If¢lge sretning 8.11 kan et polynomium P(X) skrives

som produkt af irreducible polynomier og bortset fra kon-

stante faktorer kun pa 1 made.

Efter disse generalisationer af resultater, som er vel-

kendte fra skolen, viI vi fortsrette med en sretning, som vi

skal bruge i teorien for vektorrum. Vi minder om, at ikke

a L'Ie andengradspolynomier i lli,[X:] har l¢sninger, og det var

motiveringen for vor indf¢relse af ~, idet vi har

og aIle andengradspolynomier i ~rX] har l¢s-

ninger. Den f¢lgende sretning generaliserer denne situation.
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Sretning 9.4. Lad K vrere et legeme og P(X) E K[X]

et polynomium af grad > 2. Der findes da et legeme L

og en injektiv homomorfi j:K + L, for hvilken det grel-

der, at den inducerede homomorfi J:K[X] + L[X] afbilder

P(X) pa et polynomium, der opl¢ses i f¢rstegradsfaktorer

l L[X].

Bevis. Vi ser f¢rst pa det specielle tilfrelde, hvor

P(X) er irreducibelt. Idet Y er frembringer for en uen-

delig cyklisk gruppe, der ikke har elementer frelles med den

af X frembragte, betragter vi K[YI, som blot er en kopi

hvor P(Y) fas afaf K[X]',

at skrive

samt P(Y) E K[Y],

Y l stedet for X. Vi definerer nu

P(X) ved

K[ y]
L = (pey)).

Inklusionsafbildningen K + K{Y] sammensat med den kanoniske

afbildning K[Y] -+ (~~~}T giver en injektiv afbildning

K + L, og derved kan P(X) fortolkes som et pOlynomium

over L. Men indsrettelse af Y + (P(Y)) for X i p(X) gi­

ver p(Y) + (p(Y)) = (P(Y)), og det er O-elementet l L,

sa Y er rod i P(X). Altsa er p(X) ikke irreducibelt

over L.

Lad nu P(X) vrere vilkarligt. 'Vi opl¢ser p(X) i ir-

reducible faktorer l K[X]. Hvis aIle disse faktorer har

grad 1, kan vi blot vrelge L = K. Ellers kan vi vrelge L1,

sa L1 indeholder en kopi af K, og saledes at mindst en

af de irreducible faktorer ikke mere er irreducibel over L1.
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Sa opl¢ser vi igen i irreducible faktorer, og vi far mindst

en faktor mere end f¢r. Hvis der stadig er irreducible fak-

torer af grad > 2, kan vi veelge et nyt legeme L2 :::>L
1

pa

samme made, sa vi over L2 far mindst en irreducibel fak­

tor mere. Efter endelig mange skridt bliver antallet af fak-

torer lige sa stort som graden af P(X), og sa er aIle fak-

torerne af f¢rste grad. Dermed er seetningen bevist.

v Det er bare selve seetningen, vi far brug for, sa det er
v

f ikke rimeligt at ofre tid pa en mere dybtgaende unders¢gelse
v

af sagen. Hvis K er et legeme og P(X) E K[X] irreducibelt

af grad ~ 2, og L > K et legeme, i hvilket P(X) har

en rod a, da findes der et mindste legeme L
1
~ L, som in­

deholder K og a. Hvis L
1:::>

K og L2:::> K er sadanne

mindste udvidelser, i hvilke P(X) har en rod, da findes en

isomorfi ~:L1 + L2, som afbilder hvert element af K pa

sig selv. Hvis p(X) er et vilkarligt polynomium, geelder der

et tilsvarende resultat om eksistens og entydighed pa neer iso-

morfi af en mindste udvidelse L:::> K, i hvilken p(X) kan

opl¢ses i faktorer af grad 1. Vi far nu en gruppe af auto-

morfier L + L, som lader hvert element af K ligge fast,

og med sammenseetning som komposition. Denne gruppe kaldes Gal-
'\

Glsgruppen for P. Det viser sig nu, at der er en bijektiv

forbindelse mellem de legemer M, der tilfredsstiller

L ~ M ~ K, og Galoisgruppens undergrupper. Af denne forbin-

delse udledes bl.a. Abels scetning om, at der ikke findes no-

gen formel, der udtrykker l¢sningen i en vilkarlig femtegrads-
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A

f ligning med komplekse koefficienter ved hj~lp af elemen-

~ t~re regneoperationer og roduddragning.

S~tning 9.5. Lad L v~re et legeme, og K cL et

dellegeme, og lad P1(X) og P2(X) vrere polynomier i

K[X]. Hvis P
1(X)

og P2(X) har st¢rste frelles divisor

D(X), viI de ogsa som elementer af L[,X] have st¢rste

frelles divisor D(X). Hvis P
1(X)

og P
2(X)

har en frel­

les rod i L, viI deres st¢rste f~lles divisor i K[X]

v~re af grad > 1.

Bevis. At P1 (X) og P2(X) har D(X) somst¢rste

f~lles divisor l K[X] ,.. " betyder, at P1 (X) og P2(X) i

K[X] frembringer idealet (D(X)) = .D(X)K[X] Et ideal l LL)C] ,

som indeholder P
1(X)

og P2(X) , rna indeholde D(X) K[X]

og derfor er D(X)L[X] det af P
1(X)

og P2(X) frembragte

ideal i L[,X] og deraf f¢lger, at D(X) er st¢rste f~lles

divisoriL[X] for P
1(X)

og P2(X). Hvis

har en f~lles rod i L, er D(X) af grad

P
1(X)

og P2(X)

~ 1, da D(X)

ogsa er frelles divisor i L[X] for P
1

(X) og P2(X). Dermed

er s~tningen bevist.

S~tningen giver udtryk for, at det at v~re st¢rste f~l-

les divisor er en absolut egenskab i mods~tning til de egen-

skaber, der kun har gyldighed i relation til et bestemt le-

geme, f.eks. irreducibilitet.
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Et pOlynomium

har en differentialkvotient

p'(X) = a

Dette begreb er indf¢rt i skolen for polynomier over de

reelle tal, men det er klart, at P'(X) er et udtryk,

der giver mening for et vilkarligt legeme. Det kan sa ef-

tervises ved blot at regne efter, at P(X) + Q(X) har

differentialkvotient P'(X) + Q'(X), medens' P(X)Q(X)

har differentialkvotient P'(X)Q(X) + p(X)Q'(X). Af

hvor P1(A) * 0 f¢lger

hvor P2(X) = qP
1(X)

+ (X-A)P
1

,(X). Heraf f¢lger, at en

q-dobbelt rod i P(X) er mindst q-1-dobbelt rod i p'(X).

Vi far P2(A) = QP1(A). Vi far saledes P2(A) * o~ hvis

legemets karakteristik ikke er divisor i multipliciteten q.

I legemer, som ikke har endelig karakteristik, vil et ele-

ment A vrere q-dobbelt rod i et pOlynomium P(X), hvis

og kun hvis den er rod i P(X) og i differentialkvotien-

terne op til orden q-1. Derimod kan det for polynomier

over legemer med endelig karakteristik indtrreffe, at en rod
A

f i et pOlynomium er rod med endnu h¢jere multiplicitet i dif-

~ ferentialkvotienten.
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Et s~rlig interessant specialtilf~lde er legemet

~ af komplekse tal med dellegemet. lli af reelle tal.

Lad P(X) E ~[X] v~re et polynomium

Automorfien K:~ + ~ defineret ved K(Z) = Z udvides

til en automorfi ~:~[X] + ~[X] ved

Sammenh~ngen mellem afbildningerne P:~ + ~ og P:~ + ~

er givet ved

Af

f¢lger

sa vi kan slutte, at det konjugerede tal til en q-dobbelt

rod i p(X) er en q-dobbelt rod i P(X).

De elementer af ~[X], der afbildes pa sig selv ved

K, er netop polynomier i lli[X], altsa polynomierne med

reelle koefficienter, og for disse giver vort sidste re-

sultat specielt, at r¢dderne i et polynomium P(X) E lli[X]

er dels reelle, dels komplekse, og disse sidste falder i

par af konjugerede, saledes at konjugerede r¢dder har sam-
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me multiplicitet.

Algebraens fundamentals~tning siger, at polynomier­

ne i ~[X] opl¢ses helt i faktorer af f¢rste grad. Da

. (X-A) (X-X) = X
2

- (A+X")X + 11..1
2

er et polynomium med reelle koefficienter, viI polynomier

i lli[X] opl¢ses i irreducible faktorer af grad < 2. Spe­

cielt kan vi slutte, at et p o Lynom i.um P(X) E lli[·X] af

ulige grad har mindst en rod.
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0VELSER TIL KAPITEL 9

stikord:

Kvaternioner, komplekse r¢dder i reelle pOlynomier,

rod, multiplicitet, irreducibel, opl¢sning i faktorer,

st¢rste fcelles divisor, gruppe-ring, udvidelse af ringho-

momorfi til gruppe-ringen, grad, konstant pOlynomium, hul-

pOlynomiet, evaluationsafbildningen, ufuldstcendig division,

differentialkvotient af polynomium, konstruktion af udvi-

delseslegeme, i hvilket et givet pOlynomium kan opl¢ses i

faktorer af f¢rste grad.

9.1 · Angiv kompositionsreglerne i grupperingen

hvor L'l2
2

er 4-gruppen.

2
JR2Z 2 '

9.2. Find kvaternioner u og v som tilfredsstiller

u(2+i3-j-k2) = 2+i6-j3+k4

(2+i3-j-k2)v = 2+i6-j3+k4.

9.3. I legemet af kvaternioner har 0 kun en kvadratrod,

medens ethvert negativt reelt tal har mange for-

skellige kvadratr¢dder, og enhver anden kvaternion

har netop 2 kvadratr¢dder. Eftervis dette - det er

ikke frygtelig svcert.
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9.4. Fors¢g at bestemme kommutatorundergruppen i den

multiplikative gruppe ~,{O} af kvaternioner.

For det f¢rste er det let at se, at enhver kommu-

tator har numerisk v~rdi 1, sa kommutatorunder­

gruppen er del af undergruppen S3 af kvaternio-

ner med numerisk v~rdi 1. For enhver kvaternion

x g~lder relationen -1 -1 -2 2x x jx ( x j ) = I x I x,

og derfor giver opgave 9.3, at ethvert element i

S3 endda er en kommutator. Gruppen S3 er identisk

med sin kommutatorundergruppe.

9.5. Angiv centrum for den multiplikative gruppe af kva-

ternioner.

9.6. Vis, at f¢lgende relationer g~lder for polynomier

over 2Z :
n

9.7. Vis for et primtal p > 2, at f¢lgende relation g~l-

der for polynomier over 2Z
P

9.8. Find en st¢rste f~lles divisor for polynomierne (over

JR.)

og
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9.9. Find polynomier p(x) og Q(x) over lli af lavest

mulig grad, og som tilfredsstiller ligningen

32342(x +4x -1 )p(x)-(x +4x-1 )Q(x) = x -4x -x .

9.10.

9 .11 .

L¢s ligningen (over ~)

Lad L v~re et legeme med et dellegeme K c L.

Lad ~ E L v~re et vilkarligt element. Vis, at der

findes netop 1 irreducibelt normeret polynomium

p(X) E K[X] med ~ som rod. Vis, at v~rdiafbild-

ningen ev :K[X] + L inducerer en homomorfi ~:

°K[X]
(p(x)) -+ L, og at billedmcengden L1 ~ L er det mind-

ste dellegeme af L, som indeholder bade K og ~.

Vis, at hvert element i L
1

pa netop 1 made kan

n-1
skrives pa formen cn-1~ + ... +c1~+cO' hvor

c O, ••• ,cn- 1
E K.

9.12 · Vis, at P(x) = x 3-x+§ er irreducibelt over Q

(hvis P(X) kan opl¢ses i faktorer af positiv grad,

rna en af dem v~re af f¢rste grad, sa pex) rna have

en rationalrod). Vis, at P(X) har 3 reelle r¢dder

(ved hj~lp af s~tningen om, at kontinuerte funkti-

oner ikke kan springe v~rdier over). Lad ~ v~re

en rod i P(X). Benyt opgave 9.11 til at udtrykke

~3, ~4, ~-1, (1_~2)-1 samt (1+~) -1 ved ~ ,og ~2.
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0velser 9.4.

Angiv en st¢rste f~lles divisor for polynomierne

632x +2x -x +1

9 .1 4 • Lad I c JR[X] vrer-e idealet frembragt af

Vis, at JR[rX] er et legeme isomorft med

2X +1.

q; •

9 .1 5 ·

9 •1 6 •

Ringen Ll
2

[,X] af polynomier over legemet Ll
2

omfatter kun endelig mange polynomier af hver grad,

og derfor lader det sig g¢re at finde aIle irredu-

cible polynomier af en given grad. Pr¢v at udf¢re

dette for graderne 2,3,4 og eventuelt 5.

Pr¢v at indf¢re en gruppe-ring ALl
n for en kommu-

tativ ring A, og indf¢r derved en ring A[X1 ' · · · , Xn]

af polynomier i n variable over A. Det gar i prin-

cippet helt som for A[X]. Vis, at der for p = 2,

... ,n-1 er naturlige isomorfier mellem A[X1 , ... ,X n]

9.17.

og A[X1, ... ,Xp][Xp+1, ... ,Xn]. Derfor er der ogsA

en naturlig injektiv homomorfi A[X
1

, ... ,Xp] +

A [X1 ' • • • , Xn l.

Et polynomium P(X) E A[X], hvor A er en kommu-

tativ ring, kan pa naturlig made opfattes som et po-

lynomium over ringen P(X), og for Q(X) E A[X]

far vi derfor en v~rdi P(Q(X)) E A[X]. Derved far

vi det sammensattepolynomium poQ.
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§. 9.7
Generel teari om kvadrikk~r.·

9.7.1.

Vi betragter mn
bAd~'som et vektorrum og som en·punktm~ngde.

Vi har, at dei til ethvert ordnet punktpar (O,p) i mn er

knytte~ en vektor OP. Givet et punkt Po og en vektor 'v

'findes netop et punkt P sA y = POP .

Ved ~t o~tonorrnalt eller s~dvanligt retvinkl~t koordinatsystem

(0 r ~1 ' • •• '~n) i JRn viI vi nuforsta et punkt 0 E JRn (hvor-

f r a vektorerne tcenkes afsat) oq e·n -o.r t.ono.rma.l, basis e1 ' · · · ,e- -n

for mn .. Vi siger, at et punkt P har koordinaterne

; (x 1 ' .,. · ,xn) med hensyn til '( 0 '; ~1·' ••• , en) ,. hvis

OP = x1~1 +... + xn~n ·

Ved en kvadrik Q f o r s t.a s en mamqde af punkter i lRn ,. hvd s ko-

ordinater netop er l¢sningerne til en Iigning af formen

F (x 1 ' • • • ,xn) = L
1~i:sj:sn

a .. x i x , +
~J ~ J

r
1·<i<n

c.x. + d =
1. 1.

o ,

hvor a i j , 1 ~ i < j < n , c i ' 1 < i < n , og d er reeIIe

tal, og ikke aIle a ..
1.J

er o •

Vi bem~rker, at blot en mcengde Q i et koordinatsystem kan frem-

stiIIes ved en Iign~ng af. formen (1), da viI Q i ethvert koor-

dinatsystem VeEre fremstillet ved en ligning af ~amme form.

Lad nemlig , (0.; 81' ... ' e )- -n veare to

(

koordinatsysterner. Lad P have koordinats~ttene (X1 ' ••• ,Xn)

og (x1, .. ~,xn) med hensyn til disse tokoordinatsystemer.
A A A A A A

Hvis 00 = a 1_e1 + ..• + a e og (6 1 , ... ,·e) = (e1, ... ,e )8
n~n - -n - n -

fas let x = a + S x eller x = -S-1 a + S-1~
=1 = I . = =1 =1 = =1 = = I

A A A

Lad .F(X1 , .•• ,xn) VeEre d~t polynomium som fremgar af

F (~1.' ••• ,Xn ) ved at Lndsart.t.e udtrykkene .for x1' ... ,xn. ·
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For etnvert punkt P fas nu samme tal hvad enten man ind-

s~tt,er i eller i
A

F (X1 ' • ~ • , x n )

.Spe c LeL t fas tallet 0 for desanun~ pu.nkter.' Det er k Lart. ,'.
A

at F(x1 , ... ,xn) er etpolynornium af h¢jst andengrad og af

anden grad' rietop nAr F(x1, ... ~xn) er det.

I -resten af k a.p i, tei· 9. 7 skal man ved det, aff ine rum (A, V) blot

(

f o r s t.S JRn opfattet dels som punktrnenqde

torrum (V)

(A) , de'ls aom v'ek-

Lad K v~re en kva~rik i et eukZidisk affint rum (A,V)

af dimension n ~ 2. Der findes da et s~dvanligt retvinklet

koordinatsystem i A m.h.t. hviZket K har en Zigning af en

af f¢lgende tre normalformer, hvor a1, •.. ,arJ Y og e alle

er =1= 0:

r 2L a .ix • + cS = o.
· .~ 1 1., 1.,
1.,~

( p )
r 2
LLa .x. + YXr + 1 = o.

• 1-' 1., 1.,
1.,=

r 2
L a.x. ='0 •

· -1 1., 1.,
1.,=
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Bevis. Lad K have ligningen (2) m.h.t. et s~dvanligt

retvinklet koordinatsystem (O;~l' ••• '£n). Ved

Xl e 1+. · · · ·+x e ~ \ a · ·ox ·x ·- n--"'n 1-. L • 1."J 1." J
~1.,,~J~n

er da bestemt en kvadratisk form KB pa V. (Matricen

B = (b .. ) for den tilh¢rende syrrunetriske bilinearform B
= 1."J

er bestemt ved, at b .. = a .. for i = 1, ••. ,n og b .. = b .. =
1."1.,, 1."1.,, 1."J J1."

~aij for 1 ~ i < j ~n.) If¢lge en tidligere s~tning (side

A A
8.3.1) findes da en ortonormal basis (£l' ... '£n) i V m.h.t.

hvilken KB antager normalform,

A A
KB (x 1e 1+ ...+x e ) =

- n-n

n 2
I a .x/}. ,

· 1 1., v1.,=

•

(hvor koefficienterne a. er de karakteristiske r¢dder for
1.,

B.) Uden indskr~nkning kan antages, at al, .•. ,ur er de fra

o forskellige koefficienter. M.h.t. koordinatsysternet
A A

(0;£1' ••• '£n) har K da en Li.qnd.nqraf formen

r 2 n A
I a·x. + I c.x. + d = 0,

i=l 1." 1." i=l 1." 1.,

'-/

hvilket kan omskrives til

A

r ( + C i '\_2 +2 a . ,'\x ·· -1 1." 1." 2a · ,I
1.,,= 1.,,/

n A A
I c · x , + d /:1 = 0,

i=r+1 1." 1."

hvor d
1

Er nu r

r A 2 -1I c. (.4a.) •
i=l 1." . 1."

A= n, eller r < n og c r +
1

= A
= C = 0, beteg­n

A A A
nes med 0 de txpunk t , som m.h.t. koordinatsystemet (O;£l'!t •• '£n)

har koordinats~ttet
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A A

« - - :~ . , ... ,- :~ ,
1 r

r 2 A,

I a .»: + a' = 0,
· 1 1, '&
~=

\o, • • • ,0) .

9.7.4.

altsa en ligning af forrnen (C) eller (K).

1\
Er derirnod r < n og c. * 0 for rnindst eet i > r + 1,

t:

v~lges et nyt s~dvanligt retvinklet koordinatsystern

(a;~l'···'~ , ~ +1"···'~ ) pa f¢lgende made. Vi s~tter- -r -r -n

og

A
n c."
I c~ s: =

i=r+1 v

~-r+1

A A ,rv

S~ttet (e 1 ' ••• ',e ,e +1) er da ortonorrnalt, og kan derfor- -r -r

suppleres til en ortonormal basis (~1'···'~.r' ~.r+1'··.'£n)

for V. Koordinattransfornrationsrnatricen ~ h¢rende til over-

A A, A A N rv

gangen fra basen (e
1

, ••• ,e ) til basen (e
1

, ••• ,e , e +l, ••• ,e )- -n - -r -r -n

er ortogonal, og den j'tes¢jle i S-l er koordinats¢jlen

for den nye j'te basisvektor rn.h.t. den gamle basis. Af det

-1 'f¢rste f¢lger, at S = (£ ) , og ved brug af det andet f¢l-

ger derefter, at·S har formen
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hvor den f¢rste r~kke iTer=n-r,n-r

.A A )
( c r+1 ••• qn •

C C

Heraf fre~gar, at X i koordinatsystemet

A A ~ ~

(Oie 1,···,e ',e +l, ••• ,e ) har lignin,gen- -r -r -n

"r ( C'l". )'2 AL a.,x. + + cx 1 + d
i=l ~ ~ 2a i r+

hvilket kan omskrives til

A
Bet~gnes derfor med 0 det punkt, som m.h.t. koordinatsyste-

A A ~ ~

met (O;e
1,

••• ,e,e +l, ••• ,e ) har koordinats~ttet- -r -r -n
" A A
C c d(- ~~ ~' ···,- 2a:' --;;-, 0, ••• , 0) ,

" A A ~ ~har K i koordinatsystemet (O';e
1,

•••',e ',e - 1' ... ,e .. ) Lf.qnLrr-
- -r -r+ -n

gen

altsa en Li.qni.nq af f o rmen (p'). []

Et punkt p s~ges at v~re et centrum for ·en kvadrik X,

dersom det for ethvert punk t, Q1 E X. gcelder, at ~gsa det ved

PQ2 = -PQl bestemte'punkt Q2 tilh¢rer X.

En kvadrik X kan ikke bade have e t: centrum, 80m ti-i l hor e r

x, ~g et centrum, 80mikke tiZh¢rer X.
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Bevis. Lad K have ligningen (2) m.h.t. et s~dvanligt

retvinklet koordinatsystem. Antag, at punkterne Po E K

dg P j E K med koord~natsrettene (Y1' ••• 'Yn) hhv.

(y l+ z 1 ' • • • ,yn+zn) begge er cerit.rer for K. Punktet P2 med

koordinatscettet (Y1+2z1' •.• 'Yn+2zn) viI da tilh¢re X, idet

POE K ~g P1 er et cent.rum. Da P 0 er et centrum, sluttes

dern~st, at ~gsa punktet P- 2 med koordinats~ttet

(Yl-2z~, ..• ,y -2z ) tilh¢rer K. Heraf fas ialt, at polyno-
.L n n

miet

p(t) = L a .. (y.+tz.)(y.+tz.) +
l<i<j<n ~J ~ ~ J J

== ~., =

n
I c. (y .'+ t z .) + d

.-1 t: 1, t:
1,=

har tre r¢dder, neml~g -2,0 ~g 2, og f¢~gel~g er nulpolyno-

miet. Men heraf f¢~ger. videre, at hele linien bestemt ved

Po ~g P
1

er i.ndeholdt i X, i strid med, at P1 ( K. []

En kvadrik X, som har en ligning af normalformen (P),

har intet centrum.

Bevis.' An t aq , at punktet P medkoordinats<ettet (Y1'··· 'Yn)

er et centrum. Lad· z vcere'etvilkarligt reelt· tal. Det er
r

da opl~gt. mul~gt at bestenune et.reelt tal zr+1' saledes at

punktet Q
1

med koordinatscettet 'j

(Y1'···'y l'y +z ,y +' l+ z +l'Y +"·"2'···'Y ) tilh¢rer K. Da Pr- r r r r r' n

er et centrum, viI ~gsa punktet Q2 med koordinatscettet

(Y1'· · .,y -l'Y -z ,y +l-z +l'Y ..i.2'···'Y r tilh¢rer K. Vi harr r r r r rT n

derfor

r 2. 2
La. y. -.+ ex z + 2 a Y z + y (Y + 1 + z +1) = 0

i~l ~ 1, r r r r r r r
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r 2 2
L o,.y. + a z - 20, Y z + Y (y +1' - z +1) = o.

i~l ~ ~ r r r r r r r

Heraf f¢lger, at

r

I a.y.2 + a z 2 + Yy +1 = o.
i~l ~ ~ r r r

Idet z er valgt vi1kAr1~gt, ~g a * 0, giver dette en mod-
r r

strid. IJ

Det bemcerkes nu, at hvis en kvadrik har en 1igni!1g af

formen (K) hhv. (C), sA har den et centrum, sam ti1h¢rer

hhv. ikke ti1h¢rer kvadrikken, nem1~g b~gynde1sespunktet. Af

de to for~gAende,scetni!1gerfre~gar derfor f¢,lgende:

En kvadrik ha» en Zigning af\)fopmen \( C )., hvis oq kun

h o-i e den hap mindst e t: centrum og intet' centrum. t i l.hor e r kva-

drikken. - S.adanne kvadrikker k a.l.des. :(~gentl;Lge) c en t r ume lco a-:

dr i klce» ,

En koadrikhar en' ligni~g af formen (P), hvis og kun hvis

den intet centrum hap. - Sadanne k'vadri.kke.r ka1des pa r ab o l ek:e

kvadrikker.

En kvadrik hav en l~gning af formen. (K ), hoie og kun

hoi e den. h a» mindst ei: centrum og e t huer t: centrum tilh¢rer

kvadrikken. - SAdanne kvadrikker ka~des k~glekvadrikker.

Vi ska1 ti1sidst g.i.ve en akemat.Lsk vove r-s Lqt; over kvadrik-

kerne ieuk1idisk affine rum af d.Lmens Lon 2 (nk~glesnit"). ~g

dimension 3. ("k.~glesnitsf1ade.rn) .. Vi skal her omskrive 1ignin-

gerne ti 1, de gce!1gse former.



MAT 1 01

KEGLESNIT.

Centrumskvadrikker:

2 2
x +L = 1 Ellipse

2
b

2a
2 2

x - L = 1 Hyperbel
2 b 2a
2 2

- L - L = 1
2 b 2a
2

L = 1 To parallelle linier2a
2x

1- 2 =
a

Parabolske kvadrikker:

9. 7-.,8 •

= 0

2
x = py

Keglekvadrikker:

2
!E-+

2
a

2x
2

a
2x
2

a

Parabel

Punkt

To sk~rende linier

Linie



2
+ L = 1

2
c

2
- z = 1

2
c

2
- 2 = 1

2
c

= 1

= 1

= 1

MAT 101

KEGLESNITSFLADER.

Centrumskvadrikker:

2x
2

a
2

L+
2

a
2

L_
2

a
2

L+
2

a
2

s.:
2

a
2_ L_
2

a
2

L = 1
2

a
. 2
ix = 1

2
a

ParaboZs.ke kvadpikker:

Ellipso.ide

Hyperboloide med 1 net

Hyperboloidemed 2 net

Elliptisk cylinder

Hyperbolsk cylinder

To parallelle pla~er

9.7.9.

2 2
L+lL-=
a 2 b 2

2 2
~_lL-=

a
2

b
2

2
x = py

'22
C

Ellipt~sk parabolo~de

Hyperbolsk parabolbide

Parabolsk cylinder
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KegZekvadrikker:

2 2 2
~+ 1L +E.- = 0 Punkt

2
b

2 2
a c

2 2 2
o: +l:L z = 0 Keglesnitskegle2

b
2 -2

a c
2 2

x. +l:L = 0 Linie2
b

2
a

2 2
x u.. = 0 To skcerende planer2

b
2

a
2

x = 0 Plan'2
a

9.7.10.
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1. Lad (V,L) v~re et vektorrum. Vi har sat rgV = det st¢rste

antal vektorer, der danner et line~rt uafh~ngigt system,

og vi s~tter (rnidlertidigt) dimV = det mindste antal vek­

torer, der dannet et frembringersystem. Bem~rk, at

dimV < ~ netop hvis V er endligt frembragt.

a. Et minimalt frembringersystem, er et frembringersystem,

som ikke indholder noget mindre frembringersystem. Vis, at

et sAdant system er en basis for V (og omvendt), og ~lut

heraf, at hvis dimV < ~, da har V en basis.

b. Et maksimalt frit system i V er et line~rt uafh~ngigt

system, der ikke er indeholdt i noget st¢rre line~rt u~f­

h~ngigt system. Vis, at et sadant system er en basis (og

omvendt), og slut heraf, at hvis rgV < ~, da har V en ba­

sis.

c. Vis, at hvis en basis indholder Ibasisl elementer, da

g~lder

dimV ~ Ibasisl ~ rgV,

og slut heraf, at der altid g~lder

dimV ~ rgV.

d. Lad M ~ V v~re en delm~ngde. Et maksimalt frit system

fra M er et line~rt uafh~ngigt system af vektorer fra M,

der ikke er indeholdt i noget st¢rre line~rt uafh~ngigt

system af vektorer fra M.Vis, at et sadant system er en

basis for Span(M), og slutheraf, at hvis rgV < ~, da g~l-
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der f¢lgende: Hvis (v.,i E I) er et system af vektorer
-~

i V, og hvis (U1' ... ,U ) er et line~rt uafh~ngigt s~t i
- -p

V, sa at ~Ierne supleret medalle ~Ierne er et frembringer-

system for V, da kan ulerne suppleres med visse vier til

en basis for V.

e. Vis, at hvis et maksimalt frit system fra M indehol-

der Irnaks. frit syst. fra MI 'elementer, da_g~lder

dimSpan(M) ~ Irnaks. fritsyst. fra MI ~ rgM ~ rgSpan(M) ,

og slut heraf, at der altid g~lder

dimSpan(M) ~ rgM ~ rgSpan(M)

f. Vis, at udskiftningss~tningenmedf¢rer, at

dimV ~ rgV,

og forst~rk derved ovenstaende resultater.

2. Lad T v~re en-~ndelig m~ngde. Angiv en basis £or vektor-

rummet F(T,L) og bestem dette vektorrums dimension.

3. Lad G v~re en gruppe, og lad L* v~re den multiplikative

gruppe i legemet L (altsa L* = L,{O}, med multiplikation

sam komposition). En L-karakter er en homomoifi X : G -+ L*.

Vi kan opfatte mcengden af L-karakterer sam en delm~ngde

L vektorrununet F(G,L) af alle afbildninger tp : G -+ L. Vis,

at'mcengden af L-karakterer er en line~rt uafh~ngig delm~ng-
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de afF(G,L), og slut heraf.at

I {L-karakterer} I < IGI.

Supplement 3

Vink. Antag, at der fandtes line~re relationer mellem ka-

raktererne, og betragt en, der involverer det rnindst mu-

lige ~ntal .karakterer.

4. Lad F v~re m~ngden af afbildninger ~ : m ~.~, som opfyl­o

der: <.p(t) * 0 g~lder kun for endelig mange t E JR. Vis,

at F er et underrum i F = F (lR ,lR), og vis, at F ikke
o 0

har nogen nurnerabel basis~

5*. Vis, at vektorrummet L~ af alle f¢lger (A
1,A2, ... ) ikke

har en numerabel basis.

6. (Forts~ttelse af 1. ¢v. 36). Vis, at v . ~ (o, ••• ,v., ... ,o)
-~ - -~ -

definerer en isomorfi: V'. ~ W .• Antag at V
1,

••• , V er un-
~ ~ n

derrurn i vektorrummet (V, L). Find en "naturlig" Lt.nearr af-

bildning

o~ bestem K'S billede. Hvad betyder det, at K er surj~ktiv?

injektiv? bijektiv? Vis, i .tilfceldet n = 2, at E. ~ (:£' -~)

definerer en isomorfi V
1

n V
2
~ Ker(K), og slut heraf

Grassmann IS .dirnensionsformel"" ved h jeeLp af dimensionsform-

len for en line~r afbildning.
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7. Lad (V,~) v~re den komplekse udvidelse af et reelt v~ktor-

rum (V,lR), jfr. 1. ¢v.2. Vis, at den ved k

(~1'-~2) bestemte afbildning k : V ~ V er en konjugering,
2 ~ ~ ~ ~

d.v.s. at der g~lder: k = l~~k(~+~) = k(u) + k(~),

k(~~) = I~k(~), for ~'~ E ~, \ E C. Vis, at den ved

~ ~ (~,Q) bestemte afbildning V ~ V er injektiv og

m-line~r. Identificeres V med sit billede kan hver vek-

tor v E V entydigt skrives v = ~1 + i~2' !1'~2 E V, og

der g~lder

V E V· ~ k (v) = v.

Lad f : V ~ W veer-e en 1R-line~r afbildning, hvor W er et

vektorrum over JR. Vis, at '£1 + iE..2~f(:£1) + if (E..2) be­

stemmer en fC-linecer afbildning f : ~ ~ W. f kaldes den

komplekse udvidelse af f.

8. Et frembringersystem i den endelige gruppe G er en del-

mcengde T ~ G med den egenskab at ethvert s E Ghar en

fremstilling s = £l· ... ·tr' hvor r ~ 0, og t 1 , ... ,t r er

(ikke-.n¢dvendigvis forskellige) elementer af T. Definer

minimalt frembringersystem og dimG som i opgave 1. Vis,

at et frembringersystem for S bestaende af transpositio­n

ner mindst har n - 1 elementer, og vis, at

(1,2), (1,3), ... , (1 ,n) er et minimalt frembringersystem.

Lad c., i = 1, ... , n betegne cyklen c. = (1, 2 , ... , i), og
~ ~

-2 .
vis, at c. 2 = c. 1c . c. 1 c . , ~ = 3, ••• ,n, og slut heraf

~- ~- ~ ~- ~
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ved induktion, at {c l'c} er et frembringersystem forn- n

s , og dermed, at dimS = 2, n _~ 3. Vis, at transpositio-n n

nerne (1,2), (3,4), (5,6) frembringer en (komrnutativ) un-

dergruppe G i 8 6, ~ed IGI = 8, og dimG = 3.

9. Betragtvektorrummet (P,L) af polynornier med koefficienter

fra L (= m eller = ~), med underrummene P af polynomier
n

af grad ~ n. Vis, at hvis f er et polynornium af grad ~ 0,

da defineres ved ~ ~ ~f en injektiv, line~r afbildning:

P ~ P. Vi scettet Vf = {tpfltD E V} (= billedm~ngden ved den-

ne afbildning) nar V ~ p.

a. Vis, at hvis f har grad n ~ 0, da er Pdf n Pn - 1 = {O},

og slut heraf, at

for d ~ n - 1,

og dern~st, at

P = Pf (j) P ·n-l

(Entydig division med rest) .

b. En endelig m~ngde {f
1,

••• ,fr } ~ P kaldes primisk,

hvis;Pf1 ' + ••• + Pfr = P. Vis, at dette er tilf~ldet hvis

ogkun hvis der findes tpl, ••• ,tpr E p, sA at

~lfl + ... + tDrfr = 1. Vis, at hvis L =~, da er

{f1 , · · · ,f
r

} ~ P primisk netop hvis {f1 , .•. ,fr } opfattet

som en rn~ngde af polynomier med koefficienter fra ~ er

primisk [Vink: definer "zeaLde Len" af et komplekst poly-
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namium]. Vis, at {fg,f
2

, ••• ,fr } er primisk hvis og kun

hvis bade {f,f
2

, ••• ,fr } og {g,f
2

, ••• ,fr } er primiske, ag

slut under brug af algebraens fundamentals~tning, at

{f
1

, ••• ,fr } er primisk netop hvis f'erne ikke har nogen

fcelles rod i ~.

c. Givet et polynomium f = ~1 ••• ~ af grad n, hvor ~'erne. r

er parvis primiske, og w. har grad n .• S~t- .~ ~

Ii = ~ = ~looo~i_l~i+looo~r af grad n - nio Vis, at
t.

{f
1

, ••• ,f
r

} er primisk, og slut nu under brug af a., at

der g~lder P = P 1 f1 + .... + P f + Pf, og dermed. n - n -1 r
1 r

P c p f + + P f + P f for d => n - 1. Forstcerkd = n -1 1 •.. n -1 r d-n
1 r

dette.til

specielt

P 1 = P 1 f @... ~ P 1f.n- n - 1 n _. r
1 r

n.
d. Antag, at ~. = (t-\.) ~, og vis, at opspaltningen i c.

~ ~

rnedf¢rer, at polynomierne

.d-n
f,tf,···,t f'ogi = l, ... ,r

v = L , ••• rri »
t.

f
I i\J -, (t- A.) \J

. ~

udg¢r en basis for Pd , d ~ n - 1. [Vink: udnyt, at
n.-1

( ) 2 (.) -t: ... -~. -]
1,t~\·3 t-\. 3- ~.3 t-\. er en basis for P-:l···~ ViS, at

1/ . 't: ~ n .--
~

de rationale funktioner
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1 i = 1, ... ,r
v = 1, ••. ,n.

t.
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kog t k = O, ••• ,d - n

danner en basis for de rationale funktioner af formen }'

med h af grad ~ d. (d ~ n - 1).

e. Hvilket resultat fAs i tilf~ldet, hvor
n 1 n r 2 . m1 2 m

f = (t-A
1)

••• (t-A) (t +2a
1t+b1)

••• (t +2a
s

t+b
s ) s

[Vink: udnyt, at der for polynomietiJ;
2

-r 2at + b af

m-l m-l
grad 2 g~lder, at 1,t,~,t~, ••• ,~ ,t~ er en basis

for P2m-l].

Algebraens fundamentals~tningudsiger, at ethvert polyno-

n n-l
mium f = t + a 1t + ...+ an-1

t + an' med a 1,···,an E ~

n
1

n
rkan skrives f = (t-~l) ... (t-~r) · Dette medf¢rer i

tilfceldet L = JR, at ethvert polynomium fkan skrives pA

den i e. omtalte made.

10. Vis, at der ved (b.f) (t) = f(t+l) - f(t)besterrunes en line-

cer afbildning b. : P ~ P, og bestern b.'s kerne. Vis, at un-

derrummet Ua ~ P bestaende af polynomier f med f(a) = 0

er et kompelernnt til b.'s kerne. Vis, at polynornierne

() t t-+ (~) = t(t-l) ••• (t-i+l). 1 sammen med ( ) = 1i: 'l, i:' . ,'l, ~ 0

er basis for P, bestern b.(( J)) I og slut dern~st, at b. er
1.,

surjektiv. Vis, at der findes n~top en line~r afbildning

L P ~ U 6'Y.- som opfylder b.~ La = 1 p' og bestem L «.».
a ~ n r L 0 t.

Vis, at for n E'~ g~lder (L f) (n) = L f(i). Vis, at
o i=O

der findes polynomier P
r,

r = 0,1,2, ••• sa at

P r (n) = 1 + 2
r +;. ~+ n r for n IN; og bes t.em Pl ,P2 og P 3 •



MAT 101

11. Lad U v~re m~ngden af talf¢lger

Supplement 8

(*)

hvor u i E JR for i E IN 0' og hvor

U = u + U for n __> 2.
n 'n-1 n-2

Vis, at 'U er et underrum i vektorrummet (V,2) bestaende

af a Ll,e talf¢lger (*) med u i E 2 for i E IN 0 ·

Vis, at dimU = 2.

Find samtlige kvotientr~kker

21,q,q , ...

i U, og vis, at de udg¢r en basis for (U,2) .

Fibonnacif¢lgen

er defineret ved

Vis formlen

= jL {(l+iK) n+1 _ (1-
2
05') n+1 L

In V5. \ 2' \ I'

og vis .her'ved , at

f n 1+\[5 for
f n - 1

-+
2

'n -+ 00.

Hvilke f¢lger i U er begr~nsede?

n:e lN O"
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Matematik 101

Skriftlig pr¢ve til hjemmeregning i 4 timer.

AIle hj~lpemidler er tilladt.

S~ttet bestar af 4 opgaver.

Opgave nr. 1.

Supplement 9

Lad N = {p E SniP 0 (12) = (12) e p }, n ~ 2.

1° Vis, at N er en undergruppe i Sn.

2° Vis, at p = (~ ~ ::: ;(n» E N, hvis og kun hvis

{a,b} = {1,2}.

3° Vis, at N har orden (n-2) ~2.

Opgave nr.' 2.

Lad V v~re et n-dimensionalt vektorrum over~. En endo-

morfi f v ~ V kaldes en involution, hvis f2 = e, hvor

e : V ~ V er den identiske afbildning.

1° Lad f v~reen' vilkarlig endomorfi af V.

Vis, at m~ngderne

V+ = {~ E Vlf(~) = v}, V = {v E Vlf(~) = -v}.

er underrum i V.

2° Vis, at V = V+ @ V_, hvis og kun hvis f er en involution.

3°, Antag, at f er'en involution. Vis, at der findes en basis

(~l' ••• '~n) for V, sa at den til f m.h.t. denne basis h¢­

rende matrix har formen
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diag (1 , . .. 1, -1 , ... , -1) .

Opgave nr. 3.

Vis, at matricen 4 =(-;
-t -u

-·1
er regul~r, og bestem 4 .

Supplement 10

2° Lad g v~re en kvadratisk matrix med reelle koefficienter,

sa at matricen ~ + g er regul~r. Vis, at g kornmuterer med

(~+g)-l, alts& at g(~+g)-l = (~+g)-l~.

3° Antag yderligere, at g er antisyrrunetrisk. Vis, at matri­

cen (E-S) (E+S)-l er ortogonal.
== == == ==

Bestem (~-g) (~+g) -1 n&r ~ = (-~
-t

OpgavEZ~r. 4.

Lad 4 E M3 , 4 (JR ) vcere matricen

4 = (-~
2 1 i)0 1 ,
3 3

e
o

-u
e s t s u E JR.

og lad f : JR4 ~ JR3 varre den ved ~ I ~ 4~1 givne afbildning.

Find f's rang, og angiv en basis for f's kerne.

Find for i = 1,2 og 3 en l¢sning til matrixligningen

4~1 = gli' hvor ~11 = (!). gl2 = (~) og ~13 = (~).
Find en matrixfremstilling for en linecer afbildning

3 4g : JR ~ JR , sam opfylder, at fog er den identiske af-

bildning.



MAT 101 Supplement 11

12. Lad V og W v~re underrum i vektorrummet V, og lad

K -: V ~ V/V v~re restklasseafbildningen. Vis, at

K- 1(K(W» = W + U, og find en naturlig isornorfi

(W+V)/V ~ ·K(W). Vis, at kernen for den ved ~ ~ K(~)

bestemte afbildning : W ~ K(W) er W n V og find nu en

isomorfi

vi/w n V ~ .(W+V) /u

Antag nu, at W ~ V, og find en isomorfi V/W ~ (V/V)/K(W).

Identificerer vi K(W) med W/V (jfr. det ovenfor fundne),

kan denne isomorfi skrives

V/w ~ (V/V-)/(W/V)

13. Lad V,V',<,> v~re et dualt par, og lad v1 0 g V2 vcere un­

derrum i V. Vis relationerne

= vOn ---V 0
1 2

V 0 + V 0
12·

Vis, at = g~lder i den sidste relation nar V har endelig

dimension.

14. Vis, at vektorrummene F og F fra supple ¢v. 4 er i dua­
o

litet ved bilinearformen <,> : F x F ~ m defineret ved
o

<f,~> = L f(t)~(t).

tEJR
Betragt V = F som underrum i F, og vis, at VO O = F ::::> V.

o
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15. Lad V vcere et vekt.o r.rum over rca V "best.ar " a Lt.s a af en

menqde V og en addition : V x V ~ V betegnet
o 000

(~'~) ~ ~ + v og en muZtipZik~tion med skaZar :

~ x Vo ~ V
o

betegnet (A,~) ~ A~, sa at visse aksiomer er

opfyldte. Vis, at vi kan definere et nyt vektorrurn V over

i ved sam mcengde at bruge V , sam addition at bruge addi­
o

tionen i V og sam mUltiplikation med skalar at bruge af-

bildningen (A,~) ~ I£. [sam f.eks. betegnes (A,V) ~ ~kv;

V kaldes V's konjugerede vektorrum]. Overvej, at en del-

mcengde M ~ Vo er et frembringersystem (resp. et lin.uafh.

syst., resp. en basis, resp. et underrum, ... ) i V, hvis

og kun hvis M er et frembringersystem (resp ) i V.

SpecieIt er altsa dimV = dimV. Lad nu f : V ~ W vcere en

line~r afbildning. f er da en afbildning (af en speciel

type) mellem de underliggende mcengder V ~ W , og kan
o 0

derfor ogsa opfattes sam en afbildning V ~ W. Vis, at den-

ne afbildning er line~r. Denne afbildning kaldes f's kon­

jugerede afbildning og betegnes f. Antag nu at f i baser

fra V og W beskrives ved matricen 4 E M (i), og vis,m,n

at fide sarnme baser (opfattet sam baser for de konjuge-

rede rum) beskrives ved matricen ~ E M (€) •= . m,n

Sk¢nt dimV = dirnV, er den norrnalt ikke noget naturligt

valg af en isomorfi V ~ V. Lad (V,C) v~re den komplekse

udvidelse af et reelt vektorrurn. Vis, at konjugering (Suppl.

¢v. 7) er en (linecer) isorn6rfi k V ~ V. Vis, at et indre

produkt V x V ~ t i et vektorrurn V over i ka~ opfattes sam

en dualitet V x V ~ t.
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16. For en line~r afbildning f

der dimensionsformlen

Supplement 13

U ~ V med kerne Ker(f) g~l-

dimKer(!) + dimf(U) = dimU.

Ofte har man mere nytte af f¢lgende

Opskrift: "Man tager en basis (E..l' ..• '~m) for f(U), man

"l¢fter" den til vektorer (!!:..l' ••• '!!:..m) i U [d.v.s. man

1 kt · U 0 f ] 1v~ ger ve orer u. 1 , sa u. ~ v. , og man supp erer
, 'l- -1.,-1.,

disse vektorer rned en basis (~l' ••• '~p) for Ker(f). Man

har da en basis (!!:.1' •.. '!:!:.m'~l' ••• '~p) for U".

Pr¢v denne opskrift.

17. L~s omhyggeligt f¢lgende bevis for s~tningen om Jordans

normalform:

~ Lemma. Lad g : V ~ V v~re en endornorfi i et endelig­

dimensionalt vektorrum. Der findes en opspaltning V = U m w

i invariante underrurn, sa at g er nilpotent pa U og bijek-

tiv i W.

Bevis: I f¢lgen V ~ g(V) ~ g2(~ ~ ••• af invariante under­

rum rna der g~lde = fra et vist trine Af gV+l(V)== gV(V)

f¢lger, at g er bijektiv (= surjektiv) pa v
g (V). Hvis

v v v£ 'E Ker(g ) n g (V), har vi g (E) = £, og dermed.£ = £,

da g er injektiv pa gV(V). Altsa er Ker(gv) n gV(V) = {£},

og da dimV = dirnKer(gv) + dimgv(V), slutter vi, at

V = Ker(gV) @ gV(V).



MAT 101 Supplement 14

~ S~tning Lad f : V ~ V v~re en endomorfi af et endelig­

dimensionalt vektorrum over ~ med egenv~rdierne Al, ••• ,Ar .

Der findes en opspaltning V = Ul @... @ U
r

i invariate un­

derrurn, sa at f - A.e er nilpotent pa U ••
~ ~

Bevis. Vi har

o( ® anvendt pa f - Ale : V ~ Y--med f-- Ale)

° nilpotent pa Ul' f - A~e bijek~iv pa Wl•

® anvendt pa f - A
2

e : "i: Wl med

f - A2 e nilpotent pa U2' f - A2 e bi-
o

jektiv pa W2.

=

= U1 @ • • • @U '(8Wr r ~ anvendt pa f - Are : Wr- l ~ Wr~l rned

f - A e nilpotent pa U , f - A e bijektivr r r

pa W •r

Nu er f - A.e specielt Lnjektdv pa W., og derrned ogsa in-
~ ~

J"e k t i v pa W C W.• Intet af tallene Al, ••• ,A er derforr = ~ ° r

egenv~rdi for f : W ~ W . Heraf f¢lger (da legernet er ~)r r

at W = {o}.
r -

~ Jordana normalform for en nilpotent endomorfi h : U ~ U.

Pastanden er, at der findes en basis (en "Jordanbasis for

h") i hvilken h beskrives ved en blokmatrix:
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hvor hver blok B. har formen
='&

o 1
0'·0 1

O'

o

o ,1
o"

/

Supplement 15

At en basis er en Jordanbasis for h betyder at den kan

deles i grupper: (:!iO'!!.l"···'!}:..k; E.o ' • • • '~l ;~O' • • • '~m ; • ~ • )

[svarende til hver af blokkene] 0 atsa

h h h h
Quk ~ ~ :!::.1 H !!:..O 1-+

( *) V
h h

:£1
h

E.o
h 0

~i
1-+ 1---+ ~ •.-+

h h
~1

h
1J)

h 01J) H ~ 1-+ ,.-+
--m -0

At der til hver nilpotent endomorfi h : V .-+ V findes en

Jordanbasis vises nu ved induktion efter dimV. h define-

rer en surjektiv line~r a£bildning: V.-+ h(V). HVis

h(U) =' {£}, altsa h = 0 er pastanden triviel. Hvis

h(V) *' {£}, er dimV > dimh(V)! Antag derfor, at vi har

fundet en Jordanbasis sam i (*) for den nilpotente endo-

morfi h h(V) .-+ h(V). If¢lge "opskriften" far vi en ba-

sis for V vedat "l¢fte" basen for h(V) og supplere med

en basis for Ker(h). Vi "l¢fter" nu vektorerne i (*) ved

at v~lge' ~k+l' ~l+l' ~m+l ••• i V, sa at

!:!:.k+l a !:!:.k' !l..Z+l aE..Z' !!l..m+l a !!l..m'···' og ved sam "l¢ftning"

hver af de ¢vrige vektorer i (*) at v~lge den vektor i (*)

der star umiddelbart til venstre. De. "l¢ftede" vektorer

har nu index> o. Vi skal supplere rned en basis for Ker(h}.
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Vi har allerede de line~rt uafh~ngige vektorer ~O'£O/~O' •••

i denne kerne, og vi supplerer disse vektorer med vekto-

re~ ~O/~O' ••• til en basis for Ker(h). Den saledes bestem­

te basis for U er klart en Jordanbasis:

,---------- -------
I
I h h h h h
'u t-+ !!:.k t-+ H

~1 1-'+ !!:.O ~ 0
I -k+l -
I

h h h h h.,
I E.-Z+l f-+ Y-z t--+ t--+ E..-1 ~ '£0 1-+ 0-,
I h h h h h

W f-+ 1J) t-+ H ~1 ~ ~O f-+ 0
'. -m+l -m -I I

I,
------------- -- ---- h

:£0 -+ 0-
h

U-o -+ 0-

[1
,"'-- .,, ,
..... -. '

star de Ii l¢ftedevektorer; udenfor star en basis

for kernen]

~ Jordans normalform for en ~ndomorfi f : V ~ V. Vi be-

tragter opspaltningen V = U1 (B ••• (B Ur fra @ · f - A.e
t.

er

nilpotent pa Ui ' sa vi kan finde en Jordanbasis for

f - A.e pA U .• Nu er f = A.e + (f-A.e) sa f : u. -+ u.
~ ~ ~ ~ ~ ~

beskrives i denne basis ved en Jordan matrix rned A. i ho~
t.

veddiagonalen .. Forenes de for hvert -i fundne v ek-r .".

torer i Ui fAs en basis for V = U1 (B ••• (B Ur i hvilken f

beskrives ved en Jordanmatrix.

® Norrnalforrnen for endomorfien f er erit.ydLq I bortset fra

permutation af blokkene.
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Lad der v~re givet en basis for V i hvilken f er bestemt

ved en Jordanmatrix. For hvert It E (C, og i = 1,2, •• ~ be-

tegner vi med a ( i I It) det antal gange ixi blokken

A 1 0

It 1
I~ i

· 1

0 It

forekommer i denne Jordanmatrix. Fastanden er, at disse

tal a{i,lt) kan bestemmes alene ud fra endomorfien f. Hvis

It ikke er egenv~rdi for f, har vi ¢jensynlig a(i,A) = 0

for aIle i. Antag nu, at It er en egenv~rdi, og s~t

a{i,lt) = a .• En passende permutatiori af vektorerne i den
&

givne basis viI permutere blokkene i Jordanrnatricen, og

viI altsa ikke ~ndre a.lerne. Vi kan derfor for overskue­
&

lighedens ,skyid antage, at Jordanrnatricen "begynder" (¢verst

til venstre) med aIle de blokke, der har It i diagonalen. I

den givne basis bes.krives f - Ite a Lts a ved en bIokrnatrix

(~ ~) hvor

~1 ~ (X. gange 0 1- 0
I &

" 0 1 -,
~'lN = N.- - 1'1 • '- t.

=1.., / =1..,

/ "
I

I " 1"
N. 0 0

~
=1..,
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og hvor g er en regul~r matrix (¢vre trekantsmatrix med

diagonalelementer A. - A * 0).
J

k '
(f-Ae) beskrives nu ved

og

... - ......... -- ~
". cx. gange

1-
I

-r " ,. I. k I
N. 0 •

N.
k =1- I k 0 k i.= ~ og N. = 0 nar >. k, J =1- = -

0 N. (,
=1- .

k
F¢lgelig er rg(f- Ae) k k= L cx · rgN . + rg__S

• 1- =1-
1-

Her er

nar
k < i

k > 1-

k da S er
og rgg = rgg

regul~r.

k
Betragtes f¢lgen n k = rg(f- Ae) , k = 0,1,2, ... har vi alt-

sa n k = L a.(i-k) + rgg. F¢lgen af l
s t e - d i f f e r e nc e r i f¢l­

i>k 1-

gen n O,n 1,n 2, .•• er altsa f¢lgen

k = 0,1, ...

CX k+1 ' k = o, 1 , . . . . Vi har vist:

S~tter vi (for et fast A (C) k a(i,A) ,E n k = rg (f-Ae) og cx. =
1-

da g~lder: P¢Zgen nO~nl~n2~·· · har udseendet

= n = •••
p+l

og 2
de n

- di f f e r e n ce r n e i denne f¢lge er netop f¢lgen
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CD Opspaltningerne i ® og ® er entydige.

Bevis. Hvis V = U (j) W er en opspaltning som i @ , da er

U ~ Ker(gv) for aIle "store" v, og W = g (W) = ••• = g v (W) c

v da specieIt surjektiv 0 Altsa U vg (V), g er pa w. ~ Ker(g ),

w ~ g v (V) for aIle "store" v. Da V = Ker (g v) (j) ev (V) for

aIle "store" f¢lger det, at U = v W g v( V) forv, Ker(g ), =

aIle store v.

Hvis V = U1 ~ ••. ~ Ur er en opspaltning sam i ~, bem~r­

ker vi, at (f-~2e)o .•• o(f-~re) er nilpotent p& U2 (j) ••• (j) Ur'

og injektiv og dermed bijektiv pa U1. Af entydigheden fra

® f¢lger nu, at T} 1 er entydig, og ved permutation, at

U'erne er entydige.

18. Lad (v,~) v~re den komplekse udvidelse af et vektorrum

(V,~), og betragt V som en delm~ngde af V. For ~ E V
.1~ ~ ~ 1~ ~ ~

s~tter Vl 2(~+k(~» = Re(~), og 2i(~-k(~» = Irn(v). Vis, at

Re(~) og Im(~) er reelle (d.v.s. E V), og at

v = Re(v) + ilm(v).

o Lad (E..l'··· ,E..n ) vsere en basis for (V,lli'). Vis, at

disse vektorer ogsa er en basis for (V,~). Vis, at hvis

en endomorfi f : V ~ V i basen (~l' ••• '~n) beskrives ved

rnatricen A__ E M (~), sa viI den komplekse udvidelsen,n

1 : i ~ i i basen (E..l' ••• 'E..n ) v~re beskrevet ved den s~-

me matrix 4 E M (JR) c M (~) •
n,n = n,n
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(§) Lad W ~ V v~re et kornplekst underrum, som opfylder

W = k(W) _ Vis, at W har en (kompleks) basis bestaende af

vektorer fra V (reelle vektorer) .

® Lad W ~ V VCEre et komplekst underrum, som opf.yLde r

W n k(W) = {£}, og lad ~l' ••• '~r VCEre en (kompleks) ba-

sis for W. Vis, at vektorerne Re(~l)' Im(~l) , .•• ,Re(~r) ,Irn(~r)

er en (kompleks) basis for W + k(W).

@ Lad f : V ~ V veere en endomorfi, og s~t

WI.. = K~r(J'-Ae) ~ V, for A E If. Vis, at k(W
A)

= W"A' Slut

heraf: Hvis en (og dermed aIle!) rnatricer h¢rende til f er

en kornplekst diagonaliserbar, da findes en (reel) basis

for V, i hvilken der til f h¢rer en matrix af formen

(
ex a-,)S B

- a". exe S .
I

her kommer diagonal elementerne \. fra egenvCErdierne dvs. fra

de reelle r¢dder i Pf(t) og blokk:ne (:\) :\)) kommer fra par
. \) \)

af komplekst konjugerede r¢dder a\) ± il3\) i 72f(t) •
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19. Lad (V ,JR, .) veer e et reelt vektorrum med indre produkt.

Vis, at der ved

(~ ,+i E. ") · (~ ,+i ~ " ) = [(~ , .!3.: ' ) + (~" ·!3.: ")] + i [ v,r. u ' - v ' · u " ]

E..' 'E.."'Y:-' ,~" E V, defineres et indre produkt i (V,fC). Den

komplekse udvidelse af et Euklidisk vektorrum er'altsa pa

naturlig made et unit~rt vektorrum.

® Lad f : V -+ V VCEre en endomorfi. Vis., at 1*
og slut, at der g~lder

f er normal ~ 1 er normal

f er ortogonal ~ f er unit~r.

,...",.,

= f*,

au Lad W ~ V VCEre et komplekst underrum, som opfylder,

at W og k(W) er ortogonale, og lad ~l' •.• '~r v~re en or­

tonormal-basis for ·W. Vis, at vektorerne

1 1 1 1
\1'n'2Re(_w1) , ,r:::-1m(w1), ••• , \r:::-Re (w ), ,~Im(w ) er en ortonormal
V~ v2 - v2 -r v2 -r

basis for W + k(W).

~ Vis, at en normal endomorfi f: V ~ V i enpassende

ortonormal basis for V kan beskrives ved en matrix af

formen

o

Ite

o
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[Sammenlign med supple ¢v. 18 @].

Slut heraf:
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GD En selvadjungeret endomorfi f : V ~ V kan i en passen-

de ortonormal basis beskrives ved en diagonalmatrix. Og

~ En ortogonal endomorfi f : V ~ V kan i en passende

ortonormal basis beskrives ved en matrix af formen

1
1

1
.-1

-1

-1

\

( case l
\-sine l

sin8 1\
case l)

[Benyt at en matrix som i UV er ortogonal netop nar

A 2 = 1, a 2 + a 2 = 1].v \) v

20. Vis, at 4 ~ 1141100 = ~ur:laijl definerer en norm i vektarrum­
1,,~J

met M (L). (L er JR eller cv . Vektorrurnmene ~1 (lR) ogm,n m,n .

M (~) bliver herved metriske rum. Lad T v~re et metriskm,n

rum. En afbildning E : T ~ M (L) er klart helt bestemt. - m,n

ved sine mn koordinatfunktioner F .. : T ~ L. Vis, at E er
1"J

kontinuert netop nar aIle koordiantfunktionerne F .. : T ~ L
1"J
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@ Lad 4 E GLn (Il')

er kontinuerte. Vis, at hvis ~ er kontinuert, og S E M (L),= p,m

sA er ogsA den ved ~~ : t ~ ~~(~) bestemte afbildning:

T ~ M (L) kontinuert.p,n

(c M (~». Der findes ·da en regul~r= n,n
) -1

matrix g E GLn(t), sa at ~ = g4g er en ¢vre trekantsrna-

trix, med diagonalelementerne b * o. Skriv nu hvert
vv

ieb. pA formen b = r e ~,hvor r > 0, e, E JR. Lad
vv vv v' v v

(for 0 ~ t ~ 1) ~(t) v~re den ved

b (t) =
V11

r-
V eitev

t+(l-t)r
v

tb
V11

v = 11

v * 11 •

Vis, at ~ (t) E GL (rc), at i: 1-+ ~ (t) er kontinuert, atn

~ (0) = ~ og at u(1) = ~. Den ved ~ : t .~ g-l~(t)g bestem-

te afbildning [ 0 , 1 ] ~ GL (rc) er altsA kontinuert, og op-n

fylder ~(O) = ~, ~(1) = 4. Vi har vist: GLn(~) er en kur­

ve sammenh~ngende deZm~ngde af M (C). Vis, at GL (E)
n~n n

ikke er kurvesammenh~ngende.

®
@

Vis, at SL (~), U(n) og SU(n) er kurvesammenh~ngende.n

G¢r rede for at en basis ~l' ••• '~n i et vektorrum

med indre produkt kontinuert kan overf¢res i en ortonor-

mal basis (kig pA Grarn-Schmidt's ortonorrnalisering)., og

slut heraf, at enhver matrix -4 E GLn (lR) kan kurveforbin­

des indenfor GL (E) med en ortogonal matrix.n
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@ Vis, at O+(n) = SO(n,JR) er kurvesammenhamgende.[ Be­

nyt normalformen fra Supple ¢v. 19 ® og udnyt, at

(-1 0)
o -1 (

cosn

-sinn

Sinn)

cosn

21.

@ Vis, at GL~ (JR) = {4 E GL
n

(JR) I det4 > O} er kurvesam­

menh~ngende, og vis, at 8L (E) er kurvesarnmenh~ngende.
n

Lad V v~re et unit~rt vektorrum, og lad fl, ••. ,fp v~re nor­

male endomorfier, og antag, at f'erne kommuterer, d.v.s.

at f. f· = f· f .. Vis, at der findes en ortonormal basis
t. J J t.

for V, i hvi~ken aIle f'erne beskrives ved diagonalrnatri-

[Vink:

V
Al,···,Ap

For (Al, ••. ,Ap) E ,p s~ttes

= Ker(fl-Ale) n••• n Ker(fp-Ape). Vis, at under~

rummene V ~ V er ortmgonale, og (f.eks. ved in-
Al,···,Ap

duktion) at deres sum er hele V].

22. ~ Lad G v~re en endelig gruppe af orden n, rned elemen­

terne {e = sl,s2, ..• ,sn 1, og betragt det n-dimensionale

vektorrurn F = Afb(G,t) af aIle afbildninger G -+ (C. Vis,

at der ved

defineres et indre produkt i F. Lad o. E F v~re den ved
t:

-- {1
0

0.( t)
-t.

nar
t = s.

t.

t * s.t.

bestemte afbildning. Vis, at

,1, ' '·1
Ccol' ... "co ) er en ortonornal basis for F.vn vn n
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For s E G og ~ E F betegner vi med r ~ det veds

r ~ : t ~ ~(ts) bestemte element i F. Vis, at rs s
F ~ F

er unit~r, og at r s s'
=r or f.

a s

.~ Antag nu, at G er kommutativ, og dermed, at r'erne

kommuterer. Der findes f¢lgelig en ortonormal basis

(X1, •.• ,Xn ) for F i hvilken hver afendo~orfierne

a E G beskrives ved en d~agonalmatrix. For s E G,

i = 1, ••• ,n har vi altsa

r ,
s

r (X·) = :\.(s)X·s 1, 1, 1,
med :\.(s) E re,

1,

og da r er unit~r, g~lder 1:\ .(s) I = 1. Slut nu, at ders 1,

g~lder IX.(s) I = 1, s E G,
1,

i = 1, ••. ,n, specielt IX. (e) I = 1.
1,

Uden at ~ndre ortonorrnaliteten og relationen (*) kan vi

derfor antage, at x.(e) = 1, i = 1, ••. ,n. Vis, at dette
t.

rnedf¢rer, at X. = :\. er en t-karakter pa G, og at funktio-
1, 1,

nerne X., ~ = 1, ••. ,n er samtlige ~-karakterer pa G (jfr.
1,

suppl ¢v. 3). Altsa: En kommutativ gruppe af orden n har

netop n C~karakterer X : G ~ ~*, og disse er en ortonor-

mal basis for Afb(G,~), dvs.

2: X(s)1/J(s) = {no
sEG

nar
X = 1/J

X =1= 1/J

Disse relationer er ensbetydende med at matricen

1
,/X.(s.) er unit~r. Slut heraf, at de medf¢rer, at
vn ~ J
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~ X(s)X(t) = {: nar
s = t

s =1= t
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Vis, at produktet XW : t ~ X(t)~(t) af to ~-karakterer X

og ¢ igen er en r-karakter, og slut, at {~-karakteren} er

en gruppe af orden n. Den betegnes ofte 0. Find en natur­
A

lig homomorfi G ~ ~, og vis, at den er en isomorfi.

23. Pa side 5.3.3. er vist, hvordan man kan bestemme den in-

verse til en regul~r matrix 4, idet der g~lder

-1
4 = 1 ( (-1) i+jdetA .. \

det4 \ =~J)

Matricen ((-l)i+jdetA .. ) kan naturligvis dannes for en­
=~J

Jhver matrix 4 € M (L), og den betegnes ofte 4 . Det er
n,n

ofte nyttigt at vide, at der for enhver matrix A E M (L)= n,n

gcelder

Vis, at dette f¢lger af udregningerne s~de 5.3.2 - 5.3.3.

24. Lad V v~re et n-dirnensionalt vektorrum over L. Vis, at

m~ngden AltP(V) af alternerende p-linearformer (i det f¢l-

gende kaldet p-former) er et underrum i vektorrummet

Afb(Vx ••• xV,L) af aIle afbildninger Vx ••• xV ~ L. Alt1 (V)

er.V's duale vektorrum V*, og vi s~tter ofte Alto(V) = L.
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~ Lad f E Alt1 (V), ~ E AltP(V) og definer en afbildning

p+1
tAt

p+1 i-1 ~
(v 1 ' • • • , v +1) ~ L ( - 1 ) f (v .) <P ( v 1 I .0 j-..•.-. t .. r • • • , v +1 )- -p i = 1 -~ - .... -p

( (n ( V '...'.V..,.. • ,.v. -1") bety.der tP (v 1 ' • • • , v. · l' v ·+ 1:::r. ...~.'. '. (!I , v + 1 ) ) •
'V -1 Aj -=p+ - _. -~- -~- -:~ --p

Vis, at fA~ E AltP+1(V). Vis, at fA(fA~) = 0 i AltP+2(V).

® Ved induktion kan vi til P linearfonner (f1 ' · · • ,fp)

knytte en p-form

kaldet det ydre produkt af linearfonnerne (f
1

, ••• ,fp ) . Vis,

at den herved definerede afbildning

er alternerende (d.v.s. den er line~r i hver variabel, og

opfylder, at f
1

A ••• A f p = 0 nar et f i = f j for i * j).

~ Lad f 1 , ••• ,fn v~re en basis for V*, og lad ~l' ••• '~n

v~re den duale basis for V (bestemt ved f.(e.) = 6 .. ).
~ -J ~J

Lad I,J v~re to delm~ngder af {l, ... ,n} rned p elementer:

I = {i 1,···,ip } rned 1 ~ i
1 < i

2
< ••• < -t. ~ n,p

J = {J 1 ' · • • , j p } rned 1 < j1 < ••• < jp < n. Vis, at

= {1
0(f· A ••• Af· ) (e. , ••• , e. )

~ ~ -J -J
1 P 1 P

nar I = J

nar I * J •



MAT 101

Slut heraf: p-formerne
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f· A ••• Af· , 1 < i
1 < i

2
< ••• < i ~ n

~1- ~P P

er en basis for Al t P (V) • [Benyt, at en p-form er helt be-

stemt ved sine v~rdier pa (e. , .•• ,e. ), 1 __< jl < ••• < jp ~_ n,
-J -J

1 P
og at det foregaende viser, ~t dissekan foreskrives vil-

karligt]. Bestem dimAltP(V), P = 0,1, ••• og fremh~v til-

fceldet P = n.

25. Tilf¢jelser til Kap. 7, ¢v. 32.

Tilf¢j efter ¢velsens linie 7: Vis, at der for aIle

[VLnk: Forfaste ~1'~2'~3 EVer den ved

bestemte afbildning VxVxV ~ ~ alternerende, altsa af

formen AlP
O

' hvorproportionalitetsfaktoren A = A(-~.. 1'!:!:2''!!:.3)

naturligvis afh~nger af ~1'~2'~3' altsA

Hvis (~1'!2'E3) er en positiv ortonormal basis, finder

vi AC!!:'l''!:!:.2'!!:3) = det(!!:r'£j)' hvoraf f r emq a r , at

A : VxVxV ~ ~ er alternerende, og da A(£1/~2'£3) =

det(v.·v.) = det__E = 1, rna vi have A = tp ].
-& -J 0
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Tilf¢j efter ¢velsens linie 24: [Vink: Anvend (*). pa

s~ttene (~1'~2'~lx~2) og (~1'~2'~lx£2)]·

Tilf¢j "positiv" f¢,r "basis" i ¢velsens linie 31.

Tilf¢j efter ¢velsen: Vis ogsA relationerne £ra EV· ¢v. 28

og ¢v. 30.

26. Lad V v~re et n-dimensionalt vektorrum over E og lad B

v~re en reguZ~r syrnmetrisk bilinearform pa V, som i en

given basis (£l' ... '~n) beskrives ved matricen ~. Vis,

.ind B
at slgn(det~) = (-1) -

ta' S~tB = (b .. ) .. l ,ogd =detB,v=l, ..• ,n
~ =v ~J ~,J= , ...·,v v =v

og antag, at tallene d
1

, ••• ,d
n

aIle er * o. Vis, at

ind_B = (antallet af fortegnsskift i f¢lgen 1,d1,d2
, ... ,d

n
)

[Vink: S~t V = Span{e
1

, ... ,e }, B = B's restriktion tilv - - -v v

Vv' Pv = ind+Bv og qv = ind_Bv' v = 1, ••. ,n. ~v er da ma-

tricen h¢rende til B , og der g~lder
v

~ ... ~ q •
n

If¢lge antagelsen er B 'erne reguI~re, og der g~lder f¢l­
v

qv
gelig pv + qv = v og sign(dv ) = (-1) • Heraf f¢lger pa-
standen let].

@ I et tiIf~lde, hvor antage1sen i ® ikke er opfyldt

(me.n stadig B reguI~r) kan ind_B besternrnes ved "pertuba-

tionsmetoden", idet der I¢st sagt g~lder: En tiIstr~kke-

1ig IiIIe ~ndring af koefficienterne i ~ viI ikke ~ndre
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ind+ og ind_, og efter en lille, passende ~ndring af koef­

ficienterne L B v i.L antagelsen i ® veere opfyldt. Mere

pr~cist:

Lad ~ vc:ere en,synunetrisk matrix, hvis elementer aIle

er E {O,l} og seet ~E. = ~ + sf:' E. E JR. Vis, at

ind+~E > ind+~

n~r E er tilstr~kkelig t~t ved o.
ind_~E ~ ind_~

[Vink: Vcelg et indre produkt (og derrned en metrik) .L V.

Lad B v~re den symmetriske bilinearform pa V, der i den
E

givne basis beskrives ved ~E. Lad U v~re et positivitets­

rum for B og s~t K = {u E U I II u II = 1}. Der g~lder da:

B > 0 pa K, og vi skal vise, at ogsa B > 0 pa K, nar
E

E er tilstr~kkelig t~t ved o. Hertil udnyttes, at den

ved (~,E) ~ B (u,u) besternte afbildning KxE ~ ~ er
E - -

kontinuert, med v~rdi > 0 i ethvert (~,O), u E K, i for-

bindelse ~ed at K er kompakt].

Berncerk dern~st, at disse uligheder rna vcere "ligheder" nar

~ er regulcer.

Vis, endelig, at vi til den givne matrix ~ altid kan be­

stemme f:, sa at ~E. opfylder antagelsen i (V nar E. er

tilstr~kkelig t~t ved 0, E * o. [Vink: Vi kan faktisk al-

tid bruge ~ = ~].



Eksempel: Bestem ind+~ og ind B for
-=

0 0 0 1

0 1 -1 0
B = 0 -1 0 0

1 0 0 0)

Bru'g f.x.

1 0 0 0

0 0 0 0

f: .-
0 0 0 0

0 0 0 0
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27. Lad (A,V) v~re et affint rum. For fast PEA er Q ~ PQ

en bijektiv afbildning A ~ V; den inverse afbildning be-

tegnes ofte ~ ~ P + ~, ·og for en delm~ngde U ~ V beteg­

ner P + U billedet ved denne afbildning, altsa

P + U = {p + vlv E U} = {QlpQ E U}. Lad nu -B :~ A--v:~re en

delm~ngde, lad U ~ V v~re et underruffi, og lad P E B. Vis,

at f¢lgende betingelser er ~kvivalente: (i) B er et affint

28. Lad K v~re en kvadrik i et euklidisk affint rum (A,V) og

lad B ~ A vcere et affint underrum. Vis, at K n B er en

kvadrik i B.
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29. I st.edet for § 6. 3 (Trl.agonalisering) kan lceses f¢lgende,

der bygger pa Jordan's normalform. Vi har set, at der for

enhver endomorfi af et n-dimensionalt komplekst vektorrum

(V,<t) findes en basis for V, m.h.t. hvilken matricen

(

for f er en Jordan-matrix, og dermed specielt en ¢v~e

trekantsmatrix. Idet rieZle tilf~ldeg~lder:

For enhver endomorfi f af et n-dimensionaZt reett vektor-

rum (V.,IR) er fr/JZ,gende tre udsagn ensbetydende:

1 ) Der findes en baS1:S for V , m.h.t. hvilken matricen

for f er en Jo r danr-ma t r-i x .
2) Der findes en. basis for V I m.71,. i: • hviZken matricen

for f er en ovr e trekantsrnatrix .
3) A Z. Le de karakteristiske rr/Jdder for f eY' reeZZe .

Bevisv 1). 2) fremgAr af, at enhver Jordan-matrix er en ¢vre

trekantsmatrix. 2) ~ 3) f¢lger af, at hvis matricen for f er

en ¢vre trekantsmatrix 4 = (aij)n,n sA er Pf(b) ~

(a11-t)· .. ~{ann-t), hvoraf ses, at de karakteristiske r¢dder er

diagonalelementerne a 11 , · · · ,ann i 4, og dermed reel Ie. Ende-'

lig fI.~emgar 3) ~1) af , at bevi.se t; i Suppl, opg. 1 7 b ogsa fun-

q e r e r i (let: 'reelle tIl fcelde, nar 3) er op f y Ldt; , (I resten a f be-

viset for eksistensen af en Jordanbasis for V m~rkes slet in~

tet til koefficientlegemet.) I
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Resultat.et kan abenba17t oq s a udtrykkes s.a Lede s :

Fop enhver reel matrix 4 E M (m)n,n

b e tu den de :

er f¢Zgende tre udsagn ens-

1) A er regut~r-~kvivaZent med en Jordan-matrix.

2) 4 er reguZ~r-~kvivalent_med en ¢vre trekantsmatrix.

3) AZZe de karakteristiske r¢dder for 4 er reeZZe.

For et vilkarligt polynorniurn p

(
1\

( p (t)

/

\

med koefficienter or'··· ,0 0 E L (= m eller ~) og for enhver

endomorfi f af et n-dimensionalt vektorrum (V,L) defineres

en endomorfi p{f) af (V,L) ved

idet fP betyder f 0 •.• 0 f (r gange), og specielt f O = e

(den identiske endomorfi) ~

For to polynomier p (som anf¢rt) og q g~lder:

(pq) (f) _•. p (f) 0 q (f) •

Analogt for et produkt af flere polynomier, lad nernlig:

( ) S tq '. i: ::.; BD t .+... + a1 .,: + a0 •

sA er produktpolynomiet pq definitionsm~ssigt givet ved

1")

.- p I t i q t i) = r
j=O

Cl'
t.:

L
k=O

l
== L

ti , k



Tilsvarende fas, da fj 0 fk - fj+k ,
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p (f) 0 q (f) --
r .
r ex .fJ 0

j=o J
==

r+8 (

m:o ..
hvilket netop er (pq) (f) .

Analogt defineres for 4 E Mn,n(L) matricen

P (A) = aA
P

+ • •• + 01 ti_· + cxO-_E= r= E Mn,n(L)

og det s~s, at der fbr~o~polynomier p og q g~lder

Hvis nu f har matricen 4 robh.t.en valgt basis for (V,L),

sa har f2::= f 0 f matricen 42 -~'4 (se side 4.2.5), og almin­

deligt har fJ matricen 4j
. Her~f f¢lger let, at

Vi kan nu vise Hamilton-CayLey's s~tning:

Evih oer en domo r j-i .f af (VtfL) er "r o d" i sit lcarak t e r i e t i-:

s k. (~ 1)0 ZYnom i U in: (nul~endomorfien) 8

Enh oe r mairi x -4 E Mn,n (L) er "r o d" -i sit k.av ak.t e r-i e t i ek e

polynomium: p4(~) - fl ·

Bevis. Da P.r =: f) I
J - it og clap f (f) saledes if¢lge (*~) har rna-

(rlar' f~ har ma t rrceri 4).' er de to formuleringer

abenbar1: zekvLva Lerrt.e (I Det er derfor nok at betragte tilfceldet
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idet enhvet reel matrix 4 kan opfattes som en kompleks

matr Lx (nai::urligvis med s amme kazakt.er Ls t Lske po l.ynomi.um) •

For nu at vise s~tningen for L = ~ og i den f¢rste formu-

lering 1 benyttesSuppl., opg. 1 7 b og de der anvendte betegnelser.

Da v =: er det nak at vise for ethvert j =1,···l'p

(

ac

h.aV~2S

for enhver vektor u E U.
J

Scettes rmA.=n,
J (1

(
n

(A -t) P
r

rt.
== q. (t) (t-A.) J

J (]

hvor q.. er et polynomium. Sa er if¢lge (*) .
,.7

n.
PfCr> =: q{f) 0 (f- Aj e ) J

og vi mangler derfor kun at vise, at

n~
--7

(f'- A •e ) U (u) .,- 0 ..
~7 '-

Ved bet r aqtninq af d i.aqonaLeLemerrt.er'ne i en Jordan-matrix

igennt~m" derine bLok , s varex til en basis for

ses g at blokken C_ med ~~ i diagonalen har
:--.= ~J ~J

rffikk.eJ:7 og s¢j ler 1 og da de s¢j ler i ~, som "garno< :::: rm A~
I:J J

erv ~ ,
J

.71., af f- A~e til u. nil-
J a J

0 f:Jg dermed (*** ) Der

Nu er restriktionen
'tl ,

og n~rmere grelder h. J =
J

di.m U ~ :-= n ,
J to!

(

sras.1d~f?J:'· nemI i.q aLmen t; for en nilpotent endomorfi h af

et n~dimensionalt vektorrum U (afl~ses let af beviset for a

elier c i Suppls opgv 17)>>
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KAPITEL 10

Basis

Idette kapitel skal vi indf¢re et vigtigt hj~lpemid-

del til studiet af vektorrum, og vi skal ogsa se de f¢rste

anvendelser af dette nye hj~lpemiddel, den sakaldte basis

for et vektorrum. Vort udgangspunkt er begrebet linearkombi-

nation, som blev indf¢rt i definition 9.1.

Dengang betragtede vi en m~ngde A i et vektorrum U

over et legeme K, og vi minder.om, at en linearkombinati-

on af elementer fra A er et udtryk A1 U1+ ••• +A u ,- n-n hvor

n = 0 eller n E IN' og u 1 ' · • • , u E A,- -n

Vi er n¢dt til at tale ret pr~cist om linearkombinationer

i det f¢lgende, og derfor bliver vi nu temmelig pedantiske.

En linearkombination har selvf¢lgelig en v~rdi, idet

den ganske enkelt er en vektor i U. Pa den anden side har

den et udseende, idet der optr~der et antal led, hvert af

dem produkt af et element fra K og et element fra A.

DefLni.t.Lon 10 .1. En linearkombination A
1

u
1
+... +A u- ,n-n

kaldes reduceret, hvis ~1' ••• /~n er indbyrdes forskellige.

En linearkombination reduceres, ved at led, hvor samme vek-
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tor optr~der, erstattes med et eneste led, hvis koeffici-

enter bliver summen af vedkomrnende vektors koefficienter.

Ved reduktion af en linearform fremkomrner en reduceret li-

nearfo~m. Reducerede linearformer regnes for ens, hvis de

indeholder de samme led bortset fra eventuelle led med koef-

ficient O. Vilk&rlige linearformer regnes for ens, hvis re-

duktion af dem giver ens reducerede linearformer. En linear-

form kaldes tom, hvis den ved reduktion giver en linearform,

der slet ikke har nogen fra 0 forskell~g koefficient.

Det er ~lart, at en linearform ved reduktion giver en

ganske bestemt reduceret linearform. Det f¢lger af definiti-

onen af et vektorrum, at en linearforms v~rdi ikke ~ndres ved

reduktion. En linearform med n = 0 er selvf¢lgelig torn. Vi

har ikke noget tegn for den, men vi har jo muligheden for at

skrive O-Q, hvilket jo efter konventionerne ovenfor betyder

det samme. Vi kan ogs& skrive O·u med en vilkarlig vektor

u.

Hvis ~,~ og w er vektorer i A, er u-u og 2u-v+3w

+v-w-2u-2v tomme linearkombinationer af ~,~ og w. Linear-

kombinationen 3u-2v+w+v-2u+w~u reduceres til 2w-v.

S~tning 10.2. Lad A v~re en m~ngde i et vektorrum U

over et legeme K. Da er f¢lgende 4 betingelser indbyrdes
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CEkvivalente~

1). Enhver vektor i span A har kun 1 fremstilling

som linearkombination af vektorer fra A.

2). I span A findes en vektor, der kun har 1 freIU­

stilling som linearkombination af vektorer fra A.

3). Kun den tomme linearkombination af vektorer fra

A h ar vcerdi 0 .

4). Ingen vektor u E A kan skrives som en linearkom­

bination af vektorer fra A'{~}.

Bevis. Vi beviser f¢rst, at 1) ~. 2) # 3). Det f¢lger

umiddelbart af, at en vektor u E span A pa 2 mader kan skri­

ves som linearkombination af vektorer fra A, hvis og kun

hvis 0 kan skrives sam en ikke tom linearkombination, sA

v~ skal blot vise rigtigheden af denne pastand. Hvis L1 og

L2 er indbyrdes forskellige linearkombinationer af elementer

fra A og med vcerdi~, er L1-L2 en ikke tom linearkombi­

nation af vektorer fra A og ·med v~rdi O. Hvis N er en

ikke tom linearkombination af elementer fra A og med vcerdi

Q, og ~ E span A er vcerdien af en linearkombination L af

vektorer fra A, er L+M forskellig fra L og har vcerdi u.

Dermed er cekvivalensen af de tre f¢rste pastande bevist.

Hvis u E A kan ,skrives som en linearkombination L af
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vektorer fra A~{~}, b1iver L-u en ikke tom (da u

ogs& efter reduktion har koefficient -1) 1inearkombina-

tion af vektorer fra A og med v~rdi Q, sA 3) er ikke

opfyldt. Dermed har vi vist, at 3) • 4). Hvis 3) ikke

g~lder, findes der en reduceret linearform, der opfy1der

A1~1+0 0o+An~n = 0, n E]N, ~1' 00 0'~n E A, . A1, 0 0 0' An E K,{oL
-1 -1

Sa far vi ~1 = :""A1 A2~2-ooo-A1. An~n' sa 4) er ikke op-

fy1dt. Dermed har vi vist, at 4) • 3), og dermed er s~tnin-

gen bevist.

Definit~on 10.3. Hvis en m~ngde A i et vektorrum U

over et legeme K opfy1der de 4) indbyrdes ~kviva1ente be-

tinge1ser i s~tning 10.2 ka1des A en line~rt uafh~ngig

m~ngde e11er en m~ngde af 1ine~rt uafh~ngige vektorer. Hvis

A ikke opfylder de 4 betinge1ser, kaldes A en 1ine~rt af-

h~ngig m~ngde e11er en m~ngde afline~rt afh~ngige vektorer.

For A = 0 har vi kun den tomme 1inearkombination af

vektorer fra A, og dens v~rdi er Q, s& 0 er 1ine~rt uaf­

hzenq Lq og span 0 =' '{Q} • I det f¢lgende vi1 vi for det meste

snyde for at diskutere det u~nteressante specialti1f~lde, hvor

en m~ngde er tom.

Hvis Q E A, er A 1ine~rt afh~ngig, da 1T O har v~r­

di 0 uden at v~re tom. Hvis A ='{e} og e * Q, er A

line~rt uafh~ngig, da 'Ae *' Q, hvis A * O.

Det er k1art, at enhver de Lmamqde af en, linecert uafh~n-

gig m~ngde selv er 1ine~rt uafh~ngig. Det er ogs& k1art, at
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en m~ngde A er line~rt uafh~ngig, hvis og kun hvis

enhver endelig delm~ngde af A er det.

M~ngden af line~rt uafh~ngige m~ngder i vektorrummet

U er (partielt) ordnet ved inklusion. En line~rt uafh~n­

gig m~ngde er maksimal, hvis den ikke er ~gte delm~ngde

af nogen line~rt uafh~ngig m~ngde. Vi viI nu vise 2 s~tnin­

ger om eksistens af maksimale,__ linecert uafhcengige mamqder ,

Den f¢rste er ganske enkel og element~r. Den anden er sub­

til og bygger pa Zorn's lemma, som vi omtalte i kapitel 5.

Scetn'ing 10.4. Lad U v~re et vektorrum over et lege­

me K. Da g~lder enten, at U indeholder en u~ndelig, li­

ne~rt uafh~ngig m~ngde, eller, at enhver line~rt uafh~ngig

m~ngde A c U er delm~ngde af en maksimal, line~rt uafh~n-

gig m~ngde B c U.

Bevis. Lad A c U v~re en line~rt uafh~ngig m~ngde.

Hvis A er uendelig, indeholder U en uendelig, line~rt

uafhcengig m~ngde. Hvis A er maksimal er A delm~ngde af

den maksimale, line~rt uafh~ngige m~ngde A. Hvis A er

endleig og ikke rnaksimal, er A ~gte delm~ngde af en line­

~rt uafh~ngig m~ngde A
1

' og vi kan sa gentage r~sonnemen­

tet for A
1

• Enten f¢rer denne proces efter endelig mange

trin til en endelig, maksimal, line~rt uafh~ngig. m~ngde A
q

eller vi far en uendelig f¢lge A c A
1

c A 2 c ... af line-

~rt uafh~ngige m~ngder. Lad B v~re foreningsm~ngden af
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~

B = {b
1,

••. , b } c A- -s

gce1der nu, at, hvertelementb . -~ tilh¢rer en af. msenqde r ne A. ,- ~ -J J
~

og den sidste af disse udvalgte indeholder hele B. SA

~

er B de1m~ngde i en linecert uafhcengig mcengde, og derfor

selv line~rt uafhcengig.AltsA er enhver endelig de1mcengde

af B line~rt uafh~ngig. Men sa er B linecert uafhcengig.

Vi har sAledes fundet en uendelig, linecert uafh~ngig mcengde

i U, og dermed er scetningen bevist.

Den nceste scetning har en enklere formulering.

~~tning 10.5. Lad U v~re et vektorrum over et lege-

me K og A c U en 1ine~rt uafhcengig mcengde. Der findes

da en maksimal, linecert ua£hcengig mcengde B ~ A.

Bevis. Lad M vcere mcengden af linecert uafhcengige

mcengder, som indeholder A. SA er M partielt ordnet ved

inklusion. Lad {A I I j E J} vcere en delmcengde af M, som er
J

tota1t ordnet ved inklusion. Vi indf¢rer A = U AI . Lad
jEJ J

{a1 ' • • · , a }
~

endelig delmcengde af
~

Sac A vcere en A. er
- -s

hvert al element i en mcengde AI, j E J, og den af disse,
J J

som kommer sidst i den tota1e ordning, indeholder {~1' ••• '~s}.

sA er {~1' ••• '~s} delmcengde af en linecert uafhcengig mceng-

de, a1tsa 1inecert uafhcengig. Men sA er enhver endelig del-
~ ~

mcengde af A ogdermed A selv linecert uafhcengig. Dermed

har vi bevist, at enhver totalt ordnet delm~ngde af M har

en rnajorant, og sA fortceller Zorn's lemma, at M har et

maksimalt elemnt. Dermed er scetningen bevist.
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Vi skal nu indf¢re det s~rlige begreb, der er hovedemnet"

for dette kapitel.

Def~nition 10.6. Lad U v~re et vektorrum over et

legeme K. En m~ngde B c M kaldes en basis for U, hvis

enhver vektor u E U har en og kun en fremstilling som li-

nearkombination af vektorer fra B.

At enhver vektor u E U kan skrives som linearkombina-

tion af vektorer fra B er ganske ensbetydende med, at

U = span B. At hver vektor fra B kun har en sadan frem-

stilling er ensbetydende med, at B er line~rt uafh~ngig.

S~tn~ng ~0.7. Lad U v~re et vektorrum over et lege-

me K. En basis for U er ganske det samme som en maksimal

line~rt uafh~ngig m~ngde af vektorer fra U.

Bevis. Af bem~rkningerne f¢r s~tningen fremgar, at en

basis B er en line~rt uafh~ngig m~ngde. Da enhver vektor

i U kan skrives som linearkombination af elementer fra B,

er B en maksimal, line~rt uafh~ngig m~ngde. Hvis B er

en maksimal, line~rt uafh~ngig m~ngde, er B U{~}, hvor

u E U,B, line~rt afhcengig, 0 vi har en ikke torn linearkom-sa-

bination A1 u 1+. · · +A u + A~ = Q, hvor A1 * o, ... , A * 0,- n-n n

~1 ' • • • ,~n E B. Her er A * 0, da linearkombinationen ellers

matte torn. Vi far 0 -1 . -1 altsav~re sa u = -A A1 u1- ••• - A A u ,
- n-n

u E span B. Dermed er s~tningen bevist.



Vi kan nu omformulere s~tning 10.5 til udsagn om

eksistens af basis for vektorrum.

s~tning 10.8. Ethvert vektorrum har en basis. En li-

nerert uafh~ngig m~ngde i et vektorrum kan udvides til en

basis for vektorrurrunet. En basis for et underrum i et vek-

torrum kan udvides til en basis for hele rummet.

Bevis. Den midterste pastand er blot en omformulering

af s~tning 10.5. Den f¢rste pastand er det specielle tilf~l-

de, hvor den line~rt uafh~ngige m~ngde er torn. Den sidste pa-

stand f¢lger af, at en basis for et underrum er en line~rt

uafh~ngig m~ngde.

Eksempler. Vektorrurnmet {Q} har 0 som basis, og

det er den eneste. Vektorrurnmet ~2 over legemet 2Z 2 har

{1} som basis, og det er igen den eneste. Eller har vektor-

rum s~dvanligvis mange baser. Et legeme K som vektorrum

over K har basis {e}, hvor e E K,{O} er vilkarligt

valgt. Vektorrummet Kn har basis bestaende af e =-1

(1,0, ••• ,O), ... ,e = (.O, ... ,0,1). Vektorrurnmet af reelle
-:0

talf¢lger med kun endelig mange elementer * 0 har en basis

bestaende af (1,0,0, .•• ), (0,1,0, ••• ), •••. Denne basis

kan udvides til en basis for vekto.rrununet af alle reelle

talf¢lger. Det er let nok at finde talf¢lger at f¢je til de
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allerede valgte, men hvormeget man end slider i det med

at udv~lge s&danne f¢lger, n&r man aldrig til virkelig at

have den bas~s, hvis eksistens vihar bevist.

Lad nu U og V v~re vektorrum over K. Vi viI nu

studere vektorrurnmet Hom(U,V) af line~re afbildninger

f:U ~ V. Vi har jo altid Q~afbildningen, som afbilder

hele U pa 0 E V, men i kapitel 9 vidste vi ikke, om

der overhovedet fandtes andre afbildninger. Nu er vi i stand

til at udtale os mere pr~cist om vektorrummet af afbildnin-

ger.

Lad B vcere en basis for U. Sa har hver line~r af-

bildning en restriktion fIB:B ~ V, og da B ikke er et

vektorrum, er fiB blot en afbildning, et element af VB.

Det viser sig nu, at den line~re afbildning f:U ~ V er helt

bestemt ved sin restriktion fiB, og-,det viser sig ogsa, at

enhver afb~ldning g:B ~ V er restriktion af en line~r af­

bildning f:U ~ V. Dette er ernnet for den n~ste s~tning,

som dog ogsa indeholder lidt mere information.

See't'ning lO~,9. Lad, U og V veer-e vektorrum over et le­

geme K, og lad B v~re en basis for U. Ved f(£) = fiB

defineres da en vektorrurnsisomorfi f:Hom(U,V) ~ VB .

Bevis. For line~re afbildninger f1'£2:U ~ V og ele-
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Derfor er r en homomorfi. Vi mangler at vise, at r er

bijektiv. Lad g:B ~ V v~re en given afbildning. Hvis 9

er restriktion af f til B, fAr vi, idet ethvert element

u E U kan skrives som en linearkombination ~ = A1~1+ ...

+A b af basiselementer, at f'(u) = f( A1b1+
... +A b ) =n-n - - n-n

A1f(~1)+... +Anf(~n) = A1g(~1)+···+Ang(£n)· Det viser, at

f er besternt ved g, altsA at r er injektiv. Desuden

ved vi, at f rnA defineres ved f(~) = A1g(~ )+ ... +Ang(~n).

Vi rnA f¢rst vise, at der er mening i denne definition, altsa

at ens linearkombinationer giver samme funktionsv~rdi. Nu

fas ens linearkombinationer af hinanden ved, at udtryk som

:,111 b+ .. ·+11 b erstattes med (111+ .•. +l1)b, og vi ser straks,- ~ q-

at det ikke ~ndrer v~rdien af f(~). AltsA er f veldefine-

ret. Det ses umiddelbart, at f er line~r. Dermed er s~tnin-

gen bevist.

Eksempel. Vektorrummet K som vektorrum over K har

basis {1}, og en line~r afbildning f:K ~ K er derfor gi-

vet ved f(x) = kx, hvor k = f(1) er et vilkArligt element

af K. I eksemplet efter definition 9.12 er det samme udf¢rt

for linearformer Vektorrummet mOO
o af reelle tal-

f¢lger med kun endelig mange led * 0 har basis bestaende af

~1 = (1, 0 ,0 , • • .), ~2 = (0, 1 ,0 , ••• ) , • •• • For hver reel talf¢lge
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(Y1'Y2' ... ) findes der en og kun en linearform

med f(e) ~ Y ,-n n n = 1,2, .... Heraf f¢lger,

at det duale rum til

00

met IR.

er isomorft med hele talf¢lgerum-

J
(

Vor n~ste sretning f¢lger helt umiddelbart af s~tning

10.8 og 10.9. Den fungerer sam en i visse situationer s~rde-

les nyttig hj~lpes~tning.

S~tning 10.10. Lad U og V v~re vektorrum over et l~ge-

me K, lad W c U veere et underrum, og lad b E U'\~v og

a E V vzer e givne vektorer. Enh\ler linecer afbildning f :~v -) V

kan da udvides til en line~r afbildning 1:u 4V, som til-

fredsstiller betingelsen ?(~) - a.

Bevis. Vi vcelger en basis BO for W. Sa er Bo U {~}

en linecert uafhcengig mcengde, som if¢lge scetning 10.8 kan udvi-

des til en basis B. Vi definerer g:B -) V ved g(~) = f(~),

hvis x E B, medens v~ vcelger g(~) = a og g(~) ~ Q (eller

hvad somhelst) pa resten af B. Sa har 9 if¢lge scetning

10.9 en udvidelse 1:u -) V, og det fremgar af scetning 10.9

anvendt pa W, at 11w = f, sa f er en udvidelse af f.

Vi har f(~) = q(~) - a. Dermed er scetningen vist.

Som en anvendelse heraf viser vi nu det supplement til

scetning 9.13, som vi stillede i udsigt i bemcerkningen lige

f¢r definition 9.14.
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s~tning 10.11. Den i s~tning 9.13 omtalte line~re

afbildning ~u:U ~ U** er injektiv.

Bevis. Vi skal blot for u E U vise, at den ved

~**(~*) = ~*(~) definerede afbildning u**:U* ~ K ikke

er Q-afbildningen, hvis u * o• Men s~tning 10.10 fort~l-

ler, at vi for u * 0 kan vcelge en linearform u*:U ~ K

med ~* (~) * Q, og 0 er u** ikke Q-afbildningen. Der-sa

med er s~tningen bevist.

Med denne tilf¢jelse fortceller s~tning 9.13, at- U**

indeholder en kopi af U.

Vi indf¢rer en talemade, som viI g¢re det muligt at

formulere nogle af de n~ste s~tninger mere kortfattet.

Def~nit~on 10.12. Lad U vcere et vektorrum over et

legeme K. For en m~ngde A c U viI vi ved annihilatoren

til A i U* forsta mcengden af linearformer u* E U*

rned u*(A) = {OJ. For en mcengde A* c U*=
viI vi ved anni-

hilatoren til A* i U forsta m~ngden af vektorer u E U,

for hvilke u*(u) = 0 for aIle u* i A*. Vi skriver

Ann*A for annihilatoren til A i U* og Ann A* for

annihilatoren til A* i U. Analogt skriver vi Ann**A*

for annihilatoren til A* i U**.



Scetning 10.13. ~ -1 (Ann**A*) = Ann A*.
U

10.13

Bevis. At UE Ann A* betyder netop, at ~**(~*) =

~*(~) = 0 for alle u* E A*. Dermed er scetningen bevist.

Scetning 10.14. Annihilatorer er underrum.

Bevis. Af u*,u* E Ann*(A)-1 -2 og f¢lger

for aIle u E A, altsa A1~1 + A2~~ E Ann*(A). Dermed har

vi vist, at Ann*{A) er et underrum i U*. Anvendt pa

A* c u* giver dette resultat, at Ann**{A*) er et underrum

i U**, og derefter f¢lger det af scetning 10.13 og scetning

9.8, at Ann (A*) er et underrum i U. Dermed er scetningen

bevist.

Et underrum V c U og etunderrum V* c U* kan even-

tuelt vcere annihilatorer for hinanden. Den nceste scetning for-

tceller om nogle situat~oner, hvor dette faktisk indtrceffer.

Scetning 10.15. Lad U og V vcere vektorrum over et lege-

me K og f:U ~ V en linecer afbildning og med den duale af-

bildning f*:V* ~ U*. Da er kern feU og im f* c U* hin-

nandens annihilatorer og im f c V og kern f* c V* er lige-

ledes hinandens annihilatorer.
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Bevis. Vi skal ialt vise 4 pastande. Lad os begynde

med at vise, at Ann*(im f) = kern f*. Vi minder om, at

f*:V* -. U* er defineret ved, at vi for ~* EV*, altsa

v*:V ~ K har f*(~*) = v* f. At v* Ekern f* betyder

derfor, at vi for aIle u E U har v*(f(~)) = 0, altsa

at v* E Ann*(im f). Dermed er den f¢rste pastand bevist.

Vi viser dern~st, at Ann*(kern f) = im f*. At u* E U*,

altsa u*:U ~ K tilh¢rer im f*, betyder, at der findes

en linearform ~* E V*, altsa ~*:V ~ K, for hvilken vi

har ~* = f*(~*) = v* f. If¢lge s~tning 9.10 viI dette v~re

opfyldt, hvis og kun hvis kern u* ~ kern f, altsa hvis og

kun hvis u* E Ann*(kern f). Dermed er den anden pastand be­

vist.

Vi viI nu vise, at Ann(kern f*) = im f. At v E V

tilh¢rer ann(kern f*) er if¢lge s~tning 10.13 ensbetydende

rned, at ~** E Ann**(kern f*), og if¢lge den anden allerede

viste pastand er det ensbetydende med, at v** E im f**. Af

s~tning 9.16 f¢lger nu, at det er ensbetydende med, at v E im f.

Dermed er den tredie pastand bevist.

Vi mangler nu at vise, at Ann(irn f*) = kern f. At

f(~) = 0 er if¢lge s~tning 9.16 ensbetydende med, at

f**(~**) = Q, altsa med, at u** Ekern f**. If¢lge den
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f¢rste af de viste pastande, er det ensbetydende rned, at

u** E Ann**(irn f*), og det er if¢lge s~tning 10.13 ens­

betydende rned, at u E Ann(irn f*). Derrned er s~tningen

bevist.

L~g rn~rke til, at s~tning 10.8 ikke korn i brug ved

beviset for de 2 f¢rste pastande. Til geng~ld kan de 2 sid­

ste pastande ikke bevises uden brug af en af vore dybere

s~tninger. Vi har foretrukket at bruge s~tning 3.16, men

der var flere rnuligheder.

Vi anf¢rer en oplagt f¢lges~tning.

S~tning 10.16. En line~r afbildning er injektiv, hvis

og kun hvis dens duale er surjektiv, og den er surjektiv,

hvis og kun hvis dens duale er injektiv. En line~r afbild­

ning er en vektorrurnsisornorfi, hvis og kun hvis dens duale

er det.

Bevis. Det er klart, at Ann*{O} = U* og Ann*(.U) = {Q.}.

Af Ann**{Q} = U** og Ann**{U*) = {Q} fas ved s~tning 10w13,

at Ann{Q} = U og Anri{U*} = {Q}. Derefter giver s~tning

10.15, at irn f = V ~ kern f* = {Q}, og at kern f = {O} #

irn f* = U*. Heraf f¢lger s~tningen umiddelbart.

Det f¢lger af s~tningen, at ege.nskaberne "injektiv",

"surjektiv", "bijektiv" nedarves til den biduale afbildning.



Eksempel. Lad

10.16

v~re vektorrummet af reelle

talf¢lger med kun endelig mange led * 0. Sa er

(JR~)* = ~oo i den forstand at en f¢lge (Y1'Y2"'.) fra

JRoo skal reprcesentere den ved y* (~) = x 1Y1 +x 2Y2+. • . de-

* ~ ~f inerede linearform y...: JRO -+ lR. Lad nu f : JRO -+ lRO varre

givet ved f(x
1x2, ••. ) = (x1 ,x1 ,xyx3,xS,xS' ••. ). Sa er

oo
kern f m~ngden af f¢lger i JRO med ° pa pladser med

ulige nuooner, medens im f er m~ngden af f¢lger i

med hvert led med ulige nummer lig med det f¢lgende. Vi ser,

at f*(Y1'Y2' ••• ) er den linearform z*:JR~ ~~, som er

givet ved, at z*(x1,x2, ) = (x1Y1+x Y2+x3Y3+x3Y4+ ' og

det betyder, at f*(Y1'Y2' ) = (Y1+Y2,0'Y3+Y4'0, ). Alt-

sa er kern f* m~ngden af f¢lger af forrnen (z1,-z1,z2,-z2' ... )'

og det er netop Ann*(~m f). Endvidere er im f* m~ngden

af f¢lger med a pa pladser rned lige nummer, og det er netop

Ann*(kern f).

Vi gar nu over til at anvende vore nye hj~lpemidler pa

begreberne direkte sum og direkte produkt. Vi begynder med

endnu lidt jargon.

Definition 10.17. Lad U v~re et vektorrum over et le-

geme K, og lad V og W v~re underrum i U. Hvis U = V ffi W,

siger vi, at V og W er indbyrdes komplement~re underrum af

U.
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Det er klart, at "komplementcert underrum til" er en

syrrunetrisk relation.

Scetning 10.18. Til ethvert underrum i et vektarrum

findes der et (scedvanligvis ikke entydigt bestemt) komple-

ment~rt underrum.

Bevis. Lad U v~re et vektorrum over K, og lad

v ~ U vcere et underrum. Vi vcelger en basis B1 for V

og udvider den til en basis B for U. Vi scetter B'B1 =

B2 og W = span B2. For hvert u E U har vi en fremstil­

ling

U = A1b·1+.·•• +A b + A1' b 1'+ ••• +A" ,b' ,- p-p - . p - p

med b 1, , • • • , b E B1 ;- -p b' , ••• ,b' , E-1 - p

A1 ' • • • , A , A1', ••• , A' ,P . P
A1'b1'+ ••• +A' ,b' , E ~tV,

- P - P

u E V n W har vi

E K. Her er A1b 1+ ••• +A b E V og- p-p

sa vi har U = v + W. For et element

U = 111 b1+ •• ·+11 b = 111'b1'+ ••• +11' ,b'- p-p - p - p

med b 1 , ••• ,b E B1- -p , ~~ ' ••• '~'p' E B2 ; P1' ... 'Pp ;

men det medf¢rer, at 111 = =

P1 = ••• = P~ = 0, sa vi har V n W = {Q), al tsa

V ~ w. Dermed er s~tningen vist.
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Det komplement~re underrum er en kopi af faktorrum-

met. Den n~ste s~tning, som i¢vrigt er element~r, s~tter

dette i forbindelse med tilvante geometriske forestillin-

ger.

S~tning 10.19. Lad U vcere et vektorrum over et le-

geme K. Lad V og·W v~re delrum af U, og U = V e w.

Lad p:U ~ W v~re den ved p(~+~) = w definerede projek­

Ution, idet v E V, w E W. Lad k:U ~ V v~re den kanoniske

Uafbildning, og lad X:W ~ V vcere den ved X(~) = w+V defi-

nerede line~re afbildning. Da er X en vektorrumsisomorfi,

og k = X p.

U
Bevis. Det er klart, at X er linecer. Lad ~+V E V

v~re et vilk&rligt siderum. Da der findes ~n og kun ~n op-

spaltning u = v+w med v E V, ~ E W, tilh¢rer u et og

kun et siderum w + V = p(~) + V. Heraf f¢lger begge p&stan-

de, og dermed er s~tningen bevist.

Eksempel. Lad os se pa lli
3 som m~ngde af stedvektorer

til punkter i E 3 svarende til et fast valgt begyndelsespunkt

0. Lad (~1'~2'~3) v~re en basis. Sa er vektorerne i

V = span{~1'~2} m~ngden af stedvektorer til punkterne i en

plan P gennem 0, og W = span{~3} m~ngden af stedvektorer

til punkterne i en ret linie L gennem O. Vi har lli
3=VffiW,



og projektionen 3
p::IE -+ W svarer til den s~dvanlige

projektion pa L. Et siderurn w+V bliver rn~ngden af

stedvektorer til punkterne i en plan parallel rned p, og

-1ved X svarer den til ~, som er stedvektor forsk~-

JR3
ringspunktet med L. Overgangen fra V til W kommer

altsa blot ud pa at fastl~gge planerne parallelle med P

ved deres sk~ringspunkt med L.

Hvis vi regner isomorfe vektorrum ens, f~ndes der slet

ikke s~rlig mange forskellige vektorrum. Den n~ste s~tning

siger, at der h¢jst er 1 isomorfiklasse af vektorrum for

hvert kardinaltal, altsa at 2 vektorrum er isomorfe, hvis

de har baser med samme kardinaltal. Det kr~ver andre hj~lpe-

rnidler at vise, at vektorrum ikke kan v~re isomorfe, hvis

de har baser med forske1lige kardinaltal, men det sp¢rgsmal

viI vi udskyde til n~ste kapite1, og iv¢rigt vii vi ikke gen-

nemf¢re det for uendelige kardina1tal.

S~tning 10.20. Et vektorrum over et legeme K og med

basis B er isomorft med ~ K. To vektorrum er isomorfe,
jEB

hvis og kun hvis de har baser med sarnme kardina1tal.

Bevis. Et vektorrum U over K med basis B er m~ng-

den af aIle linearkombinationer A1_b + .•. +A b med n = 0n-n
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~ K defineret som m~ngden af. aIle familier (AbIQ=B)
jEB
rned Ab * 0 for h¢jst endelig mange b E B. En vektor-

rumsisomorfi tp(U,B) E9 K -+ U defineres ved
jEB

((.l(U,B) O":e.I:e. E B) = L Ab£ , hvilket giver mening, da
bEB

surmnen h¢jst har endelig mange led =1= o• Det er helt ind-

lysende, at afbildningen er bijektiv og en homomorfi.

Hvis U
1

og U2 er vektorrum over K, og B
1

er

basis for U
1

og B2 for U2, og B
1

og B
2

har samme

kardinaltal, findes der en bijektiv afbildning S:B1 -+ B2 '

og af s~tning 10.9 f¢lger, at S har en udvidelse ~:U1 -+ U2 .

Da if¢lge samme s~tning har en udvidelse

v
v

y:U2 -+ U
1

og Y S og· S y bliver udvidelser af id(B
1)

og id(B2), altsa y S = id(U
1)

og S y = id(U2), bliver

S en vektorrumsisomorfi.

Hvis U
1

og U2 er vektorrum over K og tp:U
1

-+ U2

en vektorrumsisomorfi og B en basis for U
1

, bliver

tp(B) en basis for U2 med sammekardinaltal som B. Der-

rned er s~tningen bevist.

Hvad vi mangler at vise er, at forskellige baser for

samme rum n¢dvendigvis rna have samme kardinaltal, men det

er ikkehelt simpelt.

Eksempel. Resultaterne i dette kapitel bygger pa s~t-

f ning 10.8, som afledtes af s~tning 10.5 som bevistes ved
v
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hjcelp af· Zorn's lenuna. Vi har saledes ikke givet et konstruk­

tivt bevis for eksistensen af en basis, og i mere komplice­

rede tilf~lde er vi slet ikke i stand til at angive basis

for et vektorrum pa en bare nogenlunde eksplicit form. Vi

skal nu angive et eksempel, hvor konsekvenserne af eksisten­

sen af en basis er ret overraskende.

Vi betragter lR som vektorrurn over m, og vi viI spe­

cielt se p& line~re afbildninger ~:m ~E og linearformer

y:m ~ ~I~:. At tf):m ~ E er en linearform betyder, at vi for

vilkArlige reelle tal x,y og vilkarlige rationale tal ~,~

skal have relationen <.p(~x+~y) = ~~(x)+~<.p(y). Med <.p(1) = a

og ~ E m fAr vi specielt <.p(~) = a~. Hvis <.p skal opfylde

dette og v~re kontinuert, far vi specielt <.p(x) = ax. Pa den

anden side er det klart, at dette definerer enline~r afbild­

ning. Dermed har vi vist, at der blandt de m~line~re afbild­

ninger <.p:m ~ E ikke findes andre kontinuerte end de for

a E lR ved <.p(x) = ax definerede. Specielt bliver O-afbild­

ning den eneste kontinuerte m-linearform.

Da JR som vektorrum over m har en basis, findes der

masser af diskontinuerte m-line~re afbildninger <.p: m ,- .:~ JR.

For en s&dan g~lder, at vi kan finde a,S E m og ~,~E m,
s&ledes at

<.p(a) = ~a , ~ * ~, a * 0, (3 * 0 •
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Lad nu p og q v~re givne reelle tal. Det er da

som ubekendte har nemlig determinant

let at v~lge

og

xoyo E m, sAledes at vi har relationerne

x O+ YO = q. De to line~re ligninger med

~-A * O.

Nu kan vi v~lge f¢lger (t) og (u) af rationalen n

tal, saledes at (atn) ~ Xo og (Sun) ~ YO . Vi har da

(atn+Sun) ~ p og ~(atn+Sun) = tn~(a)+un~(S) = Aatn+~Sun

sa vi ser, at (~(at +Su )) ~ q. Dermed har vi vist, atn n

~ vilkarlig t~t ved v~rdien p antager v~rdier vilkarligt

t~t ved v~rdien q, og det g~lder for hvilke som heIst re-

elle tal p og q.

Hvis vi ville tegne det grafiske billede af ~, ville

vi saledes l¢be ind i alvorlige vanskeligheder, idet vi har

vist, at der i en vilkarlig omegn af et vilkarligt punkt i

planen findes punkter af det grafiske billede af ~. I vir-

keligheden er det grafiske billede af ~ ret j~vnt fordelt

i hele planen, og ·fra·et anskueligt synspunkt er det jo slet

ikke til at leve med.

Eksempler som dette har bidraget til at sk~rpe matemati-

keres skeptiske holdning til m~ngdel~ren. Det har imidlertid

vist sig, at regning med funktioner som de her omtalte f¢rer
A

f til fornuftigeog i hvert fald fra matematisk synspunkt nyt-

A
A tige resultater.



11 . 1

KAPITEL 11

Vektorrum

Definition 11.1. Hvis K er et Iegeme, kaldes en

unit~r K-modul U et vektorrum over K.

Man betragter ogsa vektorrum over ikke kommutative

Iegemer, men det viI vi ikke komme ind pa.

M~ngden :IE v af vektorer i ·v
E er for v = 2,3 et

vektorrum over JR, og det er netop dette eksempel, vi

general~serer med de abstrakte vektorrum. Ringene ~ og

JK er vektorrum over JR. Et Iegeme K er vektorrum over

sig selv. Et Iegeme K er ogsa et vektorrum over ethvert

deIIegeme L c K. Hvis M er en m~ngde og K et Iegeme,

er mrengden KM af afbildninger ~:M ~ K et vektorrum

over K med den s~dvanlige addition og muItipIikation med

konstant.

Vi skriver Kn for K{1, ... ,n}. Et element af Kn

er et sret (en familie) (x
1'

... ,xn) af elementer fra K.

For x = (x1' ... ,x ), Y = (Y1, ... ,y) og A E K er- n - n
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Definition 11.2. Lad U vrere et vektorrum over

K. Lad x1 ' · · · , x- -n vrere elementer af U og lad

A1, ... ,An vrere elementer af K. Elementet

x = A1X1+ .•. +A x kaldes en linearkombination af- - n-n

med koefficienter M c Ux 1 ' · · · , x- -n

er en vilkarlig mrengde og

A1,···,An ·

x1 ' ... 'x E M,- -n

Hvis

kaldes x

en linearkombination af elementer i M.

Definition 11.3. En delmodul af et vektorrum U

over et legeme K kaldes et underrum af U.

En frellesmrengde af underrum er et underrum. En

vilkarlig. m&Dgde M ~ U frembringer et underrum V"

som er frellesmrengde for de underrum der indeholder M.

Vi kalder V det af M udsprendte underrum eller span-

det af M, og vi skriver V = spanM.

Sretning 11.4. Lad U vrere et vektorrum over et le-

geme K, og M c U en vilkarlig delmrengde. Sa ·er spanM

netop mrengden af linearkombinationer af elementer i M.

Bevis. Det er klart, at mrengden af linearkombinati-

oner af elementer i M er et underrum, som indeholder M,

og som er indeholdt i ethvert underrum, der indeholder M.
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Lemma 11.5. Lad U vrere et vektorrum over et legeme

K, og lad A og B vrere delmrengder af U. Relationen "et­

hvert element i B er linearkombination af vektorer i A"

er rekvivalent med "spanB ~ spanA" og er derfor en transi­

tiv relation pa mrengden af delmrengder af U (en prreordning).

Bevis. Relationen er ensbetydende med, at B ~ span A,

og da spanB er det mindste underrum, der indeholder B,

er denne relation rekvivalent med den tilsyneladende strerke­

re relation spanB espanA.

Vektorrum er jo en speciel slags moduler, og vi har om­

talt dem i de vendinger, der bruges i modulteori .. Fra nu af

vil et element i et vektorrum ogsa blive kaldt en vektor.

Vi vil systematisk anvende understregede bogstaver som be­

tegnelse for vektorer, og O-elementet i et vektorrum vil

blive betegnet 0 og det kaldes O-vektor.

Definition 11.6. Lad U

et legeme K. En K-homomorfi

afbildning.

og V vrere vektorrum over

~:U + V kaldes en K-linerer

Nar der ikke kan vrere tvivl om, hvad K er, siger vi

linerer i stedet for K-linerer. En K-isomorfi kaldes sale­

des ogsa en bijektiv K-linerer afbildning. En K-linerer af­

bildning ~:U + U kaldes som sredvanlig en endomorfi, og

den kaldes en automorfi, hvis den er bijektiv.
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For hvert legeme K har vi en kategori af vektor-

rum over K og K-linerere afbildninger.

Sretning 11.7. Lad U og V vrere vektorrum over et

legeme K, og ~:U + V en K-linerer afbildning. Lad

rum i V,

billedet

V1 c V vrere underrum. Da er

-1og ~ (V1) er et underrum i

im ~ = tp(U) et underrum iV,

~(U1) et under­

U. Specielt er

og kernen kern ~ =

~-1(Q) er et underrurn i U.

Bevis. Det er bare et specialtilfrelde af det tilsva-

rende resultat for moduler.

Definition 11.8. Lad U v~re et vektorrum over et

legeme K og V c U et underrum. Faktormodulen U
V kal-

des da faktorrummet.

Vi har selvf¢lgelig ogs~ den kanoniske afbildning

U Uk:U + V. Faktorrummet V best~r af aIle sideklasser

u + V = {u+vlv E V} for hvert u E U. Vektoren ~1'~2 E U

h¢rer til samme sideklasse, hvis og kun hvis ~2-~1 E V.

Sretning 11.9. Lad U og V vrere vektorrum over et

legeme K, lad U1 c U vrere et underrum og ~:U + V en

line~r afbildning. Lad k:U + g v~re den kanoniske afbild­
1

ning. N¢dvendigt og tilstrrekkeligt for, at der findes en
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Ulinerer afbildning ~':U + V, saledes at ~ = ~'ok,

1
er det, at U1 ~ kern~, og ~' er sa entydigt bestemt.

Bevis. For E
U harx U1

-
~

vi originalvektorer
~1'~2 E U U .. v

kj
/~

med k(~1 ) =. k(~2) altsa
/= ~, /

/
/

k(~2-~1' ) = 0, 0 vi har // ~'sa U /
/

~2-~1 E U1
c kern' 0 vi

U
1

/
~, sa

=
kan definere ~'(~) = ~(~1).

Dette er tvunget, og deraf f¢lger entydigheden. Det er en

meningsfyldt definition, idet ~(~1) = ~(~2)' sa ~ har

samme vrerdi pa alle originalelementer til x. Vi skal for

U
~,~ E U

1
vise, at ~'(~+~) = ~'(~)+~' (~). Lad ~,~ E U

vrere valgt, sa k(u) = ~, k(v) =~, sa er k(u+v) = ~+~,

og vi far

Dermed er sretningen bevist.

Vi siger, at ~:U + V inducerer U
~':U + V.

1

Sretning .11.10. Lad U og V vrere vektorrum over et

legeme K, og lad ~:U + V vrere en line~r afbildning. Da

inducerer ~ en bijektiv linerer afbildning ~': ke~n~ + ~(U),
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Uog idet k:U + er den kanoniske afbildning, ogkerntp

j:tp(U) + V er inklusionsafbildningen, er tp identisk

med den sammensatte afbildning

k U "~' jU--'"*, . -~tp(U)~ Vke r-no

er

Bevis. Det fremgar af den foregaende sretning, at

" e U Uinducerer en + V, og da kern en" = 0 E
~ ekerntp ~ - kerntp'

tp" injektiv, og saledes en bijektiv linerer afbild-

ning pa tp(U) c V. Dermed er sretningen bevist.

Det er klart, at den inverse afbildning til en bijek-

tiv linerer 'afbildning tp:U + V er linerer.

er billeder af ~1'~2 E U, viI tp(~1+~2)

-1 -1-1
<.p (~1 +~2) = ~1 + ~2 =<.p (~1) + <.p (~2 ) ·

A<.p-1(~) vises endnu lettere.

Hvis ~1>~2 E V

= ~1 + ~2' altsa

At <.p-1 (A~) =

Det er let nok at give eksempler pa linerere afbildnin-

ger. Hvis K er et legeme, og (a··li =1, ... ,m, j = 1, ... n )lJ

et sa-t af mn elementer af K, kan vi de r i.ncr-even line~"'afbild-

ning Kn ~ Kmtp: -, ved

a 1x1+ ... +a x).m mn n

Det gar helt elementrert at eftervise, at afbildningen

er Linerer-. D~e=t~:v·il vise sig, at enhver Li.nezer- afbildning af

Kn ind i Km har denne form. Som et mindre oplagt eksem-
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af funktioner

f:[a,b] + lli med kontinuert differentialkvotient af-

bildes linerert pa rummet C [a,b] af kontinuerte funk-

tioner g:[a,b] + lli ved at hver funktion afbildes pa

sin differentialkvotient. Mere generelt kunne vi lade

billedet af f vrere af'+bf, hvor a og b er vil-

karlige kontinuerte funktioner. Hvis R betegner rek-

tanglet [a,b]x[c,d], og A:R + lli er en kontinuert

funktion, da kan vi for hver kontinuert funktion

f: [c,d] + lli definere

g(x)

Det vides fra skolen, at integralet eksisterer for hvert

x E [a,b], og det definerer derfor en funktion

g: [a,b] + lli. Det sorterer under analysekurset at vise,

at g bliver kontinuert. Med F(f) = g far vi defineret

en afbildning F:C [c,d] + C [a,b], og det f¢lger helt

element~rt af regnereglerne for integration, at den bliver

line~r.

Lad U og V v~re vektorrum over et legeme K.

Mrengden Hom(U,V) af line~re afbildninger f:U + V er da

et vektorrum over K ved de s~dvanlige definitioner

(f+g)(~) = r(u) + g(~), (~f)(u) = ~f(u).
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Dertil kommer~ at EndU = Hom(U~U) er en algebra over

K med sammens~tningen gof som kompositionsregel. Det

er klart, at gof er distributiv med hensyn til +, og

associativ, samt at vi har reglen gOAf = Agof = A(gof).

M~ngden AutU af automorfier ~:U + U er en gruppe med

sammens~tning som komposition. For A E K er den ved

~(~) = AU definerede afbildning en automorfi, hvis A * 0,

men en afbildning af hele U i Q, hvis A = o. Heraf

fremgar, at AutU ikke er et underrum i EndU. De ved

~(~) = A~ definerede automorfier ~:U + U kaldes lige-

dannetheder.

Idet vi husker, at legemet K selv er et vektorrum

over K, definerer vi nogle vigtige begreber.

Definition 11.11. Lad U v~re et vektorrum over et

legeme K. En line~r afbildning ~:U + K kaldes en line­

*arform. Vektorrummet U = Hom( U, K). af linearformer pa

*U kaldes det til U duale vektorrum. Det til U duale

** *vektorrum U = Hom(U ,K) kaldes det til U biduale vek-

torrum.

En linearform ~:K + K tilfredsstiller betingelsen

~(x) = ~(x·1) = x~(1), sa tp er en afbildning af formen

~(x) = ax for et a E K. Omvendt er enhver sadan afbild-

* *ning line~r. For a E K definerer vi a E K ved
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* *a (x) = ax. Ved ¢(a) = a far vi defineret en vektor-

rumsisomorfi
~

¢:K -+ K • Vi kan saledes identificere vek-

torrummet K med dets duale rum.

Lad igen C [a,b] vrere mrengden af kontinuerte funk-

tioner f: La,b] -+ JR. For hvert x E [a,b] har vi en

linearform tp1: C [a, b l -+ JR defineret ved tp1 (f) = f (x ).

En anden linearform tp2:C [a,b] -+ JR er defineret ved

~2(f) = J~f(X)dX. En tredie linearform defineres ved

~2(f) = J~(x3-eX)f(X)dX.

Vi har et vektorrum over JR bestaende af reelle tal-

f¢lger x = (x1,x2' ... ) med de nrerliggende kompositionsreg­

ler

Lad U vrere dette vektorrum. For hvert naturligt. tal n

har vi linearform tp Z'U -+ JR givet ved = x .n
For del-

rummet Uk af konvergente talf¢lger har vi en linearform,

der afbilder hver f¢lge pa dens grrensevrerdi. Der er ogsa et

delrum Ur af f¢lger ~, for hvilke rrekken x 1+x 2+ ... er

konvergent, og pa dette rum har vi en linearform, der afbil-

der hver f¢lge pa summen af rrekken.

Sretning 11.12. Lad U vrere et vektorrum over et lege-

* **me K, lad U vrere det duale og U det biduale vektor-

rum til U. Der findes en naturlig linerer afbildning
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** **cI>:U -+ U , hvor vi for U E U definerer cI>(u) = U
-

*ved at vi for et <.p E U altsa en linecer afbildning

<.p:U -+ K scetter u**(<.p) = <.p(u) .

K er li~ecer, altsa

**
Endvidere er (~1 +~2) (tP) = tP(~1 +~2) =

**+ ~2 (<.p), sa vi har ~(~1+~2) =

**Bevis. Vi har ~ (<.p1+<.p2) = (<.p1+<.p2)(~) = <.p1(~) +

** ** **= ~ (<.p1) + ~ (<.p2) og ~ (A<.p) = (A<.p)(~) =

** ** *= AU (<.p), sa·u :U -+

**
E U**u

**
<.p(~1)+<.p(~2) = ~1 (<.p)

** ** **(u +u) - u + u = ~(_u1) + cI>(_u2). Endelig har vi-1 -2 - -1 -2
** ** **cI>(AU) = (AU) = AU = AcI>(~), idet (A~) (<.p) = <.p(A~) =

**
A<.p(~) = A~ (<.p). Dermed er scetningen bevist.

en linecer afbildning

et legeme K, og lad

Definition 11.13. Lad U og V vcere vektorrum over

* *U og V vcere de duale rum. For

f:U -+ V definerer vi den duale af-

idet vi *for <.p E V , altsa <.p:V -+ K* * *f :V -+ U ,

*f (<.p) = <.pof:U -+ K.

bildning

definerer

* * *Det er klart, at f:V -+ U er linecer.

Scetning 11.14. Lad U,V og W vcere vektorrum over

et legeme K, og lad f:U -+ V og g:V -+ W vcere linecere

* * *afbildninger. For de duale afbildninger f :V -+ U ,

* * * * * * * * *g :W -+ V og (gof) :W -+ U gcelder da (gaf) = f og .
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* * * *Bevis. (gof) (tp) = tpogof = f (tpog) = f (g (tp)).

S~tning 11.15. Lad U og V v~re vektorrum over

*et legeme K. Sa definerer ~(f) = f en line~r afbild-

ning * *~:Hom(U,V) + Hom(V ,U ).

Bevis. *For tp E V , altsa tp:V + K far vi

~(f+g)(tp) = tpo(f+g) = tpof+tpog = ~(f)(tp) + ~(g)(tp) =

(~(f) + ~(g))(~).

Endvidere far vi

Dermed er s~tningen bevist.

For vektorrum U og V over et legeme K er den

direkte sum U ~ Vigen et vektorrum over K.

Hvis U er et vektorrum over et legeme K, og V

og W er underrum i U er V+W et underrum l U. Vi

siger, at V+W er direkte sum af V og W safremt den

ved tp(~,~) = v+w definerede line~re afbildning

tp:VffiW + V+W er en isomorfi, og i sa fald tillader vi os

at skrive V ~ W for V + w.

S~tning 11.16. Lad U v~re et vektorrum over et
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legeme K, og lad V c U og W c U vrere underrum i

U. F¢lgende 3 egenskaber er da indbyrdes rekvivalente:

1). V + W er direkte sum af V og w.

2). Et element u E V + W kan pa h¢jst en made

skrives som v +~, hvor v E V og w E W.

3). V n W = {O}.

Bevis. Vi bem~rker, at betingelsen 2) blot er et

udtryk for, at den ved ~(~,~) = ~ + W definerede afbild­

ning ~:V$W + V + W er injektiv. Da ~ if¢lge definitio-

nen af V + W er surjektiv, kan vi slutte, at 1) # 2).

Af u = v + w = v' + w' f¢lger v-v' = ~'-~, sa v-v'

bliver f~lles for V og W. Hvis 3) greIder, kan vi slutte,

at v-v' = w'-w = 0, altsa at 2) grelder. Af z E V n W

f¢lger 0 = 0+0 = Z + (-~), hvor Q,~ E V og Q,-~ E W.

Hvis 2) greIder, kan vi slutte, at z = 0, altsa at 3) grel-

der. Dermed er sretningen bevist.

Sretning 11.17. Lad U og V vrere vektorrum over

* * * * viet legeme K. For u E U og ·v E V definerer

cI>(u* * ' ved q) (u* * * *.: ) :U~V + K , v ) (~'z.) = u (x ) + '!. (y). Der-

defineres isomorfi * tbv* (18'V)ved en cI>:U + .

Bevis. * *Det er klart, at cI>(~,~) bliver en linear-

form.pa UffiV, og at cI> bliver line~r. Vi skal vise, at

cI> er bijektiv, altsa en isomorfi.
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*Af u * 0 f¢lger, at vi kan finde ~ E U, sa

* * *og sa er (u,v )(x,O) = u (x ) * o. Ana-
- --.

*logt for v * O. Altsa er kern~ = {Q}, og vi kan

* - .*slutte, at ~ er injektiv. For w E (U$V) define-

* * * *rer vi u (x) = ~ (~,O) og ~ (~) = ~ (O,~), og derved

* * * * * * *far vi u E U og v E V med ~(~,~) = w. Altsa

er ~ surjektiv, og dermed er sretningen bevist.

* * spilleVi kan i praksis lade U $V rollen som

* * * $V*dualrum til UGV, idet (~ .: ) E U defineres som

* * * *linearform pa U+V ved (~ .s. )(~,~) = u (x ) + ~ (~).

Lad U'V'U1~V1 vrere vektorrum over K, og lad

f : U -+ lJ1 og g: V -+ V1 .vzer-e Li.nezer-e afbildninger. Vi har

da en linerer afbildning feg :UlIV ~ U
1

• V
1

* *Lad ~1 E tJ1 og

defineret ved

re linearformer. Vi har da

* * *Vi har saledes (f$g) = f ~ .

Lad (U · I j E J) vrere en familie af vektorrum over
J

K. Da er 11 U. et vektorrum over K bestaende af aIle
j EJ J

familier (u , I j E J) med u. E U. for aIle j E J. Reg-
-J -J J

ning foregar efter reglerne

(u. I j E J) + (v. I j E J) = (u. +v. I j E J); \ (u , I j E J) =
-J -J -J -J J

(\u·lj E J).
J
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Den direkte sum ,[) D. er det underrum af II D., som
j EJ J j EJ J

bestar af de af familierne (u.lj E J), der har u. = 0
-J -J

undtagen for endelig mange j E J.

En familie (tp. :V + D. Ij E J) af linecere afbildnin-
J J

ger inducerer en linecer afbildning tp:V + II D. ved tp(v) =
j EJ J

(tPj (~) Ij E J) • En familie (tp. :U. + Vlj E J) af linecere
J J

afbildninger inducerer en linecer afbildning tp: ~ D. + V
j EJ J

defineret ved tp(u.lj E J) = L tp.(u.), hvilket har mening
-J j EJ J J

da summen bare indeholder endelig mange fra 0 forskellige

elementer.

, *
Det er let at vise, at (~~ D.) er isomorft med

* j EJ J
II D. , men det viI vi dog ikke udf¢re. Til gengceld er det

j EJ J *
ikke sa let at sige noget generelt og rigtigt om (II D.) .

j EJ J
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KAPITEL 12

Basis for vektorrum.

Lad U v~re et vektorrum over et legeme K. Lad

M c U v~re endelig m~ngde. Vi har da linearkombinatio-

nerne A1~1+ ... +An~n af vektorer i M, og m~ngden af

aIle sadanne er spanM, spandet af M, det af M ud-

sp~ndte vektorrum.

Linearkombinationen A
1

U
1+

... +A u kan eventuelt re-- n-n

duceres. Hvis nogle af vektorerne u 1 ' · · · , u- -n er ens, kan

nogle led tr~kkes sammen. Endvidere kan led med koeffici-

ent 0 udelades. Derved far vi eventuelt den tomme linear-

kombination, hvis vser-di er O. Enhver l1n~a±'kQlr1bit1atigngiver ved

reduktion enten den tomme form eller en form ~1v1+ ... +~ v ,- q-q

hvor v 1 ' · · · , v- -q er indbyrdes forskellige.

For ~E spanM har vi mindst en fremstilling som en

linearkombination af elementer fra M. Hvis vi har to frem-

stillinger ~ = L1 og ~ = L2, hvor L1 og L2 er indbyrdes

forskellige linearkombinationer af elementer i M, far vi

o = L~ - L1, sa ogsa 0 har en fremstilling som en ikke

tom linearkombination ud over den tomme. Hvis 0 = L er en

fremstilling af 0 ved en ikke tom linearkombination, har
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u = L1 E spanM ogsa en yderligere fremstilling, nemlig

u = L1 + L.

Vi ser saledes, at fremstillingen af vektorer i spanM

som linearkombinationer af vektorer i M enten er enty-

dig for aIle vektorer i spanM eller ikke entydig for no-

gen vektor i spanM.

Enhver vektor u E M har den trivielle fremstilling

som linearkombinationen 1·u. Hvis u kan skrives som en

linearkombination af de ¢vrige vektorer l M er vi derfor

i den situation, at vektorerne i U ikke fremstilles enty-

digt som linearkombinationer af vektorerne i M. Hvis vi

pa den anden side antager, at vi har en fremstilling 0 =

A1U1+ ... +A u med- n-n

n ~ 1, da far vi

~1' ... '~n E M og A1 * 0, ... ,An * 0,
. -1 -1

~1 = A1 A2~2+·· .+A 1 An~n' Sa ~1 kan

skrives som linearkombination af de ¢vrige elementer i M.

Pa baggrund af disse overvejelser har vi f¢lgende definition:

D~firtit·i6n 12.1. Lad U vrere et vektorrum over et le-

geme K. En mrengde M c K kaldes linerert uafhrengig, hvis

f¢lgende 3 indbyrdes rekvivalente betingelser er opfyldt:

1). Enhver vektor ~ E spanM kan kun pa en made skri-

ves som en linearkombination af elementer i M.

2). Kun den tomme linearkombination af elementer i M

giver o.
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3). Ingen vektor i M er en linearkombination af

de ¢vrige.

I stedet for at sige, at M er line~rt uafh~ngig,

siger vi ogsa, at M er en m~ngde af line~rt uafh~ngige

vektorer. Hvis M ikke er line~rt uafh~ngig, kalder vi

M line~rt afh~ngig, og vektorerne i M line~rt afh~n­

gige.

Enhver delm~ngde af en line~rt uafh~ngig m~ngde er

line~rt uafh~ngig. Den tomme m~ngde er line~rt uafh~ngig.

En line~rt uafh~ngig mrengde indeholder ikke O. En m~ngde

af kun en vektor u er line~rt uafh~ngig, hvis og kun hvis

u * O. To vektorer er line~rt afh~ngige, hvis og kun hvis

en af dem kan fas ved at gange den anden med en konstant.

Det f¢lgende lemma, som kaldes udskiftningslemmaet,

viI hj~lpe as med opklar~ngen af en hel del ikke trivielle

problemer.

s~thing '12.2. Lad U v~re et vektorrum over et lege-

me K. Lad A c U v~re en uafh~ngig endelig mrengde med p

elementer, og lad M c U v~re en m~ngde, for hvilken spanM =

U. Da findes en m~ngde B c M med netop p elementer, for

hvilken det g~lder, at span«M,B) U A) = U; med andre ord:

Egenskaben spanM = U bevares, nar delm~ngden B c M ·ud­

skiftes med A.
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Bevis. Vi viI vise lemmaet ved induktion efter p.

For p = 0 er A = 0, og valget B = 0 giver det ¢n-

skede. Lad A C: U VCEre en lineCErt uafhCEngig mCEngde med

p + 1 elementer, og lad os antage, at A =A U {.§:}, a EE A, og

at pastanden i sCEtningen gCElder for mCEngden A. Vi skal

sa blot vise, at pastanden i sCEtningen ogsa gCElder for

mCEngden A. Da .§: E U = span((M'B) U A), er a = L,

hvor L er en linearkombination af elementer i (M'B) U A.

Da A er lineCErt uafhrengig, er a ikke linearkombinati­

on af elementerne i A, og L indeholder derfor et ele­

ment b E M'B. Ved l¢sning af ligningen a = L far vi

b udtrykt som linearkombination af a samt de fra b

forskellige elementer l (l\1'B) U A. Vi sCEtter B = B U {b}.

Sa har B netop p + 1 elementer, og (M,B) U A fas af

(M'B) U A ved at erstatte b med a. Men b er netop en

linearkombination af elementerne i (M'B) U A, og dermed

er aIle elementerne i (M,B) U A linearkombinationer af

elementerne i (M'B) U A. Det er ensbetydende med, at U =

span( (M<,B) U A) ~ span( (M<,B)U A), aLt s a U = span( (M<A) U

B). Dermed er sCEtningen bevist.

Definition 12.3. Lad U VCEre et vektorrum over et

legeme K. En mCEngde B c U kaldes en basis for U, hvis

ethvert element u E U har en og kun en fremstilling som

linearkombination af elementer l B.

Det stillede krav ses at VCEre helt ensbetydende med,

at B er lineCErt uafhCEngig, og at spanB = U.
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Sretning 12.4. Hvis et vektorrum U over et Iegeme

K har en endelig basis med p elementer, viI enhver ba­

sis for U vrere endelig med netop p elementer.

Bevis. Lad B ~ U vrere en basis med p elementer.

Da spanB = U, viser udskiftningslemmaet, at Iinerert uaf­

hrengige deImrengder af U indeholder h¢jst p elementer.

Hvis B1 ~ V er en anden basis, har B1 altsa q ~ p

elementer. Nu er spanB1 = U, sa udskiftningslemmaet gi­

ver ogsa, at p < q, altsa q = p. Dermed er sretningen

bevist.

Vi kan s a Lede s past a , at a I Le baser for et vektorrum

U indeholder lige mange elementer, i den forstand, at de

enten aIle bestar af samme endelige antal elementer ,eller

aIle bestar af uendelig mange elementer.

kaldes p-dimensionalt, hvis det har en basis med p ele­

menter, endeIigdimensionalt, hvis det har en endelig ba­

sis, og ouendeltgdimensionalt, hvis det ikke har en ende­

lig basis. Hvis U er p-dimensionalt, skriver vi dimU = p.

Eksempler. Det trivielle vektorrum, der bare bestar

af Q, er O-dimensionalt. Legemet K er selv et 1-dimen­

sionalt vektorrum over K. Vektorrummet E 2 er 2-dimensi­

onalt, og JE3 er 3-dimensionalt over JR. Kvaternionlege-
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Vek-

torrummet af kontinuerte funktioner f:lli + lli er et

uendelig dimensionalt vektorrum over lli. Identitets-

sretningen for polynomier viser nemlig, at mrengden

n-1
'{~ In E ID h hvor ~ ex) = x , er en linerert uaf-

n n

hrengig uendelig mrengde.

I et vektorrum U over et legeme K kan vi betrag-

te mrengden af linerert uafhrengige delmrengder. Denne mreng-

de er ordnet ved inklusion, men kun i trivielle tilfrelde

totalt ordnet. Der er saledes mening i at tale om en mak-

simal linerert uafhrengig mrengde.

Sretning 12.6. En linerert uafhrengig mrengde M i et

vektorrum U over et legeme K er en basis for U, hvis

og kun hvis den er maksimal.

Bevis. Vi ved, at M er en basis, hvis og kun hvis

spanM = U, og det er netop ensbetydende med, at ingen vek-

tor i U'M sammen med M giver et linerert uafhrengigt sy-

stem.

Lad U vrere et vektorrum over et legeme K, og M =

{~1'~2' ... '~q} ~ U line~rt uafh~ngig. Hvis M ikke er mak­

simal, kan vi fa en linerert uafhrengig mrengde {e
1

, ... ,e,- -q

e +1' ... ·,e } med flere elementer i. Hvis vi ved saledes at-q -r

tilf¢je endelig mange elementer kommer til en maksimal li-
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nerert uafhrengig m~ngde B = {~1' ... '~n} ~ U, er U

endeligdimensionalt, og vi har fundet en basis. Hvis

vi ikke opnar dette, far vi en numerabel m~ngde af li-

nerert uafhrengige elementer, og sa er U uendelig di-

mensionalt. Dermed har vi vist f¢lgende sretning.

Sretning 12.7. Lad U vrere et vektorrum over et

legeme K, og lad M c U vrere en endelig linerert uaf-

hrengig delm~ngde. Hvis U er endeligdimensionalt, har

U en basis B ~ M. Hvis U er uendeligdimensionalt,

findes der en numerabel line~rt uafhrengig delm~ngde

A ~ M.

Groft sagt fortreller s~tningen, at en line~rt uaf-

hrengig delm~ngde af et endeligdimensionalt vektorrum U

kan udvides til en basis for U.

S~tning12.8. Lad U v~re et endeligdimensionalt

vektorrum over et legeme K, og lad V c U vrere et under-

rum. Der findes da et underrum W c U isomorft med

som tilfredsstiller betingelsen U = V~W. Hvis U = V~W,

da er dimU = dimV + dimW.

Bevis. Den foregaende sretning giver, at der findes

en basis '{e 1,···,e}
for V, og at den kan udvides til

- -p

en basis {e 1' · · .', e , e +1, ... e + } for U. Vi definerer- -p -p -p q

W = ap an'{e + 1'." .',e + }. Et element u E U har en frem--p -p q -
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stilling u = ~1e1+.~.f~ + e + · Vi scetter v = ~1~1+·· .+- P q-p q -

~ e E V og w = ~ 1e 1+ ... +~ e E W. Sa er u =p-p p+ -p+ p+q-p+q

v + !., og dermed har vi vist, at U = V + W. Af u E V n W- -

f¢lger, at vi har en relation u = ~'1e1+ ... +~, e =- p-p

"\ " e " + •.. +"\ 'e n d t 0 k f "\, = =
A p+1- p+1 A p+q_p+q' me e gar un or A 1

~, = 0 altsa u = o. Altsa er U n W = {oJ, sa vi harp+q ,

U = V$W. Restklasserne> som udg¢r ~~ bliver netop klas-

serne w + V, w E W, og deraf f¢lger, at
U
V er isomorf

med W. Den sidste p~stand f¢lger af, at dimU = p+q,

dimV = p og dimW = q. Dermed er scetningen bevist.

Definition 12.9. To delrum V og W af et vektorrum

U over et legeme K kaldes komplementcere, hvis U = V$W.

Ved for u E U at definere P1(~) E V og P2(~) i W som de

elementer, der tilfredsstiller u = P1(~) + P2(~) far vi

defineret de til spaltningen U = V~W h¢rende projektioner

p : U -+ V og
1

Det er ncesten helt indlysende, at P1 og P2 bliver li­

nerer-e . Af ~1 = P1 (~1) + P2 (~1) og ~2 = P1 (~2) + P 2 (~2)

fas nemlig

hvilket netop viser> at P1(~1+~2) = P1(~1) + P1(~2) og

analogt for P2. Den anden regneregel gar lettere.
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Projektionerne P1 og P2 kan opfattes som afbildnin­

ger P1,P2: U 7 U med P1(U) = V, P2(U) = W, kern P1 =

W, kern P2 = V. Endvidere er P1oP1 = P1 og P2oP 2 = P2.

Definition 12.10. En afbildning f:M + M af en mreng­

de ind i sig seIv kaldes idempotent, hvis fof = f.

Projektionerne P
1

og P2 er s~ledes idempotente. Det

viser sig, at aIle idempotente endomorfier af et vektorrum

er projektioner.

Sretning 12.11. Lad U vrere et vektorrum over et lege­

me K, og p:U + U en idempotentendomorfi, da er U = p(U)

~ kern p, og p er projektionen p~ p(U).

Bevis. For u E U viI v = u -p(~) tilfredsstille

p(~) = p(~) - p(p(~)) = p(~) - p(~) = Q, aIts~ v Ekern p,

s~ ligningen u = p(~) + v viser, at U = p(U) + kern p. Af

u = ~ + ~, W E p(Q), ~ Ekern p f¢lger, at p(~) =~, alt­

s~ p(~) =~, s~ spaltningen er den samme som f¢r. Dermed

er sretningen bevist.

S~t'ning' '12.'12. Lad V og W vser-e underrum af et vek­

torrum U over et Iegeme K. Da er V + W endeIigdimen­

sionalt, hvis og kun hvis V og W er endeIigdimensionale,
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og i sa fald er dimV + dimW = dim(V n W) + dim(V + w)

(dimensionsformlen)."

Bevis. Udskiftningss~tningenfort~ller, at en li-

ne~rt uafh~ngig m~ngde i et n-dimensionalt vektorrum

h¢jst har n elementer, og det samme viI da g~lde for

en line~rt uafh~ngig m~ngde i et underrum. Altsa er V

og W endeligdimensionale, hvis V+W er det. Hvis V

og W er endeligdimensionale, er V n W endeligdimensi-

onalt, og V indeholder et underrum T komplement~rt

til V n w, 0 vi har V = T+(VnW) . Endvidere er V+W =sa

T+ (V n W) + W = T + W, da V n W + W = W. Men T n W er

indeholdt i V n W T n (V n W) {Q} ,
0 vi harog = sa

T n W = {Q} , hvilket medf¢rer, at V + W = TISW. Vi har

saledes dim(V+W) = dimT + dimW og dimV = dimT + dim(V n W) .

Heraf f¢lger pastanden umiddelbart.

s~tning 12.13. Lad U v~re et vektorrum over et le~

geme K og lad B c U v~re en basis for U. Da findes

der en isornorfi ~: EeK ~ U defineret ved ~(Ael~ E B) =
eEB

L A e.e­eEB -

Bevis. Da @ K bestar af familier (Ael~ E B) med
eEB

aIle Ae E K og h¢jst endelig mange Ae * 0, er L A ee-eEB -
linearkombination af elementer fra B,

-
bijek-en og <.p er

tiv, fordi hvert element af U har netop en fremstilling
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som en sadan linearkombination. Det ses umiddelbart, at

~ er line~r. Dermed er s~tningen bevist.

S~tningen fort~ller 6s, at vektorrum over samme le­

geme er .i s omor-t'e, hvis de blot har baser med samme kardi­

naltal. Specielt er endeligdimensionale vektorrum isomorfe,

hvis og kun-hvis de har samme dimension. En isomorfi rna

nemlig afbilde basis i basis, derfor g~lder "kun hvis".

L~g m~rke til, at denne del af sagen indirekte bygger pa

udskiftningslemmaet. Det:kan vises ogsa for et uendeligdi-

mensionalt vektorrum, at aIle baser har samme kardinaltal.

Dette kardinaltal er det uendeligdimensionale vektorrums

dimension.
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KAPITEL 13

Vektorrum med basis.

Vi viI studere vektorrum over et legeme K, som

skal v~re det samme legeme hele tiden, sa vi viI ikke

n~vne det eksplicit i dette afsnit.

Vi viI specielt interessere os for par (U,B) af

et vektorrum og en basis B for U. Hver vektor u"E U

har da netop en fremstilling som en linearkombination

u = A1~1+ ... +An~n' hvor ~1'· ··'~n E B, A1,· .. ,An E K,{O},

og hvor n er et naturligt tal undtagen for ~ = Q; som

udtrykkes ved den tomme linearkombination, der har n = O.

Lad nu V v~re et andet vektorrum. Sa er Hom(U,V)

et vektorrum. Mrengden VB af aIle afbildninger ~:B ~ V

er ogsa et vektorrum med s~dvanlig addition af funktioner

og multiplikation af funktioner med en konstant faktor.

S~tning 13 . 1 . Vektorrummene Hom(U,V) og VB er

isomorfe. En isomorfi p:Hom(U,V) -+ VB er givet ved, at

vi for hver line~r <.p:U -+ V definerer p(<.p) = <.p1,B · Den
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er givet ved, at vi

for hver afbildning ~:B + V definerer E(~) = ~:U + V

ved ~(A1e1+... +A e ) = A1~(e1)+ ... +A ~(e ).- n-n - n -n

Bevis. Det er klart, at p er en homomorfi. For en

afbildning ~:B + V kan vi virkelig definere ~ som an-

f¢rt, idet hvert u E U har netop en fremstilling som li-

nearkombination af basiselementer. At den s&ledes defin~re-

de afbildning ~:U + V bliver linerer, ses umiddelbart.

Dern~st ses lige sa umiddelbart, at E bliver en homomor­

fi. Det er o~sa klart. at DOE:VB
+ VB er den identiske

afbildning. At E p:Hom(U,V) + VB er den identiske af­

bildning f¢lger af, at vi for ~ E Hom(U,V) har

~(A~1+ ... ~A~n) = A1~(~1)+···+An~(~n)· Dermed er s~tnin­

gen bevist.

s~tningen siger groft udtrykt, at en linerer afbild~

ning f:U + V en entydigt fastlagt ved sine v~rdier pa

elementerne i en basis for U, og at ethvert valg af dis-

se v~rdier virkelig svarer til en linerer afbildning af U

ind i V.

For ethvert vektorrum V har vi altid visse linerere

afbildninger ~:V + V, nemlig ligedannethedsafbildninger

hA:V + V definerede ved hA(~) = A~, hvor A er et ele­

ment af K. For et vektorrum (U,B) med en basis, har vi

lige s& mange linerere afbildninger ~:U + U, som der er
vvI afbildninger ~:B + u. Saledes er lli et vektorrum over

v ~, og af ~-line~re afbildninger ~:lli + lli har vi jo li-
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gedannethedsafbildningerne, og det er faktisk svrert at

angive andre.

Lad os et ¢jeblik studere en eventuel ~-linerer af­

bildning ~:lli + lli, som ikke er en ligedannethed. Sa

skulle der vrere to tal x1,x2 E E,

k 1 * k 2, saledes at
(y 1-2

~(x1 ) = k 1 x 1 ~(x2) = 1 1
,,

k 2x 2· For aIle r E Cl2

har vi da ~(rx1) =

k1(rx1) og ~(rx2) =

k 2(rx2). Punkterne

(rx1,~(rx1)) og

(rx2~~(rx2» af funk­

tionens graf ligger

overalt t~t pa de

• (a, b )

x

rette linier 1 1 og 1 2 med ligninger y = k 1x og Y =
k 2x. Lad nu (a,b) vrere et helt vilkarligt punkt i pla-

nen. Linien 1 ' symmetrisk til 1 1 med hensyn til (a,b)
1

skrerer 1 2 i et punkt (x',k2x'), og dettes symmetriske

punkt (x",k
1x") med hensyn til (a,b) viI tilfredsstil-

Le betingelserne a = ~(x'+x"), b = .~(k2x'+k1x"). Nu kan

vi vrelge r
1,r2 E~, sa r

1x1 og r 2x 2 ligger sa tret det

skal vrere ved x"log x ", Derved kan (~(r1x1+r2x2),~(k1r1x1+

k 2r 2x2)) kommer til at 1igge vilkarlig tret ved (a,b), og

det er et punkt af grafen for· ~, for vi har
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Dermed har vi vist, at grafen for ~ indeholder punkter

i enhver omegn af (a,b). Da (a,b) var et vilk~rligt

punkt, far vi, at grafen for ~ er overalt tret i hele

planen.

Det fremgar af denne overvejelse, at de ~~linerere

afb~ldninger af lli ind i sig selv, sam ikke er ligedan-

netheder, er ganske overordentlig diskontinuerte - der

findes ikke engang intervaller, i hvilke de er begrrense-

de.

Nu rna det tilf¢jes, at det aldrig er lykkedes expli-

cit at angive en diskontinuert ~-linerer afbildning

(f):lli -7 R. p~ grund af de her omtalte egenskaber har in-

tuitionistisk indstillede matematikere vreret utilb¢jelige

til at tro pa disse funktioners eksistens.

Linearformerne lli -7 ~ rna s¢ges blandt de endomorfier

lli -7 E, sam afbilder ind i ~. Det g¢r rigtige ligedannet­
A

J hed~r ikke, s~ O-formen bliver den eneste kontinuerte line-

A
A arform pa vektorrummet lli over GQ.

Lad nu igen U vrere et vektorrum, og lad (Mj Ij E J)

vrere en familie af linerert uafhrengige delmrengder af U, to-

talt ordnet ved inklusion. S~ er U M. = M linerert uaf­
j EJ J
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M. , ... ,M. , der aIle er delmcengder af et eller andet
J 1 .~ J n

M., og den eneste fremstilling af 0 som linearkombi­
J

nation af elementer af ':" M. er den tomme. Dermed har vi
J

vist pastanden.

Mcengden af linecert uafhcengige delmcengder af U er

ordnet ved inklusion. Af den foregaende bemcerkning f¢lger,

at.enhver total ordnet delmcengde kan majoriseres ved sin

foreningsmcengde. Hvis vi sa tror pa Zorns lemma, far vi,

at der i U findes maksimale linecert uafhcengige delmceng-

der. Men en sadan delmcengde er en basis. Altsa har ethvert

vektorrum en basis. Hvis A c U er en linecert uafhcengig

mcengde, kan vi anvende rcesonnementet pa mcengqen af de li-

necert uafhcengige delmcengder af U, der indeholder en

A , og vi slutter, at U har en basis, der indeholder

mcengden A.

Hvis V c U er et underrum, har V en basis BV' og

den kan udvides til en basis B for U. Sa er Bw = B'BV

basis for et underrum W, der kun har 0 fcelles med U.

Enhver vektor u E U er en linearkombination af vektorer

fra B altsa sum af en linearkombination af vektorer fra

B
V

og en linearkombination af vektorer fra B
W.

Altsa er

U = V~W, og W er komplementcert underrum til V.
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Vi formulerer de opnaede resultater i en sretning.

Sretning 13.2. Ethvert vektorrum U har en basis.

Enhver linerert uafhrengig delmrengde af U kan udvides

til en basis for U. Ethvert underrum af U har et kom-

plementrert underrum.

Specielt har JR sam vektorrum over (Q en basis.

--- I

f Det medf¢rer, at der findes mange linearformer JR +o~'
v

og bart set fra O-formen er de aIle groteske diskontinuer-

te funktioner, sam vi ikke kan give explicite udtryk for.

Da et endeligdimensionalt vektorrum over ~ viI vrere nu-

merabelt, er JR uendeligdimensionalt over ~. °Det er end-

da ogsa rigtigt, at et numerabelt-dimensionalt vektorrum

over ~ bliver numerabelt. En nrermere unders¢gelse, sam

vi ikke skal udf¢re, viI afsl¢re, at en basis for JR over

~ har samme kardinaltal sam JR selv. Det er let nok at

angive en numerabel linerert uafhrengig delmrengde af JR. Sam

eksempel kan vi nrevne mrengden {logp" p primtal}. En rela-

tion r 1log P1+ ... +rn log Pn = 0 med rationale koefficien­

ter giver nemlig ved multiplikation med frellesnrevneren en

A

f
A
A

relation k 1log P1+ ... +k log P = 0 med hele koefficienter,
n kn k

og den er ensbetydende med p 1 '1 ••• Pn·~n = 1, og sa f¢lger

det af sretningen am entydighed af opl¢sning i primfaktorer,

at det kun gar, nar produktet pa venstre side er tomt.
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s~tning 13.3. Lad U og V v~re vektorrum, og

U1 c U et underrum. Enhver line~r afbildning ~:U1 ~ V

kan udvides til en line~r afbildning ~:U ~ V.

Bevis. Vi v~lger et komplement~rt underrum U2 c U

til U1 ' samt en linecer afbildning tp ,. :'U 2 ~ V (f. eks ·

O-afbildningen). For u = ~1 + ~2 med ~1 E U1 ' ~2 E U2

definerer vi nu ~(~) = tp(~1) + tp'(~2)' og sa er tp den

¢nskede udvidelse af tp.

s~tning 13.4. Lad U og V v~re vektorrum, og

~o E U, ~o E V vilkarlige vektorer, dog saledes at ~o =

Q, hvis ~o = O. Da findes der en linerer afbildning tp:

U ~ V med tp(~O) = ~O·

Bevis. Ved tp'(k~O) = k~O defineres en line~r af­

bildning tp' :U1 ~ V, hvor U1 ~ U er det ved U1 =

{k~Olk E K} bestemte underrum. If¢lge den foregaende s~t­

ning kan ~' udvides til en afbildning tp1:U ~ V. Dermed

er s~tningen bevist.

Lad U og V v~re vektorrum, og f:U ~ V en line~r

* *afbildning. Vi har da de duale vektorrum U og V besta-

ende af line~re afbildninger a:U ~ K og r:V ~ K. Des­

* * *uden har f en dual afbildning f :V ~ U givet ved

*f (y) = yof.
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Sretning 13.5. Lad f:U + V vrere en linerer afbild­

* * *ning og f :V + U dens duale afbildning. Vi har da re-

lationerne

* *kernf =' {y E V If(U) c kernY}.

f (U) = n *' kernv
yEkernf

* * *f (V') =' {a E U Ikernf c kerna}

kernf = n* * kerna
aEf (V )

Bevis . Af f (U) c;; ke r·n.r f ¢I gerr( f (U)) = {Q} , a I t ­

s~ at f*(y)= rof er O-afbildningen. Hvis f*(~) = ~of er

O-afbildningen, er r(f(U)) ={Q}, a l t s a feU) c ke.r-nv . Der-

med er den f¢rste pastand bevist.

Den f¢rste pas t and medf¢rer, at feU) ~_ n ker-nv,
~ -,YEkernf

Her er feU) et underrum i V. Vi betragter-en vilkarlig

vektor ~O E V'f(U), og vi vrelger en basis B for feU).

Sa er B U '{~O}' en Li.neter t uaf'heeng i g mrerigd e , der kan ud-

vides til en basis B for V. Altsa er B~{Yo} basis for

et underrum V1 c;; V, og vi har feU) c V og V1 er kom-
=

plementrert til Vo · Men 0 findes der en linearform 1,0:V + K,sa

som er 0 0 f (U) , men 0 i og 0 har vipa =1= ~O-' sa

*10 E kernf og ~o EE kernro · Heraf f¢lger, at kun punkter-

feU) *ne af er frelles for aIle kern'! med 'r E kernf , og

dermed er den anden pastand bevist.
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er ensbetydende med, at der

findes en linearform y:V + K, saledes at

Dette medf¢rer, at kernf c kerng. Hvis kernf ~ kern~

har vi pa den anden side, at der findes en linearform

l' :f(U.) + K, saledes at a = y'of. Nu kan l' udvides

til en linearform r:V + K, og vi har sa a = xof. Der­

med er den tredie pastand bevist.

Den tredie pastand medf¢rer, at kernf c n* * kern~.

QEf (V )
Her er kernf c U et underrum. Et punkt ~O'U'kernf ud-

spcender et 1-dimensionalt underrum Uo c U, og hvis B 'er

en basis for kernf er B U {~o} en linecert uafhcengig mceng-

de, der kan udvides til en basis B for U. Sa er B'{~o}

basis for et underrum U
1
~ U, som tilfredsstiller kernf c U1

og er komplementcert til Uo. Sa findes der en linearform

~O:U + K med kern~O~ U1 og ~O(~O) * O. Men sa grelder

* *~oE f (V), og vi kan slutte, at ~O ~ n * * kern~. Der-
gEf (V )

med er scetningen bevist.

Scetning 13.6. Lad f:U + V vcere en linecer afbildning

* * *og f :V + U den duale afbildning. Sa er f surjektiv,

hvis og kun hvis *f er injektiv.

Bevis. Det fremgar af den anden relation i scetning 13.5

at f er surjektiv, altsa feU) = V, hvis og kun hvis det for

*aIle X E kernf gcelder, at kern~ = V, altsa at l er 0-

afbildningen. Men det er netop helt ensbetydende med, at

*kernf = {Q},

gen bevist.

altsa at *f er injektiv. Dermed er scetnin-



Det gar ikke an at lade
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*f og f bytte roller i

sretningen. Den derved fremkomne pastand viI kun vrere rig-

tig, 'hvis V er et endeligdimensionalt vektorrum. Dertil

kommer sa, at f ikke kan vrere injektiv, nar V er ende-

ligdimensionalt, uden at U ogsa er det. Dette f¢lger af,

at feU) eVer isomorf med U, hvis f er injektiv.

Vi viI fortsrette med nogle sretninge~ om det biduale

**rum U til U. Vi minder om den linerere afbildning

**
<Il: U ~: U **hvor ~(u) = u for u E U er defineret ved,

*at vi for hvert a E U har u**(a) = a(u).
- -

Sretning 13.7. Homomorfien **cp:U -+- U er injektiv.

Bevis. Vi skal vise, at kern~ = o. **Nu betyder u =

Q, at a(u) = 0 for aIle linearformer a:U -+- K. Men hvis

u * Q, findes der altid en linearform a:U -+- K med

a(u) * O. Dermed er sretningen bevist.

Sretning 13.8. Lad U og V vrere vektorrum og f:U -+- V

**en linererafbildning. Vi har da homomorfierne CPU:U -+- U

og sammen med den biduale afbildning**og CPV:V -+- V

** ** **f :U -+-V

** **f 0 CPU: U -+- V

,

tilfredsstiller de relationen cP of =
V

**Bevis. Vi har (~VQf)(~) = CPv(f(~)) = feu) . Her

** ** *er feu) en linearform feu) :V -+- K. Et element

*Y EVer en linearform y:V -+- K, og efter definitionen
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**af ~ er feu) (y) = y(f(~)). Pa den anden side er

** ** ** **(f 0 <P
U
(~) = f (u ) , og her er u en 'linearform

** *u :U + K. Efter definitionen af dual afbildning er

** ** ** * ** **f (u ) = u 4{) f, og vi far derfor f (~ ) (r) =

** * ** * **(u of )(y) = u ·(f (y)) = u (rof) = x.(f(~)). Dermed

har vi vist sretningen.

Vi har kaldt visse afbildninger naturlige, men vi

har ikke givet nogen forklaring pa betydningen af dette

ord. Den ganske meget omtalte afbildning c.I> er "natur-

lig" - men hvad mener vi egentlig med det? Glosen h¢rer egent-

lig hjemme i kategoriteori, og vi har ikke lyst til at of-

re alt for megen tid pa denne gren af matematikken. Lad os

n¢j es med at vedtage, at vi har lov at kal.de en afbildning af

et vektorrum U ind .i et vektorrum. 'V naturlig, hvis afbild-

ningen er defineret for en omfattende klasse af par (U,V)

af vektorrum, og nar den desuden er uafhrengig af valget af

basis for disse vektorrum.

Som eksempel pa en generel afbildning, der ikke er na-

turlig, skal vi nrevne den for ethvert vektorrum U med ba-

sis B definerede isomorfi ~: @K + U, hvor ~ er defi­
bEB

neret ved, at ~(Ablb E B) = L Abb. Her er ~ pa vresent­
bEB

lig made afhrengig af valget af basis.

For et vektorrum

ning 13.1 en isomorfi

(U,B) med basis har vi if¢lge sret-

B B *E:K + Hom(U,K), altsa E:K + U .
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Nu har vi jo ~K c IT K = KB, og den ovenfor nrevnte iso-
bEB bEB

morfi ~ giver os derfor en ved basis B fastlagt injek-

*tiv linererafbildning $:U + U. Det er klart, at $ bli-

ver bijektiv, altsa en isomorfi, hvis og kun hvis U er en-

deligdimensionalt. Billedet $(B) af basis bliver et line­

*rert uafhrengigt system, som kan udvides til en basis B for

*det duale rum. Vi siger, at B er en dual udvidelse af B.

*I det endeligdimensionale tilfrelde siger,vi, at B er dual

basis til B. Vi udtrykker disse resultater i en sretning.

Sretning 13.9. Lad (U,B) vrere et vektorrum med basis.

*Der findes en injektiv linerer afbildning $:U + U fastlagt

ved, at vi for b E B har

fredsstiller betingelserne

* *$(~) = ~' hvor b :U + K til-

* *b (b) = 1 og b (x) = 0 for

x E B, ~ * b. Billedet $(B) *er en basis for U, hvis og

*kun hvis U er endeligdimensionalt. I sa fald siges B =

$(B) at vrere den duale basis til B, og for b E B kaldes

*b = $(~) det til b duale basiselement. Et endeligdimensio-

nalt vektorrum er saledes isomorft med sit duale. Hvis U er

uendeligdimensionalt, kan $(B) udvides til en basis *B

* *for U, og B kaldes sa en dual udvidelse af B.

*Hvis U er uendeligdimensionalt, far B st¢rre kardinal-

Sa viI

v
v

f
v

tal end

med U.

B, sa *U

*U

bliver i dette tilfrelde ikke isomorft

ogsa vrere uendeligdimensionalt, og basis

** *for U viI fa endnu st¢rre kardinaltal end B. Vi skal

ikke opholde os ved beviset for dette, men vi fremhrever, at
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disse resultater udelukker, at den naturlige afbildning

**~:U + U kan v~re en isomorfi, hvis U er uendeligdi-

mensionalt.

Fa grund af disse omst~ndigheder far den rent alge-

braiske vektorrumsteori kun begr~nset interesse i det uen-

deligdimensionale tilf~lde. Det er mere interessant at dyr-

ke vektorrum med yderligere struktur, sa man kan tale om

kontinuerte afbildninger, og derved far man et dualrum af

kontinuerte linearformer og af langt st¢rre interesse. Det-

te synspunkt er emnet for funktionalanalysen, som er udsprun-
A

f get af matematikkens anvendelser i kvantemekanik, men sam nu

A
A har et langt bredere anvendelsesomrade.

Vi skal nu se lidt n~rmere pa det endeligdimensionale

tilf~lde, men f¢rst viI vi vise nogle s~tninger om dimension

og afbildninger.

s~tning 13.10. For et vektorrum U med et underrum V

g~lder, at U er endeligdimensionalt, hvis og kun hvis V

U
og V begge er endeligdimensionale, og sa er

dimU = dimV + dim~

V,

Bevis. Der findes et under-rum W ~ U

U
og V er isomorft med W, sa vi har

komplement~rt til

· · UdlmW = dlmV. Der-

efter f¢lger pastanden af s~tning 12.12.
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S~tning 13.11. Lad U og V v~re vektorrum og f:

U + V en line~r afbildning. S~ er U endeligdimensionalt,

hvis og kun hvis kernf og feU) begge er endeligdimensi-

onale, og sa er

dimU = dim kernf + dimf(U).

Bevis" Da feU) er isomorft med U
kernU f¢lger p~-

standen umiddelbart af .sa-tni.ng 13.1 o.

S~tning 13.12. Hvis U og V er endeligdimensionale

vektorrum med samme dimension, og f:U + V er en line~r af-

bildning, som er enten injektiv eller surjektiv, da er f

, bij ektiv.

Bevis. Hvis f er injektiv, har feU) if¢lge s~tning

13.11 samme dimension som V, og det medf¢rer, at feU) =

V. Hvis feU) = V, giver s~tning 13.11, at dim kernf = 0,

alts~ at f er injektiv. Dermed er s~tningen bevist.

'S'cEt'n'i'n'g' '1'3' .'13. Hvis U er endeligdimensionalt, er

. * **dimU = dlmU = dimU og den naturlige line~re afbildning

**~:U + U er en isomorfi.

*Bevis. If¢lge s~tning 13.9 er U og U isomorfe.

* **Deraf f¢lger, at U,. U og U har samme dimension. Den

samme sart.n i.ng fort~ller, at ~ er inj ektiv, og ~a giver s~t-
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ning 13.12, at ~ er bijektiv,alts~ en isomorfi. Dermed

er sretningen bevist.

Sretning 13.14. Lad U vrere et n-dimensionalt og V

et p-dimensionalt vektorrum og f:U 7 V en linerer afbild-

ning. Der findes da et tal r, som er < n og ~ p, samt

en basis

for V,

{~1 ' • • • '~n}

s~ledes at

for U og en basis {e
1,

... ,e }- -p

feb ) = e for v = 1, . . . ,r og feb ) =-v -v -v

o for v = r+1, ... ,n.

Bevis. Vi vrelger {b +1, ... ,b },-r -n
som en basis for

kernf, og {~1' ... '~r} som en basis for et underrum W c U

komplementrert til kernf. S~ er restriktionen fIW:W 7 f(U)

en isomorfi, og med e = f(b) for v = 1, .. . ,r, er-v -v

{~1' '~r} en basis for_ feU), og den udvides til en basis

{e1, ~.,e} for V. Det er k Lar-t , at disse baser har de i- -p

sretningen p~st~ede egenskaber.

Definition 13.15. Lad U og V vrere vektorrum, og

f:U 7 V en linerer afbildning. Ved rgf, rangen af f, for-

st~r vi tallet rgf = dimf(U).

Vi bemrerker, at rgf netop er det tal r, der optrre­

der i s~tning 13. 4. Det er en st¢rrelse, der ikke afhrenger

af valget af basis. En s~dan st¢rrelse siges at vrere invari-
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ant, men det rna erindres, at betydningen af "invariant"

er afh~ngig af situationen.

Definitibn 13.16.

M c U en delmrengde. Ved

tallet rgM = dim spanM.

Lad U vrere et vektorrum og

rgM, rangen af M, forstar vi

For et underrum V c U har vi saledes rgV = dimV.

Det er kun vektorrum der har en dimension. I rum med mere

geometrisk struktur, kan man godt tillregge mere generelle

mrengder en dimension. Vi er jo vant til at betragte kurver

som 1-dimensionale og flader som 2-dimensionale. I en sa­

dan sammenhreng bliver endelige mrengder O-dimensionale, me­

dens' en endelig mzerigde i et vekt.or-r-um for det meste v i I ha­

ve positiv rang. Derfor kan vi ikke tillade ,os at sige di­

mension i stedet for rang.

Sretn'in'g'1'3 .'17 . Lad U vrere et underrum, M c U en

vilkarlig delmrengde og B c M en maksimal linerert uafhren­

gig mrengde i M. Da er B en basis for spanM. Altsa

er rgM antallet af elementer i en maksimal linerert uaf­

hrengig delmrengde af M.

Bevis. Hvi.s B er maksimal i

og det medf¢rer, at spanM ~ spanB,

Dermed er pastanden bevist.

M, er M ~ spanB,

altsa spanM =spanB.
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Det f¢lger af egenskaberne ved den i s~tning 13.9 om-

* * *talte bijektive line~re afbildning ~:U + U, at {~1'·· ·'~n}

virkelig netop bliver den duale basis til {~1'·· .'~n}. I

virkeligheden er ordningen irrelevant, medens sammenparrin-

gen af elementerne i de to baser er relevant. Nar vi allige-

vel operer med ordnede baser, skyldes det, at de benyttede

kommunikationsmidler er af en sadan art, at de af sig selv

viI anf¢re basiselementerne i en r~kkef¢lge. Derfor er det

slet ikke nemt at undga at ordne endelige m~ngder.

'S'cettli'n'g' '1'3' .'19.. Lad U og V vser-e endeligdimensionale

vektorrum og f:U + V

v~re en basis for U

en line~r afbildning. Lad ·(~1'· ··~n)

* *med den duale basis(b1~... ~bn) for

da viI .den duale afbildning

Hvis der findes et tal

v~re en basis for

r, sa-

med den duale

f'(b ) = 0 for-v -
*f tilfreds-

V

ogv = 1, .... ,r

*V ..

for

v = r+1, ... ,n,

*U. Lad(~1 ~ • •• ~~p)

* *basis ·(e
1,

.... ·,e) for
- -p

ledes at r(b) =' e-v -v

stille betingelsen f *.( e *) ­
-v

*b-v for v =1, ... ,r og * *f (e ) =-v

o for v = r+1, ... ,p.
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* *. * *
Bevis. Vi har f (~j)(E.k) = (§.jof)~k = ej(f(E.k))·

* * *
For k < r far vi saledes f (~j)(E.k) = ~j(~k) = 0jk'

* * *og for k > r far vi f (~j) (E.k) = ~j (Q) = 0, sa vi

* *far f (e.)(bk) = 8. k, altsa f (e.) = b., hvis j < r,
-J - J -J-J

*medens vi far f (~j)(E.k) = 0, hvis j > k. Dermed er

sretningen bevist.

Vi har tidligere vist, at vi altid kan vrelge baser

for U og V, 0 sretningens betingelser bliver opfyldt.sa

Da tallet r, som optrreder i sretningen, er rangen af ba-

*de f og f far vi umiddelbart f¢lgende korollar:

Sretning 13.20. Lad U og V vrere endeligdimensiona-

le vektorrum og f:U + V ~n linerer afbildning. Sa har f

* *og dens duale f:V + U samme rang.

·Idet vi stadig benytter de samme betegnelser, har vi

kernf = span{~r+1' ... '~n}' feU) = span{~1' ... ,~~} og

* * * * * * *
kernf = span {~r+1 ' · · · '~p}' f (V ) = span{E.1'··· ,E.r}·

* *Heraf fremgar, at f (V) netop er mrengden af linearfor-

mer, som afbilder kernf over i Q, medens feU) netop er

mrengden af vektorer, som afbildes i 0 ved alle linearfor-

* *mer i kernf. Endvidere er kernf netop mrengden af li-

nearformer, der afbilder feU) over l Q, medens kernf

er mrengden af vektorer, som afbildes i 0 ved alle linear­

* *former i f (V). Vi har derfor f¢lgende sretning:
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SCEtning 13.21 . Lad U og V VCEre endeligdimensionale.

vektorrum og f:U -+ V en lineCEr afbildning med den duale

* * * 4afbildning f :V -+ U . Da gCElder f¢lgende relationer.

feU) * O)}= {~ E VIVa E kernf (a(v) =

r" (V* ) * (a(u) O)}= {~ E U IV,u E kernf =

* * a)}kernf = {~ E U!Va E f (V )(a(u) =

* * feU) (~ C.~) O)}kernf = {~ E V IV~ E =

Som et umiddelbart korollar har vi sCEtningen

SCEtning 13.22. Lad U og V VCEre endeligdimensionale

vektorrum. For en afbildning f:U -+ V og dens duale

* * *f :V -+ U gCElder da, at en af dem er injektiv, hvis og.

kun hvis den anden er surjektiv.

Bevis. Lad os antage, at f er injektiv, al t s a

kernf = {O} . Sa giver den anden relation i den foregaende

f* (V*) * 0sCEtning, at omfatter aIle a E U som er 0 pa-
0 vi far, *kernf = {Q} , men det er jo dem aIle, sa at f er

surjektiv. Hvis f er surjektiv, er feU) = V, og O-for-

men er den eneste linearform *
a E V " som er 0 pa hele

feU). Derfor giver den fjerde betingelse i den foregaende

sCEtning, at *kernf = {Q}, altsa at *f er injektiv. De

to sidste tilfCElde gar helt analogt. Dermed er sCEtningen

bevist.
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KAPITEL 14

Lad U og V v~re endeligdimensionale vektorrum over

et legeme K, som vi ellers ikke viI n~vne i dette kapi-

tel, da det skal v~re det samme hele tiden. Vi viI stude-

re vektorrummet Hom(U,V) af line~re afbildninger f:U + V.

Vi kan v~lge en basis (~1""'~n) for U og en basis

(~1""~m) for V. Sa har hvert punkt u E U netop en

fremstilling u = x1~1+ ... +xn~n' og tals~ttet (X1'.··,Xn )

kaldes koordinats~ttet for u svarende til basis (~1' ... '~n)~

For v E V har vi analogt v = Y1e1+ ... +Y e ,- m-m sa vi far

et koordinats~t (Y1, ... ,Ym) for v svarende til basis

(~1""'~m)' Ved tP(~) = (x1,···,xn), 1/J(~) = (Y1""'Ym)

defineres isomorfier ~:U + Kn ; ~:V + Km. Ved ~(f) =
-1 n m

~ 0 f 0 <.p : K + K far vi defineret en afbildning u : Hom( U, V) +

n mHom(L ,L). Det er klart, at ~ er bijektiv, da vi umiddel-

bart udleder, at f = 1/J-1o~(f)otP. Endvidere ses det umiddel-

bart, at ~ er en isomorfi.

Lad os nu antage, at ~ og Y... er valgt, sa v = feu).- -

Nu er f(~1), ... ,f(~n) vektorer i V, sa vi har fremstil-
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linger

og vi far derfor

Y1e1+ ... +Y e- m-m = v = feu) = f(x 1b 1+ ... +x Q ) =- - n m

n n
x1f(~1)+···+xnf(~n) = (k~1a1kxk)~1+···+(k~1amkXk)~m·

sa n m
~(f):L + L er givet ved ligningerne

Lad os nu omvendt t~nke os, at vi har givet en fa-

milie (cjklj = 1, ... ,m; k = 1, ... ,n) af elementer af K.

Der findes da netop en line~r afbildning g:U + V med

sa er
n . m

~(g):L + L givet ved ligningerne

Hvis A(K;m,n) betegner m~ngden af aIle familier

(hj k 1j = 1, .• ~,m; k = 1, ... ,n) har vi s~ledes bijektive

afbildninger v:Hom(Kn,Km)
+ M(K;m,n) og A = vo~:Hom(U,V) +

M(K;m,n) .

S~tning 14.1. De saledes definerede afbildninger v og

A er vektorrumsisomorfier, nar M(K;m,n) pa s~dvanlig made
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organiseres som et mn-dimensionalt vektorrum over K.

Bevis. Med de samme beteghelser som ovenfor har vi

hvilket viser, at

For K E K far vi endnu lettere

A( Kj.l ( f )) =( Ka j k I j = 1, .•. , m; k = 1, .•• , n ) .

Dermed er sretningen bevist.

Vi ser saledes, at Hom(U,V) er et mn-dimensionalt

vektorrum over K. Hvis vi for j = 1, ... ,m; k = 1, .. ~,n

definerer

for 1 =1= k,

ved e- og
-J E-k(b 1 ) = 0J - -

E- k ( x 1b 1+ · . · +x b ) = xke_,
J - n-n -J

er (Cjk 1j = 1, ... ,m; k = 1, ... ,n) en basis for Hom(U,V).

Et talsret (ajklj = 1, ... ,m; k = 1, ... ,n) kaldes en

matrix, eller mere prrecist en mxn-matrix med elementer fra

K. Vi vil betegne matricer med dobbelt understregede bog-

staver, alts~ A = (ajk,j = 1, ... ,m; k = 1, ... ~n). Princi-
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pielt er en matrix ikke anderledes end ethv~rt andet sret

af mn elementer fra K, men vore regninger. ovenfor viser,

at venstre index j systemati.sk korresponderer med et basis-

element ~k fra U, og derfor er det praktisk at skrive

matricen som et rektangulrert skema

~11 ~
. .. a

.1 m

A = ~.
....

a m1
. . . a mn

I overensstemmelse hermed siges a j k at h¢re til r~kkenum­

mer j og til s¢jIe nummer k. Rrekke nummer j er en vek-

tor

tor

'n(a· 1, ... ,a. ) E K, medens s¢jle nummer k er en vek-
J In

m
( a 1k' · · · , a mk ) E K .0'

Vi viI nu betragte vektorrum U,V og W og en basis

(~1' ... '~p) for U,

b · (" " )aSlS ~ 1'···'~ m

en basis (~'1, ... ,~'n) for V og en

for W. Endvidere betragter vi Iinerere

afbildninger f:U + V og g:V + W. Vi har isomorfierne

~:U + KP ~:V + Kn og X: W + Km. Vi definerer ~(f) = ~ofo~-1

og ~'(g) :xog 0 ~-1, sa vi har isomorfierne ~:Hom(U,V) +

Hom(KP,Kn) og ~':Hom(V,W) + Hom(Kn,Km). Vi har saledes f¢l-

gende diagram af afbildninger

g
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Vi har selvf¢lgelig ogsa en isomorfi ~":Hom(U,W) +

Hom(KP,Km) defineret ved ll"(h) = XOho<.p-1 Vi far nu

~"(gof)
-1 -1

= Xogot/J 0 t/J ofotp

og

Lad nu u = x e 1+ ... +x e E'U, v = Y1e'1+ ... +Y e'- - p-p - 0 - n- n

W = z1e"1+ ... +z e" , tilfredsstille ligningerne v =- m- m

feu) og W = g(~). Hvis nu de matricer, der svarer til

f og g er

a"·" ----- a b 0" ,----- b1mI 11 1 1P t 11
I

I I I IA = I I og B = I
I I I I

I
I I I

I

a ----- a b ----- bn1 np m1 mn

medens gof har matricen

c ----- c11 tp
I I

C
I I= I
~

,
I I

C I

m1----- c ,
mp

har vi

y. = a. 1x1+ ... +a. x, j = 1 , ... ,n
J J JP P

z · = b· 1Y1+ ... +b. Y , i = 1 , ... ,ml l In n

z. = c · 1x1+ · · · +c. x , i = 1, ... ,m.l l lP P
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Ved indsa:tning af udtrykkene for y. i de f¢rste
J

udtryk for z . far vi ved sammenligning af det andet ud-l

tryk for z · , atl

c i k = bi1a1k+···+binank·

Definition 14.2. Hvis ~ = (aj k) er en nxp-matrix,

og

B A

B = (b .. ) er en
lJ

= C = (c i k) ved

mxn-matrix, definerer vi produktet

n
L b .. a· k; i=1,~ .. ,m; k=1, ... ,p.

j =1 lJ J

Med denne definition kan resultatet ovenfor udtrykkes

l den nreste sretning.

Sretning14.3. Lad U med basis (e1, ... ,e) og V- -p

t W d b · (" " )sam me aSlS ~ 1'···'~ m

vrere vektorrum og lad f:U + V og g:V + W vrere linerere

afbildninger. Hvis A er matrix for f og B er matrix

for g, er B A matrix for gof.

Sretning14.4. Hvis m,n,p og q er naturlige tal, A

er en mxn-matrix, B er nxp-matrix og C en pxq-matrix,

er (A ~) C = A (~£). (Matrix multiplikation er associativ).

Bevis. Vi ved, at C er matrix for en afbildning

at B er matrix for en afbildning

og at C er matrix for en afbildning n mf:K + K . Sa er
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(~ B) Q matrix for (fog)oh:K
q

+ Km, medens ~(~ Q)

er matrix for fo(goh):K
q

+ Km.
S~tningen f¢lger der-

efter af, at (f~g)oh = fo(goh).

A

M~ngden M(K) af aIle matrioer med elementer fra

K er saledes organiseret ved en ikke overalt defineret

addition, en·overalt defineret ydre multiplikation med

elementer fra K og en ikke overalt defineret indre mul-

tiplikation. Der g~lder ogsa distributive love, saledes

som det fremgar af den n~ste s~tning.

S~tnirtg14.5. Hvis m,n og p er hele tal, ! og B

er mxn-matricer og C en nxp-matrix er (~+B)£ = AC + BC.

Hvis A er en mxn-matrix, medens B og C er nxp-matricer,

er ~(~+Q) = AB + AC.

Bevis. '.1 det f¢rste tilf~lde er ~,~ og £

1 - - - n m n mfor lne~re afblldnlnger f:K + K , g:K + K

matricer

og h:KP + Kn,

sa s~tningen f¢lger af, at (f+g)oh = foh + goh. Den anden

pastand fas analogt.

Vi anf¢rer nogle eksempler pa matrixmultiplikation.

F¢rst et par eksempler med K = lli.

o 1

_.... (-3 -7)2 :--
I 2 3

-1 -3
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Vi ser, at produktet af 2x2-matricer ikke er kommutativt.

Vi anf¢rer nogle specielle tilfrelde af multiplikation

af matricer over et vilkarligt legeme K.

a1b,
r :

I

I

I

a b
m n

=

En matrix med kun 1 rrekke kaldes en rrekkematrix. En matrix

med kun 1 s¢jle kaldes en s¢jlematrix. Med 1x1-matrix reg-

nes helt som med elementer fra K, og for a E K viI vi

ofte tillade os at identificere 1x1-matricen (a) med ele-

mentet a. Vi rna dog huske, at a kan multipliceres med

enhver matrix, medens (~)~ kun har mening, hvis A er

en rrekk€matrix, og ~(a) kun har mening, nar A er en

s¢jlematrix.

For n < m er inklusionsafbildningen · Kn KillJ : -+ gi-



14.9

~1
1 a a a a

~1a 1 a a a I= I I ~ I I ,
J I I I , I

a a 1 a a
,

Ym x n

For n > m har vi en projektion p:Kn
+ Km givet ved

p(x1 , · .. ,xn) = (x1,···,xm) = (YO, ••• Ym) , og pa. matrix­

form kan det skrives

~1 = 1 a a
~1a 1 a

I p I I
,, = I I

1
,

I a a I

I
I a a a ,,

I I
I I

I
, I

Ym a a a x n

For hvert naturligt tal n har vi en enhedsmatrix

1 0 a
a 1 a, I ,, ,

I

E = , I I
~n I I J, I ,

a a 1

sam svarer til den identiske afbildning id :Kn
+ Kn.

Kn

Vi viI ofte skrive E for ~n' da vcerdien af index ncesten

altid viI fremga af sammenhcengen.

lad

Lad U vcere et vektorrum med basis

* *(Q1'· ··,Qn) vcere den duale basis for

(~1'···'~n)'

*U. Lad V

og

vcere et vektorrum med basis

*vcere den duale basis for V. Lad f:U + V vcere en linecer
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afbildning, og ~ dens tilsvarende matrix. Under disse

omst~ndigheder definerer vi.

Definition 14.6. Ved den transponerede matrix A'

til A forstar vi matrix for den duale afbildning, idet

vi benytter de duale baser for vektorrummene.

*Den transponerede matrix skulle egentlig betegnes ~,

men det ville komme i konflikt med traditionelle betegnel-

ser i forbindelse med vektorrum over ~.

er

s~tning 14.7.

A' = (a'. Ij =
Jk

Hvis A = (ajkl j = 1, ... ,m; k = 1, ... ,n),

1, ... ,n; k = 1, ... ,m), hvor a'jk = a k j.

Bevis. Afbildningen f:U + V er bestemt ved, at

Derfor er *e.(f(b
k))J -

sa vi far

* *f (e.) =
-J

* *a · 1b 1+ · · · +a. b , J =J - J n-n 1 ;; ..• ,m

og pa den anden side har vi jo

* *f (e.) =
-J

* *a'1.b1+ ... +a' · b ·J- nj n j = 1 , ... ,m

Dermed er s~tningen bevist.

S~tning '14·.8. Hvis ~ og ~ er mxn-matricer, og \ E K,

har vi (~+£)' = A'+B' og (\~)' = \A'. Hvis A er en m~n-
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matrix, og ~ en nxp-matrix, er (~ ~)' = B'A'.

Bevis. Det f¢lger umiddelbart af de tilsvarende sret-

ninger om duale afbildninger.

Lad A vrere en ring. Vi kan da betragte matricer med

elementer fra A. Det gar helt umiddelbart, at definere

summen af mxn-matricer med elementer fra A og at definere

produkter af sadanne matricer. Derved bliver mrengden af mxn-

matricer med elementer fra A bade en venstre A-modul og

en h¢jre A-modul, og de to modulstrukturer "kommuterer",

idet vi far regnereglen (Ai)~ = A(i~). Hvis G er en ven-

stre A-modul, giver det ogsa mening at betragte mxn-matricer

A,£, ... af elementer af G, og det gar prent at definere ad­

dition af sadanne~ ligesom ogsa produkter AA for A E A umid­

delbart kan defineres, og det er klart, at mrengden M(G;m,n)

af mxn-matricer med elementer fra G bliver en venstre A-

module Hvis r = (y .. Ii = 1, .. . ,m; j = 1, .. ~,n) er en mxn­
lJ

matrix med elementer fra A,og A = (ajkl j = 1, ... ,n; k =

1, . . . ,p) er en nxp-matrix med elementer fra G, kan vi ud-

mrerket definere

1, ... ,p). Da grelder de regneregler, vi kan habe pa, f.eks.

Vi viI vise den sidste relation. Lad os antage, at
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r = (y - - l i. = 1 , ... ,rn; j = 1, ... ,n)
lJ

fJ. = (Ojklj = 1 , ... ,n; k = 1, .. . ,p)

A = (ak1lk = 1, ... ,p; 1 = 1;; ... ,q) .

Vi ser da umiddelbart, at (fL\):8: = I(L\A) = (billi = 1, ... ,m;
n p

1 = 1, . . . ,q), hvor bel = L L y- -8- k a k l , og dermed er
l j=1 k=1 lJ J

pastanden vist. Det er klart, at ogsa begrebet "transponeret"

matrix kan generaliseres pa samme made og at regnereglerne·

* * *kommer til at grelde, idet reglel1 (fA) <t: I dog kun gze.Lder ,

nar A er kommutativ, og det samme grelder for den tilsvaren-

de regel for matricer af ringe.

Matrixregning anvendes /som et vigtigt hjrelpemiddel i

teorien for moduler, algebraer og ringe. Vi vil helt holde

os til vektorrumsteorien, men vi vil udnytte de foregaende

bemrerkninger ved ogsa at inddrage matricer af vektorer. I et

produkt rna der h¢jst vrere en sadan matrix. Som en anvendelse

vil vi bemrerke, at relationen

hvor f er en linerer afbildning f:U + V med matrix ~'

medens (~1 ' • • • '~n) og (~1 ' • • • '~m) er baser for U og V,

kan skrives pa matrixform

Hvis f(x1b 1+ ... +x b ) = Y1e1+ ... +Y e, far vi- n-n - m-m
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= (Y1e1+ ... +Y e) =- m-m

~1
I
I

I

X n

~1
I,
t

Xn

,

hvilket giver, at

Regningerne i begyndelsen af dette kapitel kan sale-

des nu formuleres som matrixregning. Vi var imidlertid n¢dt

til at gennemf¢re regningerne for overhovedet at komme l

gang med matrixregning. Lreg ffixrke til, hvordan der optr~der

1x1-matricer i regningen. Som de optr~der her, ville det ik-

ke skade at identificere dem med et element af legemet.

Lad U vrere et vektorrum med basis (~1""'~n)' En

endomor·fi f: U -+ U svarer til en nxn-matrix JA. Nu er vek-

torrummet EndU = Hom(U,U) organiseret som en algebra med

sammens~tning som multiplikation. Derved bliver sa ogsa m~ng­

den M(K,n,n) af nxn-matricer (kvadratiske matricer af or-

den n) en algebra, den n-dimensionale matrixalgebra over K.

Den er associativ~ men for n > 1 er den ikke kommutativ.

Den har enhedsmatrix E = E som 1-element. For n > 1 er---...:n

der altid O-divisorer. Saledes har vi



14 .14

(
0 0),
o 0 •

Det er en interessant egenskab ved matrixalgebraer, at

en ensidig invers altid er en 2-sidig invers, idet vi har

f¢lgende s~tning:

S~tning 1"4.9. Hvis nxn-matricer ~ og ~ med elemen­

ter fra legemet K tilfredsstiller betingelsen A B = §,

er de hinandens inverse.

Bevis. Hvis f Kn ~ Kn,g: rr: er line~re afbildninger med

matricer A og~, har vi

er injektiv og f surjektiv.

fo g = id .
Kn

Men sa er

Det medf¢rer, at g

f og g bijektive.

Som f¢lge deraf har f en invers, og det rna jo netop v~re

g. Altsa er f og g hinandens inverse, og det medf¢rer,

at A og B er hinandens inverse.

I overensstemmelse med den jargon, vi bruger i ring-

teori, viI vi kalde en matrix invertibel, hvis den har en

invers, altsa hvis den svarer til en bijektiv afbildning.

Heraf fremgar, at invertible matricer rna v~re kvadratiske.

Vi vender nu tilbage til studiet af vilkarlige matri-

cere I en matrix

a 11 a 1f1
I t

A = I I

I I

I I

a m1 a mn
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og hver s¢jle er en vek-

tor i Km. Vi har nu f¢lgende s~tning.

s~tning 14.10. AIle line~re afbildninger f:U + V,

som for et eller andet valg af basis har A som matrix,

har samme rang. r, og savel mrengden af r~kker l A som

m~ngden af s¢jler i A har ligeled~s rang r.

Bevis. Valget af baser i U og V giver isomorfier

U ~ Ln
~: ~ og 1'1 V Lm.~: + Afbildningen

-1 n m
1/Jofo~ :L + L

har matrix ~, og den afbilder basisvektorerne i s¢jle­

vektorerne i A. Altsa er rangen af f lig med rangen af

m~ngden af s¢jlerne i A. Dermed har vi vist s~tningen pa

n~r pastanden om r~kkevektorerne, og den f¢lger umiddelbart,

nar vi anvender det allerede viste pa den duale afbildning

* * *.f :V + U , ldet f har matrix A' og samme rang som f.

Dermed er s~tningen bevist.

Definition 14.11. Ved rangen af en matrix A forstas

den i den foregaende s~tning omtalte rang r.

En nxn matrix er saledes invertibel, hvis og kun hvis

den har rang n.

Ved numerisk behandling af line~re afbildninger rna man

arbejde med matricerne. Disse afh~nger helt v~sentligt af

valget af baser, og elementerne i matricerne er derfor st¢r-

relser uden nogen fysisk betydning. Det fremgar af den sid-



14.16

ste s~tning, at rangen af en matrix er invariant, altsa

uafh~ngig af valget af baser. Indtil videre er det den

eneste invariant, vi har fundet, bortset fra rummenes di­

mensioner. Nu er invarians et meget relativt begreb. Hvis

vi studerer afbildninger f:U + V, afh~nger matrix for f

af valget af to baser, men ved studiet af EndU optr~der

der kun et rum, og sa er det rimeligt at n¢jes med at kr~­

ve invarians overfor valget af kun en basis. Det er et sva­

gere krav, og derf?r er det rimeligt at habe pa flere inva~

rianter i dette specielle tilf~lde.

Nu kan matricer bruges til beskrivelse af andet end li­

ne~re afbildninger, og det viI vise sig, at det afh~nger af

anvendelsen, hvordan matricer ~ndres ved skift af basis. I

det n~ste kapitel skal vi omtale nogle afbildninger, som ik­

ke er line~re, men som alligevel beskrives ved hj~lp af ma­

tricer.
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KAPITEL 15

Multilinearformer.

Vi viI stadig holde as til studiet af vektorrum over

et legeme K, som vi i ¢vrigt ikke nrevner, da det hele ti-

den skal vrere det samme. Vi viI betragte endelig mange vek-

torrurn ~ , ... ,Urn, sarnt yderligere et vektorrurn V. Sa har

vi et produktrurn ~x ... xUrn' og vi viI interessere os for

afbildninger f: U1 x , · · xUrn -+ V. Hvis ~1 E U1,··· '~rn E Urn

og j er et af tallene 1, .. . ,m, viI vi definere

f. .. eu)
a1 , · · · , a ., .. ,a. -- -J '--IJl

= f ea 1 ' · · · , a. 1 ' u , a · +1 ' · · · , a ),- -J- - -J -m

og derved far vi en afbildning f ,.. .n , -+ V.
a1 ' · · · , a., · · · , a J- -J -m

Vi ser, at f A er afbildningen f betragtet
a1 ' · · · , a., · · . , a- -J -m

for ~k fastholdt 0 vrerdien ~k for aIle k j eller,pa =1=

mere uprrecist, afb~ldningen f betragtet for fastholdte vrer-

dier af de variable pa nrer u ..
-J

Vi f¢lger her et princip, der anvendes en hel del i de

eksperimentelle videnskaber, idet vi studerer afbildningen

f ved kun at sendr-e pa en variabel ad gangen. Kvantitat1ivt kan

det godt lade sig g¢re, at fa tilstrrekkelig viden om f pa
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den made, men visse mere kvalitative egenskaber kommer f¢rst

til syne, nar alle de variable far lov at variere samtidigt.

Definition 15.1. Lad U1, ... ,Um, samt V vrere vek­

torrum. En afbildning f:U
1x

... xUm + V kaldes m-linerer, hvis

alle afbildninger, der kan fas af f ved at fastholde alle de

variable pa en nrer, bliver linerere. Nar vrerdien af m ikke

¢nskes nrermere specificeret, siger vi multilinerer i stedet

for m-linerer.

En 1-linerer afbildning er det samme som en linerer afbild­

ning. Vi siger bilinerer i stedet for 2-linirer, trilinerer i

stedet for 3-linerer, osv.

Sretning 15.2. Lad f:U 1xU2 + V vrere bilinerer. For

~1'~1 E U1; ~2'~2 E U2; A1, ~1' A2, ~2 E K har vi da

og resultatet fremkommer ved at indsrette de relationer, der

fas ved at udnytte, at f er linerer for den sidste variabel

fastholdt, altsa



og den analoge relation med ~2

med er sretningen bevist.

i stedet for Der-

For en m-linerer afbildning f:U 1x ... xUm + V far vi

selvf¢lgelig helt analogt

f(u 1,· .. ,U·_1,AU.+~V.,u. 1,···,uk 1,A'uk+~'vk,uk 1'···'u ) =- -J -J -J -J+ - - - - - + -m

~A'f(u1' ... ,u. 1,v.,u·+1' ... ,U )- +- -J- -J -J -m

~~'f(u1'···'u. 1'v.,u. 1,···,uk 1,vk,uk 1'···'u ).- -J- -J -J+ - - - - + -m

Vanake Li.gheden vved det regnestykke er j 0 kun, at det er lov­

liglangt at skrive Ope Vi viI ofte n¢jes med at skrive ud-

f¢rlige formler for biline~reafbildninger.

En linerer afbildning g:U
1

xU 2 + V er noget helt andet

end en bilinerer afbildning f:U1xU2 + V. For ~1'~1 E V1'

~2'~2 E U2 og A,~ E K far vi

og det er jo slet ikke det samme. Bortset fra srerligt tri-

vielle tilfrelde, f.eks. hvis et af rummene er O-dimensio-

nalt, er Q-afbildningen den eneste afbildning, som er bade
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linerer og bilinerer.

Definition 15.3. En m-linerer afbildning

f:U1x ... xUm + K kaldes en m-linearform.

Vi siger multilinearform, nar vi ikke ¢nsker at nrev-

ne m eksplicit. Vi siger bilinearform-for m = 2, triline-

arform for m = 3, quadrilinearform for m = 4, osv.

Sretning1"5.4. Lad f:U1x ... xUm + V vrere en m-linerer

afbildning, og g:V + W en linerer afbildning. Da er

gof:U1x ... xUm + W en m-linerer afbildning.

Bevis. Hvis f:U. + V fas af f ved at fastholde de" J

variable pa nrer u., fas gof af gof ved at fastholde
-J

de samme variable pa de samme vrerdier. Men gor bliver li-

nerer, da g og f er linerere. Dermed er sretningen bevist.

Sretning 15.5. Hvis f,g:U
1x

... xUm + V er m-linerere

afbildninger er f+g:U
1x

xUm + V en m-linerer afbildning.

For A E K er Af:U1x xUm + V en m-linerer afbildning.

Bevis. Hvis f,g:U. + V fas af f og g ved at fast-
J

holde de variable pa nrer fas f+g-af f+g 0 sammeu . , pa
-J

made, og f+g:U. + V bliver linerer, da f og g er linerere.
" J
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Heraf f¢lger den f¢rste pastand. Den anden vises pa samme

made.

M~ngden af m-line~re afbildninger f:U1x ... xUm + V

er saledes et vektorrum over K med s~dvanlig addition og

multiplikation med elementer af K.

Bortset fra Q-afbildningen har vi endnu ikke givet ek-

sempler pa m-line~re afbildninger for m > 1, sa vi ved ik-

ke engang, om der findes nogen. Det g¢r der nu altid, og i

det endeligdimensionale tilf~lde kan vi endda opna at fa et

vist overblik over dem, Li.ge som vi kunne opria det samme for

line~reafbildningerved hj~lp af matricer. Vi viI f¢rst re-

ducere problemet til studiet af linearformer.

S~tning 15;6. Lad f:U1x ... xUm + V v~re en m-line~r

afbildning og lad e e v~re,en basis for
-1 ' · · · '-p

· k U K kdes der m-llnearformer f :U1x ... x m +, =

v. Da fin-

1, ... ,m, sa-

ledes at vi for aIle (u
1,

... ,u ) E U1x ... xU har relationen- -m m

1 Pf(u1,···,u) = f (u1 , ... ,u )e 1+ ... +f (u 1 , ... ,u )e ·- -m - -m - - -p -n

Fa den anden side viI denne relation for vilkarligt valg af

1 pm-linearformerne f , ... ,f definere en m-line~r afbildning

f:U1x ... XU + V.
- m

X k definerede projektion, er

Bevis. Idet Pk:V + K er den ved p k( x 1 e l' +. · · +X e ) =- p-p

en m-linearform,
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og med denne definition af fk for k = 1, ... ,p kommer

den i sretningen anf¢rte relation til at grelde. H~is

er den ved = xe-k definerede inklusion,

m-linerer afbildning. Heraf f¢lger, at udtrykket pa h¢jre

side af relationen i sretningen for vilkarligt valg af m-

1 p
linearformerne f , ... ,f bliver en sum af p m-linerere

afbildninger, altsa en m-linerer afbildning.

Sretning- 15.7. Lad f:U1x ... xUm + K vrere en m-linear-

form, og lad vrere en basis for- U .
m

Der fin-

des da m-1-1inearformer f v:U1x ... xUm_1 + K, v = 1, ... ,n,

for hvilke vi for aIle· (~1'··. '~m) E K, hvor ~m =. A.1£1 +

... +A b , A1~ ... ~A E K, har relationenn-n -. n

A1f 1- ( u ,..., u 1) + .' · · +A f ( u 1 ' · · · , u 1) ·- -m- n n - -m-

Hvis f 1, ... ,fn:U1x ... xU
m_1

er vilkarlige m-1-linearformer,

viI relationen definere en m-linearform f:U
1x

... xU
m

+ K.

£v)' v = 1, ... ,n. Det er klart, at f bliver linerer i
v

hver variabel, altsa en m-1-linearform. Relationen greIder,

fordi f er linerer i u for fastholdte vrerdier af-m

~1' .. ·'~m-1· Dermed er den f¢rste pastand bevist. Hvis

f 1, ... ,fn er m-1-1inearformer, og f defineres ved relati­

onen, er det klart, at f bliver linerer i hver af de variab-

Ie, altsa en m-linearform. Dermed er sretningen bevist.
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S~tning 15.8. Lad U v~re et vektorrum med basis

~'1, ,~'n. For enhver matrix A = (ajkl j = 1, ... ,m;

k = 1, ,n) definerer

f(x 1e1+·· .+x e , Y1e'1+ ... +Y e' ) =- m-m - n- n
~1

I
I

".Yn

en bilinearform f:UxV + K, og til enhver sadan bilinear-

form svarer der netop en matrix A ved hj~lp af hvilken

den kan udtrykkes som anf¢rt.

Bevis. Det ses umiddelbart, at f defineret ved det

anf¢rte udtryk bliver line~r i hver variabel. Hvis f:UxV + K

er en bilinearform, kan f if¢lge den foregaende s~tning ud-

trykkes pa formen

f(x
1e1+

... +x e ,v) = x
1f1(v)+

... +x f C.v),- - m-m - - m m -

hvor f
1,

... ,fm er linearformer, sa vi har udtryk

f.(Y1 e'1+· .. +y e' ) = a.1Y1+ ... +a. y , j = 1, ... ,m.
J - n- n J In n

Heraf f¢lger pastanden umiddelbart.

En bilinearform er saledes givet ved et udtryk af for-

men

m n
L L a.kx.Yk =

j=1k=1 J J

~1
I
I
t

X m
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Den udtrykkes alts~ lige godt ved matricen A og ved dens

transponerede matrix At.

Det voIder ikke vanskeligheder at gennemf¢re det ana-

loge for en triline-arform. Det v i.L f¢re til et udtryk af

formen

I m n
~ ~ ~ a .. kx.y.zk'

i =1 j =1 k= 1 lJ l J

og det kan alts~ ikke udtrykkes ved en matrix. S~ m~tte man

i hvert fald indf¢re tredimensionale matricer, og det er ik-

ke typografisk tilfredsstillende.

hvor harFor en multilinearform f:U
1x

... xUm + K,

basis (ev
1

, ••• ,ev .), v= 1, ... ,m, f~r vi for- -n u-v

U
v

v v
= x 1~1 + · · •

n
1
~

j =11

er givet ved et udtryk af formen

nm
~ a. _.

j =1 J 1 ' · • • , Jin
m

For en multilinerer afbildning f:U
1x

... xUm + V, hvor

V har basis b
1,

... ,b, og hvor vi i¢vrigt bruger de samme- -p

betegnelser som f¢r, greIder, at f(u1, ... ,u ) = Y1b1+ ... +Y £ ,- -m - p p

hvor

n
m k
~ a. ·

j =1 J 1 ' · · · , Jm
m

1 mx .... x. , k =
J 1 J m

1, ... ,p.
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Som koefficienter i multilinerere afbildninger far vi

saledes systemermed flere indices af elementer fra K.

Matricerne er bare det enkleste eksempel pa sadanne skema-

ere

Multilinearformerne f:U1x ... xUm + V er invariante i

den forstand, at de er uafhrengige af valget af baser for vek-

torrummene U
1·,

... , Un og V. Fa den anden side afhrenger be­

grebet multilinearform vresentlig af, hvordan vektorrummet

U
1x

... xUm er skrevet som produkt af m vektorrum. Til gen-

kgreld afhrenger koefficenterne a. 1 ·
J , ... ,Jm

get af baser for vektorrummene.

vresentligt af val-

Definition 15.9. Lad U og V vrere vektorrum. Ved en

dualitet mellem U og V forstas en bilinearform ~:UxV + K

med den egenskab, at der for hver vektor u E U'{O} findes

en vektor v E V med ~(~'~) * 0, og at der for hver vektor

v E V'{Q} findes en vektor u E U med ~(~'~) * O.

Som et eksempel kan vi se 0 et vektorrum U og detspa

* * *duale vektorrum U . For u E U, u E U definerer vi
-

* * *
~(~,~ ) = u (u ) . Vi ved jo, at u * 0 netop betyder, at

*u ikke er O-formen, altsa at der findes en vektor u E U

*med u (u ) * O. Det er lidt mer·e sub t i.Lt , at vi for ~ E U,

u-l.. 0- f_ *kan finde en linearform U *med u (u ) * 0, men det

f¢lger af sretning 13.4.
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Sretning 15.10. Lad U og V vrere vektorrum, og

tp:UxV -+ K en dualitet. Sa kan vi ved

definere en injektiv linerer afbildning

logt giver A2(~) =
*ning A

2
:V -+ U .

tp .:V -+ K
u

"*V. Ana-

tp :U -+ K en injektiv linerer afbild­
v

Bevis. Vi minder am, at tfJu defineres ved tp (v ) =u -

tp(~,~) . *Deraf fremgar, at tfJu E V , og det ses umiddelbart,

at A1 er en homomorfi. At <.p er en dualitet medf¢rer, at

tpu ikke er O-formen, hvis u * 0, altsa at kern A1 = {Q} ,

men det medf¢rer netop, at A1 injektiv. Det 0 analogter gar

med A2• Dermed er sretningen bevist.

Sretning 15.11. De i den foregaende sretning omtalte li­

nerere afbildninger ~1 og ~2 er begge ~30morfier, hvis og

kun hvis U og V er endeligdimensionale.

Bevis. Hvis A1 og A2 er isomorfier er V isomorft

med *U og U isomorft med *V altsa med **U , og vi har

tiqligere set, at det medf¢rer, at U er endeligdimensionalt,

*og sa er U og dermed V ogsa endeligdimensionalt. Hvis U

... . *. . *og V er endellgdlmenslonale er dlmU = dlmU og dlmV =

dimV, men da A1 og A2 er injektive, er dimV < dimU og

. * * *dimU < dlmV. Heraf f¢lger, at U,V, U og V har samme di-

mension. Men sa er A1 og A2 bijektive, da de er injektive.

Dermed er sretningen bevist.
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I det endeligdimensionale tilfrelde realiserer en

dualitet ~:UxV + K saledes hvert af rummene U og V

som en kopi af det andets duale rum. Ved udnyttelse af

dette synspunkt far vi U og V som gensidigt duale, Sa

vi far "dual med" som en symmetrisk relation. En sadan

symmetrisk dualitetsrelation kan ogsa godt besta mellem

uendeligdimensionale rum, men det bliver noget helt andet

end den sredvanlige relation mellem et vektorrum og dets

duale.

Definition 15.12. Ved en m-linearform pa et vektor-

rum U forstar vi en m-linearform m
~:U = Ux ... xU + K.

Hvis ~ er en sadan m-linearform, kaldes den ved ~(~) =

~(~, ... ,~) definerede afbildning ~:U + K en form af grad

n pa U.

En form af grad 1 er en linearform. En form af grad 2

kaldes en kvadratisk form. En form af grad 3 kaldes en kubisk

form.

For U = K har m-linearformer for m = 1~2 og 3 f¢lgen-

de udseende:

ax, axy, axyz.

En form af grad p har udseende som ax
p.
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For U = K
2

opskriver vi m-linearformer for m =

1 , 2 , 3 :

a111x1Y1z1+a112x1'Y1z2+a121x1Y2~ +a122x1Y2z2+a211x2Y1z1+

a212x2Y1z2+ a221x2Y2z1+a222x2Y2z2-

Former af grader 1,2 og 3 har f¢lgende udseende:

Med forenklede betegnelser opskriver vi generelle

kvadratiske og kubiske former i tre variable

I tilf~ldet U = K2 har vi skrevet 2a1 2 for a 1 2+a 21,

endvidere 3a 11 2 for a112+a121+a~1-Dg 3a 122 for a122+a212+

a 221- Det svarer til, at vi regner med, at koefficientsrette-

ne har symmetriegenskaber, sa koefficienter er ens, nar de

fas af hinanden ved permutation af indices. For karakteristik

2 er 2 = 0 og for karakteristik 3 er 3 = 0, og i disse til-
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frelde bliver den ene eller den anden af de anf¢rte former

ikke helt generelle.

Definition 15.13. En m-linerer afbildning mf:U + V

kaldes symmetrisk, nar det for enhver permutation pES
m

gcelder, at f(~1""'~m) = f(~pC1)""'~p(m)) for alle

u
1

, ... ,u E U.- -m

Det kommer ud pa, at f ikke rendrer vrerdi ved permuta-

tion af de variable. Hvis vi trenker os f givet ved et sret

ligninger

n
L

j1,···,jm=1
1, ... ,p,

kommer symmetri ud pa, at koefficienter, der fas af hinanden

ved permutation af indices j1, ... ,jm' er indbyrdes lige

store.

Lad f:U
2

+ V vcere bilinecer. For ~1'~2 E U far vi da

Ved subtraktion far vi

Hvis nu f er symmetrisk og K ikke har karakteristik 2,

far vi heraf
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Heraf fremgar, at en symmetrisk bilinearform er fastlagt

ved den tilsvarende kvadratiske form, hvis legemet blot

ikke har karakteristik 2.

Der er endnu en omfattende klasse af m-linerere afbild-

ninger, som har srerlig interesse. Det rna indr¢mmes, at det

er svrert at forklare lige nu, hvad denne srerlige interesse

bestar i, men vi viI fa at se, at de efterhanden kommer til

at optrrede i sammenhreng med flere og flere p~oblemer.

Den symmetriske gruppe S af permutationer p: {1, ... ,n} ~
n

{1, ••• ,n} kommer til at optrrede, og vi minder am, at permuta-

tioner falder i to klasser, idet vi har en homomorfi E:S ~
n

{-1,1}. For en permutation p har vi E(p) = 1, hvis per-

mutationen kan sammensrettes af et lige antal simple ombytnin-

ger, og vi har E(p) = -1, hvis permutationen kan sammensret-

tes af et ulige antal simple ombytninger. Efter denne korte

dvrelen ved fortiden definerer vi det nye begreb.

Definit"ibh 15.14. En m-linerer afbildning f:Um
+ V kal-

des alternerende, hvis det for enhver permutation pESn
og

aIle u
1

, ... ,u- -m E U greIder, at

f (~p ( 1 ) , • • • , ~p ( m)) = E: (p) f (~1 ' •• • , ~m) •

Hvis K har karakteristik 2, er der slet ingen forskel
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pa symmetriske og alternerende linerere afbildninger. Hvis

K ikke har karakteristik 2, er Q-afbildningen den eneste

m-linerere afbildning, der er bade symmetrisk og alterneren-

de. Linerere afbildninger (tilfreldet m=1) er aIle symmetri-

ske.

For bilinerere afbildninger siger man oftest "antisymme-

trisk" eller "skrevsymmetrisk" i stedet for alternerende.

Sretning 15.15. Lad f:Um
+ V vrere en m-linerer afbild-

ning. Da er f alternerende, hvis og kun hvis f(u 1 , ... ,u .)- -m

for a I Le ~1' ... '~m E U skifter fortegn ved enhver ombytning

af to af de variable.

Bevis. Det f¢lger umiddelbart af, at enhver permutation

p er sammensretning af simple ombytninger, hvis antal bliver

lige hvis E(p) = 1, men ulige, hvis E(p) = -1.

Sretnirtg15."16. Lad U og V vrere vektorrum over et lege-

me K, der ikke har karakteristik 2. Sa er en m-linerer af­

bildning f:Um
+ V alternerende, hvis og kun hvis det for

aIle sret (~1' ... '~m) af vektorer, blandt hvilke mindst 2

er ens, ga-Ld e r , at f(~1'··· '~m) = Q.

Bevis. Lad os antage, at ~j = ~k og j * k. Sa skal

f (~1 ' • • • '~m)

bytning af

bade skifte fortegn og forblive urendret ved om-

u· og ~k' og nar K ikke har karakteristik 2,
-J

krrever det, at f(u
1,

... ,u) = O.- -m Lad os dernrest antage, at
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f(~1' ... '~m) = Q, nar to af de variable er ens. For

j * k far vi da, idet vi helt snyder for at skrive de

¢vrige variable, sam bare er statister

0= f(u.+uk,u.+uk) = f(u.,u.)+f(u.,uk)+f(uk,u.. )+f(uk,uk) =
-J ~ -J -. -J -J -J - - -J --

hvilket netop viser, at f skifter fortegn, nar u. og
-J

~k byttes. Dermed er sretningen bevist.

Definition 15.17. En matrix A kaldes symmetrisk,

hvis A = ~', og skrevsymmetrisk, hvis A = -A'.

Symmetriske og skrevsymmetriske matricer er kvadratiske.

En mxm-matrix A = (ajklj,k = 1, ... ,m) er symmetrisk, hvis

a j k = a kj for aIle j og k. Den er skrevsymmetrisk, hvis

a j k = -akj for aIle j og k. For matricer med elementer fra

et legeme med karakteristik 2 greIder, at symmetrisk er ensbe-

tydende med skrevsymmetrisk. Hvis legemet ikke har karakteri-

stik 2, er O-matrix den eneste mxm-matrix, der ~r bade symme-

~risk og skrevsymmetrisk, og i en skrevsymmetrisk matrix greIder,

at diagonalelementerne a. ·
JJ

aIle er O.

En symmetrisk bilinearform 2f:U -+ K

har symmetrisk matrix for ethvert valg af basis for U. Hvis

der findes en basis for U, for hvilken bilinearformen .

2f:U -+ K har en symmetrisk matrix, er f symmetrisk.
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Bevis. For basis (~1' ... '~n) har f en matrix

er

og for u = x 1e1+ ... +x e- n-n og v = Y1e1+ ... Y e ,- - n-n

Hvis f skal forblive u~ndret ved ombytning af ~ og ~,

rna vi saledes have A = A'. Hvis A = A' forbliver

f(~,~) u~ndret ved ombytning af u og v. Dermed er s~tnin-

gen bevist.

s~tning 15.19. En sk~vsymmetrisk bilinearform 2f:U + K

har sk~vsymmetrisk matrix for ethvert valg af basis for U.

Hvis der findes en basis for U, fo~ hvilken bilinearformen

f:U 2
+ K har en skrevsymmetrisk matrix~ er f skrevsymmetrisk.

Beviset kopieres efter det foregaende under tilf¢jelse

af et par minustegn.

S~tning 15.20. Vektorrummet g(U) af bilinearformer

f:U 2
+ K~ hvor K ikke har karakteristik 2~ er direkte sum

af underrummet BS(U) af symmetriske bilinearformer og under­

rummet BA(U) af skrevsymmetriske bilinearformer.

Bevis. Det er klart~ at BS(U) og BA(U) virkelig er

underrum. Vi har allerede set, at de kun har O-formen f~lles,
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sa deres sum er direkte sum. Vi mangler blot at vise, at

.. f 2 t · kenhver blllnear orm f:U + K er sum af en symme rlS

bilinearform og en skrevsymmetrisk bilinearform. Som den

2
symmetriske bilinearform vrelger vi fS:U + K defineret

ved

og som den skrevsymmetriske bilinearform vrelger vi

defineret ved

Dermed er sretningen vist.

Analogt far vi selvf¢lgelig, at vektorrummet
A

M(K~m m), . ,

af mxm-matricer med elementer fra K er direkte sum af un-

derrummet af symmetriske matricer og underrummet af skrevsym-

metriske matricer.
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KAPITEL 16

Determinant.

Lad U v~re et vektorrum med basis (~1' ... '~n)'

og lad f:Un
+ K v~re en alternerende n-linearform. Vi

betragter v i.Lkar-Li.ge vektorer u 1 , .•. ,u- -n E u. Vi har da

en nxn matrix ! = (aj k ) , saledes at

altsa

n
La. k~. •

j =1 J J

Vi viI udtrykke f(~1' ... '~n) ved f(~1' ... '~n). Ved at

udnytte at' f er n-line~r, far vi"

f (~1 ' · · · , ~n ) =
n
La. l' · · · , a · f (e. , •. G , e. )

· · -1 J 1 J n -J 1 -J n ·J1, ... ,J n - · n

Nu har vi f(e. , ... ,e. ) = 0, hvis ikke j1, ... ,jn er
-J -J1 n

indbyrdes forskellige, altsa hvis ikke der\findes en permu-

tation p: {1, ... ,n} -+ {1, ... ,n} med p(v) = J. for v =v

1, ... ,n. Vi far derfor

f(u1:~···'u ) =- -n L a (1) 1··· a () f(~p(1)'···'~p(n))·ES p, p n , n
p n
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Da f er alternerende, har vi

fee (1), ... ,e ( )) = s(p)f(e1,···,e ),-p -p n . - -n

og idet vi indf¢rer betegnelsen

det A = ~ s(p)a (1)· 1~··a () ,
Es p, p n ,n

p n

far vi

Definition 16.1. Ved determinanten af nxn-matricen

~ forstar vi den ovenfor indf¢rte st¢rrelse det A.

I regningen ovenfor benyttede vi ikke, at e 1 ' · · · , e- -n

var linerert uafhrengige, men vi benyttede, at U1 ' • · • , u E- -n

span(~1' ... '~n). Vi kan derfor udtrykke resultatet af reg­

ningen i f¢lgende sretning~

Sretning 16.2. Lad U vrere et vektorrum, f:Un
+ K

en n-linearform, ~1' ... '~n E U vilkarlige vektore~, A

en nxn-matrix og lad ~1' ... '~n E U vrere bestemte ved

(v1 ' · · · , v ) = (u1 ' · · · , u ). ~_.- -n - -n-

Da er
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Dette her ville v~re ganske uinteressant, hvis der

ikke fandtes andre alternerende n-linearformer nf:U -+ K

end O-formen. Derfor er det vresentligt at vise, at der fin-

des fra 0 forskellige alternerende n-linearformer nf:U -+ K

hvis U har tilstr~kkelig h¢j dimension. Vi har f¢lgende

s~tning:

S~tning 16.3. Lad U v~re et vektorrum med basis

(~1' ... '~n)' og lad K E K v~re et vilkarligt element. Der

findes da netop en alternerende n-linearform f:UD
-+ K med

f(~1' ... '~n) = K, og den er bestemt ved, at vi for enhver

nxn-matrix A og

K det A.

f(u1,···,u )=- -n

Bevis. Det fremgar af den foregaende s~tning, at en n­

linearform f:Un
+ K med f(~1~.~.~~n) = K m~ tilfredsstil-

Le ligningen f (~1 ~ · · · ~~n) = K det A. Da hvert sset (~1 ~ · · · ~~n)

E V pa netop en made kan skrives som (~1' ... '~n)~' defi­

nerer relationen f(~1' ... '~n) = K det A i hvert fald en

afbildning nf:U. -+ K, og det er den eneste afbildning, der

kan t~nkes at v~re en alternerende n-linearform med den ¢nske-

de egenskab. Vi far umiddelbart af definitionen, at det E = 1,

sa f tilfredsstiller betingelsen f(~1' ... '~n) = K.

Vi mangler at vise, at f er en alternerende n-linear­

form. Vi betragter (~1~ ... ~~n) = (~1~ ... ~~n)K~ hvor A blot
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afviger fra A ved at den kt e s¢jle har andre elementer

, a'a 1k'·· · ., nk '

rer en matrix !, som kun afviger fra A ved, at den kt e

s¢jle bestar af a 1k+a1k, . . . ,ank+a~k. Derfor far vi

L nE(p)a (1) 1··· a (k-1) k-1(a (k) k+a'(k) k)a (k+1) k+1··· a
pES p, P , p, p , p , n

L E(p)a (1) 1 ... a () + L E(p)a (1) 1··· a (k-1) k-1 a'(k) kpESn p, p n , n pES p, P , P ,
n

=

Analogt, men en lille smule lettere viser vi, at

Dermed har vi vist, at f er n-line~r.

For at vise, at f er alternerende skal vi blot vise,

at f(~1' ... '~n) for j * k skifter fortegn ved ombytning

af u og u og det kommer ud pa at vise, at det A skif--j -k'

ter fortegn ved ombytning af 2 s¢jler. Et vilkarligt led i

den sum, hvorved det A defineres, har formen

d p ) ap (1 ) , 1 · · · ap ( n) , n ·

Ved ombytning af de to s¢jler optr~der det samme led stadig,

men svarende til en ny permutation p' der er sammensat af

en ombytning af to indices efterfulgt af p. Derfor er E(p')=
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-s(p). Deraf f¢lger pastanden.

Endelig ser vi umiddelbart, at det ~ = 1, hvilket

medf¢rer, at f(~1' ... '~n) = K·1 = K. Dermed er s~tnin­

gen bevist.

Sretning 16.4. For vilkarlige nxn-matricer A og B

grelder

det(A B) = det A det B.

Bevis. Lad U v~re et n-dimensionalt vektorrum med

basis (~1'···'~n)· Vi definerer (~1'···'~n) = (~1'· ··'~n)A

og (~1'···'~n) ~ (~1'···'~n)~' altsa (~1'· ·~'~n) =

(~1' ... '~n)! ~. For den alternerende n-linearform f:U
n

+ K~

der til{redsstiller f(~1' ... '~n) har vi da

Dermed er s~tningen bevist.

A

Sretningen udtrykker, at vi har afbildningen det:M(K;n,n)+

K, som er en homomorfi med hensyn til multiplikation.

Den n~ste s~tning har vi Vlst tidligere, men vi matte

undtage det tilf~lde, hvor K havde karakteristik 2. Det be-

h¢ver vi ikke mere.
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s~tning 16.5. Lad U v~re et vektorrum over K,

og lad f:Um
+ K v~re en alternerende m-linearform. Da

er f (~1 ' .. · , ~m ) = 0,

byrdes forskellige.

nar u 1 ' · · · , u- -m
ikke aIle er ind-

Bevis. Vi antager, at der findes to indices j og k,

for hvilke vi har

for i * k og ~k

hvis 11 = \) * k,

j * k, u· = uk. Vi kan v~lge e. = u.-J - -l -l

v~lges vilkarligt. Vi s~tter a = 1,
11V

og hvis 11 = j, v== k, og i¢vrigt a = 0
11V

har altsa f¢lgen-

s¢jle j s¢j Le k

r~kke j

r~kke k

Vi ser, at (~1 ,. • • '~m) = (~1'··· '~m!).1h. Endvidere er det !i = 0,

d i t I· t te kfor l hver ed lndeholder e element fra den k r~k e, der

kun indeholder nuller. Men if¢lge en s~tning, som vi viste

ovenfor, har vi

Dermed er s~tningen bevist.
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S~tning 16.6. Lad U v~re et vektorrum over K,

og lad f:Um
+ K VCEre en alternerende m-linearform.Da_

er f ( u 1 ' · • ~ " u,") =0 , ,- -n hvis u 1·· s « • • ,u_.. -ill ·er lineCErt afh~n-

gige.

Bevis. Hvis ~1 ' • .• • '~n er lineCErt afhCEngige, er en

af dem en linearkombination af de ¢vrige, og der er ikke

noget specielt i at antage, at det er u .-m Vi har da en re-

f(u1,···,u)-m

lation ~m = A1~1+· .. +Am-1~m~1' som medf¢rer en relation

m-1
= Le_1Aef(u1, ... ,u 1,u e) = 0,J- J - -m-· -J

if¢lge den foregaende sCEtning, da hvert af sCEttene

(u1' ... ,u 1,u e) har to elementer ens.- -m--J

S~tning 16.7. En nxn-matrix A er invertibel, hvis

og kun hvis det A * O.

Bevis. Hvis A er invertibel, har 'A en invers ma-
-1 -1

~(det ~-1)trix A og af A A = E f¢lger det = det E =,

1 ., Altsa er det A * o. Hvis A ikke er invertibel, har

A rang r < n, og hvis U er et vektorrum med basis

(~1'···'~n) og (~1'···'~n) = (~1'···'~n)A, er ~1'···'~n

line~rt afh~ngige. Der findes en n-linearform f:Un
+ K med

er det A = O. Dermed er sCEtningen bevist.
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s~tning 16.8. For enhver nxn-matrix A er det. A' =

det A.

Bevis. For A = (a. k) har vi
= J

-t
det A' = L E(p ) a 1 (1 ) · · · a () = L E (p ) a 1 -1 (1 ) · · ·pES

n
~p n~p n pES

n
~p

an~p-1(n) = ~S E(p)ap(1)~1···ap(n)~n = det A.
p n

Det andet lighedstegn beror pa, at den ved tp(p)
-1= p de-

finerede afbildning tp:S + S er bijektiv. Det n~ste lig-n n
-1hedstegn kommer af, at E(p ) = E(p), og at faktorerne i

produktet omordnes, sa de bliver ordnede efter anden index

i stedet for efter f¢rste. Dermed er s~tningen bevist.

En matrix, der fas af matricen A ved at udelade nogle

r~kker og/eller s¢jler, kaldes en delmatrix af A. Hvis vi

har A = (aj k I j = 1 , ... ,m; k = 1, ... ,n), og vi har voksen-

de sekvenser 1 < j1 < j2 < ..• < jp < m og 1 < k 1 < k 2<
=

... < k < n, er A = (a. k 111= 1, ... ,p; v = 1, ... ,q) en
q = J 11 v

delmatrix af A, enhver delmatrix af. A fas 0 denneog pa

made. Vi regner A selv for en delmatrix af A, og der er

ogsa en tom delmatrix. Den er kvadratisk, og dens determinant

er en sum med det tomme produkt som det eneste led, sa den

har v~rdien 1 .

S~tning 16.9. Lad matricen A have rang r. Sa viI

aIle vxv-delmatricer af A for v > r have determinant 0,
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medens der for hvert v < r findes vxv-delmatricer af

A med determinant * o.

Bevis. Lad as f¢rst antage, at v > r. Vi betragter

en delmatrix ~ = (a. R1a,S= 1, . . . ,v). M~ngden M af s¢j-
- J a S

Ievektorerne med nurnre k1, . . . ,kv har rang < r. Vi be-

rn
tragter afbildningen ~:K + K defineret ved ~(x1, ... ,xrn)+

I (x. , ... ,x. ). Den afbilder M pa rn~ngden af s¢jIevektorer
J1 J v

i B, og denne rn~ngde har derfor rang < r. Men sa er B

ikke regul~r, og det rnedf¢rer, at det B = O.

Lad os dern~st antage, at v ~ r. Sa kan vi v~lge V

line~rt uafhrengige s¢jIer i !, og disse s¢jIer udg¢r en

rnxv-deIrnatrix B rned rang v. Sa viI ogsa rn~ngden af rrekke-

vektorer i B have rang v, og v line~rt uafh~ngige r~kker

af B udg¢r en regul~r vxv-delmatrix af A, og en sadan

har determinant * o. Dermed er s~tningen bevist.

Vi har saledes set, at determinantbegrebet kan spiIIe

en rolle ved besternrnelsen af rnatricers rang. De har irnidIer-

tid ogsa pa anden made stor betydning. Vi viI derfor ofre

endnu et kapitel pa determinantbegrebet.
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KAPITEL 17

For en nxn-matrix A = (aj k) er determinanten givet

ved

detA = L E (p ) a (1) 1 ... a ( )
ES p, p n ,n

p n

Hvert led i summen indeholder netop et led fra s¢jle nummer

k. Vi definerer:

Ved komplementet til elementet

a j k i matrix A forstar vi den st¢rrelse, der optrreder i ud­

trykket

som fas ved at ordne leddene i den sum, der optrreder i defi-

nitionen af det!, og sa trrekke den frelles faktor a j k ud

af den delsum, der udg¢res af de led, hvor denne faktor optrre-

der.

j,k
Lad Sn betegne den delmrengde af Sn' der bestar af

de permutationer p: {1, ... ,n} + {1, ... ,n}, som opfylder
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jk
S = {p E Sn1p(k) = j } .

n

Det er da klart, at

2: -kE(p)a (1) 1··· a (k-1) k-1 a (k+1) k+1··· a () ·pESJ p, P , P , P n , n
n

Lad os nu skrive Aj k for den delmatrix af ~, der fas

ved at slette r~kke nummer j og s¢jle nummer k. Vi ser,

at produktet i hvert led i Aj k indeholder en faktor fra

hver s¢jle i ~jk og en faktor fra hver rrekke 1 ~jk' og

derfor optrreder netop de samme produkter som i detAj k"

Sp¢rgsmalet er sa, hvordan det passer med fortegnene. I

det~k optrreder jo et fortegn £(p'), hvor p' E Sn-1 er

induceret af p, ved at j og k m~d k = p(j) udelades.

Sa rna de resterende elementer af {1, ... ,n} jo nummereres

om i r~kkef¢lge. Vi far altsa p' som en sammensat afbild-

ning, vi kan opskrive i tabelform

Tilf~ldet

1 2 k-1, k~~"""~-~
~ • •1 2 k-1, k, k+1, · .. n-1,n

pJ J
1 2 j -1 , j , j+1, · .. n-1,n
~ • ~ ./ ( ,;/ /
1 2 j-1, J, J + , · .. n-1

j = k er s~rlig enkelt, idet delm~ngden {k} c
=

{1, ... ,n} da udg¢r en cykel, og ved at udskyde k = j ~n-

drer vi ikke antallet af elementer minus antallet af cykler.



17.3

For k = j har vi derfor E(p') = E(p) for aIle p E

sj,j og vi har derfor
n '

vi erstatte p med p

A.. = detA... For
JJ JJ

efterfulgt af Ik-j I

j =1= k kan

simple om-

bytninger, og derved overf¢re p i en permutation med

p(k) = k. Det ses, at de simple ombytninger slet ikke

k ·
rendrer p'. Vi f~r s~ledes E(p') = (-1) -JE(p), s~ vi

har generelt A
J. k

= (-1 )k-j(detA.. Vi formuler@r',dettere­
=Jk

sultat i en s~tning.

Sretning 17'. 2 . Lad A vrere en nxn-matrix, oglad A· k-J

v~re den delmatrix, der f~s af A ved at udelade rrekke num-

mer j og s¢jle nummer k. Da er komplementet til

bestemtved, at = ± detA· k,=J
idet + anvendes, hvis

j og k har samme paritet, medens - anvendes, hvis j og k

har forskellig paritet.

· k _ j+k
Vi har s~ledes A

J
. k = (-1)J- detA. - (-1) detA.

k.=Jk =J

Det viser sig nu, at den fremstilling af detA ved hjrelp af

elementerne i en s¢jle og deres komplementer, saledes som

omtalt i definitionen af komplementet Ajk~ kommer til at

indg~ i et s~t af formler, der er emnet for den nreste sret-

ning.

Sretning 17.3. For en nxn~matrix A grelder
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detA for j = k

a1jA1k+···+anjA = J
nk 1

0 for j * k

detA for j = k

aj1Ak1+···+ajnAkn = J
L

0 for j * k.

Bevis. Den ¢verste formel er for j = k bare gen-

tagelse af definitionen af komplementet. For j * k giver

den samme formel determinanten af den matrix der fas af

A ved at erstatte den kt e s¢jle med en kopi af den jte.

Derved fremkommer en matrix med to ens s¢jler, og den har

determinant o. Da kvadratiske matricer bevarer deres de-

terminant ved transponering og pariteterne af rrekke- og s¢j-

lenummer for et element blot byttes, far vi prrecis de samme

komplementer til de samme elementer (men flyttet til den sym-

metriske plads) i A~. Derfor fas de sidste formler ved at

anvende de f¢rste pa ~'. Dermed er sretningen bevist.

Sretning 17.4. Lad A = (a- k) vrere en regulrer nxn-
= J

matrix. Da er den inverse matrix ~-1 = B = (b j k) bestemt

ved, at

A ki'. J
detll·AII

Bevis. Den f¢rste formel i den foregaende sretning gi-

ver netop, at A B =~, og dermed er sretningen bevist, sa
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vi far ikke udnyttet, at det andet sret formler giver,

at B A = E.

Den nreste definition indf¢rer en operation, der ofte

anvendes i matrixregning, f.eks. ved udregning af determi-

nanten af en matrix.

Definition 17.5. At udf¢re en s¢jIeoperation pa en ma-

trix ! = (ajkl j = 1~ ~rn; k = 1~ ... ~n) bestar i at erstat-

te elementerne a 1k, ,amk i en s¢jIe med a 1k+Aa1i, ... ,

a k+Aa. for et i * k og et A E K. At udf¢re en rrekke­n· nl

operation pa A bestar i at erstatte elernenterne aj1~ ... ~ajn

A E K.

a. 1+Aa· 1,
... ,a. +Aa. for et

J l J n In i * j og et

En rrekkeoperation pa A bliver saledes en s¢jIeoperati-

on pa A'.

Sretning17.6. Hvis A er en kvadratisk matrix viI s¢j-

Ie- eIIer rrekkeoperationer ikke rendre vrerdien af detA;

Bevis. Lad B vrere den matrix, der fas af

t tt ~ kte~. · .teers a e uen s~JIe med en kOPl af den l

A ved at

Lad A vrere

den matrix, der fas ved den i definitionen ovenfor beskrevne

s¢jIeoperation. Da det er muItiIinerer i s¢jIevektorerne, er

detA = detA + Adet~, og pastanden f¢lger af, at detB = 0,
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fordi B har to ens s¢jler. Den tilsvarende p~stand for

rrekkeoperationer f¢lger nu ved skifte til den transponere­

de matrix A'.

Vi viI nu diskutere fremgangsm~der ved praktisk udreg­

ning af determinanter. Vi viI f¢rst forestille os, at matri­

cens elementer er hele tal, polynomier eller andre eksakte

udtryk. Bagefter viI vi sige lidt om fremgangs~~den, n~r ele­

menterne er reelle tal, der kun kendes bortset fra en vis u­

sikkerhed. I begge tilfrelde best~r fremgangsmaden af de sam­

me elementer.

1. Rrekke- og s¢jleoperationer bruges til at skaffe sm~

tal og derefter nuller i en s¢jle eller rrekke bortset fra et

element eller to.

2. Udvikling efter en rrekke eller s¢jle, i hvilken nre­

sten aIle elementer er O. Derved bringes ordenen ned.

3. Frelles divisorer l aIle elementer i en rrekke eller

s¢jle kan trrekkes ud.

4. Rrekker og s¢jler kan permuteres, eventuelt p~ bekost­

ning af et fortegnsskift. En s~dan rendring viI ikke vrere et

virkeligt fremskridt, men den kan hjrelpe p~ overskueligheden.

Som eksempel viI vi udregne



17.7

5 4 -3 -10 2

.-2 3 0 - 9 3
detA = det 3 -1 2 3 0

-4 3 -6 - 5 4

6 5 -7 -12 6

Vi mrerker as, at a 32 = -1, og da der allerede er et 0

i tredie r~kke, bruger vi s¢jleoperationer for at skaffe

nuller i denne r~kke undtagen p~ anden plads. Vi adderer

anden s¢jle multipliceret med 3 til f¢rste s¢jle, og der­

efter ogs~ til fjerde s¢jle. Endvidere adderer vi anden

s¢j Le multipliceret med 2 til tredie s¢j Le . Derved f~r vi

17 4 5 2 2

7 3 6 0 3
detA = det 0 -1 0 0 0

5 3 0 4 4

21 5 3 3 6

Udvikling efter tredie r~kke giver nu

.- 17 5 2 2 17 5 2 2

7 6 0 3 7 6 0 3
detA = det

4 4 = 3 det 4 45 0 5 0

21 3 3 6 7 1 1 2

Vi tr~kker nu tredie s¢jle fra fjerde, og dern~st fjerde

r~kke multipliceret med 3 f'r-a anden r-sekke .

17 5 2 0 17 5 2 0

7 6 0 3 -14 3 -3 0
de t.A = 3 det.

4 = 45 0 0 5 0 0

7 1 1 1 7 1 1 1
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Vi udvikler efter fjerde s¢j Ie. og far

17 5 2

detA = 3 det -14 3 -3

5 0 4

Vi tr~kker tredie s¢jle fra f¢rste s¢jle. Dernrest tr~kker

vi f¢rste s¢jle multipliceret med 4 fra tredie s¢jle. Ende-

lig udvikles efter tredie r~kke.

15

detA = 3 det -11

1

5 2

3 -3
o 4

15

= 3 det -11

1

5 -58

3 41

d 0

= 3 det (~ -58)
41

Nu kan direkte udregning betale sig. Vi far

detA = 3(205+174) = 3·379 = 1137.

Ved udregning af determinanter af heltalsmatricer lader det

sig altid g¢re at skaffe 1-taller, sa man bagefter kan skaf-

fe nuller ved s¢jle- eller r~kkeoperationer, som vi gjorde

det i eksemplet.

Ved tiln~rmet beregning af determinanter af matricer

med reelle elementer, f.eks. ved hj~lp af elektronregnema-

skine, er det mest'hensigtsm~ssigt at ops¢ge en r~kke eller

s¢jle med et element, der er meget st¢rre end de andre, og

sa skaffer man nuller ved at bortskaffe de sma elementer ved

s¢jle- eller r~kkeoperationer, og derh~st udvikles, sa orde-

nen bringes en ned. Derved bliver den faktor A, der optr~-

der i operationerne, forholdsvis lille, sa man undgar at mul-
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tiplicere afrundingsfejlene Ope Det er dog svrert at finde

en strategi, der altid virker godt, og det kan hrende, at

usikkerheden pa de enkelte elementer bevirker, at determi-

nanten overhovedet ikke er bestemt med rimelig n¢jagtighed.

Matricer med store elementer men lille determinant er altid

vanskelige at arbejde med. Saledes er

2000 2001

det = 1

1999 2000

2000 2001

det = -2000

2000 2000

2000 2000

det = 2000,

1999 2000

hvilket viser~ at en rendring af et element med en s¢lle halv

promille kan rendre determinanten drastisk. I 2x2-matricer

er frenomenet til at overse, men i 17 x17-matricer kan det vre-

re umuligt at forudse.

Som et eksempel pa udregning af determinanten af en ma-

trix ved en knap sa ortodoks metode viI vi bevise sretningen

om Vandermonde's determinant.

Sretning 17.7.

det

1 1
x' x,1 'n

·2 '2
~1 --- xn =



Bevis. Vi viI vise sretningen ved induktion. For

n = 1 siger den blot, at 1 er vrerdie~ af det tomme pro-

dukt. Vi kan derfor antage, at den anf¢rte formel er rig-

tig, og vi skal sa vise den tilsvarende formel med n er-

stattet med n+1n Denne formel fremkommer imidlertid ved

at indsrette i ligningen

1 1 1

x 1 x x

det
2 n 2 2

~1
x x =.n

n-1 n-1 n-1x 1 x xn
n n n

x 1 x xn

( II (xk -x · )) (x-x1) ... (x-xn).1 <j -ck-cn J
=. =

Vi skal derfor blot vise denne identitet. Udvikling efter

den sidste s¢jle viser, at determinanten bliver et polyno-

mium af grad nix med den i sretningen omtalte determi-

nant som koefficient til nx . Da polynomiet har r¢dderne

x1, ... ,xn' er d~ts opl¢sning i f¢rstegradsfaktorer netop

som anf¢rt. Dermed er sretningen bevist.
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