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5.168 og opgave [W] 39.3,

~ Reftelser il eksemplet [W] 5.178: G(x,%) skal veere den navn-
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Disse noter bestar af bemeerkninger og
+Hféjei%er' Til kapi'i"ei I -1 i lerebogenaf
H.F. Weinberger: f;rﬁ% course in partial
differential egucx:homs Xerox Publishing , [exing-
fon, Massachusetts , 1965. Bogen benavnes
overalt i det folgende ved [wl. Deenkelte
noteafsnit er markeret med ef K eller et
T i margiren  effersom det drejer som en
Kommentar (i reglen en preecisering eller
uddybning) til teksten i (W] eller et tilleg
Symbolet [ bruges 4il of markere ofslut-
ningen of et bevis.

Vi takker stud.scient. Corsten Claussen

for den "iypagmf"a'ske udformning.

Gerd Grubb H. Héjgaard Jensen

2. oplag (1975) er, bortset fro mindre retfelser,
et uforandreft optryk .
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1. Balgeligningen i en dimension

T_41_Den svingende streng.

Som indledning 1il teorien for partiel-

v le differentinlligninger vil vi betragte def fy-
=uox,t) sicke sysfem,som bestar of en streng, der
= er -fostgjort | fo punkter. Til beskrivelse

‘!0 * of strengens bevegelse vil vi benytte et
sadvanligh retvinklet koordinatsystem | hvor fastgoringspunkierne har koor-
dinaterne. (0,0) henholdsvis (£,0) ,hvor £ er sfrengens hvilelczngde,\/( am‘oger,
ot alle beveegelser foregar praktisk taget i y-aksens refning (lodret).
Strengens konfiguraton beskrives ved angivelse of udsvinget y= ucx,t)
pa stedet x Hl tiden t. For at kunne bestemme beveegelsen ma Vi ken-

.cle den ydre kraft pr. masseenhed F = Fixt) (antages lodret) og massen

pr. leengde @=ou . Det ontages yderligere, at der i strengens endepunk-
ter virker modsafrettede indspandingskreefter K begge of stérrelsen Tj.
' Vi betrogter et lille stykke ax af
strengen ved stedet x 4| tiden t. Anvender

Foax T vi Newtons 2. lov pa stykket, far vi har
N v L 2 , !
S ol strengen antages fuldstendig bqjelig (dws.

7, | 1 at vi kan se bort fra elastiske krafter vin-
kelret pa strengen), at der for sma ud-
sving skal gelde dels, of spendingskraf-

fen er ens overalt langs strengen og lig T, | dels (se fig:) at

(1N - Flepl o) ax+ Tysineg - Tysing' = fax %}z ;

da udsvingene er antaget sma kon sing og sing' settes lig fone hen-
holdsvis tang'; men disse er pa den anden side lig g—: (x+ax,t> henholdsvig

gl:(x,u. Jndscettes dette @ (14} fas
u 2 _ du
(1.2) Fo ax + ,To[ i (x+ax B) - 3%(,45)] = pax oo

som ved division med A% o0g pg-fo'lgende grmnseovergang ax-o giver

eller
(4.3) 3t T e

= F(x,t) med Cﬁ':{? .

Lu'grn‘ng (1.2), der kaldes gé_lge_h'gmggg_n,beskriver en lang
rekke fysiske problemer; fex. lydudbredelse [ en gas og udbredelse of elek-
tromagnetiske bélger i en transtmissionsleder: Ligning (1:3) er saledes of stor
fysisk. betydning ;men den horer ogsa Hil de matematisk set in’reressam‘(e,
idet derier en of de fa partielle differentialligninger, hvis almindelige los-
hing kon angives kaph'c[fl og Vi begyr\der derfor studiet af de Parﬁeﬂe
differentialligninger med bdlgeligningen.
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K 12 Den homegene bolgeligning .
Bemczrkm'nger Hl w3 82,

Ved variabelskiftet

Tt

.’p

no

= x+ct
dvs.

(1.4)
7: X-ct +

fores en funktion wxt) over i en funktion
(1.5 LNL(.f"tz) = n %ﬁ—, %;—4) = wext).

Det er almindeh‘g'l' anvendt “"misbrug of notationen " (obuse of notation)

at kalde w for u.

Reduktionen af differentialligningen
_3_?}3, - o2 D =0

(4.6) L L
til differentialligningen

U
(4.7 % 3’14 =0

kreever at u er Czl da der forekommer en identifikation af blandede af-
ledede.
Setningen om at C*- losningerne i (Z,) fil (1.7) netop er funk-

tionerne of formen PtE)-i-q(‘q) ( pog qe C*) geelder i hvert fold for de
delmengder L of R? der er abne og konvekse. Vi skal blot anvende

félgende indlysende grundiemma :

Llermma 1.1 lad fLER®. Lad T = {TZ ! z,7) eﬂ_}, og om‘o.g , at
der for hvert g el gelder, |

ot linien 1 (7 17=7,} skerer S

Ll i ef esenﬂa'gfzfev’r. ubegreenset) m

interval I’Zo . Lad  g(E7) vere T T,

> I497
en konfinuert funktion pa (L. &n ?
funich'on ”‘Z."l) P& Q er los- ||\ Q ;

n l'n9 +l diff erenfiall (gm'hgen

(1.9) ,ag 'U’(E")L) = g(gﬁz.) for alle (E,"Z)G-Q.

hvis og kun hvis
(1.9 vEn) = [ 9 dE « fop)  foralle gyed

her betegner I 9, dg  for hvert yel en bestemt stamfunktion
il gtgm) som HJunkhon af e LZ . og 1y) er en vilkar-
lig  funktion pa I,

e oo omn e o oW e G s e e eman  emem  cumm

" Hermed menes, af infervallet indeholder mere end et enkelt punkt.
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Bevis: Anvend setningen om funktioner of €n variabel for hvert 7
for sig; fop) betegner valget of en arbitrer konstant for hvert

';zeI.U

Lemmaet bruges ftil ot vise folgende setning, der bl.a. finder
anvendelse , nar [l er 8ben og konveks:
Scefning 1.2 Lad -Q.SIR?, og antag at de akseparalielle linier gennem
punkier aof (L skerer fl [ egentlige infervaller. &n funkhon w(E, )
e C*() er losning

du .
(1.10) 2on = o) ¢ L
hvis og kun hvis
“. 19 WLE M) = p&)+qly) for alle (£ redl

hvor pe CHI;) og qe CCI,); her er T,=1%1 Enel} og
I,= 'S"ll (zy)ellt.

Bevis : Det ses umiddelbart, ot funktioner af formen (1.11) op-
fylder (1.40). Omvendt: Antag aa‘l' u er en losning Hl (1.40).
Anvend forst Lemma 1.1 pa -a*;{ , det giver

aaTblL(f.?Z) = 0+*f(12) for (Z,'yl)e_ﬂ_,

Anvend dernest lemmaet péd w (med E's og %'s roller byttet om),
det giver
weEm = [ fopdy + g&) Ao Epiel ,

som er of formen (1.44) .10

Bemaarkm‘ng_._ Hwis L har hosstaende 17
form, kan man angive [dsninger fil (1.8
som ikke har formen (1.9), pa_den
made af nar stamfunktionen IS(E/’Z)C’E
er fastlagt, kan der yderligere for hvert y
Velges forskellige arbitrere konstanter | A og
B - der adderes hoget som ikke er en
funktion of 'Z alene.

1.3 Karakteristikker.

Bemcerkninger of filfojelser til [wl §3,4.

Det er vigtigt at vere opmerksom pa,at vi opererer med 1o
forskellige eksemplarer of [? nemlig dels et rum-tids-koordinat-
system ( (xt)- planen )  dels et todimensionalt rum-koordinatsy-
sten  ( (x,w - planen ). Rum- tids-koordinatsystemet bruger wvi il
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at beskrive egenskaber ved svingningens uderedelse, mens (x,u)- rum- koor-
dinatsystemet giver gjebliksbilleder, se fex. cle to figurer pd s 6 ¢ [wl.
& {uldsteendigt billede af processen kunne gives i et tredimensio-
natt  (xt,w) - koordinatsystem , ved grafen for ISsningsfunktionen
wext).

Karakteristikkerne for den forelagte bo’lgeh'gn.'ng defineres
Som linierne i rum -tids- kcordinatsystemet med heldningskoeffi-
cient og -1 .(De kan altsd ikke "ses i det virkelige liv".)

c c
De spiller en stor rolle ved beskrivelsen of svingningsprocessen;

vi skal her koncentrere os om fdlgende:

For problemet [WJ (2.4) (hvor belgeligningen optreeder i
homogen form, d.vs. hdjre side er 0) med begyndelses - og rond-
betingelser, defineres of heengighedsomradet for et punkt (x tye
[0,£3 x [0,0L sSom den mindste deltnengde af intervallet [0 €1
pa hvilken f og g skal vere kendt for at losningens veerdi kan
bestemmes i (Xoity) (ved hjelp of formel [wlc2.1¢) med cle angivne udvide-

de definitioner af f og g). Nar (%, ty) h‘gger i omradet { (x,t|
t2o, t5 Eots -Cc:x , der kaldes den karaktenstiske trekant,

fremgar det klart of formel [wl (2.46), ot afhengighedsomradet

for (x,,t,) er intervallet [x -ct, x,+ct T .V skal se nedenfor,
at ogsa nor (x,,t,) ligger oven for clen karakteristiske +trekant,
kan ofhengighedsomrddet vere en cegte delmengde of L[0,€3.
For problemet [wl(2.1) defineres [ndflydelsesomradet for
et punkt (x,,0) Pa X~ oksen ( X, € [o6,€1 ) sem mcengden aof
punkter [ [0,€1x [0,0L  der har det givne punkt med  deres
afhengighedsomrade. Af det foregaende ses, at den del af ind-
flyda(sesomradej‘, der ligger i den karakteristiske trekant , netop
er den del af den karakteristiske frekant som ligger over og

pa de o karakteristikker gennem (x, 0).

It ! bt ;
den karokferistiske den del of indflydelsesomradet
trekant | for (x,,0),50m ligger ¢ den
' ' karakteristiske tre-~
% o) i : kant
1]
/\ : X : %
0o €0 (0,0) (x, 0 Lol
afhengighedsomrade
for .ty

Lad os nu vove os uden for den karakteristiske +rekant . Her
far vi et meget anskueligt geometrisk billede ved ot anvende sym-
metrierne | definitionerne of de udvidede funktioner f og g. Lad

(% £, Veere et Vifkgrlfgf Pwnk‘tiﬁo,ﬁ]xto,m[. Lésmnge‘ns
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verdi i (Xt fas ud fra kendskobet Til de udvidede funktioner f

og 9 pa intervallet [x- ~cty , X+ ¢ty . Bemeerk nu, at
o £+6
(14.12> j g(x)dx =0 og J b goodx=o

-a

for alle a og b, fordi g er ulige omkring O og omkring f. Nar ven-

stre mfervalmdepunkf x,-Ct, er til venstre for O, har vi da fordel af
x-(-cto

X +cto
at erstatte Xo_ ¢t gedx 1 formel [w](246) med I —x et 3mclx
(og  flx,-cty) med — fl-x+ct) f er jo ogsa. u(uge Omkrmg 0);

hermed b(wer venstre «n’rervale.ndepunkf flyttet nermere til [o,€31.
€r det ikke kommet indenfor, fortsetter vi med at sFeJle interval-
endepunktet i £, dernest atter i O o.s.v. skiftevis i £ og v O (un-
der stadig o.nvendelse of (142)) ind#l vi har opndet et punkt i

[o, €] . Kaldes slutpunktet for x1, har vi

. . 1 0
U(Xg ) = %( (S fixq) + fixgrcty) + i jx goadx |
‘ 1

bvor k, betegner det samlede antal spejlinger.
Udfores den analoge proces for punktet x+ct (startende med
spejling © £), far vi tl sidst en formel

u,(xo,to)— (0 ! foeg) + (—1)z{cx1))+mf goadx ,

bvorof ses at wverdien of w U pumldeﬂ‘ (%5,t5) ofhenger af fs ver-
dier i X °g X, 09 g's verdier pa (n'?ervalle'{- mellem x4 og x; ; end-
videre mdgqr pariteten aof de to hele fal kjog kz . Jntervallet meliem x,
0g Xp Kaldes nu gfhcengl_gheclsommdef for (x,,t,) Chvilket stemmer
med definitionen; de fortegn, som ogsa skal veere kendt, er knyttet 4l
(%o, t,) ). Bemerk, ot x, kan vere mindre end X

Eksernpel :

A?

(%, 1)
oy

/ TS

@ \\

Pid \\
" ~
f’ \\
”’ \\\
’/' g \\
’la’ - - \\\\
el el \ SS. X
s 0,00 T R (g0 Q

; : (* qoote = | qoneee - [ e
fP gurdx = SR goodx = \Rgmdx= o Jax= Tg(x X

Jntervallet TR er afhengighedsomridet for (%,t,)
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P& figuren (forrige side) ses, hvorledes ofhengighedsomradet frem-
kommer som det interval, der ofskeres 03 x-oaksen of de fo brudte li-
nier dannet ved successivi ot spejle de nedadretfede karakteristikker
gernem (% te) | linlerne  x=o0 og x=€. Denne gesmetriske be+r09+
hingsmade har den fordel (udover det anskuehge_) at den ogsa fun-
gerer for "h{'ftzld2+ den inhomogene bolge.hgnmg, hvor vi som of-
h@ng.ghedsommde for det begrcensgde omrade omsluttet af de to
brudte karakteristik-linier og x-aksen (skraveret pa figuren)  jvf.
senere.

Pariteten of k¢ og k, og nzkkefolgen af x og X, afhenger
blot of beliggenheden af 4t i forhold il de faste trekanter
og para,l(eloarommer der ofskeres of de (opadrettede) brudte karak-
feristik - linler | der storter i (00) og i (£,0).

Ovenstéende anvendes nu ogs& 4l ot indse , at (ndflydelses-
omradet for et punkt (%,,0) bestar :
of parallelogrammerne omsluttet of
de apadgae,nde brudte (spejlede)
karakteristik-linier gennem (x, o).
(Gennemtenk selv det geometriske
argument !)

Se 0953. den mere fysik-oriente-
rede argumentation i [wl$3.

For det problem, der betrogtes i [W1§4 (med "frie rand-
betingelser ) far afhengighedsomrader og indflydelsesomréder en
mindre serpreeget struktur, idet der ikke optreeder de, cancellationer,
som skyldtes, at g blev forlenget udover 0 og £ pa ulige made.
Saledes er ofhengighedsomradet for ethvert punkt 1 [6,€7xL0,L
over selve karakteristikkerne gennem (0,00 og (0,2) lig med hele
Lo, €3, og mdﬂyde(se_somradef for et punkt (x,0) er lig med den
dei a{ Lo, £Ix Lol der ligger over de 1o oPadr'eﬁede karokte-

ristikker gennem (%, ‘o) :

1 )

mdf lydelses—
omrade

’H

\

(x,,t,)

0170

L e .
/ (Xg,0)

-

.
afhcengighedsomrade
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K 44 Den inhomogene bélgeligning.

Bemerkninger fil Lwl §5.
Bogens bevis for formel [W1(5.2) er meget lidt anskueligt; i sfedet

kon man gb frem som folger. Vi skel lose ligningerne (1.42) - (4.15)

2 2.
ot :
(1.43) 2% - & L% = Fixt) L L ={xblt>o}
{4.44) wix,0y = o for alle xeR
(1.45) _ -g% xor=0 for alle xeR.

(Losninger med mere generelie begyndelsesveerdier fas ved kembination
of defe med de fcregaanda paragroffer.) Vi forudsetter at F er kon-
tinuert pa L.

Ved wvoriabelskiftet (1.4) fores  (1.12) over i h'gnfngen
: - 4= ol
“.46) o 5ty Em)=—za FEy 0,
hvor aczyp = WX, By E"-E.“Vp = Fixt), og betegner billedet af fL:
(147> Of=1(&n) | g9},

Begyndelsesbetingelsen ({.44) bliver il
i =0 p?:m linien 5(5,12}1327}

(4.13)

(billedet af linien t(x, | t=ot). (1. 15) giver, idet
e _ ok pE  2nZ _, /3@ oW
ot 26 ot °on ot "6(35-37),

at N .

(4. 19) Bu . D% o p& linien JEMIZey}

27 on
Da =0 Pa {(Za"l’ (Z;-.';Z} ,er den @ningsaf!edede of & efter
vektoren (A ogs& O pd linlen {(EN) | E=7} , dus.

(41.20) %% + %% =0 pb linien §(& i E=yt.

(1.49) o9 (1.20) giver +sammen

.24 %% = % =0 pa linien {2y 5=}
[Jnmiﬁv morale: nar w selv, samt en “f‘vcergg;mde of ledet af w,
er O pd en linie, er glle refningsafiedede of u lig med O pd den-

pe [(inie ]
Vi skal oaltsd lose (1.48) ( &

med be yndeisesbeﬁngeiser som an-

givet pa figuren.
Herhl  benyftes fdlgende, igen

indlysende | skerpelse af Lemma 11:
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lemma 1.3 lod QL= R* og lad I =inl gy €L} . Antag,at der

mert y,e I galder, at linien $(Em | =79 | skerer L i et egent-
ligh  interval I7°-’ og velg for hvert 9 eI et punkt ey, ,7, )€l
Lad gt&y) vere kontinuert pa {l. & funkhon wEM) er da [6s-
ning Hl  problemet

(1.22) 3%; vEN = 9lZy)  for alle Eped

UL e, ) =0 for alle ‘ZeI
hvis og kun _hvis :
(4. 2%) V(Z,'rl) = LP%) 3(r,)z>dr -fqr alle cz,;L)e.n.. .
/2 =0
Bevis : (1.23) opfylder klart ‘& -------- ' Ve her
(1.22). Omvendt , hvis V(Zgz) er
en ldsning til (1.22), har den T 17
formen (1.9) . Velger vi her L
j*?t )gm‘)z)dr" som stamfunkhon, % pocoeeeseee-SE e
skal  fop=o0. 0 i
Vi fdr nw:
Scetning_1.4 Problemet  (1.46) | (1.18)  (1.24) har den entydigt bestem-
te ‘léxsning y £
(1.24) u.(Z,r[) = ZeE gg dsgs Firsydr,
o O .
Bevis : Anvend forst Lemma 13 pa 3%‘ fvor U.20) angiver, at vi
skal velge @up=9 ; det giver
~ g
EoA N TR
(1. 25) a7 () = ~= Fer ) dr .

Derneest anvendes lemmaet pa i ,med rollerne of & o9 ombyttet,
7 i 1.25) skal nu vere en integrationsvariabel  sd vi kalder den

s. Dette giver (1.24) (prov efter ).
Det er klar‘l" of W i £1.24) opfylder (1.46) og (1.18) end-

videre , do bade & og g‘f er O Fg‘ linien ﬂzf’l”%'—"l}l’fas
P& grund af (1:20),af ogsa g—%‘ er 6 pa linten Y (2=7} 1

éndah'g skal vi"h'lbage, fl de gamle koordinater (xt). Bemark,
at  11.24) nok er et dobbeltintegral, men ikke et nghgt planin-
tegrol efter definitionen | MAT1-nglerne (102 §57, side 57.04 idef
’{gZ . Ombyttes disse grenser fas @ dog straks som Pplanintegral
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(1.26) w(F J)) = qcz E g F(r s)ydrds =7xa ﬁ NCr,s>drds,

p 2

é@z»
//5%.(2,7)

hvor der integreres over +rekcm+eh

—h—t

252
J de gamle koordinater svarer defte omrade netop fil den karak{-er«s-
tiske trekant (regn selv effer pa wlig-

t g(x.t’ hederne [w] s. 25 nederst D).
= == L K
Ix-ct,0) (x+ct, o) % e A
N I (' t e
Funkfishalmatricen er w ey T \,, —e , ©g den nume-
3 ot E

riske verdi of dennes determinant er 2¢. Regnereglerne for planinte-
graler ved koordu'ncri’sk\'-(»’fe ( se MAT1~ noter (102) $57) giver da
t Xee(t-t)

(1.27) uwxtr= Sj -——- Fx,T) 2¢. dxdt = 2—4& j F(x ) dz dt
0 "X=-e¢ (£-F)

hvilket er den ség-%e formel, jvf. L[wl(s.2).

Bemerk folgende lille komplikation: Nar FeC°(Q), er wucx,t)

) -1~
lesmng i den forstand af aa( f;%c—l) s FE). En direkte udregning

2
C efter Aformlen (1.27) kreever imidlertid yderligere en Vis

a‘f %;%: = C o+*

differentiabilitet af Foq,t)  (fecat Fe clcny  eller er passende styk-
kevis differertiabel). Nar Fe c'ca) bhver we C*(D), hvormed

w er [osning i helt klassisk forstand. Vi vil imidlertid ikke

give afkald pa ot kalde u en ldsning , selv nar F blot er kon-
tinuert ; — for at veere helt korrekte kan vi do kalde w en
generaliseret losnmg eller specificere pd hvilken speciel made
den opfylder dlfferen-’%-ea(hgnmogn (For 2'ordens differential -
llgmnger vil vi kalde <*- [dsninger for klassiske |c’>sm'ﬂ9er mens
ud+ry(<ke+ generaliseret (ommg vil blive bm9+ som brokkasse
for losningsbegreber som ikke sikkert giver = ldsninger men som
dog er for nytige fil ab wndveere. Begreb@;{' genera.llsere+ ldsning
har en helt  precis definition i den mere dbegaQnde funktional-

analyse | ¢ distributions teorien .)

Det vises  [wW1 pg\ side 26, hvorledes den fremkomne Bs-
ning for problemet vedrorende omradet {Gctyl t2zot kan bruges
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til at ldse problemet [W] (5.2 der vedrdrer halvstrimmelen Lo,£1x Lo oL,
nemlig ved at savel foo og guy sem Fixpy forlenges til ulige funktioner
omkring 0 og € med he,nsyh Hl x. Léshiv\gs'fuhk‘h'onen ved formel
tw3] (8.2) bliver da ulige omkring 0 og € med hensyn Hl x (husk ved
verifikationen , at x optreder i integralets grenser) og kontinuert,
hvoraf fdlger , at den er O for x=0 og for x=£€. Funktionen Idser
oltsa. problemet L[WI1(5:3). At dette har hbjst dn ldsning er ensbe-
tydende med ot problemet med f g og F lig med O kun har nul-
lbsningen ; gyldigheden heraf har vi allerede fro [w382 . Vi hor altsa
fundet Idsningen il LWl (5.2).

Vi definerer nu ofhengighedsomradet for et punkt (x,,t,) L
[6,£1x [0,oL som den mindste delmeengde heraf, hvori f.geg F
ska! veere kendt for af Wixy, by kan bestemmes. Nar (X, by lig-
ger i den karokteristiske trekant bliver ofhengighedsomrdet lig
med trekanten ofgrenset of x-aksen og de to pedadrettede karak-
feristikker gennem (x,ty). (Samme definition af karakteristikkeme
som pa side 1-4) Nar (%, t,) ligger over den karakteristiske +rekant,
f&r vi, ved benytelse of at ﬁé Fiut) dxdt er 0 for trekanter,
der er symmetriske omkring x=o eller x=€ at afhceng"ghedsomrgde:f
for (%,,%,) bliver det begrensede emrade (¢ bestoende af parallelo-
grammer  det hederste dog i reglen beskaret til en frekant, fir-
kant eller femkant) ofgreenset of de nedadgaende brudte korak-
feristik-(inier gennem (5, ty) samt x-aksen; | eksemplet side 1.5
er det netop det skraverede omrade.

JIndflydelsesomradet har nu interesse for ethvert punkt %t
t [0,81xL0,2C (ikke blot Punk{’e,me, ?3. x—o«kse,n);, det defineres
selvfélgelig som mengden of punkter | [0, €1xL0,»L  der har
(Xo.t,) i deres afheengighedsomrade . Her s et omride bestSende
of paralielogrammerne afgrenset of de opadgaende brudte karok-
teristik - linier gennem (x, t,):

;

X

(o,0) (0,£)
for problemet med “—fn“e randbe:{'mgelser“ 'Fglr vi (kke helt

denne fine struktur da F her forlanges po. lige ma.de,( Figurer
nederst side 1.6.)
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K_ 15 Den svingende streng med variabel +tethed.

© Bemcerkninger fil [W137.
Ved integrationen of [wl(7.2) over omtadet P integreres forste led

pa venstre side med hensyn tl t forst og x bagefter, mens andet led

integreres med hensyn il & forst og t bogeffer.
Jdet Cqog C, er fremstillet ved funktionerne henholdswis

t= Qo , xelox] |
t= Q.0 , xelx,2l (@ =Q,®)=1),

som Vi udtrylker ved en falles {unktion t=Q00 for xelo,€1, bliver plan-
integralet af férshz led po. venstre side (med w erstattet med v):

) r Q)
W4 ALs0G L (B ecer = £ Jad 2L oy on (BT et
£
J, ([ o e, (2271 oo - Lo B2V (B0 000 Yo

£
oty 2 9 2
Jo [?W(%CK,%))) +15 (ﬁ(x,Gzcm)) 1 dx,

!
[RJE

0§

i

hor f= g=0 i begymdelsesbeﬁngelseme/.Her kroves altsd ingen yder-

ligere betingelser po Qx).

For at m'%egra{-ncnen of ondet led skal give udtrycket i ligning-
en nederst side 37, ma Vi derimed forudsete at @, er voksende og
Q, oftogende (ellers kunne der {.ex. veere tale om at integrere over
flere intervalier for en bestemt t-verdi). Da vi siden fdr brug for at
betragte differentialkvotierterne of Q1 0g Q. , og Q1 (x) og ch) kom-
mer +l ot mdga i m+egmnderhe mo. Vi olt forudsatte

Qq e c'(Lo,%x1) , Q, Voksende ,
Ql e c'(rx,t1) ®, oftagende .
Sat @, (o= 1, o Qz(ﬁ)-— t, og antag at ty20,t, 20 . Definer
) Z[ 0 for telo td
X4 = . . —
den emvendte funichon il Q; ,for telt, E] ,

{ £ for telot,]
den omvendte funktion 4l @G, , for te [t,, ],

}]

Xq ()

Da kan vi omskrive planinfegralet over P af andet led @ W1(T.2)

(med w erstattet med v):
I %)

7] v o - v v
_g 5x To 3% @E Jdxdt = L} Lqm ax[ o X at]dxdb

o &b
V(o t) =0 , V(E,t)=0  bliver Hl

t
B f{, [7}(@3 avﬁmt‘y t) = T, (ax at) o) 1) ] dt,

som wnder f‘andbaﬁr\gelseme
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folgende ¢ idet %’“ er 0 pa de lodrette stykker ) :
t .y
o T (% 9v + [ @
= jtz I, Km w) (Kﬁ@;&s dt =+ Li T, (,a:f gt ) (et)t)dt .

Ved v@ru“abeiskif%a«% t=Goo fas nu , idet dt= Qj oodx , g=1,2
X

P@U’ ‘aV o5y b { v a
= § T am 3t ) (%:§00) R, oydx + jo 7})(7& a"g)(le"“) Q(C)o dx

= § T, ?:f ‘;f)w,i%m;) Qlexydx,
(4}

hvor @ er opfalet som stykkevis korinuert funketion.

Hermed er ingredierserne | [wl(7.5) fundet,6 og beviset fortsafter
som i bogen.

Beviset behondler kun det Hifelde , hvor (%Z,t) ligger sa langt
fra x-aksen, af de korakierishiske kurver gennem punktet skerer
limerne x=0 og x=€ pver x-aksen 6 idet de Hlfalde ,hvor kurver-
ne skarer X-oksen fdr disse linier K overlades #( lwseren (berethget).
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2. Klassifikation af 2. ordens differentialligninger

K 21 ﬂiqninggr_ pa, R? med konstante koefficienter.
Bemeerkninger 4l [W1§8.
Til side 41, linie 3 f.n. bemeerkes ot fansformotionen [W1(8.2) kun
hor interesse, nar o8 - p¥ +0 ;det er ved brug of demne forudsaetning,
at mon slutter «%0 og ¥#0.

formel L[W3(2.4) er ef gksempel p& en brugbar transformation; an-
dre fos ved of erstatie & med KE B med kn  for kenstanter k4 og
ky #0.

Bemerkningen $.43 L.18-19 skal ikke forstas som et bevis for at
!ésningerhe ul [apfaces Ec‘gnmg ikke kon have diskorhinuiteter.

K 2.2 Ligninger pa R2 med variable koefficierter,

Bemerkninger til [wl§9.

Det er uklart, hvad bogen mener med ot L koan reduceres il
standard form i et "helt omrdde"”. Det vi konvise er | at vi kon reducere
L i omegnen of et punkt (x,,%) hvor L er hyperbolsk cog A (eller
C) er % 0. Ofte vil redukhonen fungere i stérre omrader, men Vi
giver ikke systematiske beviser herfor.

J det fdlgende gives en mere practs redegérelse for over-
vejelserne side 45,

Antog, ot A+0 og B*-4AC >0 i en omegn {l, of (%,t,). Vi
be'l-rag(-er et koordinatskifte £=&wxty, =9ty  hvor vi sdger
£ogn som C°-funktioner ( en eventuelt mindre omegn L of
(X, to)j deres funktionaldeterminont

T %Yy _ X

X Dt ot ©Ox

skal veere #0 ¢ L. Ved keedereglen nar man frem til folgende be-

tingelser for, of principaldelen of L[ kommer pa. standardform
(vf Twl(9.2)) X )
9% ok E
(2.9 A (%‘) + B 759%5‘; + C(é;;) =0
. o7 \* o 2 ?n\?
(22) A +B L2 ac(B) =0
| Nuw, hvis E er lo‘sning it (24) ,og %E er O i et punkt, bliver

% det ogsa , | modstrid med vort krav om T+o0, Hisvarende
kon vi ikke have g}){z =0. Derfor kan (24) og (2.2) omsknVes il

%\’ %
ot 4 —_— % = 0
(2.3) A % B o @ )
X K
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A(%Z+B~§—+c=o.

(23)- eller (24) - kaldes ofte den karakterishiske ligning.)
Rddderne i andengradspolynomiet — Agyt) X e Bt A+ Clxp © N er for

(2.4y

hvert (x, B
(2.5) A (et = - Bot) V& x t)
: o 2 Atxt)y T 2ZAWKxt) )

hvor B(xt)= Blxt) -4 Alxp) Cixt). Da B>0 og Ao i 0y ,er A, og
A. K- funktioner p& L, har A,B og Cer def. Vi forudsatter, at

disse er C2 Hvie vi kan finde £ og j Som lo’smnger fl

9t
ot =

% - A, (X 5)
ox

(2.6

(2.7

|
[
&
—
kN
<r
~F

i en omegn Nl of (Xpb,) ( LLE,)  har vi lést problemet | thi da

er (2.1 og (2.2) onyfd’lr;

. ok _ _ VO 9% 2 0.
T=(A-A) 22 = -5 gl +0 00,
og koef-{-‘fcien-}en | %n i CwI(9.2) bliver
%)
(ZA Meho + BA, + BA_ +ZC)§§% = —% &Zgﬁ:&:o.

(Den sidste, Vigtige bemarkning mangler i [wl)

Der resterer problemet of lése de to forste ordens partielle
diﬁerenﬁa(ligninger (2.6) og (2.7). L[ad os f.ex. se P; (2.6) (@1
behandles analogt !) ; den kan ogsa skrives

g—f_’ - A0 E) ;E’=o .

Betragt en differenficbel funktion x=@(t), som er defineret
P& et interval 1 , 9 hvis graf [ligger i .0-1. Antag at £ er en los-
hing Til (2.6) defineret pd &y, Om den  sammensatte funkton
E(p) B har Vi, at

d _ °% | o%,
S(ECemrh) = 5 dw+ 5 for teT .

Derfor, hvis ) er valgt sdledes ot
@y = —~ () t) for alle te T,

da er &%K(‘F(t’«“ =o for tel, dvs. £ er konstant langi grafen
() 1) ; denne er hiveaukurve for Zxi). Vi kan altsa finde
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niveaukurver for £ ved at lose differentalligningen

d .
(2.8) T = At
(Bemcerk, ot der er et minus ved A, i modsaining 4l i ligning (2.6))

— Defte er precis, hvad man vor inde pa i en lidt mere generel sam-
menhceng i MAT {-noterne (102) §54 , se specielt siderne 54.04- 05 . Da
man ofte mdder (2.8) udledt pa formen dx + A, tidt =o [eller
endda pa formen A (dt) - Bdtdx+ C(dx)? =0 ! ] tilrddes det ot
konsultere  MAT {- noterne (162) $54.

Gennern efthvert punkt ‘(x1,-t1) of {, gar der en og kun en mok-
simal lésning 1l (28); der er aMtsa en entydigt bestemt nhiveau-
kurve for Zxt) gennem hvert punkt af fl;. Men herudover legger
(2.6) ikke yderligere band pa £ ; den veerdi £ har p& hver niveau-
kurve er ikke fostl ved (12.6). Ved konstruktionen of en Iésning £
Hl (2.6) kan verdien of ¥ pa hver niveaukurve faktsk veelges frit,
nar blot visse betingelser om differentiabilitet og monotfonicitet over-
holdes.

Konstruktionen af £ foregar i detaljer saledes: Vi vil fdrst
‘ ordne" skaren af hiveaukurver i en
omegn af x,,t,) . (J det fc;lgende,

D skrives X og t [ modsat rekkefolge,
sa kurverne er grafer of funkhoner
afbildet P& sedvanlig méde .) [ad I, vare et

I { rf:::)) abent interval omkring X, , for hvil-
] ket ftixI =i, x)lxel t =Q, . For
. 4—1; hvert a'e I? ba+e',9ner vi den mak-
° simale losning Hl (2.8) gennem
(t,, @) ved
(2.9) X= ¢Ct med definitionsinterval I, .

(Niveaukurverne , som er graferne for funktionerne t s pt,a),
er da. parametriseret ved aeI ) Lod Z vcere foreningsmangden

af graferne nar a gennemlober T, aktsa

7 = U { tt,etta | teIgt.

ael,
Da to grafer med forskelligt a er disjunkte (p.gr. af entydigheds-
setningen for dl'ffer-ehﬁalh'gm'ngex), hérer hvert punkt (t,x)e )2
til et og kun et a . Altsd kan (2.9) |oses med hensyn til a,

ved en funktion
(2.10)

Som £ kan vi da veelge

a= (XY . for (t,x3e 7 |
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241> Ectx) = 4 (B0, Hor (toel |

sa far £ den konstanfe verdi a langs den a'te niveaukurve. € mere
ggne(eﬁ’ velg af b4 f&s ved at Vi Vaz(ger' en monoton funkhon

ats ki defineret pd I, , og satter

(2.12) Etto=k(yitxn) for (txeZ |

do. har £ vardien kta) p& den a'te hiveaukurve .

Der er nu to problemer +tilbage at behandle . 1) Da det kraves,
ot Z er defineret pa en Gben omegn 9] omkring (t,,x,) skol vi vise,
at Z indeholder en sadon &ben omegn. 2) Differentiobiliteten of

¢ skal undersdges, saledes ot (igm'ng (2.6) kan verificeres.
Med hensyn il pkt. 2) vil vi straks nevwne, of under den

gwne -forudswfnmg om at AB og C er C'-funkfioner geelder,at
har k er en C* -funkton bhver Z en C*- - funktion ; cermed er den

lbsning Ht (2.6).
En defaljeret redegorelse for 1) og 1) gives nedenfor.

T 2> Definitionsmangde og_ differentiabilitet af Iosninger til den
karokteristiske ligning.

Ovennevnte pkt. 1) besvares ved en nermere analyse of beviset
for eksistens- og entydighedssetningen i MAT1-ncoterne (102) $49.

Vi kan, efter en eventuel indskrenkning aof {1, antoge ot
(Ao (t,x)] er begrenset i .ﬁ1 of en positiv konstant M, der ogsa
er Lipschitz-kenstant Hfor A, (tx) ¢ L, - (% var jo c?) For (% x)edl
fungerer eksistensbeviset for losningen gennem (ty,x,) da i ethvert
interval af formen :

= = {0 KH-tyl<a, x-xI<b}

mecd a S-,% b<1 og maxia,bt < dist ( (t,x,), [.{11 (den sidste
beﬁngelse sikrer , at C_Q ). Derfor, nar e-l-(Passende, litle) & >0
kan vi -for ethvert Punk+ (’c1 Xell, med dusi:((t,)x4),[ﬂ)>8 "

er givet
vcefge b = min } g 3 ¥ 0g &= ﬁ ; sa ot losnmgen gennem (X))
er defineret i de+ mindste p& intervallet [ t- & b ;. —J hvor

den antager vardier i [x-b %4 +bl. (Bemeerk at A, (t, x)I<M medfo
rer at le¢'(t)] <M for enhver losnmg {)
Veelges nu som L den &bre

rhombe begrenset of linierne gennem

(t, x,+&) og (t, %~ -&) med held-

hlngskoaffIC\eni-er +M 09 -M sesla\‘
for € lille nok vil der for ethvert

| punkt (tg,x) el galde, at defini-
‘ y ™t tonsintervallet for den moksimale

g (to Xt9
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losning gennem (ty,%4) indeholder intervallet L[t,- ,\—54, t,* %] og for
t=1t, antager |dsningen en verdi iintervallet Ix,-g x +eL .
N& T, 2 [x,-£,%*c&3 vil Z indeholde fL. 01

Besvarelsen of Pkt 2) kraver nermere oplysning om hvordan
[sningsfunktionerne tl (2.8) afhenger of data. Det er vist i
slutningen aof 249 i MAT1-noternre (102) , at lésnfnss-fu,nu\‘onen gen-
nhem punk‘i’e‘!’ (15,00 afhenger kontinuert C(med hensyn hil sup-
hormen pa et Passende interval omkring t;) of a. Vi har brug
for {dlgende mere dybtgaende saetning som f.ex. er vist i Petrowski:
Gewdhnliche Differentialgleichungen ( Leipzig 4954) , 8§22 (s.73):
Scetning 2.1 Hvis f(t,x) er en C*-funiction of (t,x) € fly, er Idsningen
X, tx) gennem punktet  (%,xq) ul du'fferenﬁa”ignimgen

o fltx

en C-funktion af (t,,x) € ﬂ1~

(Vi minder om aof lésninge,n, for hvert (ty xq) ,endda er en clett
funkfon of t.) Vi vil ikke 33\ ind pa beviset her , blot anvende
setningen.

Da vi har sorget for at A (tx) er € fis ot Idsningerne
¢pet,a) (9enmem (a0, ael,, jvf. (2.9)), som er C*- funhhoner
of t er c* - funktioner of a. Specielt er @(t,0) da en C*- funk-
Hon pa det fodimensionale interval

=, = {(too( -t 1 €5, la-x, S}
¢ bestemt ovenfor. Vedrérende 30_ plta) bemoe.rker vi nu at da
plty,ay=a for hvert ae [x;-& x +&1 er 2a Pty =1 for

hvert a. Betragt nu variobelskiftet (t, 0 k> (1: , %) defineret
ved

T =t —
(2.43) < = @it for (t,are =
T 2 9p 9T
Funkhonoldeterminanten T = 37 gtg - ai 30 =158 aa. «5% O=3%~ce(t)a)‘

Da denne funktion er kontinuert pi =, og er lig 1 i (t,a) (spe-
clelb i (5,550, -fmdes der en aben omegn [l, of (t,x,) indeholdt
J+0 dér. Da bhar (243) en omvendt afbtldnmg cdefr-

i "O« 5&
neret pa billedet A, of N,
t=
(2.44) a = Y(T,x>,

o9 da ¢ge CQ, er Y . L, eren dben omegn af (t, x,) (bemark at
dette punkt fores over 1 sig selv ved (242) ). Veelg am ke mo noton
og C* da er

¢ =klyicx) | (rxell,
en Cz-funk/‘h'ow of (Tx) for (v,x) €N, 0]
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T 24 2.ordens ligninger pa. R
J slutningen of §10 { [wW]l gives en antydning of hvorledes anden

ordens elliphiske differentioloperatorer i flere end to uafhengige variable
karakteriseres ; den filsvarende karoktersotion af parabolske differenthal-
operatorer omtoles { (w3l §13. Vi vil her gdre mere systematisk rede for
disse karakterisationer; hyperbolske differentialoperatorer vil ogsd blive
medtaget.

fod fL vere en aben de{moengde of R (nh22) og befragt en 2.or-

dens linecer daf{er‘enha(opercr'mr L pa ),

W (X) :
2450 (Lwyxy = ZZ ajj(x) a———,( + Z bm )+ccx>u(><)
=1 351 Ox; i1 o

2.ordensdelen (principaldelen) of L er do defme.m+ ved
2.16) L= gu
(216 w Z Z a‘j a:( BxJ .

Funktonerne Qi u.dgér filsommen en (‘fU.l"tk."hDhS yratrix A= (au) Vi vi)

kreeve | ot Gy = 05i for alle ij; defte kan altid opnas ,nér v for-

6 28 &
udscetter we C (L) , idet jo a?( ‘gx = Bx; B%; « 90 O 09 aji om nOd-:
vgnd;gi kan legges sammen og for’dales ligeligt pad de o led aa_x——axj
09 Bgow, - Do er A en symmeftrisk matrix , entydigt bestemt ved

L (eller Lg), den kaldes den Til | (eller L,) hdrende matrix.
Vi vil undersdge , hvorledes wdtrykket for Lu cendres ved en Ii-

heer koordinattransformation

() - 2(%)
(247> in = ;(n ,

hvor 5 er en given, regulcer (tal-) matrix S = (sy5); (247) skrives i

detaljer som:
Z 5%
F=1
for hvert (=1,...,n.
Af keedereglen fas for i.j:

n
ax; ke OEg 9%y =E L
°9
o o 2() s )= 7 su(f B2
0K 0% 5 axj k= ki BE o t=1 B O%y
> o ‘
k=1 £=1 * © azkaif’

Jndsezttes dette i (2.16) fos

n n 2 non 2w
Gii %) S Sp. 3% aF = Do) 3537
; k= 1‘2;1 J LT ek kazﬁ GZ;' Z;:f BZkbE{

n

l\/b

LOL{, =

J

N

[ES
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hvor noon
byetx) =_J§ (Z sy a, 3“") S¢; .

=4

Resten of Lu transformeres til et 1.ordens differenfiationsudivyk.
Matricen horende il L i de nye koordinater er altsa

B = '

wn
P
[119)]

( s’ er den ‘i'ransPonerede
af 8.)

Ved for hvert xe (L at opfatte A(x) som mMatrix for en symmefrisk bi-
linearform pa R" kon vi indfére ind, Ay, ind_ A(x) og dim Nag,
(jvf- MAT{-noter (101) side 8.2.2). Da matricen BG= ZAMS sva-
rer +l den bilinearform man far ud fra A(x) ved koordinattrans-
formationen hdrende il 2" ( jvf- MAT{-noter (101) Side 8.1.4) fa‘is

ind, B(x) = ind, Axy, ind_B(x) = ind_A ) og dim Ngcp = dim N ;
disse stérrelser er altsd invarianie under det lineere koordinat-
skifte givet ved S.

Positivitets - og hegativitetsindex anvendes nu til ot typebestemme

L som fdlger:

Definition 2.2 Lod L vere en 2.ordens differentialoperator og lad

A veere den tilhdrende symmetriske matrix.

W L kaldes elliptisk i punktet x hvis A(x> er positiv definit eller
hegativ definit.

(<¥) L kaldes parabolsk i % hwss dim N§(§)=1 og _A_Qg) er posihv
semidefinit eller negativ semidefinit.

ey L kaldes hyperbolsk i X  hvis A(xy er reguler og enten ind Aw=n-1
eller ind_A(xy=n-1.

Det fremgar af teorien for symmetriske bilinearformer( MAT 1-noterne
(101) side 8.3.1) at:

L er elliptisk i x hvis og kun hvis der findes en reguleer ma-
trix S ‘83; S Aty S’ =. T E . Dette betyder, at der findes et [inecrt
koorda‘na+sk(ffe s§ ot anden ordensleddet i det nye koordinatsystem

Y3
$ar formen (851 + %_E,".’.} i det Hl x svarende punkt. Hvis A
er konstant, vil det pageldende koordinatskifte give 2.ordensleddet
den navate form i hele ).

L er parobolsk i x  hvis og kun hvis der findes en reguleer -

% o
matrix S sa §§®§/= x ( . ) 2. ordensleddet har altsa formen

o 1
o 'u . .
( a;z Tt a_z'z) I punktfet svarende Hl x 1 et passende valgt

koordma’rsyshzm (i hele QL hvis A er konstant).
L er &_wyperbolsk  hvis og kun hvis der findes en reguler matnx

-1
5 sa SAwg = * ( 11-‘0), 2. ordensleddet har altsa formen
1

-i% ) 1 Fu °
: oxr Tog T 5’2_;) punktet svarende tHl X i et passende
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valgt koordinatsystem (i hele L hvis A er konstant).
J tilfaldet n=2 er kiassifikationen udtdmmende  hvis vi forud-

satter At O . (Vis selv, at den stemmer overens med den { Cwl$sg
angivne .) For n>2 er det let af angive Z. ordens differentialope-
ratorer , der ikke er af en aof de tre fyper. (€t eksempel er diffe-

rentioloperatore Fu + Fu - du . kal
P n ox,2 ox,2 oxg? '5};7- , Som kaldes U-Hm.hyper—

bolsk. Sadanne operatorer optreder dog mindre ofte i anvendelserme.)
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3 Oversigt vedrorende fysikkens differentialligninger.

T_31 Beskrivelse of fysiske systemer,
Behandlingen of et fysisk system kan typisk opdeles i fem hovedof-

snit: @)  verbal formulering af problemet  herunder definition af system;
(41) indforelse of relevante fysiske stérrelser, valg af model og

beskrivelsesniveau ;
(40> matematisk beskrivelse i reglen ved opstilling of ligninger;
(ivy diskussion og [6sning of ligningerne,
vy forfolkning af resultotet og eventuel eksperimentel underségelse .
Den matemathske disciplin matematiske fysik beskeftiger sig med tredie
og fjerde frin i denne reekke ; eh of grundene til ot detre er fordelag-
tigt, er at forskellige fysiske problemer offe beskrives ved ens lig-
mekaniske svingninger (f.ex.

hinger , eksempelvis kan savel
v en elektrisk svingninsslcreds be-

af en fjeder) som svingninger

skrives ved differentiallighingen
2

(3.4) 3{; + LXK =0,

hver Ae R.. Selve ligningen rummer ingen information om hvilket feeno-
men, der beskrives  og detfie er bl-a.en of grundene til at analegreg-

nemoskiner kan beskrive f.ex. mekaniske fenomener.

Differenh‘allfgm‘nger giver en kort sammenfattende beskrivelse
of store problemkomplekser og egner sig fil diskussion af almene
trak ved faenomenerne; saledes beskriver f.ex. Maxwells ligninger
( Aw FYsik 2a p. 165) hele elektromagnetismen | incl. optikken.

¢t fysisk systems dilstond beskrives ved en eller flere fysiske
storrelser, der f.ex. kan betragtes som {unkhoner of fden og
rumkoordinaterne , som tilsammen udgdr fysikkens primeere variob-
le. Tilstandens udvikling i tiden beskrives 1ypisk ved en differen-
tialligning  der indeholder ofledede af tilstandsstdrrelserne med

hensyn fil i hvert fald tiden.
&t radicaktivt preeparats tilstond kan beskrives
ved antallet nt) of uemdannede atomer til tiden t .

denne storrelse kan altsa kun ontage hele, positive verdrer, og
dens ofledede med hensyn til tiden har derfor ingen mening.

Alligevel siger man,.at det radicaktive henfald beskrives ved

(3.2) 3‘? = -An

= hvordan kan (3.2) sa fillegges en fornuftig betydning ?

Eksempel 1
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2 J den klassiske mekanik beskrives
et N - partikelsystems tilstand ved angivelse of sted-
vektorerne I; og hastighederne V¢ (<=4, ,N) til ethvert +Hdspunkt.
J almindeh'ghe,d er I og V; C*- henholdsvis C"-funlch'oner‘ af
hden t. Hvis de ydre kreefter F; (<=1,..,N) er kendt 6 kan FK/(t) og
v;4) i princippet findes ved ldsning af differentialligningerne

2
(2.3) | m get; = F,

Eksempel

der reprasenterer Newtons 2. lov.

En usommentrykkelig vaeske betragtes pa et makro-
skopisk beskrivelsesniveaw sem et konhnuum (i
modsetning til en diskret mangde). Tilstanden angives (f.2x.) ved
hastighed V(r,t) og tryk plr,t) i alle punkter af vesken, og
Vog p betragtes som differentioble funkhoner of +d- og rum-

Eksempel 3

kootrdinaterne.

J kvartemekanikken beskrives en partkels
tilstand ved bdlgefunktionen 4 (r,t), der er en
i almindelighed kompleks, differentiabel funktion of tid- og rum-
koordinaterne. Eélge{un(cﬁonen skal (bl.o) *Hlfredsstille (se f.ex.
AW FYsik 3> s. 102 ff)

2
(3.4) - B oag v Vb =ik 2

- Eksempel 4

hvor A er [aplaceoperatoren 09 { den imoaginere enhed.

Differentialligningerne | der beskriver tlstandens udvikling i
tiden, kan benyttes til ot finde +Histanden il senere Hdspunkter,
nar den er kendt 4l et tidspunkt (begyndelsesveerdiproblem).
Specia{ﬁ({celde er ll'gevceg'i'sh'(S'(’ande ( statiske +ilstande) og statio-
nere tilstande. J kontinuumsteorier bestemmes disse af diffe-
rentialligninger (i reglen partielle) , der indeholder afledede af
tlstandsstorrelserne med hensyn il rumkosordinaterne. Bibe-
tingelser , der { ex. refererer il omgivelsernes indflydelse , forer
'fyp('slc ] randveerdiproblemer eller egenvazrd«?roblemen

T 32 Karakterigtiske tak ved forskellige fysiske discipliners differen-
+iall|'9nin9g\_r.

Q) k!assisk,_9nidnin9§fd_pmnk+mekom€k (Newtons ligninger):
i td | fjernvirkning i rum; sedvanlige,

reversibel; nervirkning
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<)

44¢)

<v)

v)

oftest ikke -linewre | differentialligninger af 2.orden i tiden;

deformerbare legemers mekanik ( hydrodynamik og elasticitetsicere):
reversibel, hvis der ses bort fra gnidning ellers ikcke ; neervirkning

i tid og i rum (ikke eksokt); portielle differentialligninger

(eks. bdlgeligningen, Laplaces ligning og Poissen's ligning),der dog
kun er hlnarmelser til ndjagtigere, ikke-lineere ligninger. J
onisotrope medier (forskellige egenskaber i forskellige retninger,
f.ex. krystaller) er ogsa de [inecre ligninger mere komplicerade;

klassisk elektrodynamik i vacuum (Maxwells ligninger) :
reversibel ; harvirkning i td og rum; linecere , particlle differen-
tialligninger i tid-og rumkoordinaterne (se f-ex. Reitz and Mil-
ford: Foundations of E&lectromagnetic Theory p.2961f) ; special-
tilfelde : bdlgeligningen, Laplace's ligning og Foissen's ligning,

transporttesri ( varmeledning, diffusion etc.)

~irreversibel ; statistisk teori ; harvitkning i td og rum; partielle

differentialligninger af 1.orden i tiden men af 2.orden i rum-
koordinoterne ( varmeledningsligningen [w] s.58); tilnermet line-
cer . Under stationere forhold: [aplace’s ligning.

kvantemekanik ( Schrcgclu'ngerlfgningen for en partikel) :
teversibel; statistisk teori ; narvirkning i Hd og i ftum ; lineer
partiel differentialligning af 1.orden i tiden  af 2.orden i rum-
koordinaterne (se (3.4)) men med kompleks +ilstandsfunkhon.
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4. Egenskaber ved elliptiske og_parabolske differen-

tialligninger.

K Bemerkningar il [w] §10—13.
J stedet for betegnelsen v° for [aplace operaforen (udtales

"robla. 1 anden”, 0. omerikansk "del squared “Yovil i reglen anvende
den lige s8 udbredte betegnelse A ("faplace") . J ligningen
vil vi hellere skrive minus foran 4 altsa

—Au=F,
da -A i visse henseender er en smule mere proktiske af arbejde
C -4 har en vis positfivitetsegenskab .)

Au= - F

med end a.

Definitionen pa. side 49 of en lukket C'-kurve er mangelfuld,
idet betingelsen  x'(Ty) y'ttp - X'(Tpy'cr,y=0 blot betyder ot tan-
genterne i begyndelsespunkt og slutpunkt er parallelle, det kraves

faktisk  at  ( x'tty,y'(t))) er proportiochal med ( x'¢ty  y'cTy))

med en positiv proportionalitetsfaltor.
For vore formal behdver vi slet (kke ot ndjes med enkelt-

sammenhengende omrader , men kan vel fd en vis lettelse ved kun

ot se pa sammenhcengende omréder ( begranset of en eller flere
lukkede kuwrver). Se dog diskussionen hedenfor, hvor vi be+ra5+er

omrader bestaende af encleligt mange sadanne komponenter.

Til §11 bemerkes, ot den normale ofledede i reglen defineres
som den retningsafledede pa C efter den udadrettede normalvektor

h= (h ny hl C, altsa
- x ‘ ou ow o

3n = Ny £ + nyW ’
dvs. formlen 5.53 {.11 galder pr. definition af g—r";‘ snarere end pr.

definition of grod u.
Vi betrogter folgende typer of randverdiproblemer for [apla-

ce OPC?'a‘f‘Ol’eh, hvom.f cle ‘fC;Y'S'l‘e tre bhar scerll'ge navnhe :
4. Dirichlet problemet :

—-au=F ¢ D,
u = f p&C.

2. Neumann problemef:

-—Au,:';F l.'D)

o o
5—-%:'{; paC .
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3. Det blandede problem:

-AW = F v D )
w = 'F1 Pa. C1 )
'gl': = 'FZ P& C2 ¢

kvor C er den disjunkte forening af to delmangder Ceog ;.

- -au=F (D,

g&- TR p& C . «given kontinuert funk-
n ton pa C .

J disse problemer er F og f i reglen givne kontinuerte funktioner
(p& D henholdsvis C) ,og w sdges i ~C*(D) N C°(D) for Dirichlet
problemet | i C*(D)n C'(D) for de andre problemer . Svagere krav

kan ogsa. forekomme .
) Reesonnementet i §11 er gyldigt under forudseetning af at

we CHD)NCYD). Det giver, ved betragtning af hver komponent
of D for sig, folgende entydighedssatninger :

Problem 1 har hojst €n Idsning.

For Problem 2 er Iésningen bestemt pdner en konstant i hver
Sammenhazngskomponent af D (konstanterne kan vere forskellige).

For Problem 3 er Idsningen entydigt bestemt ( de sammenhengs-
komponenter, hvis rande indeholder punkter af Ci; og bestemt

piner en konstant i hver af de ondre.

For Problem 4 hoves: Lad az20. Sa er l6sningen entydigt be-
stemt i de komponenter /hvor a+o0 i punkter of randen, og
bestemt pancer en konstant i hver af de andre.
(Bevis: For ldshingen Hl -av=o0 éa—'-r‘:+acv=o pa C, geel-
der ved Greens formel
- 2 2
O = fc «v" ds +‘UD lgrad v dxdy.

Da begge led er 20, ma de vere 0. Heraf fdlger,at grad v=0,
sa v er konstant | hver komponent; hvis oo | et randpunict
af komponenten ma U vere O dér, sa konstanten er O af ken-

tinuitetegrunde .)

Beviset i [wWlM1Z for maksimumsprincippet forudsetter blot,
at w er kontinuert i D og 10 gange differentiabel i D.

Befragtningerne i §13 bor preeciseres en smule:
Betegn Dx 1o t[ ved {L, og den interessante del af

randen ved X :
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5 = (Dxfob u (CxL0,E)

" Beviserne ved hjelp af enemiinte-
groler er gyldige under forudscef-
n hing af at
we CLAY N C(

- <~ .
/ T > (vi onvender Green's formel i X-y-z-

| koordinaterne og flytter en differen-
Hation med hensyn tl t uden for

integraltegnet).

Beviset for mo.hsimumsprinctppef
krever (kke sa Mmegen regularitef op
til T ( blot kontinuitef)  men argumentet [wl side 60 linie 14-15
kreever | ot u er differentiabel effer t pé hele Jot], og at de
anden afledede efter x,y oGz eksisterer pa Dxitkh

i X-y-2-planen
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Fourierrekker.

K

K

51  Egenfunktion og egenveerdi .
Bemeerkninger til [W] $414.
Befegnelserne egenfunktion og egenverdi krever harmere forklaring.
Vi ved fra MAT401, at for en lineer afbildning (opero.+or) A: V-V
(V er et vektorrum) kaldes A en egenveerdi og v en dertil hérende egen-

Vekfor, har v+o og

Av=Av.
Begrebet generaliseres uden videre til en afbildning A:W—V, huor W

er ef underrum of V.
Hvad er A,w o9 V her ¢
Skrives forste linie i CWJ (14.5) som

- X" = AX
ser vi,at A ma have formen "Jd;:z . Men ogsa. definitionsomraclet spiller
en vcesenﬂng rolle, det er her
D(A) = { X eC(Loa) | X(o) =X (1=0} .

Nar A betragtes som operator fra W=TD(A) ind i V=C*([o11) erde i
bogen udledte verdier A= r*r* (nelN) netop egenveerdierme for A, og
de tilhorende egenvektorer  her kaldet egenfunktioner er funkhonerne

X, )= sin nEx  nelN.
Befragt nu egenverdiproblemet, W] side 67 linie 12-13 fra heden.

Her har operatforen igen formen ’c'?;'z. , then giefiniﬁonso_mradef er et
andet , og vi far andre egenvardier og egenfunkhoner. Kaldes operatoren

A, , har vi 4z
! A1X = —&2 X '
defineret for Xe W= D(A) = {Xe C(lo1D) | X'(0)= X(y=06} med veerdier

i V = C°[Lo43).
59envaard(erne er hu A=n*n* ne Nuiot med tilhdrende egen-

funktioner  cos hrx.

52 Ortogonalsystemer

Dette og neste afsnit kommerrterer [w] § 15-16.

Bogens noget u5ys+ernochsl<e fremstilling Suppleres med 'Folgerde

Fra. MAT 102 er vi vant til ot betragfe stykkevis kontinuerte funktioner,
de defineres som bekendt saledes: [ad L[a,b] veere ef egentligt interval
pa R; Vi siger da,ot. funktionen f:[a,bl-R er stykkevis kontinuert
pa. a,b], hvis der findes en intervalinddeling

(5.1 A=X < Xq < Xy <L Xy < Xpe=b
og funktioner f;ecC ([xﬂ, x51) for J=1,. sa foo=f;00 for

xe Xy, %30, J=1,. k- Zn sadan funk'hon er begranset. Vi
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Vil hu gore os den ulejlighed at medtage ubegrensede funktioner, og indfd-
rer derfor klossen M (eventuelt praciseret 4t M(ra,bl) ):

Definition 5.1 En funkhon f: [0,b1 2R +lhdrer klossen M, hvic der
findes en infervalinddeling (5.0,5a f er kontinuert pa hvert af de &bne
intervadter  JXj.¢, %50 | 3=1,.,k.

(som i bogen betrogtes kun reelle funktioner omend vi uden
Veesentlig ulejlighed kunne have tilladt

A / { komplekse funktioner) N&r vi nu vil
darnne bestemte integraler har vi brug
\ for de uegentlige integraler indfdrt i
' MAT 1- noterne (102) §19 :
a b Nar fe M, er ngcx)dx defineret
h;/:'s og kun hvis samtlige integraler

S jfm dx eksisterer. Her def{neres
%3 c %31

Lj_i foodse  som sf'&rg-'_gs foodx  + _{a;n;(j
valgt ~punkt i Ix;., ;[ . L fowudx er summen af infegm_(.eme over
[X5.4,%53- Vi minder om féigende vighge sathing vist ( MAT 1-noterne
(162) §19:

Lemma. 5.2 @ Huvis Ifool $gco pa. J.xj_“xj[ og L:_' goodx eksis-

X3 X3
5 -foodx/ < j goodx ,
Ki-1 %%

t
SC foordx hvor c er ef vi!k&rlu‘sf

X3
terer, da eksisterer Jx‘ 1{cx)alx , 09
J-

(1¢)  Nar g er ikke - negativ og kentinuert i ij-q'x:;[' gaz,lder at
t
Gt)= L goodx er konvergent for t7x; , hvis og kun hyis G(t) er be-

<
granset for te Ce,xsD. (At SCJ goodx egksisterer skrives da ofte

o )
c gcx)dx < 0.

Vi betragter en {olge af funktioner {@, by tilhdrerde M og Vil
interessere os for konvergensforholdene for rekker of formen
L h @0, hvor c,eR. Betegn afsnitsfélgen ved s,
h=1 4]
Sh()() = kZ Ck(FK(X)-
=4
Punktvis konvemgens og uniform kenvergens er kendt fra MAT 102 . Vi
har yderligere brug for et tredie konvergensbegreb som nu vil blive
indfdrt .
Definition 5.3 [o.d'gyeM og antag at Pfxno*j for alle xe [a,b].
Klassen Mg bestar of alle funktioner feM for hvilke integralet

b (A
(5.2) S (feo )™ pexy dx eksisterer.
(%

*) Uden indskrenkning for det folgende kan vi lade ¢ vare 0 i endeligt mange punkfer.
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J det félgende, tenkes givet et fast ¢ ¢ kaldes en veegtfunktion.
Definition 5.4 LCod fe M. Vi siger at ZCnCP,., konvergerer mod
§ i_tniddel ( med hensyn Hl ¢ po. [a,bd) hvis f-s,€ Mo for hvert

n og b .
(5.%) Sa' ('f(’() = S x)) ?C‘K) cdx =2 o 'fgr h=» 00

Herudover har vi brug for enclnu et begreb , orfogonalitet med
hensyn til o
Defn'n;+ion 55: [ad -f og ge M. Vi siger, at fog g er ortogonale
(med hensyn +l ¢, pa [a,bl) | hvis

(5.4) S foo g g dx eksisterer og er = 0.

Konvergensbegreber kan ofte formuleres ud fra metriker (eller
hormer ); vi ved fra MAT102 K at dette er tilfeldet med den uni-
forme konvergens som er kan\:ergeh.s med hensyn -+l metriken
(i udvidet forS'l'and) Dist :

Dist (f,g) = XeSELFb Ifoa =g |

Denne udspringer af normen (i udvidet forstand)

fllsyp = xSuthJ [foo | .

Vi vil hu vise, at konvergens i middel ogsa. (praktisk taget) er kon-
vergens med hensyn +1 en metrik donnet ud fra en norm . Definer,

-for eM
feMe — .
(5.5) [ f ”921[50, 'f(x)?(x)dx

Er det en norm ? Vi skal uhdersége tre regler. Lad f c9 g 6M9.

1° Iflp 20 er klart gyldig. &ndvidere haves f=0 = ifllg=o,
mens  liflg=0 = {=0 i fverf fald nar f er konhnuer’r
pa Labl. =Hvuis { har  diskentinuitetspunkter med fdrer {!fl( =0
blot | of f er O uden for disse; { kan veere hVstomhclsf i

selve punkterne. Altsa er ll-lly i bedste fald det, der kaldes
en seminorm . Man klarer | reg(en dette po folgende fornuf-
tige made : Verdien af f i diskontinuitetspunkterne spel-

ler ingen rolle for vert nye konvergensbegreb . Hvis vi indfd rer
en wzkvivalensrelation: f ~g hvis f=g undtgen ( endeligt

mange punkter gaalder der : llfll =0 = f~0. Erstattes
hw Mo med maengden My of cekvlvafans(c(asser i Mg kan
(- lig ‘overfores il M? (fordi f~g =2 lflg =lgl ), og

P& deffe rum er den en rigtig norm. - Vi vil Tkke 96rz



MATEMATIK 213,1974-75 5.4

noget storre nummer ud of denne defekt (der behardles systematisk
i en mere almen tfeori) blot have demn i bagtankerne  nar vi lidt ukor-

rekt fillader os at kalde (.fg en norm pa Mg,

2° Nar feMe er MeMg for AeR  og
IAf g = IAL Bfl
(takket veere kvadratroden i (5.5) ).

2° Endelig vil vi vise, at ffS'EM? = ftg eM;, og opfylder tre-
kantsuligheden

(5.6) hf + glp < lifllg+ ligle.
Hertil benytes et vigtigt lemma:

Nar f og g € Mg, eksisterer S: forgooecn dx. Jdet det-

-Lemma 5.6

te befegnes ved

(5.7) Cf lg)? = 5: foa georpoa dx

har man _

(5.8) [ (f1g) ’9 < I o Ilg “? [Co.uohy -1 Schwarz’  wlighed .

Bevis:  Den elementere ulighed
(5.9 2 lopl < o+ p? for alle «,per
(som fdlger af at (x+p>* 26 og (oc-’q,)zzo ) giver, at
I foogearemy | £ 5 ftx)’yoo . 3 9(:029(1.) for hvert xe [ab].

Da den ikke-negative funkton pa. héjre side i folge det forudsatte
kan infegreres over La,bl, fdiger det af Lemma 5.2 () , at infegra-

et S: foo g pixrdx  eksisterer. For ethvert aeR har vi hu, idet
regnereglerne ogs& gelder for det udvidede integralbegreb,
b b b b
S@ (foa+ wgoo Foo dx = L frodx + ngo. fgodx + a* g@ g'pdx
= A+ 2B + «*C,

hvor A B og Cer uafhengige af x. Da dette andengrads polynomium
X er 2o for alle xeR  er diskriminanten D= 48*- 4AC <0 ,

b 2 b, b,
(S‘; fgg)d)() < S@{ydx Sa. godx .
Med betegnelserne (5.5) og (5.7) udtrykker dette, at
| [ Cf1g), | < Ifty lighy o

U
dvs.
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Vi kan nu vise punkt 3% Thi vi har for f og ge Mg
b ,1 b, b b
L' (f +gYedx = Sa' flodx + 2 S.a. fgedx + Sa g*p dx
hvoraf ses ,at f+ge Mo ; endvidere benyder vi, at
hfng = (1),
til at indse at

uf+9u; g + 2(f1g)y + ligld

n

I~

Iflg + 2 [Ifly lighy + Ngliy
( Nfg + Ngllg )",
hvoraf (5.6) 'fo’lger .l

Udfrykk-ef (“9)? kaldes det indre produkt eller skalar produk-
tet af fog g (Man mdder ogsa betegnelserne (f,g), <f,g>,
<-f|'g> m.fl.) . Bencevnelsen var egentlig kun helt korrekt, hvis
('f(f)?' =0 alhd medfcﬁrfc --f=0 ( somme defekt som ved hormen).

Bemerkninger. Vi har vist, at Mo er et vektorrum over R og at I-llp
praktisk taget er en norm pa Me. Med denne norm er Mo ikke fuld-
stendigt. Det kraver et mere generelt integralbegreb (Eebesaqe inte-
gralet)  end det vi har 41 rédighed , at fuldstendiggore Mo pa -fOr--
nuftig méde . Herved fremkommer et vektorrwm i reglen kaldet L§>
elier F(rabl 50), der bestdr of de funktioner for hvilke infegraler-
ne i (5.5) og (5 1) eksisterer med hensyn +l [ebe,sgue [n‘fegra.le‘f
(Man har atter en idenhfikation f~g som ovenfor) Dette studeres
indgdende i MAT 212.

Nar R erstattes med € de-fmeres fllg som (f Ifoal etx;dx)

(¢ stadig posihv) og (flg)e som 5 foognogoadx  (kompleks konju-
gering).

Et fuldstendigt, normeret vektorrum | hvor hormen udspn‘nger'
af et skalarprodukt som her, kaldes e{' Hilbertrum. Sddanne

rum behandles i MAT 212 og | sarligt dyb‘i’gae,nde i - MAT 223

Schwoarz' wlighed vises for kontinuerte funkhoner i [Wls.83- 84

o Med indfdrelsen of lI-llg har vi specielt  jvf. def«mhon b.4,

at Z Chepn konvergerer mod f i middel nef'op nar
hf -sp ﬂ? »0 for N>o

0 det er tistreekkeligt for udtrykkets gyldighed ot forudsette,
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at ¢, €My for alle nh og feM
Vi definerer nu :
Definition 5.7 {@,},.,y Keldes et ortogonalsystem i Mg, hvis

@) w,eMo og lipllo 0  for alle nelN;
(2% (ol pm)= 0 for alle n*m.

Eksempel. Systemet
1,cos x , cos 2x, ..., cos nx, ...
sin x, sin2x,..., sin nx, ...

er et orfogonalsystem i funktionsklassen M, ([-7,71) med @=1 altsa
klassen M, (L-m,m1) (kort skrevet M,). Detaljer i [wl side T7-78,

eller i MAT1-noterne (102> §32 ; specielt haves, idet vi skriver heng
som -1, nar =1,
2
4= 21w , Jicos hxif= Il sin x1i® = T, heN
De tilhérende raekker skrives i reglen

o0
4 .
30, + 'A‘Zf(ancosnx + by sinnx ).

K 5.3 Generelle Fouriérrcekker

Vi antager i det félgende, ot {ip,taen er et givet ortogonal-
system i Me. [ad Z Chp, veere en rakke dannet ud fra ortoge-
nolsystemet , med reelle koefficienter ¢, og lad feMe. Vi wvil
undersége W f -s,llo. Man har

. 2 h n
(o< If -splle = (f-2Zceplf -{Ze1 C, e
(510) J = l!{ll2 - 2 i Ce (flepde + i ct uz
. ? & k k'@ =1 k cPk (4 .
> (flegle 2 2 2 (flepk)
= (Celipdlo = ———2 Y « Nfn, - e
| k; kT Pe I, g ) fllg kZ=71 et
(. ~— -/ \ v s,
L. I,
hvor T, i sidste linie er fremkommet ved, for hvert k, at "komplet -
tere kvadratet’ ud fra —2c (flge + c3 lupku:, i neestsidste

linie. Vi vi] udnytte formel (5.10) pé forskellige mader.
Bemeerk forst, at hvis ¢ erne velges séledes at I,
er O, dvs.

- CF L epy)
(5.41) Cp = —_FE%

2
ety
ses at I, er 20 ; bemerk at I, er uofhengigt af valget. af
crerne. Dermed har Vi :
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Lemma 5.8. For ethvert fe M§, geelder
n

(5.12) 2 %’%’i"- < “f“; forallen, Bessels
i lendlp wlighed.

Specielt er rekken b2 U lpnde konvergent, med sum < Hfﬂ; , 09

Cfl ‘Ph)q

n
=30 or nN—»oeo
Hcphlls, f

(Udeladelsen af bemcerkningen 1L, 2 0o pa dette sted gér Weinber-
gers bevis nederst s.71 - overst s.72 unddigt uklart.)

Vi betragter nu (5.10) igen . Det afgérende spoérgsmal er, hvor
gocH‘ s approksimerer f ,eller rettere  hvorledes vi skal veelge

Ckerne for at a.PProl:stma'honen bliver bedst I’nu.llg Dette besva-

res of
Lemma 5.9. Lad fe Mg, 0g velg koefficienterne ¢, sa de op-
fylder (5.41). For ethvert andet valg of koefficienterne, T ,gel-
der om de tilsvarende rekker

: n n ~
(5.12) Il f -k‘é Cee flg <00 -kzﬂ Ck pll , for alleneN.

o0

Bevis: J formel' (5.10) er II,, ens for de 4o rekker Z c.p. o
[ &, Sk 3.
Z Ck‘Pk. mens Ih er 0 for den forste og 2 0 for den anden.[].

Dette motiverer félgende clefinition :
Definition 5.10. fad e,k veere et ortogonalsystem i Mo og lad
fe Mg,*) Da defineres Fourierkoefficienterne for £ med hensyn
fil systemet i feny Ved

(5.14) e tf) = dlende oy,

] Pullp
c,tPp, kaldes Fourierrekken for f mht. 1P toen. At
n®n er FPourierrcekken for f skrives kort ‘f«—og4 Cnlp,

™Mz

og rekken P

eén reekke i
=1

ol

©
Vi har nu ogsa
00

Seetning_5.11. Lad n; Ch ¢, Veere en reekke dannet ud fra orto-
gonalsyetemet fppten ©g lad feMo . Hvis rekken konvergerer
[ emiddel mod f , da er c¢,= cuyf) for hvert heN.

Bevis: Nar nekken konvergerer i middel mod f har vi,da bade

I, o9 I, i (510) e 20, ,at I,~0 og IL,~0 for n»». Da
I, er det n'te afsnit i rekken med ikke -hegative [(ed
2
(Ckllcpkll - (:lc:’") ) ma hvert led vere O, dvs. C, =cf) for alle k. [
e |

*) Mere alment, hvis fe€M | definerer vi Fourierkoe{ficienterne mhi. {g b ved cp(f)= "‘Pn”g f o, 0%
ndr_infegrajet eksts%erer‘
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Dwelse :  Vis. setning 5.11 ved en overforsel af metoden side 32.03-
04 | MAT1-nnoterne ({o2).

Seetning 5.11 udtaler , at hvis rekken "§1 Shpn konvergerer mod f
i middel ,da er den netop Fourierreekken for f m.ht. it Man
kon ikke alid vere sikker p& det omvendte , at Rar né Chep, er Fou-
rierrcekken for f  sa kohvergerer den i middel mod { , hvilket fdlgende

modeksempel viser: '

Cksempel .~ Funktionerne @ (xy= sin nx, neN  udgér et ortogonalsystem
pé [-m,m] med vegifunktionen 1 (de er en delmengde af det trigono-
metriske system omtalt side 5.6). Fourierkoefficienterne for funkhonen
ftx> = 1 efter dette system er alle 0. Fourierreekken bestdr altsd of
lutter 0-led , og den kan da ikke konvergere i middel mod 1. ( Man
kan dog vise, at for funktioner, der er ulige omkring O, konvergerer
Fourierrcekken efter dette orfogonalsystem mod funktionen.)
Andre modeksempler fas ved at vi fra et forelagt ortogonalsy-

stem fjerrer en af funkhonerne, P, ,og sa be,‘l'f‘o.s'l'e,r denne funktions
udvikling efter det sys+ern der udgcfnzs of de dvrige funktioner.

&t kriterium for hvornar Fourierrekken for en forelagt funk-
Hon konvergener mod funktionen har vi i fdlgende sething , hvis
bevis -folger of observationen: har c.= c (f) for alle k, er I,=o
i (5.40), sa af
h

2 n
(5.5) 0§ - 2 cfropely = Uy - 2 ciff gy forallen.

k=4

Seetning_5.42. [Lad fe Mg. Fourierrcekken for f mhit. 5%}“6“ kon-
vergerer i middel mod { hvis og kun hvis

00 7 2
(5.16) 'g4 Cnl-f)z ”‘Pn“? = "-f"? 5 Farsevals “9@9_-
Med definitionen af c,(f) kan vi i o'vrig'f formulere Bessels
ulighed (5.12) lidt anderledes :
00
(5.17) 2 cuffugd € il

n=1

Bemeerk forskellen mellem [emma 5.8 og Satning S5.12:
Bessels ulighed galder for enhver Fourierrakke , mens Parsevals

ligning geelder preecis har Fourierrekken for § er konvergent i
middel mod f.

De foranstaende eksempler giver et indtryk af hvad der er galt
med e{--or+ogona15ys+em for hvilket Fourierroeklcemq l'kke'a(h‘d
konvergerer i middel mod funktionerne: der er for fa funktioner
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i orfogonalsystemet, i en passende forstand. Vi indfdrer en terminoleg;
for de ortogonalsystemer, hvor der altid er konvergens i middel :

_D_e_-f(m'hon 5.13. Or'f‘osona'sys-{"e,me‘f' gc’Ph}heN‘ M? 81925 at veere fu(d-
Stendigt (eller fotalt) hvis der for enhver funktion feMg galder,
at dens FPourierreekke med hensyn til systemet {¢, .., konvergerer

i micdel mod f.

J-félge Saa-l'm'ng 512 er fuldstendighed af systemet {p,tnem
endvidere cekvivalent med, at Parsevals ligning geelder for enhver
funktion { eMg .

J studiet af ortogonalsystemer i det fdlgende vil det vere
et kardinalpunkt at vise deres fuldstendighed.

%

Til Llinie 18-23 [w]s.72 bemeerkes: Vi har fra MAT 102 ,at

b b .
S 00 dx = S foodx , har f, = f uniformt. Den ledvise integrahon

fuhgerer altsa.  har rekken, der fremkommer efter mulhplikation
med @ Q. er w‘n-form+ konvergent. Dette galder under den indskrenk-
ende antagelse, ot ¢.p e begreenset. (Det pa dette sted i [w]
hevnte bevis er da helt onalogt til beviset for setningen side 32.03

i MAT1-voterne (102) .)

Vedrorende sammenhengen mellem uniform konvergens og kon-
vergens i wmiddel bemerker vi i ovr«g'(' at uniform konvergens
medfdrer konvergens i _middel, nar Sb P dx <oo . Thi da haves,
hvis - f umerm‘l‘ po. [a,b] : .

hf- S (f - f)pdx < sup (foor - f,\(x)) qux -0 .
Xe ta,bl

Derfor medforer uniform konvergens of reekien n; Cnpn mod f , at
(5.1) gelder, har_blot S: e(xrdx <o,

Vi har i alt
PUNKTVIS KONVERGENS
A
(5.48) UNIFORM KONVERGENS
PA [abl s
/ KONVERGENS | MIDDEL

o (b
har S,?""d’“"" MED HENSYN TIL ©.

Jngen af de 6Vn:93 implikationer (¢, K { og M) er gyldfge.(Prév
selv ot vise dette ved eksempler for e=11!)
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K 5.4 Riemoenn- Lebesgues [emma.
Bemcerkninger il [W1§17.
Se{-ningen s.77 linie 5-6 krever nermere -forklaring. Der Pas*';s

: b
[emma 5.144: Lod feM med fa [forleoodx < oo . Definer, for hvert
Axo , funktionen f, ved

foo | hvis [fo) <A
f (X) = .
A o . hws Ifeol>A

b
Da gelder 5@ [foo - faoleondk = 0 for Aoo,

[ truncated = beskaret]’

Bevis: Da fo er stykkevis kontinuert og Ifoa-fyool < Ifool eksiste-

-rer integralet j: [foor = o (Il poardx
Vi betragter tilfeeidet hvor b er eneste eventuelle diskontinui-

tefspunkt for f og p (ellers opdeles ( endeligt mange intervaller of
denne type ). Da er foo og ¢x) kontinuerte og begrensede pa alle
intervaller af formen [a,t1  hvor t<b. Definer

Xy = sup § te [abl | IfoolsA for xe[atd}.
Da X, b for alle A og x, er voksende for A 7oo, ma xA'*csb for
A;‘oo)- her er c=b ,da f er begreenset pa ethvert interval [gt] , t<b.
Vi har N b ' b ’ b
S lf(x)--fA(x)(Q(mclx=S lfcx)—‘{A(x)lg(x)ckSS [foaleen dx =0
e XA W
for A—=oo; sidst nevnte korvergens er gyldig pr. definition of det
uegentlige integral. O

Vi bemcerker i ovrigt (som i bogen), at Riemann - [ebesques

lemma

(flpn)
_ﬁ:l'%j —+ 0 for h—» o

for funktioner i Mg (La,bl) allerede folger af Bessels ulighed (Lemma5.8).
Acgumentet i [W] side 77 udvider gyldigheden heraf 1l klassen af

funktioner { , der opfylder
feM  med Llf(x)( e dx <o
pa bekostning af en forudseetning om orfogonalsystemet -

K: L for alle xela,bl og alle n.
e, llg ‘

b
( Nar J puxrdx < oo er den nye klasse af funkhoner en udvidelse of
M? , ved Schwarz' ulighed: For fe M?([a,b]) er

Jj H:(x)l?(x) dx = fblf(x)l - oty dx S(f:lf(x),zq(x)dx)%v(Jjg(x)dx)é.(oo. )
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K 5.5 Trigonomefriske reefckcer
Bemerkninger il twl§18-19.
Satninger og beviser kan blot betragtes som udvidelser of de til-

svarende saininger fra MAT 1oz,
Angaende punktvis konvergens (§12) vises i [W] helt preecist:

Seetning_5.15 :  [ad f:R-R have perioden 27, med f|p 7EJeM([-n:,n:J)
vr £
og S_n_!fooldx <eo. &n tistrekkelig betingelse for at syw-s i punk-

fet x er, at

T
(5.19) S I fx+t) + §(x =) = 25| dt < 00

t

0
Specielt haves™:
1°  Hvis f er kontinuert i x , vil sy00—>feo bvis (i) eller (10> galder:
(ty f er differentiabel fra. hojre og fra venstre ix;
(4{) f er Holder kontinuert i x , dvs. der findes kzo x>0,

©

So l-f(y)--f(x)l < k ly—xl“
for vy i et inferval omkring x.
2" Hvis  har et spring i x Vil s 00 —>21(f(x+0)+ fx-0)) ,
hvis (1) eller ) gelder:

(O 'f(’“‘t’;"f"”m og 'f(""“t‘ f(x-0) konvergerer for tyo.

49 Der findes k2o, &30 og a>o0 ,sa ot [fix+t) - fuxtor|Skt®
[f(x-t) = fx-0)] £ kt*, for te [0,a].

T
Vi bemcerker, at under forudsaetningen Syn(ftm(dxoo eksisterer

T
integralet Sa l{(x+t)+tfcx—t)~25l dt for alle a>o (thi der er %<cil>;

Sa der behdves kun serlige kriterier i omegnen af t=o. 'ﬂ‘ls'frazkkeh'gheden
af Holder befingelserne folger af at  t™'" kan infegreres ind i 0.

Et eksempel pa en kontinuert K men ikke Hilder kontinuert funk-

tion er funktionen 4 o 4
- tor 1+0 .,
feby = { log ¢!

O for t=o0.

Thi der gelder for efhvert «>o at

1) - f] A

- too .
It-ol% gl | T for t=o0

— e — e — e — oy

*)Bemerk, at (1) er specialtifelde of «1).
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- _o_abtag ('t C e A

(P logt 1= ~tf §" lds S s < §, s (471 = s (1=,
hvormed

[t logt | = lt“’PtP(ogt|5t"°‘Pg(4-tP) >0 for £ =>0.
Da. il | t* log 417" =+ for t20.0

Afsniftet om uniform konvergens (§19) kan preciseres en del.

_ Linie 17-20 p& side 81 kan 9"va det -fej(ag-h’ge fhd‘f'ryk,a-l- man
viser, at gransefunktionen for en uniformt konvergent folge of kon-
tinuerte funktioner er kontinuert ved ot vise ot den ikke kan have
spring . (Velkendt broler i MAT 102.) Se hellere MAT1-noterne (102)87.

- Forudsathingen om { side 81 linie 27 er overflddig under de
Surige antogelser om f. Alligevel er den ikke umiddelbart Hilstrekke-
lig til at sikre gyldigheden af de delvise integrationer nederst sice
2{. Vi vil udbedre dette ved nedenstaende (emma ; férst lidt termi-
nolosl' At funktionen f € C°(Labl) er differentiabel med korrtinuert
differentialkvotient i alle unc('fa.gen endeligt mange punkter of Cabl,
udtrykker vi kort ved of skrive f‘e M(La,bl)  idet vi illegger +’
v«lk&_rhge verdier i de manglence punicter. Nar yderligere

S (Foofomidx <o | siger vi at f'e Mo(La,b1).

[emma 5.16: CLaod f og g Veere kentinuerte funkhoner p& et inter-
val [abl o oantag ,at {'og g' ftilhérer My(La,bl). Da eksisterer

Sb o goxy dx Sb feoglixydx , o
) flog og ) fwgdx, og
b b
So, -F'(x)g(x)dx = -f(b)g(b)-'-f(mg(a) -S.o‘ foug'oadx .
Speciet (for gu=1) er
Sa fdx = feb)- fa).

b
Bevis: Da ' 9,f og 9'e M;(labl) eksisterer ja_ +'ougradx  og
Sb foug'oadx ( [emma 5.6). Hvis b er det eneste diskontiquitets-
[/}

punkt for {"og g', har vi for ethvert t<b:
t t
fa foaguadx = fh)glt) - flarglay ~ Ja foagiondx .
° t b
Nbar t-b vl Sa floogoadx — Ja +'x)gtx)dx og S: foog'cx) dx -
S fw gloadx pr. definition af det uegentlige integral; endvidere
a



MATEMATIK 213,1974-75 5.13

vil. f(t)gtt) - fb)g(bd  fordi fg er kontinuert i b. J aH fas efter granse-

ove,rgangen b . b
Sa’ floogondx = fib)glb) ~ f(a)g(a.)—j' fooglendx,
o

Som skulle vises.

Nar La,b] er opdelt i n intervaller [xj_1,xj] i hvis indre -f’
og g’ er kontinuerte anvendes foranstaende argument pa hver of
delintervallerne I:xj_4, Cj1 og [cj,x3] (herer ge Ixy, x3L; [%5.4,651

C[FFroksimeres ved [S,¢51 for S¥Xj4 g ECj,XjJ a.ppro ksimeres ved

[¢j,t] for tAx5); det giver

b h : b
Saf’oog(x)dx = JZ; ( fxg0x5) = Tcy) gleyp + Flegley - f(xj-q)g(xj.a) - Safcmg’(x)dx

b
= flb)glb) - fla)gla) - X fooglexrdx,
a

fordi fg er kontinuert pa [a,bJ. (Summen er en " teleskop-sum", hvor
alle led undtegen de "“yderste" 9ar ud.) 0O

Med dette [emma kon bevismetoden i §32 (s.32.19-.23) i
MAT 1- hoterne (102) fdlges . Do vi nu indskrenker os til reelle funk-
tioner, vil vi lige 'oPregha hovedtrekkene i den reelle formulering :

T T
1 1 :
Med be’regna(serne a,(fi= = I—rs ) cosnxdx, b= T—ELfoosm nx dx

har vi

Lemmo. 5.17: Nar f: R-R er kontinuert og har perioden 2T, og
f/ I[hnﬂe M,([-t,m]), da er |

(5.21) a, Y= nb,(f)  dfor n=041,2,...

(5.22) by () = —ha,(fi  for n=1.2,..

Bevis: Findes i [W] nederst side 21; tilladeligheden af regningerne
er godtgjort i [emma 516 . O

Lemma 5.18: Antag, ot f opfylder forudsaetningerne i Lemma 517,

og betegn dens Fourierrekke ved sa, * ;Z'( a, s hx + b, sinnx ).

Da er .

(5.23) n(az+b)y < o,

og dermed } h=1 ~

(5.24) 2 lagl <o, P ibyl< o .
h=1¢ . n=1

Bevis : Gyldigheden af (523) félger of Bessels wlighed (se (547))
anvendt pé. Herefter fds {.ex. for q, - rekken ved anvendelse
of Schwarz' wlighed Afor endelige summer ( MAT1~noterrme (102) 84),



MATEMATIK 213,1974-75 5.14

at

1

N N N 2 % s ;—‘
Poan = 2 teind < (2w (55

n=4 h=1 n=9

N
som er begrenset for N -0, hvormed 2 1a,1 er kormvergent. 0
n=1

Endelig fas
Setning_5.19 :  Antag, at f:R-R er kontinuert og har perioden Z7m
(specielt er altsa  f(-m)= f(z) ) | samt at 'H[-n: 7€ M, (C-m,md).
Fourierrakken for f med hensyn Hl det ’h‘iaonome'friske ortogo nal-
system konvergerer da uniformt med .

Bevis : Det félger af Lemma 5.18 ot Fourierrmkken for f har den kon-
vergente  majorantrekke
%laol + h; (la,l+ Ibyl) ;

Fourierczkken er altsa uniformt konvergent. Kald dens sumfunktion

fq; Vi skal da vise, at fuo=f,00 for alle x. Dette galder i foI-
ge Satning 515 1°() i de punkter x, hvor f er differentabel. For
hvert af de ovrige punkter xJ gelder , ot f=1f, i en udprikket
omegn {xl o<lx-x5l<e} of x5, hvoraf fdiger, da bdde f og f, er
kontinuerte | at {(x;) = {,(x;). O

( J beviset for at f er lig sumfunktionen for Fourierrekken
{cler Weinberger sig omsider kaldet til at vise Schwarz’ ulighed
for in+29raler,- beviset gar dernaest om od en redegérelse for ot
f er Holder kontinuert overalt  sa Satning 5.15 1° () kan bruges.)

K 5.6 Fuldstendigheden of _det frigonometriske or+ogonal5y5+em.
Med Setning 5.19 om uhiform konvergens kan Vi nu vise Gvf- (w3l
s.85) , at det trigonemetriske ortogonalsystem er fuldstendigt. For
ifolge (5.18) medfdrer uniform konvergens jo konvergens i middel , nar
¢ som her er =1. Dermed fos, at ndr { opfylder hypoteserne i Setning
5.19., konvergerer Fourierrezkken for £ i middel mod T ; og vi vil vise def-
te for vilkc"xrlt‘ge funktioner ( M, ved at approksimere. disse | midde |

med funktioner, der opfylder hypoteserne i Sathing 5.19 .

"Beviset for dette 1 [WI har to mangler : For det forste angives det,
at man approksimerer f ved ot erstatte den med en lineer funkton i et
"tilstreekkeligt lille" inferval omkring hvert diskontinuitetspunkt - al+s§.,
bvis diskontinuitetspunktet er x;  veelger vi x:’j <xj<x; og erstatter f
pa  [¥j ,x"] med enlineer funktion fg ,der forbinder (¥, f(xj))
med (' f(x"1) . Det er ikke filstrekkeligt her at xi og x{' er feet
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ved x;,thi vi har kun bhold Q. nnf@gra!eme J fo0dx og _], fua) dx , 1kke
Pa- selve funkhonsvaerdneme f(X) 09 ‘f(x Man kan Clog kOmme
frem til et brugbart valg af xJ og >< ved en tkke helt trivel anvendel-
se af mfegralregnmgens m|dde(varmsaz+mn9 - For det andet overser
[w]  at f ikke behover ot vere differentiabel po de resterende inter-
va(ler C xJ_1 , xJ_] so. f skal ogsd approksimeres her. Det kan vi 9ore ved
en anvendelse af at f er uniformt kontinuert pa hvert Exﬁ , X3 J sa
den kan approksimeres, med hensyn fil sup-normen, med en kon+muer+

stykkevis lineer funktion.
J stedet for ot udfore disse skridt | detaljer vil v give et mere

almengyldigt bevis , af hensyn til onvendelsetne i [w] kapitel TL.

Lemma 5.20. [ad ¢e M(Ca,b1), ©>0. Antag,at Jbeoodx~c<oo [ad feMg-Givet £>0.
tv> Der findes en sfyk!"ev.s konstant funktion ge po [a,b] med
gela) = ge(b)=0, sa I f- gsll? < 2
@) Der findes en C’- funktion fg pa [ab] med fela)=fslb)=
fltars fitb) =0 o9 If -felig <€.

v LRy, < X=b vere de eventuelle diskonti-
. & vil blive preciseret senere.
Veelg %3 (3=1,..,k) og x5’ (j=o,..,

Bevis: (v [ad A= x,< Xq <
nuitetspunkter for f og ¢. Lad &,>0

Y IS
4 k-1) | s& at
/4 Ko SR XY KR <X, € e € Xt KXy
¢
o
:i i 2 0,
< <
i ~0 J ng -F(X) ?(X)dx -84 \ SXJ 'f()() ?(x)dX—S.' ,
o
o L i X for hvert j.
=X, o i Rq N X;’_ X7 xzq Xe=b ‘ o
o 1 Der er ialt 2k sadanne integra-
[} . / /
gg SOm 0 po intervallerne [xo, T, [x/ XYL,..., [x/, %3

ler. Definer
Da f er uniformt kontinuert pa tn+6rvallerne [31,><JJ, eksisterer

et 850 , sa at for t, i, € [x'J Z0.% 1 med 1t -t,1<8 gazlder‘
Lfatp - £ 1 S ‘\[7 Velg en inddeling af Inver+ m+erva.l [)LJ 1,><J ']
i intervaller af langde £6. P4 hvert of disse delinfervaller seftes
92“) lig med Vazrchen of foo | det venstre endepunkf Do er
Ufoo ~ g a0l £ Vey pa hvert interval D(:H %31 09 der gelder

X3
SJ (f(x)—gacz)) ecadx £ & J otydx .

j"i J-"
Hermed er g, defineret pé hele Ca,bl, og vi har

b 2
Sa (for-g (oY eoodx £ Zkeey + € J;gcx)dx = €4 (2k+tc).

£
Velges &= poyy opfrider g,
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lemmoets wdsagn (1).

o Vi 3ar videre udfra g, hvis springpunkfer vi nu betegner
ved 1:1 <t, <<t U otyvas t, og t, < b=tm+4). J omegnen af
hvert t; skal g, udglattes %l en ( ncert liggende) C*- funktion. Pro-
blemet loses férst for en model:
g(x> = {Vq for xe l-m,0L

Y, for xe[ o000l .

& stykket [ 8,81 erstatter vi g med polynomiet

Lad

= Y. ‘
P =Yy, + _158)_1 [5 (£+87 (£-6)dt

]
hvor c(é) = J.s (t+s¥(t-8Vdt = 1-5 ° 8% . Denre funktion opfylder dbenbart

Y @(-0)=y, og (p(&)=Y,, 04 endvidere, idet

' 7 e Y, = ¥ 2
5 ‘= 2L ¥ (x=8)
5 ﬁ R ' o5 (x+8) (x-8) ,
!
' f P (-8)= p'tS) = ¢"(-8) = p"(6)=0. Funk-
] y1 ) '

tionen fg defineret ved

gx)  for 1x1>8
fs (x)=
6 pexy for 1x1<6

er da en C*- funktion. Bemeerk endelig, at [gon-fs0 < ly,~y, I for
alle x .( Hvorfor )

Vi betragter nw gg igen. Ved konstruktionen of ge har W opnc‘t’.-
et, at diskontinuitetspunkterne for @ ligger i det indre af (visse af)
intervallerne Jt;_ -1, b L. Fo'l96||'9 findes et 5 ‘SEL oer kontnuert pa
hvert af de afsluﬂede intervaller [t;-6, t +6,]. [ad
Ky= max{ Iggexl | xe[a,bI} og lad K, = maxi@(mlxe U [t;~3, ,t;+6,1 ¢,

Veelg 5,50. 5¢9, og 25m(2K1) K,

Funktionen f; defineres nu som den funldion vi far ud fra e ved
at erstafte denne i hvert interval [ 1,-6, t;+3] med en funkhon
som (p ; forbindende ( t-8, g (£;-8)) med (t;+5 g (4;+8)) (dvs.

vi erstatter med

X
1
G0 = g, (4,-8) + o5 (g (t;+8) -9 t;-8)) [

(- tt;-8) (- (t;+30" dt),

Da har vi b

2 : 2
Il e - fall? = Ja (gamaf fe(x)) ox) dx
t.+

Z (Gr{e)?dx ¢ mo28 (2K K, €
=1 -

Nien
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J alt e llf {sll < (g- 35"?“'95 fell?) <2( nf- geu +llg, - {8”?)
S 2( *3 £y=e.

Do f, er O i omegnen af @ ogb, opfylder den lemmoaets udsagn
w1

Herefter vises fuldstendigheden of det trigonomettiske ortogonal-

system som i [W] s. 85 idet vi finder en approksimerende funktion
ved [emma 5.20 (11).
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6. Problemer, hvor separation af de variable
forer til trigonometriske rekker.

K 6.1 Varmeledningsligningen.
Bemcerkninger til [wl§22.
Med udtalelsen "the series (22.2) can be differentiated ferm by

term' menes ikke blot, at hver led i rekken kan differentieres , men ogsZ,
ot den derved fremkomne rekke er konvergent og dens sum er differen-
tialkvotient af den oprindelige reekke. Vi skal her og i det folgende
benytre det fra. MATEMATIK 102 velkendte kriterium : Hvis 1, (0 Thepy
er en félge af funktioner i C4(Ea,23 )' n; . (x) er konveraerﬁ ( gerne
blst punktvis) med sum ), og ;1 pl(x) er uniformt konvergent med
.sum 4 (x) , da er pe C'O(o[a,bl) og =, - Kriteriet benyttes
P& rekker af formen ng; w,xt)  med hensyn ]l x og t hver for sig,
for de ledvist partielt differentierede rekker.

J undersdgelsen ( IWls.94) af u's kontinuitet op til x-aksen be-
hover vi ikke anvende maksimumsprincippet, nar vi i stedet benytter
femma 5.19. Thi det giver, nar f er_kontinuert med f(o)={(m)=0 og
f'e My, at ,,Z.::'bn| <o  hvormed glbhl er en konvergent majorant-
reekke for f bne'"ik't sihnx pa hele omradet Q= [0,T]x[0,0[ . Da

n=1

er summen W(x,t) Kontinuert pa hele 0 ,6g wix,0)=f(x).

K 62 faplace's ligning i et rektange!.
Bemcerkninger til [W] §23.
J stedet for at bruge maksimumsprincippet kan vi somi 6.7

anvende , at under de nheevnte forudsetninger er Z Ib | konvergent,

© . > b sith h(A-y) g
hvormed n; i Ib| er majorantraicke for nZ; b, 5'"5in: (n Sin nX

pa hele N ="Comnlx[oAl.

K 6.2 [aplace's ligning_j_en cirkel.
Bemerkninger +il [w] §24.
Bemeerk, at efter indforelsen af cle polere koordinater mo. Vi
tage hensyn il en vis flertydighed med hensyn il 8. Vi har at gore

med en afbildning fra (r8) il (x,y):
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-T

hvor hele liniestykket {ot x[ -, &) afbildes pa (0,0), 09 punkter (r,-m)
og (r,) afbildes i samme punkt (-r0) i x-y-planen. Overgangsform-

lerne er
x=1r cos O rey/ %
= in ©
y J=r Sf': Arctan ¥ | nar x>0,
isse sammenfattes i, x 0
6 Arceot 3, nar yro

i X+iy = rei® ved ,
Eulers formler) A"Ccot§ -T ,har y<o .

Ved omskrivningen af au til polere koordinater benytter vi, at

0 1 -$
(é%___i(zi_yz)z.zx:%:cosel
ar ‘ y
6 oy ~ R
T e ! X Y _sin® ' \dige for x#0
ox yy2 2 T7 2T T — emregninger gylage for '
X 1+ (?) X r r for X=Omg.nvend€$ andre formler)
96 _ { 1 _ X _ cos® )
8y T qe(@R ox oo ( - ]

Hermed bliver au=o0 Hl
9'w 1 3u 1 Bu

(62) o *Toar TR e t JoALxJ1-m, [ .

Ligningen for R(r) ( [W1 (24.4) ) der opstar Ved at vi indsetter w(r@)=
Re) Ole) i (6.2), dses let ved ot manm indférer variabelskiftet

r= et ; dette giver hemlig for den sammensatte funkhon R(t)= R(e®)
ligningen

(6.3) Rty - Rw=0

som har konstante koefficienter. [WI@4) er et specialtilfelde af en

klasse af differentialligninger med polynomiale koefficienter  Eulers
d({ferenh'o.uighmg), som l0ses ved denne metode. ] (6.3) har los-

hir\geme ~
R(t)= a+bt for h=o,
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Rit)= ae™ +be™ for n¢o ,
hvoraf fs losningerne 4il [w] (24.4) :

Rtry = a + blogr for n=o ,

Rt = ar+ br® for N+0 .

De ubegreensede Idshinger bortkastes | fordi vi onsker lésninger, der er
kontinuerte pa hele [01].

Ved superposition nar vi endelig frem ftil rekken [w](24.6).
Fr of denne skal give en lésning til. det oprindelige problem og ikke
bore en Idsning i cirkelskiven med den negative x-akse bortskaret,
ma. vi undersége differertialkvotienterne efter % og_y. Hvert led i
(24.6) er konstamt pa folx [-T,T] og har periode 2% som funicton
af B, sa de definerer virkelig funktioner af (x,y). [igeledes kan
mon gennemfore en diskussion of filpasningen af differentialkvo -
tienterne efter r og & pa den del af randen af rektangelet [o11x[xm]

‘der ikke ofbildes enentydigt . Vi kan imidlertid klore os pa en simp-

lere made :
Bemark , at :
' in®  =(n® . —imn
(64) r"osnp= " L e = )« (r™O) = L[ eriyis (x-iyT]

Det er et polynomium i x og y og dermed en C®- funktion af (x,y)!Til-
svarende er
(6.5) F"sin n® = 515 [ (x+iy)" - (x- fy)"]

et polynomium og dermed en C”—funl:-h'on of (X, y).
Endvidere har vi, for nz1 ( brug (6.1)):

0 n-1 : 06

3x T cosh® = hr'  cosh® % + r" (-nsinnB) 3
= -1 : -1 %
= nr” (cosne Cos@+SinnB sinB)= nr'  cos (n-1)08. )

B%c r"cosnel S nr overalt |

5 Fecfe.H' ses at

Videre fas, for n22:

az 2 -4 h-2
=@ P cosh® =—3;<—(nr" cos(n-1>e)= h(n-nr Cos (n-2)8

2

9
ox?

Mceosn® | € "% averalt

Ved at gennemfore ondre tilsvarende regninger finder vi i alt:
*) Formlen kan naturligvis ogsa vises ved differentiation af det poly-
nomiale udtryk i (6.4). Det krever dog f.ex. et bevis for af
9 o\ o -1 of
a')'(( fxsiy) ) = 0 [ flxxiy) ) s

.for kom,’olekse {uhktﬁoner F
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De 1'ordens afledede effer x og y of r"cosnB og r"sinnB er numerisk
< nr™ oonz ),

De 2'ordens afledede efter x og y af r"cosnB og r"sinn® er numerisk
< n? 2 (n22),

De p’te ordens afledede efter x og y af r'cosn® og r'sinn® er numerisk
< aPrP P o hzp).

co

Da raekkerne né "t nzz ol o '"Z=P Rt r™P L ( potensrekker i r!)
alle har konvergensradius 1 ( benyt f.ex. kvohientkriteriet), ses of alle
rekker dannet ud fra rekken i [wl(24.6) ved ledv-’sed(fferenﬁaﬁoner
efter x og y er uniformt konvergente pa cirkelskiver {(xy)| x*+y2 <2}
hvor <1, saledes at sumfunktionen er C* i den dbne enhedsarkelsk\—
ve og hlfredsshller chfferenﬁo.lhgmngen Aw=0 dér. - Dete forud-

Sefter  kun j [f(8)ldB < 0.

Som sadvanlig har Vi, nar Vi om f(8) yderligere {orudsetter: {(&>
kontinuert P‘a’- [-T,81 med f(-T)=f(Z) og {'€M; 6 at selve Fourer-
reekken for f har den konvergente majorantreicke o l+ Z (fa,l+(bl)
(jvf. Lemma 5.48) Da |r"cosnBl<4 og Ir"sinnBl<1 er denne
rekke da majorantrekke for rekken for w pa hele den afsluttede
enhedscirkelskive | sa u bliver kontinuert pa {(xy) | x®+y*<1} og lig
med f pa randen. ( [W] bruger i stedet tmaksimumsprincippet.)

Losningere til  Laplace's ligning Au=o kaldes harmonigke funktioner.
De specielle (osnmger (6.4) og (6.5)
z[ (x+iy)" + (x=iy) "] a9 sl (x+iy) = (x-iy) ]

kaldes de ha.rmoniske polynomier (i to variable).

Rekken for w kan opfattes som realdelen af en kom-

Bemarkni ng.
\B)

Pleks Po{-ensrazkke med konvergensradius 21: [ad z=x+iy (=re

sa er , for nz4,
n , Sn h_zn
zZ'+27 [ p 2%

n_.
a,t"cosnB +b,r'sin nB = a, 7 n T30
= 3 (a,-ib22" + %(a,.,nbh) z"
1 4 — =n h
= 3 pZ"+ 36,2 = Re( cyz)

har Cn= Qn-ibn. Lad ¢,= '71.“0 . (For n21 er 3c. netop koefficienten
til ein® iden komplekse skrivemade for Fourierrekken for {(6)
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anvendt i MAT 1~ noterne (f02)§ 32 .)
53. er . 0
= Re( Z Chz”) ,
T n=o
hvor Ic,1<2¢, nar ,,-ZJ oo = ¢ <oo.
R

En kompleks funkhon, der er sum af en kompleks potensrekke med
positiy konvergensmdius  kaldes en analytsk funkhon. Vi ser, at har-
moniske funktoner (i en cirkel omkring 0) er realdel af analyhske
funktioner.

09
Relkken 3 + NZ1 rMcos n(6-) pa side 102 i [W] summeres let

ved hielp af Eulers formler: [ad ©-p= %, sa er (idet r<1)

N N
4 1 4, -
;+) t"cos pet = 2+Zr"5(e‘"“+e’““)
h=4 =1
q . IR - i AN
= 5+ EZ(re"‘) +zZ(r‘e"m)
h=1 hf:i1
- A iw - (re™ 4 iw 1 - (re®)N
= 3+ 3 re” ——— +=7r :
1 - rei% z 1 - re-i®
O O B 1 _re'®
2V T om T T ok
1-re 2 {-te”
1 U-re®)(4-rg®)+ rei* (1-re™™) + re “(1- re'*)
z (1-re™)(1- re™™)
1 { -r
z 1+ pr*~2r cos&

Til sidste afsnit i [w] 8§24 bemaxrker vi: 7Differenhiation under

imegraltegnet med hensyn Hil x 09 y kraver en redegérelse for
at integranden | der jo er givet som funktion af r, 809 ¢, jUf- diskus-

sionen s. 6.1-6.2  har partielle afledede efter x og y som er konti-
nuerfe for (xy,@) € § ¥+y* < <R -msesmt  TDefte er fakhsk
tifaldet, ndr f(p) er kortinuert, da  r*=x2ty?, og T Cos (B-(p) =
Fcos Bcosp + ¥ Sin6 sin = X s + ¥ sineg . Dog ved wvi allerede (s.6.4),
ot wer C* i den abne cirkelskive -"-2%73 <.

K 6.4 Den dempede bolgeligning.

Bzmcerkninger +l [wl §26.
Bemerk, at maskineriet for separation of de variable for bdlge-

ligningen uden dempningsled er indfért i [wl844 og genoptoges Pa
s. 114.

Argumentet Sverst s.114 er i detaljer -fcilge,nde: Bemark forst,
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at nar fe C*(Lo,mw1) med flo)1=f(m)={"(0)= {"t)=0  er wudvidelsen Hl
en uh’ge funkion ? PZ‘ R  med periode 2T en Cz(fR)—-funlc-h'on Nar
yder ligere f”e My (o, 1]) har vi, med kompleks skrivemade for Fourier-

rekken :
[

.t w, . =tnx - "
= an,mj 7y e dx ( th ¢ (1))

T

1 i, ,
= (inY i -f’(m e de (= wn) )
4
3 - .
= (H‘l)z’% j 'F(X) lm( = -in® Ch(-f)

ved delvis infegration som i [wls. 81, juf- ogsa noternes Lemma 5.17,
5. 5.13 . Da Farsevals ligning (eller blot Bessels ulighed) gelder for

; cn('f”/) . f&s

00 oo
2 leatf™I® <eo dvs. 7 e lentfilf<eo
he ~o0 n=-00

. o 2
Do leal= } (af +b,), fas specielt & n°b <e . Dernest anvender

vi Schwarz’ ul |'9had for ende(«ge summer :
4

thlbl S(i he b )%(i :Ta )l ,

n=1
Som Viser konvergensen af Z n*(b,l, der (pa en konstant necer) er
majorantrekke for de ledvist dcfferenﬁenade rekker af +l og med 2’

orden.

Herefter vises pa side 114, hvordan man kan spalfe en del af w«
fra., PZL hvilken ledvis differentiahion ikke (behdver) anvendes , so.-
ledes at ledvis differentiation pa den resterende del krever ferre

omkostninger ( 1 form af betngelser po. ).

Ulighederne [w] (26.5) vises let ved hjelp aof {olgende elemen-
tere vurderinger:

Lemmo. 6.1. For alle x,y € R gelder
(6.6) [cosx - cos y|< Ix-yl Isinx—sinyl $Ix-y|

Bevis: For X+y haves ved middelveerdisatningen
s X - Cosy
=Y
idet £ er et passende tal mellem x ogy. Tilsvarende bevis for sin. [1

= [sing | <1
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Lemma 6.2. [ad k>o

6.7

. For alle x22k er

(67) -V EE ¢ £
X
ovs: Y bar x- fFIE - k(1T E ) & A2SE

hvor t = 5; . Midde'Vaz_rdis@,+n{ngen giver  for 0<t 4

2z (dvs. -EzZ):
q
q =2 1
-_ = = (4-7T) < ——= <1
t z 2\/4?
lidet T er et passende +o.l mellem 0 og t), hvoraf det dnskede fos
ved indsettelse C\f t= ;‘ . a

En mere indgdende anvendelse af Toylors formel giver fordvrigt

2
©® (x-y@-) -3 & = elx®

[ ST BN

for x-00 |

| Lod os hu f.ex. vise den férste ulighed i [wl(26.5) . fad n, vare
det mindste hele tal > 2

z . for hin, er
6o) T - 2

-at
h cos hct = (CoS'\/h 24—t - cos het )+ f’:‘ 5 sin/rec e -t &
nc” —a
For h_>_2% er ‘/hic"-af">1/%n?-cz' =%_7-_- , Sa ondet led i (69)er £
—at
‘}, Q——C‘:—a‘—ﬁ‘ . Fdeste led behandler vi ved brug af [emma 6.4 og 6.2:

e~ | cos frRCH -2t - cos net | €% [Vt -t — het |

= -at .
¢ ~~at @ty _ 4 e £t s 2a
- €& het h c for n2Z .

Vi har dermed den nskede vurdering for n22 2 ,med B= max e, (

&yZ) . B kan endelig modificeres sé uligheden ogsa galder for de foeste
endeligt mange verdier af h op Hli 22 .

De andre uligheder i [W1(26.5) fés p& tilsvarende made.

NB! J formel [w](26.6) 0og den foregaende formel skal nt er-
stattes med hct.
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7. Krumlinede koordinater og separation af de
variable.

T 71 Krumlinede koordinafer.
J [w] chopter I¥ (side 63{f) er behandlet metoden separation of ce

variable . 09 det er her vist ot bélgeh‘gningzn,varmeledningsligningen og
Loplaces ligning alle kan separeres, nar de betragtes i to variable (for
de to forste ligninger en stedkoordinat og en tidskoordinat og for den
sidste fo rektangulere stedkoordinater).

Ved separation of rumkoordinaterne og tidskoordinaten i
Schrgdingerligningen,bo'lge,hgningen eller varmeledningsligningen med
to eller flere rumkoordinater fremkommer den elliptiske differe,nﬁa.lh'snfng

(7.9 Auw+k*u =0

i rumkoordinaterne. Som specialtilfeelde fos for k=0 Laplaces ligning,
for k reel og konstant Helmholtz/ ligning (eller svingnings ligningen)
mens tlfeldet , hvor k% er en funktion af stedet representferer den
hdsuafhengige Schred ingerligning.

J det fdlgende vil vi undersdge (7.1) i det tfodimensionale til-
felde samt antyde loshingsmetoden i det fredimensionale tilfeelde.
Vi kan indledningsvis undersége separobiliteten af (7.1 ,har der be-
nyttes sedvanlige retvinklede (rektonguleere) ksordinater X ogy,
og der altsa er givet ligningen

% 2
(7.2) oz © %;% +k*w =0.

Den er,nar Vi forudseetter at k’er konstant, Separerbar med partiku-

lcere losninger of formen
(7.3 Utxy) = XLx)Y()O .

hvor Xx) og Y(y) er Iésninger Hl
(7.4) X"~ AX =0 hhv. Y'+(k2A)Y =0.

J den konkrete anvende|sessituahon er de sadvanlige retvink-
lede koordinater ofte upraktiske, idet symmetriegenskaber ved pro-
blemerne f.ex. kan bevirke , at randbetingelser er givet pa kurver
(for tredimensionale problemer pa flader), hvis ligninger eller pa-
roameter fremstillinger ikke er bekvemme i de sadvanlige refvink-
lede koordinater. Vi 'vil derfor undersége, hvorledes  separabiliteten
of (71) cendres ved et koordinafskifte . [ad der vere givet et set nye
koordinater (£,,%,) , forbundet med de gamle (x,y)- koordinater ved et parof

C*- funktioner
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(7.5 X= x<z,,z,_>,y= y(zhzz) \

som er defineret pa et &bent omréde, hvori  funktionalmatricen er reguler
Jdet funktionerne i almindelighed ikke behdver at vere linecere, kal-
des de nye koordinater (£,,£,) for krumlinede koordinater.

Som koordinatkurver betegner
vi de kurver i plonen for bhvilke
enfen £, eller E, er konstant langs
hele kurven. Koordinatkurver langs
hvilke &, varierer,mens £, er kon-
stant , kaldes &,-akser og omvendt.

For at kunne unders<’>9e separa-
biliteten af (7.1) er det nddvendrgt
ot kende det differentiationsud-
| tryk , som [aplaceoperatoren A
bliver til i de hye koordinater. Vi vil her indskreenke os Hl at be-
‘h'ag‘f'e ortogonale krumlinede keordinater  dvs. krumlinede koovdi-
hoter, hvor Z,-akser og Z,-akser altid skeerer hinanden under
rette vinkler (mellem de respekhve tangenter) — se figuren. Om-

skrivningen af operatoren A til (£, &,) - koordinater kan ske ved
direkte udregning of differentialkvotienterme ., men vi sparer nogle

regninger ved ot benytte fremstilingen
Au = divigrad w)

(1.8)

for Laplaceoperatoren.
Buelcengden s po E; - okserne er bestemt ved

d .
(7.7) d——ze = hi(£,,5) |, i=t2
bvor den il Z; modsatte koordinat er {astholdt,6 og hvor
ox \2 . [y \* .
(7.8) HL(Z,,Z;_\‘:\/ B'EL) - (5%/') EET A
Storrelserne hy og h, kaldes (&, Z,)- systemets metriske koetficien-
ter.

Vi onsker férst at finde udseendet af grad u i (& %,)-sy-
stemet,oq hertil benyttes at grad u i (xy)- systemet har frem-
stillingen 3 5

U
(7.9 gudu=( 5 &y, 3y Gy )

Enhedsvektoren e, pa fangenten til en Z -akse har i (xy)-
systemet {fremstillingen
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(T10) e, = (gg" %1) - 4(3>< 9>’)
BN GO
1

og komponenten of grad u efter e, er da skolarproduktet of de 1o

vektorer : u
_ _ A 3u ax E?X)_lg't
(grad w)y = grad u- gfh(bx %%, = ay %) hy 2,

hvor  wtxyr= (¥, Z,) . Altsd bliver grad u i de nye koordinater

: 1 da 'f ow
(744) grad w = (h—1 26, 1 hy azj

J det 'Fo'lgznde skriver vi som vanligt w i stedet for iL.
For at finde divergensen of et vektorfelt a udtryict i %, &,)-

“koordinaterne benytter vi divergenssatningen ( [w] s.52-53, MAT1-
noterne (101), 860, s. 60.06) :

(7.42) SS diva dd = S a-nds ,
n an
hvoraf |
SS diva dé San a-hds
(7.43) diva = lim = lim
= diam( Y0 SS 1 dg diamiiyso  oreal (L)

E,*SQ /z "'62

Som (1 benytter vi det pa
figuren viste omrade begrenset
af koordinatkurverne gennem
punkterne A, B C og D med de
angivne koordinatverdier ; vi vil
senere lode 8%, og &5, ga mod
0.
Ved beregningen af strémmen
San_ a-nds of vektorfeltet a ud gen-
nem Ol betmgter vi kurvestykkerne
AD 09 BC for sig , o9 AB og DC for sig . Bidraget fra fex ADoSBC er

nem AD (jvf. (T.T)):
[ahe + 2 (ahy) 8, ] 3%, = ag et + o(e

eller 5
a—zt( 0.1h7_) 631 622 + 0(&2)

hvor a, er a's komponent efter g, og hvor & angiver storrelses-
ordenen of diom@Q). Jalt fas
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ds [32(01 )+ = (C‘z"MJ&' SE,+ 0.

3

(714 Sang

Arealet of QL er
h1az1 hlé‘f + O'(Ez)

for 681 og 85,0 fas da ved brug of (7. 13) veerdien of diva i punk-

4
et A: ]

(745) diva = s [51( hya,) + -&-Z(h.,az)]

For a=grad u giver dette med (7.11)

1 h, du hy Bu
K d = ( . ) ( _—):{
(1.16) ivigrad w)= Auw = hehy [351 hy 2€,/ 3&\h, BE,

Ved analoge betragtninger fas i tre dimensioner:

1 ( h1hzl'|3 ou )
_ AW = = s
(74D “E ks & g\ TRt 7

K 72 Separation af de variable. :

Bemerkninger til [w] side 68 .
Vi er nu kommet savidt, ot vi kan undersége separationen af de

varioble i (7.4) 1 krumlinede kocrdinoter. Jndledningsvis vil vi kort
repetere forudsetningerne for metoden separation of de variable i lyset

of begrebet krumlinede koordinater:

(©) Den forelagte ligning Lu=0 skal have produktidsninger.

() Alle (begyndelses- og) randbetingelser skal vere givet pa
koordinatkurver.

@ic) De lineere operatorer, som definerer randbetingelser p& en
given koordinatkurve , ma ikke (ndeholde afledede efter andre
koordinater end den,der er konstant pa kurverne, og koefficienterne 1ope—
raforen ma ligeledes ikke afhenge of de 6vrige koordinater.

Nor disse forudsetninger er opfyldt , indsettes en produlktfunkhion
og de separerede ligninger bestermmes. Ved hjelp af randbe-
tingelserne p& modstdende koordinatkurver dannes derncst
egenvcerd-prob(emer‘ som sa loses. A-[-’ de fundne egcnfunk:honer'
dannes en produktrekke | hvis koefficienter tilposses rand-
betingelserne . Dere ffer underscges konvergens af txkken , herunder
kontinuitet og differentiobilitet | og der sluttes med en verifikation

of differentialligningen og randbetingelserne.

Vi kan nu genoptage behandlingen of (7.1)  indledningsvis for
1o dimensioner.  €n nodvendig og tilstrakkelig be'hngelge for at
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Laplaces ligning separerer er, se (7.16) , at forholdet mellemn de metris-
ke koefficienter er separerbart dvs. at der findes funktioner f4(Z4)

og 'fz(zz) s&

( h1(£1.22\ = 'fz(Ez)
7182 hy (£4.2,) f(2)

Udfores separationen af Laplaces ligning ved indsecettelse of (7.48) og
WE, 5= UEQUL(E) | (716) fas de separerede ligninger

(719) f‘,(zb) d'fb( 'Fa, g—%): ) = )\ai Ul« ) i=1,2 ,
hvor '
(7.20) M+A, =0

Skal Helmholtz’ ligning eller den tidsuafhengige Schré'da‘ngerh‘gningi
to dimensioner kunne separeres er der yderligere en betingelse, cler
_mo. veere opfyldt, nemlig at der findes funktioner ¢, (%) og LF?_(ZZ\,sa

(T24) FED FL8) W8 8 hyl8 5) KEE,y) = wp, (E)+ 1p, (E)
og de Separerede hgnmger bliver da

du; .
ey R G (4 )+ e U= Ll | i,

hVOr % +>\oz
Cugmnger af typen (7.22) vil vi vende filbage til i [w] chopter YL

og Senere { disse hoter.

Mens [aplaces ligning i to dimensioner er separerbar i et stort
antal keordinatsystemer (se f.ex. [W] s.236-245), medfdrer betingelsen
(7.21) , ot Helmholtz’ ligning kun kan separeres ( f& og Schrdding-
erligningen | {ferre eller ingen koordinatsystemer, afhoen9|9+ af
funktionsformen af den potentielle energi, der indgar i k% Beting-
elserme (7.18) og (7.21) {drer for He(mhon’ ligning i fo dimen-
sioner t| at den kun er seporerbar i koordinatsystemer, hvis
koordinatkurver er keglesnit med felles brendpunkter (konfokale
keglesnit) eller disses udartede former ( rette linier og cirkler).
Disse 4 systemer er beskrevet bagerst i dette afsnit pa siderne 7.7
-7.8 sommen med de separerede ligninger og bemcrkninger om
egenfunktionerne ; en del af disse specielle funktioner vil vi vende
tilboge 4l i slutningen of disse hoter.

Det+ bemcerkes at man uden at cendre separerbarheden kan
dreje eller pargllelforskyde koordinatsystemet samt multiplicere
£, 09 &, med hver sin konstart. Man kan endog erstatte £, hen-
holdsws £, med en funkton af Z, respektive &,  idet det kun
er koordinotkurvernes geometriske udseende, der er vasentligt.

J tre dimensioner er forholdene mere komplicerede . Helmheltz’
ligning og [aplaces ligning er kun fuldstendigt separerbare i
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systemer, hvis koordinatflader er konfokale k29|e$ni+5f(acler eller disses
udartede former. De i alt 11 forskellige systemer betegnes efter flader-
hes art | vigtige eksempler er sadvanlige retvinklede (rekfangulere)
koordinater, cirkulere cylinderkoordinater og polere koordinater i rum-
met (sfcenske koordma‘fer) Disse tre findes omtalt bagerst ( dette
afsnit - de évrnge findes udfdrligt behondlet { f.ex. Morse and Fesh-
bach: Methods of Theoretical Physics | chapter 5. De separerede lig-
hinger giver anledning 1l indfdrelse af en del nye funktioner, hvoraf
bver type i reglen danner ef fuldstendigt ortogonalsystem. Vighigst
er kuglefunktionerne | specielt [egendre - polynomierne, der optreeder i
sfeeriske koordinater( se [WI s.188-193).

Eksempel (bipolere koordinater).
Ay

%, konst

Pa figur a er vist nogle f& koordinatkurver i bipolere koordinater.
Koordinatkurverne svarende fil €, konstant er cirkler,der er de geometriske
steder for de punkter, hvis afstande (rjog r, , se figur b) til to punkter
A og B har et konstant forhold (forholdscirkler over liniestykket AB)
Koordinatkurverne svarende il .5_‘.2_ konstant er cirkelbuer (fra A 1l B)
hvorfra liniestykket ses wnder en P?«. hver cirkelbue konstant vinkel 8
(synsvinkelbuer). De fo saet kurver er hinandens orfogonaltrajetotier.

Som koordinater velges

g2, Eelool o

i)

£,=6 , ¥, e I-mm]

>

det skal dog bemarkes,ot mon offe i stedet for den angivne definition

of %, valger Z;= Joge -:;; :

%) de otte andre "er: parabolske cylinderkoordinater, elliptiske cylinder-

koordinater, koniske koordinater, parabolske koordinater, langstrakfe sferoide-
koordinater, fladtrykte sferoide koordinater, paraboloidekoordinater og

ell:’psoide koordinafer.
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Sammenhaznsen mellem de sadvanlige retvinklede (x,y)-koordinater
og de bipolcre (Z,‘,E,z)—kOOrdina’rer lkkan vises at vere
gl -1 E,sin&
X =0 1 = 2 1 2
1+ 21?‘ —221 Coszz ’ Y & 1+Z1" -2&, cosE,

Ved partiel differentiation of disse udftryk og anvendelse of (7.8) fin-
des de metriske koefficienter. Resultatet kon skrives
h? = h: _ 4ol
17 = z ‘ 2
21" ( 1+ 25 ~2%,¢0sE, )

J de nye koordinater bliver au fdigelig (se (7.16)) :

(1+z12—zz1c°szz)2[a (21 au) 1 aluJ

Al =

Laplaces ligning au=o far formen
du 1 du { Bu
—_— = + =0
2%/} Z, 8%, ZF o}

Denre  ligning er separabel ,og den har i ovrigt samme form som [a-
places h‘gm‘ng [ sazdvanh‘ge ‘polere koordinater i planen. Den kan
derfor behandles omtrent som beskrevet i [w1§24 idet rog ©

erstattes med henholdsvis &, og &,.
Bipolare koordinater er velegnede fil I6shing of [aplaces ligning

med randbeﬁnge(ser give;i‘ P& to tkke - koncentriske cirkler eller cirku-

lere cylindre,
Helmholtz’ ligning og den hdsuafhengige Schrodingerligning

er ikke separerbare i bipolare koordinater pa grund af den indvikle-
de form of den {orste fokfor i aw.

T 73 Oversigt over vigtige koordinatsystemer.

. Separerede ligninger . .
koordinatsystem for Helmholtz” | iggm. r?g specielle funktioner
1. rektangulert (x,y) £U
1
h1 (x'y).—: hl()(‘y) =1 dxq_ = )J,lU1 'h"l.gonomeﬁl.SkC
'f:i(X): 'Fz()’) =1
2
Py (X) =, Cy) =1 d*U, )
z & " MU, hyperbolske
koordinatkurverne
er ortogonale fette ' Ayt M tk2=0
(inier
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separerede ligninger

koordinatsystem

78

specielle funktioner

2. polaenL (r,H)
X=tcos6, y=rsin®
h1(n6)=1, hz(rle)= r
fien=r, f(@= 1
(p, (1= K", p,(8) = 0

koordinatkurverne er
koncentriske cirkler og
halvlinjer udgaznde

fro. det feelles centrum

cylinderfunktioner (Bessel-
funktioner etc.) - for k=o

fds logaritmefunktionen og
potens funktioner

trigonometriske funkhioner

3. parabolske cylinder-
koordinater (Z,,%,)
= (E-ED), Y=kt
hl%4%,)= ho(84,%,)
f (8 = 1,(8,) =1
tpy(Bq)= CE | 8y kzZzz

koercinotlurverne er
to set parabler med
brendpunkt (0,0)

Weber - Hermite-funktioner

for k=0 fas trigonometriske
og hyperbolske funktioner.

4. elliphske cylinder-
koordinater (£4.Z,)

X =a cosh§y cos &,

y =aSl'nhZ1 Sn‘nZz
(B ) = by (g, B)

=a1(cosh‘Z,-C03’§z)

fi (8 )=1.(8,) =1
CP.,(Z"\: K1a2wshz§1
tp,l%,)= ko® cos* &,
koordinatkurverne er
et sat ellipser og et

st hyperbler, alle
med brendpunkterne

(ta,0)

for Helmholtz’ ligning
l”fr(r ad'g1)+ klrzU1= ?\1“1
d*U
dezz = 7‘.ZLJZ
AgtA,=0
dU | g2y, =, U
dz? + K&y U = M Uq
d*u
EE’E—Z -+ k"Z:UZ = %ZUZ
2
Ayth, =0
d*U |
d£1: +kza2 CDSHLE' U4=9\«'U1
dU
5= - K E, U=,
2
)‘/1 + ?\tz =0

Modificerede Mathieu~
funkhoner

Mathieu- funktioner

for k=0 fas +ri90noma+n'ske
og hyperbolske funktioner.
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J fre dimensioner har vi tre vigtige koordinatsystemer:

1. Sazdvanh'ge retvinklede Koordinafer (x,y,z):
hy(x,y,2) = hy(xy,2) = ha(%,¥,Z) =1

i Laplaces ligning P Fu P
Al = + + =0
Bx2  By:  2z%
findes de separeredle ligninger
4
U~ - AU =0 , i=1232

hvor 7&1+7\2+?\,3=0 09 U1=U1Oc;,Uz= D,ly) og Us=Usl(z).

2. Sfceriske koordinater (r,8,é4):

X=Tr sin® csé
y=r sin® sing
Z=Fr (o8

“hvor re[o,00f, 0€ Lo, og ¢elo2nl .

Man finder
hetr®,$)Y=1, h,(r,8,%)=t, hy(r,6,6)= rsinb .
J sfeeriske koordinater har Laplaces lighing udseendet

1 a0 23_“) 9, oou  Fu ],
w= Fsne [smear(r ar +ae(5m9 89)+5in6 a¢‘]‘°'

Separation of de wvariable |denne ligning er behandlet i wWl§43.

3. Cirkulere cylinderkoordinater (@,6,2) :

4

X = ¢ Cos e
L(ele'z') )
4 y = ? sSin e
Z= X
z
% ] —~—_y hvor pelo,0[ O [0,27[ 09 z€]-00,00L.

Man finder
hi(¢,6,2)=1, hy(¢6,2)=0¢ hyle62) =1,

J cirkuleere cylinderkoordinater har Laplaces lighing udseendet:

o= &2 ), L ogw, P
T @ 9 ? op g’- 00? [5) &

Separation af de variable i denne ligning behandles i wl$ 33.

=0 .
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8 Om Green's funktion.

K 3.1 Losningsformlen for et begyndzisesveerdiproblem.
Bemcerkninger il Cwl §27
[dsningen il et begyndelsesardiproblem
tialligningen :
(8.1) (ptxy wWoo) + g weo = foo

for 2'ordens differen-

findes “let ved hjmlp of de formler w har vist | MAT 1-noterne
(102) , § 52. Med den .der anvendte skriveméde ‘hnger (8.1) formen

82y | w':__i}“ﬂg’%w;
Vi Oﬂ'l’ager at pe C'CA) og er >0, og q,fe C%A/) pa et givet in-
terval A pa x-aksen. Nar 1 og v, er T lineeert wafhengige
lésnmger Hl den homogame differentialiigning : (pu'Y'+qu =0 Pa

A, defineres den ftilhérende Wronski- determinant W ved:

(8.3 Wexy = 500 100 ~ 00ty
0g sarn‘nge losrnhger +l Ci’s 1) pa A fremshiles da ved:
WO = CUO* Gy o) — Uyex) | 2200 F&) 4o oo g vy oo
! ze W p(:odx‘ o wc;o Pmd

JV-f MAT {- hoferne (o), §52 )&!ﬂemq 4% (og opgave 52.3) De 1o inte-
graler er v:lkarhgi' Valgfe, ‘stamfuniehioner.
fad ‘ru pe A. Problemet
{ (84) for neA,

Wie) = wWiey = 0,
har da den entydige Iésning
b4

~ Uy (0 UL E) + Uy () U LE)
ww) = j iz 2 1 f
Wigyp(&) (£ dz,

som skrives pa demne made ved et sarligh bekvemt valg of stam-
{unktionerne. Da W opfylder ;w = -—-i”; W, juf. MAT1-noterne
(102) 852, satn. 5% ses of &(w? = — EWP +p'W=0, sa Wp er

kons+an+ pa A. J bogen betegnes -Wp ved K. [éeningsformlen

bliver da

\

%
by L - U, GOULLE)
(8.4) um:—j Rux,ZY 121 dE | hvor RixE)= 'K’UZ-LE:( 2005 &
Beiragf‘es punkterne x i et interval F} SA, kan W 0953 skvive
P
(8.5) wex) = L Tpp g ® RUEfEIE,  for x€lapd,

hvor IEot.xJ () for hvert x betegrer den funktion of &, der er 4
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pa intervallet Lo x7] og 0 ellers ( indikatorfunkhonen for Cet,x3 ),
Bogen antyder en da’slr:u,sgc@ @@C Hifeldet  hvor o er et rand-
punkt for A, som ikke er med ¢ A.

Med (2.5) har i ";F;*"emgi‘*%@‘wg,r los fﬂmgf:@ﬂ@rmm’cm P:efwun
som en integraloperator , dvs. en rator | hvis virkning p& f be-
© .
star i, at fE) multpliceres mwd 2 fg_ma\%a@n af x og &  hvor-

efter man danner det bestemte integral m.ht £ sver et fast
inferval. Den nggazic%md@ funkton af x og & kaldes integral-

i

operatorens kerne ( ordet kerre’ b ruges her i en helt anden

betydning end i lineer algebra , hvor det jo belyder "nulrum" !).
J (85) er kernen lig med
(8.6) R x5y = Imi@ff?ﬁ? R(x,EY for xog & € [w,p]

altsa:  Ry(x,E) = RixE) for x2% | RixE>= 0 for x<&. Bemark,
ot Ry(x,E) ogsa kan udfrykkes ved

(8.7) RexE) = Tpg b0 ROxE) for (x> € [opdxla,pd.

Egenskaberne ved R (LWI s.119) indeberer specielt, ot R, er

korfinuert , mens §;§4 , opfattet sem {um%‘h’@h af x for fast &,
et spring ved x=% , af storrelsen 5 .

Ry

e
T T
& eksemnpel p& grafen af Rylxg) som funktion of x fo% fast £.

N3!  Differentiationerne i l.8-10, [wls. 119, effer x for fostholdt &
bér pr. _definition  skrives som é%{ . Lignende ukorrekt notation

optrader flere steder senere , se f. ex. sammenblandingen | Cwl
s. 123 1.4.

K 8.2 Losningsformlen for et randverdiproblem

Bemeerkninger il [w] § 28.

Vi skriver linie 1 i formel [WI(284) som - (puy —qu= f,
og lader L betegne differentialoperatoren defineret ved Lu=
- (pur'~qu. (Den har en vis posihuitetsegenskab.) Ldsningsope-
mforen T:f e u for problemet (284) udregnes ¢ [w] s.121
Hl, nar D0 . at vere givet ved

(8.8 wex)s - jF [vz(w""'i("g)"mtmuim) R(F‘E'} + IE&,XJ (&) R(X)E)] fEYIE
[

Kernen for denne integraloperator  ( dvs. (-1) gange funkHonen i

[ 1) kaldes Gx&), Gresns Hfunktion  juf. [wl (28.3). Uden
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at regne yderligere pa udtrykket kan wi vise (ay-cdy ¢ W] (28.4) blet
ved ot © benyfe de tidligere viste egenskaber ved R .(Prov
efter!) Symmetrirelahonern Gix¥) = GlLE x) fremgar of formlen

[wl (28.2), men kan gg;sé: vises ot vere en konsekvens of (28.4),
se nedenfor (Kerollar 8.2).

Vi vil nu wvise, at Greens funktion Gix§) falehsk er bestemt
ved de fire egenskober opregnet i [Wl(284). Delte giver dels en
alternahv  metede il at bestemme Gix,%) - [ stedet for ot regne
frem il formlerne, (28.2) - dels har det den fordel ot kunne ge-
heraliseres +hl problemer aof ondre typer end (28.1), Her teenkes
dels Pa problemer med oandre randbetingelser (behingelser der
involverer u'tx) eller w(p> ), dels pa singulere problemer , hvor
funktionerne p og q eller intervallet Lo, pl udarter pa en eller
anden made. Betingelserne (22.4) (), tcy og (dy bibeholdes da,
mens (b) erstattes med de nye randbetingelser eller owige bi-
betingelser. Som udartede tilfeelde hor w f.ex. filfeeldet af et
ubegrenset interval (jvf. supplerende cpgave wr. 12 ) eller '7o=i-
det ‘hvor p er O i et endepunkt ( f.ex. ligning [w] (24.4)  som
vil blive behandlet nedenfor i Afsnit 8.3); | sidanne tilfelde
erstatter man i reglen den ene (eller begge ) randbetngelsecr)
med krav om begrensethed o [

Princippet om udledelsen of G vil blive formuleret og be-
vist for et generelt, ikke udartet randveerdiproblem; bevismetoden
kan derefter efterproves pa de udartede #ilfeelde ,vi far brug
for, hver for sig.

Vi antager: pe C'(A) og geC(A) er givne, reelle funkfioner
med p>0 pa et begrenset, afslutfet  egentligh interval A=Ce pl.
. Endvidere er der givet fire reelle konstanter a,b,c og d, sa -

ledes at (4,b)=* (0,06) o9 (c,d)=*(0,0). Vi betragter randveer-
diproblemet
d dg\ o
[.LuE] “&lps) —qu=1{ pa A=lapl,
(8.9) ’ [ Bju = J a ule) « b uwx) =0,
[ Bzu,sj culp) + d uw(p) =0.

Scdm'ng 81. Nar problemet (29) med f=0 kun har nul-

losningen, galder:
Der findes en og kun en funktion G(xE) Pg AxA
som er C* pa (AxA)N T (x2) 1 v=E}t og For hvert feA

opfylder
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( (@) ' 5%( pLx) 3% G(w%@} + quo GuEY=0 for xe ANIEE
(by) e Guet,#Y + b ;E%’{@ia%‘? =0,
oG,
(8.10) .4 (b,) c G(pz) + d %”3 (pg)Y = 0,
&yvﬁ.} AO 2 -
(e G(-.2y e Cl4), ’
(d)  G(-§) er stykkevis C'pa A, og (dr £e Ju,pL)
2 o i
lim g@zwz} - lim £ aGxE¥= -3
X, ; ) -
Denne loésning har formen
[ 4 By r b
i WO UglZ)  for x<§E
(8.41) | Glx,Z) = ;
g Upto gy for xzg
hvor .uy og u, er egentlige Iésnimger il (’jv{“ (8.9))
Lu1=o L A, :‘45“ . LL%Z.EQ @. A,
v herholdsvig
B1u4‘ = O ) %ZE‘QZ:O ;

og K= “P(X)W(m = o~ P“"( Uglu) @Lg(m@ AZM)U{%Q;{)) {som er en kon-
stant + 0 ). Funktionen G(x,%y er Greens ‘fuﬂ!ﬁ‘ﬁﬁ’)ﬁ for problemef
(8.9), dvs. ldsningen Hl (8.9) fremstilles ved

b ]
(8.12) wix)y = j Glx, &) fLE) dE .
o
. Bevis: Lad uy vere ldsningen 1l Lu=0 med begyndelsesvardi-

erne Uy = b wt=-a ; da (ab)*0, er u, ikke idenhsk O,
men uy opfylder betingelsen Bju,=0. Tilsvarende, lad u, vere
Iéshingen Wl Llu=0 med uipi=d, wpr=-c 54 er Byu,=0,
men u, er ikke identisk O. Under = forudsatningen om at def
}somogene problem ( (89) med F=0) kun har me,a,(!énsmhgeﬁ ,er
Wy 0g U, ikke proportionale , idet de ellers begge var lbsninger il
det homogene problem. Da er Wronskideterminanten Woo=upousc
= W) U0 som  bekendt 0 1 hele A og -~ pouWy (der Som
fidligere bemarket er en kenstant K} er & 0. Fuaktionen GxE)
defineret ved (8.11) wvises nu ved umiddelbar verifrkation at op-
fylde beﬁngeﬂserhez i (8.10); den Hlhorer klart Cg( Cé’%xm\w@lmgk),
Omvend-l-' antog ol Glxz) € CPl (AemINTUE) | x=EF) er

*) G(,%) angiver, at vi befragter funktionen af » for hvert fast .
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|c'>sn|'n9 1 (8.40). Betragt funkfionen for et fast £elabl. Ta grund
af (a) og (by) & G(x,g) vere et mulhiplum af w0 for x €
[o, 20 |, alisa |
Gux,EY= gyt for asx<E.
Tilsvarende fas, p& grund of (o) og (b)), ot G pa styleket 1g.p1
m& have formen |
Gx,EY = QE u,i) for E<x$p.

Opforsien ved x=% bestemmes of <) og (d), sem giver

Ay (8 uy £y - a (EYugZ) = 0

7

&.12) O LEYu)/(EY ~ aptfy uy'(E) =~ "‘

TP

Determinanten for dette ligningssystem 4l bestemmelse af a, og
a, er nebp WLZ) , hvormed Idsningen fastlagges il

U, (&)Y 4
a, () = = - L¥)
i WCE)FLM K "<
L gl8) 4

Clz(g)z = W(%?F(iy‘ = E ugf.z) .

Hermed er Gix,5) fastlogt for alle xe A, alle ¥ éjaafyf tog Vi har
hetop fundet = formen (8.11) ). Af kontinutetsgrunde bestemmer
dette G pa hele AxA.

Endelig skal w efterwse ,at (2.12) giver losmmgen Hil (8.9).

Dette géres let ved brug af (8.11): [ad um\)"j GUEIFE)dE |

&
Sa er:
i

. (8.44) Wex) = 1 Uy (x) j WlEYfE)dE - +
(74

e

K

P
Uy () J u,(Z)fegy dg
) R

u,(x)- E Uy () _§ W lEYFLEVAE + U, (%) Ug () fex)

= e

+% U 00 f WEIHETdE = 7 w0 up ) fo)

oLy s o L P
= Lueo [ usferds « F uio f WELES _
hvoraf B
Bu= 0+ 1 8u - | wiprfzds = o0,
1 : |
Bus= Bzuz-§% g fEIdE + O = 0,
samt .

ﬁ):a

(L)oo = - gﬂ( poauloo 7 g zﬁ,dzi‘)-%{ Ydg ) gcmﬂuzcxyfu‘i(z)fti)di

4
- d~ PO thq () %f uylEYFLE) \) - Q) K u mgP u B fHrdE
x :

\
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1
f Uy gy F(E VdE ”Z = P(mu,?l{x% s (x)f(x)

AN S

(Lug Y0

n

P P,
+ ‘(Lu,)(x) % !x Wi figrdé + booudix) %uztx;ﬁx)

—

= 0+ poo % ( = ulou, co + uoou/) ) foo= fxy. [

-

Ved brug aof resultatet fra suppl opg. nr.18 kan man ogsa ve-
nficere . at (8.12) giver losningen , direkte ud fra G's egenska-
ber (8.10) (uden anvendelse af den eksplicitte form (8.40)).

Af fremstillingen (8.41) fos i dwrigt sthuks:

Korollar 8.2  Under forudsainingerne for Satning 8.1 opfylder §
(8.415) Gx,Ey= G(E,x) for alle (x51e AxA.

Konstruktionen 1 Saining 8.1 anvendes i praksis | bogens
eksempler side 122 og side 125, '

| J diskussionen i [wl 5.122 fin. - 124 fo. of flfeldet D=0
Vises  at D=0 nelop betyder, at der er en egentlig lasning

v Hl det F\omogehe problem

(8.16 ) Lo =0 pa [apl, vie) = vipr=0

Heraf sluttes umicdelbart | at ethvert inhomogent problem har
enten ingen eller f{lere end én lésninger. J bogen udregnes
en ndédvendig betingelse pa { for at del inhomogene problem
. vmed f pd hojre side har losninger.
J Hlfeldet D=0 er v vq@n{umkﬁan hérende +l egen-
vardien A=0 for egenvardiproblemet

Lu=Av | ve DLY = { ue & | wiwr = u(?):ro}

Sgenvardi Problemer (som hor [dsninger, nefop nar der rkke er
en’lydughed oltsd nar der ikke ﬁﬂd@s enn  Greens -Funkﬁ()n fDY
L~A ) behandles systematisk i [W] kapitel WIL.

K 83 Greens funktion for dfffemmﬁaihgm‘mg«zﬂ = (X W '+ *E:‘um: foo.
Bemaerkninger Hl [wl §19,

Der er intet angivet oni, hvorledes Greens funktion for
problemerne dverst s. 120 konstrueres. F@mgamgsmaden s.120-121
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kan ikke umiddelbart overfdres, da vi ikke har en randverdi i O,
Med nogen eftertanke kan man d@g pgs hgﬁemde méde 10se pro-
blemet fra grunden. Det har dog rok’ snarere veret fanken (og
det er regneteknisk letlere ) at gid wud fra en karakterisering af
Greens funktion analog il Seting &.1:

Vi betragter problemet jor A= JORI,

2
(@ [(Lu,)(x)s‘] -lx we) + g%@(m = foy i A

s

(8.47) (by) w begreenset pa A,

(byy wiR)=0

e

(ner hel 20.) Lad wuy vere en egeritlig_ lbsning H| (o) (by) med f=0

09_lad_u, vere en egentliy_[dsning 4l (), (b,) med f=0. Avis v
kan velge wy og u, linewrt uafhangige , kan vi definere Giexf) ved
8.11) for (x,Eye AxA. For en begranset, konhnuert funktion f
‘pa A lader vi hu - : A

‘ R

(818> uos | GoprfEid for xeloR],

@
hvor vi ser af den eksplicitte form (8.14)  at integralet eksisterer
(u, infegreres kun over intervallet [x,R] ). Ved regningerne pa side
8.5 -.6 findes at u GP{yld@r (8.47) () og (k). Sévidt ggﬁ"' de ge-
herelle betragininger; verifikohonen af (8.17) (b)) henger po den pre-
clse form of wy og u, , som vi hu vl angive.
Problemet (a0 med f=0 blev diskuteret ¢ [wi §24 , hver Vi

fandt samtlige lésninger

h=0 : ' uexi= ¢ + G log x |

“h»o0: woe = Cx"e C x7"

Som u; og u, kan vi da vaige

b

h=0: L%(x):‘] ; U, (%) = 509 % - Eog B = 109 B,
(8.19) i . o
h>0: by 0= X", U, () = = -

Det ses, at i alle tilfelde er u, o u, lineert vafhaengige . Vi
bestermmer K:

h=0: K= - ptoyW) = wx%s:m*‘@,
] v 4]
. - - S I O v I G )] n-«(z:_ - B
h>0: K— poyWey = ‘”}\Ev‘%m(&m X ) T X 3 %7
4]
= -~ 2ZnR,

Dermed bliver G(x,%):
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14 R
- LngRj = log ¥ for x<g,
n=o: Gx,8) = A ‘ .
(8.20) - logz = log / for xzE,
r 4 4] 4]
: snpn X" ( % ~ 42—,.—) for X<
h>o: GE) = 9
: " 1 nf R _ %7
T 4 (‘;ﬁ - '@“) for x2&.

J l'edego'relsen for, at (8.18) er lésﬁiﬁg Hl (8.7} mangler vi af
verificere (by). Betragtes (2.14) med wu, og u,. fra (819) indsat, [« pI=[oR],

ser Vi, at der for nh=o0 optreder udfryk

. LN R
lagx j;f(‘i)_df og ‘fx logé f(£)dg
sbm (idet zse«.:rlf(f)l = C) vwderes ved
l’ong:fté)dzl $ llog x1- ex

og (for x<1)
| [ togt f@ 2| € c-f liogtl &

1
o Jet-lgDrag < ey vexllogy,,

N

som er begmz.nsede p; A, fordi  xlegx -0 for x~O0. For nro be-

nyltes vurderingerne

. fz" ];(E)dZI < [enar - Cret,

R R . R
fLE) S“ - [ g+ )
n 4] S 1] - =

lX ) En dz ! < cx . 2 dz = ¢cx® it | x = ¢+ CpX ’
som ligeledes viser, at u er begrenset pa A. Aftsa
Gn-eens’ funkHOH for Probleme-f» (8.17).

er G(X,%)

J  lésningsformlerne ( [W] s 120 €.6-10 er (x,£) erstaftet
med (re),; i ovriglt er det blot versioner af (8.18) med fie)=
A, henholdsvis  fie)= ¢By | indsat, og 6G(rg) bestemt ved

Qnt
formlerne (8.20).

Vurderingen i linie 13-14, [W1 5.130 fas saledes : Jdet
R
atr) = j Ger ey A led @ de,
o

er 24 R
la,(r) > < f lﬁfﬁ?) lzedq’ ' j lAn(q)fz ede
0 o

#) Dete gcz,lder ‘fOf‘ h>1/- for n="1 vurderes ved « Iog'x, »
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Ved Schwarz' ulighed med vagtfunktion fley=p
Det forste in’regraJ i produktet vurderes ved <(or n>o):

' n V ) ) R
| Ha 2l ¢ece | [ T (- Eloce

(
I 2n+1 d? + I_Zn ) JR Rz.n ?-2n+1 d9 ’
0 P

R 2
.‘ Gre) ode
0

S s 4n2 R#
. Rh n 2
et 5 - g» € 3w for OCESR. Dethe udregres for nz2 4
rz , l"z" R—;Zmz _ r_-=2n+2)
4n% 2n+2) 4n* -2nt 2 | =Int2
_ 2 . 2 B r_zﬂ R—Zm»z
42 (2n+2) 4n*(2n-2) 4n2 (2n-2)
< r‘; ( A + 1 ) - ‘_.2 . 2n - r'z .
= gn2 h+1 n-4) = @r(rm-10 4n(r*-4)
2 ,
¢ K
4n(nz-1)

T 84 Om B-funk'h'onen

Vi har set at clen omvendte operator ( nar den findes) til

duffe,re nhal oPera+o ren

L: u— f= -[Cpun'+qu]

defmere:l‘ pa D(L) = fueC*([w PZ) , Ulee) = u(P)-—O} er en n‘|’egm.

operator ]
LT: f —>  UX) = f“ G(x,'z)f(f)dzf

defineret pa C°( [«,p1). Sammensatningen af de fo operatorer
giver altsd identiteten

(8.21) L eT=1 (dus LTf =1 Afor alle feC"({o{.ﬁ])).

Jden'h"fd'sopemd‘oren I:ff kan ikke skrives som en integr |-
operator med en funktion af x og £ som kerne . Jmidleriid
skriver man alligevel ofte I ved et udtryk ,der h‘gner en in-

tegraloperator: :

(8.22) foo= (I£)0) =fj 5(x~Z)f(&)d: for xelo,pl .

Detfte udtryk interpreteres pa folgende made. § eller S0
befegner en “massefordeling” (et mal) pa x- aksen med massen
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1 i punktet O og massen O ellers. (8 er ikke en funkfion , men

betegnelsen § funktionen” henger ved af historiske 9runde)
Ganger Vi J- mélet med en konhnuert funkhon fu, f far vi en

massefordeling SmTCx) som er lig flo) i punktetr 0 og 0
ellers. Jntegralet f 5cx){cx)dx er en opsummering af disse

masser - hvor kun massen i 0 bl‘dr\'a.ger -, altsa

oo . )
(8.23) J. Scoy foodx = fl0).

( Definitionen af mal gives i Matematik 212; ovenstdende er
baseret pa en intuitiv fornemmelse af dette begreb.) Da &t
er O udenfor en omegn of 0, har vi ogsa
b o .
(8.24) ' j Soofox) dx = f(o) , nar a<Qp<b .
Vi regner med disse integraler ganske sSom med sedvanlige
tolkes ved (8.24) Ved variabel-

integraler . Jntegralet i (8.22)

skiftet y= x-% ,dy=-dE: '
o x-p X =0k

P
o : X-0t x-p
ftx-0) = f(x2,
nar xe ]ot.{s[ . saledes at X=B < 0L X0,

Eksempler pa regneregler for o. Af hensyn 1l omvendelseru
fysikken Vil vi havne nogle yderligere eksempler pa “ regne-

regler", man fdr ved benyttelse af (8.23).
2

[d .
1) . I dlx-a) forydx = I Scy) flyra) dy = fay.
2o EA
. 4
2) For axo er  Stax)= raf"é(x).

Man har hemlig, ved variabelskiftet y=ax K at

[d 6o
f Scax) fix)dx = ;':f{, j ocy) -f(g)dy = I%;l £ (0)
~00 » -0 '
A
= f i S0uf ) dx

=69

(nar a<o , ombyttes integrationsgrenserne - og + oo i forste
omgang ; de byttes tlbage ved at faktoren a— ersfattes
med 5 )

3) For a>0 er S(xt-¢® = .}&[ Scx+a) + S(x-a) ] |

Thi
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® (o] oo
f S(x2-a?) frxrdx = f Sex2-ag®)fodde + fé(xz-»az,)fm)dx,
-0 =00 . 0

som ved substtutionerne x=-Vy, henholdsvis x=Vy , giver

' cy d
= Sty-02) £(-\T ) —L —a®) FOy) X
J cy=-0a%) f( y)‘z\/; + j;éty a)f(y)zr_y

) £ ’ 2
= _2\/\—/ y=0.2 2\/:;7 ‘)’-’-‘C\z
_ f(-ad fla) 4 ~
= - o Ly = 5 [ f a.)/+ f(a)]
= _[ 543 [ Scxtay + ré(x-a)] fox) dx .
-0

S- malet har forskellige egenskaber, som alle er knyttet +!
integrationsformler  hvor man integrerer produkter af den be-
+ra9+ede funkhon (eller det betragtede mél) med “peene" Fink-

Som wuniversalklasse af pene funktioner indféres , jor

honer :
Ac R, klassen C (A):

e+hver1" abent interval

Co(AY = { pe CA) | 3 kompakt delmangde K< A, s& @ er O uden for K}.

J denne definition er K ofhengig of ¢ . Afsiutningen af den
mengce , hvor p er +0 | kaldes i reglen for stotten af ¢;
dermed bestar C%5(A) af de C®- funkhoner pa A  som har kom-
pakt stote i A.

Vi minder om at der virkelig eksisterer C”- funktioner
pd R med kompakt stotte ; defte blev vist i MAT 1- noterne
(102) , §25 ovelse 7 ( sadanne kan ikke vere sum af deres

Taylorr‘aekke ‘pa R). Et eksempel er funktionen
exp (- 7952)  for i<,
(8.25) wix) =
0 for 121,

—x+1) hvor hver -fa[d’or er af ‘h/pen exp (- -)

exp (- 57 ) - exp (-
MAT'i - noterne

der for y>o behandles ganske som exPC—y,).
(102) §$25  dvelse 7.)

DTS S e ew v v e
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(N

e’P(' =y

exp 'iﬁ

®¥

. Man kan konstruere mange andre Cc:’- funk¥ioner ud fra cdenne funk-

fion . : |
Nar fn+63ral€rn€ O-f en fore.lo.g'l" -ﬁ;.nk"'l'Oh gangeﬂ' med funktoner
i Co har sa sfor inferesse | skyldes det fdlgende entydighedsseet-
hingh (som er en version af det fundamentale lemma i Variations-
regningen , " jvf. MAT1- noterne (102) side 55.04). |

Llemma 8.3. Lad A vere et abent interval of R.Hvis fog ~CGA)
og ) . \

chnep(x) dx = JA guper dx  for alle pe C, (Y,
A :
da er 'F=9 : ' |

Bevis : [ad h=f-g ; vi skal vise at h=0. Vi har

(8.26) {\ hoo oo dx = 0 for _alle pe C, (&).

Antag at hxy er+ 0 for et xeA; fex. hix)>0. Da findes der
et t>o s& hoo>o i infervallet [x-t x+t]<A. [ad @ 0=
w(Fix-x) )., s& er >0 for xe Ix-t x+t[ og guxy=0
el(ers og ¢, CoA). Daer

Rod ¢

fhcx)q%(x)dx = [ heop,eedx > 0
A X,-t

i modstrid med (8.26). [
W Siger yat  {f, +f svagt ‘Pa A for nweo hvis
I'ﬁ.‘-P dx - jfcp dx for h-oo, for hvert @eC; ).
A A
Den forste vi tige egenskab ved &- malet  vi vil vise, er

hvorledes & kan {remstilles som svag grcensevcerdl af en folge
of pene funktioner. Betegn
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1
f{wmdx =C,

og definer
| n -
f8.27) w(x) =z wenk)  for hvert h e,

Om w(x) galder abenbart 4
. 4 i
w,(x) >0 7(0'7 XE]—%)%[ L W, x)=0 for Xé]‘;,a .

(8.28) > n -
j w, o dx = j waodx = 1
-] ":'; 7
[emma 8.4. w, - s svagt (pa R), dvs.’
(-]
(829) fwhtxupcx)dx - récx)q:cx)dx = @(0) for n—oo |
- 00 - 80

. 6

for }a(le pe CJ(R).
Bevis : | i
' (Dn(x)q:s(“ Ld® l

-1
A

l J:w W, 6 p(xrd x — ;(9(03’: ’jj wppoadx =
® , » T

A L
g f W) |t~ ptoy] dx £ sup |t~ (o[ - 1
-4 : i

: xe]-%5
=» 0 for h-sw,
fordi ¢ er kontinuert i O. (Vi har fo steder benyffet , ot

J: w,odx = 1). 0

Bemeerk |, at beviset for (8.29) ogsa er gyldigt, nar der som
star en. vilkarlig kontinuert funktion f{. (8.29) viser en ma-
de tl at udpege funktonsverdien f(0 ud fra kendskabet -l

fnfegro.lerne fm'wcx)fcx) dx for 4 € C,(R).
— 6o
(W)pep kaldes en agpproksimerende folge for S-malet. Der

1 Sin nx

anvendes ogsa. andre appréksimerehde folger, f.ex. folgen (7‘-_ X )ns_;e?-

hvis funktionerne ‘i den approksimerende folge ikke behover af
have kompakt stétte ; og folgen (2 I[_%’%J(x) dnem o hvis man

ikke har behov for differentiable funktioner (Prév ot vise
femma 8.4 for disse funktionsfélger !)

Nar f og g er fo funktioner (eller mal) pa A, siger Vi,
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at -f"-'g svagt (eller: f har den svage differentialkvotient gJ,
" hvis - , ’
(8.30) '\Lfcxn‘a‘cx)dx = - fg(ic)cp(x»dx' for alle e C(A),

. , A '

Definitionen stemmer overens med den sedvanlige definition of
~ differentialkvotient | idet nar fe C'(A) med f'=g galder formlen
(3.30) ved delvis integration (der er irﬁ’eﬁ‘ randbidrag , fordi

e c® (A))
Den anden vighge egenskab ved &- malet , vi vil vise er at

8 er svag differentialkvotient of funktonen I,;o oop (%), som og9sa
kaldes Heavisidefunktionen og betegnes Hcx). (Hen= 1 for x20,HO=0

for x<0.)
Lermma 8.5. H(x)= ICo,ool: (x) har den svage differentalkvo-

tient  &8(x) , dvs.

00 00 ]
(8.31) f Hoog'tcmdx = - f Stopoodx = -plo) for alle peCyR).
=0 =00
Bevis: . Jm e <
' Hoow'o dx = "xydx = ¢ = -
o (€ 3]7-1¢3) .x '[,zp 3 ¢ x)]o ¢o),

hvor K be:l'egner' et tistrekkeligt stort tal for hvilket oo =0
for x2k. O

Sidstnavnte egenskab ved d-malet kan bruges til at
uddybe formlen (8.24) nhoget mere. Denre formel slcruve_s i de-

+a|aer , med brug af (8. 22)
P
(8.32) L, f G(x2>fcz)d2 = fécx-z>fcz)dg for fe C(Lx,p1).

. (L, star for oanvendelse a.f differentialoperatoren mht. den x-va-
riable .) Jntegranden i venstre side af (8.32) opfylder ikke
betingelserne for, at vi kan flytte differentialoperatoren Ly

inden - for integraltegnet:

i P

83%) [[Liamp fwrd = [ somrfwa;
o 14

all igevel moder man offe formlen

(8.34) /Ly Gex,g) = Six-g),

Som ville vare en konsekvens af femma 8.3 hvuis dette kunne
anvendes. W kan imidlertd begrunde (8.34) (og da ogsa (2.33))
ved brug af Lemma 8.5

[ad & vere et fast punkt i Jaopl. Jfdlge Saetning8.A(a)
gelder der | helt klassisk | o

1
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(8.35) LXG(X,E)¥ O i punkterne x#E& |,

Hvad angar punktet x=& har vi jo , jvf. Soém\'ng 84 (d), at
er defmera'f som stykkevis konhnuert funk-h’on‘ med

ax Gx,&)

et spring - pxy | x=Z. Dette kan ogsa udirykkes pa den made,
at

(8.36) | Pfx) = G(x,E) = —H(Xx-E)+ gl 5) |

hvor H er Heavis:‘de-funld-ior\en (og altsa - Hlx-%) springer fra
O 41 -1 i punktet x=%) 09 gxE) er kontinuert. Fakhisk gel-

der endda om 9g(x,Z), at den er konhnuerligt differentiabel efter
man for x#Z har som konse-

X i hele intervallet [x,p]  idet
kvens af (8.25) og (8.36)

°g _ 08 [ 9G)_ _
(8.37) 52 = 2 (p8)- —qa,

hvor qG er konfinuert pa [« £l ; da g er kontinuert  fdlger

det at (8.37) galder for alle xe[“ pJ.
Vi har hermed spaltet ch’ax Gixg) op i toled, v kan

differentiere (svagt):
5 | \
ax P("’iGCXZ)) = "%H(x—f) +%9cx,2>
| = -3x-§) -qG,
dvs.

LG = = [ B (peo %G6E) *+ §0Ew5H] = Stx-£).

X

S-malet behandles systematisk | teorien for distri butioner
(ogsa kaldet generaliserede funktioner) ; hovedveerker er her
£. Schwartz : " Theorie des distributions " ( findes 0353. pa engelsk)
og .M. Gelfand-G.Shilov : Vera!lgememerﬁa Funkhonen " (oversat

fra russisk , findes ogsa pa ange,lsk)

K 8.5 Greens funk-h'on for Dirichlet problemet i 1o variable.
Bernl:erkniﬁgar Hl [wl§30.

det endimensionale mndverdiproblem (8.9)
T: fu som en integraloperator,
losningsoperatoren for det fo-

) fl'gesom vi for
kan skrive lésnfngsoperaforen
er det onskeligt at formulere
dimensionale  Dirichlet problem

{-Au = F ¢ D

(2.38) L= 0 ﬁ c |
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(hvor D er et omréde | Planen med rand C) som en mfegrodope—
rator
(8.39) | U(P) =fD G(P,Q) F(Q) 4q .

'qu @ angiver her punkter i planen ( fiex. P=(xy) og Q=(E.7l> :
i retvinklede koordinater  eller P=(r@) og Q@=(¢,¢) i polere
koordinater ) og d@ er arealelementet ; dQ= df dy i retvinkle-

de koordinater (£,m) o9 dQ=odedp i polere koordinater (g,¢.
(lFunk'honaldefermmam‘ed ved koordinatskiftet E=ocosep 7y =

€@ sinep er lgg—:ll’ - aaz g—g'= o ) Kernen G(P, Q) kaldes

Greens funktion for problemet (8. 38).

Tilfeeldet, hvor D er cirklen med radius R

Ko = oy eR [ xey? <R}
behandles i [w]§29-30, hvor Ibsningsformlen [w] (29.10) om-
skrives (i fo‘rsfe omgang formelt) 4l formen (8.32) med

(8.40) G(PQ)=- L = log (r*+ 0" -2rp ws(6-¢)) + 1 — log ( R? ++€ - 2rp cos(8-4)),

jl/‘f [wl(30.5). Dette udfryk har en vigtig geometrisk forblknmg
Jdet ofstanden PQ mellem P og Q opfylder |

(P = Ire® -~ oe®F = (re® - 0e'?)(re™ o)
(6w + glteme) - t*+ o* - 2rp cos(- ),

r*+o*-rol(e

ser vi, at fors‘l‘e led i G(RR) er h'g -f_,-‘_ log (PQY = “'z—::\r log PQ.
AH'sa er

(8.41) - c;(P,Q)=~2-1—v log Pé + LRQ),
hvor
(8.42) L(P.Q) = 7= log (R + T2 -~ 2rp cos(6-)).
Forste led i (8.41) -5+ log PQ er defineret for P+Q og
opfylder :
(8.43) 8, log PQ = Aq bgPR =0 for P+Q. "

(Bevis: 1- log r (for r+0) er en af de separerede Idsninger Hl
[aplaces ligning i polere koordinater som vi fandt i [wl§24;
da den er ubegrenset, blev den dog ikke medtoget i nekke-
udviklingen .-Det er forovrigt ogsa let at vise ved direkte

udr‘egnmg ot (axz + gay—) log Vr+y?Z =0 for (x,y)% (0,0). Ved

9 &y Letegner Laplace spevatoren wmht. P .
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udregning af A PQ flytter vi koordinatsystemets begyndelsespunk+
hen i Q) | i

Andet led + (8. 4'1) kan . ogsa (pancer en konstant) tolkes
som logaritmen il en afstend i planen, hemlg afstanden mel-
lem P og det punkt QF, man far ved at invertere Q i cirklen:

Q er det Punk’f pa OQ s forl@ngelse 5om opfyider
OR- 6Q* = R? . dvs. Q" har polere koordma:f'er (-— L), (For@= 0

defineres @" ikke ; da er (P Q)= - log R. ) Hermed 'fas
- ' 4 2 R

XO(P'Q) el Log[ g—z ( (? + 1 - 2—? rcos(.e-(p‘))]
(8.44) ‘

1 Oa. 1 ° A=
= 5= log [ = Pq*} (folket som s~ logR, nar @=0).

Nar Pog Q ligger i K., kan PQ™ kun blive 0 ved of Pog @

er det samme randpunkt af Kg. Altsa er [o (P &) defineret for
alle (P,Q) i maangden

(8.45) = (ky x K) \ %(PQ)IPeaz p=g} c R'

Det fremgar af (8.44), at  f(FQ) for hvert Q er en c*- funk-

ton ~af P, som opfylder Dp x(Pq) = 0, nar (P,Q)E A.
For at finde y( P,Q) s opforsel som funkhon af Q ben, -

ter vi  at det folger of (2.42), ot LFR) = [ (q,P) for alle

(P,QYe A, hvormed ), har de onaloge egenskaber mht. Q.
Bemcerk endnu en egenskab , som ses af (8.42): [ (PQ)=
—7-‘, |°9 PQ : hcou" P eller Q € BKR' eller (8.44)

Vi har da ialt fundet:
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femma 8.6 .  Jdet P og Q har de polere koordinater (r,8) hen-
holdsvis (@,ip> , og A betegner maengden (8.45), opfylider funi-

tionen y(P,Q) , defineret, ved ' (8.42):
° \ (tolicet som Lisgl,

(.46) BEQ) = = log (82 pd') = £ 109 (52 ¥R)  nir Geler Peo),
(8.47) L(PQ) er en CP-funktion af PogofQfor (RQ) €A,

(8.48) NS CADE NP Q) = 0O for EP,@) €A,

(8.49) A \ L(PQ) = 2% log PQ nar Peller @ € 2K, ,

(8.50) L(PQ) = [(Q,P) for (PQIEA.

'/13€+r°9+ nu  @(RQ) igen. Denne er kun defineret P(st_ den
mindre mcengde

(8.54) A= (K, xKg)\ {(Ra)] Pek,, P=Q},

Ved hjalﬁ af [emma 86 ser vi,at funktionen har fdlge Je
egenskaber : | | | ,
5ce+n'|'n3 8.7.. G(FQ), defineret ved

(8.41) G(PQ) = -7 log PR + p(RQ)

pa mengden A (se (8.51) ), er en C”- funktion af P og af Q,
og opfylder:
{w ApG(RR)Y = AgG(R Q) =0 for (RRYEA,

(b) G(RQ)= 0 ,nar P eller Q € 9Kg.
Endvidere er G(P,Q)=G(Q,P) for alle (PR)€E A.

(8.52)

Bevis: (@) fdlger af (8.43) o (8.48). (b) folger af (8.49)
(4vf- (8.41)). 0

Egenskaberne  (8.52) (a0 og (b) svarer helt 'l egenska-
berne (a) og (b) i [WI(28.4) (eller (&) og (b) i Saning
8.1) for Greens funktion i det endimensionale tilfalde.
Hele sattet (ay (b), (&), (d) 1 [wW1(28.4) (elleri Satning 8.1)
sikrede, at Greens funkhon G(x &> definerede Iosnings-
operatoren [wl (28.3) ( eller (3.12) ). J det flerdimensio-
nale ftilfelde, vi nu betragter, kan o) og tdy ikke direkte
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generaliseres, idet singulariteten af G(P,Q) ved P=Q ikke mere er
en simpel , hevelig diskontinuitet. Det viser sig, at (o og > sim-
pelthen ma erstattes med oplysningen: G(P®) er sum_af et loga-
ritmisk__led - i 09 PQ__og en. funktion, der_er C efter Pog @

phhele KpxKo | |
Dette udsagn sammen med (8.52) () og (b) samt kravet om

at  G(PQ) er en C”-funktion af P og éf@ for (PayeA'  bestem-
mer G(P,Q) entydigt. Thi en fu‘nk‘l"'?n , der opfylder disse be-
tingelser | har form som en sum: =-j%log PQ + g(PQ@), hvor
g(P,Q) , for hvert fast Q€ Kp  er losning hl det specielle Di-
richlet problem - |
(8.53) - { b IR O B el

gP,Q) = I log PQ for Pe 3Kz .

Vi ved fra vor generelle entydighedssecetning for Laplace-operatforen,
at problemet (8.53) har hojst en losning (for hvert Q eKg).
Ved ot benytte den simple geometriske karakter af omrodet
Ko har vi fundet Idsningen [ (PQ), jvf. L[emma 8.6.

Pa basis of [emma 8.6 - Seining 87 kan man endelig
verificere , at-

u(P)=f G(RRA)F(Q) d@

(8.54)
KR

har mening og definerer en losning til Dirichlet problemet (8.38)
med D= Kp, ndr Fe C'(Kg) og er  begrenset. Det er her ikke.
sveert at behandle selve integralet og de forste partielle ofle-
" dede , idet den logaritmiske singularitet af G(PAQ) og singu-
lariteterne 1a.-f de {orste partielle ofledede af G(P,Q),som er

of typen pg , afhjeelpes af fakforen o i dQ = ¢ dpde. (For
integralet 1 en lille cirkel Ky, omkring det farlige punit
P indfores poleere koordinater med P som begyndelsespunkt,
sa o bliver Hl PQ.) For de partielle afledede of anden
orden of W(P) ma man imidlerid anvende en mere She-
dig teknik , idet PQ gange de onden afledede af G(P,&
er for singulere. For det i [wl§30 angivne bevis er
princippet, at man inddrager nogle differenskvotienter af
F , hertil anvendes at F e C'(Kg). Problemet om verifikation
af den oprindelige differentialligning ( i (y)-koordinater )
i den fulde enhedscirkel C(inklusive den negahive x-okse)
berdres ikke. &t bevis formuleret direkte i xy)—koordi-
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haterne findes f.ex. i Courant - Hilbert: Metheds of Mathematical
Physics I s. 366 - 368 ; her fore+ages en delvis {ntegrahon, der

fdrer den anden dufferenhahon over ‘pa F.
At selve '(8:54) definerer en konhnuert funktion w(P) pa

Ke galder, nar blot F er kontinuert pa K, og begrenset.Det
folger direkte af (8.52)(b) , at wu(Py=[ 0. F@dg =0 for

Pe oKp. \_ "

Vi har 1 alt: o .

Sce'l'm'nq 8.8. Nar Fe C' (Kg) og er begrenset er yL(P‘) =
j _GR) F(@ @ kontinuert p Ke . og .

(8.55) =4, L GRAIF(@dQ = F(P) for PeK,
' R

J GROF@dR = 0  for PedK,.
K
R

Ovenstaende analyse af Dirichlet problemet for Kg har
interesse | fordi de vighgste principper hu ogsa kan vises

at gelde for generelle omrader D, jvf. [wl s.135-136.

Nar G(P,Q) = - 5‘; log PQ + . (FR) indsattes i (8.55),

ser vi straks, at ogsa

-4 f = log PQ F(@Q)dQ = F(P) for PeKg,
ke

(8.56) 7

fordi [ (P,Q) opfylder (8.47) og (8.48), sa A, kon flyttes
inden for ih+egra|+eghe+ i dete [ed. \far da videre:

Seetning 8.9. For et Vilk&rlfg+, begreenset omrade DcIR? 9ge |-
de,r, nar FG‘ c'(D) og er begrcgnsej-; \ o

{ -1

(8.57) -4, fD 7% 19 Pa F@dQ = F(P) for PeD.

Bevis:' [adv Poe'D og velg en lille cirkel KP P med centru

P, og radius €, s Ke . € D. Nar Pe K,: og Q€
'?.

0 :
. D\ Kp o, er PR 2

=8, [ 7 log P& F@de = f Bo(5 log PQ) FIQ)Q = O for PeK, .
613
D\K,, . D\k, ,

Da fds for PGK

©

Q.
€ o:
3 hvermed .

Nimn
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-1
~0p [ g e F@de = -8, [ 5rlogPq Fl¥da
D ' Ke P.E .

= /F(P),
. Ved (8.56) (med begyndelsespunkt P og R=g). [

Scetningen giver en universel metode HI'~ konstruktion af en
losning +1 differentialligningen
-Aawu=F i D,
for _h‘vex‘r D. &n losning  der yderligere er tlpasset randbehngelsen
u=0 pa C= 23D,

far man ved at kons‘fruere en funktion x(P,Q) med egenskaber

som 1 [emma 8.6 , rela'hv+ 4l omradet D:

(J‘(P Q) er en C%- 'ﬁmkhcn af Pog of @ for (P,Q)eA, hv’ar
= (DxD) \ f(rayl PeC, P=Gs,

(8.58)-
Ay Py = By p(PQ) =0 Afor (PRQEA;

| F(P@) = s-log PR , nar Peler Q € C.

Greens funkton for D bliver da

G(P,Q) = - 7= log PQ + J(RQ),

som har egenskaberne ( Satning 8.8 ( med K, erstattet med D),
hvormed Dirichlet problemet (8.38) har losvnngen u bestemt
ved (8.39) , nar Fe C'(D) og er begrcense:f' Ved verifikationen
af at -Au= F i et Pu.nk+ P viser man,at kun det loga-
ritmiske led bidrager (og kun i en lille omegn omkrmg P). Rand-
betingelsen er opfyldt , fordi G(P,Q) er defineret saledes, at

den er O, nar PeC.

' Funk+onen X(P,Q) kendes eksplicit for nogle f& omrader
of simpel geometrisk hatur. Eksistensen af [ folger i almi-
delighed af en eksistenssatning for |dsninger il (8.58), som
egentlig beskriver en skare of specielle Dirichlet problemer
(mht P for fastholdt @, og omvendt).

Eksempel.  Omradet D= R} =1 4y | x>0, veR} er ubegreen-
set ;men af en sa enkel ’fVPe at ovenstéende betragtninger
kan 9ennemféres for dette. Vi vcelger her J(P Q) = log (PQ),
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hvor @ er det Ppunkt , der fas fra @ ved spejling i y-aksen Cdvs.
nar Q= (&7) e §=1(Ekn) ). Greens funkton bliver altsa
, | ' |

\

= [ . - 4 i . RV P ﬁ.‘. " 1 e oA, . Ly '
GQERY = Glxy &yl = ~5 log V (x-EFecy-p* + o= Vi (xeEite Gy -
BV + (y-n)t
(x=E3*+ (y-p*

lo

- L
4re
Nar Fe c'( 'IR: ), er begrahs;ef og har kompakt stofte | definerer
V € co

2 2

u.(x,Y) J 2
O ~ 0D y y )

lésningen il _
-A wy) = Fgy)  for x>0,yeR,
ww,y)= 0 for yeR,

/

K 8.6 Greens funktion for Dirichlet problemet i flere end fv - ~~able.

Bemerkninger +) [WI §25 eg §45.

Funktionen -5 leg PQ , som angiver singulariteten af en-
hver Greens funktion G(P Q) for Poissons ligning i o variable,
og som opfylder Saetning 8.9 for ethvert Dc R? kaldes en
fundamentalldsning til Leplace opera‘?"oren pa R2 For M2
finder wmwan, 4vf. [wl §’35,a+ funltonen

i A1

4 PQ
har den Hlsvarende egenskob; Greens funkhon for Dirichlet
roblemet (8.38) for et vilkarligt emrdde Dc R® (med rond

c) er of formen

GP,aY= & w5 * PR,

hvor H‘(P,Gl) opfylder
A p(PR) = by pPR)=0 for alle RQeD,

==L 4 % Pl
g P i~ g eller Q € C.

Da far G(PQ) egenskaberne i Saiming 8.8 (med & erstattet
med D), og Ildsningen til Dirichlet problemet (8.38) ud-

frykkes ved (8.26) nar Fe CUD) og er begranset.
For kuglen ( jvf. [wl §4s)
D= | (,*(,;/,z) | xZ+y2+z2< R%}

konstrueres G(P, Q) analegt Hl ved cirklen:
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{ 1 1 R 1 4 A 1 R 1
GRAI= 3 %% T W w @ [zﬁﬁa"ﬁé‘pp‘*@}

hvor Q* er punktet P& 0q's {orl@ngmsé med afstand &

fra centrum 0. (Q" kaldes ~ billedet of Q ved inversion i \
kuglen med radius R.) .

J R, n23  finder man som fundamentalldsning
1 {
(n-2)C, (P2 7

hvor c, er arealet af enhedskuglen i R" Greens funktion
for en kugle findes atter som sum of fundamentallésningen
og en funktion dannet herudfra ved inversion af Q (eller
P) i kuglen. (Flere detaljer i Courant- Hilbert: Methods

of Mathematical Physics T, s.264 {f.)

Ogs& i tilfeldet af flere end én variabel moder man
formlen (8.5%) udtrykt ved hjelp af S-malet (som i n variable

er karakteriseret ved fuz“ 8(x) f(x) dxy-dxn = f(0), for enhver ken-
tinuert funkhon pa R"):

-, { G(PQ) F(Q) dg = j a(PQ) F) d@ , for PeDd.
D D
" Dette udtrykkes ogscox ved formlen

- A, G(RQ) = S(PQ),

hvis geometriske begrundelse dog tkke er helt sa ligehl som
begrundelsen i 1 dimension (i Afsnit 8.3).
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g, Sturm-Liouville problemet.

’

K 91 Elementere egenskaber samt eksistens af egenfunkhoner og

_;egeﬁwerd fer.

Dette og det folgende afsnit kommenterer [W]§38.

§36 i [wl gver en .)@?;?"dd@.s lettilgangelig og elegont ud-
Sedmmg of de vugrngsﬁz egenskaber ved Sturm - Licuvilie proble-
met. Det félgende er en systematisk fremsthilling af bewsgangen
i [Wl§326, med de no%aﬁcmsrﬂazosue lettelser | vi har 4l vadig-
hed  fra ho+er’ne
_ Man betragter egenvardiproblemet pa et egentligt, begranset
interval L’%,@j ( vaig“r sem (0,41 i [wl§zs )

Aou pa J’%ﬁﬂy

it

(@ - (PW)' * qu
(9.4)
‘ (b) wlw) = m(@):‘

: . ° L.
hver p,q og o er givne funkdiener po [« p], med egenskuberne

Jpé cH( Cepd) qoge e C°LLepl);
l;:wO, 920 og p>0 F& 'iioz,ﬁj.

€+ sddant problem lkalces et reguleet Sturm - Liouville pro-
blem. Singuleere Sturm - Liouville problemer er problemer,
hvor p.q o9 ¢ opfylder (9.2) red undtagelser [ visse
punkter | og randbetingelsen (B).e
vallet J@uﬁéf eventuclt Uab@,gmﬁmsa'ﬂ

Mem - abstralzt kan {(9.4y skrives

wipa z‘;‘r‘ E,“L‘ii ( iriter-

{(9.3) Lu= hu

: : 4 :
Foor L oer differentialeperateren defineret ved

P

= LT oy E
’Er Lu = 5L (pu'y' + qu ||
(9.4) N
| Dirys fue g pn) | Utsts= ugpre O F

De verdier af i,
de sted med w40

e
3
O
v
-“i"n
e}
o}
3

I
~'Enr
(B

&fx V!(z(fg 1




for A klert et lineert underrumn of DL, of dimensien 2.
7 Sarnmen  wmed L skal vi bruge diffcrenticleperaieren L,
defineret  ved

(9.5) Low = = (puhy'+ g 5 DU, = DLy,
¢ kommer Hl et gpille irolien o vaegifunkiion ser i Kapi-
L ~ . . . ' )
vel 5, vi  minder om notaticnerne
| v? ' " [5)
\ ’ TR - £ .
CFl q )? = j% foogooecodw |, HIf H@ = feoe ¢ di,
¢ 6t

defineret for funktiomer | det lineare rum Mo (Lapi). ( Urider
forudsatningerne (9.2) er M,(Lap3 b= M, ( Ec\ pi). )
Vi far endvidere ofte lejlnghed H1 Q+ betragte den oilirea-
re form .
P
(9.6) t(fig) = j (ff“ ‘f’tmg‘(m * g{x)-fw)gw) dx

04

defineret pa rummet V:

Definition 9.1: V'  defineres som mangden af funkhoner f
pa L[apl , som opfylder |
(. fe C(Lapl) med flar=fp)=10
J

() f' eksisterer som funkhon i M, og

(9.7) LOf ) aﬁ) (p(»fﬁ%g-;:z)m < oo,

Nor fog geV, -fc'lger eksistensen af integralet { (9.6)
ved Schwarz' ulighed. Urnder betingelserne (9.2) pa p og
q kan uh‘gheder\ i (9.7) simpelthen erstattes med

P /

(9.8) | j '(f’cm Y dx < 0o
44

Formen (9.7)  har  imidlerhd ’*‘v@%ﬂydmmg, har Vi gar over R
singuleere  S.-L. probleme
Bemark , af der galder

(9.9) DiL)y € V © MlLec,p])
som cagte delmangder.

Bemarkning 92 Det er let at vise K at nar q ikke er iden-
tisk 0, er 2(f g et skalarprodulkt pa V' med tilhorende
norm  \/e(f f) . Denve er ikke ckvivalent med Ilflle-

/
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&‘Jééfé“aﬁ&;iM;@\Hé\ éﬁ,L}, . vﬁ:ﬂ“ ) o/ T
Vi skal hu und@%“@;ég@ egenvardier og egenrum.
Lemma 9.3 Alle ecenrum er endimensionale. For hver easenxuni-
J | :
tion W galder w0,
Bevis. Lad AeR . For hvert celR har problemet
‘ A S T T o { S A“’?" @ o £
(L m}\) = O Pé,)’b JG&EE@[ { avs. A ’é-'-gs&ﬂ LP%‘\U,-—.B
(9.10) wte) = 0,
Wi = c,
N §
en og kun en losning,; idet u, belegrer losningen med c=1,
t . . . . f . e .
er losmngen for \/clk&rh@% c lig med cu, ; ikke trivielle 16s-

ninger fas for c+0. [dsningsmangden

{

(9.11) W= O,

(L~-Mu=0 pa Jo,pl,

er altsa endimen sional

er ?\ egemv&rdu o9 d@m +H hoh_md@ ma@ﬂgde &f‘ egemf‘umk-’han«.,r

paro wneTriseret

CLi

ved

w! eo) .

%v{s T

le@"’)\

ilkeke

bestar

Tunkﬁomerme

af

\ c+ 0.

Hws u () F0

i

0

e,gemmzrd i

Udsagnet galder ikke for alle 4yper af randbetingelser

(f.ex. ikke for de periodiske F@ﬂdbamﬂgeﬂser for ((8) betrag-
tet i [wl§e4 ), |
Folgende omskrivninger bruges igen og igen:
Lemmao 9.4 . fod e DL) ,weV. Da er
(9.42) | (Le oy Jo = 2len).
Specielt galcler
(9.1 (Lelw), = (¢lLw), ndr ¢oga e DL
Bevis : Delvis nnfegra‘mm hvor det amvmde:» at rondvardi-
erne er O ( for Hlladeligheden , se [emma 5’*7) Nar
we DILY, ALeV , er '
P -
(ch(”a}»') = j g{g[“{gscg*“p'4=%é§>] aL of dx
¢ A ” '
- - Va ‘{P P (PP d
= - f’/‘;—}’ g1 - ) (pep'ap! + Q;(P«\g,‘) X

7
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Hvis  ogsa 'M/E:DCU,EI’ dette endvidere

P P -
= ‘P/“r/'g o ., f-PE»imsﬂf‘:a«;;‘?:g?d;:

m«\

24

= (?iLakp)? O

Cperatorer, som opfylder (9.13), kaldes syrmmetriske Ci fy-
sikken ofte hermitiske | specielt ved komplekse skalarproduk-
ter ).  Ordet selvadjungeret bruges om cperatorer, der opfyl-
der (9.13) samt en vis fuldstendighedsbetingszise.

Le.mma 9.5. E&genrummene for L er indbyrdes crtogonale
mht. e | cvs. hvis u er en egenfunkhon for & | U er egenfunk-
Hon for p, og A%p e (ulv)=0.

Bevis. Da wog o€ D) og Lu-Au=0, Lu-pv=0, fas ved
brug af (3.13) "

0 = (Lu-)\ulu-)? -:(ul Lo ~ o
hvoraf (wle)y =0 | da p-A%0. 10

Jo = (p=RN) (ulvlg

/

Lemma 9.6." Nar u er egenfunktion horende Hl A, galder

Al = 4 nﬁ e qub) d
(9.14) llull? = Llu,uy = %(P(u)-«qu) X ;

specielt haves , at alle egenvardier er positive.
Bevis: Vi ser af (9.12), af

¢

Denne storrelse er klart 20. Da wi()#0 ([femma 9.3) og
p>0 pa L[apl, er stérrelsen >0 ; da er %>0. 0

| ~ (P
et = (hulu), = (Lulu)?-'{(u,u)=fx(P(u'>‘+qu1)dx.

Den sidste udtalelse i lemmoaet galder ikke for alle
randbetingelser, f. ex. ikke for mndbeﬁmgelsen u'ter=w'p)=0
for opera+oren - j;a ( eller den periodiske randbet’ng-
else betragtet Cwl §24 ). ’

Da O ikke er egenvardi for det forelagte problem,
har operaforen L, (se (9.5)) en Greens funkhon GE).
Bemark , at G(x, &), betragtet som funktion af x for fast
g (eller omvendt), tilhérer V  jvf. Satning 8.1. G Z)
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benyttes il at opna hogle mere dybtgaende udsagn om systemet
af egenfunkhoner. S

[emma 9.7. &n funkhon we C(LapI) er egenfunkhon for L
hérende Hl en egenvardi A hvis og kurn hvis

wey = A jﬂ@ GO EY w @(E{?)d% for alle xe [« @],

Bevis: At wue DL) med Lu=hiu er ensbetydende med ot
w er lésning il |

Lyw=f  pa Jepl,

Weew) = w(pl=o,

med f = Apu. Jfdlge Kapitel & C(eller [w]§28) galder dette
hvis og kun hvis ,

Wx) = f’e

(¢4

GIE) ApErutg) b for xe [w,pd. [

Den sidste identitet skrives ogsa
(9.15) ' uoo = Al Goo Tue)

jvf- fodnoten side 8.4.
Dette benyttes +l at vise

o for xe [« g1,

fermma 9.8. [ad {M,...,Mﬁ vare en endelig mengde of ind-
byrdes  forskellige egenvardier. Da. er

(946) 2 £-z < j GOGEY ot p&) dx dE,
' j:’l 3 of &

Bevis. For hvert j betegner u; en ef horende il Aj. Da
Ug,--,u, er et(endeligt) ortegonalsystem , kan vi udvikle .
GUx,') efter dete for hvert fast x, 6 o9 Tourierkoefficien-

ternre  bliver \ffc"lge. (9.15)

(9.47) c.( Glx,» ) = (G0, 1w )? - u,t’(mz
2 . ]
! g 1t Aj I

Bessels ulighed giver nu

. W () 2 2 P | 2
)| A sty < G, EY o) dE

2
IR Hujll? Jo
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hvoraf ofter muliplikation med ¢u og. ;‘n'%egr@%iah mht. e Cot,p3:

(B P / ré T W0
. 2 s bz i :} - . 4 Y
jg j G(%,E‘) ?(g)?(i&ﬁ dtid}( - } 5\3&‘74'“‘2‘_1"!‘;‘“‘”5
& Yo Ve A ujﬂ?
LN 2 N
= ¥ a? jiu:i”? - ) ji_
L3EF e L w1
j i & »j @ j:4 j
4 .
Heraf folger stralks
Satning 9.9. {° Hvert begrenset interval af den reelle akse in-

deholder kun endeligt mange egenvardier; dvs. mangden af
egenvarclier er enten endelig eller udgor en fdlge ,som kon-
vergerer mod + . -

2° Lad w = antallet af egenverdier ( wW<+00) og arran-
ger mangden of égenvardier som en folge {1, b ey - Da
er w

ow >

h=1

Pore
E L JL GU,EY gt if) dx df .

ux)[ =

Bevis. Pa grund of Lemmo 9.6 behover vi kun ot undersége
intervaller af R., [ad a>0. Huis der var uendeligt wmange
egenvardier 10,0l , fandtes der specielt en folge (f‘j );-’:4
of egenvardier € 10,01 . For denne ville galde

n ' .
1 4 :
= 2 h-= = 0 {or n=eown,
2 Z
Z Fs a* f
I' modstrid med (9.4¢). o
Altsa er der kun emdelag%* mange egenvarclier i hvert be-

grcensef tihterval ]Oqa] , GE @,?, . 09 \/at kan orelne 5am+h'gg‘
egenvardier | voksende razkkefdlge

((‘*(9) ?)\1.( ;\2< <§\m<,..
hummereret ved de na‘hwh@e tal £ w, hver w er det samlede

antal ey, (ws+ew). Da (916) galder for hvert afsnit i ek

4 ©
kken Z % . galder uwligheden ogsa for rekkens sum. O
j=t 3 : .
Vi skal senere se, at w=+¢ og at der galder ligheds-
tegn i (9.13).

Fra nu af ftanker vi os systemet af egervardier
ordnet ved (9.19) og Vi valger for hver e A, en
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Hlhorende ef. U, . Da sys'f‘emef {unhfi., udgér et (endeligt eller nume-

rebelt ) ortogonalsystem , kan vi danne Fourierrakker efter dette. (Det

overlades +l lamseren at +Hlpasse teorien i Kapitel 5 +| endelige
ortogonalsystemer .) For fe Mo er Pourierkoefficienterne (4vf-
Dafinf-h'on 5.10 ) o
ch(-f-‘) = M@
Muhu; : -

Lemma 9.10. For @e D(L) galder (lLelu,l= A, (plunle for
alle n, og dermed
(9.20) Callep) = A, Calipy |

Bevis : Da p og u, € DL)Y ' haves ved C9.43),

(L(P' un)? = ((P‘ Lun)e = (LPlxhun)e = >\n(‘-P|un)€__. D.

"Eksem% (. Problemet
' “u' = Aw,
ulo)= ucmr) =0,

har som bekendt som egenfunktioner {1 sinnx oo, med Hihdr

ende egenvardier H. Lemma 9.10 udhykker at ¢, -f"r=
n* G (f), nar fe D(L), et fenomen, vi har udnyttet krafhgt
ved separationsmetoderne i [wl§22,23, 26 og 29. Dette var

le+ ot vise , fordi differentialoperatoren var sa enkel.

(Vi har ogs& andre steder udnyttet,at den trigonometriske
tekke for en funktion f og dernes differentialkvotienter har
en simpel sammenheng (under passende ‘behingelser pa ),
ivf. Lemma 5.18 og udregningerne side 6.6. Sammenhangen
er mest sldende ved den komplekse hotaton: gef= inceh,

nar f.ex. fe C'([o2r]) med flo)= fl2m . Princippet er
her, at anvendelse _af_en_differentialoperator med konstante_koefficienter
svarer til multiplikation of keefficienterne i den komplekse

Det spandende ved [emma 9.10 er, at det wviser, at
ortogonalsystemet {uy, g frembyder et lignende fanomen
mht. differentaloperatoren L, hvis koefficienter p,q og
o i reglen ikke er konstanter.

Vi har fo vighge problemer at undersége : eksistensen
af en uendelig folge af egenfunkhoner for L, 09 fuld-
stendigheden af dete ortogonalsystem. Vi begynder

Haeg
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med en /analyse.

. w o ;

(9.24) ||(Pu; Crl@)? (lu, 1% for ¢e M,

¢

I
€ il\/[e

i

(9.22) [(L{P‘Lp)? =j f(cp ) Z)\ Cn(cp,)z il unllé for e DL,
(9.23) I Lcy“ Z An Clpl Ul for e DL,
Bevis . (9.21) er FParsevals ligning for ¢. (9.23) fas of Par-
sevals ligning for L¢, ved brug af (9.20). Jdet ¢, (lyp +ep)
= Cu(Lleyp) + Chlepy = (N, 1) Culpy, fas (9.22) ved

, 1 2 R
e, ) = (chlcp)? = -z( li ch+q>’l!f - “LLPII;,' - Heg»!a?)

w W b :
1 2 2 2 2 e PO .
5 [ E (%ni-'ﬁ Calp) llun!l? - E Ay Colip) HL(,,,Hz nZ; G lep) ’”"»-”;]

H

n

Z( [ (Ay,+1)l 9\ -'i ]Cn(c?) uu,,u ) 5- }\ G lep)” Hu,,,uz.lj

i}

Vi navrer endvidere , at (922) faktisk galder for geV
(9.22") Clp,p) = Z 7\ Cnlep)® Il W, u for alie peV

dette oplyses i [wls.166 £ 10 fin. - €. 6 fn. uden egentlig re-
degorelse,men Vil blive diskuteret nedenfor(Cemma 9.20).

Setning 9.12. Hvis ortogonalsystemet {un},:« er fuldstendigt,
opfylder déen k-te egenvardi -

o e, @) N -
7\k = min {-ﬁ-“,—”—;-— Moe '-D(L)\‘fO},((pluﬂ?— -(zpiuu\? O%

de te minimum antages for = u,.

Bevis. Da egenverdierne er ordnet ved (9. 19) har wi for
pe D(L)\ o}

w w
‘f(cplcp) = Z )\n C,,,(cp)z lu, ll?2 2 7\1ZCn(cp)z I u,;u;
h=4 h=4
2

sa L0e )
5 P P

< for all
] ”‘P“; f alle Q.
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@(’u.‘,u, ) (Lugjug)
For w=u, er _—iii—"% = __ﬁ_if_l?;_?_ = ;\1‘ Dette viser Sé@%"s’u’ﬂgen
for k=1. ¢ ve |
For k>1 observeéer w‘,”cd’ har Cplugde = (plugly == (gpmb_ﬁ‘,;o’
er cy@vs = ¢, (p) =0, sa aF
. w w
e, ) = ;Z‘; MaCnleV lunlle 2 Ay 2 Talgpy® Eiu@milz = N “‘P“: ;
= ’ =k .
for sadarne @ gelder (an o)
] ¢ Llp, )
el

Specielt er = U, af denne art og cpfylder

\

el ue W) (Luklun)(,= A . I

liu, g lNuy g

2o o) e .. -
Udtrykket —ﬂi’l—g- er sa vighgt  at det hllegges et spe-
cielt navn: v ¢ '

Definition 9.13. For e V\{0l defineres Rayleighkvotienten

Riyp) ved - jP

. 2(® ) “(P(Lp')z-@- @) dx

(9.24) R(@) = ot (= A )
. ¢ f ('Pz?dx

Bemcerk , at man specielt har .

(5.25) R(u,) = A, for  hvert k;
dette ihdgik‘ i ovenstaende bevis. °
. Setning 9.12  tjener som en inspiration Hl at give en
karakterisering af egenfunktonerne, uden forudsetning om af
der er uendef(g‘l' mange , endsige ot systemet af dem er ‘fu.id-
5~‘i*«:‘vséﬁd(9+ : ‘

For hvert {<k<w defineres

/

(9.}26) Vi = { pe V| (Lp!lu1)€ == (@lu,, )?::'O}_

Vi satter \/1 =V

Setning_9.14 (Minimumsprincippet). |
) Hvis R(yp) , befragtet p& mengden V\fiol anfager

minimum ved AF ,09 A € DY, da er 4 egenfunktion horen-

de HI den |avcs+g egenverdi  Aq, og R(4)= A

LR —



P
m"i
J
&
\»QJ
Jf" o
{E
U
-
M
PN
o

FAaN . 5 - R =] 3
Wiy Lad keN, ksw. Hvis Rip) , betragfet pa mangden
W W i0F | entager  minimum ved 4 bg e DIL), da e 4 et

muitiplum af v og Rig)=n

(). Vi antager af Rle), betragtet pd VNiol, antager

) e ) e '
e PR v’ed ”‘*4’ E=elng] *("a“’?él’@’ DL B@fr@gh Ei‘i‘&l’w =R !@d
peV, og dan funktionen

ftey = Rla +egp).
Furlehonen er defineret i et egentligt inferval 3»22',22&':, (y er
i almindelighed = +e , men endelig og >0  hvis @ er propor-
tional med 4 ). Da flo)= R) , félger det of antogelsen,

ot _
(9.27) ftey » £ for alle & el-yyl.
Nu er fter> en rationel funktion of €
fe) = Lprep, yrep) 2 + 28 Ly + & Ly
(e lg+ep) H«pn;+ Ze (i), + g eeng

og derfor differentiabel efter e. (9.27) medforer da of f10)=0,
hvor  {£7(0). udregnes 4l

o) = Z L, ) H'\.’,H: - 2('\HLP)€ Llq )
lap 18
. 2 2e) 2(¢l)p
4 iz wu;( (L), = peip))

2 ‘ \
N&pll; (Lq")"‘*q“[‘?)e » gvf.. Lemma 9.4.

i-a'g;mmggn -f/(()) =0 giver altsa

(€. 8) (L‘\!» - }MH Cp)f =0 Afor alle we VY,

“\j@;@? E'@mma 8.3 ‘sIULH'es hera{ " Q+ L‘L{—» =P.A.P \ davs. :\P er
agenfunkton hérende. Hl egenvardien p ! Da E(qa) er
mindst  mulig | m& @=u, (jf. 9.25) og )u:" Dette
viser (1)

[ Den foretagne underségefser horer' hjemme (. Voriehons-
regningen , se fx  MAT 1- noterne (102) $55- 56. Vi har ka-

rakteriseret  mMinimum for funktionalet Io(qﬂ —IP(P(LPHQ‘P Jex
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pg& fwntir{onsklasseﬂ \Y) (u,nder forudsatning om of minimum antages
p6  funkhonsklassen D(L) - essentielt samme bevis karakteriserer
minimumn  pd  funkhonsklassen DL} ) under bibehingelsen

| P | i
Iq(ce) = fa P*e dx = 1. Ved udregning of Eulers differential-

ligning med ﬂagrqnée—mwh'pl:'ka+orer kommer man netop frem
til et egenvardiproblem for L .

(44)  Beviset {orléber pa samme made , idet ¢ nu val-
ges 1V , indhl vi nar frem +1 udsagnet
(9.29) (Ly -paplep)y= 0" for alle eV .
Vi viser at dette medforer  (9.28), ved hjalp of folgende

indskudte lemma:

femma 9.15. [ad feMo . For hvert ne N (n€w) gelder

(9.30) _ ( f - Z __Cj(-f-)uj ,ui )?z 0 for t=1,...,n.
. j=

Bevis for femma 9.15 :

n

(f - 2 oo lu L= (Flu), - 424 G Tuy),

51 |
= (fluy), - cefyiugty = 0, pr. definition af ¢(f) - L]

Beviset for Satning 9.4 afsluttes hu siledes :

. k-1
[ad e V. Sa ligger o= f - 2 ¢y L V og op-
i=1

(plu; )?=O for (=1,..,k-1. AMlsa er e\, og

{yider
(9.29), For hvert j=1,.-,k-1 er

(Ly-py le), = 0 ifolge
(L«,‘-P‘q/luj )?= (L&'»IHJ)? - (P«Huj)? |
(41 Luy)g - poaplug),

i

(xa.—- (4l uj)g, = 0,
da 4eV,. Da fas for f:
(L4 - py lf)e = (L«{»—Mlcp)eJr(Lw—P&H _ficj(f) “J’)e
j=1
= 0.
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Da  § var vilkdrlig i V, har vi nu vist af (9.29 gealder o9 wi
slutter ved (Cemma 3.2  at 4 er en egenfunkhon for L. Da
Ape V., kan den ikke vere proportional med rogen of funk-
Honerne  Ug,..,u,, ; da Rly) er lavest mulig , méd
vere  proportional med u.  (jvf. ©25) ). O

E'Behandl{ngen af i) kan formuleres som et variahions-
preblem med k b«'be'ﬁhge,iser.]

Om eksistensen of disse minima for Rlp) mé vi fage
folgende saetning 1l +toende ( der henvises i [wl i Cou-

rant -~ Hilbert T ).

Sathing_9.16. )
(W) Der eksisterer en funkhon wu,#0 (entydigt bestemt

Pan&i" en skaler fo«k-%-or), ved hvilken Rp) har minimum
pa mcp.ngden VN fof . u, € D) og er egen{unkﬁoﬂ x‘"‘:: :
horende +HI den laveste egenvard 7\1. |

(¢) Lod keMN. Nar u,,.., ., er egenfunkhoner for
[ hérende Hl egenvardierme Ay,..., heq (respektive), define-
res Vk ved (9.26) | og der galder: Der eksisterer en
unkhon u_ #0 ( entydigt bestemt paner en skaler faktor)
ved hvilken R(p) har minimum p& maengden V \io}
u € D(L) og er egenfunkhon for L hérende til egenver-

bdien ?\k.

Denne satning giver eksistensen af .ug,u,,.. ved in-
duktion. Jnduktonen horer ikke op, .idet V er uendelig
dimensional |, saledes at V, ikke reduceres +HiI {0} for
hoget k. Alsd  kan vi omsider a-fgc'sre, at der er uende-

iu‘g‘l‘ mange egcnv«ardier‘:

Korollar 9.17T. W=+ oo,

Bemark, at har vi forst har eksistensen af et minimum,
antaget ved et element af D(L), folger det. af Satning
9. 14, hvorledes defte er egenvardi. Satning 9.14 (samt
Lemma 9.%) sikrer endvidere, at alle egenfunktionerne
kommer med ved anvendelse af Sating 9.16. Fa nu
af kan vi i princippet konstruere egenvaerdierne A %N,
som de successive minima for Rlp) (pa Vi, V,,V5,..) og

\
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. g { . .
Egenfun!djioneme som de Hhlhorende funk‘i'\oner‘,hvor minimum -

+a565 .

[ Definitionen af V. for k22 er afhangig of de’-foreg&w
ende egenfunktioner. Der findes en mere generel teori, hver
man for hvert k betragter alle rum W, of formen

W = {LP€VI (cpl%)?: = (‘P"Pk-i)?: O},-for et st cp“.“,cpkqe\/\fo}

Da . er 7\k = maximum over olle sef Cry-ery Qg af  minirnum
over det pageldende W, \ {0} af R(p) ; kort skrevet

A = max min Rp).
e, 9, € VNIOL e W \{o}

Vi svarer hl det valg af W, , der giver det stérste minimum.
Dette resultat kaldes maximum - minimum. princippet (mox-
min - princippet ); det har den fordel,at X, defineres uaf-
hangigt af de évrfge ev. og ef.

K 9.2 Fulds:'l'cendighed of systemet af egenfunkhoner; uniform

konvergens .

At ortogonalsystemef. af egenfunktioner fu bemy er
fuldstendigt , “betyder (jvf- Definition 5.43) , at der for en-
hver funktion f e My(La,p1) galder ,at demmes Fourierrwk-

0 . .

. ke effer systemet fu,},., konvergerer. i middel mod . Vi viser
dette  forst. for en pmnere klasse af funktoner, og anven-
der derncalsi- [emma 521 -+ at Opna\ de+ 'for 9_6’)6"6“2—

f e M. ( Herhl bruges Satning 9.14 og 9.16 . Vi skal se-
here se, ot Fourierrekken for Hlstrakkeligt pene f kon-
V -gerer uniformt med f , sem en fdlge af fuldstendig-
heden . Bemark, at tingene gores i en anden rmkkefolge -
end ved de frigonometriske rekker hvor vi diskuterede -
Eume_%w‘s konvergens- férs+, dernast ."’:"."io_r_"t‘__-l_‘.‘iﬁ‘{%”ﬁ_eﬁ"_’

og hlsidst konvergens__i_middel ; detfte blev klaret uden

den ubeviste Setning 9.16 )

Lemma 9.18 . TFor f eV, ke N, galder

k=1 -1 ” ) _
f - 2 catp u, (l; ;-f-k[ LU, F) - i }\nch(f)ilunll?]

(951) h=1

A

IN

4
e «e(f,ﬂ\.
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v k-1
Bevis. Betegn ~c.(f) ved ¢, [ad ¢, = f -2 Chu,, sa er

h=4q

QL Uy,..., Upy Ved Cemma 9.15, altsa kae V. Vi har

,‘E('F_échun 'F‘_,Zkijcrnum)

[{ -

} ‘f(cPkt"Pk\ mei
o o le=1 ket ke
= 2, f) =2 ) cp U )+ ZZ Cp Cn (W, U

: n=1
Nu er Alu,, )= (Luyfflo= A, (Ualfle = Ay G llugiy | ved
(9.’_152.) ;9 Cl9 2.(72 *),‘ ’Dspec_;ﬁH' er - lu,, uy = ’,\n Cpp LUy Nunn;
= nu,ll . o. Tas

nm n

. k-1
el ,ka) = LUf,f) = 2 ) ACpliug + Zm Ch gt
(9.32) ket =t net
| = L, f) - Z An Cr U1
Da. {lépklcpk) 20 , oflaeser vi heraf, at
-4 )
(9.33) LUF,£) - Z Mn Cn llu,,lI: 20.
Spetie,H- ses,at hvis ¢ =0, at {(cpg,cpk) =0, er
' k1

LUF, ) = Z kncn It

Ne ,mar @/=0 , er aftsh de + forste wdtryk i (931 lig
0 og det fredie 5 LUFf) ,erzo0 , hvormed  hele (9.30)
er opfyldt.

Antag dernast , at = ¢, *0. Da ¢ e V\ {o},gelder ifolge

Sca‘l‘m'ng 9.14 og 9.16 |
{((Pklcpk.) _>

zZ g
e, g k-
Dette gu’vér (idet %, >0)
k=1 2 1
f - :L:Cn“n.”? = el < A, e
<= (uep "gﬁ CR a1 )
>‘k ' ’ T on=A nn nUe
) \
< A LU, f)

hver vi Hl den S\dsfe u.l«ghed beny tter, at A, W Cor uu,,\n? 20

for hvert n. N

*) Shm star for "Kronecker's deHo;': som er defineret ved
’ 1 nar h=m,
0 nar n+m,

o =

mn
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Setninc 9.19. Or+ogohaisys+eme+ af egenfunktioner {upt,cy
er -fuldS‘l'aznd‘gi‘ :

Bevis. For fe V har i i olge [emma 9.18 at
Hf -5 cth unl 3 g -}k L, ), for alle ke N
h=4

N\ (=<

da d - 0 for k —s 00 , -fc‘:lger de:(‘,'a'f' reekken Z G P U, kon-

)‘k h=4
Vergerer i middel (i Mg(Lapl) ) mod f. For fe
M ( Cx, Bl ) kan wvi for bvert g€>0 ifdlge [emma 5.21 vealge
GV (endda fg € D)) , s& at “f'--f“-,“:;{;’_- - Da

£
fav’ Vi ved brug af (5.15),

k-1

I f =3 catpunll € UF = 5 catforun I

h=4 - fi=1
k- -
o If-fell +1If, - PEENCAYN
k=1 n=
, A S E + “ fe - ; Cn(fa)un ”: .
Da det sidste [ed 9ar1 moed O for k= oo, sluttes of

le-1

£ - 2 Gfiunlly = O for ksoo. []

Med denne satning er forudsetni ngerne i Lermma 9.11
opfyldt, 0g wi har de +tre Parseval - ligninger (9.21),(9.22)
og (9.23) . Den midterste kan som havnt vises af gco.lde
for fe V: :
Lemma 9.20 . For f og g €V galder |
(9.34) . £0f,f) = A Cnlf) Nt 16y |

I

=4

An G (F)Cng) lluplly |

™8

(3.35) 2(f, g)

1

pag
"

Bevisskitse. Det anfydes i wlstee. 2. 10.4n. - 6., «
identiteten (9.24) bevises ved QPPFOI(SH’I‘\Q'hon af ffmec"
funktioner  fg € D). Vi skal her gore opmazrksom pa
at det i{kke er nok med en approksimation mht. -1y | det
skal vere en approksimation , hvor 2(f-fg f- fa) bliver
lille ; altsa en approksimation hvor bide f-f og f'-fi
iver sma integraler. Man finder en sadan approksime-
rende funk‘hon ved at anvende Lemma 521 pad f': Der
“gg@‘ en C' --funk'ﬁon 9, +et  ved f’ ; derfor séger man
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X -
L gett) dt Ssom approksimerende funkhon

at anvende ot =
" 'ma& modificeres (med en

Hl foo. Her fiv= 0, men g,

lineer  funkton), sa 0gsa fepr= 0. : _
Nar fe € DL er konstrueret |, sa at C(f-fe, f-fc)<E,

gar beviset videre ved hjazlp af (9.32) og (9.233) . !

k-1
02 2HF = D MGE Ity = Llp,, )
h=1 et .
= AR 0 B, B Bt ) (g = D NG uuhn;)
\ n=4
= ‘E(LFK_ Pee o " Pee) t E 'e(‘ﬁc—(‘?k,s ) Pree) + {(Lﬁ‘,s ) Pr,e)

5 2-€(q>-q> , -, ) + Z‘E(cp P ) (Ved en version
™ e+ B ki k2 ke of Schwar;' uh'ghe:‘ﬂ)

(ved (9.232)),

S 28Uf-fp f-fe)+ 2Re ;R g)

Forste led er < 2¢ . ©9 andet led = 0 for k—»o | fordi f,

€ D(L). Heraf folger (9.34).
Endelig Vises (9.35) ud fra (9.34) ved brug af

'C(f,g) = % [a@(f+9,f-+9)— 2(f,f) - &g,g)]. O

Dette ' lemma skal anvendes pa G(x,g) , der jo +l hdrer
V, men tkke D(L) | som funkton of hver af de variable

(4¥f- Setning 2.1 (d) ).

Scp:fm'ng 9.24.  For hver-i-‘ (x,y) € [o(,ﬁ]xf«,,&] gelder

(9.26) | ¢ = Z Up(x) Unly)
G Xr\/) )\n “unnz .
' h=1 4
0g . ‘
. o0 .
(9.37) G(x,x) = E __E_'}_("_’z. '
%n ”un”e °
h=1
Qg\_/[_s_ Ead f() = G(XJ) ’ 9() = GCY) ) Bemazrk> at
(9.28) c (f) - ( G(x,") lu,,. () )? _ u"(),“z
" Il w113 A U, 1
ved (9.17).Da er '
A Ch(f) ¢ (9) hu “2 ,.-": >\h Un(x) Un (Y) . Il “2
" " e A lltally A Huallg n'e
Uh()é) L{n(.y)

A Hu,‘ll;
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-] .
Pa den anden side er

f,q) = jP (pm[aﬁcxz) ag(g;E)]+- qu e(x,z)g(y,é)) dz

b Gx.%) 28 az (y.f)] f Gox,s) ( Ly Gly2)) o

b b Gl 28 S (y z> f G (Ly G2 ) o

= Glxy) Ved (8.10) (@) - d) o9 (8.15).

/

Jnd:attes dette i (9.34), fas (9.36). (9.37) fas ved ot vi
setter x=y i (9.26). [1 ,

Dette qnvendés tl of wvise hovedsaz+ningen om wuniform
’(OhV@l’g@hS‘\.

Setning_ 9. 22. Nar feV, konverge,r\- Fourierraklken quf)un(x)
n=1

absolut og uniformt med '{:

Bevis. Betegn ¢, (f) ved Cn. Vi har for ethvert udsnit

k+ |
ZF Cn Un(x) , ved Schwarz’ ulighed for endelige Summer
h=k+1 :

gi o 2 ke Iy (x), 2
( lc, u,,ml) = (g |Gl VA, Nl Vo o, \)

h=k+1
k+ ktp - (x)
< ( xhc,i uu,.,u; )(Z ———T;'"";‘ " ) |

h=k+4 m=k+1

< Gxgx) L Y nCn lluglly < [ i Ao e,
‘ h=k#q ‘k+1
hvor C = Mmax G(x,x). Da Z A, G2 Hu,,u _er konvergen’r,
xelo, p1 . .
o
folger det, at > e u, 0ol er uniformt konvergent (med
’ h=1 . -

sum < \JCegp ).
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Kald summen gw; det er en kontnuert funkhon og Vi
skal vise , at den er lig fx). (Dette mangler i [W].) Imid-

lerkid medforer ovenstaende , at 2 Cp Unx)

konverg erer i
h=41

middel mod g (jvf- (5.18) ) ; da rekken ogsa konvergerer
i middel mod { (Satning 9.49)  er -lf -9l =0

hvora{
f=9, da begge. funkhoner er kontinuerte. El '

Raekken i (9.36) kan, for fast y, lases som Foune.r—

reekken  for G(x,y) som funkhon af x, 4vf. (9.38). Derfor
har vi specielt:

= n(K) unty) ’
. Korollar 9.23. For hvert fast y- konvergerer rzkken Z A N2
h'e

mod G(x,y) absolut og ‘uniformt _mht. xe [a, pl. (Tflsvarende
 udsagn med X o9 Y ombytet . )

'Bemarknfhg 9.24.  Lwl skriver (nederst s.167) ,at konvergensen
er urniform i begge Vvariable samtidigt. Dette er sandt nok,

og kan vises ved fdlgende argument hentet fra Courant -
Hilbert] s.129-140 ( Mercers Satning): Da

k- 2 k+ 2 k4 2
i | UpX) uh(y)l < Z Up (0 Unly)
A, gl T LA, Hu,,llz MZH Ney’ 2

h=k+1 ¢ I um"e )
for hVe,r'l‘ k,peN er det -h|$+raz,kl<el|9‘l' at vise at

un (x>

. : (9.39) m konverger umform‘iz mod GQ(x,x) f:rxe[«,P],
N

h=1

Dette fdlger aof den Punk-l-v‘se konvergens , ved anverdelse of
folgende setning af Dini : Nar leddene i recekken

'121 fatx) er ikke- negative, kontinuerte funktoner pa et
= , - ; \

kompakt interval < Lo, pl | og rakken konvergerer punkivis

mod en kontinuert = funktion. f pa [«xpl , da. er konver-

gensen uniform. Satningen kan vises med de midler, Vi
har fra MaT.1,

AN

Ved brug af (9.39) kan i forévrigt vise identiteten
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00 1 P P
(9.40) Z I = f f G(X,E)??CX) p(Z) dxdE,
n=1 h o Yo
som lovet i Afsnit 9.4. Thi Parsevals ‘(l'gnl'ns‘ anVendt Pa Fou-
rierrekken for G(x,-) for hvert -fas+ X giver (jvf. (9.38))
( ) ,
(9.41) J G(x Z) ?‘E)dZ Z Alun": "2 _ for hvert x.
i

i

Da. A,= 0 for hso  vil 7 < >\n for n Htistrekkelig stor, hvor-
h

!
med den -uniforme konvergens af rekken i (9.39) medforer
uniform konvergens af rekken i (9.41). Ned muthplikation af
hver side i (9.44) med @00 o9 integration over [ou,pl, kan

vi da flytte summationen udenfor integraltegnet, hvoraf -~

PP P& . :
Jf G(X.Z)ZQ(Z)9(X)dde=j §_ E{l(—u(—"{- ~dx
o o o An lUnllg

n=4

3
_ 1 P A
- Z 2 2 Luh(x)z?(x)dx :Z X ,

et A, sl

som viser (9.40) .0

Rakkefremshllmgen af Glxy) anvendes i Ew]s46’7 1e8
til en omfermning aof (osnmgsformlen

(9.42) | wix) —j G(x,E) F(¢) d&

for problemet

‘ {\LouaF,
(94 W) = Uu(pr=0

Vi finder den samme omformning pa en ganske -simpel méde :
Nar u er lésning Hl (9.43) med -Fe CULa,pl) er uedd -

med Lus= '?E Ved Cemma 9.0 er da

Cn (-?— ) = Ch (Lu-) = >\h Ch(.u.) .

Derfor opfylder Fourierrekken for u:

©O
c (
(9.44) wx = Z Cpl) U (x) = Z oo n(x))
n=4 n=

med uniform konvergens , fordi uelV.
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{(For udsagnet i [w] synes den uniforme konvergens af (9.44)
at vere baseret pa den uniforme EKonvergens of rakken for :
Gy mht. (xy) e [opd x [a,p]l (4vf . Bemarkning 9.24 ).
Man indsaetter rekken for G i (9.42) -De betragtede funk -
Honer F er Iidt mere generelle, hvilket krever en begrundelse
for at (9.42) ogsa i s& Hald definerer en ic'nsm'ng,m.m.) /

Til sidst i (Wl 836 nevnes randbetingelsen  w(a) =0, p(BIL(B)
+aulp)= 0 (a20). Den behondles ved den forudgaende teort,
idet man satter &(p,q)):fp (P’ + g4 )dx + ap@(p) og
Vefpec(twp) ! P o2de e, puo= 0L

K 93 Specielle egenskaber ved egenveerdier og_egenfunktioner.

Bemcerkninger +l [W]$§3s.

Diskussionen . of egenfunkhonernes nulpunkter forudsatter,
at man har gjort sig klart at en egenfunkhon kun har ende-
ligt mange hulpunkter pa [a,p]. Dette ses saledes: Antag,
ot u x> havde uendeligt mange forskellige nulpunkter pa
[x,p] . Da Le,p] er komp%ok+' ville der eksistere en k. er-
gent fdlge af disse, %1}, ; kald gransevardien X,. Da
u, er kontinuert,er wix,) = Jler; ut) = 0. Endvidere vil
folgen af differenskvotienter ”‘:;)_'x‘“x
hvormed u; (x)=0, da u, er differentiabel. Altsa er (L-2) u, =0,

U (%) = wi(x,) =0, sa U, er losning 1l e+ homogent problem |
med begyndelses vardier 0; da er u.0=0"'for alle xe Cx,p]l.
Dette strider mod antagelsen om , at u,_ var egenfunktion.

\ Vi udnytter denne bemarkning bl.a. hl at se at 1u 00l

. er stykkevis c'. sa af vi kan skrive ff‘p(%‘)" dx om il

J’P P(f) (-icbl(-'i'-'-)2 dx.

(4

o) korwergere mod O,
o .

Det pastss i [wl 5473, £.3-7 at Ay >%y finder sted,sd
shart de to problemer ikke er identiske. Dette er ikke heh
korrekt . Hvad vi.kan vise er i sin helhed féigende:
Seetning_9.25. Hvis  poa 2 poay, gqoo 2 gy é'%() 2 é"'(',") for alle
xe [%,B1,09 [% Bl € [o,pd, ca’ er A 2z Ay Skarp ulighed
(dvs. Ag> Aq ) gelder safremt yderligere en af fdlgende be-
thngelser _er opfyldt: ' '

(y P>p i ¥ eller B,

1) q >4q i et punkt af L;o_(‘B],
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1
[%B) +

[«,PJ.

(L)
Forste P3.5+and vises i [w] ., Sidste pastand bevises saledes:
fad U, og @ vaere defineret som pa side 472 i [w], Safremt (i)
finder sted , .kan ¢ ikke veere egenfunktion for det oprindelige
problem .«'de‘(‘ P og l.P ‘er O | ef endepunkt o.f Ce, F] Da -

himw-nSfunk%onen for Rly) er bestemt entydigt péncer en
konstant , fés altsd A, = R(&) 2 Rl)> A, (hvor R er Ray-
leigh kva'henfen for det @ndrede prablem). ( Bemark ogsa , at
@ ikke kan vere C.) Huis [&,p] = [a,pl, men en af be-
tingelserne (1), U0 i) er opfyldt , ses at A= R(T,)> R(W DR
idet Wy #0 i Ju,pfL og &' #0 | omegnen af x og aof B
(jvf- L[emma 9.3). O » -

Det kan derimod forekomme at P>p i et indre delin-

-

[%, Bl uden at den laveste egenva.rdn @nc S,

terval af
i et indre

idet mon kan konstruere problemer , hvor U/ =0

delinterval aof [x BJ.

K 9.4 Singulere Sturm- Liouville problemer.

Bemeerkninger #1 LWl §39, 41 og 43. ,

J ftilfelde of af p,g og ¢ opfylder (9.2) ¢ Lx,p1 med
undtagelse af enkelte punkter (i reglen et eller fo ende-
punkter ), skal vi tage hensyn hertll { definitionen af V
og af D(L)- Vi skal da déls  indfore hogle integrabilitets-
befingelser , der sikrer at ¢e My |, 2lp )< eller Loe Mg
dels nogle randbetingelser , der sikrer entydighed of los—
hingen +l Lu={, eller, mere alment, sikrer af randbidragene
forsvinder ved den delvise integration, der -forer +l den v.3~
tge formel {(Lp 4)=Clelad. %)

Hvad o.ngar |n+egrab|l|+e,+sbe,+| ngelserne, har i brug
at betragte fdlgende rum ( hvor A betegner [u p]\{de

singulere punkter } ):

for

P o
= {pe MTepD) | f“ o dx <o: b ,
W = {Lpe M?ltpe C°(A) med q?'eM,_[ (P(LP')2+QCPI)C\K<°°}/’
4

X = {epeWl e A med 1[-{pq>'>'+qq,]eM?}i

%)
Ned visse randbetingelser indbygges dog et randbidrag i 4£( vf . slutn w1826
05900 S e s 9.klce L 99 og i ag LP('\P)' Jv{ slu nungen af [w §26
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V og D(L) bliver delmengder af W resp. X.
Hvad angar randbetingelserne | skal disse sikre , at

p |
i ) - (Lplyd = f [Pl + qpyd - (—(peh'ap +qepa )] dx

= P‘-P*P-] er lig O for e D(L), qaeV

mader efter omstaendig hederne

hvilket kan opnés pa f¢r':ska(l:ge
Jlm P oo apixr= 0 hvis ¢!
o

Nar f.ex.: pxy—=0 for x—~&, er
o9 q/ er be.graznszcle , eller f.ex. 4 er begranset og ¢! er ube-

gmenset pa en sadan tade | at ;!"E poo ') =0 .

Vi skal se i detaljer pa PBessel ligningen

w _ A m* - | ir_ A o

e T . S Au, dvs. x[ (xuhy' + —;-u.].— Au,
2 ® -

hvor p=x, q= r_:_ og ¢=%X pa J0,1] (de er singulere i Punk-

tet 0); og pa fegendre lighingen

2
m

- ( U-x) u' o+ Toxz 4 ° A,
hvor  p=1-x*, q-375 og p=1 pa I-11[ (pog q er

Smgu(cere i begge endepunkter -1 og 1). m betegner et

helt ikke - negatfivt tal.
For Bessel ligningen har wi

4
= {cpe M([o1] f cpzxdx\<oo},

e C( JO1])med p'e M, J’ (x? +—-Lpz)dx<°°}

n

W
X

{ pe M? [
{(pe\l\/' cPEC(]O,'l]? med ;[—U‘qﬂ +'X‘¢P]€ M{’ } .

Som randbetingelse i det singulcere endepunkt O, hvor pux) =X=0,
_Vadges i Cwl §39 beh’ngelsen: p begraanse:(‘,iirg Xep'ex) =0,

mens [W]§41 angiver: ¢ og ¢! begraznsede For simpelheds
skyld  holder wi os Hl den sidste, altsa vi tager ialt <wm

rand et ngelser

(9.45) { ¢ o9 @' begrensede pa 10,1;

(e) =
Dermed bliver

V= {Lpe wl (9.45)‘9@,|der }

%) En del of regningerne kan udfores uden, at cheM Vi forudsetter dette
for at fo. den systemahske Sturm- £lOU.Vl”C ‘{”eon fil at fungere.
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dvs. i defaljer: e C°( 10,11) med ¢'eM, @()=0, ¢ og ¢
4 9 . . 1 2
begransede, J; @ xdx <oo j; X(eh*dx <e0 og fa P ip? dyx <o,

Det ses, at visse af betingelserne overlapper : De to forste in-

tegraler eksisterer, nar ¢ og ' er begrgnsede. Dette giver:
Q=g

V= {pe C°;Jo,1]) med @'e M| ¢ og ¢ begr‘azhszae—,‘‘{;4 r-)%chzdx <oo?_v
Vi ‘bemarker idvrigt, at det resterende integral nar m>o , lagger
sterke bénd pa p's opforsel har O; hvis ¢ f.ex. er kontinuert
i 0, ma der gelde , at ©(0)=0.
Endvidere fas
D)= { pe X | (9.45)galder },

altsa i detaljer (idet vi benytter beskrivelsen af V):

D(LY= {(peCz(JO,ﬂ) I‘Pog @' er begm,nsede, p) =0,

1 m? 3 4 m* 2

| X #dx<m og Jo L eney+ DV o}
Teorien fra L[W1§36 og 38 og noterne Afsn. 9.1-9.3

ennemfores herefter med enkelte modifikahoner, som an-

givert | [wl§39. Udover de i Afsnit 8.3 viste egenskober

for de der udledte Greens funktioner skal man ogs&

vise,at w0 = [ Gn(xE)fE)dE har begranset diffe-

renhalkvohent ( smi. (8.17) og (9.45)); det vises let ud
'Fra_ (8.14), v

For 'Céééndré— differentialligningen har vi

' 1
M= fp e M| [ 42 dx <o },

1 | 2 .
W={peM |peC(1-410) med ¢'eM, I ((?‘Xz')\“?')zj— 1o ®)clx<oo |,
__ | et

X=1peW! pe (1-110) med. - ((1-x»¢) + 1["; e e M}

For ’Degge endepmk‘(‘zr -1 og 1 hqr pix) = 1~ x? gr&hse\/azrdfeﬂ
0. J [wl§4d velges befingelsen "¢ begrmnset, (1-x*)ep!
-0 for x=>t1" (¢ £.15-16 5 189, mens behngelsen
"o og p' begraenseden angives hederst pa siden. Vi velger
for simpelheds skyld som randbetingelse:
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(9.46) ¢ og ' begransede .PS. 1-1,1C .

Dermed bliver \ : . |
= {pe W' ¢ opfylder (946) } -

2

= ro 1
= {pec (Jﬂﬁ med @'eM | (09 ¢' begrensede , f \1_n;7. ” dx <o },
| -1

Endvidere fas ’ —
D(LY = 1pe X | ¢ opfylder (9.46)}

— 1 2
= {q:e c*(3-14c0) | ¢ og ¢' er begransede, 14 Tz " dx <ee

1 X |
f1 (- (a-1p" + {'7 @) dx <oof

Teorien fra [wl §36 og 38, noterne Afsn. 9.1-9.3, 9ennem'-.[-'6res
herefter med modifikahonerne angivet i [WI$43.

J udledningen of [egendre polynomierne i [W1§43 pastas
det nederst .side 190, at wuligheden

c 4 k-1
. ) _ k+4 a .
(9.47 T >3 k+1

for k-1>A medforer at sumfunkhonen for rekken Z c, (t- ot
wi 93 mod + % e((er ~00  for t--1, hvis ikke rce,kke,n "bryder
(‘dvs. at A er heltallig pa en "sédan made .at ¢ e O
fra et vist #in). Denne slutning’ er ikke korrekt; som
modeksempel kan nevnes, at hvis ¢, var defineret rekur-

. sivt  ved _
-4k
Con = "F Tz O for k=t2,.

med c,#0, var (9.47) klart cpfyldt, men ef-l-ersom

C = (-A)k RN SR o 2 1
ket = (-2 kt+2  kt1 ke \4( & 1
4 1k / 2 ' *4 | "k
= (-z) ——— ¢ = —— 1.
( 2) (k+2)(kt1) 1 (kt2)(k+1) (- 2)

. ko 2 4 1-t\K
ville rekken Z c, (1-%) tage  formen -4 C, é(kﬂ)k ( 2_)

k=2
som er uniformt konvergent (og altsa har kontinuert sumfunk-

tion) for f%il 21, dvws. for te[-1,3].

/
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Man skal bruge den eksakte formel for ¢ 'erne for at ha
frem til kravet om, at rekken skal bryde af. Vi wiser defte i
det folgende Sam'hd9+ vil i dog @ndre udledningen af de
begrensede egenfuhkh'oner en smule, idet wvi vl reekkeudvikle
ud fra punktet- t =0 | stedet for bogens udvikling ud fm
t={ (derved far vi i Hlgift opdelmgen of eganfunk-!-\onerne
i lige og wulige funk-honer)

Vi soger en losning il pmbleme:l' |
o lL-Npr=] -2(u-25) - ap = pa 1-1AL,
(9.48)
(i) P og P’ begrmnsede pa I-4,1L,
og forséger med en rekke
P(t) = Z | c:,‘-l:k , summeret over k= P pet, 2, e

Her er forste koefficient Cu* 0, hvor a priori er ef v ligt
reelt tal; vi ma dog straks forudsatte pzo, for at P '
kan vare konhnuert ¢ O. Jdet

d v k-1 . k
(L-N) (e ) = - S -tIke t°7) - net

= - k(k-1)ck+,k‘z+ (k(k+1) = N) Ck\’ck

ses at [edvis anvendelse af L->\P3 rekken for P efter nhogle
Omfordeh'nge,r fér‘er -h[ r&kkeh . .

- / ke
(9.49) -p(p-0ct! —up e, e 2 [ (ke ke, + (klest)-A), It

k=

: p bt
Vi vil krave , at alle led | (3.49) er 0, men altsd c,#0,
Dette  giver "bek ngelserne |
(9.50) pLp-ty=0 -,
(9.51) e Gy =0

L k(k#D) = A

CQSZ) Ck+2 Ger ) (ot 2y Cr fO!' k‘-' rl"'F ] !96 No.

Den férs+e be,-l-u'ngelse giver straks, at p=0 e.ller f*' Razkkén
for P(t) er altsa en righg Fo-l'ensl’azkke

80

Ptry= > ant,

AN h=9
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hvor a,#0 , eller a,=0 med aq.+0 . Hvis rekken har positiv kon-
_Vergensradius e>0, er P(t) e C”( J-¢ oL ), og alle differen-

tialkvotienter fas ved ledvis differenhation (4vf. MAT 1- noterne
(102) &25) , sa P(t) er |osnm9 1 (9.48) (&), nar altsa be-

tingelserne (9.51) og (9.52) er opfyldt.

Tilfeldet a+0 svarer 4| p=0, c,=a,. Her lagger (5.51)
ingen band pa ¢, = Q. Valger vi ¢,=0, far vi at kun
koefficienterne med lige hr er #0, og disse er alle bestemt
ved ¢C,, 6 se (9.52). Rakken med ¢ =1 kalder v {(t)

01
& 2n
AU = ) ¢, t
h=o0

hvis led alle er lige funkhoner, sa 2 bliver lige.

, Tilfeldet a,=0, a;#0 svarer il p=1  dvs. ¢=a;, ¢,=aq,
etc... (9.51) giver her, at ¢,=0, hvore,{fer (9.52) med-
srer , at alle led med ige nr. er 0, mens de u.hge er
bestemt ud fra c,. Raekken med crlkalder i ult), ~1tsa

2 1
w(t) = Z < "

2h+1

hvis led alle er ulige funkhoner, sa u bliver wulige.

Vedrorende rekkermes konvergens bemarker vi forst, at
hvis A= k (kt) for et ke N, er Cg,,, =0 for alle peN
ifolge (9.52). Nar k er lige, betyder dette , at €(t) er
et polynomium ( mens alle koefficienterne for u(t) er *
0), nar k erulige, er ult) et polynomium (mens alle
koefficienterne for £t) er +0). J de polynomiale filfalde
er konvergensradius +o. J alle andre Hifelde benytter vi
kvotentkriteriet | idet wi opfatter tekkerne som potensrak-

. 42
ker 1 t

(9.5% wh= 2 (’rf)h Loum =t 2o, @)
‘ h=o heo :

hvor koeff«clenfforholdef (med p=0 eller p=1 o‘ofylder'

Cz(n+1)+& - (2h+p.)(2n+'1+[1.) A - 1 ‘for n-> 00
C2“+P_ (2n+4+}‘-)(2"\+2+}1-) . B )

Altsa  er konvergensradius 1, rekkeme er konvergente for
<. :
Da losningsmengden H| differentialligningen (9.48) ()
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er Pamme’rnsere‘l’ ved vardierne af P(0) og P’(O) -fas samtige los-
ninger som linearkombinationer of £t} og u.('t) ( herunder Jos-
ningerne med A& %0 %0 fra filfeldet p=0).

Ni skal nu se pa mndbetingelsen = (9.48) (i) . Denne er op-
fyldt af &) o9 wlt)/i de ftilfelde, hvor disse -er polynomier, dvs.

{ Cor L) (G%0) er egenfunktion , nar A= k(i) k lige 20,
(9.5
9.54) ¢ ult)y (c#0) er egenfunktion,nar A= k(k+), k ulige >0.

Det vil nu blive vist , at der ikke er andre ege.nfu.nk'h'oner. .

[

Betragt  rakken % Conspt g2t (p=0 eller 1) hvor Cf*:1'

og hver C2n+y. er defineret rekursivt ved 69.52)' altsa

(Zn+pd(2nedtp) —A |
' C = >
(9. 55) | 2n+2+’4. (2“""""}”(2""'2-*""\ zm—,,x fOP nzo,

idet wi an+aqer at A ikke er noget af Hallene (2nepr(2n+irp)

for neN, Vi  omskriver (9.5%5) -l

c L (o ) e
et 2ntlE (2n+’1.)(2n+{+y-) Cz"‘ﬂ*

Il 2 2ep ERp— )(1 A )c

—Zn+2+,u ‘Zm-\g Zp.\k» 1 (’Ln+}m(2n+4+,,o- (z»rfu(g»fy.» 2ep

som kort skrives

(9.56) 'C2n+2+}; 2n+2+;¢ [ T‘- (1 (2£+;:.)(2£+1+p)] Cz"’f* :

' n L
Her er benytet notationen q, Q9 T &=1 e ( 1‘ leeses
"Produk‘i‘e'r, for € g&ende fra 1 4l n "). éEndvidere definerer man,
“har (Ge)een er en alfolge, det uendelige produkt l\; g, Ved

h 2 \
(EE q‘ew)”e’”v , idet man siger at produktet er kon-

’falf&‘o(gen
Vergen‘i' med (grense)vardi a nar sidsthaevnte ‘f‘a.(fc'olge (afsruts-
olgen) kcnvergerer mod a for nooo  (se f.ex. MAT 1-noterne =
(1o2) § 27). : T

for at finde storrelsesordenen of c,, o ma Vi Vurdere
det optredende produkt; dette gores ved  hjelp of folgende
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/

keiterium .

veere en folge af tal # -1, med
2 X, er absolut kenvergent, da

=1

Lemma 9.26. Lad (Xeloem
0. Hvis raekken
(]

greenseve rdi )

er det uendelige produk'l‘ E‘ (1+ X ) kon\/;e,rgeh—%'/“ med 9ragnse,v.;grd{ +0.
I . ,
kan vi velge £, s& 1+x,20 for £2¢,.

£-1

Bevis. Da X, - 0,
o n
(JL (4 X,) )( ;f_\'_{o 1+ xe)\) (for n2 £,y hvor

n
Da . er {Tl' (14x,) =
=1

fast tal #0, saledes at v skal vise konver-

férste  faktor er et
Da denne storrelse er posi-

gens af anden fakfor for n-oo.
v, kon wi tage . logartmen:

log ( eﬁ{ (14x,) ) = > log (14x,),
6 t=¢,

Heraf ses, at produktet er kondergerrf pracis

Z log (1+x,) er konvergent. Da log (1+x) er differeri.. .oel

nar rekken

i,
i punktet x=0 med d{ferenhalkvo-hen'i‘ 1, findes en omegn
(1ex) | < 21xl for xe 1- 8,8T. Yed sam-

3-8,80L, sa | log -

menh‘gnfngs kriteriet  fas da, ot nér ?% X, er konvergerr!'

er é log (1+ X,] det 0953. Endelig er Tl' (14»7({) = lim T\;(’(“'Xe
=4, " - s {=

= lim exp ( Z Log (‘(+X£)) = exp( Z log (_1+X£)) >0. 0

’ t=1,

200 f= {a

produktet i [ 1 ¢ (9.56) fas hermed: Da

(sammen(;'gn med konstant:

: For
i A er kon\/e.rgeni"
=7 Qeeprzeetep |

- 1 , ‘
Z7), og alle led er £1 ved antagelsen om A
. A o \

- konvergere mod + dal b0 00,

T - optams) e . fornocn.
Det folger da aff (9.56) , at Coneps a.symp'b-hsk opforer sig
Mere _ precist :

som en konstont -

Valg n, sa sivr,mt
T A bl
- _ P
| b {E (1 (2£+;L>(2<+1+;x))l' 4 fornzh, .
Da er
(z+p)C
IC +W) Caep b <4 (z+,nlc:2m bl for nen,.

n+2+p ' 2n+2+}u = 4 2n+2+}k
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for £(t)
ved

9.29

og ul(t) kan nw,for n:xn,, vurde-
leddene i rekkerne |

00 b :
2 7" = -2 log (1-4)

Req N ' \

2n b’
t 3

o0 b,

. ~2 log(1etd+ log (1-0)]  for teI-40,
henholdsvis

00 oo ad :
Z, Z A - 2 av)

m=1q n=4

3=

b’ 2n+1  _ /(
et b = b

= b (-log4-t)+ 1 log (1-12))= 5" (og (1+£) - Lo “-8),
9 2 9 T2 9

b for en vurdering med nu-

hvor b vzlges som %(Z‘ry’czﬂ,. j
som 2z (2+4p) Cpup b for en

merisk storre led o9 b valges

Vurdering med numerisk mindre led (med samme Fortegn).

- Det folger, at L) og wt) gar mod *e ( fortegnet afhwengigt
of  Coup b) Ssem log (1-%t) for 171 09 mod te scon
|09 (1+t)  for t ¥V -1 . _.(Hermed menes : 0 < b, < ‘—f,%l<b2‘

i en omegn af 1, etc. ) |

Hvis X er et af tallene k(k+1), wviser detfte, nar
k er lige , at wu(t) ikke er egenfunkton, sa egenrummet
udspendes of £(t) (4vf. (9.54)); nar k er ulige udspezndes

enhrummet af ul(t). ‘
Hws A ikke er et af +tallene k(k+1), viser ovenstaende,

at {Lt) og wlt) begge er ubegrensede i begge endepunk-
ter af JI-1,AL. E&n Ilinearkombinaton ma,da £ og u er
henholdsvis.  lige og ulige, vaere ubegrenset i det mind-
ste 1 det ene endepunkt ( den i [wl ° kenstruerede los-
hing er netop begrenset ( &t endepunkh. Altsa er A
ikke egenvardi,
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10. Dobbeltrekker og andre multiple rekker.

T 101 Multiple tolfdlger og -rakker.

: En dobbelttalfolge ( kort betegnet en dobbeltfolge) indexeref ved
falpar (m,mye NxN er en funk.-h'on tm,m—eq,  fra’ NxN ind i R
eller C; vi betegner den ogsa ved ( ap, | tmm eIMxN) (amﬂ)m ne,
eller blot  am, (evh an, ). Dobbeltfolgen kan eventuelt angives ved

et skema : n
: m 1 2.1 3™

1 | Q| Qp | Ay |

2 [ Gy |Gy | Oz |

3 [ Qg | gy [ Qg | '

] : i
1] ‘ 1]

Ud fra en sadon dobbelttalfdige danner man en dobbelttalrakke
(dobbeltrekke) 5
a

mneM

tallene a,, kaldes dobbeltrakkens led. Der er monge forskellige
mader, pa hvilke Vi kan sége of knyHe en sum 4l en given dobbelt-

rekke . Vigtige eksempler er: 4
1) Jtereret summation bestaende af summation over n for hvert

m og derefter summaton over m: _
%)
a R 0
"ém( ém mn) ,  skrives ogsa Aéw s J
(udh-yklcd' Z Z Oy kaldes gerne en itereret dobbe ltraekke )

2) erreref summation , over m foérst og n bagefter:

ZZC[rr\n

. neN memM
3) Summation of den swdvanlige rekke dannet ved ordning af
dobbeltrekkens led ved hjalp of en bijektiv afblldmng T IN— Nx N
(en ordning ): . e
' 2 )

ke N

De forskellu'ge summationsmetoder ‘behéver/ ikke at give samme
resultat.

Eksempel| :  For dobbeltfelgen

he

7 bruges synonymt med rf;.
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ANANANEEEE
o4 |-1| 4|33 |3]4 0
o | o] 4|13 -% \§ -3 o
fololo |1 1|41 -2]3} 0
olololo|1]|-1]3]-% 0
o|lo|o|o|o|1|-1]1% 0
o|/0|jojojo|o|1 -1 0
Zam [ fo | Z o §)o |50

gcelder a’r 22 a,,=0 , mens. 22 a,

meN neMN neN meN

Jmidlertid forenkles situationen betydeligt , nar dobbeltrekikens led
alle er 20.

Setning 10.1.  Lad (amn)mpen Veere en dobbeltfolge med reelle,
ikke -negative led. For den lherende dobbettrzkke er f{olgende ud-
sagn 1°- 4°  ekvivalente:

1¢ ,éma"'" er konvergent for hvert m med sum s, | og %Nsm er ]

konvergent  med sum s.
2 2 Amy =t,  for hvert n,og‘n%“tn =s.

meN

3’ Der findes en ordning T:IN- NxIN,sa at gN Aty = S-
4° For enhver ordning T:IN->NxIN gelder 2 a.,, =S.
ke

Bevis: Vi bemcerker straks ,at 3° & 4° pa grund af setningen om
omordning af en obsolut kon\/ergen{- rekke ( MAT 1- noterne (102) )
$.23.02); nar T, og T, er fo ordninger, er rakken Z Qg ficy netop -
dannet ud fra rekken Z Ar ey Ved omordningen defmemf ved
T,'e T,

Vi vil wise,at 1° <& 3°; beviset for at 2° & 3° er analogt.

Antag forst ,at 3° galder, d-v.s. der er givet en ordning T:N->NxN
for bvilken tekken Z Qg (1) er konvergent med sum s. Fbr hvert fast

m har vi da , at ethvert afsnit Z don €55 altsa er rekken Z Qmn kon'v
Vergen+ med sum s, <S. Be+ra9+ nu et afsnit f Sm | rekken Z Sm
lad €>0,da kan vi for hvert mg<m, besfemme n,cm sa
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no(m\
Zq‘mn 2 Sy- E\F:' . Jalt  fas
n=1 o
[ ho(m) m,
10.1)
(0.1 Zzamnz Zsm-'e'

Jmidlertid er mengden
{(mm | msm,, nsn @}

indeholdt i en mangde {1t | k<k b for k, filstrekkelig stor, sa ven-

stre side- i (o4) er ¢s. AHsa er

Mo

' "é msm € S+ ¢&. 3
Da e var vilkarlig , ses at qu Sm S5 , for ethvert m,  dus. rekken mZ=4 Sm
er konvergent med sum s'<s. Kort fortalt har vi vist: ‘
(10.2) kZ Ay, =S = 2 ) G, =s8'%<s.
EN meN neM
Antog derncest omvendt,at 1° galder, og. lad T:N—NxN Vere en"
bijeltiv afbildning - [Lad kye N. Betegn det storste m , som optreder
i mangden af falpar T= {Ttk) | k<k,}, ved m,. Definer for

hvert m<m, ~
| N =inlmmeT},

N,, kan vere +om. Vi har da _
e
T= U {tmn lneNg},

m=

S

hvormed ‘ %’ Z m,
] a - a < Sm < 5 .
ksk, T k) m=4 neM'ﬂ mn m=4

Da er .rcelcken “;Na,md konvergent med sum s"<s | bg vi har vist

(f0.3) ) ) =S = ) a,, =5"<s.

meN hem keN'
Ved brug of (10.2) f&s huw, at s”=s  hvilket viser 1°= 3°

Anvendes (10.3) pa (0.2) , fas 3 =1°

Om en vilkdrlig dobbeltrekke mZNamn vil w sige, at den er
he

absolut konvergent, hvis dob beltrmicken . hZE:"\lla,,,ml er konvergent

1°- 4" (og dermed efter dem: alle, med

efter en af metoderne
Zmam" er absolut kon-
ne

samme graanse,vaerdi'). At en dobbeltrakke .

vergent med, sum s (defte begreb begrundes i félgende saining), angi-

\ :
es ved ha Ay = 5.

Satning 10.2.  Hvis dobbeltrekken 2 Qmn- er absolut "konvergent,

mneMN
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konvergerer den efter hver of metoderne 1°-4° i Satning 10.1, og

L2 Gme = Z X pn = J Guo

meN neN neMN mem ke

for enhver ordning T: N- NxN.

Bevis: DBetegn summen af 2lam,l ved s,. Jfdlge det givne er

mhenN o
2 Q| konVerge.n-l- (-for hvert m), hvormed 2 Qmpn er. absolut konvergent ;
hemN hem
betegn summen ved sp, . Endvidere har Vi for hvert m,
My ms m,
l Z Sm ' < Z Ism|l = Z IZ amn'
m=4 =1 m=1 neiN
S i Z lthl -< Z Z lamrt’ = So ’
m=1 heN meN  heN L

hvoraf fdlger, at den ifererede rmekke 2 2 Omn er konvergent ; betegn

memN NeEN

summen ved s. Man “finder analegt, at ZN Z Qmp er konver 96“+i be-
heN men

‘f‘e.gn_ summen ved s’ &"ldellg er for en vfllcarh'g ordning T: N > MN=xN,
reekken kZN Gy  Obsolut konvergent (folge det givme ; betey: sum-
(4

men ved s” Vi  mangler af vise at s=s'=s”, |ad os fex. wse,
ot s=s"
[ad €>0; vi kan da finde k,eN  sa at
. 9

\S"— a < g
; 'c(k,)l 4

0 kotpP
I €
! <z
- 4

Uiy )
G R

‘for alle pe IN. Mcengdeh of talpar T=1{ck | ks ko} skrives som
i beviset for Seatning 10.1 oo

m,
T = U" ftmpm I neN, t
M=

hvor m= max i m) IneN: mmeT}t og Np=inlimneT}.
Veelg m, >m, saledes ot

my e
\ s gwmle s

’. e .
og Vce.lg for hvert msm; et 4al nyemy,sa  hym) 2 max N, ,ngr«r

msmc , 99 Nqtm)
€
I Sm ~ 2 a.. lS ey
h=1 mq
Jat har vi dq
mq ny o mq  hy(m
et £ - s -
Is S l— ls rn; Sml+ 'm; m m:{n:-d qmn l
mq  Ng(m
+ l Z i Clmn - Z qmn ‘ + ( Z amn B 5" l

m=4 p=4 (mpmeT ‘ (mmeT

W
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kg+p

S E + ..E.. + la I 4+ £ < e
4 mgt 4mq k—%ﬂ el 4 ’

hvor vi har observeret, at i (mmy ] m<m;, hShmt 2T og vi har
vaigt p . sa de overskydende talpar ligger i mengden { T(k) |
ket1 €k € kv p }.Da & var vilkdrlig , folger at s=s". [

Udover de navnte summationsmetoder kan man tanke sig on-
dre ; f.ex. iterationsmetoder, hvor tolparrene i N*N ordnes i en
numerabel fomilie Aqu A, U .. af numerable maengder A =1 (P, 9pwl
heN } og man forst summerer over hver Ay dernest summerer de
fremkomne summer over m. Dette svarer i virkeligheden blot +l en
omordning_ﬂg_.{ INx N (en bijekhv afbildning o: NxIN - N=IN), hvor
iterationsmetoden 1° anvendes, pa den omordnede dobbeltrmkke. Ab-
solut konvergens bevares ved en sddan omordning ; beviset herfor
kan fores tilbage ! seiningen om omordning af en sedvanlig rekke.

Vi kan ossa betragte bijektive afbildninger mellem N (eller
N%) a9 MN¥ ( k hel >2 ) og opstille nye iterative summationsme-
toder . Dette forer ind pa begreberne k-dobbeltrcekke (specielt
tripelrekke , for k=3), hvis behandling begrebsmeessigt ligner cuoobelt-
reekkerne i sa héj grad, at vi ikke vil give mange detaljer.
. éEn ' tripel (tal) folge er.er: funlc'hon. thy,hz, h) = a, o fra
N” ind i R eller €C; den tlhorende tripel(fal)rekke skrives

X ngmns . For k hel positiv defineres en k-dobbelt (tal) folge som

n{/nlrn3elN

en funkton (hy,...,he) = Gy o fra N® ind | R eller C ; den tilhorende

k- dobbeltrekke skrives Q- Nor k>1, er det 6{1’6 en fordel
by, €N e
at bruge vektornctation , altsd skrive (hy,.,n.) som n (et mulh-index),

hvorved k-dobbe,('ffo'(gen o9 k-dobbeltrakken skrives
: (CIg ) ek henholdsvis Z a, .

hen
Notationer med mulki-indices anvendes meget i moderne veerker om
partielle d({ferenﬁdh'gm’nger. Indexmeengden kan f.ex. pgsa veere
NS eller Z* - S
Nér k>2, er der flere end {fo haturlige iterahonsmeteder,
svarende il hvilken rekkefdlge man velger at summere de k
indices effer ; men moralen bliver som i Scetning 10.1 og 10.Z:

Setning 10.3. For en k-dobbeltreekke med reelle | ikke-negathve led
er samtlige summatonsmetoder under o) og b) cekvivalente :

a) ZZ---ZCKD/

nj1eru nj, €N ne N

l’\VOl’ h = (n‘l)---) Nk), ©°9 (\j1;---‘,jk) er en permu+a‘HOn a'f (1,,‘()"
' |
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b f%ZN a‘E(C) '
hvor t: N N5 er en bijektiv afbildning .

Vi siger , ot k- dobbeltreekken Z,k Q. er absolut konvergent
neM =

har Zklahi konvergerer efter en af (og dermed alle ) metoderne i
nem - i ) '

Sce+hin9 10.3 , og mon fmder

Seetning 10.4. Hvis k-dobbeltreekken Z a, er absolut konvergent,
14 DGNK =

er den konvergent effer enhver af summahonsmetaderne i Scetning

10.3, med samme sum.

Beviser: @velse. O

T 40.2 Dobbeltreekker, hvis led er funitioner.

Man kan naturligws definere k- dobbelt{dlger , hvis elementer
Hlhérer en v:llco.rhg mengde V; det er simpelthen a{-'b«ldnmger
(hy,..., A ) = &y, €V fra N ind 7 V. ' vil se pa tlfeldet,
hvor V er et -fun khonsvektormum | sa vi kan addere elementerne

k-dobbeltreekker. Da alle principielle sporgsmal allerede

o9 danne
vil vi néjes med of behandle deffe

viser sig for hlfazldej- k=2

tilfelde ek.splla'f'
‘ [ad A= R (filstreekkelig pen 4il"at vi kan integrere over A),

' lad V betegne mengden af reelle eller komplekse funichioner
ps A. Betragt en dobbeltfdlge (fmndmmen of sadanne funkhoner.
For dobbeltrekken 2 f, ., kan wi indfére summahtonsmetoderne

mne™
/]O i -forr‘l-ge a-fsnl+ lde‘(’ Vi yderhgem ma ske[ne me“em

_Punlc'hns konverqens um-Form konverqens o9 kovwerqens i middel
med hensyn Hi en chgl'-funk:hon Q(x> pa A. Herved fas en Som-
ling konvergensbegreber som bliver temmelig sfor , fordi vi ved
i‘f'e.\ra'{'\'oy\svne:l'ode—rna 1° og 2° kan veelge fgrske.lh’gi konvergens-
begreb ved den forste og den anden grenseovemang.
Notationen for kom/ergcns { middel pa A er fdlgende:
o(x) betegner en positiv funktion pa A, som er kontinuert (even-
tuelt med Visse diskontinuiteter af en sadan art at teorien

har mening). Vi definerer
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ll-fll: = IA A{¢3Th eUX) dxy -+ dxg

og, nar ih'l'cgra,(z(' eksisterer | ‘ .
(flgl = I fix) goxy oo dig - dxg
A

(gtx) kenjugeres nér f og g tillades at vere komplekse funkfioner). J
det folgende \skriver vi for simpelneds skyld dx, - dxp som dx. Funk-
tionsklassen Mg(A) C(ewt. Mg) definerer vi ¥ tilfeldet £>1 som meeng-
den of konhnuerte funktioner f p& A med [fllg <. (Visse diskon-
tinuiteter kunne tllades | det ma géres specielt i de tilfeelde , hvor
der er brug for det.) Af

N
feMg(A) | f, €eMo(A) for hvertn, IIf -“;fh g0 for N= o,

\

udtrykker vi kort ved )
(10.8) Zfo=f MW,

nem
i ord: rekken’ konvergerer i middel (pg. A, mht. g) mod f.
'Saefnfngeme i afsnit 5.2 og 5.3 overféres uden videre fil *lifeldef,
hvor intervallet L[a,b] er erstattet med mecengden A.
Svarende Hl. (10.8) skriver vi
2 f.o=f uniformt pa A |

heN

. N
hwis !s(e,qz [ fexy- h;fn()s), »0 for N-wo; og

Z fn=f  punktvis pa A

nem
hvis  foxy= Z falx) for hvert xe A.

neN
Vil ikke opregne alle de forskellige konvergensbegreber for
dobbeltrekker , men blot fremheve nogle tilfelde, hvor visse of
dem falder sommen. v
For punktvis konvergens har mon som en wnmiddelbar konse-
kvens aof Setning 10.2:
Korollar 10.5. Hwvis der for hvert xe A gaz,lder(o.fm'é“lfmn(pl er

konvergent effer en af metfoderne 1°-4° i ‘S"d’“‘.“Q 4Q/-4 , da er rakken
2 T (0 punktvis -konvergent” efter hver af mefoderne 1°-4° med

Mner ¢
Somme sum-

for uniform konvergens fas let ved hjelp of majorantknteniet:
Scetning 10.6. + Antag, at der findes en dobbelttalrekke Ja,,  sa der for
hvert (mpn) € NxN gaelder mnen
[y (00 | € Ay for alle xeA,
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Hvis mZNa'“" er konvergent, findes der en funktion fix) pa A om hvil-
neN

ken der geelder: '
1° For hvert meMN er Zm fmn uniformf konvergent pa A med sum
he

fm . hvor me er uniformt konvergent pa A med sum f.

me N
2° For hvert ne N haves )
Z fon = 9, uniformt.pa A,

meN

hvor
29, = f  uniformt pa A.

3° PRr enhver ordning T:N=N* gelder
2 f'c(k.) = f uniformt pa A .
keN ‘

AN

\
De. sedvonlige seminger om uniform konvergens kan nu anvendes
Pa dobbeltrekker, som opfylder forudsetningerne i Seetning 10.6 ,ved
at man swnmerer efter en ordning T.

Konvergens i middel har serlig interesse i forbindelse med

Fourierrekker. &n dobbeltfdlge af funkhoner i Mg (A), (Emn)mpen
kaldes et dobbeltorfogonalsystem i Mg(A) hvis
(émn l ém,h. )9 = (0 hvis 09 kun hvis (mn) & (m'in'y |

(10.9)
For en funktion f € Mg(A) defineres Fourierkoefficienterne efter deffe
sys{'em ved '
_ (fl&,,)
(10. 10) Conny (£ = 7 for mne N )
I &,

og Fouﬁa-rcekkan for f er dobbeltrekken

'F ~ Z Cmn(f)imn'

m,nemM

/

Vi ‘har her
Scetning 10.7. [ad f€Mo(A) have Fourierrakken mze
gelder da om nedenstaende udsagn 1°-5° at 2° o 4° o 5° sant
at =5 og 2°=5° ‘ | .

1  For hvert meN findes { e Mg(A), sa

NC,,.m imﬁ . Der

(10.11) ZN Con B,y = Ty € Me(A)

09 B

(10.12) | 2 fm =1f @ MoA).
. e N
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2° For hvert neN findes g, € Me(A),s&

Z Crnnimn = Gn Jd M?(A)/
og mem
. nZ 9, = T i Mg(A).
| e
3 Der findes en ordning T: N - N, sa
Kéu € wiy ism(lc) =f i Mo (A) -
4° For enhver ordning T:MN-IN? galder
Coy Reoy = '
keZlN c Leor = 1 Mg (A,
5  Parsevals ligning.  (for dobbelforfugonalsys+emer) galder:
(10.13) 2 et |l §,,hu = IfI,

mne

Bevis : Jfélge Seetning 1.1 kan vraskken i (10.13) summeres Pa
enhver af de der nevnte mader, med samme resultat(den er for ov-
rigt ‘athd konvergent, idet der galder en analog Hl Bessels ulighed ).
Veelger vi, en ordning T, er reekken ém Cotey Py Tounerree cken

for f efter orfogonalsystemet 12, bew ; Seetning 542 giver da,
at Z Cotey Boey =T 7 Mo(A) , hvis og kun hvis ‘Z,:N e "§um o

= llﬂl Heraf fas wkvivalensen of 3°4° og 5°

fo.d os nu wvise 1°=5°, 2°= 5° vises analogt. For hvert fast
m er foigen {§mn }neIN et or‘f‘ogonalsys‘l'ern i M (A). Ved Seetning
5.11 folger det ,at tallene c,, neMN, er F'ounerkoe,ff\cten’rerne
for f, efter de,H'e system -og Sce;i-m'ng 5. 12 giver, at
(10.44) 7 (G l? l@m = Ifly .
- he N
Nu, hyis m#m', har vi ved successiv anvend/elée of

l ({m— n; Cmn émn l fm’ )9 , < fm—'h§ Con §mn ”e”fm'"e""o 'for N—-)bo/

at
(Fl Fydg = lim (2 conBo | Fr )y |
= lim [ lim Z Crn §,,m ( Z Coon §m’n"/)/? ]
Nom N—'ao h=1 n=4 :
= 0, .
fordi ( 3, | §m'n') = 0 for alle nogn Ud af 'fo'lgen <{m)men~|

dannes delfolgen Cfmy ) jem bestéende af dem of funktionerre A,
der ikke er identisk 0, félgen (fin;)j e da et ortogonalsystem
] M? (A). Jfclge det guvne konvergarer 2 \'ij i middel mod {,

Jem
hvoraf folger ,at Fourierkoefficienterne for f mht systemet
(. ) alle er 1 (Seming 5.1, samt at (ved Setning 5.12)
m4'jeN 9
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(10.15) 2 Nfmslly = NN

JeN
(Tilfeeldene hvor kun endeligt mange f, er #0 overlades hl leseren)
(10.14) og (10.15) giver Hlsammen

nfuE = Hfmjn; = m}e:N W fim U

jem

27 NCoalg 1 Bpallg . 0

meN helN -

At v ikke kan vise 5 = 1° skyldes blot den scedvmh'/ge defekt

ved vores funktionsklasse Mg (gvf. bemerkningen side 5.5). Nar 5°
gelder , vil rekkerne 2 Cmﬂ§mn foktisk konvergere i middel mod

neN

funktioner f_ som kan have mange duskonﬁnudei's?unk-frer med brug
of [ebe.sgue m+egrale:f‘ kon man derncest vise at IIf - Z{m(l -~0.

Dobbel+or+ogohaASys+eme,'(' (§mn )m,nem siges ot veere fuldstendigt
i Mg(A) | hvis der findes en ordning T, sa det sedvanlige ortogonal-
system (L., e er fuldstendigt. Jfélge Setning 10.7 er dette
ensbetydende med  at Farsevals ligning (10.13) galder for e .Jer

funktion fe Mo(A). ]

K 103 Produktortogonalsystemer.
Dette og naeste afsnit knytter an 1 [W1§34-35 41,44 m.fi.

J forbindelse med metoden "separation af de variable' skal
mon behandle raekkeudviklinger efter ortogonalsystemer, hvis ele-
menter er produkter af funkhoner af hver sin variabel. Nar der
er flere end 1o uafhengige variable far de pageldende reekker
( reglen form af dobbeltrekker eller k- dobbeltrekker.

Elksempler:
1. &p(aces [igning_ i en terning kan behandles ved ba'l'rag‘f'nfng

af dobbeltrekken ( for y,2) € Co,71%):

Z d sinhmm z) . -

sinh o Sin mx lsm hy

mheN

v Dwl§s2.
2. Laplaces ligning_r en cylinder kan behandles ved hjalp
af dobbeltrakken ¢ for (r,6,2) € [oR1x [0,2r7 » [O,N] )

Loty
Z (Cmn €05 MB + dippy SIN MO ) —"—— sin nz )

meN_,neN Lin(nRy)
hvor I,, er den m'te Bessel-funkhbn med imagincert argumcni'",se
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w1 §33.
3. Den tredimensionale bolgeligning_{ en terning. De ralt fire

uafheengige varmb(e (x,y,2,t) gennemlober en cylinder L[o,MI*x[oel
med ‘fernmgen som "bundflade" Begyndelses- og randveerdiproblemet
kan léses ved hjelp af en fripelrakike

: Z (dh cos npuct + 3; -Sin tonct )an hx Sin Ky Sin DyZ

nen® L = 2 napc oA
har brugt veki'orhoﬁcﬁohf: h= (h4,nz,h3/)  tnn=yYhzen4ng | Se

hvor Wi

idvrigt Cwl §34.
4. Poissons ligning_i en 'l'e.rnmg kan behandles ved hielp of

en tripelrekke ( for (xy,z) € [o,nI%)

Du . . .
——_ Sin yx SN Sin &
Tnnz 1 M2y 3=

ne N3

~gvf- [wd §25.

5. Svingninger ( en cirkuler membran kan behandles ved
hjca(p of en dobbeltrekke ( for (r'e t) € [043x[o0,2m]x[o,oL)

2 (e 050+ dpy i "‘9) B <05 ( VT B,
meN, neN
hvor }\( er den n-fe egenveerdi og (P (1) €r den n-fe egenfunktion

4l egenvazrdlproblemei for Bessels dtﬁerenha.lltgmng !
—-4;: J?-' :—':) s uw=Au for oc<red,
w og W begrcznsede Po. /30,1], ulf)=0,

hvis 16shinger udtrykkes ved den m'te Besselfunktion I (F)  ved

formlen = T,

jvf- w3 841,
6. Laplaces ligning 1 en kugle kan behandles ved hjalp af

( for (r.p 0) € [oRIx[o,2m]x[- m,m])

dobbeltrek ken
Z ? " ( A €OS M + b, Sin mcp) P (cos®),
mne N
hvor funkhonerne P: er de associerede [egendre-funkhoner | jvf.
[wl §44. .

J disse eksempler optreeder produktrekker af formen (med
kompleks notation for de trigonometriske rekker):
(10.20) ) Cap(t) e MY

mneZ

(eksempel 1 med t=2z , eksempel 2 med (xy,ti=(8zr) );

(10.24) p Cote) &Mty ik
nez®>
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(eksempel 3, eksempel 4 med Cp uafheengig af t),
(10.22) 2 Canl® ™ o (y)

meZ, ne N
(eksempel 5 med (x,y) = (r,0) , eksempel 6 med (x,y,t)= (¢,0,r) ), I
(10-22) er systemet (q;‘,,,,.,)ns,M et fulds‘l‘cenchgf 0r+ogona(sys’rem (pa
et interval af y-aksen) for hvert fast m. : _
(10.20) er et specialtilfelde af (10.22) og (10.21) er’af samme,rent
trigonometriske type som (10.20); det principielt set mest generelle tilfeel-
de er (10.22). Behandh‘ngen of alle tre tilfelde falder ind under félsen-

de setning:

Seetning_10.8. [ad A< R vere en begreenset , ofsluttet meengde, og lad
Bs R vere 8ben eller afsluttet, A og B forsyne'l’ med positive veegt-
funktioner @tx) e C°(A) henholdsvis o(y) € €c*(B). (A og B antages at
Veere sa pene, at vi kan integrere over dem, f.ex. kan det vere in-
tervaller.) Lad (g, ) )en Vere et orfogonalsystem i Mg(AY, og lad der
for hvert meMN vere givet et Or‘rogona.(5ys+zm _L&lv,m(_y) ),..eN i Mg (B).
Mcengden ArBec RAE be‘frag-}es,med veegtfunktonen Z(;g,y):g(ggo’(y)f)
Der geelder da.:

) Funktionerne @, (x Y) = Q%) Ypnly) for (rn,me NxN udgor et
ortogonalsystem i Mg (AxB).

2) Hvis systemet (@, (%)) . €r fuldsl'cendug-l- i Mg(A), og hvert
af systemerné (W, (¥) ey ©r fu.lds+aendug+ i Mg (B, da. er (§m)mnea4
fuldsteendigt i Mg (AxB).

Til beviset for 2) vil wi benytte [ebesgues Sae,+m;n om demineret
14 esgues )
kpnverge,ns { rettere . et kovollar Tul Lebes%ues satning ) .

Sca‘l‘m'ng 10.9 ( Lebesgue). Hvis u,(y) =0 for N—eo punktvis pa B, og
der findes en ikke-negatv funktion u.t!) med f weyd dy <00 , 54 at
’ U tyyl € utyy for hvert YEB, alle NeN,

da gmlder
f lu,(yyldy = 0 for N oo .
B - -

Setningen vises i MAT 212. Uden denre setning ku.lnne; Vi vise
2) uUnder yderligere forudseetninger om de givne systemer , jvf. senere det
er dog nok en lefelse at konstatere nu, at 2) gelder .helt alment.

Bevis for Sei'nina 10.8:
1) For fo falpar (m,ny og (m'.nye Nx™N har vi:

%) Under antagelserne om Aog e er funktionerne i Mg (A) netop de
kontinuerte funktoner pa A (men M (A) og C°(A) har |Icke samme norm),

. 8ndv|dcre,nar fe M (AxB)  vil f()_(,y) for hvert fast y Hilhdre M (A).
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= | = v o als
qﬂ E_'fgim[ﬁ i @‘ﬁ]’ﬂ" )z‘ = ‘}Akﬁ L‘s'i"ﬁ{’ta zliiﬁ‘m(’} ) "R-ﬁ? (.é‘ «!’/m’ﬁ?

(y) eLYYTLYY dy dy

g { Y A -y " m-‘},n () ¢
(10.23) L\ i XHP m?md){ -sz b Y g 11 S0 S

& t (‘E.., | “? } : (Ki”'"mh ‘ Fon )6
Nér wém' , er deffe 0. Nér m=m' er det 0 hvis og kun hvis nea',

L1 © ' ; \ :
Altsa haves netop  at ($,, | Im g © O huis og kun hvis (o, & (i)

dvs. det er et dQELbf‘i or +03@ﬂa‘by=3+em
23 Lad “f (x,y) € ME (AxB) . Fourierkoefficienterne for f efter

S‘Y;mee‘f (& m)ﬁnew er

Bl (18 ,),

Cran

C'iﬁnzl() =2 =2 ' . e e
= lepplly  Mapg,ll J f{g,}j) B L) Ay LY) @02) 8 (y ) dy

AxB
{vi har bérvyh‘ef (10.23) ).
Vi kan agsa far hvert. fast v, danne
fxy) effer sys’lerne,+ (LPm)mew i MelA);
funition af y:

Fourierkoefficienterne for
det giver for hvert - en

a, tyr= ey IIQ j fex,y) @  ($) @(x) dX .

~ Da integranden fu_t,\_(npm(p px) er konhnuert pa AxB  og derfor
uniformt kontinuert Pa AxB, for hver kompakt delmengde B, af B,
er a,(y) konhnuert pa B. Endvidere gelder,at a,y) € M (B) i

vi har
1,0 1 = Hgnle |50,y gy ), |
< Mepglly I, Hepy
= Upnly WGy ly  for hv;r+z ,
hvormed

|

/

) -2 )
f;a.,,,(y)lz Siyrdy < g, J (J [fox,y I etxydx )6cy) dy
- . - - ‘\ B A - = =

= lenll" NflZ

Fourierkoefficienterne for derne f?.mkh‘on;w efter sy-

Vi kan da danne

_stemet  (Apn (Y dmnem |

-2 —_—
= ”*h,mlléf A (Y) Ao (y) dlyy dy
5 1Y

Oy

i

R | -2
el gl fb fA FX, ¥ P (X)Ab, (y) @ SLY) drdy

Ch'm (',) o’
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og Vi har da ifolge fuldstendigheden of systemet (Appadney i Mg(®): g
L | Gmty) ‘r;: Cenn Y, (¥ l’f Styydy - 0,

for N> . Ved multiplikation af denne talfélge med "Pm‘!”z?(f‘ g
integration over A fas

) |
2
JA L |Gty (%) = ; Crn Y OY) @m0 | g1y Vo) dydx =0 ,

dvs.
PrlX) Anly) = Z_C,,m @mn(x,y) i Ms(AxB)
heN B :

Funktionerne

fn (X, Y) = @, (X)dm(Y)
spiller altsa rollen som fo i Setning 10.7, 1°.

Péstanden kan da vises ved, ot vi viser at

(10.25) PR A i M, (AxB),

meN -

Herh“l bz+ra3+es
Iy

= JAxB Ifex,y) -

2
f,,,(!,)’) l JESL14% d_;gdz

Mz MMz

T = j | fox,y) - P10, (y) Iz’enpo’(y» dxdy .
AxB - m= - -
Pr. definition of a(y) har vi for hvert fast vy _
‘N
(10.26) J;(l" = J; I fex,y) - ,; me(mamc\_/\l etx)dx =0 ,

for N->oo, I, dannes af denne talfsolge ved multiplikation med &ty)

09 lh+€9ra‘f10n over B. Under visse orns‘(’cendugheder kan man vise,

at  J, () konVergerer uniformt mht. y ( se Bemeerkning 10.10 neden-
-for og Pas+anden [wls. 142 £. 10- 42) hvoraf sluttes ot I -0, :
nar B og aey) er begreensede . Helt o.lmen'l— kan vi bruge ﬁebe.sgu.es

. sce+m'n9 :

N : 2
J;,(y) = |l ft.y) - VA a (y g, () ”e . :
. m=4 \
N .
C0.27) = IfC, H: - ; 1oy 1 1l & (Ved (545) )
| 2 '
$ONfe Il = _jA sy Pecords = Teyy

for hvert ye®, alle Ne N, hvor
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2
JB Jiyrstyy dy = JBJA l-f(_)g,y)! 9(5\6(;/)d5d:/ = l\-Fllz

Da J-(y)d(y)-’?O punktvis Pa B,er 20 og opf\\/lder (10.27),{-3'9&‘
det af Sce-h—nng 10.9,ot T, —>O , hvilket viser (10.25).

Hermed er redeggor)L for at 4° i 5ce+nun9 10.7 gelder , hvormed
3°4° og 5° galder for - fe Mg(Ax B ), 0g Sys‘|‘em-e,+ C B Imnen er,

fuldstendigt. O _ |

For mere generelle funktioner kan man herefter vise Fourierrek-

kens konvergens ved oapproksimation i middel (p& Ax®, mht. Z ) med

konhnuerfe funkhoner.

) Bemcerknmg 10.10. Anfag, at A eret (nterval L, pl , 0g ot ;yg]-e_

met (@ (x) Jpey  er or+ogonalsys+eme+ svarende 4| et requleert Sturm-
Liouville problem , @, horende il egenveerdien A,,. Antag,at B er
begreenset |, , 09° styy er begrenset. Antng, at aa’:(-‘ eksisterer og er kon-

tinuert pa AxB, og f og g,{ er begmensede pa AxB.
Da har i -for hvert y Jvf [wls.166 £.2, og disse noter s. 9.13
(Lemma 4. 19), -

Jotyy = I fC,y) - "'24 am(z)cp,,,(-) ”9 (.
. . ) 2
1 of

< W \L [p(x)(g; (X,j)) + qu0 fex,y) ]dx

< L

< x K,

ver = (P ) max P(x)( ) +Q(x)-f ).
(xv)eAxB 9x

Da Ay ® for N+~ , fas at J(y) ~ 0 uniformt , hvoraf sluttes at
I,>0 for N-ew ved brug af setningen om integration af en uniformt

konvergent funktionsfélge . Da vi ogs& har
Jyyy =l f(,y)ll - Z la o Pl enlly

m=4
viser dette tillige pastanden i -[Wls.142 1.10-12.
Endvidere giver det (sammen med andre overvejelser i beviset
for Scetning 10.8) den manglende dekning for helﬂVlShlhgm i [wl
s.182 ,1.2 fmm neden: "By the arsumen'l' of Section 31

Foranneevnte eksempler ( s.16.10ff ) behandles nu ved Seetning

10.8 -
For reekker af typen (10.20) scetter vi A=B=[0,27], @= o= 1 ;

da (€™ er ef fuldsteendigt orbgona.15ys+em i M,Cro, 2ml ),
f°'95r, at (B, )mnez med B, = e¢™e iny _ el(mx-i-ny) er ot fuld-




MATEMATIK 213,1974-75 10.16

stendigt dobbeltortogonalsystem i M, ( Lo,2m3Ix [0,27w1), [Den variable t opfat-
tes i (10.20) som en paramefer: Fourierrekken efter (x,y) of en kontinuert
funktion fxyt) konvergerer i middel mht. (xy) € [0,2] x[0,27%] mod

{ for hvert fast t.]

Specielt haves for enhver ordning k + (nk) nlck)) Cbigekhv af—
bildning of N pa ZxZ) at ortogonalsystemet (e““4“0x+nzck)y))
fuldsteendigt i- M,(Lo,2rIx[0,28]). Dermed kan +r-pelor‘rogona(sys+eme‘f
(eFhiX ginay emg)hmz'n;el i (10.21) organiseres - som (e'("‘(m""z("’y’ insz ) Nnel )

hvis fqusfaendnghed fés af Saeh'nng 10.8 med A= Eozrr]x[ozn'] elxyr=1,
B="[o,2] , Sz =1.
For/ reekker af typen (10.22) anvender w'Scetning 10.8 med

= [o,2™1], e=1 og (@, (x) = det #u'gonomen‘rfske or+ogona(sys+em- For
systemet 4, kan vi i eksempel 5 tage B =7J0,1L,sty)=y ,09 i eksem-
pel 6 tage B=1-wmw[ , oty)=1. Der vil senere blive intfroduceret
yderligere ortegonalsystemer of specielle funktioner : [aguerrefunktioner-
he med B=1JonL, scyr= ey,- Hermitefunktionerne med B=71-02,0[
6(y)— ; Ma:l'hleufu.nkhonerne med ®B= [0 2rv] 6(\/)— ; se Kapitel 11

i disse noter.

K 10.4 Uni form konvergens af mulhiple trigonometriske rekker.
Dobbef‘i’or{-ogonalsys'l‘ame'l‘ af trigonometriske funktoner Pzt Lo,2r]x[o,2m7]
donpet ud fra det trigonometriske system pa [0,2771
1,cos x,sinx , cos 2x, sin 2x, ...
kan med reel notation angives ved skemaet

sin Y cos ZY‘ sinZy o

_—— ] ———

Cosx siny | cosx Cos2y | Cos X 5in2y

sin X sfnx Cosy

Cos 2x  |Cos2x cosy

sih 2Zx  [sin2xcosy

Fourierkoefficienterne effer dette system betegner [wl (jvf §31)\ved

J
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4 4 E 4 { E 4
3% | 2% | ibo« 2% | b,
1 5 o ‘
2 Q4o a’M ! bﬁ aaz ' b 12
_________________ I (S NI S
H |
]
2 Cyo ¢y | du Cp | dy
" :
! :
) 1 2% Qg+ by Ry b, )
———————— __-_-_-J‘.---—---—--—-----:_---_--_-—----
1 ! v
2Cy Ca : day Caz 5 da
. : H :
1 ]

Ved opskrivningen af rekkerne bliver dé led, der jndeholder ef O i

index , placeret serskilt..

Det er her en virkelfg notationsmessig lettelse at bruge den kom-
plekse skrivemade samt (iser for k»2) multi-indices (jvf. eksemplerne i
foregaende afsnit). Benytter man endvidere, at

LhyX,  LhyX th, X i(RgX, +eer # XD I h-X
11e zz»...ekk=e 1™ =e

skrives den k-dobbette trigonometriske rekke simpelthen som

hvor xe€ [O,Z'K]k (eller eventuelt xeR*).

Betingelser for uniform . konvergens ma forventeligt blive generali-
sationer af Scetming 5.20  se pgs& femma 5.18 o9 5.19. Vi finder her,
at den krevede "glathed" of f vokser med dimensionen.

Lemma 10.11. flad «vo. {
() Dobbeltrekken Aemiom®  EF konvergent | hvis og kun hvis

mneiN

- . 1
a>1. Samme udsagn gaz,lde,r for Z (emde i) - -
' mheZ
. 1
“d) [ad k hel >1. k- dobbeltrekken Zu(“"z*"'
neN !

+ h,f)“‘ er kOH—

4
vergent hvis og kun hvis u>§_ Samme udsagn for thka:W_
€

Bevis : (Ordlyd og bevis for () er et specialtiifelde af (€Y. )

) Ta(parrene.; (mm € NxN svarer Hl gitterpunkterne | for-
ste kvadrant, som vi ordner efter
den i MAT 1-noterne (oz) §23 pa .
side 23.05 beskrevne rxkkefdlge:

4"

5
4
Y
9K 3
”1}

8 ¢ 2 % 4 6
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U0, U2, @2, , (43 ,(2,3),(3,2),(3,2), 3,1,
\ﬂ—._/ & \ J — v J
1 pkt 3 punkter ! 5 punkfer
For hvert helt tal £>0 har vi,at omkredsen af kvadratet [-2,21x[-£,2]

bidrager med 2f-1 punkter; for disse geelder: m eller n er hg £, beg-
ge er<t. Vi far altsa en summation over

1 led med 1+mient = 3

3 led med _ 1+ < d+mPen2 < 2422

9t-1 led med 1+t <c 1eamieri< 2*262
Dette giver
2,

<,
2 Fary < L wwewm < Zw

=1 m.nSﬁ

2 20-1 '
Da. reekken 21 e ED% konvergerer hvis og kun hvis  o>1 (sammenlign

med Z {,/u- c= konstant), -fas at den givne dobbe ltrakke konvergerer .

hvis 09 kun hvis o« >1.
Nar su.mma'honen er over cmmelxl

gs'HerPumk‘('er Po. den ncerhggende made :

summerer Vi over alle . 1ens

Qv

For €=1,2,.. er der 4 -2¢ punkter pa omkredsen of kvadratet
[-£21x[-¢,4] , og for hvert of disse punkter galder som for
1+ < A+ m2em® < 2(1+82),

hvorefter beviset afsluttes pa analog made.

iy J ftilfeelde aof tripel-, eller k—dobbeﬂor*{—oson&lsys%\'emer ordner vi
det 3-dimensionale” eller k-dimensionale rums gtterpunkter eftfer
skallerne af ferningerne [-¢, e3%, £=(0)1,2,.. . PA den t'te skal
er der OF - (2¢-1)k 9;-Herpunk+er_ ialt, og for punkterne (hy...,he)

pa skallen galder
1+0 ¢ {+mesni < k (14D,

. ‘ IV R
Afsnittene Z Gemie o ® kan da vurderes ved sammenligning med

"M,‘,., lnle [o

R
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reekken o .
2 e
£=1
Teelleren  (28)° - (261 er et polynomium pt&d ¢ € of grd k-1
| )= k(20" + lavere grads led . o

Sidstnevnte rekke vil da konvergere preeci's nar reekken Z_ Ez
o ; !
1
{; plc-ked  er konvergen'l' dvs. har 2«- k+1>1 al+sa oc>z Hermed

har vi vist udsagnet for k- dobbelfmekken hvor der summeres over Z".
- Ved summation -over N5 medtages ©° -(f D punkter af den
Z-te skal  detfe er ogsa e polynomium af grad k-1

(- = kT 4+ lavere grads led.

Herefter gér beviset som foran. [1

Weu‘nberger viser i [W1§31, at hvis fix,y» er en funktion pa
R, som har periode 2r i hver af de variable x og vy, er c'ps B
og har 2 ofledede |, hvis kvadrater kan |n+egreres over [0,2w1x[o0,27]
( karakteren af de everrtuelle diskontinuiteter specificeres ukke) sa kon-
vergerer den dobbelte trigonometriske rekke for { uniformt mod f
pa [0,2mIx[Q21 (o9 pa R*). \

Formuleret i en seting , hvor det treeder tydeligere frem, hvad
der far relken il ot konvergere uniformt (mens det lidt vage ud-
501973 om de anden afledede erstattes af et skarpere krav), har vi

altsa :

Seetning_10.12 : fad fe C°(Eo,2ﬁ1*[0.27T3) have den dobbelte -
gonometriske reekke .
(10.28) | fix,y) o ) Cpp €™ einy

mneZ
Hvis § kan udvides il en funkhon pa R® som har perioden 2r i
x og iy og flhérer CHR) | da gaelder
(10.29) Z {Cmn‘ er konvergen+,
. ’ mneZ . ,
hvormed Fourierrcekken (10.28) konvergerer uniformt mod  pa
[o,2mw] = [0,27%] . -

, , ‘ ¥ 9
- Bevis: Rekkerme , som fa°s ved “ledvis anvendelse of ax, axay °9

%21 er henholdsvis
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imx _i{ny

-~ J mhCpme e

- Z nz Cmn elmx emY..

Man viser ved delvis integration (som i (emma 5.18 eller pa s.6.6), ot

X i Cal
Crnn 53?2_) = -m? Cmn({) ' Cmn (5;3),) = =mn Cpnlf) Cmn(ayz) = =h? Crmn(f),
So. ovennaevnte rekker er vwkehg Fourierrcekkern\e for gg_ ' aiz:y resp.
of )
vz . Parsevals ligning giver da
4 2 2 (l'n‘l'egmﬁon over [o,2n]"
, e ” nez mCy, " (2m) , med vagtfuniction 1)
2.2 2 2
"axay m?*n® | ¢, I° (27,
1"‘62
2'f 4 2 2
” = H N 1 Gl (20
mnel

specielt ses, at rakken
> rmeen® Conl?
mheZ
er konvergent. Vi fdr da ved onvendelse af Schwarz' ulighed for ende-

| ige summer : ‘

Z [Cran| S(Z |Cnl® (14m24r?) )(Z ——‘——(1+,,,1+n,.,a)z

Imi, s <N i, ItEN i< N

£ konstant for alle N,

ved bmg of [Lemma 10.11 (0. Dette viser (10.29) , hvormed Pourier-
rekken er uniformt konvergent.

Kald sumfunktionen g, da har vi ogsa (jvf- (5.18) ) af Fourier-
raakkzn konvergemr i middel mod g. Da den vides at konvergere |
middel med f ., fas lIf -gll=0 , hvoraf (da § og g er kenhnuerte)

f:g. D

Denne setning er langtfra tilstrekkelig, idet wi ogsa har brug
for at undersége, uniform konvergens af de ledvist differenherede
wekker | samt at generalisere satningerne il tripelrekker og evt.
mere almene, k-dobbeltreekker. Alt defte er indeholdt i neeste satning,
hvis bevis 4 princippet blot er en generalisation of foregaende bevis.

| lad ke N og €eN, . Vi indforer Klassen C:;([O,ZW]"),SOM
mcensden af funkﬁoner i Ce( [0,23%) der kan udvides Hl funk -
tioner ( (nz" sa at den udwdede funkhon er penodtsk i hver
koordinatretning med periode 2.
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Seetning 10.1%. Antag, at fe C’(Lo,2xT*) har den trigonometriske k-dob-
beltrekke

(10_30) -F o~ Z Cn ei!’_h’_‘

) Hvis ,
(A .
(10.24) Z (0% 4s R lc,l  er konvergent,

‘pezk

da er fe Ct (Co2m1*), ag - Fourierrekken (0. 30), samt de ved ledvis cliffe-
tentation aof orden il og med /£ dannede rcekker‘ konvergerer uniformt
mod f resp. mod de dilsvarende partelle a.Fledede of pa Lo, 273
(dvs. Four-ermzkken konvergerer mod f i cttooma®). )

by Hvis fe C1 ([o2w1%)  hvor ¢>5+¢t . do gaa(der (10.31) , hvor-
med Foun'er-r@kken (16.30) kOnvergerer mod f i c’(10,21v1%).

Bevis : a) Nar .
_™ 9"
(10.32)\ L= : o

er et differenfiationsudtryk of orden  o+--+ x, =L <l er den .-
svarende ledvist differentierede rwekke

(10.32) Z L( ch ei (Ngx, +--% N X) )‘ Z C :(.,-r-‘.«-o(k n:(1--~ ﬂ:k L hxg L)
hez* b heT® :
:DO- ' 1
[ « 3 2 2 7
(10.34) ‘ ( hy ' " ) < (hy ++h.)

(idet hojre side ved udregning giver en sum af positive produkter,
hvoriblandt venstre side  optreeder med hel posthv koefficient ),
har (10.33) majoran+rekken C for xe Rk)

(10.35) Z (n:‘+~-'+ ni){i/2 I,
‘ heZ® -
Hver a.f reekkerne (10.35) for 0¢ get konvergerer, nar hrekken med
i £ gor det. AkMsa konvergerer enhver af reekkerne (10.33) (med
L. af orden €£) uniformt pa R* . hvorefter sathingen om omby+nm9
af differentiation og summation glver , at  sumfunktoryfor (10.20) € CH(R),
Da leddene har periode 27 i hver koordinatakses reh'nng har
sumfunk:ﬁohen ( som er lig med f pa [o0,2mI%) det oasa altsa er
fe C (Loamdk). |
b) Ah‘f‘ag her, at f € C (Eo 27I%) med > -\-C/ Ved brug af
delvis integration 1 hver Varuabe,l fas som en generahsq{-\on af

femma 5.1%8:
. o(1k-~~-+0(k ol o

c, CLfY = i hy ' Ca(f)

nar L er en differentialoperator (10.52) of orden o+ tw, <6y
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Ratkken (40.33) konvergerer da i middel mod Lf ,dvs. vi har Parsevals
ligning _
) .
(10.36) J (hyt sy teplt em* = f ILfex) I dx
he Z* (o0,2m3%

for e.‘{\'hVeri' seet  (&y,..,00).€ IN: med' oy vty SO,
Bemeerk hu, at der for ethvert € galder

YA 2
< konstant - Z. (- n)

, e
(10.37) (1+ 02 +ove hy)
¢(+...+dk <Y

idet venstre side ved udregning findes at bestd of en sum med hel-
tallige koefficienter af de pa héjre side optredende endeligt mange

produlcter.
Da fas , ved Schwarz' ulighed for endelige summer, for Ne N:

2 2 2 < (1+n$+|n+ nk) IC"'
. (hi+w+n) g, < T o
I'ﬂQKInJ'lSN = "ﬂathleN ( |'I1+-.-+ hk) 1 2
1 y 4
12 z 2
< ( 7 Wentewan®) e Z ‘]
- 1 sus e hk) Cﬂl 2 N 2 B2 !
/ max Inj1< N = o< (g ng )

Den forste faktor er konvergent for N=o pd  grund of (10.36) og
(10.3%). Da {,-% >‘,—f _er anden faktor konvergent pa grund of Lem-
ma 10.11 (1) . Altsa galder  (10.31), 0g resten af satningen folger

ved brug af o). 0

Overalt , hvor randvardiproblemer behandles ved rekkeudvikling i
frigonometriske rekker, giver denne satning hoglen +1 diskussionen
af, pa  hvilken made den formelt opskrevne rekke léser det forelagte

problem-

Kort beskrevet anvendes swtningen pa eksemplerne 1-3 i fore-

geende ofsnit saledes:
Som  lbsning til det forelagte randveerdiproblem opskrives rekken

£ ih-
11938 wex gy~ ) ce T
hez*
L h-% ' . . . .
hvor  hvert led ch(’c)e"’ er losning Hl differentalligningen (sorm

er homogen) og k;effa'cien+qrne c,t) er hlpasset rendbetingelsen

wig,ty = foxy  ved

'(10.39) foxy ~ Z e, LB |
gezk .
Man skal nu undersége , hvornar (10.38) |éser problemet

i klassisk forstand . Her anvendes pa den ene side Safning 10.13 b),

/ I
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som ud fra oplysninger cm { giver majorantreekker for rekken (10.39)
6g for et passende udvalg af dens. ledvist differentierede rek-
ker. P& den anden side benytes dette , sammen med vurderinger
af lcptyl ved lcyttyl 4l at vise uniform konvergens af (10.28)
og visse af denne rekkes ledvist differenherede reekker; heri
Endg&r Satning 10.13 a).

Det er typisk for denne metode , at man tober hogen differen-
tiobilitet ved overgangen fra f hl u. ' Lad os se pa eksempel 3,
bolgeligningen i en terning (se [W1, §324):

Vi Séger lésninger Sl '

2
r gt‘: - Al = 0 ‘for, (x,t) € D x]o,w[)
w=f pa D xdol,
u ° :
=0 pa D x {o}'
w=0 Poo C xJo,eel ;
herer D '!’erm'ngen JO'W[S‘ i x-rummet R?, og C er dennes

rand . (For simpelheds skyld har wi taget %!ho: 0..) [osningen
findes i form af rakken (jvf. [W](34.6) )

wex t) o~ Z dh ws linict  sin nx, sin hx, sin Ny
( nan = (R2+nle h:)% ) hvor d, er bestemt ved
f(&»\; Z d,, Sn nx, sin n,x, Sin haX,
nen® - :
Reeicken for ‘u, samt rakkerne dannet ud fra denne ved ledvis
differentiation af Hl og med 2'orden ., er uniformt konvergente,
hvis rakken

Z [d, ! (h12+n:‘+n;)

nem®

er konvergent. J sa fald konvergerer reekken for w i C*(Dxloel),
og u,'h'lfredssh’llar du'fferen'h'a\l\'gm'ng og r'a.ndbaﬁngerer.

Ved hjelp af Satning 10.43 b) ser vi nu, ot dette er op-
fyldt, hvis f har en udvidelse +1 R® sem tilhorer C' R og
" hor periode 2T og er ulige i hver af de variable x,, %, og Xs.
(f,=4>243 = £+3 )

Dvelse 10.14. Undersdg de Hlsvarende problemer, hvor D=:lo,-rr[2




.
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og D=Jo,mw(. Hvad ma vi forlange om f for at metoden giver en
c?- loshing ? For D=10,7[ sammenlignes med behandlingen af

dern encll‘me\nsmhale. bc':(gelfsm'ng CoIwd ka.pi’rel J;

De tilsvarende overvejelser for eksempel 1 og 2 giver udsagn
on u's kontinuitet og differentiabilitet pa det afsluttece om-
rade (altsa "op +l randen"). Differentiabilitet 1 det indre of
omradet {ds her under ganske svage betingelser pa f, fordi
koefficrentfunkhonerne ¢, () aftoger eksponentielt for wnt-o,
uniformt pa kompakte delmangder af det indre.

J eksempel 4 er selve differentialligningen (nhomogen
(—au= Flx,x,%) i en terning Jo,wL* ), mens randbetngelsen
er homogen. Her anvendes Satning 10.13 b) pa rakkeudviklingen
for F, hvorefter Satning 10.13 a) anvendes pa rekkeudvik-
lingen for w, idet det udnyttes | at dennes koefficienter fas
udfra  koefficienterne +il F's rekke ved division med (hf+nj+n3).

Bvelse 10.15. Pracisér , bvorledes Satning 10.13 b) anvendes
P& eksempel 4 ; hvad er ﬁ.,)f og k 2
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11. Nogle vigtige ortogonalsystemer.

/
Differentialligningen
(11.4) ‘ ' w' - x2u +AU=0, xeR,
optreeder i forbindelse ted en raekke fysiske problemer, f.ex. ved se-
paration af Schrédinger-ligningen for en partkel i et central-

felt , hvor den potentielle energi er proporfional med kvadratet
pa ofstanden il kra.ff‘cen+re'f , samt ved separation af den tre-

 dimensionale bélgeligning | parabolske cylinderkoordinater

(smlgn. disse noters kapitel 7).
Ligning (11.4) er af Sturm- Liouville -typen med

px)=1>0  gwy=x*20, ety=1>0.

Begge intervalendepunkter —co og +00 er singulere punkter, og Vi
saetter som randbetingelse, at w) =0 for x> %o og w' er be. en-
set. Endvidere P'c’xlazages iM‘egrabili+e+sbe+t'ngelser (4vf. Afsnit 9.4):

00

Me(fk) = M,'(‘R) = { ue M(‘R)l _[_“ u_z d)( <00 }i 09 {(UJU') = —J;‘ (u'(f"‘(' XZU-U’)dX

betragtes Pa., maengden af weE M, (R) A C°(R) med uw e M,(R) (og op-
fyldende randbetingelsen). Dermed fungerer Sturm- Liouville maski-
heriet; vi noterer specielt ot alle ev. er posihve.

Det er helt simpelt at se, at differentialoperatoren hermed er
symmetrisk. Tilbage har vi kun at se. pa eksistens og infegrabilitet af
en Greens funktion. Dette opsattes, indtil vi har fundet egenfunktionerne,

«

£ad 0s fc‘>rs+ betragte 'funk'ﬁo\nen g X , der for a>0 |-
fredsstiller randbetingelserne. Ved indscettelse 1 (11.1) ses, at
denne er tlfredsstillet , hvis A=1 og oc=%_. Altsa er
e~zx  on zgenfunkﬁor\ med egenverdien 1. For A=1 har
differentialligningen to linecert uafheengige losninger, men
den anden divergerer for x-—*e (vis dette !) .

Det er nu neerliggende at scette

(11.2) , LX) = él%’fz Hixy .
D.‘{ferenﬁalh’gm‘hgen \-for H bliver da
(11.3) H" - 2xH' + (A-D H=0.
" Denne ligning séges lést ved polynommetoden  dvs. vi set-
ter
(11.4) | H = Z a, X" . summeret over k=p ptd,..

K
0g finder ved sammenligning af koefficienter rekursions-
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formlen
(11.5) App, (k2) (k1) = a (2k+1- Q).

Skal reekken bryde af opef+er med hdjeste eksponent n
ma vi kreve,K at ' a,%*o Queg =0 09 Qi = 0. Af (411.5) fol—
ger da for def forste, at

(11.6) ‘ A= 2n+1

]

og for det andet, at alle koeffaclen'feme A, 4, 0n.3.q,.s,. e hul

Rekken skal ogsa standse nedad; ellers var Hoo ukke de-
fmere:l— for x=0. Den laveste eksponen'f' har vi kaldt p ; vi har
alfsa‘af a,*0 , mens ‘a,,=0. Af (11.5). folger da

(1.7) . Jp-1H=0

er s&ledes enten O eller 1, der begge er acceptable for savidt
ang&r forholdene  for x=0. Da joer heltallig bliver alle eks-
ponenterne og dermed ogss h heltallige. De er enten alle
“96 ( hvormed Hx) er h‘ge) eller alle ulige ( hvormed Hw(x) er
ulige ). Da nzp, er for k=0 de mulige veerdier af A tal-
lene 1,5,9,.. , for p={ derimod fallene 3,7 11,

Hvis teekken standser opad | dws. A er e+ uhge na-
turligt tal , har vi fundet en egenfunk'hon , tdet e 2% mul-
tipliceret med et vilkarligt polynomium tilfredsstiller rand-
betingelserne.

Vi har dermed vist at der eksisterer egenfunktioner af
formen

(11.8) al®) e ¥ H,;(m. ne N
A=2n+1, " ° !
hvor  H, 0 er ef polynomium af grad n med rekursionsform-
len : 2 (k-h) -
(11.9) Aoz = (ke2) (ke 1) QU

Det er nu naturligt at sporge, om Vi har fundet alle egen-
funktionerne . Det er let at se (smlgn feex.s. 11.6)  at for
X— 2n+1 er demn anden af de to lineert uafhceng(ge 65~
hinger Maccep‘f‘aloel Egenverdierne er altsa simple® som
ved det reguleere Sturm- [iouville - problem, studeret i Afsnit 9"—92

Hvis A 1kke er et ulige, naturligt tal vil' reekken
fortsette. Den vil vere  konvergent for ale  xeR | idet

V

vz 2k+1-A 2
o, (k#2) (k) ktz

(11.10)

da N>0. Men hvordan opférer summen sig for x—+ too 2

%) dvs. alle egenrum er endimensionale .
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Vi néjes med at se p& de lige funktioner og sammenligner
med potensrakken for

) TR R S
(1144 e = )2 ()5 = L % o
© w=0 k=0 . 20
(k lige)
Denne reelkke har koefficientforhaldet
bk-c-?. _ 1
b,  k+2
Af (11.10) ses ,at
Qi+ 1 k- A
= +
@y k+2 (k+2)Ck +1)
For ethvert A wvil vi for k Hilstrekkelig stor have

at gére med to rekker, hvis led har konstant fortegn, og leddene: i
Hoo kan fra et vist nr, Vurderes op og ned ved konstanter gange

leddene i /2 rakken (analogt 41 diskussionen i Afsnit S.4). Der
findes da positive konstanter o o ,5 ,saledes af

[Hool > xe? -

1,2

Heraf f‘élger cat Juwl= e ¥ Hm » x-pe Che , sa u ikke
93r moed nul for x =+ fw , 0g den er derfor uacceptabel.
Vi slutter (soh i Afsnit 9.4) at der ikke er flere egenfunkhoner end de
ollerede fundne (11.8).

Polynomlerne Hn (x) kaldes Hermu’re—p__olynomuer.De normeres
offe saledes , at koaf—fc'cc’en’ren Hl x" (hojeste forekommende
potens af x) er 2. De forste er:

HO(X)= 1 } H1 (x) = 2% ; HZ(X):' 4)(2—2 . Ha(_x)= 8x3_12x.

/

De forste tre  af disse er vist pa figur 114.

4
{0 ¢ “a“’
8 t. -
3 A 400!
g R
2+ Ho(x) .
AN ya P - figu,r 9.1

':2 -1 2M 1 2 x Hemife-poiynomier

Funktionerne  H,w) danner et ortogonalsystem med Vceg+-
funktionen e™* udef Hermite - funktonerne uw= e I H 00
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er Or+050na.le med Hensyn ‘H' Vpegffunkﬁ'onen ?: 1
(. . .

- (41.10) f H, (x) Hm(x)e_xz dx = 2" nl Vi 6, .

~

Vi navner uden bevis en analogi ! Eodru'gues" formel :
(11.41)  Hpos (18 e & (")
| \_ dxn ‘
\ ' (
Skal man diskutere systemets -ﬁ,o.ldsfaznd«'gl‘(ed “pa den i [W] brug-
fe. made ,ma man finde en Green's funkhon f#il ef Hilfalde, hvor A

ikke er egenvardi, og vise, at f f G B oo o) dx df er endelig.

—-00 0o

Vi 9ennémf6rer ikke diskussionen , men navaer, at Green's funktion
svarende 1l A=-1 kan oangives eksplicit; altsa hvis G(x,E) Hil-
fredsstiller randbetingelserne samt differentialligningen

. 2 .
(11.42) dix—ci;— - x2G-@Q = - 8kx-&)

wil

G, Ey= o

Den kan vises at opfylde infegrabilitetsbetingelsen sa at systemet
af egenfunktioner er fuldstendigt og Sturm- Liouville teorien
kan anvendes helt igennem. .

T 112 Laguerre - funktioner og anuerre—é[ynoma‘e.r. )

Disse  funktioner optreader bl-a. ved separation i polare
koordinater af  Schrddingerligningen for en parhkel i wvisse
- centralkraftfelter, nemlig dels det side 1.1 navnte felt (potentiel
energi proportional med. r*) , dels Coulomb-fel-l-e}f som 1 hydro-~
enatomet ( potentiel energi proportional med 7). Den simpleste
c?(fferenﬁallignmg, der fc':rer ull Eaguerre- funkﬁoner er

(11.43) Xxu' + (1) v +Au=0 , xeR_.

{
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Lfgm‘ngen er af Sturm- Liouville typen med
X X
p=xe , 9=0 , ¢=e ,
idet den ved den sadvanlige teknik ( twl 5.117) kan omskrives
Hl \
S [
(1.14) | (xe® u)' + Aefu=0.

Begge intervalendepunkter O og +® er ‘singulere, og Vi setter som
randbetingelse, at  u og u' er begrmnsede ,samt at uxi»0 for x>. Vedr.
. ‘ - 00
integrabilitetsbetingelser swftes Mg(R,)={ue M(R,) | [ (uwf & dxcot

o o . )
og tlu,x = f xe uw'v'dc betragtes pa mangden af ue Mo (R, ) n

o - s .
C°(R,) med u'e M(R,) og J""ng (W)dx <= (og opfyldende rand-  ~
]

beﬁnge,lsen), Hermed fungarer ) S.L.- maskfner.'e+; df-fferen-}-[q_(of;em_
Toren (defmgrej pa D(L)>_ er symmetrisk, og egenverdietne er posthve. —
Det resterende problem om en Greens funkhon omfales senere.
Ved indsatelse i (11.13) ses , at e’ er en egenfunki 1
horende 4l egenvardien A=1. Vi indférer derfor den nye

funkton - U ved |
(11.45)
og finder f(;r den differentialligningen
(11.16) xv" + (1-x)v' + (A-Dv=0.
Denne soges lost ved polynommetoden :

_ k
(14.17) U= Z akx ‘ summeret over k=}*,}“‘4s---

Vi finder rekirsionsformlen

(1148) ‘ A, (k1) = @ (ke1-%)

Skal rekken bryde af hedefter (med laveste potens xI*) og
opefter (med hc':jesl'e potens x") ma ifolge (11.48) galde

p=0 og A= h+1, ne N, /,\ .
Vi har sa fundet losningerne . |
(1119) U0 = € - > ax* = € Lo,
hvor " \
(11. 20) | Yeer k -h

a,  (k+ D -
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De ses at tifredsstille alle rand- og an‘fegra:honsbe-hnge,(ser og
er derfor egenfunktioner.

Vi gennemforer derefter en undersdgelse som pa s.11.2-41.3
vedrérende Hermite - funktionerne . For A% n+1,neN,, fortsatter
rekken : dens koefficienter sammenlignes med koefficienterne

for potensrakken for funkhionen e L 0g Vi finder, at vel
konvergerer rakken for alle endelige x , men for x-e gar
e T = . u ikke mod hul. [dshingen er derfor ikke

en . egenfunkton. Da w for et givet A kun finder en rekke,
nemlig en, der begynder ved p=0, bor Vi u.ndersége , om der
findes en anden acceptobel, lineert uoafhengig lésning. Det
kan ske ved ba‘(‘rag'{'nvng of Wrongki-determinanten . Af (11.14)
'folger, at for to losninger u, og u, med samme A galder

(11.21) xe'luyu, — u u1)- konst.

Lad u, vere af formen (11.15)  med v 91\/9:{‘ ved (11.147) med
fr=0, sa  er U; og u, begrensede. Af (11.21) , betragtet for
x— 0, ses da,at vi kun have randbetngelserne "u, begrenset -
og u, begrenset " opfyld'f‘ for u, \Sa.frem‘i' Wronski - cle*ermman-
fen er identisk nul; men sa er de 4o ldsninger proporticnale.
Vi har "altsa faet alle egenfunktionerne med.

) Polynomierne L, (x) kaldes Laguerre- polynomier. De norme-
tes oftest saledes , at koefficienten Hil x" (hojeste forekomonen-
de potens af x) er (-7 De forste er :

L°(x)=’i ; Leoy=1-x 5 Lioxr=2Z-4x +x2,

£

og disse er gengivet nedenfor pa figur 11.2.

Lo(x)

‘Figw‘ 1. 2

Laguerre - polynomier
N L0

_—

Eaguerre Pol\/nom.erne L (x) danner et orfogenalsystem med

vaegtfunktionen ¢=€* |, idet  funkhonerne = e™Lntxy er et
ortbgonalsystem med vagtfunktionen e (se (4.44) ), har-
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mere bestemt:
-x
(11.22) J; Lot Lpto € dx = (n!)? Smn -

Det . ligger naert ot almindeliggére diskussionen #1 det H'| feel-
de , hvor afs-!'qnden mellem nulpunkterne for koeffuaen‘l'erne
Hi u" og u'- ikke hetop er 1. W fir da ligningen

X u"' ¢ (1_—k+x) u' + Au=0

G8r vi frem omfrent som fdr, finder vi jat vi for k>-1 far
hye ortogonale polynomier, hvis vegtfunkhoner er e” x*
De kaldes generaliserede fa.querre - polynomier og befegnes

s

L:(m. For k hel hanger de pa pa simpel méde sam-
men med L, nemlig ved

K ko
(11.23) L, = %x—k- L,

De egentlige Laguerre-polynomier kan 0950. findes veo
formel analog H Rodmgues' formel:

%) .

!

X

(11.24) - Lytx= e

Bevis for fuldstendigheden kraver diskussion af Green's
funkton for differentialoperaforen. For A=0 findes den:
eksplicit af ligning (41.14) | der let lader sig infegrere.
Resultatet bliver : |

' &t dt for x<&,

G, &) = 4 :
t'etdt for Ezx,

[
:

Den kan forholdsvis Jet vises at opfy'(de in"‘egmbtlf‘l‘efsbeh'ng!—'

elsen ; der bliver kun tale om legaritmiske smgu,(an‘fefer

som ikke ode,lczgger integrabili teten.

T 10.3 Mathieu- funktioner. \
Ved separotion aof boélgeligningen i elliptiske cylinderkoordi~

N
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koordinater fas (se s.7.8) differentialligningen (bogstavbeteg-
nelserne er her anderledes end i ‘skemaet s.7.8):

fu .
dq)z
Den er af den regulere Sturm- Liouville type. J andre for-
klodninger optreder den ved talrige fysiske' problemer, f.ex.
svingninger af mekaniske eller elektriske systemer  hvis pa-
‘rametre som f.-ex. pendullengde | kraftkonstant , kapacitet el-
ler selvindukhon varierer periodisk med *den. Endvidere
optrader den 1 forbindelse med tesrien for bélgebevaegelse
i elliptiske cylindre , ved behandlingen af Schrodingerligningen
I et rumligt periodisk kraftfelt som i en krystal, samt ved
mange andre problemer.

Vi kan f.ex. opfatte (11.25) som den ene af de hgmng—
er ( ,vinkel'-ligningen ), der opstdr ved separafion af bolgehg—
ningen for en ellipseformet, svingende membran. J dette tilfalde ma
Vi som tandbehngelse have

(11.26) w(o) = ul2am) , w'© = w(2mw).

(11.25) - k? cos’p-u + ')\u=(}\ | 0Zp< 2T

Vi har da et Sturm- Liowville problem med periodiske  rand-
betingelser ( smign. [w] opg. 36.3 ).

De egenfunktioner | der besternmes af (11.25) og. (11.26)
kaldes periodiske Mathieufunktioner eller blot Mathieufunk-
tioner. De danner et fuldstendigt ortogonalsystem mht.
samme funktionsklasse som det trigonometriske ortogonalsy-

., stem.
' Egenfunkhoner og egenvardier kan ikke angives pa sluttet

form. De forste gives som regel som Fourierrakker (hri-
gonometriske ) | huis  keefficienter ligesom egenvardierne kan

angives som potensrakker 1 k.

T 1.4 Genererende funkhoner‘ »
En  raekke af de specielle funktioner kom _defineres og

beregnes som koefficienter | rakkeuduiklinger af visse funk-
tioner af 1o variable, sGkaldte genererende funkhoner. &t
eksempe! herpa gives 1 formel [wl@4.8) , der med %;;":: t
artager  formen |
4 ] 6o
- 4]
(11.27) W1+ 42 - 2t cos® Z P les®) t.

n=0
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Den udsiger,at P (cos 8) er koefficienter Hl t" i en Taylor-
rekke for funktonen pa venstre side. Denne er den genere-
rende funktion for [egendre- polynomierne.

Vi havner uden bevis tre andre vighge genererende
funktoner

o ot et
Hermite- po,,\/nom(er: nZ H (x)
Xlg-3) il »
n
Besse|- funktoner: e’ = Z J. 0ot (Potensrakke)
. h=-09
samt
eé xcost J;(x)-l- 2 Z‘L T xy cos nt (Fourrer-

“Yeokke).

.I 6vri9f henvises il h&ndbéger._



e

NOGLE VIGTIGE ORTOGONALSYSTEMER

INTERVAL - | )
DIFFERENTIALLIGNING STURM-LIOUVILLE FBRM |ENDEPUNKTER | RANDBETIN GELSER EGENVERD! ), | EGENFUNKTION u, | ORTOGONALITET; NORMERING
- \ n
w+Au=0 -u" = \u o, u(0)= u(mwl=0 n* ; ne N sin  nx J uu dx= g 5, .
o 1
o rus u(2mw) = uloy; . z inx " 5
w+Au= -w'= Au -0, 2T% . h,; ne I
w'(2m): w'to) - , Un ty dx= 21
2 2 u) = v; m tm) !
LL" +\ %u.' - 'xn11u+ kuzo - (Xul)l + _"x'_u =A,XU. O» 1 ' [ ] hvof’ J- (J X) Junun'de‘ J J' (J(ll‘l))]
» Uog W begrensede T(;™)=0 Bessel funktion af m'fe 0
3 orden y
" ' ' 4 >
(-xu" -Zxw' +Au=0 | (U-xmuw) = Au -1,1 Uog W begrensede | N(n+1); neN, P, (0 I U, Uy X =52 b
Legendre -polynomier - ‘
" m 2y’ m* \ | P,,'"(x) 2 (n+m)'
(=@ -2xu' - o +hu=0 -((-w) + T U s A -1,1 uog w bdgrensede | h(h+1); hzm i J U, 9x =
1-x X & m " | associerede nen 2n+1 (n-m)! %nn'
. .ne N -
. : Legendre - polynomier
- . -X
: L oo, Ll_edx uuedx
xu"+ (14x0' + Au=0 | -(xefu') = Ae'u 0, % U 09 u-begrensede 1;neN i J J
o |hvor Lo er
' U= € for x->00 n = (nV 8,
- Laguerre-polynomier
\, - x%
: e 2 H, i
sy +hu=0 -u" ¢ x2u-= Au — %o , 60 u(x)—%ofor X->*00 2n+1 N " Ie HH dx-Juu dx
w2 U : v, nel;nelNo fhvor Hp00 er o
- Hermite - polynomier = n'2 J_S... n
(o= ulzm transcendente am
w' - kK eos?x. u + Au=0 - u" + K co’x.u=Au 0,271

uw'io) = W (2er)

funktioner af
k

Mathieufunkhoner

j UpW, dX =0 for n¥n'
0

GL-Y.6l ‘€L MLVWILVIA

oLk
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[ro

SUPPLERENDE OPGAVER

Lod fe R+ og set J =[0,1] , _n_=.]O,€[>‘J0,00[ . Lad M03 N befegne
funkhonsrummene
M= {fe CiI) | for=H(8) = f”(0)=F"(£)=0}

N={gec' ! glo)=9g(t)=0},

og forsyn M med C* - normen

g, = sup  max{ Ifeol, el 1§00l ]
Xe J

0og N med c'-normen

ligll, = sup max {igtx |, (g/col } .
Xe J

Gor trede for at M og N er fuldstendige metriske rum.
fad (f,)nepy Vazre en fdlge i M, der er konvergerrt med gransever-
di fo . og lad (g,)hen V@re en félge i N,der er konvergent med

gransevardi g, . For hvert par f, g, (ne Nuiot) betegnes ldsningen

til problemet [wl(2.4) (side8) ved u,. Vis, af u -u, & ¥ for
h-oo, idet C*(fL) forsynes med normen :

hun, = sup max{ Jut)l, 12, l il |a )],
(x.trefL .

Fu

s x t>| l % x| b

[Man viser med andre ord,at losnmgsafbsldmngen {f,g?-@u er kontinu-

ert fra MxN il c*cm]
Vink: Dan rummene M o9 N bestaende of udvidelser af funktioneme
iM og N som beskrevet ( [wlside 12-13, og anvend formel LW1(246).

Lad c>o. Jdef.ﬂ. betegner det &bne omrade i R defineret ved
= jix) | t>0, 0<x< 1+ 5t}
skal man fmde I&snmgen HI besynde(ses— og randverdiproblemet

gt‘f - c* g;; =0 (A,
wx,0)= fx) for xelo1,
%(x,o)= 0 for xelo 3,
weo tr= 0 for t0,

w1+ §t,t)=0 for t>0;

hvor f er en c2- funkthon p& intervallet Co11 med §,§' o9 £ ’(9

med O | endepunldernz 0 og 1. [osnmgen onskes precist angivet
for t <3 2 og kvalitativt beskrevet (geme med stotte | en 'bagnmg)
for 9enere(le t. Beskriv indflydelsesomradet -for et punk:f- mellem
0 og 1 pa x-aksen.



MATEMATIK 213,1974-75 S.2

Befh—ag’r bolgehgnmgen for en uenclel«g lang spaand'( snor med F=0,

u(xo>-—{(x) 09 g—ff(xo)‘gcxy

Angiv befingelser, som foo og gix) ma vare underkastet, Safremt
der kun skal opstc bo'ge‘.ﬁ" som udbreder sig i den ehe re’m«ng
4. Man befragter bolgah'gningen g:l; “c’“%}‘;f_ =0 (med ¢ konstant>o0)
i félgende omréde f) ( wt)-planen:

Q =1t | $>0, o<x<cpc£>} )

hvor
£, . for o<t
ptbr= 4 Eralt-t) for t<tct,
£ for T2t

eq" zo

her er a‘--’brto , hvor t t, A %4 givre

positive storrelser med t,>t,.
° Vis, ot hvis 0<asc, sa hor problemet
Fu 2 ' _ .

(8-&" ¢ ga -0 ¢

wex, 0= foo for xeLo0,£,],
(%) < g%'(,('o) = g(K) 'fOl“ Xé[@,fo,],
weo, )= 0 for tzo,

uwlgeryt)= 0 for t2o0,

| hogst en iéshing.

[ Vink: Man kan benytte en omskrivning som i [W]§? ("ener-
giintegralmetoden"). Heri indgar brugen af at pa hvert of

de r‘and~!an.es+ykker hvor v er 0, er ogsa en r‘a‘f‘rungsaf-
ledet af u lig med 0.1

2°  Vis,at hvis asc  kan problemet (%) have flere lésninger
for samme veerdi of f og g.

[Vink: Vis at der fmdas losninger w il (%) med
men med fareskreven (ikke - triviel ) veerdi af
skra s+\/kke; of randen  (jvf- [w1 opg. 2.10) . J

f:g: Ol
Po, de‘f‘

Ovenstaende matematiske problem er en model for f.ex. sving-
ningerne i ledningen tl en sporvogn. Formuleringen svigter
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oo

o

for arc (fysisk inferpretation ¢).

For problemet (#) i opgave 4 undersdges {dlgende spérgsmal
for hver verdi of aeR : & alle losninger Hl (%) af formen
plxecty + glx-cty ¢ Begrund svarene.

For tlai<c kan dette eventuelt benyttes hil at vise eksis-

Tensen af en ldsning Hl (%)

Vis , for problemet (%) i opgave 4 , at nar a<-c, findes
der veerdier of f og g (med feM,6 geN  som i opgave 1,
relativt +l intervallet [0, €41} for hvilken (%) ingen 1és-
hinger har. ( Fysisk interpretation ?)

Lad L befegne diﬁ@re&"ﬁ‘u‘@ﬁopex“cﬁbren pa R* clefi ner‘e‘(’ ved

L du v Fu Bu

oy Y By + x* +:yz +3u,.

17 Bestem typen af L 1 ethvert punkt of ®Z.

26 Find karakteristicke koerdinater £ = 0,y 0g y=nxXy) 1 de. om-
rader , hvor [ er hyperbolsk.

3® Skitser de karokferishske kurver (niveoukurverne for ¥ og 1) pa
en Tegning - Under%g specielt forlébet of de karakteristiske
kurver i omegnen af punkterne (1,1) og (-1,-1) i (x,y)-planen,

lu = x 24

Lad D befegne en aben, begranset mangde i R* med rand C.
Man betragter begyndelses- og mandvardiproblemet ) for varme-
ledningsligningen ( hvor k>o)

du 3 aLl& Ezu _ )
w 43 7 S lme * ay?» * Bz}> = Fuyzt) i QL
= { ey, z,4) |

hvor fL= DxJo,tL o9 Z = (Dxfet)u(cxloil);E2o0.
Vis, at der findes konstanter K og Ky , sa at der for enhver
Idsning w il et problem (%) galder

supl w(Py | € K, sup [FP [ « K, sup |f@)],
Pell Pell Pe ¥

Vis formel [wl (24.4)  dels ved almindelig gennemregning , dels

ved anvendelse of formlerne i hoternes afsmit 7,

Oskr‘xv de harmoniske polynomier i to variable for n<s,
(59 noter side ©.4)
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M. Hvad ma vi forudsette om f, for af losningen [W1 (24.6)
til Dirichlet problemet . for enhedscirklen

AL =0 i D={y | xtry2ecil

[ w=f p& Cs iy | xtey2s1t
fremstiller en  C*- funkhon pa D?

Find temperaturfordelingen i rummet omkring en cirkuleer
cylinder , der lmnge har varet holdt pa en filstand med
fastlagt temperaturfordeling T ={(8) (-w<B<T™) pa over-
laden og saledes, at den samlede varmestrom fra cylinderen er nul.

Lés problemet i defaljer for det tilfelde, at den ene halv-
del af cylinderoverfladen (6>0) har én tfemperatur, den an-
den halvdel (B8<0) en anden temperatur. (Vedrorende
léshingens  kontinuitet op Hl cylinderoverfladen kan der

henvises +Hl metoder i [w] §25)

2.

Man betragler de elliptiske cylinderkoordinater indfort
i hoterne side 7.8. Den angivhe afbildning (£,,&,) * (x,y)
betegnes | denne opgave wved &.

12 Vis, at koordinatkurverne & = konstont og £&,= kenstant
i (x,y)- planen skeerer hinanden under en ret vinkel.
Skitser det krumlinede koordinatsystem ved at tegne
nogle af disse koordinatkurver i (xy) -planen.
3 Undersdg om afbildningen & :R*— R?* er surjektiv.
4 Vis at det abne omréde A =Joelx]-m [ i
(2, %,)- planen afbildes injektivt ved P ; men at defs
of slutning A ikke gér det. Hvad er billedet af A ved
$ 7 Huilke randpunkter af A kan medtages uden at

ddelagge injektiviteten *

20

14 fad C betegre ellipsen (hvor o>p>o)
c={x,yeRrR| £:+%:=1}
09 betegn med D det begransede omrade med C som

randkurve :
<2

D = {(x,y)elef o %; < 1 }

1° Vis, at problemet
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() aw=0 (D
Wid w= 0 paC
kun har Iésningen w=0,

S.5

- 2° Omskriv problemet +Hl elliphske cylinderkoordinater,

saledes at C er en koordinatkurve g,=k (en konstant)
(Man kan her benyﬁe ot ellipsen C ogs& beskrives
ved parameterfremstillingen x= o ces %, , y=p sin &, .)

Find de separerede [dsninger 4l den omskrevne diffe-
rential ligning.

3° Vis, ot funktonen sin &, (ez' eZk'21) hlfreds-
stiller den omskrevne differenhalligning samt rand-

betingelsen (i) . Hvorfor ma funktionen alligevel
forkastes som ldsning Hil (4) - (4d) ?

4° Find alle lésninger Hl () af formen U &nUE,).

4_5_. fad C be‘i’egne ellipsen (hvor m>F>o)

C= {x,yye R?* | L. %13:1}

OLZ

lad €' betegre liniestykket

mellem ellipsens brendpunk-
ter:

{(‘K,\/)émz( “a$x§a|y:of :

Chvor a*’-“\/:xi-‘gz ), og lad D' betegne det abne omrade
mellem de fo kurver:

D= {(xyre R*| L %i <1,(><,y)¢C'f.

ml
Los Probfemef
Aau=0 ( D
w =V pa C
u = V' paC’

hvor Vog V' er givne konstanter.

Giv nogle fysiske fortolkninger af resul‘l-cd'e:l‘ Udregn
eventuelt den - elektriske afledmngsmodsi‘and Pr leengde

i et kabel med indre og vydre ledertvarsnit C'og C,
idet isolatoren mellem lederne har den elektriske
ledningsevna T

*) dvs. modstanden mellemn lederne
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16. J omradet meliem en cirkel og en ret linie (der ikke
~ Skerer cirklen) skal man finde en [dsning h! faplaces
ligning , som antager de konstante vardier V og O pa hen-
holdsvis cirklen og linien. (Brug bipolere koordinater.)
- Benyt ldsningen il at finde den elektriske modstand
pr- leangde mellem en cirkuleer cylinder med radius R
og en plan plade parallel med cylinderaksen i afstand-

en d> R fra denne. Ledningsevnen af stoffet mellem
cylinder og Plan kaldes o

17 [ad La,b] wvere et egentligt interval pa R, og betegn ved
A det ftrekantformede omrade

A= {8 I xela,b], Ee [ax]}
fad Fx,g)e C(A) med & € C°(A). Vis,at funktionen
Fix) = j: Fix,2)ds er differentiabel for xe La,b], med
- differenthalkvetent

X X
3
d% L Fix,2) d& = Fexpy + J; 5% Fx, B dg

Vink: For h»>o kan man skrive differenskvotienten
X+h

X
%(E}(Mh\—ﬁ(x)) som to led: 1] Fexrh ) dE +%(f(F(x-*—h,'Z)-F(x,E))dE,

ho Wy o

der diskuteres hver for sig; for h<o anvendes en anden,
h'gn.e,nde omskrivhing.

18. " [ad [a,b]l vere et egentligt interval pa R, og definer
A= {5 | xela,bl Eelax]}
B= 1,2 | xelabl Felx,bl}.
fad G(xg) vere en funkhon pa [a,blx [abl som opfyler
1 G e C([ablx[abl)
2° 4

A € C'tA), G, € CU(B); og

ééx( pex a% G(X.Z>) = =900 QB for (x,E)€ A eller B®
(det indre "of trekanterne).

. 1 | -
3° aa"}g Springer med - pr, Ved passage fra B 4l A,

dvs, :
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for hvert Punk-l- cc,cy € AnB gelder

[im 2 G(x,£) - Jim 2 Gl R

15 X y =
(x,2)~(c,0 ox (x,£)(c,c) x ’Z p(c) -
x.&)e Ao (x,E)e B

Vis ,at for fe C°(La,b]) galder, for alle xelabl
- WA °
ax PO g ) G EE)dE )-qua Gx E)fEVAE = fou.

Vink . Anvend opg. 17 Pz‘ irtegraler over [a,x] og [x,b].

19. fad meN. Find Greens funktion for problemet
d 2 o .
(e ) ¢ Eu et 1,

u  begreenset pa J-14L,

(x)

idet det opgives at det homogene problem
2 o
- (- ) e S u=0 P8 11

, n
har losnu‘ngen Wix) = (1+x )‘
1-x

Har (#) en Greens funkhon, hvis m=0?

[ Racitliste: [W] s.189. ]

20. Find de seks laveste egenfrekvenser (o, ( vinkelfrekvenser-
he) for en, langs randen fastholdt, spendf cirkuler mem-
bran med radius a og bolgehastighed ¢, idet det er gi-
vet , at §= 200 5‘4.*) Skitser knudelinierne ( dve. kurver,
hvor udsvinget konstant er nul) for de Hlhorende egen-

svin_gninger.

21. En homogen  spandt streng med fasthcldte ender trek-
kes ud , sa den danner en parabel K som er symmetrisk om
5‘fren9ens midtnermal. Den slippes +l t=0 med begyn-
delseshastighed naul.

Find udsvinget wutxt> ved separationsmetoden , dvs. ved
superposition af egensvingninger.

Find talverdien af forholdet mellem de stérste ud-
sving hidrorende fra de tvo egensvingninger med henholds-
vis laveste o9 hnastlaveste forekommende frekvens (grund-

*) 4
dvs.  sekund”!
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tonen og forste forekommende overtone).

wooRd )
kan vere 4l nytte med hensyn +l

Vink: | Spiegel
Fourierreeickerne .

Som opg. 21, men for en cirkwler membran , der H1
omdrejningsparaboloide .

29,

D t=0 har form som en

Vink: Jntegraler af formen ]X”‘ Too dx kan findes ved

hjelp of formler i | Spiegel’
23. Find egensvingninger  (normal modes) u,,  (1,8.p,t) og tilhorende
w for det indre af en

(vinkel} egenfrekvenser krm
kugle med fastholdt overflade. Kuglens radius er a,og
udsvinget w  ontages at Hifredsstille bolgeligningen
pu~ 4 du
c* 2¢*
Find talverdien af Cg_ By i m
ste egenfrekvenser: diskuter for hver
ge filhdrende egensvinghinger der er og karakteriser
den Hl hver af disse hérende svingningsform.

lave -

for nogle af de
af cem , hvor man-

Vink: Se opgave 5 i [wl§44 med filhdrende \dsning s.424.
 Spiegel” angiver (s.138) Bessel-funktionerne of

ha?v%nlh’g orden.

Note: Funktionerne jh(m-r\,% J;J(M ,heN,  kaldes sfee-
riske  Bessel- funkhioner og zJ{Iir\des i storre tabel-
verker. De benyttes rmeget | kvante- og kerne-
fysik.

*) Mu.rmy R. $P539g§: Mathematcal Handbeok of Tormulas and Tobles
Schaumg  Outline Series, McGraw - Hill, N.Y.1968.
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gﬂ- . Find lésninger af formen

. - ) '
u = e tLKZ wt V() , kweR,
il problemef

2
Au(r,e,z,t)-c—i_ BL;;'E'—“— =0 for  relorC, 6elo2rC
z,t € 1-e0,00[

w( R,G,Z,‘f:):ﬁ for 96[0,27'("[, zt € J-e0,0[

Skitser sammenhcengen mellem @ og k for de {orskelh‘ge
losninger.

Skitsér funktionen v(r for den Idsning , der har o
knudelinier |, dvs. to nulpunkter for v ( intervallet
0<r< R,

Vis at w har en mindsteverdi ®,, og find denne.

Vis, at  w 2w, ogsa galder for losninger af formen

i lkz -wt)
U= e wir, 8)

w (R,8)=0.

[ Vink : Bru.g fe,x monotoni citetsteoremet .

25. Find ce karokterishske kurver for di f ferenhalopera--
toren M de;f(nera'l' pa R* ved

14 \ 4y du
ax,ay + (yz-Zyxz'?-X ) W—-

Bestem typen af M i ethvert punkf af R*
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Naturvidenskabelig embedseksamen vinteren 1973-74.

Matematik 213

Skriftlige opgaver til lgsning i 3 timer. Sattet bestar af 3 opgaver.

Alle hjzlpemidler kan medbringes.

Opgave nr. 1.
Bplgeligningen

ot ox ay2

betragtes pd omrddet A = {(x,y,t)|0 <y < al, under

betingelserne

u=0 for y=0 ogfor y=a

u er begrznset pa A

(idet ¢ og a er givne positive konstanter).

Vis, at problemet har egentlige lgsninger af formen
u(x,y,t) = £(y) sin(kx - wt)

hvor k (vinkelbglgetallet) og w (vinkelfrekvensen)
er positive konstanter; bestem de mulige funktioner
f(y) semt for hver af disse sammenhazngen mellem Xk og

we. For hvilke vardier af w eksisterer der bglger af den

angivne form?

Angiv et fysisk problem, for hvilket det stillede

matematiske problem kan vare model.

(opgaveszttet fortszttes)
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(side 2.)
Naturvidenskabelig embedseksamen vinteren 1973-74.

Matematik 213. Skriftlige opgaver til lgsning i 3 timer.

Opgave nr. 2.

Med 1 TDbetegnes differentialoperatoren defineret

pad (x,t)-planen ved

2 2

2_ 0 u o u.
Lu = cos X —s - T 5
0t°  ox”

1 Bestem typen af L i ethvert punkt af (x,t)-planen,.
og find karakteristiske koordinater i de omrader

hvor L er hyperbolsk.

2 Idet 1 betegner omraddet
. . . |
0= {(x,t)]0< x < gt 0},

betragtes nu begyndelses- og randvaerdiproblemet

((Lu)(x,‘t) = F(x,t) i 0 ’ S
u(X?O) = f(x) for x € [O?g]?
(x) £ Bx,0) = glx) for x< [0,F],
u(0,8) = f5(t) for t >0,
u(g;t) = f&(t) for t > O,

hvor F, £, g, f3 og ng er givne kontinuerte funk-

tioner.

a) Entydighed. Beskriv, for ethvert punkt (Xd’tO) € Q,
det omrdde i (x,t)-planen hvor F skal vere kendt,
og de stykker p& x-aksen, t-aksen og linien
x =\g, ‘hvor f, g,_f3 og Jf‘LL skal vere kendt,

for at verdien af u(xO,tO) er entydigt bestemt

(opgaven fortszttes side 3)
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(side 3.)
Natﬁrvidenskabelig embedseksamen vinteren 1973-74

Matematik 213. Skriftlige opgaver til l¢gsning i 3 timer.

(d.v.s. beskriv afhsngighedsomridet for (%J’QD))°
Specielt gnskes afhzngighedsomridet for punktet
(g, %) apgivet i detaljer.

b) Eksistens. Gennemgd i korte trzk anvendelsen af

metoden "separation af de variable" pa problemet

(*) meda F, g, fs og. f), lig med O (diskussion
af konvergensforhold krazves ikke). Herunder frem-
kommer et egenv&rdiproblem”sgm ikke kan lgses ved
simple metoder, hvorfor der m& redeggres for at
Sturm Liouville teorien kan anvendes. Vis, at egen-

verdierne %h(n=1,2,y-») for det pagzldende problem

tilfredsstiller

16 n2 LN, £ 32 n2 for hvert n

(for eksempel ved sammenligning med passende pro-

blemer med konstante koefficienter).

Opgave nr. 3,

Lad D vere et &bent omrdde i planen begraznset af

en lukket C1—kurve C. Vis, at problemet

{—Au+2u=F i D,

u=0 pa C,

har hgjst én lgsning u € 02(5) for hver given funktion F.
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Med L betegnes differentaloperatoren defineret ved
(1) Ly = du, 2w, x 2wy 2
u = ox? oy? X2+y2 OX X2+y2 Oy,

for (x,y) € R®. Man betragter randverdiproblemet

(2) Lu=0 v Ke\io},

(3) u: f Pa aKR ’

hvor Ky er cirkelskiven Ky= { (xy)! x®+y2<®*}  med rand

ok, = f(xy) | Beyr= R} . Betingelsen (3) skrives i po-
lere  koordinater (r,8) som

u(R, 8) = f(e) for Bel-mn].

1° Omskriv Lu +l polere koordinater .

2° Vis, at nhar fe C*(R) og har periode 27  da findes

der en begrenset lésning Il (20 -(3), som tlhorer
c* (Ke\feh) N C*(KgNiot  og  opfylder r2 50 for F0;

- (Find en lésnmg pa rekkeform ; vis, at den opfyl-.
der di{fereh-hall:gmng og randbehngelsek)

3°  Vis formlerne (for ue € (xy)1# (0,0) )

div( u® grad (log Vx¥ey?)) = 2 u grad u » grad ( log Vx2+y?)

X . odu y au>
X2+y2z  Ox * K2+y2 Oy

(4)

=2u(

4o \Vis ,at problemet (2) - (3) har hojst én lbshing wu
( HlhSrende c'( ER\{OH n C*(Ke\io}) ), som er begran-

o
set og opfylder r‘a—u—>o for r-0 . ( Vink:
Man kan multiplicere (2) med u og integrere over Ky\Kg for
sma £>0 . Anvendelse af (4), divergenss@hingen 09 randbetingelsen

forer da til et integral over kp\Kg plus to integraler over
9K, , som gar mod 0 for €-0.) :

27

&n uendelig lang spandt streng har pa stedet x=0
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et spring i massefylde , sa at bdlgehastigheden er c; for

X<o [ men G for x>0

sitive konstanter ).
1° Angiv

2° Bestem
gende problem:

(¢cq og C, er to forskellige po-

indflydelsesomradet for punktet (x,t)= (0,0).

strengens udsving wxyt) ved lésning af fI-

a‘zu azb(

2w c? Sor T 0 for x<o0, t>o;
2

aaztu;_%z g_x‘:_=o for x>0,t>0 ;

med begyncdlelsesbetingelser

ux,0) = foo for xso , hvor fe ?og (o) = f'10)= £"(0)=0;

[
5 (%,0) = = ¢ flow for x50,
wix,0) = 0 Ffor x>0;

for X>0 ;

ou
5t (%00 = 0

0g overgangs beﬁ'ngels er :

u og g—';‘( er kontnuerte

for x= 0.

(Vink : Man kan benyt+e , at wixé) = p,LE,)+ 9,(n,) i omradet
X<0, utxb)= p,(E,) +q,(n,) i omradet x>0, hvor (X7,

°g
3" Vis, at betingelsen f"(0)=0 er nédvendlg , for at
wex,t) skal vere en C?- funkhon i
f(xt)y [ x>0, t>0}.

X<o,t>o}l og

28.
Man Letragter differentialoperatoren
Lu‘-; X _5_311_*_ + gu

OXZ% 9x 9y

for x,y> € {1, hvor [l er meangden

begge omrader

(2,,%,) er de +tlhdrende karakterishske koordinater D)

10x,t) |

(Eksamensopgave, 1, vinteren 1974-T75)

L d eﬁ‘neré+ ved
Su ’

ox

Q= {xy eR | X>0,y>0}.
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1?0 Bestem tfypen af L i ethvert punkt af Q.

2°) Find karakteristiske koordinoter E=E(x,y),'yl=n(x,y) , 09
udregn formen af L udtrykt ved de nye koordinafer (E,m).

3°) Find samtige funktioner uixy), som er lésning 4l diffe-
rentialligningen
Llu=0 i L.

29. ( Eksamensopgave 2, vintferen 1974- 75).

J det folgende (;ei’egner a et positivt tal, og k) er en kon- .

tinuert funkton pa intervallet [o,a], hvor ke opfylder
1€ k() £ 2. .

Man letragter begyndelses- og randvcerd.‘problemef:-

0 u :
[« 5% - kw v =0 for (xt)e Joalx106e[,
(2)  ulx,0) = ftxy for xeJo,al,
v

(3) ulot) = 0 for t2o0,

(4) ula,t) = 0 for t2o;

som skal loses ved mefoden seParaHon aof ‘de variable

1°) Vis, at for de egentlige losnmger wix by il (), @)oeg ¥,
der har formen ulxt) = X(X)T(t) geelder, at K er egen-
funkfion * for Shurm - Ciouville pmbleme:!-
1

(5) ") + A= P =0 for xeloal,
(% %)

(6) (o) = plar=

E,r dette e,f regu(xr'f Sturm- Liouville Problemz Hvad er
P,q9 ©9 ?

Egenvoerd(erne for (%) betegnes ved Mn (ordriet i en
voksende félge Ay<NA,< ) og for hvert h betegner ¢,
en tilhérende e_gen-funkxhon Bestem for hvert n en funk-
Hon T, (), for hvilken l (0) =1 0g Th(t)‘Pn(” er lés-
ning —HI (’l), (3) og (4).
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J resten af opgaven antages,at f € M?(CO,OJ).

2°) Vis, at der fu‘ndes en og kun ‘f‘a‘fé‘ge (cndnen , for
hvilken reekken _

< 2 o T @ (o)
h=1

fremstller en funktion wixt), som er defineret for t=0 og
opfylder (2). (Funktionen wcxt) onses for defineret for de
verdier af t, for hvilke reekken konvergerer i middel |

nfil
 for alle neN.
lep,ile

M?([o,a]) mht. x.) Vis ot Ic,l <

2°) Visi at egenverdierne A, fil (%) opfy (der

(8) (222 <€ Ap € 205V for nem.-

4°)  Vis, at der findes en konstant K , sdledes at egenfunk-
tionerpe @, (x) il %% opfylder '

L, 0ol € K, ip, llo for xe [o,a], neN .
X
[Vink: Vis ud fra  ligningen (pn(m:fo ¢,y dy , at
a 1
gl s K (f @, (" dy)*.
0

Det sidste udtryk kan f.ex. omskrives ved bmg- of en sahing

om Rayleigh- kvotienten. ]
Vis, of rekken (D konvergerer— umiform*f for (x£) €

[o,ad x [t 00  for ethvert t3>0.

5%) Jdet det yderligere oplyses ,at der findes en konstant
K, . saledes at

(o) lp, 01 < KA, llcphll?' for xe [oal,neiN,

skal man vise, at rekkerne dgnneﬁ ud fra (7) ved ledvis

anvende [se  of 9%, 3%( og é% konvergerer - uniformt

for (xt) € [0,a] x [t 00, for hvert t>0; og dermed
at Wix, t) OPfy(der M, ) og (4).
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6°) Vis, at néar fe C'(fo,a)) med A(o)= fla)=0, da
er reekken (7) uniformt konvergen+ pZ\ [o,a] x lo,00[ | og
u(x,t) er losning Hl ().

[ Herkl kan benytes en satning fra nofernes kapifel 97

30 ( Eksamensopgave 1, vinteren 1975-76)

1° Bestem typen af differentialoperatoren I, defineret

ved
2 2
Lu = 9 g + ya 3
0X oy
2

i alle punkter (x,y) € R".
2° Idet D betegner det A4bne kvadrat
D= {(x,y) R | 0<x<1, 0<y <1}

og C er dettes rand, skal man visé, at problemet

Lu = £ 1 D,
Cu:=g opdoc,
hvor f € ¢%(D) og g € c°(Cc), har hgjst én lgsning

u € CUD).

31 ( Eksamensopgave 2, vinteren 1975-76)

Man betragter et hgjt cirkelformet hus, f.eks. en kornsilo,
hvori varmen alene udbreder sig ved varmeledning. Det ¢gnskes
undersggt, hvorledes temperaturen fordeler sig i huset, nir
dette til tiden t = 0 har temperaturfordelingen f, og det
er udsat for en ydre temperaturpdvirkning g , som kun af-
henger af tiden t. Idet huset fremstilles ved koordinater

2

(x,y,2) hvor x2 +y 21 og z € et interval af TR, an-

tages det, at f kun afhenger af x og y, og at lLuset er
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sd hgjt, at temperaturfordelingen u kan antages at vere uaf-
hengig af z. Man skal altsd 1l¢gse ligningssystemet (for en
konstant k > 0)

2 2

(1) %% - k (2;% + §~%) = 0 for x° + y2 <1, t >0 ;
ax oy
-4 (2) u(x,y,t) = g(t) for x2 + y2 =1, t > 0 ;
\ (3) u(x,y,0) = f(x,y) for X%+ y2 <1

: 2
Det antages, at f € CO({(x,y)|x2+y <1}) og g € C1({O,mf),

samt at f(x,y) = 0 for x2 + y2 =1, og g(0) = 0.

10

Find fgrst lgsningen for tilfaldet hvor g(t) = 0 for
t > 0. Hertil anvendes separationsmetoden, hvorved lgsningen
opskrives som en rakkeudvikling (for hvert t) efter et fuld-

stendigt ortogonalsystem af funktioner udtrykt ved pol®re koor-

dinater r og 6. Angiv funktionerne i ortogonalsystemet og
opskriv formler for koefficienterne i rakken.

Konvergensforhold forventes ikke diskuteret.

2% Find, ligeledes p& rakkeform, lgsningen for generelle
g € C1([O,m[). (Vink: Man kan betragte det problem, funktionen
v(x,y,t) = u(x,y,t) - g(t) mé vere lgsning til.) Angiv specielt

1gsningens udseende i midten af huset (dvs. for r = 0).

32 ( Eksamensopgave 3, vinteren 1975-76).

sin nxqsin Ny for (x,y) € [0,m]1x[0,m].

[>e]
Beregn I
n=1 n

(Vink: Man kan for eksempel sammenligne udtrykket med en frem-

stilling af en vis Greens funktion.)
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