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LITTERA UR 

Der findes et væld af h'O!'1ografier vedrorende purfieIIe 

differential! igninger I heri blondt 'mange lære b6g er med forskel­
lige formå.l. Vi indskrænk.er os her til a.t nævne fo!gende 
bbger (se også littera+u.rhen sningerne i [wJ): 

'R.COu.raht og D.Hilberf: Me+hods af Mafhema:hcaf 'PhysiCS I 

bind I og a, In1"erscienæ Publis~ers, 1953 og 1961. 

Hovedværk inden for padielle differenfia.ll'gV\ing.er. 
'Bind I omforft,zr rcekkeudviklingsrnetoder ag VQ- / 

ri o. ti ons reg ti i 1"19 t bind li de mere gen.ereU e k Ia.s­

siske metoder. Behandlingen stringent, men ikke 
overdrevent vo.nskel'g. Særligt bind ]I er. ma­
temQ+l k - oriei'1teret. 

1'. M., Morse og ri. FeshbOtch: Me+hods of Theorefical Physics I 

McGraw - Hi II " 1953. , 
stort tobihds standardværk. Hovedvægten er 
1a.9+ p& differen4'ia.!- og infegr(A.lligninger. ~mne­
Va..!g f disposition og behandling er anvendel-
sesorienteret . også bruges Som opslaqs-
værk. 

P. 6arabedian 'Parn"aJ Differen:fiaJ E~ua.+ions I Wiley]k Sons, 
1Q64. 

Har sa.mme sigte Som Couran+ - Hilber+ ][, men 
er vcesen+Ug+' tnindre ornfa++erde I og stedvis 
mere overskueUg. 

e. Hcmsen: Sædvanlige di ffereniu" al ligninger fra. fysi kken I 

PoIytelcni'sk forlDlg f [yngby 1971. 
Beha.ndler primært- de 'scedvard'ge differen­
ficdligninger I der fremkommer ved separa+ions-
m e.+oder fer partielle. di ffere.n+ictlli9Vl inger, Som 

også ste.dvis beha.ndles. Kommer· i ovrigt ind 
p& mange nyt-hge teknikker. Giver omhygge-
I ige for k I aringer f i II us+rere.r ved eksem p ler . 

Opgavesam Ung her-hl ved S. Christiansen og 
e. Hansen J saMme fOrlag. 
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.(. Hormander : [inear Partiet! 'Differenha.1 Operatars , Aco.­
clemic Press f 5pringer Verlag, 1963, 

Mege:1- avancere.t teori f der kræver grundi9t 
kendska.b til fu.nk4ionctlana.lys.e "g klQ,ssisk 
anaJyse, 

Hånd b6EJer . og fnbel værker: 

E, . Hadel ung : Die MQtemati~5Chen Hilfsmi+tel des 1'hysikers, 
Springer Ved 0..9 I '1964, 

H~ndbog I der giver mere end blot formler, men 
u.de.lader aU e be.v!·s er , Opdelt i en m~tema.+isk 
og en fysIsk del,· Di fferen-hoJ ligninger et 
blandt mange behand I~de emner. 

E.Tahnke "g Ftmde: Tables af Fu.nc-hons, Dover fubli cahol'ls,1945'. 

k {assi ker; indeholder formler og ta.beller \led-
ro rende specielle funktioner. 

Murra.y R. Spiegei: Ma+hema:h:cal Handbook of Formu..la.s 
an d Ta.bles I Schatvnis Ou..tline Series, 
Mc Gra.w - Hi!! I 1965 
N 0.9 en lunde. sam l'Yl e 
e.nde I men mindre 

opbygning Som den forege3-
om foJtende . 

M. A bro.rnowi+z og .r. A. stegun: HCll'1dbook. af Ma.thema:h ca.I 

A. Erd~ Iyi 

Funchons, Dover Pu.blica..;fion~ f 1965. 
Jndeholder både formler og+~beller. Mere om­
fo.++ende end de foregående. 

Hi9her TransceFidenh::d Func+ions bd. L-E, 
McEiraw - Hill I 1954 -55. 

Mege-f ornfa.tl-ende. forme.lsamlihg vedrorende 
spe.Cielle funk tioner. 
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1. Bølgeligningen i en dimension 

Som indledning -fi! teorien for partiel­

le differerrHalligninger 'lil vi betr09te. det f y­
siGke system I som hEst& af en strens, der 
er "fås+gjort i -tv punk:+er. Til beskrivelse. 
o.:f stÆ.nge.ns bevæse1se vil vi ~nytte el-

>ædvanll~g+ retvink.lef koordiJflO1.fsystem I hvor fOlstgoringspunk.-ferne har Ic:oor­
dina.+erne,.. (0,0) henholdsvi5 (t ... o) I hvor .f er streFl9ens hvile.længde. \Ii an+09E?r, 
af alle be.vægelser foregår praktisk t~~+ i y-aksens ref"nin9 (lodret'. 
Sfren,gens konfigu.ro..f'ol') beskrives ved angivelse- af u.dsvif'lgd y= /.A.C)(Jt> 

p~ stedet )( fil tiden t. For o.f ku.nne bestemme VevCl?:gelsen må. vi ken-

_ de den ydre kra.ft 'Pr. masseenhed F::: F(x"t) (an;-~es lodret) 09 !na,ssen 

~r. længde ~= ~)(X) . 'Det antages yderligere, a.f der i stren9ens endepunlc-

ter virker modsa.tr.ett-ede i ndsp02nd ingskræf ter I besge af stbrrelsen To· 

-ten er ens overalt Ia.ngs 

(1.1) Fl)(,t) ~(X) 

Vi be.troster er lille stykke .liX a.f 
stren.9er1 Ved stedet X ti I ti den t. Anvender 

vi Ne.wwns 2. lov p3. styk.ket; får" vi I l1~r 
strengen a.nta.ges fuJdstcend "9 bQjeli9 <dvs. 
a.t vi kan se. bod- fra elastiske Icrotffer Vfh­

kelret p2t stren9en) I a.t der for s.må ud­
sving skal gæ,l de dels I af spændingsk.ra.f-

strengen 09 I '9 To I dels (se lig.) Glt 

AI< +- To sin ~ - To sin 'PI.::: .~åX ~~ .J 

da IJ..dsvinsene er an+a.set sm~ I ko.n sincp og sin 0/' sættes (ig fan ep hen­
holdsvis tOtn 'PI; men disse er pet den a.nden Side 11'9 g~ (X+AX,t) henholdsvis 
~(X)tL Jndsazftes dette i: (1.1) fo.s 

T [aU. \ aU. J rJu. F 9 åX +. I) :fx ()(+~l( It; - 0)( ()C,t) :::: ~ll..x ata 

o f 
som ved division med /ly, 09 po.fo'gende 9\'n2,nswvergong 

eller 

( .f.'?; ) 

itu alll/t 
F~ + To al<~ ::::: 9 at:!. 

L'grli'f1g (1.~) I der ka.ldes bbl~li90i0g.m, beskriver en lang 
række fy5f5k:e problemet:, 1~ex. Iydu.dbrwetse. f en SoS og ().db~else Clf ele.k:­

trornosnetiske b6lger i en +ranSI"n!'ssion$leder. lignfn9 (1·3) er saledes af sior 
fYsisk. be1ydning i men den ho~r OSs~ -ti! de rno.+emo.+isk set i r)'tuess; onter 

ide+ den er en af de f J. porheHe differenh'a.Il'gninger, hVIS alminde((ge /6s­
hing ko.n angives (Z.~p/(dt, og vi begynder derfor siudiet C\f de. parne{(e 
differerl"iialllgninger med bo(eelignil1gen. 
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K 1.2 Den homogene bo!~1i9ning.:.. 
Bemærkninger fil [W] §2.. 

Ved vari abelskiftef 

~:: x + et x= -42b 
(1.4) dvs. 2. 

~= x-et t:: ~-~ 
2.c 

fores en fu.nktion !A.C'i\,t> over en fUnktion 

(1.5) UL~,~) ::::: LA.. ( 1ft- I 4) ::: u.(~, t) . 2J:; 

Det er almindeligt anvendt "misbrlA9 of notationen" (o.bl.Ase af notation) 

at ko.lde iA for u. . 

Reduktionen a.f differentialligningen 

a"l.u. _ c1.. 'O'LI,A. - O 
Qi,2. dX! -

2 
k.ræver I at u.er C I da der fOrekommer en identifi'ka+ion af blandede. o.f-
ledede. 

S02fnin9en om at C"- iJsningerne i4.(~,?'P til (1·7) netop er funk­
tionerne o.f formen pt~) +9 (~) (r og q € CZ ) gælder i hvert fald for de 
delmængder .n. a.f rR.2 I der er åbne 09 /c:onvekse. Vi Skal blot Qnv~nde 
f61gende indlysende gn..tnd!emma: 

Lemma 1.1 Lo.d n. ~ ~. Lad 
der for hvert ~() € I gælder I 

at linien {(t,?, I ~"'~o ~ skærer 
n. i et egenflI9t~evt. ubegrænset) 

in-tervaJ I?[ ,la.d .9 C~ I ~) være 
o .. 

en kontinuert fun/dion po. .1l . En 
flAnk+iol1 1r(t~) på.n. er 105-

n i ng ti I dl'fferenHal1 ignif1gen 

(1, '&) 

hVIS og klAn hvis 

(1.9) 

I == {~I (~ I ~) e 11. f I 09 antag I at 

f 

I 

+-------------~~ 

for alle (~,'l) e.1l. j 

her betegner S 9 (~,'~ ) d~ for hvert ~ ':.,1 en bestemt sta.mfun IdlOr) 

+il 9t~,'V[) som fl.Ank,+ioY'l o.f ~ E l~ I 09 fCt) er en \/i(k&r-
119 ftA.l1k+lon på. I. 

"""'""""""=,.,..,,., =o:=~ __ """"""" _ __ ~_ 

\1-) Hermed menes, o:f irrfervo.{(e{ indeholder rnere end e;t enkel t plAnJc:t , 
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Bevis: Anvend sætningen om funktioner af en variabel for hve.rt 'l 
fo r sig; fc'YJ. ) betegner valget af en a.rbi hær konstant for hvert 

~E I . D 

Lemmaet bru.ges fil o.t vise fOlgende sætning f der bl.a. finder 
anvendelse I når .n. er å.ben 09 konveks: 

5æfning...1:1. Lad IL S; rR,a, og antag at de ak.separoJleUe IInie.r gennem 
plAnk1er af .!l skærer 11. ( egenflige intervalle.r. ~n funktion u.<'(,'2.> 
E C"(n,) er losning til 

(1.10> 

hviS og kv.n hvis 

(1.11> for a.lle (~,'l)€.n. I 

hvor pEC~(T,,) og qeC"lCI2,.';herer I1=l~I(~""!)Ell.f og 
1 1 = i~1 (~,~)EJlL 

BeVis: De.t 
fylder (1.'10). 

Anvend torst 

ses u..midde.lbart a cd funktioner a.f formen (1.11> op-

Omvendt: Antag a.+ lA er .en losnin9 til (1. "f O). 
A 1 l:> C3IA. lemma ,. po. i7i I det 9iver 

AU. 
~ ~/SZ) = 0+ fc'l) for (~,'1) EA, 

Anvend dernæst lem m ae.t p& lA.. (med ~ 's og 'l's roller byttet om) I 
det- giver 

l.{. c. ~,~) :-J f(~) d'Z + 9~) for ~,tz }€11. f 

som er a.f formen (1.1~). O 

'Bemæ.rkning..:. HVIs n har hosst~e.nde 
formp kan man angive 16sninger til (1.8> 

som i kke har formen (1·9) I p;;' den 
måde 0.+ når s+amfu.n ktionen J 9(~,~) d~ 
er fastlOl9t f kan der yderll'gere for hvert ~ 

vælges for5k:e.lli9~ arbitræ.re konstanter i A og 
'B - der adderes noget sem ikke e.r en 

flAnktion af [ o.lene. 

K 1.3 Karakteristikker. 
Bemoer/cninge.r og tilfdjelser til [W] §3/!-. 
Det er vigtigt at være opmærksom pg, I at vi opereru med il> 

forske!! ige .eksemplarer af 1R2., nemlig dels e.t rum - +ids- koordinat­
system ( (J~,t > - planen) r dels et todfrnensionalt rttm- koordina.tsy-
:stem ((X,IÅ)- plonell ). RiA.//1 - tids - koordinatsystemet bruger vi tif 
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at beskrive ~enska.ber ved svingningens UJ:lbredelse, mens (X,i"l,)- rwn- Icoor­
dinatsy~temet giver pjebtiksbilleder, Se f.et. de to fl"9u.rer pli s/Ib L [W]. 

Et fu.ldstændigt billede. af processen kunne 9ives i er -tredimenSiO-

nalt (X, ti u..) - koordina.tsystem f ved gro.fen for Ibsnin9sflAnktionen 

Karakterfsti kkerne for den for.ela9te b61gelfgning defineres 
Som linle.rne i rum - tids - k:oordino.fS'~teml2..t t'fJe.d hældningskoeffi­
cient c og - ~ . (De Ic.an aJ+..s& ikke "ses i det vid:::e.1ige (;'11".) 

De spiller en stor rolle. ved beskdvelsen o..f sVingningsprocessen i 
vi sko..l her koncentrere. os om fClgl2nde: 

FOr problemet [IN] (2. n (hvor b61ge-llgningen optræder i 

homQgen form I d.v.s. hdjre side er O) med begyndelses - og rand­
be.tingelser, defineres a.fhcengfghedsområdet fOr et pu.nkt (X01 to) E. 

[0, e] )( [(I , 00 r. ~orn den mi nclste delmæn9de a.f fn+ervcdr et [O,-eJ 

på, hvilken f og 9 ska.l være kendt for at losningens Værdi kan 

bestemmes i (X01tO) (ved hjælp af formel [w] C2.1b) med de angiVne tAdv,·de­

de. defini tioner af f og 9)· /\lår (X01tt) 1i9~r i omrg.de+ ~ (X, t) I 
t 2 () I t ~ g, t ~ f..;..x t I der lea.ldes den karo.kt.en's+!'s ke. +re kant, 

fremgår det klart af forme! [wJ (2.16) I at a.fhæn9ighedsomr'~det 
for ("OltO) er intervallet [xo-c.to i x(ll+c.to ] . Vi' sk.od se nedenfor, 

at "9sQ, når (Xc I to) h'9ger oven tor den karak+erl'sflske. frekant, 
kan afl1æn9C9he.dsornr~de+ være en ægfe de1rnæ.ngde af [o)e.J. 

FOr probl.eme-t [w) (2.1) defineres indflyd.eisesomr&det fol" 
e'1B.. pu..nki (XOJ O) på x- a.kse.n ( "oE [o,{.]) som mcengden o.f 
fu.nkter i (o/eJ ~ [o(<<I[ , der har det givne plAnkt med ,. deres 

a.fhængighedsomrade. Af det 1Ore9~end.e ses, at den del a.f s'nd­
f1ydelse.sområde..t I der /t"9Ser i den kQra~teristisk.e freka.nt I netop 
er den del a.f den karOlk+erlsh'ske fr.eko.nt I som !L"gger over ~ 

r& de -ro KOlrak+eristikker gennem (XOIO). 

t 

den kornkfetlstiske 
trekant : 

(0,0) L " J 

afhængig h€dsomr~de 
for (Xo,to) 

t 

(0,0) 

I 
I 
I 

de.n del o..f indffydelsesomro.det 
for ()(c.,O) I Som ligger i dø' 

ko.ra~teristisf<e f"rl:.-
: kant 
I 
I 
I )(. 

l!.pJ 

Lad 0$ nu. vove os uden fol'" dl!?f1 kC\l'"akrerfs+iske treka.nt. Her 
får vi et m~t anskue..1i9t geometrisk bille.de ved o..t anvende sym­
me.trierne I definitionerne O-f de Lldvidede flAYll<.tl'oner f og s" Lad 

tx.o ,to' veere. et vilk&f"llgt pi-Lnkt i [o,{J }I... [0,00 [. LOSV\iVl9€ItlS 
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værdi 

og 9 

1.5 

for alle a og b f fordi 9 er (,lhse omkrin.9 o og omkring -r:. N~r ven­
stre intervale.ndeplAV'jk.t xo-do er til venstre for o) har vi da. fordel a.f 

r xI) +do ( }(o+c."te, 
Clt erstaite J)Co-do 9(/odx i forme! [W) (2.16) med J-l<o+c.to 3(~)dx 

(09 f ()(o-C.to) me.d - f C -)(o+cto ) I f er jo 09s~ c..dlge. omkring O); 

herme.d bliver venstre i ntervalendepunkt flyttet nærmere til [0, -eJ. 
Er det ikke komme.t indeniOr , fortsætter vi med a.t spejle in ter vdl­

endepu.nktet i t) dernæst a.tter å O I O.S. v. skIftevis i {. 09 " O (un­
der sindig a.nvendelse. af (1.12.» I Indtil vi har opnge.t et punkt i 

(0, {]. Kaldes slutpunktet fo!- X1 f har vi 

jl<o1-C'to 
lA,(Xo,tø)::: i ( (_1)k1 f CX1) -t- -f (l(o+c.to) ) + il x g60dx \ 

1 

hvor k1 betlZ9ner det samlede anmJ spej{inger. 

Udf~res den analoge proces for punktet ~+c.to u;,tar+.ende med 
spejlln9 ; t) I f&r vi til sidst en fonnel 

k k SX2, 
!L(Xo,'bo) "" f( H) 1 fC){1) + (-1) t ofeX2})+ ~ x gcx>dx» 

1 

hvoraf ses at værdien af lÅ i 'PlÅnktet (X:,qto ' o.fhænger uf f's vær­
d i er i )(1 og X2 og 9 ( s værd ier p~ ! I'1tervcd I et m e II em >Gt og Xl i end­

videre irdg3r pariteten af de to hele ta.I k'f 09 1<2.. Jnferva/let mel! em )(1 

og 1\'2., kaldes nu.. ~fhæn9cghedsornrå.det for (]{o ,to) (. hv il ke.t" stemmer 
med definitionen; de fortegn/ som også skal være kendt, er k.nymt fil 
(;(ol1;/)1 ). 'Bemærk,o.+ xl. kan Være. mindre end Xr' 

Jnfervallet TR er afhængigheds orn rådet for ("o, to) . 



MATEMATIK 213,1974-75 1.6 

?8 fi91J..ref'l (forrige side) ses, hvorledes a.fhæn9i9hedsomr~det frem-

kommer som det interval q der· afskæres på x-akset! af de to bru.dte li­
nier dannet ved slACce5si"t o.t sp~jle de neda.dreitede karakteristik.ker 

gennem (><o/to) linierne )(~O og x-=.f. Denne 9eometriske betragt- I 

ningsmåde har den fordel (u.dover de.t anskuelIge) I at den 09s~ fun-
gerer for tilfældet den iVlhomogenE! b6Ige.!i'9ning I hvor vi SOm a.f-
hæn9i9hedsomr~de fgr det begræfisede område ornslu+ret af de to 
brlAdfe ko.ro.k+eristik~lil1ier og X~Qk5en (skra.v~t ~ figu.ren), jVf. 

senere.. 

Pariteten af k1 og k2 og række·f6lgen a:f )(1 og X2, afhænger 
blot uf b e.lfs gen h eden u,f ()(o,i o' i forhold til de faste trekanfer 
og parl'l-I!elosro.rnrner, du o.fsl::.ære5 o.f de (opou:lre~e) brl,Adte ka.mk­
terist,'k- linier I der sfurfer i (0,0) 09 i (eJO). 

o ven st3. ende arwen des Ot.l ogs~ 
om rO. cle:f for et- punkt (XCH O) bes~r 

o.f po.ra"/lelo9ra.mmerne omslu.tte+ af 
de opadg&e.nde brudte (s~lede) 

karoJderistik-linier gennem ('i<", O)· v I 

( Giennemtænk selv det- geometn'ske 
argu.rnen+ !) 

$12; 05)50. den mere tf s i k - Qriente~ 
rede. ar9u.rnenfutioh i [wJ §:3. 

ti I at indse e at 
t 

x 

For det problem I der betrogte.s i [WJ§4 (med j'frie ran d­
betinge.lser II) får o.fhængighe.dscmråde.r og fr'idflydelsesomn~der en 
mindre særpræget stru..ktlÅr I ide.t der ikke optræder c1e.. co.nce.\\a.tloner; 
som skyldtes i at g bl€.v forlænget u.dover O og t: pg, u..lige. måde. 
Så,!edes .er ofhænglghedsområdet fOr e'.Hwer+ punkt i (O,e] JC. [O,øo[ 

over selve ko.roJåeris+ik.kel~ne 9ennem (°1 0 ) 09 Lo,t) Itg me.d hele 
[o/(,J f og indflydelsesområ.det for et pu.nkt (xelIO).el' 119 med den 
de! a,f [o, e] x [D/ ~t ! der ligger over de 'iD opa.d!12t1-ede ko.mkte-
risfikk.er gennem l?!'o ,D). 

t t 

x 

afhce.ng ighedsomro.de 
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Den inhomogene b619~SDiQg.: 
B~mærkninger til §5" 
309 €.n S bevis 'for forme! [\III] ( er meget lidt anskuell'9+ j i stedet 

skoJ lose ligningerne (1,13) - (-(.15) man go. fnan1 som Iger" 

(1" ) 

('1.1 

(Lcisn 
o.f dette. 
tin 

( bi 

med 

'l a lA, ~ c~ 
at'! I t>o} 

I 

(x O) =: o 
I e x€IR. 

begynde{sesværdier flls ved kombination 

'fhet .4) 
':t""' 

~~u (~ 
'a~ ..., 

( 1· 

. ) "f0rLldsæ:ft er f at F er kon-

fores C 1. '1'3) oVer i li9ningen 
1 ~ 

'= - 4 c'J. F(~,~) i frf J 

) I °9 iL' betegner billedet af .n. : 
~ >~ t . 

I'ver til 

DtA. U. "'" O p;' {(t~ l I ~:= t! er den re+ning'safledede a.f U. efter 
Vektor,en ~s& O linien i (~,ill' I ~e~ f f d.v.S . 

. 2.0) g~ + ~~ = D p~ Ifnien ~(~I~) I ~=1t t. 

[Jntuifiv moroJe: 
er O pO: e.n linie, 

lin (J 
Vi s/co.! 

! so.rnt en °fværSQl2nde afl edet af u., 
retningso.fledede af u /18 med O på. den-

se 
~f 

I 
~yn IsesbetingeJser S>()Fn an­

gtvet pa 
Her-HI nde \ igen 

n"'a. 1·1: 



1.8 

Lemma 1.:3 lad il.. S 1'ft2 09 Ind I = ~ ~ I (~! ~) € .nJ . Anto.3 I at der 

for hvert ~o e I gælder, at linien ~ (~}P I '2:::'"1 0 ~ skærer JL i et ege.nt­
ligt interval I 10 I 09 væl9 for hve.r+ ~oE; I er 'Punkt ( 'f!'ø) 1'1.6 ) c::Sl. 
Lad gttVZ> være konfir'\uert på . En fu.nlchon \t{~,1P er da. 16$­
nms til problemet 

{t: trCl;,'ii1) = 9 i'~) 
(#i, 2.2.,) c.., f., 

tre. 'f(~)' rp = O 

hVIS og kunnvis 

(~. 23) 

Bev~'s: (1.23) opfylder klart 
(tf .21.), Omvendt! hvis tre ~ 11],) er 

en k~sn i 1')9 til (1. 22), har den 
forn;;en (1. 9) . Vælger vi her 

J 1; (j( ri tt) di som stamfu.n k:..,,'on g 

~t!j 

skal - t(~)= o. [l 

~I)g~ 
te !;;,j';ming 

for Gi! e Lt 12 ) €Oll. 

f'or ulle ~ € I 

o~ 
'Bevis: A.,vend fOrs+ Lemma. 1-3 p2t '07It hvor (1.'2..1) angiver) 0.+ VI 

:skoJ væ!se q>(yt) =: 1'[, ; de!r giver 

O~ -1 -"...... J~ 
'Oyt (~.~) '= ~ 4c2 F(rl~) di . 

Dernæst anvendes lemmae!r p~ u: I mød ro lierne af ~ 09 ~ ombyttet I 
~ i. t 1. 2.S) skal nu- væ.re en in+eg n.::a:h'onsvo.riab el I sB. vi kalder den 
s. 'Dette. giver (1.24) (prd,,, efte.t'" (). 

1>et er klart- at lÅ i (1.24) opfylder (1.'16) og C1·'1S) end-
. d b" d I,.., aU: o Cl I" i: (~ I ~ l'.(!O Videre I (). et e u.. 09 '0'1.. er ...... fa n1,en. 1 .c,,~) .., -::~ ~ I las 

pg gf"IA rtd af (1·20) I at også ~~ er 6 ~ lil1ien ~ (~I 'i) {~='l}. Il 
'" 

Cndellg Skal vi' til base til de ga.m!e koordinctfer (",i). 'BemærK, 
at l1.24) nak, er .Q..+ dobbelt in1egra I) men ikke et n'9-h'9+ 'PlM in-
tegra.l efter definitionen i MAT1-no1erne nOl.) §57, ::;(de 57.D4,idet 

, () f'>' "Z:; ~, Ombyttes dIsse grænser { -fo.s (.l doS straks SOf'l1 pla.nit'\~ral 
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~ '!; 

<1.26) iL<t~); 4~' J~ S. F(r,5) drds 

hvor d~1" integreres oVer trek.a.n-l-en 
i­

1.9 

J cle gamle koordinater svarer dette omrode netop fil den kara..t<teris-
1iske frekan+ (r€9h selv efter p~ u.lig­
hederne [lAl] s. 25 nederst!). 

I 0,9 den nume-

riske værdi 

gra.l er ved 

a.f denne<; de+elTrlinont er Ze. R€9neregler/'le for p1a.ninte­

koordil'1Ol.tsklfte l 5e MAT i - rlofer (102) ~ 57) gi'V'er do. 
t. ){~c(t-t:} 

S S FO(,t) d;c dt 
o x-c., (t-t) 

Oemærk.. f61gende li Ile ~omplikottion: Når 1= E C'(.!l) , er UC)(, t> 
. a (a~[~,~)) .-i N 

165ning ! den forstand at al -311 := 4c'L F(t.,~L en direkte udnzgni n9 
2:t. -t-

af Cl lA. _ eJ a ~ efter krmlen (1.17) kræver imidler-hd yderlieere en Vt"s a Xz- at )'-'. 
differen+iabi fit·eJ af F()(j t) ( fe><. af f e c1 (1l..) i eller er pa.ssende. s-ty~-
ke\/is dt"fferem,'a..ber). !\!&r F E C~(ii,) bliver u. e c?' C iL), hvol"med 

u.. er 16sniV'l9 i helt kk.!.ssisk forsta.nd. Vi \/il iYVIidl.erh'd ikke 
9i've. afka.ld p~ at kal de u. en lcSsnil'19 i selv n;r F blot er kon-
ti Vll.A..e.rt; - =fer a.t være. helt korrekte kan vi da ka,lde lA. en 
_gene.ra.liseret losnin9_ I eUei'~ specificere på hVI !ken specle\ mg&. 
den opfylder dafferen+\ClIi (9ningevL (For 2! ordens diffe~ntia.l­
ligrU'nger vil VI kalde c'l_ IC5!11i<nger for !<Iasslske.. l6sn\nger \ t'Y\.eYlS 

udtry kket _generaliseret Ibsning_ Vii blive brU9+ 5ol'i'l brokka.sse 

for losniY1gsbegre.ber, SOM ikke.. si kkert giver c"- - 16sni nger I me.n SOm 

dog er for nyttige til at t..tndvære. 'Begrebl2-t gener-aUsenet Idsni~ 
haf" eV'l helt r>lræcis de:fiVli+ton i den mere dylotgo.e.nde fu..nl::..·h'onal-, 
o.O"'Io!yse I i di's+ri bu+i;ns teorien.) 

Det vise$ i [W] pg side 26, hvorledes den frel7lkomV"le lds-
1'111"9 for probleh>1eJ vedrorende omr8.def 1 ()( It) I t?: o t Ica.n brUBe5 
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til oJ 16se probleme.t [\IV] (5.?», der vedrbrer hal\fstrim melen (o,f:] l< (OløoL" 

neml'9 ved at såvel fClO og gO() som 'F= Cx li) forlæn.9l2s til u.li"ge fu.nldioner 
omkri 719 O og -e med hensyn fil )(. L6sl'1ingsfu.nk+ionen ved formel 

(IN) (5.2.) bliver do. u..lige omkring O og t med hensyn til )( (husk ved 

verifikationen I o.f x optræder i nfegrale.fs .9!æ.nser) OS kontinuert J 

hvoraf fDlger,o,t den er O for )(""0 og for x=.f. Fu.nktionen f6ser 
alise;. problemet [W] (5:~) . dette hal" hbjs+ en IOSlIliV19, er ens be.­

tydende med ut problemet med f,.:3 09 F lig med O kun har Vlu.I­

IOSVlirt9ev1; 9y1dishe.deVl hera.f har vi allerede fra. [WJ § 2. . Vi ho.r aJts~ 
fu.nde+ 16snrngel'1 +il [w] U;;-~). 

Vi definer-er YlIA. o.fhæ~'1.9!9hedscn'Ylrg",de+ for et piÅnkt (Xci to) i.. 

[.ol -eJ )(. [o, f)Q r:. SOI'Yl den mindste delmængde hera.f I h~ori f,9 08 F 
skCl.I være kendt for at lA 1):0 I ) ko.!f\ be.steO'lMes. Nar ()Co, to) '''9-
gu f den karakteristiske treka.nt J bliver o.fhæl'1g''ghe.dsomv-&de:t "9 
med trekunten o..fgrænset a.f )(~ a.k.sen 09 de. +o nedad re.:ftede. Io:ara.!t:­

teris+i kk.er sen nem ()(o g to)· (Samme.. d@finition af kara.kteristikkeme 

som på side 1.4,) Når o<o,tol ligger ove.r den karo.k.te.ris+i'ske freko.rd, 
f~f vi I ved benyttelse D-f a.t S{A FCx1t> dx dt er O for tre.ka.nfer, 

der er symmetriske omkriYl9 )(=0 eiler )(= e I aJ a.fvu::en,gl'ghedsom !"&let 
for (Xo ItO) bliver det b~f"al.Msede oW!r~de (bestO.ende a.f pa.ro.II e.lo­

gn:.:tmmer i det nederste do,9 I 1"'e9/e.t') b.e.sko.re+ til.en frek.o.nt, fir­
/.i:ant eller fem k.a.nt) a.fgt'censet af de ne.da.d9~ende bnAd~ koJ-ak­
teris+ik-linier ,genneM (Xo,to) samt x~al<sef1j i eksen'lplet siOe. 1·5 
er det ne:'Iop det skraverede omrg,de-

Jndflydelsesområde.+ har hlA. inte.resse iVr e+/;1ver+ pW"lkt- Utt,.to) 

C Co,t] ~ [011>O( (ikke blot p!AYlkf-erne. f8. }(-o..k.seV\)j det defineres 
selvfolgel,g SOm mængden o..f ptA.tlkter i [D,'tJ x [o ,<)O [ I der ha.r 
(Koteo l i deres o.fh02J1si9hedsomr~de. Her fås et område. bestOende 
o.f ~a.rttli.elo9rC\wwYlerVle o-fgræVlset OLf de opadgående. bFUdte karak­
teristik -liVli.e.,r .gennem lXo1to): 

t 

l%) 

For problemet w'ned 

delf1ne. fllle str(Aldu.r i da 
nedersio side '1.6.) 

(O,t) 

I'frie ro.ndbe.+iVlge!5er v
, f~r vi ikke heJt 

F her for! ænges po. 'GJe- måde.( Fr:gl.4.fer 
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K 1.5 'ben sVin,gende streng med vo.riabe! iæ:!hecL 

'P>emærkninger til [W] j7. 

1.11 

Ved irrhz.9rationen af [W] 2.) over" området 'P imegreres forste led 

po. venstæ side med hensy'f''1 til t )I',. bagefter, mens a.ndet led 
infe9ren~.s I'14td he!'1syn +il X f6rst os t bD:9"~~r. 

Jde+ og er fremstillet ved fu.nk::noneme henholdsVIs 

som lld+~kker ved ø"! 

i nte:;ral et a f f6rste I ed 

t '" Q~ . Xe [C}px] • 

t g:: ~2. I K6 [~,-eJ (q1(X).:G.2.C~)=i), 

t =: ~(J() -fol' XE tolt] , bi!\f.er pla.n­
sl'de (med u. ersfo.tfe1 med '!.t): 

SIp ~ ~[9 (~;)\ To (~;{)J dK di == i J~KJ It [ ~ [~~)~ + ~ ( ~t J dt 
fj I) 

{; 

i t ([ ~ (~fT -1- To (:~tJ (x>qC)()) - [f(~EY+ ~ (%~YJ (~O) )dx 
i fe [ 

o 

/ o 
l den fUl.n k.+ion til Qf' for t E [tf) EJ ) 

{ .e for t e [0l t:!.] 

den "rnvendte. funlefion -HI Gt:!.. J for c € [t2 • t J . 

'Da kan vi omskrive planin1·E!9ra.let over 'P af andet I~d i [wJ (7.2) 

(med Ll ersiaHe+ med tt): 

X:t lt) 

J ){~(t) lx [To ~; ~~ J dx dt 

( 

Som u.nder ra.ndbe.tinge\ 
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fdlge,l,de (. idet W " de ~t r,ex O 'Pil stykker) : 

~ ~ jtt~ T I ~~ 

~ ~x ) ? rt T (aU' av) 
Jt1 if) al( ()t; ()(1(;t)at) dt . 

Ved 

hvor 

vcm"a.bel 

%li -

C>I er 
"'t 

t1erl'i'led er 

som I bosen .. 
'tJ.e.visef 

fra ji.- ()!.ksefl ! 

linierne X= D 

o 

et t"" 

( '~tr !2...... 
'- ~x 

ne sk.ær-er X- O-ksen 

Oli:} 

?J~' ) at . ) 

) 

[ 

"" Qf, 'I. • ti 1 
J ; J= 'I f 

rX 
'f- J T (~1J 'Oll") (x, Q()Z) ) 

" () oX at . 

fu.nicHon, 
og beviset -(on-sæ.ffer 

(.i< J) 1(99121' s& langt 
ptA.n~+et skærer 

~ ~:~ ) "det de ·+df.ælde f hvor kurv€f"-
Il er" t.HJerla..des +iI (æseren (bere.H1'g.ef), 



L.l 

2. Klassifikation af 2. ordens differentialligninger 

K 1':14 /". ., r!)2 _-1 1- ,L , l.~ f:.c' . -J.. __ i::_'_I_L!gnin,ger Ret. ,"- rn~ \COnSlanTe ~Ie J,IClelller. 

Bernærktain,ger -iiI [lIV] 

Til side 41 > linie :3 f n. bernæd'æs l at 1ronsfOrmo.+ionen [W] C8.2) kLAn 

har i n+er"esæ, nor D<I6 - f'~1 * o j dild;· e.r ved brlA.g of denne foru.dsæfning, 
at MM shA.fter liG += (3 og ~ '* Cl. 

Formel [:\I\IJ(8.4) er et ~~ po. €t'I bru9bew' -h-ansforma.tion j an­

dre, fås ved af .ers'h:t.1te ~ med k11;! 1z med kzk'f i 10r kon~anfer ~ 0.9 
1<,_ ~o. 

'!;emærkningen :5.43 t, 18 ~ 19 sko.! ikke -fors+';s 'SOm et bevis for a.t 
!osningerhe til [o..p'a.tes h:gnin9 ikke !c.An have diskonfinu.ite+er. 

K 2.2. rigninger p.~ 1R2 rnedkoefffci€rYrer. 
1?ernærkninger til [W] § SI, 
Det e·r u.klo..r+.; hvad bosen mener med I at L kan redu.ceres -iiI 

standard form i et "helt områ.,je, w, D2t Vi krAn Vise er .) cd vi ko.n ~dLA.ce!12. 

L i cWY'I€.9nefll o.f et ptA.!1kt ( ) I hvor L er hyperbolsk 09 A (e(!er 
C) ør * O, Ofte vil re.duJ::::h'on e..n f!l~1"gere i s+6rre omro.derl' men vi 

giver ikke systemo.tiske beviser herfor, 
J de.t fO/gfl.nde 9ive:~ en mere prl1l.cfs r.ed€.:)orelse for OVef"­

v~e.tser!'1e s(de 45. 

AnfO:g I at A ~ O og "e? - .4 Ae :> o i en omesn lli o..f ()(Ch to)' Vi 

be+ra.gær et koordil'1a+sktfte 1; '" ~()(,t) I 11[ ='Z,(>«i:.) I hvor vi soger­
~ 0.9 "l Som C2 - fu.nktioner [ en eVØ1+u.elt n1iV'ldre om€9t1 iL af 

(AOI to' j deres f td1k-nm1a.!de.+umim:n1t 

J- - 01; ~ ~ ~ ~ 
-. dX at. Ot. 8x 

skal være +: O i Jt. Ved kPAer~len n&r man frem til folgende be­
+inge\ser for i 0.+ prindpaidelen uf L kommer p~ smndardform 
(jvf [W) (9.2.) ) 

(2. A (:'f:-t + B ;;. ~~ + c( ~~y := O 

A ( arz \1.. J!_ B ~ '2Ih C f 7J1>'l)2 
at) -, at ' åt + l ~ =: o 

~~ er o i et PUYlk.t, bliver 
kr-av om .1'* o. -tilsvareYlde 

) 

kan (2.1) 09 (2.2) oVVlskn\les -til 

-= O 
J 
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A (! \~ <- B -~ + C ~ O . 
af) . ~ 

( C2..~) - eller (2.1) - kaldes ofte def)k.o.roJcteri sfiske l ign; ng .) 

R6dåerne i ondengro.dspolynomiet AC7t,t> t -\- S(xgt) Å 1- C (x/;;) L' " er for 

hvert ()(,t> 
'!, __ - 'BCY,t> 4- y:;e(K,i> 

(2.5) I\I! (x,i) ~ 2~ ACx,t> ~ lAC)(øt) } 

hvor ,e (x ,t>.". 'B(x ,t f - .4 Al" It) C (l(,tL Do. 2J >0 o.g A:::fo ~.o.1 ) er Ai- os 
~_ Ck - fu.nktioner f'å. .0.1 , når Ag'B 0.9 C er det. ~rlAdS&.ttu, at 

disse er C'2.. Hvis vi kan f!'~'1de ~ Som Ids.ni.,ger fil 

i. en cwn~n .il af CJ<o i+'O } 
er (2J) 0.9 (2.2) opfy! d+ ; 

J : (Å - Å.) a~. ~ :o:: 
- + 'Ox ~x 

"9 koefficierrfeVl -nI ::~ ; [I/J] (9.2.,) bliver 
.'Yl, 

(2A ~+ A_ + 'B 'A+ 1- 'BA~ +2C) ~ ~~ :: - ~ ~ ~ * O 

('Den sidste I vi9-M'ge bemæ.d::ning t''1i1ansler i [wJ.) 

Der resterer probleme.t at IDse. de to fors+e ordens partielle 
diffencnfialli,gn iYlger (2.b) 0:1 (2.7>· (ad os f· .e.x. se p;' (2.6) ((2.7) 

beMand les ano..loEjt!) i den kClI'1 c:sså.. skvl\/e5 

a~ 'i a~ _ 
at Iv+(X,t) 'aX - o . 

'Be+nABt en differentiabel flÅn!::-h'on x. =: 'Pet) «Som er deflnere.t 
p~ et in+erva.1 I I 09 hVIS; graf ligger f ni' Antag I at ~.er en 16s-
nin9 til (2.6) defineret pt! ..Q. i , Om den savrwnensa.fte fu.l"1k:ho\'") 

:e ( cp(t) ,t) har vi I a.t 
d ( ~( ) a~ I a~ dt '-I !fctirt,i :: ox'r(t)+ot 

'Derfor I hvis <f'ct) er ~al9t således at 

c.pl (t) =: - "'+ ( c.p(t>. t ) 

for teI . 

for a.lle.. t 6 I f 

da er d~~(cr(t),t) =0 for teI, dvs, ~ er kons-/unf Ia.ngs grafen 
( !f(:t) It); denne er niveou.k.u.rve -fOr ~Cxlt), Vi kan altså fittde 
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niveOlA.ku.rver for ~ ved at rose differen-tia./ ligninger, 

(2.8) 

( Bemærk; at der er et minl..\...S ved A+ i n1odSClZ..ini ng til ,. I "gnin9 (2.6).) 

- Dette er proz..ciS, hvad man vo.r inde på i en lidt mere genen!.\ sa.m­

rnenhcen9 i MAT 1- horerne (102.) § 54 I se. specielt siderne 54.04 - 05 . 1>a. 
man ofte. 1'r16der (2.8) u.d ledt ~ formen dl< + A..+ (xJt) dt == o [el/er 

endda. pQ. formen A (dt)~ - ~dt dl< -+- C Cdx.)2. = o ! J tilrådes de.t at 
konsultere MAT 1- noterne (101) ~54. 

Gennem efhver-l- punkt (,ciJ tf) o.f 111 9år der en "9 ku.n en mo.k­

sima.l 16SniY19 til (2.s) j der er altså. en en-fydig+ bestemt niveo.lA­

ku.rve for ~ ()(J t> gennevn nver+ punkt a.f .Q1· Men herlAdover 1æ:J9er 
(2.6) ikke yderlt'sere b&nd på l; j den værdi t; har ps. hver niveo.u­

ku.rve er ikke fas+l~ ved (1.6). Ved kans+ru.k:fionen o.f en losning t 
ti I (2.6) kan værdiel'? a.f ~ p~ hver niVe.a.u.ku.rve fak-Hsk vælges frit" 

hår blo+ visse be·tingelser om d;ffele~fitAbilite+ 09 VlIIOVlofonic.i teJ ove('­

holdes. 

Konstruktionen af l, fore9o.r i detaljer s~ ledes: Vi vil fOrst 

'ord ne " skaren Cl. f n iveau.k.u.rver i en 

omegn a.f ()(octo)' (J det folgende 
skrives x 09 t L __ ~~9~~t __ C~~Js'.~··J~~f 
så. kurverne er gra.fer o...f fu.nk:.tioner 
a.fbildet på. sædvanlig måde..) lod Io være.et 

åbe.V1+ in+e.rvcU omkrin9 Xc> I for nvi 1-
ket Hof)( Io = ~ (to.l() I xeTo f ~ ni . For: 

_-I-____ -+-r ___ ;ø-t hvert a.e Io be.fegner vi den rnak-
to sima.le 16Sniv"lg HI (2.S) gennem 

[toICl" ved 

(1.g.) med def1rti+ion5intervo..! la.' 

(Niveau.k.u.rverne, sem er 9yo..ferne for funk:.fionerne. i- H cpc.t .. ·aJ , 

e.r do.. pa.ramem serei v.ed a.e ID. ) Lad L være foreningsmængden 
ø I' ..I. o af 9raferne I nQr a ge.n nevY1 ober Io, o..h5a.. 

l = U {Ltjo/LtJa.,)) I teIQ.,I. 
o.elo 

Da te grafer med forsk:elli9+ Cl er disjunkte q:>.gr. a.f enfydigheds­
S&+nifl9eY1 for diff er.entio.. II ign inger- ), horer hvert pUYlk.+ (t)x> € L-
ti I e.t 09 ku.n et a... A liso... kan C 2.9 ) 165es med hensyn -ti ( a. , 

ved en f UVI 1c:l-io n 

(2..10) 
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så. får t: den /cDnstavd-e værdr' Q.. 10.119$ den a,lte n ivea.uku.rve . Et t"Y1ere 

geneælt voJ,g a.f ~ fås ved a.t vi væ.lger en Monotoh f(.l.nktlon 
Ol!-;) kCO\.) definer-.et p! Io I og s02..Tter 

(2..12) f;ct;x.) == k ('ljtctJ)O ) for (t;x>€ z:. j 

do. ha.r ! værdien K(CU rå. den arte. niveo.WclArve.. 

Der er v\u to f>roblemer -hlbo..9e. at behandle. 1) 'Da. det Krt1J)IeS, 

a.t ~ er de..finere.t på en åbe.n omegn..n.. omk.ring tto .. xo) I skal vi vise, 

Qt ! ind.e~oIder en so.daV) &.ben omesn. 2) "Differentio.bil'te.ten af 
~ skal u.nders69€.S I 5å.ledes at li9n iV19 (2.6) ko.n veri fi ce res. 

Me.d heVlsyn +iI pk:.t. 2.) vi I VI stralc..s næVV1e. I at IA.nd~r den 

givV'le forudsæJnin,g OVY) 0.+ A,S 09 C er C'J.-ftAnlc-h'oner gælder/at 
når k er en C'J.. - fv.nk..fl·oY") bliver l: en CL - fu.nktiDh j de.rmed er den 
losnins ti! (Z.6). 

en de.fCl.ljeret redegorelse for O 09 2.) gives nedenfor. 

T 2.:' De.f.i(lition~aY\C1Ul9de 0s~f.ferenh'a.bllitet af 16~ninger fil den 
karokt.eristiske ligning..:. 

Ovennæ.vnte plet. O besvares ved en nærme.re. ~na.lyse o...f beviset 
for eksistenS- 09 entydighedssdtfninsen i MAT1-noterne (102,) t49. 

Vi kan J e,fte.r en e.vevtruel indcsk.ræn knil"\9 a.f .!li , a.nfD.ge Clt 
/ A + ( t J rz) I er begrænset i ..0..1 af en p os !'t·iv konsta.nt M r der ogs~ 
er Lipsc.hi+z-koY\S+OLY1+ for A.+ctJ )() C Jl.1 .( 'Å.-f- varJ'o c~) For (t1)(-t)cJl1 
fLlngere.r eksistens.bevise-t for- I05nil"\sen gennem' t -ti)X1) da i ethvert 

int.ervtAl etf formen 

med a.. ~ ~ « b<1 og mo.x.1Cl,br < d,·st ( ttiJXi ) I f.n. 1 ) (den sidste 

betinge.lse sikrer 10.+ ::: c: Jli ). Derfor, nor et(rass12nde lille:.)cS>o 
er givet I ka.n vi for ethvert ?u..nk+ (tbX1 )€.lL1 me.d dist( (t1)X~) I [ni) ~ 8",1 

. l eS ~ l. b (I I 

vcelge b -= h11I"V l 2) '2 I 09 0..= M (Set 0.+ losningen gennem tip )('1) 

er de.f,'neret i det mindste på in+ervo...((.e+ [t1- ~ / ti + ~ J I hvor 
den a.nta.ger værdier i [x1-b,X"1+bJ. (Bemærk/at 1A.+(t,)()I~M medfC­

rer at I 'P' et)! ~ M for enhver losning!) 
x Vælges nu.. som n den &.bne 

t - ~ c M 
---_.;~.-' 

t 

rhornbe be.~.ræn5et a.f II"Vlierne gennem 
(to,x,,+E..) og cto1xo-e) me.d nc::eld­
ning5koe.ffrc.ieYlter + M 09 - M ses I ctt 
for c lille nok vil de r for ethvert 

punkt (t1 l,c" ) €.il. gæ.\ de I at de.fil"li­
·h'onsintervo..lle.t for den ma.ksimale 
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losning gerH1€1fYl (if,x'!) indeholder 

t "" to anfager !asn ingen en værdi 

N 8.1" 1 0 :2 ( Xc - E I x{) *" E J I vi I 

2.5 

[ e e. ] 
intervcd Ie.t to - M , to o\- M I 09 for 
i interval Let J Xo - e.')(6 -t- e t. . 
:t indeholde il. D. 

~e5V(Åre!sen a.f pkt. 2.) kræ..ver nærm.ere oplysning om hvordan 

16Snil"l.9sfunk::llonune. fil (2.'S) a.fhænger o..f data.. Det.er vist i 

slu.i·niVlgen af §49 i MAT 1 ~noterne (10;1.) cd 16snin9sflJ..nk.:h"onen sen--

ne,.tvl punk.tet (. tOla.) afhænger ICOh-nnlAer+ (mw hensyn til 51Af­

normen p:;' e.+ pAssende i nterval omkring to) o.f Cl.. v; har br LA.9 
fol'" fdlgende mere dyb+9å.t2nde sætning, sem fex. er- vist i Pefrowslci: 

Ge.w6hnlicl1e. D,·ffererd-ia.lgleichungeV1 ([eipz(g 49S4) I § 2.2. (5.73) : 

5cetnin9~ HViS fct)() er en CK-fu.nldion o.f (t)X) E n1, -er losnl'ngen 

}((t)i.{tX1) germern p\)..t/ldet ct1Jx'\} til differerrho..lligningen 
dx 
dt == fCtJl<.) 

en (It. - fun/elion af (ti J X1 ) E n( 

(Vi minder om af losningen I for hvert Ct1t X'1) I endda er.en c!<H 

fun!c.+ion O-f_~·) Vi vil ikke gå ind på beviset her, blot anvende 

sæ+Ylir1gen. 

Da vi ha.r sOFge+ for I at ~+ C. t.,X) er c'l I f&s a.f /osVliYlgerne 

q>C.i/Cl) (ge.Yl!flen1 (ttHQ..> t aE Io I JVf. (2.9) f som er d~ - fu.nk.tioner 
a.f t I er c'l. - fun k:.+ioner o.f Cl.. Specielt er CP(i:.iQ..> do.. ert c'l-- funic­
TI'on pQ. de.t todimensionaJe infervaJ 

o -::'" :::: 4(tlQ.)llt-tol:f.~JIa.-~f$~t o , 

'f bes+.emt- ovenfor. Vedror-ende a~ tpLtjo...) be..rnærker vi nlA la+- da. 
a 

<.pcto,tLJ =- a for hvert a E [Xo- f .Xo -I- f.J er i'a.. 'f'(t()ll.l.)= 1 for 
hved Cl. 'e>efrCtg+ nLl vari aloe! sid fte.t ( t i 0."> 1-> ( 't » x) def; nere.t 

Ved 

(2.13) 't' :::: t t } for (t J Cl) e, ..=.. o . 
x == c.pt )Q.) 

aoc ~ øcp 0'[; ~ ~ . _ d 
Fu,nlc.+io i'1o.ldetermino.nten J = ~ aCl at (let =. 1 0 a a.. - 'at o - 'åO. Cf'(ija.). 

"Da denne funkti'on er Icontinuer+ po. =0 og er Itg 1 l [tOla.) (Spe­

cielt i Cto,)(o'), findes der en å.ben omegn fi2.. (Af etol"o) indeholdt 
i :::':0 I så 3,*o d~r. Da ha.r (1.13) en omvendt afbildning c.deF­
neret på billedet 1t,; af ..n~) 

'l 
og do. 4' G C ! er 
de tfe p u,1'1 k:..+ fo re.s 
09 c'l. I do... er 

t ~ 't: 

CL ::: '\jI't 'tJX) I 

'0/ c"1.. JL3 er en åbe.n omes n a.. f (t o ! Xc ) (bem lfU"1c a.t 
over f SiS selv ved (1.1~) ). Væl9 a. ~ kw.) tfIonomV? 
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I 2.4 2.ordens 1(9ninget~~ ~. 
J slufnil'"\.gen o.f §10 i [w] gives eJ!) o.n+ydniVl.9 o.f hvorledes a.nden 

ordens g,liip-1,'ske di fferenti o.lopel-atore.r i flere end to u.a.fhænjige vo'rt'o..ble 

karakteriseres j den tilsvarende kctra.k.+erlso:h'on a.f ~ra.bolsl::.e dt'ffereni'iGl/­
ope.ra.torer amta!es i [lAl) § 13. Vi vil her 96re mere sys+ema:hsk rede. for 
disse l,ct\.ra.lderiso.:nonerj hYR§i"'bolske differenh'oJopero.forer vil 08s8. blive 

med-ro.ge+. 
[a.d .IL være en åben der mængde af fRi1 (11:t 2.) 09 be.+ro.S+ en 2. ar­

dens lineær differerrh'aJoperoJor L p8. 11 3 

ro n ~:I. h 

(2.15) (LiA-)(~):' [L a~j(~} ~~~~~) -I- l b OUO':' 
p'''1 j=1 x/- Kj i"'1 ~(~) ~aXL- + C(~) U(~) . 

2.ordensdelen (princif'o.ide!en) af L er da, defineret ved 

(2.16) L lA. "'" t t u" a'afA 

o i"'1 j:=1 ~ a;<i0-v • 

Funk.tionerne (ly U.d96r tilsammen €n lfunk:tioIlS-)ma:trix fJ =. (IlLj). Vi vil 

kræve ; at aC, "" <lji for ulle iaj; defie kan altid of'nås , nå.l'" VI' for-
Il 'Z. ~2. 

'1 • aU. _ vLD.. I) I 

udsætter lA e C (iU Idet jo a){~aX,i ~ aXj axi. ,50. 0.0 09 Clji,. om nod-
0'2. lÅ 

vendi,9t kan lægges sammen 09 fordeles llgell'a+ p3. de to led ~ . 
~(..t • J xtvXJ 

OS ~. Da, er 6 en symmetrIsk matriX I entydigt bestemt ved 
L Celler Lo), den r....o.ldes den til L lel!eT Lo} hoænde ma.trix. 

Vi vil unders6ge i hvorledes u.di"rykket for L IL ændres ved en 1,'­

ne,cer koordino.ttro.n5fol~ma hon 

( ~i) = ~ (~1 ) 
'!!'I J Xn 

hvor ~ er e.'1 give,n i reslA-lce.r- (,1"al-) mo.trix ~:; (Sij) j (2..17) skt"ives 

defa·Uer SOm: !'l 

~, - l L j='i 

L 0=1 j". J 11 ' for hvert 
Af kædere:g!en fås for ~d : 

n au.. al::. k aU. l >= -,-- =: 

8Xi /("'1 S'Er<. ax~ 

°9 #1). a (h aU. \ 
0)(: Z aK 0)<.· 

:::;:. Sk~afk ) 
~ J J k"~1 

i1 n 
::::, l' L s I,~ S{j 

1"'=1 {"'1 
<t> 

Jndsættes dette (2,.16) fOS 

Sij Xj 

11 a lA. l Sk~ alEK 
1<"'"1 

h h elIA. a~.e.) L 5~d( L :::; 

a~,(of-e.· aKj 1<""1 1:.=1 

aau. 

al:; k ()~t 
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hvor f'\ n 

bket~) :; j; (; Ski Q..1-i~) ) S-ej . 

Resten o,f Lu.. transformeres ti I et '1. ordens d lfferen t1cttionstAdtryk . 

Mo..+ric.en horende. +iI L i de nye. koordinater er a.lts~ 

B :::. S A S i • ( ~I el" cleh tmnsf>Onerede = = = =: a.f ~,) 

Ved for hvert ::: e. n at opfedte ~ (!:;) som mo.+rix for en symm.efri5k: bt'­

linearform po. /R" ~a.n vi indfore ind+~(~), ind_~(?i) og dim N~qfl 
(j'.f MAT1-nofer (100 side S.2.2). Do. ma~riæn ~ 'iS)= g ~(~) ~' Sva.­

rer til den 'bilinecu-form ,man få.r ud fra. ~ (~) ved /c.oordinOlttrans­
formo.+ionen h6rende -h'/ ~-f (jvf. MAT 1- ho+er (101) side 8.1.4) f8.s 
ind~ ~ (lS) "" ind+ ~ (t:) I ind_ ~ (?!) :: ind _ 2 (~) 09 dim N~('6.):::: dim N~ q~) j 

disse storrelser er a.1+S~ invariarde u.nder det lineære Icoordina.f­

skifte givet Ved ? 
Poslfivifets ~ og negodivitetsinde')(. o.rweildes nu.. til af -typebestemme 

L som -NI ger: 

Definition 2.2. [o..d L være 1211 2: .ordens d,'fferen+ia.!operator 09 lo.d 

~ være den tilhbrende symmetrIske mo..triJ<, 
(i,> L ko...ldes elli ptisk i pu.nktet x I hVl's ~ (!) er positiv definit eller 

n~ativ definit. 
(ii> L kaldes eo.ro.bolsk i ~ I h\n's dim N ~(lS) = 1 09 ~ (~) er positiv 

semidefinit eller nega.tiv semi defirli+. 

(1(i) L ka.ldes b.~perbolsk i ~ , hvis ~ (~) er resu../cer og enten ind+ ~(~)=h-1 
eller ind_ ~ (~\ ::: h -1 , 

'Det frerng;;'r a.f teoriel"\ for 5ymmetris.k.e b i li n earformerC MAr 1- noterne 

(10'0 side S .3·1) 0..+: 

L er elliptisk i ~ hVIs lOg kIAn hvis der findes en re,guJær ma.-
fy; x ~ \ 58. ~ ~(~)~' == :!:' ~, 'Dette be-fyder l a.t der findes et lineau-I-

Icoordina+skifte I så 0..+ anden ordensledde+ ,. det nye koordinOLfsysfern 
a"l.u. clu.. ) f~r f6rmen ± ( c;~f + ....... ~ i det fil ~ sva.re.nde pu.nlc.t. !-tvis ~ 

er konstant, vil det- på.gældende k.oordfnalsk'fte 9ive 2. ordens reddet 
den nævnte form i hele. SL, 

L er p-a.ra.bolsk i ~ «hviS og kun hvis der f,'ndes en n2.gwær . 

m Q tri x ? 5;;' ~ ~(!)? I '" ± (:1 .. ~ ) . 2 . ordensledde+ har altså. former] 

( ?lu. ,:lu... 
:t bf:? 1""'" 1- o~1.) I pu.nktet svarende -iiI ~ ,. e.t po.ssende va.lgt 

l 1'1 

koordil'loJsysh2m ( i hele n. hvis ~ er konstant). 

L er hyp-erbolsk I hv!'s og klÅn hViS der fti'1des en regulær ma.tn'x, 

~ 5~ ~ !'!(~) §' = :': t -; 11..° ) 2. ordens leddet har a.lt5~ -IO rmen 
il{ elu a'l.u 1 , . 

: (-~ + a~('l 1-'''+ al:ll.) plA.nk.te+ svarende {il ~ \ et pOtssende 
., I z i'I 
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Vct!9+ koord inoJsysrem (i hele Il hViS ~ er konstant) . 

. J tilfældet n:o:::z. er k.!assifilca.tionen u.dtOmmende, hv('s vi forlAd­

sæ..+!e.r 12('(:;'FF g . (VIs selv I a.t den stemmer overens med den i CW:J SS 
- -

an9ivne ' ) For n::> 2. e.(' det (et at angive. 2, ordens d"fferen-h'a.lope-
ra'torer I der ikke t<r af en af de fæ typer, (~t eksempel er d,'ffe-

?l'lA,. 01. lA. a2u.. ?J'2.v... 
ren·h'a,!opero.+orei1 ax 2. -I- al( 2. - .-.:.", 'l. - ~ I som k:a./des uJt'n::thype.r-

1 2. (J"'!. "4 
bols/<.. S~da..nne operntorer optræder dog mindre ofte i anvendelserne,) 
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~ Oversigt vedrørend~ysikkens differentialligninger. --- -

J 3,1 'Beskrivelse af~~(5lce s:ystemer. 

Behand!i ngel1 af et fysisk. system k:an typIsk opdeles i fem hovedaf-
snit: (i) verba! forrnulerrng uf problemet I heru.nder de.fini-h'on af sys+emj 

({i) indf~relse af releva.nte fysiske storrejser, valg Qf moder 0,9 

beskrivelsesni VenI). j 

('{ii) maferna:h'sK. beskrivelse I i ægleh ved opstilling a.f ligniflgE!t'j 

tiv) disk:.ussion og losning o.f lignir19ernej 

(V) forfz>!lt:nii1g a.f resu...ltaJet og e-ven"hAe! eksperimentel undersOg€.lse, 

Den ma.temaJlske disciplin maferna:nsk fysik beskæftiger sig med tn::die. 

og f j t2.rd e -{yin i denne række) eh af grundene til, a.t dette. er forde'~­
tig+, er lat fors~el!i.ge fysiske problemer ofte beskrives ved ens lIg-

ninger, eksernpelvø".s kan 5~ve;,l rnekanislc.e Svingnin.ger (f.elC. 

a.f en fJeder) Som sVin9ninger \" en elektn'5k SVir1gniY\,gs!c:redS be.­

sknVes ved dl'fferenffallignfngen 
d 1)< 

(3A) dt2 + A, x. = O « 

hvor A6 IR+, Selve li9ningen rwnmu ingen informOl:hon om nvilket fæno­
men I der beskrives I og dette er bl.cl.. en a.f grundene til at ana.log res­
nemosk.il"1.er ka.n besk.rive f· ex· meko.niske fænomener. 

DiffererrhQ.lli9~"iinger giver en !cort sa.mmenfattende beskri'Velse 

a.f store problernkomp1ekser og ~ner 5(9 til diskussion a.f almene 

træk ved fænomenerne.; således besk.river f ej(, Maxwells Il'gninger 

( Aw F'(siK 20. p, 165) hele e1ek.+roma9ne+isme.n I ine/, optikken. 

~t fysIsk systems -Ii/stand beslc.rives ved en eller flere fysiSke 
s+6i""re.!ser I der f.ex, karl befro..g+es sorn fu.nk.tloner af -tiden og 
ru..mkoordino.+err7e I SOm -nI sammel1 LAdgdr fysi kkens primære variab­
le, Tilstandens. I.A.dVik/fVl9 i +iden beskrives -typisk ved en dl'fferen­
tialligning, der indeholder a:flede.de af +ils+o.ndsst6rr:elserne med 

hensyf'"l fil i hv€r+ fald fideh. 

Eksemp-ef 1 E-t rad,'oC\Kn"v+ præpo.rats tiloto.nd ka.fl besk.rives 

ved antalle.t hctl af u..orndo.nnede atomer til -h'del'" t ,i 

denne 5tOrrelse kan alts&. Kl"lY'l antC\ge he.le, positive værd i'er , og 
dens a.fledede med hensyn til -tiden har derfor ingen menin9, 

Alligevel si'ger man "a+ det ro..dl'oaktlve henfo.!d be.skn'v<zs ved 

( :3 ,1) dn =: - A n 
dt 

- hvordan kan (3.2..) 5~ tillægges en fornu.ftig betydning? 
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ebe/'TIge.1 2. J den klassiske mekanik beskrives 

et N - partikelsystems tilstond vedo.ngiV'else a.f s+ed­

vektorerne !i. 09 ha.s+i ghe.derne Y-i [...: "" 1) .. , J N ) til e+hved .j,'dspunlc.+, 

J a.lmindelfghed e:f' .ri og ":ti Cl ~ henholdsviS C'I - fun Id-ioner af 
tiden t. Hvis de ydre kræfter Ei (i= 1) ... J N) er kendt I kan r-i Lt> 0..,9 

Yi (t) i princi ppet findes ved Ibsning af di ffer.enha..lli.9niP1ger-ne 
d~ 

C~.3) m~ CW r~ = f~ I 

der ~prG'..senter.er Newtons 2. lov. 

2:: ksemeel 3 En u.so.mmeVlhykke!(g væske be.fn::lgt-es på. et makro-
skopisk beskr;velsesnive.o.u.. Som et konfl'nu.u..m ( i 

modsæ.tning til en diskret mængde), Tilsmnden a.ngives (f..€)(.) Ved 

hosti:;V1ed ~(rlt) og tryk petit) i alle punkter Cl.f væs.keY'\ 1°.9 
'j! 09 P betragtes som differe.nfio.ble fu.nktioner af -tid - OS rum­

koordina.terne. 

Ekse.mp-eI4 J !cvan+e,meka.nikken beskrives en pa.r+ikels 

-tilsto..nd ved. b61ge.f!,.lV)k:tionen ~ (r It> I der er en 
i almindelig hed Icomple.lcs, differerdia.be( fU!t1 Ic.+ion o.f tid - og rum­
koordrVlcderne.. 136IgefuV! k:nonen Sko.! (bl. CA..) -hlfredssti 1/ e (se f· e". 
AW FYSIK.3 s. 102. ff) 

hvor A er [apla.ceopero.toren 

'Differen+ia.(!igni~gerne I der beskn'ver tilstandens udvik,ling i 

+iden I lco..V'i benyH-es til at finde +i Ista.nden til senere -h' ds pLAn k +er-, 
når den er "=endt fil et -hdspunk.-t (begyndelsesværdiprob lem) . 

Specicdti!fæ!de er ligevC€g+stilstande (stcdiske ti/5ta.nde.) og st~tio-

nære t;(sta.nde. J kon-l-iV'l uv-Wlsteorier besfemmes d,.sse.. Clf dcffe­
ren+i 0.1 IigniY1ger (i 1'129'en porlielle) I der indeholder o.f!edede a.f 
tilstal"lds:s+6rrelserne med hensyn t;/ rurnkoordino.terne. 'Sibe­
tir1gelser I der f ex. refererer til omgivelsernes indflydelse. r forer 
typiSK til ro.ndværdiprobiem..er eller ~gelflværdirro!o(emer. 

T 3.2 kara.kferis+islce træk. ved for.skelli9~fys(6ke discipliners differen­
tia!ligl'1 iVlger. 

-i) klo.sSisk r _ gnidni 1'19~fri p-lAV'lk.+mekOl.V1i k (Newtons 1'91<1; V1g.er L 
reversibel; nærvirknir19 i tid I fjernvirkVling rum j sædV'ClI'l/iBe , 
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oftest ikk.e -Ifneære I differentialligninger a.f 2. orden i -hdel'lj 

ti) deforme.rbo.re le,gerners mekanik (hydrodyna.mlk og elastici+e,+s\ære): 

reversibel, hvis der ses bod fro. gnidnin9Jellers il<:-ke; nærvirkning 
i tid 09 i rum (ikke. ek.so.kt) j parheJIe. differenficdligninger 

(eks. bo Igeligningen , f.a.plCtces lighi ng og Poisson's li9ru'ng) I der doS 

kun er til nærme{ser til nOjOtgtigene, ik.ke-lineære ligninger. J 
o.nisofrope medier (forsk.el! ige egens/c.a,ber i forskellige reJn i n:;ler i 
f . .((.)(. krys+a.ller) er osså. de lineoere !r'gninser mere kompl\ cer.edej 

-itoi) kla.sslsk e1ek.frody:namik i Vo.Cuum (Maxwell.s ligninger) : 

reversibel; nærvirknin3 i tid 09 I"'W''(l i lineære I part,'e((e, dl'fferen~ 
tial!igninger i tid~09 ru.tnkoordinaterne (se. f. ex. Reitz.o.nd Mil­
ford: 'Founda,+ions of ~ lecfroMCt9ne:Hc Theory p. 296ff) j specia.l­
tilfælde.: bdlgeligVliV'lgen, f.a.pla.cels !(9nin9 og 'Poisson's lignil"\9i 

tV) tmns?-orffeori (va.rmeledning, diffusion etc.) 

irreversibel i sta..+istisk teori i nærvirfcnin,g i tid og rum; po.r+te((e 

differentioJligninger a.f 1. orden i tldel1, men af Z.orden i rurn­
koordinaterne (va.rmelednings!'gningen [w] s. 5g) i -I-i1nærmet Hne.­
ær. Under stCLtionære for-hold: (a,pla.cefs ligning. 

V) kvan+emekan;k ( Sc.hrodingerligvliV1gen fot" en po.rfike!): 

reversibeli sta.tis+isk teori i nærvirlcning i tid og i rum j lineær 
par+ie.1 dr·ffer-eY1TI'a.(1I9nfr19 af 1.orden i tiden I af 2.orden i rum­
k.oordino..+erVle (se. (3.4)) I men med kompleks +ilstandsfl.,mkoh:on. 
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4, Egenskaber ved elliRtiske o9=Rarabolske differen­

tialligninger, 

K Bemærkninger til [w] § 10 -1'3. 
t J stedet for bøegnelsen 'I for [aplaee operatoren (LLdf'ttles 

Øl no.bla. I anden ", på. Qmeri kan.sk II de \ squ.o.red ") vil vi i r€9Ie..11 anvende 
den l!'ge..s&. u..dbt-edte betegnelse 6, ("Co.f>lo.ce il) . J !I'gningen 
AU. ::;:- F vi I vi hellere skrive minus fora.n 6. I altså. 

-A lA. -:::.: F 
f 

do. - A visse henseender er en 5rnule rn.e.re pro.k:hsk at arbejde 
med end 4.. L -.6. har en Vis posifivitets~enska.b.) 

Definitionen på. side 49 a.f en luk~e:t C" - kurve er ma.ngelfu..ld, 
idet re+ingelsen X'('l:o) y'('t1) - X'Cl:1)ic'to) =: O blo+ betyder I at +~I1-

genterne i begyndelsespu.nkt og 5/utpunkt er parallelle.; det kræves 
fClk:.tisl::, cd (X'c'Co),y'{'[,,») e.r proportional med (X'('l:1),yI C"C,,)) 
med en p-os.ifiv pro po d-i ona.!itetsfak+or. 

For vore formå.l behove,.r vi slet ikke cd nejes med enkelt­
samm~nhængende områ.der I men kan vel få. en vis ledte1se ved kun 

0.+ se på sa.rrwnenhængende om rå.d.er (begrdLhse.t af en eller fle~ 
I uk.kede. kurver). Se dog disk:u.ss{onen h eden. for I hvor vi bet ~+er 
områder best~nde a.f ende.!i9+ mange so.danne komponenter. 

Til §11 bemærkes, a.+ den normaje a.fledede i reglen def!'neres 
Som den refningsaf1ede.de på. C e.ffer den tAdo.drette.de norma(velc.tor 
n -= (nJ{ ,t'ly ) til c I altså 
- aU. au.. aU. 

an :::::: nx 0)(. + ny ay , 

dvs. formlen 5.53 .(.11 gælder pr. definit,'on Oof ~ sna.rere end pr. 
definif1'on af .grad lA. . 

Vi betrClg+er fO!gende iyper a.f ra.ndværdiproblemer for Ca.plQ.­
ce opera foret').. hvora. f de fekste tre ha.r- sær! åge no.vne.: 
1. Dirichle+ erob(eme+: 

2. Neu.ma.nn p-robl.uneJ: 

-.6. lA.:: F 
u :: f 

- AU.:= F 
aU. - f 
2'>1'1 -

i D) 
c 

PQ.C. 

i D ) 
Cl 

pa.C. 
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3. Det blandede ~roblem: 

hvor C er den 

4. 

- All :::: F 

LL :: f 1 
aU. f 
an::::: 2-

disju.nlde. forening 

~ D I 

o 
pet Ci I 

o 
po. C2 I 

a.f +0 delrnæl"lgder C1 og Cz· 

i D I 

p8. C! tX. siven kontinwut fu.nk-
tion på. c, 

J disse problemer er F og f i r~len givne kontiY\lAerre funk.+iOi"ler 
cp& D henholdsvis C) log u 56ses i ~C2(D) n COCD> for 'Din'chlet 
probleme..t I C'2.(D) n c i (D) for de andre. problemer. Svagere krav 

kan 09'!:>';' forekomme. 
- Ræson nernente+ i § 11 er 9yld !'gt u.nder forudsætning a.f 0.+ 
lA € (?-( D) n C-1CD). Det giver I ved betrt).gtni V1g af hver komponent 

af D for Sig> folgende entydighedssætninger: 

Problem 1 har hojst enl~snin9' 

For Problem 2 er It>sningen bestemt p&nær en k.onstant i hver 
5ammenhæn,9Skornporøent o.f D (konstanterne kan Være forSk.eIlige) . 

For Problem 3 er 16sningen entydigt bestemt i de sammenhængs­

komponenter I hv,'s rande indeholder ptuilcter af C1 j og bestemt 
på-nær en konstant i hver a.f de andre. 

For 'Problem 4 haves: Lo.d ()(; ~ o. sD. er 16sningen enfydig+ be­
stemt i de KOtnpo nenter I hvor fX, -+ o i pW1k:fer o.f rande ti I og 
bestemt p3.nær en kons+-ant i hver af de andre. 
('BevIs: For 16shingen til -AV- "'" O I ~~ + KV" =0 på c, gæl­

der I ved 6reens formel 

O ::: fe «.\1" ds + ffD I.gm.d '1112. dxdy, 

Da. be9ge Ie.d er !: O • m~ de Være O. Hera.f fOlger I at 9md v= o, 
sg, '\T er kOhstant i hver komponent j hVIS oG=/=O i eJ rondpunlc:..+ 

a.f komponenten I må. 'lT være O dd'r f s8. kons-tan+en er O af kon­
tinuitet69t"unde . ) 

'6evise.f i [W] §12 fo~ makSimumspl"inc!'Fpet foru..dsætter blot, 
at lÅ er kontinu,ert i D 09 to go.nge dt'fferentfo..be.! i 'D. 

'13e.fro.g+niflgerf"'1e i § 13 b6F prcecisere.s en smule: 
'eJefegn D x J 0, t [ ved .IL I og den fnteressClnfe del CAf 

randen ved L : 
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t 

I = l O x ~ o n u (c x [o, t.J) 

Beviserne ved hjælp a.f energiinte.­
groJer er 9yldi'ge under foru.dsc.et­
hlng Clf at 

lÅ. €, C'J.Ln.. ~ fI C1 (n. ) 

(vi Clhvender Green's formel (X-y-z­
koordi naferne og flytter en d,'fferen-

~ x-y-z-fla.P1cn +iatioh med hensyn til t uden for 
i ntegralteEflet). 

'Beviset for rna.ksimumspr-incipp.e.t 
kræver i'lc.ke så. megen regl .. d'4r ,'tet op 

til L (blot kontinLdtet> (men argumentet [wJ '5>fde 60 li(lle 14-15 

kræver) nt LA er d.i ff erenTI'abel e.fter t på. hele JC,t J , og at de 
o.hden a.fledede efter x I y og z eksfsterer po. D x i I f, 
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5. Fourierrækker. 

K 5.1 Cgentu.nHion 09_e..genværdi. 
Berncerkh i ngl?l" til eN] § 14. 

1;e.te:gnelserne. ~enfW1k.'h'on og ~værdi kræver hær-mere forklart"',9. 

Vi ved fra MAT 101 , af for en line.ær afbildVliV\9 (operet+or) Å: V- V 

(V er e.f veidorrt.tm) k:a.ldes A,; en .e.ge.rwærdi og 'I)' en dertil horende. eeen-
(;J 

vektor t har ":f= o 0.9 
Av"=' .tv. 

Be.gre.æ+ genera.liseres /..lden videre til en a..fbildnil"19 A: W- V, hvor W 

er et underru.Wl af V . 
Hva.d er Af W 09 V her? 
Skrives fOr5te linie i [IAIJ (14.5) som 

- X" '" ~X 

ser vi i a.f A 
0'1 væsentlis 

må hc:we fQrmen 

rolle, det er her 

DCA) =: { X € C'\[O,1]) I X (o)::: X (1) =. O J . 

Nå,r A befrCtSfes som operator fro. iN;:: D(A) ind i V = e'( CO,1J) I er de i 

bogen lAdled re værdier ~:= n1..1t'l. (h c fN) ne.top egenværdieme for A, og 

de. tilhore.nde 2,genvelcrorer i her kalde+ e9enfWlk.fioner, er fu.nktioneme 
XVI lxI "" sin n1i:X f ne.lN. 

Betragt V'llA egenværdiprobleme:1: [VII] side 67 linie 12-13 fro.. neden. 
Her har opero.:rorel1 igen formen -3)(.2. I men ~fininonsom'f'~et er et 

andet I og vi får o.ndre e.senværd(er ~ esenfu.nic+ioner. Kaldes opero.foren 

A1 i har vi A \I ::. _ d2. X 
'lA &1 I 

define.ret for X e: ~::: DCAi):: i X e d'( [0,0) I x' ((» = Xf (1) = C} med værdier 
V ':.< C'( tO,1 J) . 

Csenværdierl1e er hU. 

fLtnktioner COC; h1tX. 

K 5.2 Ortogonctlsy'sfemer 
'De.tte og næste o..fsni+ kommem.erer [wJ § 15-16. 

'Bo,gen& no,ge+ (.ASys+erno...-n5~ fremstil !inB slA..pplere.s med fO/geryje: 

F!"(4 MAi 102. er vi v~rrt ti ( o.t be;frCl,9te sty kteevis kon+inu.er+e funlc.tione~ 

de.. define.res som be.lcend+ sodedes: kd [o.;b] være et ~ntli9t interv~1 
po.. IR j Vi siger d~ Io}' fu.nk-+ionen f: [a.,bJ -) IR. er styldæv/s Icon+in(.A.er+ 
p~ [ai"] i hVIS der findes en inferllalindde!«'ng 

(5.1) a."xo < )(1 < Xl < ... .( )(1<-1 < xk ::: b 

og funlc-tiol'1er f j t cO.( [ )(j-1 J XjJ) for j.d ,'''' k ,so.. feJ() = f j (J(> for 
X e J xj - 1 I I<j C I j = 1/",/ k. ' tv, så.di\n funk.tion er be:p-oen5et. Vi 
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vil nU. 9~æ os den u.1~ It'ghed af medtage ubt2grozJ'Js e.de funktioner, D9 Ihd fd­
rer derfor klassen M L eventuelt- præcfsere1 +il M ((Ol/bJ) ): 

Definition 5.1 Cn fu.nktion f: (o,bJ ~ fR. +ilhbrer klossen M I hvis der 
findes en in+ervalinddeling (5.1), ~ f er kontinlAer+ på hvert o.f de. åbne 
i ntervoJI e.r JXj-1,"j[ I j=1) ... )k. 

(Som i b0.9en befrct.,9tes ku.n ree[ie fu.n!c.tioner lomend vi !A.den 

~. se 
5~.J~' fex)dx som lim 

• S,lIXj_f s 

Vct!gt pu..nk..+ i J Xj-1 , Kj r . 
[Xj_11 J(j J. Vi minder om 
(102) §19: 

Lemma. 5.2. 

væsentlIg ukj /i.9hed kunne have fiflru:{t 

komplek.se fu.rak:..+ionerJ Nar Vi nu vil 

danne bestemte inf-E'9mler r har vi brlJ!) 
for de ueaentlige. inh!gra.l€.r f'ndfch-+ i 

MAT 1- noterne (102) § 19 : 
Nå.r f e, M, er S~ fC)I:)chc defineret 

hvis oS kun hViS samt"llge integraler 
Sll.j 

fej(.) dx eksls+erer. Her defin.e.r-E."S 
~j~1 

fCl{)dx + lim ) t fc)(.) dl< I hvor c er -et vilkå.rllot 
"11')(. c.. J 

b J 

S", f()() d", er .5umrnen af integretJeme Ol/er 

f6 r g-ende vigtige sæthin.9 vist '" MÅT i-noterne 

(ii) l\Io.r EJ er ilcke-n~Cl+iv og kontinuert i ]Xj-1,lCj[ I 9ælder at 
t 

G et) == J guodx er /t:onvergenr fOl" t;v Xj I hvis OS kun hvis G(t> er be­
c. 

Sf"W1s.et -for t 6 
)c. 

x· 
[c; )(j C. (At J J .9 (xH1x eksisterer skrives do.. ofte 

c 

5 eJ !30od;< <. 00.) 

Vi betragter en fc!,lge o.f fu.nldioner (lp" }hE:N nlh6reh&e M 09 vil 

interessere os for Iconve.rgelf1sforholdene for rækker Clf formen 
00 

L. Ch Cf'n(lO ,hvor chcrR. 'Betegn afsnitsfotgen ved Sh f 

h=1 n 

Sn()():= Z Ckc.p~(X). 
k .... 1 

PunktViS konvel"gens og u.nifor-m konvergens er kendt frc:;L MAT 102.. Vi 
har yder/(Bere bn.A.9 fOl" et fnedie konvereensb.egreb,.50M nu. vil blive. 
indfdr+ . 

[ . *} 
Defil'1 i+ion 5.3 ad ? E M og anta.g a,t f CX);:> o for 0.1112.. 

klOlSsen Mf> bestå.r af ajle funlc:honer fe M for hvi (ke 
b S (felt:»)1.. fe;!) dj( 

o.-
---~---------

*) Uden indskrænkning for det fOl:Jende kon vi lade ~ være O j ende.!igt l11anse punkter. 

)(~ [a,bJ . 
integralet 
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J det f~lgende tænkes givet e..t fast 5' I 5' !c.aJdes €.f) v~tfunk:.+ion. 
DO 

Defini+ion 5.Lf: C.od fE:. M. Vi siSer f at n?1 en CfVl konve.rSerer mod 
f i middel (med hensyn fif fJ i po.. (o., b] ) I hvis f - Sn € M? for hvert 
n 09 
(5.~) 

Heru..dove.r har vi bl"~ for endnu et begreb, orto!)onalit.et med 

hensyn +il 9: 

Definition 5.5 : (nd f og 9 € M . Vi siger I 0..+ f og 9 er orf0.90na.le 
(med hensyn +iI ~ I på. (aqb] ) ! hvis 

(5.4) 5~ f(x) !3lx.> qCj() dx eksisTo€.rer og er :: O . 

Konvergensbe.greber kQ.r"l ofte formu..leres ud fra metriker (elle.r 

normer) j vi ved fro. MAT 102 i af deffe er tiffældet med den u.ni­
-forme !conversens I som er kon\Jer,gens med hensyn -Ii I l'1le:h-iken 

(i udVIdet forstand) 'Dist: 

Dist (f,g) =Stlp 'f(xl-go<) l 
l(e(a1bJ 

Denne. u.dspringer a.f normen (i udvidet forstand) 

Il f II sup ~ sup I fc)(' I , 
)( €ca):>J 

Vi vi! hU vise I at konvergens i m,'ddel også. (-prak.tisk to.get) er kon­
vergens med hensyn HI en metrik do.nne-t LA.d fra. en norm. Definer, 
for fE: M~ 
( 5.5) 

er det en norm ~ Vi skoJ undersoge tre regler. (ad f OS 9 € M~, 

1° IIfll~ ~ O er k..ta.r+ 9y1di9' Cndvid-ere. haves f:=D ~ flfll9=O, 
mens 1/ f lIf :;, O =) {:= o i hvert fa.ld når f er I:::Dntin uer+ 

P-d [a,"'J. -Hvis f har· disk:..ontil'1uitets'Punk.tBr I h"Iedf61'"er (lft(~==o 
blot! 0'+ f er O lAden for disse j f ka.n \lære hvo.d s.omh~rst i 

selve pu,:", '-:terne. Alts~ er II· II~ i bedste fald det, der leeddes 
en seminorm. Man k: (arer i rnglen dette på. f6(gende fornu.f-

tige mo.de: Værdien af f i di5koniinu.i hefspu.nkterne spil-
ler ,'nsen rolle for Vort nye k:of1 vergens be,greb. Hvis vi indforer 
en ækvivo..!ensre!ation: f ...... g hvis f e g u.ndroøen i endr2.hS+ 
l-nange pu.nkter l' 90lJder der: lIflIf =0 =) f f\;, O. ~rsta.ttes 
hc..t M~ m~d rn.æ.ng~en M« af cekVi va.l ev\s k: l asser i Mf> (c.an 

((. fiS' 'overfores ti I M~ (fordi f f\I B .;> It-f /I q =- ".9 r(~ )/ 09 
po.. deffe ru.m er den en t'I'g+i9 norm _ - Vi vil ikke. Bore 
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noget st~rre nummer ud OI.f denne. defekt (der behC\rldles sys+ennnsk:. 

f en mere almen teori), blot ha.ve den i bo..g+anl::.erne I håf" vi Hdt ukor-

I'"ekf +i IIClder 05 a.+ k.a.lde 1/ . II~ en norm po. Mi?' 

2° N&r f e: Mf er Af e. M~ for AE. lR. I og 

II Åf II f :: lAl IIf Uf 

(tQ.!d~.et væ..re. Ic..vo..dro..troden i U'S.5) ). 

':;0 endelig vil vi vise I at f, 9 € M,? ~ f +9 e:Mf og opfylder +re-
Ica.ntsu.1 \.9 hed e.n 

(5.6) 

Hertil benyttes et vigtigt lemma. : 

- [emma. 5.6 Når f og 9 e Mf I e!csfs+erer 5: fOt> .9ll()~()C) dx. Jdet det-

te be+e9l1es ved 

(5.7) (f I g)f = S~ fCXI 9CX )?CX) dx ) 

har man 

[Cauchy -J Sc.hwo.rz' ulighed. 

Bevis: D.en elementære. u.(ighed 

(5.9) l locf I ~ fX.:1. + p2 for ajle 0(., ~ e: IR. 

(som f61ger a.f a.t toCt ~)t. ? 6 09 (OC_~)2?: o ) giver, a.t 

J fO() .9()() ~l)O I 5 f flt! ~()C.) + -l 9l")~ ~()C.) for hvert )( E [o.!b] . 

:Da. det1 ik.ke- nega.tive funktion på hdjre side i f6'lge de.t foru.dsa.tte 
Ic.o.n in-t~re/'l!.S over [et, bJ i falger det a.f Lemma. 5.2 (i) I at infe9t'"a-

let 5: fåC> .9 (>t! fCJ{ I d.K €oks isterer. Fot" ethvert IX€ IR ha.r vi nu f idet 

regnereglerne 09s~ gælder for det udvidede in+egra' peg reb I 

~: l fc<,", "9«' ). ~«) dx ~ ): f' ~ d" + 2.0<}~ fs s>dx + IX' S~ ~l'S'dx 
== A + 2./i(, 'B + ot'J. C I 

hvor 
L O( 

dvs. 

Med beX~ne..lsune (5.5) og (S.7) \A..dfrykk:er defte I a.t 

f ( f I S) f I ~ II f Hf fI!3 {( f o 
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Vi /c.C1h nlA. vise punkt .30: Thi vi hQr fol'" f 0,9 9 El Mp 

-S: (f +.9)l~dx = S~ f2s>d)( + 2)~ f9~dll'" S! ~i~~d)( 
hvora..f ses I at f + 9 € Mf j e.ndvidere beny.fter vi I at 

/I f 11,/2. = (f l f)p , 

til at indse a.t 
2. l 

l (fI9)p + "9": IIf +.9 "f == IIf"f .... 

< z. 
"flis> + 2 Il f lis> 1/9 IIp + "9 1/; 
( IIf"f + 

2. 
== 119 "f) I 

hvora.f (5.6) f~/ger. D 

5.5 

Udtryld::-et (f'9 >f ka.ldes det indre p-rodu!c.t eller slc:a.(aq~rodu.k:­
~t o. f f og 9' (Man rn6der også. bete9ne.lserne ( f, 9) r < f ,9) , 
< f '9> m·f/.) . !>enævnelset"l v().r ~e.htli9 kun he.lt" korrekt, hvts 

(f/f),_ = O a(tid medfOrte.-f=o (so.mme defekt SOm ved nOrYhen). 

'Bem ær Ic:.n i flger. Vi ho.r vist I CAt Mf er et velc:.torrum over fR. 09 at II· f/~ 
pr'Q.ldislc. faget er ~n norm på. M~. Med denne norm er Ms> ikke fu.ld­
stændigf. Det 1cn:JZ."er et mere generelt integro.lbegreb ((e.beS~Lte- inte­
s,.aJet) , e.nd de.t - vi har fil rådighed, 0.+ flA.(dst~ndiS9Jre Ms> p~ for­
nu.ftig måde. Herved f reJ71kc>rnmer et ve/c.torrW'YI I i r~len k~lde+ ~~ 
e.l/er I: ( ro)?J j ~) I der består af de fl.l.rllc.tloVlu for hvirke inte,9ra.ler­

ne. i (5.5) 0.9 (5.7) ek.sis+erer med hensyn HI [ebe~u.e-in+egrCl.lei. 
(Ma.l1 nar a.tter en identifilc.a.:lion f'" 9 Son, ovenfor) Dette. studeres 
ind9ående i ~AT 212. 1 

Når fR. ersta:ttes med <C I defi Vleres II f {(~ 50m (S: lfex) 11~(x:) d)(..)i 

(~ sta.di9 posi-tiv) og (fI9)~ SOm S: f()()9l)()~()()dx (k:om~leks kohjLt.­

gerin9) . 

Et .{u..ldstændigt normeret vektorrum t hvor norvneVl LldspriV1ger 
af ~t s~a.larproduJc:+ som her, l::o..ldes et Hilbertrum. S&.dat"lI''Ie 
l1»YI behClY'ldles ,. MAT 212 og I sær/I'gt dyl:1t9~ende, i ' MAT 32.0. 

SCVJwa.rz' u..(igned vises for kontiYluer+e fu.nkt1oner i [W] 5.83- M. 

00 Med indfore.lserr af fl· I\~ ~o.r vi Spec.ielt t jVf· defl'''ition 5.4 J 

a.t ~1 c.,CPn Iconvergerer /"flod f i middel nefvp n&r 

Il f - 5" 1I~ ....,. o for n ~ 00 j 

og det er tilstrækkeligt for \,ldtrykkets gyldighed at forudsætte, 
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at 'Ph € M~ for aJle h og f E Mf­
Vi definerer nu : 

Definition 5.7. 

ti} lPh ~ M~ 09 
Hi, ( 4>1"1 I C,p", )f= 

{ l.pn }n~ fN ka.ldes et ortogonalsystef'l1 

/I 'Ph II~ * O for alle n e "" j 

o for Cllle 11* m . 

Eksemp-e.1 . Systemet 

r 1 , cos X I (OS 2><) "') cos nx) ... 

1 Sin x I sin 2>< I • "} sin nx) .. -

5.6 

M~ I hvis 

er et ortogonalsyste.m i fu.nktionsk.lassen Mf ( [-?t, n;]) med f:::> 1 i altså. 
klassen Mi ([-71:)1(;]) (kort skrevet /VIi)' Deta.~er i [w] side 77-78, 

eller I MAT 1 - noterne (102) § 32; 5pe.cielt haves, idet vi slct"iver 11-119 
ti 

Som /I,,, l ha.r ? :!' 1 I 

/11 11 1= 21t J II Cos nX!l2.:= II sin hX ,,2. '= 7r J heIN 

De til horende rækker sk:rives i re9/en 
co 
I (Qnco:;nx -+ bl"l sin nx ) 
ti"., 

K 5.3 Generel/e FOurierrækker 

VI anto..ger 

system i Mf' [a.d 
i det f6 (gende, at i Lpn lnelN er et sivet ortoBona(-

O<> 

L Cn'Pn være en ræ.kke da.nnet ud fro. ortogo-
1'1=-1 

no.lsys+em.e.+ I me.d reelle koeffl cienter c n ) og lad f € M~, Vi vi I 
unders6ge II f - 5t'1 II~, Man har 

2. 1'1 n 
O ~ II f - Sl'lll~ = (f - t'{;1 ct.; 'Pk I f - [;1 c~ Cp?) f 

(5.10) 
2. 11 n '1 2 

II f IIf - 2. k.~1 C k (f Ilfk)i> + !;1 C k IICpkll~ 
2-

~ ( ( f I 'P1c)f )2. 2.; (f I Cfk )ej' 
== L C k l'CPk"9 - + lIflIo L 

k=1 IIlfk llf y k=1 1/ Cfk.II~ 
\... V" / '--------, -----/ . - y-

1:;" 11:/1 

hvor In i sidste lihl'e er fremkommet ved I for hvert k I a.t /I komplet-
" 2 2 a t +e tere k:.vadra.tet ud fra. - ckcf ICpk)~ + c k "I:f'k"~ næs sids 

linie. Vi vil IA.dnytte formel (5,10) p3.. forskellige t'fIo.der, 

'Bel'i1ærk. foyst, at hViS ck! erne vælges så.ledes at Ih 
er O I dvs. 

( 5 :11) 
(f I Cfk)f\ 

1/ Cfk": 
ses at Kn er ? o) berncerk:. a.t 
c~ erne. Dermed har vi : 

Irn ~r: __ ~Q-fh~n9!'9t __ ~t_ Y~J9~t--~{ 
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[emma 5.8. For ethvert fe M? 
n 2-

gælder 

(5.12 ) L. ( f I Cf>k)e 
k::1 1I'fkllf 

<: II f II; for alle n 'Bessel s 
I 

OIJ 

Spec.ielt er rækken l 
11=1 

tflCf'n)9 

" c.pl'1l1~ 
-)0 for M-+()O . 

æ. 
tf I 'Ph)f 

II CPn"~ 

LlI'shed. 
2-

Ilflif ' og 

(Udeladelsen af bemærkningen lin 2: o po. de1te sted gor We,'nber­
gers bevis nederst 5.71 - bve.rs+ s,.7l un6d,'9+ u/c I o..rt .) 

Vi be+ro.g+er hu. (5,1o~ igen. Det Ilf90rende sFr9sm~\ er, hvol'" 
godt sn a..pproksimerer f I eller rettere I hvorfedes vi sko.l vælge 
~(erne for a..+ a.pprok;s,it"na.tionel1 bliver bedst tnu../i9' Dette besva-

res af 

[emma. 5·9. [o..d f € M~ i og vælg koefficienterne Clc , 5~ de op­
fylder (5.11). For ethvert andeT valg a.f I::oeffiden+erne, Ck. ,gcel­
der om de ti I svarende rækker 

for odle n e IN . 

ØCI 

'Bevis: J formel (5.1D) er ni"! et'ls for de -to ræk.k~r l CkCfI<: 0.9 
w ~ 

L Ck C('k I mens Ih er O for den fcrste og ~ o for den o.nden. O. 
k=1 

'Dette motive.rer folgende definition: 

Definition 5.10. [ad f Cffl ~nelN være e.t ortogona.lsystem i M~ og la.d 
f e. M~ ~ Da. defineres Fourierkoefficienterne for f med hensyn 
til systemet 1 'PI"! fnefN Ved 

I"lE IN I 

øo 

og rækken ~ cntf)<pn lcaJdes Fourierrældcen for f m.~.t. i 'fhJht=lN' At 
DO /1=:1 00 

en række L Cher" er 
h=-1 

Fourierrcekken -for f sk.rives kort f'V L C"Cph' 
11=4 

Cl> 

ha.r n\.A. 09se\. 
co 

Sætning 5.11. 

goncdsys. teme+ 
" middel mod 

[ad r Cn (oh Være en n:::ekke. dannet u.d fra- orto-
nC1 l 

-{ lpn f he IN ,0.9 I ad f e M~ . I+vis rtekk.en konvergerer 

f , do. er c,,:= ChCf> for hver+ h€ IN. 

Bevis: Nå.r rækken konvergerer i middel med f har vi ,do.. bå.de 
In og lYn (5.10~ er ~ o I at Ih ~o 09 1[1'1-,) o for n-')/X). Da. 
Ih er det n'fe afsnit i rækken med ik.ke -nega:f-ive (ed 

( C liff II - ( fl l"fl<:)9 )2 ...... ! h + I d O d f i II I.. D " L " ,..,." ver e være , vs. c k ::: C Le) or a e k. • 
"kl( II~II I • "" _________ .!5..P ___ _ 

*) Mere alment, nViS feM I definerer vi 
når i~rnje.t eks!siwer. 
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_Øvelse: Vis sæ+nins 5.11 ved en OVerf6r5e1 a.f metoden side 32.03-
04 MAT1 - noterne (102.). 

t>o 

Sætning 5.11 lAdfa.ler I cd hvis I"aeld::en. 11~1 cn'Pn konverserer mod f 
i middel I da.. er deh netop Fou.rierræklc.en for f l11.h.t'Ø<.>~lpl'llnErtJ.Man 

kan ikke a.Hid være sikker p~ det omvendte, o.t hår n~ cn'Pn er ro!.t­
rierrcekk.en for f I so. kOhverserer den ; middel mod f I hvi Iket folgende 

modeksempel Viser: 

elcsemp-el. . FIA.,,/dionerne fn(l() "" sin ni< r h€ fI.J ,udg6r et orf0,90na..(sysfetn 

på [-1t,.ln) med vægtfunkfionen 1 (de er en delmæn9de a.fde:t +ri9ono­
metriske system omtaJt side 5.6). Fou.rier!<oeffide.nterne for funktionen 
fon:: 1 e.fter de*e system er a.lle O. Fourierrælc/cen består a.lts~ o.f 

lu.ærO-led l og den kan da ikke konver,gere i middel mod 1. (Man 
kan d09 vise I at for funk+ioner, der er u.li.9~ omlcrin9 O, Ic:onver:gerer 

Fouriel"'ræk.kel1 efter dette ortogona./system mod fu.nk.tionen.) 
Andre rnodeksempler f8.s ved 0..+ vi fra. et forelo.gt ortogonalsy­

stem fjerner en a.f funktionerne I Cfno' og s&. betro...9+er denne fu.nk:.tions 

u.dvilc:1in9 efter det system I derlAdgores af de ovri912. funlctioner. 

E.t k:.riferiurn for hvorn~r Fou.rierrækkel'1 for en foreia..gt funk­
tion konvergerer mod fu.nk.+ionen ha.r vi i f61gende scen,ing I hvis , + o bevis foiger a.f observa; ionen: no.r C k= ck:cf) for alle k I er Ih ~ o 

ti 
i (5.10), So. a.t 

( 5.15) 

Sætning 5.12.. (a.d f €o Mf' Fou.rierrældcen for f m.h.t. ~ 'Pn fhEM kon-
vergerer i middel mod f hvis 09 kun hvis 

C>O 2. :2 2-

(5.16) !" Cnlf) "cpn ll((:= IJfll~ j Parseva,Ls li9ning....:. 

Med definitionen a.f c" (f) ketn vi 
ulighed (5.12.) li d+ anderledes: 

(5 A"7) ~ f2 '2 < IlfliZ 
Oll n~1 CnL ) "cpn"~ - ~. 

6vrigt formu.1 ere 'Sessels 

~ernæ.rk fors!c.ellen mellem Lemmo 5.8 og Sæ+nin9 5.12: 
Be5sels 1)..1 i 9h ed gæ.lder for enhver Fouri e r razk ke t H'lens 'Parseva..(s 
/(gniVl,9 9C1L1der præcis n~r Fou.rierræk.ken for f er konver9~nt i 

middel mod f_o 

De fora.ns+~e.nde ebempler giver et indtryk af hvO-d der er go.lt 
med et or+osonctlsystel11 for hvi (ket Fou,rierrækk.erf"\~ ikk~ "oJti d 
konvergerer i mi ddel mod fu,n k.tionerne: der er for fa fu..nk.tioner 
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i odosoncdsystemet I i en pOl.ssende forsta.nd. Vi indforer en terminologi 
fol" de ortogonalsys,temer« hvor. der o.(tid er konvergens i middel: 

Defini+ion 5.13. Ortogona.lsys+eme+ {Cfh fneN i M9 sIges <:tt være _~(d­
stændig± tejler totalt), hviS der for- enhver fu.nktion fe M~ 9dLlderl 

a.t dens Fou.rie.rræk.ke med hehsyn ti I systeme.t ~ (Pn r MIM k:onve'"3erer 
middel mod f. 

J i&lge sætning 5,12 er fuldstændighed o.f systeme.tfe.pn~n€/tJ 
endvidere ækviva.lent me.d I Cl. t Parse.vaJs !Ignin9 .sælder for eh hver 

funktion f E; Mf> . 
J studiet af o r +0.9 ° n 0.1 sys+emer i det f61gende v,', det \lææ. 

e+ kardina.lpunlc.t a.t vise deres fu.lds.tæf"ld,'ghed. 

-- * 

Til linie {g-l?> I [IN] s.72 bemcerk:es: Vi har fra. MAT 102 «0.+ 

5: f.,(}() dx -) 5~ f 00 dl( ,når 111 -" f uniformt. Den ledvise integrafl'on 

fUhgerer Cllts~« når rækkeY'/ Idel" frernkovvH'V'ler efter mu.Hieli ka..tion 
med 'Pm ~ l er uniformt konvergeflt. Dette gælder under den indsk:.rænk­

ende Ctt1+o.ge.lse, cd c.pm~ er begrænset. (Det på. dette. sted i [IN] 

nævnte bev(s er do. helt o.n~I0.9+ til beviset for sæ.+ni,,,,g€t1 Side ~2..0~ 
i MAT1- V'lo+-e.rm:~ (102) .) 

Vedrore..nde sa.rnmenhængen mellem urtiform konvergens 09 Icon­
verge.ns i middel bemærker vi i 6vri9t, cd uV\i{Qrm konvergens 
rnedforer konverge.ns i middel, når- )~j~(XJ cl" < 00 Thi da haves, 
hvis f VI -l f UYli form+ pø. [at bJ : 

b 
2. 5b 2-II f - f h Il~ = Q. (f -f !ti) f' dx~ Su.r (fcJ() -f", cX.) t ~ ~dx ~ O , 

l(€ ra,D J o.. 

Derfor medforer uniform kOl'wergens a.f 
(5.11) gælder, når bIet S: ~oqdx '" co. 

Vi har i a..lt 

co 

tulcken L Cn'fn mod f , 0.+ 
n =-1 

PUNKTV5 KONVERGENS 

KONVERGENS f MIDPEL 

MED HENSYN TIL t? . 

Jnsen a.f de ovr;ge implik.o.+ioner (tf, ~ I -!1t 09 -ft) er 9yld{ge, (Pr6v 

selv Clt vise de-tte ved eksempler I for es'::: 1 t) 
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K 5.4 Riernonn- CebesgtA.eS Lemmo... 
B.ernærkninger til (wJ §.17. 

Sæfnil1gen 5.77 linie 5"-6 

[emma. 5.14: Lo.d f e M med 

A ~ o , funk.tionen fA ved 

kræ.ver nærmere fOl'" k larin9' Der po.st~s 

S~ If()() I ~(") dx <: 00 . Definer, for hvert 

{ fej() I hViS ff()() ISA 
f (X) == 
A O I hVis I f(~o I '> A 

b 
Da. 9ot.lder S a. f feXl - fA ()() I ~ Cl(.) dx ~ O far A -l> 4:>0 • 

[tru.Ilcafed ::: beskå.ret]' 

'Bevis: Da. fA er slyld::evis kon+inlÅer+, og I fcxl- f ,.,(X) I .~ !fC)() I, elcsiste-

-rer in-te~;ra.(et Sh IfClO- fA ()Cl I p()(:Jdx. 
CL 

Vi befragTer +ilfælde.t hvor b er enests e.ventue.lI~ dislcont,'nui-

tefspun1d for f OB r (ellers opde(e.s i endeligt f"na.hge intervaller a.f 
denne fype ). Da. er {(X) "9 i'(~) kOhtinu.eHe og begrænsede på. aJle 

in+erv'lller a..f formen [ 0., t J I hvor t <: b. Defr'her 

xA ::: su.p { t € [aebJ I If()()I~ A for X€ [Cl,t] }. 

Da.. XA$ b for a.lle A ,og xA er voksende for A" ()O r m~ XA -+ C ~ b for 
A Jf 00· her er c= b da.. f er bearænse+ ~ e..thver+ interva.l Ca tJ i< b ) i .,j r-- ) I • 

Vi hcu- nu b . b 5b J I f Cl() - fA ()()! ~(lod)(. == 5 Ifc)() - fA ()()! ~lx.'cIx SIfex) I ~"() dx ~ O 
~ ~ ~ . 

for A~()Q j sidst nævnte konvergens er 9yldi,g {=>r. definition af det 
u.egen+l'ge i nt~raJ. O 

Vi bemærk.er i 6vri9+ ( som i bosen) I a.t I'iemai1n - febesgl.A.e.5 

(fl <Pil ), -+- O for h ~ 00 

IItp"ll, 

for funktioner i Mf ( [QJ b]) o.lIe~de fOIger a..f 8essels u..l'9 hed. ((emma. 5,8). 

Argu.me.nie.f i [W] side. 77 udvider gyldi9heden heraf til kla.ssen a.f 
fu.V1lcHone.r f I der opfylder b 

f € M med fa Ifelt; \ ,,(XI dl< < (X) / 

~ bekostning af en forudsætning om orID,9onctlsystemet: 

3 K : I tp"O() I < K for o.Ue X€ [a.;b] 09 a.lle n. 
"lf",lI" b . ( 

(Når l ~oo dx < 00 , er den nye klo'sse af funk.tioner en udvidelse af 
a. 

M~ ) ved Sc.hwa.rz' u.1'ghed: For f € M~ ([a; b J) er 

~ If (xl I '?" ) d" = {I f(X) li . ~,,<) clx .5: U: If(x) 12~"" clx l (!~()() dx l < 00. ) 
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5.5 TriBonomefriske ræ.k.ker. 

Bemærkninger til [w] §1S;"'19· 

Sætninger D9 beviser kan blot betragtes som \.A.dvfdel~r af de til-
svarende sætninger fro.. MAT 10'2.., 

An.9o.ende J~u.nl:::tVis konversel15 (§1S) vises i [W] helt præcist: 

Sætn~n9 5.15: (ad f: (R 0+ IR ha.ve ?erioden 2rr:, med f /[_n:
J
yc]cM(r-7tJ 1tJ) 

0.9 tre: Ifcx>ldx < 00. en tilstrækkelig betingelse for a.t SN()(}~ s i plAn/c­

tet x et' I 0.+ 
s'7r Ifex+t> + tex --I;) - 2s I dt <: ro . (5.19) 

o t 

Specielt ha.ves~): 
1° Hvis f er kontinuert i )< I vil SN (X) -'> f()() hvis ci> eller (i'i> sælder: 

(i) f er differentiabel fra. Int,jre og fro... venstre i)( j 

(ii) f el" Hc!jlder kon+inued i )( I dvs, der findes k~ o I c< >0 I 

Ifcy>- f 0<> 1 S k ly_xlDG 

for y i et interva.l omkring'/... 

Hvis f ha.r e+ spring; )( l vil SI\I()() ~ f (fc)(+o)+ ftx-o») , 
hvis ({) eller (i'o{> 8æJder: 

(i> fcx+t> - fon-o) 
t ",9 

f cx-i) - fCx-o> k t - t onverg~r for '!.iD. 

(ii) Der findes k?o, tX.. > (I 09 0.>0 I så at I f (X1-t) - fL)(+O) I ~ ktO(j 

If(x-t)- fex-o>!:S k:tcc" for te [o,o..J. 

1( 

Vi bemærker I a.f u.nder fol"u.dsæfninaen S If()(.)(di«oo eksisterer 
~ J -rr 

'~L i t S If{x+t)+fex-il-2sl , -1-i 
Ir negrule G\.. t di for al/e a> o (+hi der er t < a. ) I 

S~ der beh6ves klA.n sær/cge kriterier i ol11esnen Olf t =0. Tilsfrækkeli9 heden 

a.f Hglder befingelserne f~19e.r a.f a.t t-H «. kan integreres ind i O , 

Et eksempel p.;. en k:.on+inl.A.ert! mIG,., iklæ Holder IcDn+inu.ed fu.n!c­

tjor} er fu.nktionen 

f { log11tl for t.po \ 
et) := 

o for t =0 • 

Thi der 9ælder for e-H'1\Ier+ c<- > o I a.f 

Iflt)-,f(o>/ 1 
I to(, l0,3ltl I ~ + 00 for t -'> () • 

1?€vis', [o..d o <. f < C(;. For o <. t. ( 1 er 
--------- --------

"')8ernærk, at eil e.r specialtilfælde of (-ti). 
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t S i t~ Cif 1 I t f' log t I = - t ~ 5 1 ds::: - ds 5. J s~-1ds = [i s~J :::! (1 - t ~) 
1 5 t S t ,.. t. f> ) 

hvormed 

J t~ l09t I == I tO(rf'tf' (O,g't I S tø{,-f ~ (1 - t~) -" o for t ~ o. 

Do.. vi I I t rX 109 It ,1- f ~ 1- DO for t .... O . O 

Afsnittet om u.niform konvergens (§19) kan t:>ræcfseres en del. 
[inie 17-2.0 po.. side 81 kan give de.t fejlo.9hge indtryk ,at ma.n 

viser, at 9rænsefunk.tionen for en uniformt kDrwergen+ f61ge a..f kon­
ti nu.e.r+e funk+ioner er kon+inu.e.r+, ve.d 0..+ vise af den ikke /ca" ha.ve 
~p-rin9_' (Velkendt brdler i HAT 102.. ) Se. hellere MAT1-no+erne (102.)§7. 

Forudsætningen om f side S1 linie 27 er overfl6dl'g under de 
ovn'se un+o.ge(ser om f· Alligevel er den ikke u.middelbart -fils+rcekke.­

lig til a.t sikre gyldighedel1 af de delvise ihte9ra..honer nederst side. 
Sf. Vi vii udbe.dre dette ved nedensfå.ende (emma.; f6rst lidt -æ.rrni­

nolo!];: Af fLthk,tionen f € CtJ ( (ll,bJ) er differentia.be.1 med kominl.Aerf 

differerrhodkvo+ien+ i a(le undtetgen ende1fB+ mo.n.ge. plAnlc+er af [a,bJ, 
().,C{trykker vi kor+ ved o..f skrive f'E M((Cl,bJ) I ide.t vi fillce.9ger ff 
vilkB.rlige værdier i de manglende punkter. "lår yderligere 

~: (f'()(»)z~(x.ldJ( (bO I siger vi cd fe Mf([Cl,bJ). 

- [emma. 5.16: [ad f og 9 være. Iconfinue.Me ft,lok,tioner p~ et inter-
voJ [a),] og ~Cln+o.9 I at f' og g' tilhcker Mi ( [cl/bJ ) . 'Da eksis+e.rer 

5: f()()9C.~)dx: og 5: f O<J9'O()dx 1°9 

Sb b 
f'Cl0 9()()dx:: fCb)9Cb)-f(a,>.9lo,) - S ftX,>g'c.xJdx. 

~ ~ 

Specielt (for- goo = 1) er b 

S f'(Xldx = fcb)- {caJ. 
a.. 

'.BeVis '. Da. f', 9 I f og 9 f E Mi ([Cl,bJ) I ekSisterer f~ f(JOg c)C.) dx og 

Sb f cx)9'ex)dx ([emma. 5.6). Hvis b er de.t enes+-e di~k.ontiflu.itets­
G\. 

'PUf'! k.t for -f f og g' f hul'" vi for e+hver+ t< b : 

Si f'('I(19CXldx.= ftt>g(t) - f(o..)g(o..) - Ji f()tlg' ()(.ldx 
~ ~ 

Når t ~ b I vil 5: f /C)()3()(,ldx ~ S~ -VC>()9()(.Jd"c 

Jb f(.)(.) 9f()C)dx pr. definition lAf det lAegen+1lge 
et 

og 5 t fex)g(()()dK ~ 
(). 

in+e~ro.lj endvidere 
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Som SkuJ le vises. 
Når Ca., bJ e.r 0'Pdel+ i h in-tervo.ller [Xj-1,)(j] i hvis indre f' 

og 9' er k.on+inl.A.er+e« a.nvendes fora l1stå.ende argu.ment på. hvert a.f 
del i n1erva.llerne ["j-'1t ej J og [ej I)(j J ( her er Cj € ] xj - 1 , )(j[ j [Xj_11 ej] 

0pprok.simeres ved [S, ej J for- s ~ x j-i og C ej I iCj] Ctppro ksimeres ved 
[ ej, tJ for t?' Xj ) i elet giver 

5b n . ob 

f'O()9(x)d)(:: [, ( f(Xj) g ()(j) - fCcj) gCc} + fCCj)g (c.j) - feXj-1) g (Xj-1) ) - 5 f(X>9'()()dx 
o.. J=1 a. 

b 
-= f(b)g(b) - f(/l.)9(IlJ ~ S fC)()9'ex)d)(; 

(A, 

-fordi fg er kon+inv..ert ~~ Ca., b]. (Summen er en Il teleskop-sum" f hvor 
ajle led u.ndtCtgen de "yderste!1 går u.d.) O 

Med de.ff-e lemm~ kan be.visf'f1e.toden i § 32 (s. 32.1')- .23) i 

MAT 1- hoterne (102,) f6191Zs. Do. vi nu.. indskrænker 05 til reelle. funk­

tioner I Vil vi lige. . opreghe hovedtrækkene i den reelle formuJ.erins : 

Med betesnelserne QI1(fl= i Sn: fex.,cosl/l(dx b (f}=:- ~ r i'tfoosin nx dx 

har Vi 
_Ti: I h It. tn:-

(emmo. 5.17: Når f: rR ~ IR er kontinuer+- og ha.r perioden 27e, 0.9 
f f l e: M1 ( r -n: ,7t ] ) I da er 

(-n,rr] 

(5.2.1) ah ( f f) =: h bn (f ) for r):::O,1,l, ... 

(5.22) bl1 (-{I) c:: - h Qh(f> 

'e>evis: Findes i [WJ nederst side S1 j tillo.deli9hede'1 o.f r~"in9.erne 
er ,godtgjort i [emmo. 5.16 . D 

(emrn(). 5.18: Antag i af f opfylder fortA.dsæ+~,ingerne i (e.mma. 5.17, 

09 betean dens Fourierrække ve.d ~ aD + r. (ah c.os nx + bh sin t"tx) . 
. J 11"1 

Da er 
1)0 

(5,2.3) 2:: h1 ( a ~ + t1,,) < 00 J 

og dermed h"'1 

(5.24) 

:BeViS: Gyldi~heden af (5·2.3) f 619.er uf 'Bessels fA,1t3hed (se(S.17») 

anvendt po.. f. Herefter fås {-eX':. for an - raekJ:.en I ved anvendelse 
oc{ Schwarz' u..!( gh ed for ertde! 1'ge SW'}'H'I"er ( MAT 1- noterne (1D2) §~ )1 
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at N 

L 10.,,1 
11=1 

N 

Som er be.gn:l2.nse+ for N -400 I hvormed n"f 10.1"'11 er konvergent. D 

Endelig +is 

Sætning 5.19: An+o.s I cd f: rR,-t IR er kontinu.er'" 09 ha.r perioden 27[; 
(speci'e.lt er o.ltso.. fc-rO= f(n;) !) I sam;' a.i f'/C-n:,7l:J 6 M1 (C-7L J 1tJ). 

Fourierræ.k:.keh for f med hensyn n'l det -trigonometriske odogona.l­

system konvergerer do. uniformt mod f. 

'Bevis: 'De.+ f61ger af (emma. 5.18 I at 'Fou.rierrækken for f har den kon-
vergente major-an+r-æ.kke 00 

i'~ol + L (10.!'!1 + Ibn I) .i 
I'l:'\ 

Fou.rierrækk.en er a.ltså. uni formt k6nversen+. KoJd dens sWnfun k:.-h'on 
f 1; vi ska.l do. vise t a.f foo:::: f i ex> for a.Ue x· De+re gælder i fdr­

g€ SaLtning 5.15 1° l-i) i de 'Punkter x I hvor f er differen11a.bel. FOr 

hvert af de ovrige punkter Xj 9ælder I a.t f:: f 1 i en udprik.ke.t 
omegn {x I o<lx-xjl <: f.} etf Xj I hvora..f f6lge.r I det b&.de f og f 1 er 
kontinu.erte I at f (Xj) = f1 ()(j) , D 

( J beviset for at f er li9 .sLll11funlctionen for Fou.rierræld::en 
foler Wefnber,ge.r S(g omsider ka.lde+ til cd vise Sc.v,warz' l..tll'9hed 
for i nte.9 ro.ler i bevise.t gå.r dernæst om o-d en redeg6relse for C,l.+ 
f er !folder !e::on+lnt).er+ overedt I so.. Sæ.tnin95.15 1° (t".c.) kan brl.A.ges.) 

K 5.6 FI.4.!dsf:ænd igheden ~f det trigonometriske or-rosono.lsys-fem. 
Med Sætning 5,19 om t;."iforrn konvergens kan vi nu. Vise tjvf. [wJ 

s. '&5) ! a.t det +ripnome..frtsk:e. ortogonalsystem er jl),.ldstænd'9+' For 

i fdlge (5.1~) me.df6rer u.niform konve.rsens jo Iconver9et1s i midde.{ f n~r 
q som her er s 1. 'Dermed rOoS r a.t når f opfylder hypoteserne. i Sc:et-nins 

5,19'1 k.onverserer FOLln'erræk.ket\ for f i midde! mod f j 09 vi vil vi'se.- det­
te for vi Ikckllge fu.nktioner i. Mi ve.d at approksirneæ. disse i middel 

med fun!dionu, der opfylder hypoteserne i Sæthing 5.19 . 

'I 
II 13eviset for deite " [W] h<;\r to mangler : For det fdrste angives det, 

ctt man appl'"ok.sirnerer f ved o.f ersta+t-e den med en line.ær fu.nJction j et 
II -ri Is+ræl::ke.((,g+ I i Ile II interval omkring hvert dis konfin lAitetspun Ic. t - ClH-s~, 
hViS diskont;nuite.tsplAnktet e.r lCj I vælger vi xj « Xj <: xj og ersia.+æ.rf 
po. [xj I x{ J me.d en lineær funk.tion ff I der forbin der (xj I f ()(j) ) 

med txj' I f (x/') ). Det er ik:.{~ø tilstrækkel igt her I at xj og xj' er 'teet 
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x· x" 

ved )(j I thi vi har tun hel d p~ inh;srCl.lerne J xJ: i 00'L dx. og J/ fLX?dx I 'kJce. 
o . f I f ti J po... selve funldionsværc:lterne (Xj) °9 ()(j). Man ketl") doS komme 

frem ti I et brugbart va.!g o. f xj 03 xj' ved €.h f'kke he.lt +rive.\ a.nvendel­

Se af integra.l regningens h'lidde( værdi sæfni ng . ~ FOr de.t andet overser 
[W] af f ikk.e behover at være. differentiabel på. de res+erehde ,'n+er-

I 

vo./ler [ )( ~~1 I xj J I s~ f skal °95 0. ctpprobimeres her. Det kem vi 90 re ved 
J f '.c L t '" /I f l) en Qvwendelse. af a.t er urli.lprmt lI-on+ir!lJ..er pa hvert [Xj-1 I )(j ]1 so. 

den kCt~ approksimeres I med hensyn til Sup-hermen, med en kontinue.r+, 
stykkevis lineær fu.nktion. 

J ste.det for at udfore disse skridt i detaljer vil VI' give. et mere 

alm.engy1cli9f bevis i o.f hel'1syn til anvendelserne i [wJ lca.t:,,'tel 1ll[. 

[emma. 5.20. Cad qE M ([C!.JbJ) I ~>o. An+o.9,oJ J~ ~o<.)d){ ::: C(O(). Lad feM~. G.ivet.s>o. 

ti, Du f,'ndes en sty_kk:..evi5 konstant fu.nkhon 9E p~ [a):>J med 

9 iC- (ct) =- ge(D) =0 i så /I f - 9s ll: S ~ . 

(ii) Der findes en C2-fl~nldlon f~ på [a,hJ med fEJaJ"'f:~Jb):-
f~(ct)::: f~(b) eO 09 fif - fe U; f, E.. 

Be.vis: (-i) (o,d Cl:= XO .( "1 -< , .. .( )(k-1 .( {('c. :::: b være de e.ventu.el(e d,sk:on+i -

hu.itetGpunkter for f og ~, [CAd E1 >0 i C1 vil blive pn:eclser:et Sehere. 
\ I [ f (' 'I , væg ){j J~1,,,,,ld 09 )(j (J:::o, ... / 
k- .. n l s~ at 

y 

og 
'I r'S :< 5)(j 

J xj f 00 ~o{ldlC ~ e., I )(j f(')(.1~(,odx s: €1 I 

~i--~'""'l--~""'-'--~---@1iiI/r-"){ for hver t j. 

Der er ictlt 2k Sådo..VlI1e. integra.­
ler. Definer SIS Som opg, intervcdlerne [x(u><:'[,[x/1x;'[,,,.,[x:,xKJ 

Da. f er 1..H1i'formt kontinu.ert ~ interva.llerne [Xj:1 f ><j J, eksisterer 

et 6>0 I så. at for t 1 I il. IS [)(j~1 f )(j'] med I tf - t z I 5 d gælder 
! f (ti) - f(t,) I 5 -rE;. Væl9 en il1ddelirl9 a.f hvert interval ['S~11 ')(j/] 

i inte.rval! er af fæl\gde ~ d. 'P& hvert- D.f disse delintervaller sættes 
~(l() /(9 med værdl'eVl o.f foo i det venstre ende.pu.nkt. 'Da er 
I i!:f(x) - 9 (xl I ~ ve; p~ hvert interval [)(j~1 f Kj J ,~ der eælder 

E. , I 

5 ~ J~ 
" (f()() - 9f,(lCl t?()(.)dx S E1 ,,~(X) dl< . 

>S-i )(j-1 

Ho-med er Sf defineret po.. hele [al bJ I "9 vi hD.r 

Vælses 
C1= 4C2ktc)' opfylder gf. 
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lemmoets lAdsa.gn Li). 

lii) Vi går vi'dere udfra. 9s, hVIS springpuY'lk.fer vi nlA.. b.e..+egner 
ved t 1 ( il ( .. ' < tIT') ( t 1 > Cl'::"bo 09 t rn <: b= t m.H ). J omegnen af 
hvert ti. skal 9e. LtdSlo..tl-es til en ( nær+- 1~gende) C2 _ fu.I'1«:'-h·on. 'Pro­
b leme.t \oses f6rs+ for en model: 

[ad f ;)11 for)( E J -00 ,O [ 
9(X)::: 

Yl for xc [ 0, co[ 

p~ stykket [-6 0<5J e.rstatter VI 9 Med polynomiet 

q>oo::: y + Y2.-)/j SX Ct+-S}2.Lt-lj)2dt 
1 e(o)-a 

~ 
hvor eec» = i~ (t-f-C»)2. ct -a t dt == ;; (35. Denrte, funktion opfylder 8..benbDrt 

!p (-6) "O Y1 09 ep(&)::: Y2.' og endvidere I ,'det 
1----..",....--- 900 

-8 
)( 

CP'l-o):::- !.pIlo) :::: epl/C-b) =-lpil(~) =0. Fu..nk­

fionen f 5 de f i ''"leret voo 

f gO\) for I/U» b 
f8 (x)"" 

c.poq for IX I ~ [) 

er da. en c2 - funkfion. Bemærk endell'91 at 'g(x>- fe/IO {5. I Y2. - Y1' for 

a.lIe X . ( Hvorfor?) 

Vi befragter nlA. 9e. igen. Ved konstruk.tionen af ge hor vi opn~­
et, at dislcontinlAitetspu..nk:.terne for ~ Ifgger i det indre. af (visse af) 
intervallerne J t i - 1 / ii [. Fdlgel,'9 findes et 60 I så. ~ er kontinu.ert på.. 
hvert af de nfslu.tte.de il1+ervo.ller [ ti. -°0 ! iL + 80 J· (ad 
k1 "" max ~ 1geoo ! I X6 [a);)] 1 og lad Kz ~ mal< { ~(;<> I X E Y [ti. -~o r i,:+ooJ t. 

Vælg 8, s~ 8~ 00 og 2.5 m (2K:1)'2. 1\2. S. ~. 

Fu..nktionen. fe. def,'neres nu.. som den fu.nldion vi får ud fra.. ge ved 
0+ e.rstatte denne i hvert interval [ti-d, t.L+o] med en funk:hol'1 
somCPiforbindende (ti-a,geC-cj.-8) med Cti+b,9E,.(ti.+5)) (dvs. 

VI' erstet tter med 

!'D·(X): 9 tt·-(5)+~(ge(ti.+~)-9f.(ti-8»)f)(. (t-(t'-å»)'l..(t-(t~+on2dt). 
T L C ~ Cia) t· - 8 ~ 

~ 

<. E:. 
-4 
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Hereftet- vises fu.ldstænd'·gheden o.f det +ngonorneftisKe or+ogofilAl­

system SOm ( [W] s. 85 ( idet vi finder en QPprok:5imuende. fu.nk+1on 
ve.d (emma 5.20 (ii). 
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6, ProblemerI hvor seRaration af de variable 

fører til trigonometriske rækker. 

K 6,1 Varme lednings ligningen. 
Bemcerknil1ger til [w] § 22.. 

6.1 

Med udta.lelsen nfheseries (2.2.2) ea.n be d,'fferentia.ted term by 

tumll menes i kke blot I af nver' led i rækken kan d!'fferen tieres I men ogs~ 
0.+ den derved fren)komne tældce er konverge.nt f og dens sum e.r differen­

tial kvotient af de.h oprindelige. række. 'VJ' s~a.1 hel" og i det fO'gende 
bel1Ytte. det ft"il. MATEMATIK 102 velkendte jeriteriul'Y1: Hvfs 1lpl'l (x) } t'tE./N 

er en folge af funkfioner i C1 ([ai~J), n~ 'PI'I(~) er konvergent (gerne 

blot pu.n ktvi5) med sum 4>00 I OB f; ~~(){.) er un;form+ kOt\ver-gen+ med 
_ su.m ~ (.lO r da. er Cf e. C'I~ [a.,bl) og ep'ex) "" +(Jo. - /(ri+eriet benyttes 

på. ræ.kker af formen n'f, U I1(X,t) i med hensYh fil x 09 i hver for Si9, 
for de ledvist partielt differentierede rælc:icel". 

J unders6ge.lsen ([IN] .s. 9t .[) af u.'s k.Oi1+inL.dfe+ op til )(..-alc:.sen be,.­

h6ver vi ikke anvende. rr'!Cl.lc:simums\=,rinC(ppet I hår vi i stede.t benytter 

[emma. 5.19. }hi det giver I når f erø;> kontinlÅer+ med fro) = fCn:) =0 0..9 
f ' e, M1 I a.+ L I b ... I <. øo hvormed L Ib hl er e.I1 konve.raent mQ.'orant-

n"1'" n~f ;;;,J J 

række. {Ol" f. bns-nakt sin 1"1)( f>~ hele omr&det n. "'" [o,n:] x [o,øo[. Da. 
h=1 -

er Su..rnme.n ucx,t) kontinuert ~ hele n. ,og U.lX,O)={()(.). 

K 6.2. [aplo.ce's li9ni~ i et rektangel. 

'Bemcerk:nin.ger fil (W] §Z3. 

J stedet for at br/Age ma.l:::simu.msprinCippet ko.n vi som i 6.1 

ai'1vende., 0..+ under de nævnte forudsætnineer e: L Ibh,1 k.onvergen+, 

hvormed h~ 1-'" i 2A Ibhl er rnajomn+ræk.ke for n~ bl; sin~n~ ~ A- y) sin nx 

på. hele .Jl:.: [o,?t]]f. [o/A], 

K 6.3 [a.~Ia.ce'5 ligning i en cirkel. 

'Bemæ.rkninger til [W] §2A. 
Bemæ.rk., a.t efter indfore(sen af de polære koordina.ter rno. \Ii 

tage hensyn til en vis flerfydi9hed me.d hehSyn -til e. Vi har a.t 96re 
med en o.fbildning frQ. (r, e) fil (x, y): 
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e 

Il 

hvor hele l!'nie5tykket ~ot)( [ - 1t, 'IC J a..fbi!des p~ (0,0) f og punkter (r,-1i) 

09 (r,?i:') afbildes i samvYIe punk+ (-riD) i x-y-\?lo.nel').Overgangsform­

lerne. er 
x=rcos9 
y= r Sin e 

(disSe so.mmenfa.-tte5 
i x+;y:: r e ie ved 

e::: Arccot ~ I 

Cl 
nar x>o I 

Cl 

nO." y>o 
I 

d 

~Ltlers formler) 

{ 
Arctan ~ , 

Arccot:9 - re ,har y<o . 

Ved omsk'rivning.e11 a.f AIA. til polære I::.oordincåer benytter vi I at 

" ar 1 ( - z: )( ox ::, 2 )(:2. + y2. ) . 2)( = -;- :: cos 9 

ar L :::: '" Sfn e 
'ay I" 

(6.1) ae 1 -y sine y 

OX 
::: 

1 + (~)2. 
:- ~::--r- {mellem~ninger 9yldige for x.po, )(2-

for )(=0 anvendes a.ndæ. formler) 

ae -( 1 x cos e 
'Dy 

::::: - ::: 7 :: -- ( -11- ) " 1 + (~)a X i" 

Hermed bliver lILt=O til 

(6.2. ) 
'flu.. 1 aLl 1 "zIA. 
8r2. + r ar + r:l.. ae2. ::: O 

Lsningen for R.(r) ( (Wl (24.4», der opstc1r ved a.t vi indsæ.1ter u,Cr,e)= 

R.Cr) e (e> i (6.2), (oses let ved a.t man inciforer va.rictbelskr'ffe.t 
t- tY t 

r=> e j dette giver hemhs for de., saml"nehsa,++e. fu.nkhon R,[t> = R(e ) 
ligningen 

C6.?J) 

SOm har kons+o.n+e Iccieff,'cien+er . [[W](2/t.lf) er d spect'altilfcelde af en 
k.la.sse af differen-h'allignil"'lger med polynomiale koeffictl2.nter t Eulers 
differen+ialligning ) I som loses ved dehne metode. J (6.3) har 165-
hingerne 
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- nt -nt Ret) .... ae· -I- be. 

hvora.f fås losnin.gerne fil [w] (24 . .q) : 

Rir):= Cl. + b 109 r 

~(r) :: o.. r h + b ,..-1'1 

for n+o I 

for n=o I 

for n:t:o. 

b.j 

De u.be:9rænsede IOSl'\inger borH::o.s+es I fordi vi onsker losninger I der er 

kon+inlA.ede på. hele (0,1 J . 
Ved su.perposifion hår vi endelig fr-em til ræ.k.ken [w] (24.6). 

FOr cd denne. ska..( give en \osnin9 til. det o~rindell'9~p-robletn C)9 I'kke 

bare en 16sning i c.irlcelsldven med deVl ne~tive )(-o..kse borfslc::å.re.t / 
In~ vi tA.hder:s6s€ differeh-Hctl kvotien+erhe efter "f.. 09_ Y_o Hver+ led i 

(2.4.G) er bms+a,n+ på ~ O ~ i- [- n: , 'Ii) 09 har periode 21[, som fu.n Idior) 

a.f e I so. de definerer vir æ1ig fu.nk:h'oner a.f (')(, ,:/). ("geledes kan 

mo.n gevmem fore en diskussion o.f fil pasninsen af differ-enhalkvo-
_ -I-ien+erne efter r og 9 pg, den del af ra.nden a.f rekfo.""ge(et (0,1]1<[-11:.:1[;], 

der ik.ke o..fbildes enentydig t. Vi /ca..., imidlertid klare os p~ en s"mp­
!ere m~de: 

Be.mærk I a.t 
inS -!'ne 1 ri 'S n ·s n] 1 J 

(6A) rh COS nS:: r" e ; e . := 2 L(re' ) + (ri') :: 2 [ ((fiy)" + (x.-iyt . 

DeT er e+ polynomium x og y og del'"med en Coo_ funk:fion af (l<,y)! TII-
sva.rende eIA 

( 6,5) 

et f>o!ynorniun'"l 09 dermed en CCO - funktion af (x, y). 
tndvidere ha.r vi i for n ~ 1 ( brug iG.1)): 

a n f\ ax r cos n \7 :: 

S reGi elt ses c.tt 
; 1'"1'1 cosn9 I ovemit . 

Vi dere. ~s I for nZ2: 

a"l. n a (h-i ) I'I-Z 
(0)(2. r casnS ::: al<. nI" Co!.(n-1>9:: h(n-iH' (os (n-2.\9 

@ 

Sa. 

overalt. 

Ved af ge.nne.mfore andre +iisva..rende ægninger finder Vi i alt: 
_ .. ----- - ... -_ ... - -- -- -- - - - - ---_..:.. - ------

1<:) Formlen roh hatur1igV'i.5 ogs&. vises ved differentia.tion af det poly­
nomiale udtryk i eGA), Det kn:vz.ver dog {-el<. et beVi5 for ext 

a ( f )h ( f )n-1 Of ax O+iy) ::: n ( )(+iy) "0)( j 

{0V'" kOl"Yl'fle kt.e {\A\'d<t~ol"le.r f· 
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De 1 f ordens a.fledede e.f1er )( og y af rI'! cos I'l a og r" sin n a er nu.merlsk 
5 nr 11:-1 ( Il ~ 1) • 

De 2' ordens a.fledede efter x OB y af rf'l Cosh8 09 1"''' sin ne er nu.merlsk. 
< n2 1"11-2. (hl: 2. ) • 

De p' te ordens a.fledede ef te I'" )( og y a.f r"cos ne og r"sin nS er nu.merisk:-
p h-P ) 5 n r ( h~P . 

OCI ()<IJ co 
D ~ n-i ") '» 1'1-2. o:; P h-P 

Cl rækk.erne L. i'1r I L h- r f f .l- h r I '" (po+el"'lsraz kker i r ~) 
11"'1 ""l- I'I"'P 

alle. ho.!'" !col"}\fe.rgensrad iu,s 1 (benyt f. el<. kvotien+k.riterief) I ses 0.+ alle 

t'æ.k.ker do.nne+ ud fra rældcen i [w] (24.6) ved ledvisedl'fferentia.+ionel" 
. efter )t og y er uniformt konvergente ret cirkelsk.ive!" {(X,V> I '1.1.+1"5 toZ I I 

hvor to < 1 I så.ledes a.t slA.mfunicHonen er cto i den. å.bne enhedscirkelski­

ve og +ilfredssti!!er differen+ia.1Iignirtger» Au. =0 der. - Dette foruci-
11: 

Sætter kun J I f ( e>l d El t. øO • . 
.7t 

Som sædvanli,9 har vi I hår VI om fca> yderligere foru.d~tter: fU)) 

kon+inu..ert po. [-7r, n;] med fl -fe) :: f Ul') , os f € M1 ,at selve tou.rie.r­
rækken for f har den k:onvergerJte mqjoranfræ.kke 'fb I +- !' ( (a.~1 + Ibnl ) 
(jvf. [emma. 5.18). Do. I 1"1"1 cos n e ! ~ 1 og I rnsin nS I 5 1 I er denne 
ræ.kke do. mo.jora.nfrm.ldce for rækk.en for u. på. hele. den a.fslutte.de 
en hedsc.irkels Idve I s~ lÅ bliver konfinu.er+ på. ~ (x,y> I )(2t-y'" $11 OS "g 
med f på randen. ( [IN] bruger i sfede+ makSimu.mst>rincippet.) 

(Osningerne fil [a.pla..ce's lignin,9 ..1u.=O ka.ldes ho.rmon is Ic e. fu.l'\lc:h'oner: 
De spec.i elle tosn i nger ( 6.4 ) og ( 6.5) 

~ [ (X+iy)I'I+(X-iy>""] 09 i( {Xtiyll'l- (X-iyln] 

kaJdes de ha.rmont'slc:e p-oly:nof'i'\ier (i to varia.ble.). 

'Bemaz.rknin9-=- Ræld:.en for u.. kan 0r>faites Som 
pleks potensrække med lc:oY1vergensradl'1.A.5 ~ 1 : 

~ er I for h!: 1 f 
n n zl1 + Zl"! 

anI' cos nS + bl'll" sin n8 :::: Clt'! 'l + bn 

rea.ldelen af en !com­
[/'Åd lo::::)(' + i Y t.:: re i e ) I 

== ~ (a f1 - i b" ) z."'1 +- ~ ( Qn+ i b/"l) z: n 

1 h -« -- -/"I 1'1 
::::: 2: en Z + i: Cn z: = Re ( CI")Z ) 

h~r en = QI'1- i bn . (ad Co := i Qb • (For n? 1 er- ~ Ch netop koefficiente., 
til e ine i. den komplekSe skrjvem&de for fC,urr'errækkel"l fol" fCS) 
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anvendt MAT 1- hoteme l1ol) § 32.. .) 
I 

Sg" er 

hvor I en I 5 2e. I når 

u.= 
'" ]t n J If(e)~e == 

-1t 

6.5 

CI"1 kompleks funk:hon, der er SUm af eY'/ kdmpleks potensræ/c.ke med 

positiv kovwugensradius , ko..lde& en o.no.lytis.1::. funktion. Vi ser,o..+ har­

lTloniske fu.nk:Honer (i en cirkel ornk,\"iYlg O) er ~Ide! ctf ana.ly-h·ske 

fun ktioner. 

Rækken 
ved kjcQ.1 p a.f 

OQ t + ~1 r h cos I'l (e - 4> ) p:' side 102.. i [W] SlO'ftmeæs Ie.t 
9 - ep =- O(; I s~ er ( lde. t r.( 1 ) eu./erG formler: Lad 

1 - l re- iø<, ) ~ 

1 - re-io<. 
, 

-+ ~ + "1 I"'ell( +.i re il)(. 
2. 2. 1~ reJIl'l 2. 1- t"e-~ 

::: 1 -2-

1 
::: 

2. 

( 1- re/Ilt )( 1- r€LD(.) + re jO( ( 1- re.-cO{ ) t- r,eLrJ...( 1 - re (~) 

(1- reLGC.)(1- re-tOt) 

2-1 - r 

TIl .sidsTe afsnit i [w] § 24 bemartrker Vi: 'Di fferevrtia.tion u.nder 

im€9ra.lfegne+ med hensyn -HI x 09 y tl""ævet- en redes6relse. for 
0.+ in*egranden I der jo er 9ivet som fu.nk.+iol"l af r-, e og tf I jVf dislc.u.s­

sione.n s. 6,1-6.'2.. I ha.r partielle afledede efter X og y som er konti­

nue.rte for (x, v, ep) € l r? + y'l :5 t~ <: R2. I - re 5cp :5 re f . 'Deite. er fa.k::h·sk. 
+ilfdtldet f når f{i'f) er /confinu.e.r+ I do. r"= x2+i~ , Dg t' (oS (9-'1» = 
r cos eeos 0/ + r sine sin ep .,.. x coscp + 'j sinq:o. 'D0B ved vi alle.rede (s.6.4)/ 

at u.. er cro ; den å,bne Cirkel s/::..t"ve X2.;,.r! <: 1 . 

K 6.4 Den dæmRede bo!geljgnin9:.. 
Bemætkninger til (w] i16. 

~emædc I 0.+ maskineriet for sepora:lion o.f de. variable for b61ge­

Ilgningevl llden dætnpnin9sled er indfor-l- i [IN] § il( 09 genop+Cl96 ?~ 
s.~14· 

Ar,9W11entet 6verst s .11~ er i detaljer fo'ge.nde: 'Bemærk. forst, 
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ved delvis. integra.tion som i [w] s. 81 I jvf o~ noternes Lemma. 

5. 5.13, Da.. Pa.rsevClls 1I'9ning (el/er blot Sessels u.lighed> 9æ.lder 
. cn ( f fif) ! fås 

(}C 

Ic .. (fW)\2. < d 
0i 00 I vs. L hG lcn(f>11 <:,co . 

nu:;.-oo 

6.6 

5.17 

for 

:t Ij 2. :t@ c- IGb~ D Da.. I en I"'" 4' ( l'ltt -4- bn ) ,fOs specie 1+ L h h <. co. ernæ.st a.nvender 

vi 5chwa.rZ' t..d '",9 hed for ende.hge SUl"I'lmel": 

N ( N ! N ).1 L ,,2 I bh I 5: 1: hG ~ Y CL. ;~ 2-

11"'1 00 næl ""1 

Som viser konver,gel1sen a..f f1~ h2.(bn l, der (på en konsbn+ næ:v-) er 
majomntrl!2.k:ke for de Ie.dvis+ differen-lierede rækker a.f fil 09 n1ed 2 f 
orden. 

Herefter vises p~ side 114 l hvorda.n maV'! kC\rl spa.lte en del OI.f lA 

fra, p~ hvil ken led,lI's d':fferenha.-hoh ik..k.e. (beh6Ver) anvend~s r 50.­
ledes af ledvis differen+ia.+icn po. den resterende del kræver færre 
omlcos+ningel" ( " form a.f be+ingelser ~ f)· 

Ulighederne [w] 0.6.5) Vises let ved hjælp af f6\gende e!emeV\­

tæ.re vLLr-derin ser: 

[emma. 6.1 . 

(b.b) 

For a.l/e X, y e IR, gælder 

I (OS)I.. - Cos yl5 I)(-yl,. 15inx- sinyi :$Ix-yl . 

BeViS: For X~ y haVes ved rniddelværdisætningen 

cos X - U)sy 

x-y ::: I sin ~ ) ~ 1 

Idet ~ er e.t pa.ssende +al rl'\e!lem;( og y. Tilsvarehde bevis. for Sfn. O 
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[emma. 6.2.. [Q.d k>o For ajle x ~ 2.1e er 

(6.7) 

Bevis ~ 

hvor t 
'3. 

=: ~ • Middelværdisæ..tningen giver, f15r O <. t ~ ~ 

1 - .rr=t 
t 

6.7 

t 
x 

(dvs. k ~2J: 

(idet 't:' er et pClssende ~I mellem O 09 t), hvora.f det 6ns!cede. fo.s 
ved inclsca.ttelse a.f t = 1c2, • D x 

en mere indså.ende anvet'ldelse a.f Toy\ors formel giver fordvrl9t 

(G.8) 
"I ~2. 4 

( X - V '1.,'- - k2.) - 2: i( ::: Ic O- ( )C 2. ) for x ~ 00 • 

c.o..d o s h lA f. €"l( . 

det mindste he.le to..1 

e-Glt I cos Vn'2..c'l.t?·-æt'l.f -U>S net t~ e-a..t I Jenct\2.-(a.:I;)'2..' - !"let I 

( -at (a.t i~ -1 e.-cd; ctt: 
- e. het :: n c for n~ ~ 

Cl;. -cd'(clt 
Vi har dermed del'\ bnslcede vu.rden·ng for n:t Z C I med 13= max e. c + 

o~-t ~ to 

~ VI) . B lcan endelig modificeres s8~ v..Iigheden 15gså. gælder for de fOtSte 
endeligt mange værdier a.f h o~ til 2.~. 

De andre lA-h'sheder i [W] (26.5) fås p& tilSvarende m~e. 

Ne! J formel [wJ (26.G) og den foregående forme.l slca.\ 11+ er­
stedte s med net. 
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7. Krumlinede koordinater og seRaration af de 
variable. 

T 7.1 Kru.rnlinede- koordinater. 

7.1 

J [wJ cha.pte.r N (side 63 ff) er beha.ndlet metoder) separation o.f de 

vario.bie i og det er her ViS+, at b6Igelignin.gen , varrnelednin,95ligniJl1gen og 
Caplo.ces "'s n ing alle ko.n separeres I når de be.tro..gfes i to varia.b/e (for 
de +o fekste I'gninser en stedkoordino..t 09 en. tids koordinat og for den 

sidste to rek+a.ngu.lære si-edkoordiflo.ter). 
Veq separa.iion af rurnkoordina.ferne og tidskoordino.ten i.. 

5chr~diV1.gerIi9ningen, Wl9e.1i9ningen eller vo.rrne(ec!ningsl,'gningen med 

to eller flere t"umkoordino.ter fremkommer den elliptiske differentio..llignih9 

(7.1) AU + k2 u.. :: o 

i rwnkoordi naterne. Som specialtilfælde ~s for k=o (a.pla.ces l(gnin9, 
for Ic reel og konsta.nt Helmholtz.' ligning (eller svin9nings Ilgninsen) I 

menS tilfæ.ldet I hvor k.2. er en flJ-nki',on af stedet n?.f'ræsenfel""er den 

tidsu.o.fhæn91ge Schr~din.gerlt'~nin9' 
J det f61gende vil vi undersoge (7.1) i det fz>dimensionale til­

fælde samt an-fyde losningsme+Oden i det tredimensiona.le til færde. 
Vi kan indledningsvis u.nders6ge separo..bi U+ete.n af (7.1) , nor" der be­
nyttes sce.dvanll'ge ~tv;Vlkl.ede (~k:tan9uJære) koordinater X og y, 
09 der a.lts~ er givet ligningen 

( al~ ~ 
7.2) - + ~ + k2.u. =0 

ax~ ay~ . 

Den er I når Vi forudsætter, at Jcl er k.onstant I 

lære losninger Clf formen 

(7.'3) lHX,y> == X t)() Y C,p I 

hvor XOq og y(~) er losninger fil 

separer bar med par+i ku-

J den konkrete anvendelsessi+t.la.+ion er de sædvanll'ge retvink.­

lede koordina.ter ofte upro.k-fi-ske I idet symrnefri~en~/::::.a.ber ved pro­
blemerne f· ex:. Ico.n bevil""'ke I a.t rondbetingel ser er givet pg, kurver 
(for tredimensionale problemer pli flader> I hvis I(gninger eller pa.­

ro.meter freH"l sti /I inger l'k:.lc.e er bekvemme i de sæd van lige r-etvink­

lede. koordi nat..er. Vi' vil derfor unders6ge f hvorledes 5epara.bi li-retet1 

af (7.1") ændres ved et koordino.tskifte. [od der være givet et .sæt nye 
k.oordi noter C!:1 / ~z-) , forbu.ndet rroed de gamle (x, y) - koordi no.ter ved e:tpar o..f 
('L_ funktioner 
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(7.5) 

50m er defIneret p~ et å.bent ornr&de I hvori funlc-fionoJmo..+n·cen er r.egLl\ær. 

Jdet fu.n!C+ione.rne i o.lmlndel'·9hed (k ke behover o. t være lineære I ko.l­
des de nye koordina.ter (!1j l:z) for lc.rUr11\lnede «:oordino.ter: 

Som koordino.+ k.u.rver bete91"ler 

vi de k.u.rver i pla-nen for hvilke 

enten :E1 eller ~:z. er konsta.nt Io.ngs 
hele k.u.rven. /(oordincd-k.u.rver lon9s 

hvi Ike 1;1 Va.rierer I mens ~2 er Kon­

stant I kaJ des ~1 - akser og om vendt. 

FOr 0..+ ku.nne u.nders~ge sepa.ro..­
bilite+en af (7.1) er de-t nOdvendt"9+ 
af kende det d!·fferen+la.+ionslAd-

tryk: I Som Lo..pla.ceopera.toren t:. 

bliver til i de nye koordinater. Vi vil her indskrænke os til at be.­

+r-Qgfe c>rto9on~le krumlin~de koordina.:ter I dvs. Ic r-u m li nede koon:li­

na.ter-, h\lor t 1-a lcser 09 ~2- a. k ser et/tid ekærer hina.nden u.nder 
rette vinkler (mellem de respe!::tive tangenfer , -.se f,'su.ren. Otn­

skrivni ngen a.f opera.toren !1 ti( (~1' 2; a. l - roordinater Ko..n ske ved 
direkte u.dregning a.f differen+!'a! k'Vo+ienteme , men vi spa.rer nos\e 

regninger ved o.t benytte f~em5+illihgen 

(TG) Å u.. = div (grad u.) 

for Ca.r1a.ceop.era.toreJ1' 
'Bu.elcengden s 'P~ ~~ - a.kseme er bestemt ved 

(7,7) ~~i. ~ hi(:!1.~2" I (,=1.2. J 

hvor d€Fl +r'! ti modsa.-H-e koordinat er fastholdt 1°9 hvor 

(7.g) hi(,f.1."f.2.)=I(~;.)2+ (~.)2 I C=1,2. . 
il "L 

Storrelserne hi og h2 ka.ldes (~11~z) - systemets metriske. k.oe.~fidet'\­
ter. 

Vi onsker f6rst at finde u.dseende+ a.f .9rru:l u. i (~f I~Z ) -sy-
stemet,09 hertil benyttes at _grad lÅ i (x/y) - sys+e.rnet ha.r frem-

sti II ingen aU. aU. ) 
(7. 9) .grudt.t.=-( oX (x.,p , ay (x./y> 

Enhe.dsvelG+oren ~ 1 po. +a.nsen+en t{ I en ~ 1- akse har ('f.,y>-
systemet fremS+illingen 
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(7.10) 

hvor 

J æt ~19ende slaiver v; som va.nI19+ IJ.. i stede-l for U:. 

For a.f finde d iversens e. n o..f et vektorfe It ~ u.dtryk+ i tE". t~)­
. koordinO\terne. benyH-er vi divergenssæ+ningen ( [W] s. 52. -53 I MAT1-

noterne (101) I §60 IS. 60.06) : 

(7.1Z) 55 div~ dd :: S ~'n ds , 
..n. an .. 

diva:: lim 
- dicun( .It )~O 

6\ , , 
• 

S).n. div ~ dd 

SS 1 d& 
Jt 

=: 11m 
diamUlJ-'/o aæa/(1L) 

Som .Q benytter vi det p; 
fi9u..ren Viste omr;.oe begrænset 

af koordinaH:urverne gennem 
punlderne AQ B I C og D med de 

{----~~----~\~X 

an9ivne. koordi l1a.tværdier' j vi vil 

senere Inde stI og cS~2. Så. mod 

o· \ 

S Ved bere.sningen a.f str6mrnell 
an. 9.' ~ ds o.f veldorfe.Het ~ ud ge.n­

nem all be+ro.gter vi kurvestyklcerhe 

AD og 5C. for 5;9 I og AB og 
~iJJ~!."~!l~~1'J. mel! em strom men 
nem AD (jvf. (1.1)): 

Dc for Sts· 'Bidraget fra. f.ej( AD ~ ec er 
o.d gennem BC 09 strommen ind gen-

eller 

hvor a.1 er 

ordenen af 

'O 
~ ( Q1 h2.) 8~1 bEl + 0(62.) 

1 

~'S komponent efter ~1 og hvor e angiver stJrrelses­
diom e.il). Jo.l+ f&s 

C--
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Arealet o..f Jl er 
h16f1 h;z.c,c2. + O"Cc2 ) j 

for 6~1 09 
+e+ A: 

O~2~O ~s da. ved bru.9 a.f (7.13) værdier) af diva punlc-

(1.15) dlv ~ = h1~' [O~, (hzaf l + ;2 Ch'''l)] 

K 7.2. Sep'o.ra.tion af de va.ria.ble. 

Bemærk.ninger til [w] side 68. 

Vi er !"lU I::ornme+ s~vidt, 0.+ vi k.an undersdge separationen a.f de 
vctria-ble ; (7.'1) i krul11linede kool'"d i no..ter. Jndle.dningsvis vi I vi korf 

repetere forl.tClsætningerne for metoden 5ef>Ol.roåion o.f de vo.n·a.ble i lyset 
af begrebet k.rW'11l i nede ko ord i nater: 

(i) Den forel~ft:t li9ning Lu.=o skal hove produk.+[6sninger. 
(i'i) Alle (begyndelses- og) rMdbe+inge(ser skal være giV.e+ ~ 

kocrdino..+ kurver . 

(1,1.-i) De lineære opero.torer, som definerer ra.ndb.efingeisel" p~ en 
given koordincdt.c.u.rve I m& ikke indeholde a.fle.dede efter a.ndm 

koordino.+er end den,der er konstant på. b.trverne/09 koefficienterne " ope­
ratoren må Ii,gele.des ikke afhænge a.f de oVrige koordinater. 

No.r disse foru.dsætnincaer e.r opfyldt I indsæites en produk:tfLl.I""lk.-hon 
09 de sepa.rere.de lignin9e.r bestemmes. Ved hjælp a.f rand-be-

tingelserne p8.. mod5to.ende k:oordlhatkUhler danf/e5 dernæst 
ege.nværdiprolo!emer, som .så /6ses. Af de fu.ndne e;ge.nful1lc.tioner 
dan nes en produk.trælc.ke I hvis koeffi'ci enter- til po.s.ses ra.nd-:-

ben nseJ serne. Dere f ter undersog€5 konver9eT1s af ræ./c.k:.en f heru.n der 

kontin().ife.+ og differe.ntiOl.bilifet I og der sluttes med en verifika.+ion 

a.f differentialligningen 09 ra.ndbe+iI'13elserne. 

Vi kan nu. genopto.ge behandlingen o.f (7.1) i indlednin9svis for 
iD dimen5ioner. en nodvend!9 09 til s+razkkeli9 be+in.gelse for at 
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(o..pla.ces I,'gning sepa.rerer er I se (7·16) I 0..+ forholdet me.llem de me.tn's­
Ice koefflcie.nter er sepa.rerbo.d, dvs. 0.+ der f,'ndes fun!c.tloner f1{~1) 

09 f2.(~2) s& 

(7,18) 
n1 (l;1 • ~2 \ 

h2. (~1,(2.) 

Udfores separa.+ionen af (a.pla.ces II'gning ved Indsættelse af (7.l(g) 0.9 

U.(~1.c'2)::- U1(~1)U2(~2) i (7.16) fås. de se~rerede !lOgninger 

(7.19> f. (t;;) d (f' dUa:) ::: Å' U· J L=1,2 I 
t ~ d~i ~ d:!; i ~ " 

hvor 

(7.20) 

Ska.l Helmholtz' li9nin.9 eller den +idsuo.fhængq'ge Schr6dineerlignir19 i 
too dimenSioner b,.,lnne separeres, er der yderh'gere. en be+in,gels.e. , del" 

mo. være. opfyldt, nemlig at der findes fLAnlc+,'oner 'P1(~1) 08 'f2, efa ) ,:;'~ 

(721) f1(~i)f2[l;2) h1Ll;11~2) h:tL~11!Z) ~(~11!Z) =: Lf"a:1)+lfz. tfz) I 

og de separerede ligninger bliver da. 

(7.22.) fi('~) ~~ ( fi ~~:.)+ 'Fi(~i) Ui(~i):: ~iUi.L~i) I i=1,2 I 

hvor- ~1 + A.2 = O. 
(Igninger af typen (7.2.2) vi I vi vende ti I b CA.g e til 

og senere i disse. ho+er, 
[W] cl,apfer m. 

Mens (a,plo.ce's IIBnin9 i +0 dimensioner e.r sepo..ærbar i et S1oI"+ 
anta.l koord!'natsystemer ( se fex. [W] 5.2.36-245) f rnedforer be.tingelsen 
(7.21) I a..+ Helmholfz' lignin,g kun ko.n sepa.rereS (f3. 0.9 5chr8ding­
er I (gniY1gen " færre e.ller in,gen koordina.tsystemer I a.fh æng'·9+ a.f 
funk,+ionsfonnen O-f den po+el1+I'elte ener9i! der indgår i k2. ee:h'ng­
elserne (7.1S) og (7.21) fOrer for Hefmholtz' 1I'9ning i ro dimen-
Sioner til (0.+ den k.un er se..po.rerba.r i koordinatsystemer, hviS 

koordina+kurver er keelesnit med fælles br-æV"\dpunkter (b.:mfolc.a.le 
keglesni+) eller disses udar+ede former ( rette linier og cirkler). 
Disse 4 systemer et' beskreve.f b~erst i dette. a.fsnit på side.rne 7.7 
- 7. B Sa.mmen med de sepClre~e. Ugninger og bemærlc.ningel'" om 

egenfu.nk+ionerne j en del a.f dtsse specielle. funktioner vil vi vende 

+ilbo...9.e. +il i slu.mingeh af disse ho+er. 
'De+ beVYlcerkes, 0..+ W\a.n uden at ceV'\dre sepClr12roorheden ~an 

dreje eller po.ra.llelforskyde koordina.h:.ys+eme+ Sa.mt I'TH"lHlpliære 

~1 og ~2. med hver Sl'n konstant. Mon kan end~ erstatte f;"1 hen­
holdsvis ~2. med en fu.V1 k+t'on o. f ~1 t:e5pektive ~z. I idet det k.un 

er koordiY"o..h:: .. u.rvern.es geomefnsk..e u.d seen.de, der er væsen+!(9;" 
J tre d,·me.ns(oner er forholdene mere k:ompllcerede . Helmhc,/-fzl 

ligning D9 Cap/aces 'fgniV\g er t::un fuldstændigt sepctrerb(J\re i 
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systemer, hvis koordincdflClder er konfo ko.le keslesni-tsflo.der eller dIsses 

lAdar+ede forrf'leJ" , De i aH 11 fors!::.e.lIlge systemer betegnes efter floder­
hes ad I vl'gt/g€. eksempler er sc.R.dvo..nli"9.e retviv"dcle.de crek.to.ngu.1ære) 

koord,'nater f cirku..læt'"e. cylinderkoord'no..ter ",9 polære koord in o..ter " rurrt­

me.+ (sfæriske koordi!'1a.fer), Disse tre findes ommlt bagerst" dette 

afsnit - de ovrfge*) f/Ildes IA.df,h'I,'.g+ behondlet i f. el<· Morse ond l=esh-
ba.ch: Methods of Theore.fica.1 'Physfcs I c.ha.pter 5, De separerede 1('9-
n inger- giver ol"lledn,'n9 til indfdrelse. a.f 121'\ del nye funk:+i"oner, hvoraf 

h\l€r 4ype i ~91en dOhner et fuldstæ.nd!'gf o \",fo90I"10,Isys+ern, Vfgfl'9S+ 
er kug le fu.nkfio neme q specle.lt Legendre _ polynomie.rne I der optræder j 

sfæriske koordino..+er{ se [wJ s, ~88- {9~). 

~kse.m~1 (bipolære- koordinater). 

'i 

A 
----~--4---~---~x 

(-Cl,f) (11,0) 

figU.r b 

På. figl.lr a. er visf no,gle fo. lcoordinatk.urver i bipolære koordinater. 
Koordina.tkurveme svarell'\de.. til ~1 konstont er cirlcler, der er de .,geometriske. 

:steder for de punkter, nv,'s a..fstca.nde <r1 0g 1"'2. I se f!gu.r b) til +0 punlc.fer 

A 09 'B ha.r et konstj),nt forhold (forho!dscirkler over It'nie.stykke.t AB) , 

Koordinatku..l"veY"Vle sVClreVlde til ~2. konsta.nt er cirKe.lbuer (fro. A -til B) 

h\lorfrQ liniesiykke.+ ses UYlder e.n p~ hver cirkelbu.e k6ns+a.n+ Vinke.l e 
( synsvin k:.elbuer), De to sæ.t ku.rver er hinandeVIS or-fogona.lt I"'Cljek..tDn'er. 

Som ~ool"'dinC\.ter vælges 

det skal dog bemærkes, o.t mo.n ofte s-tede..t for den a.ngivne defr'n ,ft'on 

f ~ I 'te: - I 1'"1 CA: C,1 væ ger ~1 - 09.e ~ , 

*) de otte andre' e.r: po.ra.bol<5k:.e cylinderk:oordino..ter, elliptiske cylInder­

koordinater, kDrt!ske. koordinater, par-abolske koordinater, langstrakte sfæroide.­
koordina.ter, fl adtrykte sfæroide koordinater I paraboloidekoordinate.r og 

dl i pso i de koord iha. ter. 
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SG\mmenhænse-n mellem de sædvanlige retVinklede (x/y> - koordinater­
"9 de bipolcere (~1,~2)-k:oordina.ter kan vl'ses af Være 

X ::: a, 't.l- 1 '1= 2Q.. ~1 sin~2. 
1+ ~1'1.. -2~1COS'2. 1+~t -2~1c.osC2.. 

Ved po.r+i'e( d,'ffe.rentiCl tion af di'sse u.dtryk. 09 a.nvendelse o.f (7.g) fn­
des de metr"i.ske koeffic.ienfu. 'Resu.\to.tet ko.n skrives 

2. h 2.. 40.'2 

hi = ~;2. - (1 + ~t -2~1 Cos ~2 ) 2 

J de nye koordina.ter bliver AU f61ge.l!'g (se (7.16» : 

tiLt = (1+ '!}'-Z~1C.OS~Z)2.[~ (~ aU. )+~ 
4~~ ~1 ta~ ~ 

[a.pla.ces !'9ni n.9 LlU.:. o få.r formen 

Denne ligning er separabe.1 1°9 den no.!" i 6vrl'9+ 5a.W'lrn~ for"rn som La.­

p!a.ces lt'gnin,g i sædvanl"ge.'polære k:.oordiho.ter i p I Cl 1'1 en , De" kan 
derfor beha.ndles omtrent som beskrevet i [wJ §24 idet r 09 e 
ersta+res Wled lrIenholdsvls l;1 09 ~z.' 

Bipolære koordina.ter er velegnede fil IOSl'1ir'19 a.f Capla.c.es I '8niflg 
med rondbenn,ge(ser 9ive+ på. to ik.ke. - koncerrl-riske cl't-k(er e.ller drku..­

lære cylindre. 
He.!mhoL fz.' 11'9ning og den tidsu.afhæn9ige. 5chr~Lngerh9Yll'r19 

er ikke separerbo.re i bipolære koordinater på. 9rund af den indvi Ide­
de form o.f den {Orste fa.k.:for i Cl lÆ. ' 

T~ __ 7._3_--:..0..:...ver-=--5igt over vl9±Jge koordino.t:systemer. 

k.oordina.+sys+em 

1. I"'ektans u. I ært (x,y) 

hi (x/y)::: h1(){,y> := { 

f1 (Xl= f2 (y)=1 

Cp1 (,O :: Cfl LY> =1 

koord i natkurverne 
er oe-+o9ona le rette 
linier 

Separerede ligninSer 
fa, Helm holtz' ligning 

d2 U 
dy2:' :o: ~2. Ul 

fiv + Iv + Icl := O 1 2. 

specielle funktioner 

hyperbolske 
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koordi l'"1a+sys+em 
separerede ligninger 

for He1mhol-b;(.1 Ilsning 
------------------~-------

2. polæd (r,e> 
x:::: r- rose I y= r $in 1:1 

h1Cr,9-J =1, h2.{r,S):: I'" 

f i O'):: r, f l (9) = 1 

lf1(t)::: ~k'J., er/G> == o 

koord ('no.+k:.u.rverne. er 
koncenm5ke cirkler 09 
halvlinier ud9~de 
fro.. det fælles ærl'trum 

3. parnbolske cylincler­

_ koordinater (~11~Z) 

x= ~(t;f-~:),Y:: ~1'~2 

h1L~11~'2)::: h~(~1Jf2.1 
:,f'el+'E.: 

fi(~1)::: f2(E"~):: 1 

lpfL~1)= k'-~~ f q>2.L~2.):: k2.~l2. 
koordino.tb.trverhe er 
to sæ.t partlb(er med 
brændpunkt (0)0) 

4. ellip+iske cylinder­
kOdrdino.ter- (~11~Z.) 

X =(A cosh ~1 cos ~2 

y == asinh ~1 sl'n ~z. 
2. ,2. ~ h1 (~1Ilz.1 :::- V1 2 (~11l.:i:z) 

::: (l2.( c.oshl..~,-cd~z) 

f1 (~1 )::- f 2. (~2.) ;.1 

'f>1(~1)= k.'laac.osh2.~1 

CfZ(~2)= k'Lcl·cos2.l'J., 

koord(natkurverne er 
et sæt ellipser og et 
sæ+ hyperbler, aJle 
med brændpunkterne 

(ta,o) 

d'lU1 
d 'E. 11 -I- k2.~:U1 ::: Åt1 U1 

d2U2 
d~2. + k2.C:U2 ::: ~2.U2 

l 

7.8 

specielle fun1C+ioner 

cylinderfunk.tioner (Bessel­
funktioner etc.) - for k=o 

fås logaritmefunk:honen °9 
potens fu n k:fi oner 

ht"gonotnetr",ske funk:honer 

Weber- Hermite-fuYlktioner 

for k:o fås tri9onomefTiske 

09 hyperbolske funk.n'oner. 

Mod !'f" cerede. Math i eu...­
fu.n Ic-h'c ner 

Ma.fhieu.- fu.nktloner 

for k.=o fas +ri,90nome.+rI'ske 
09 hyper bol:5ke fUl'lkiioner, 
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J tre dimensioner har vi tre v,'gh'ge I::oordinatsystemer: 

1. Sædva.nli~ re+vink lede koordina.fer ()(,.'1!,v: 

h1(X'YfZ~:: h2.()('Y'Z) "" hS(~IYIZ) = 1 

Til Lo.pl(Ut;:S (i9ning a2.v.. _2. '2fw.. 
ALl :: .... (.1 lA +- _ "" o 

ex2 ay"i. 'Oz.:!. 

fihdes de separerede ligninger 
II 

U. - A.·U· =0 L,d,Z,3 L ,I. 

hvor Ai + 'Az T 1\.,3 == O 09 Uf::: Ui (X) I U2o": 02. (y) 09 U3> "" U'3 (z.). 

2. 5færl5ke koordina:ter U", e,p) : 

Man finder 

x =: I" sin e CClS ep 
y"" r sine sl'n~ 

, == t" cose 

hi (r/e,ep\::: 1 f h2 ct',s,cp>:::: r I h3 u",e,cP):: rSin9 . 

J sfærisice. koordinater har La.plo.ce.s li9n;ng lJ.dseendet 

" [, a ( l au.) a (, aU. ) i <fLl J-
Llt.l:: f"2Sin e 51ne ar r ar + 'Oe sme ae i-Sine acp2. - o .. 

Separo.:Hon o..f de vario..ble i denne (\9nin9 et" behandlet [wJ§4'3. 

z 
X::: f? cos 9 

':J:: ~ Sin e 
:{ =- z: 

y 

Man finder 
h1 ( q I e I z) ::: 1 I h 2. (~ • e I z ) = 9 I h3 ( '? I e I z.) = 1 , 

J c.irkuJære cylinderkoOl"'clinater har [a.plC).ces li9nin9 udseendet: 

_ -.i. , ~( Ou.) + ~ et Ll '+ a2.lA, :::. O 
6Ll - C? a~ f( 89 {'It 8e" B;Z~ 

[wJ ~ 3:3. 

7.9 
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K :3 o 1 r ~" e' i pf:i" fo '~m J·'ov' i'''~'f'j!' W",!,.'" ____ """"'_V.;;;l_' i_', _' ~:i=::' ~ .--,r_', __ , ~_ . ___ U~:.J.I<L2::::~::_,_,_~~~_, ~. _~_~ 
Bemcerkningef' til [wJ § r. 
Losningen fil et 

tia I I i9nl1"'lgen 

(8.1) ( P(>o 

findes' 'Ie.t 
(102) i § 52. 

(8.2.) , 

ved hjælp af de, 
Med den _ der' o.n 

V.- anfa.ger, a.t p e: C"Il A) er). O 

.ferva./ A po. i(- aksen. Når 
losninger +i1 den homogelfllZ. 

A I defineres den fil hOrP-nde 

(8.~ ) 

jVf- "'1AT 'l - hoferne (102) I § 

gtaler er vilkårli'g+ valgte' 
LÅd .. nu. IJ(E A. 'Problemet 

{ 
(8.1) }1,eA, 

u'(IJ{,)::- U_'(Il1:I"= O, 

har da. den enfydø"ge losning 

+ 

ner, 

f G\{) ch< 
~(~, 

1- hah!rne 

,1.) formen , 

, f~ et givet in­

!.Æælfhæng'ge 
c 

(pU/)f -I- 'lUl o:: O fa 
\IV ved: 

de'!. ved: 

j l!! 

,~ i1;/ ,---,~~~~IJi, J f Cl!) dl! 

Som sk.rives p~ derrHfle 

.funktionerne. Da VV , ' 

(102) I § 52 I Sctl.fn. ~;* t ses 0.+ 
k"onstant f'~ A. J b09~ 
bliver da 

valg a.f sratn­

~\AT 1 -noterne 
o 

:= O I So. Wp er 

. [osningsform I en 

(Xl IJ';t il; ) ~ 0'"2 00 I11l~) 

k 
!:I 

[ 1Jt, , ~ J s: f ~.n VI' OS SOl. skv-i\le, 

'1 
I 
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~ in+ervcd let [oc I i( J og 
'Bogen an+yder en 

punkt for A i .som ik ke er" I"H 

Med (g, ,5) ha,'- VI 

som en. integraloeera tor I 

står i I at f(~) i'VH .. dfl'p! 

efter n'la..V'! dO&"\Vler de-t 
i nferva.l· Den pg.gæJcV€fflde 

o p era to nen s kerne ( 
be.tydning end lineær 
J (~.s) er kerne!? i 19 med 

(g.6) R CJ( "") ::::: 1 I t:, 

altså. : R1 (".1~) := R (x, ~ ) i( :: 1; 
~t Ri (x, ~ ) også ~ udtryklæ.s 

(g.7) R-tlX,f)= I[~, [')(! R{ 

Egenskaberne ve.d 'R ( ( s. 

lcontinlAert f mens ~~1 
et spring ved l('" 1:; 

IX 

Et eksempa! ~ gra:'"ren af 

N3! D;fferen+iationerne i L. S·~ 
bor J~r:'o_~~fi~J.T!·~!!_ skrives som 
op trru:i er flere. steder s.enef~e I se 
s. 12~ 1..4. . 

fu.nktion 

for x] ). 

IX er et rand-

en onden 

er /' nu.lrurn'1 ~). 

s;,. 
~, i·.· .... 

S. I efter }{ for fo.s+holdt ~ 
u.kor reld Ylot'a.-h'on 

f ~)C SOW'!fl lf'''H?:,1'''I b I ~nd i n 9 en i (' IiIlJ 

K _8_,2 __ (_~_s_n_i_n9sformle~f.e_r ~_~~_~~~robl em . 

Bemærkninger til [W] § 
Vi 'skriver Il'ni e 1 i 

~ 'a.der L bef€9i'1E! d{ 
- (pu..,)1 - '1 LA • ('Den hOJ!'" er, 

rcttoren T : f ~ lÅ 
• (Ø 

11 l, na.f D * O I a+ være gi 
U.O< ):= - J ~ [11, (t(YlJ'I(K ~- V; (.1'.) 1)'2 (lO 

Kernen for denne 
( J ) kaldes Gi (x/l;) I G 

) 

~mn ~ q:>!J_')f -'lIA. -:;;:! f I 

de fl' n erer· ved Lu. "" 
.) [65hingsope­

i [wJ s.12.1 

fu.n idlo nen 

nvJ (2g:~), Uden 
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@ 0.+ t"egne yderHgere pa. 

7 
~I 

ved a.t benyNe de Tid! 
efter'!) 5ymMe+rire1a.+ionen 

©i 
[w] ez.S.2) 1"f'le,W1 KaVi 

9 

se nedenfor (Korollar 8.2,) o 

Vi vil nu vise, at 
v~d de fire €BeViskaber 
a.lferno-liv metode til 

frem til formlerne / (2~_2) -

hera..liseres fil problemer 
deJs pg. problemer med 
involveret"" u.1 c.« l eiler ()}(p 

fc.,tV"/k:lionerne p og ':l er 
tlndeVl måde. BetinselserTle (2~ o ) 

mens (b) ers+a.Hes med de 

betingelser. Som Ltdartede ti Ifce 
Llb.egrænse+ in+erva..1 (jvf. s 
det i hvor p er O i et 

vil . blive behavadle+ ~edelY\for 

ersta.+ter MClYl i neg I~n ~I"~ 

med k.mv o~ begn:l2V'1Se-fhed o. L 
'Princ!'ppef om u.d1~u·'C..I::>.<E 

vist for et generel t J I 

kan derefter efrerproves 

.A) blot 

R . (Prov 

etf formlen 
nsekveVils a..f (28.4), \ 

d~ls en 
few 01.+ reg ne 

I c."r k.uvw~e ge-
.'0, Her tænkes 

siDguJæFe . p'roblemer~ f hvor' 

I lI>] p:; en el! er 
') beholdes. det, 

ovrlg€ bi-
I fæ! de;' o.f e.t 

J (24.4) f ~al1', 

s';'dOlnne fil fdl.lde 
) rClilld ben"n 9 else (t~) 

vi! blive forl'1'llÅlen~J OS be­
em; bevis m emden 

ti! fælde f Vi f';r brug 

for I hver fo r- s (9 . 
Vi' antager: pE eilA) f reelle funktioner 

med p>o p~ et begn:ev"lset( ,ligt- interva.l A:<,(~,pJ. 
Endvidere €f' der give:-t fil'~ kons+Qn+~r c 09 d I s~-
ledes G\f Ul.; b i ~ (0l Cl) ( Cl cl) '* ( o). be+rOlg+er ro.ndvæl"'-

diprobleme+ 

[ Lu. ] t.l p ~) r il> p, ~ [()!,~JI ~ 
_ f , ) 

~L.l. :: 
/ - d)! l. f) d~ ~ T 

( S.~) [ B1/A. - ] a ["t(IIO .,.~ b (O(, ) ;:;:, 0(, 

[ Bl. U". E ] C Uk(~') "t d - Q. 

Sæfning 8.1. ~JQr fire, €\71 

losninge.n) 9aLlder: 

ha,iI nul-

Der findes en 
Som er c'J. p~ (A '/. A ) {( 

opfylder 
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(/1,) ~~ ( 

(bi) a, G ~:,. b 

( g.10) (1,2) C G(P~) t' ,,",, cl 

(C) 
w) 

GC',l:) € 

Cd) G('I~) er 

lim ) 

x\'~ 

Denne losning haor formen 

( S.11) 

L A, 

I 

og K:: = p()() \!II C K) ~ - Phq ( 

5tant ..f O ). Fu.n k:honen ~ ') er 
(s.en I dvs. losningen -11', (g 

(8.12.) Ub::> ::::: 

'Bevis : Lad u1 være 
erne !.li (cO =' b i Ll. i 'Cc<! '" ~ Ol ; 

men U1 opfylder betinge!sen 
Ioshingen til LIA = O m 
m en 1.42. er ; klee t d er'rh' sI< D. 

hOW'YIogene problem { (S 

«1 og u2 ikke propor'h'o 
det homo,gen€. pr-obien"'l. 

- ~b') 1A1 1C.X,) SOV'II 

tidligere bemærket er ev1 

definere+ ved (S.11) v!~e5 nUL 

fylde be.fingelserne i (g. 

Omvendt I antOtg eri' 
f 

~ O 

t » - O, , 

) ) 

en k.on­
probie~.et 

begynd li! Ises væ.rd i -
ikke identisk. O, 

være 

er '82. Ul::: O, 

e n om Ol.t det 
16sningen . er 

VQ$- !6sninger +il 
W(lt)'" U'10t:H.ti ( \ 

(der Som 

6 (){t!E;) 

at op-
) I ~~~ ~ ) . 

i ~O I )(:::~t) er 
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lOsning til (g.1o). Ben-o.g+ 
ctf Io..) og (b1 ) mg G')(I~) \lærve 

~ ~ b[. f~ gru"rd 

()() for )( e 
o 

[«., ~ [ I ctl'tSOl. 

G(X~)"" 

\ Tilsvarende f~ I på Sr'WI\d 
m! have formen 

G(l(,~ '> ~ 

Opf6rsien ved l(:' ~ bestew,»'li{Yces 

{ !l2, (~ )!.{l ( ~) -

Q2l~) U:l~ ') 

Determinanten for deHe 

a 1 er ne-m'p Wl~) i hvor 

Hermed er G()(,~) fas+lagt 
nemp fund et' for Wl4eVl ( 8 . 
de+l'e . Gi pa. hele A){ A . 

'" SCl. er: 

(S.14) 

Sa.mt 

~ndeli9 ska.! vi 
i 

gores lef ved 

)( 

i.WO== ; !,,{2,l1..) J 
I 1 

u; ('l) "" - I,,{ f ) 
K 2 

1 + - U t(I,o 
k 'I 

( Ltd ()t): - jl( ( 

t( pc>,) , 

stykket J{! ~] 

)! som \ler 

( ) = Cl ; 

41 
• 

~~ -
K 

:1 
~ ~~ 

fe 

~ E] F [ (09 vi har 

de bes +e!f!1l m er 

giver 

Us. ): 

"= O! 

A 

+ U 

l( 

) - f U1lt)f(~ )d~ 
~ 

, 
)-q 1 

i< 



(lu'€.") 00 
1 

;;: 

K 

+ 'C Lu." } (l() 'i 
K 

::: O + 

Ved brug ctf 
rifa cere I et t (g .12'> 9ive,.r 
ber (8.10) (uden anvendelse 

Af frems-h'Hingen U~.'i1) 

KorD li a.r g . 2. i 

(gAS) 

Und.er 

Kons+ru.ll'::nonen i 
eksem p ler side. 122 09 

Satinins 8. 
side 

vtses 
'\f fil 

(8.16 ) 

J d!'skussio nen l 

0.+ 'D:= O netop 

det /.10 m 0.9 ene 

Ltr :: O 

Heraf sluttes umiddelbart 
e.rrhzn ingei'1 eller flere 
eV'l !I16dvend (9 be:h: ngel5e 
med f på hojre side 

bleJ'YI 

J iii fmlde+ D~ O lY 

værdien A= O for egeviV p n:) 

c,genværdiproblemer (5CWYi 

en-lydigned i oJfsg h~r delJ i 

L -" ) behandles It: 

K 8.3 Greens ~~1ktion 
Bemærkning er fil 

Der er intet 
problemerne øverst s. 130 

foo 

(;) 

man 0gSCA ve-

's eyenska= 
(E.-H)). 

8.1 opfylder Gi 

lf)E Ax.A. 

O. af fi!lmJdef D=o 
er en I 19 16.~ni n9 

) =- O 

mogent problem har 
bog ud regnes 

ene probl~ 

Ir/år der ,'kke er 
€!rl EireeV"s flA.nk110n for 

Greens flAnlch'on for 
m;den s. 120 -121 
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kan i Idee !Arni d del bart 

Med nogen efterl-o.nke 

bleme.t fru, grundet"'}. 

det er t-egn.e.i'ekrdsk. 

Etreet"ls . "fUnknon C!{,')(l,!oS 

Vi betragter pro b I 

(Q.) [(l"d 00 ~] ~ ( 

(g.17)' 

(n er hel ~ O .) ~IA.Q _ ~1 ~ !..~e e'F\_ 

og ((Ad lA vtJL're evl ~geVj+1 ro ______ 2. ________ . _~ __ .~ ____ ._ 

kan væ.1ge /.!ti 09 u2, I i~1eæd 
(13.11> for (')(, ~) € A y. A. , 

-~ A Ia.der VI nu 

hvor vi ser (tf 
(1.,(2 i n+egreres ku.1'1 over 

S . 5' - ·6 fiY'lde:s at u 
nene(le b4tfrogminger; 
dse form a.f !Ai og Ul/som 

Problemet (OJ ~1fled 
fo.ndt sa.rnth'ge 16sninger 

h=O: 

h>O: 

{ 
11=0: 

h>O: 

De.t ses I Q,f ; 
besTemmer k: 

11=0: k= -- P(1;t.) } .~ 

11)0: k ::::: - 'f! (')t.) WC.X) :::; 

== - 2. nRi'l 

Dermed bliver- G(X,~) : 

f:;;' 
-< ) 

/1 

Vi y1"" 

f;;: Q 

" ~ 
,~ 

r 
L &'ir 

~'. 

3' . ) 

R1 "d 

fa 

~1 

e~ \u~1d\!ærdi " O, 

mClde kbe pro­
været "h?!.i"iken {OS 

en ko,r'akter(serina Olf 

2!I_ttU-l _~~1 ~_\~~~ J~E 
~_~~ __ f~_O_. HVl's vi 

V~' definere ( ) ved 

fUVlk.+ion f 

- nxf'!-'i ( R'" - ::)] 
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t< for ~ 

~ X~~, 

(~. ZO) 

:< lo ~ 'for X~~; R 9 x 
I 

11>0: 

1 X,rll 
( RI'l ~~ ) for X5f \, !;~1 R,fI f 

,j 1/ R" ~R,&r ) t -J(~ - for x?~ . • 

J rede9~relsen for. at ( 18). er l~sl'iin9 ti! {g.'rn, h1Clr1g!er vi 0\+ 
verificere (bi)' 'B&a9+€5 (g, ) med lA'f og {ÅzfrCA (g.19)indso:t)[(){,~J~[o,'R], 

ser vi I at der fol'" h= o Of'rræder udhyk 
~ R 

lagx f f(~)_d~ J I09~ f(~)~ 
o ~ , 

som ( idet s~ I f( ~ ) I :::; C) -\fed 
(cA 

I logi( f (~) d~ l S I x i, ex 

Og (for X <:-t) 

, f~ log ~ f(~) d~ i S c· Jx
R l Log t. I 

x 

'I 

:::. "" f~:..(- tog ~ ) dl; ~c2, + c x l log j{; I 

Som et:' be.9rænsede p~ A I forch' 
ny tres vurderingerne 

. x·' 

I ~ i ti f(~) d~ I ~ C i 
l) 

som lI'seledes viser. 0.+ 
Greens fl..t.l"'lk'+ion for 

+. @> 

u er begrænse fGl 
probleme+ ffU7). 

J losningsformlerne i [W] s. iSO t.6-10 er (X,~ > ersta:ftet 
med (r,~) i i ovn'gt e.1~ det 1010+ versioner af (8.18) med f(~)= 

9 Ah I henholdsviS flif):: ~ B~ , ir,d~at I 09 6,fli ~) bestemt ved 

formlerne (8.20). 

[WJ 5.130 F s~ ledes: Jdet 

er 

*) 'Dette ~ælder for tl>1 i for 
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Ved Se hw C\n:. , u.lighed med væg+fv.nk-h'cw, f{f) "" p . 
Det forste I ntegra..! produ. i<::.te.+ vurderes ved ((Ol" 11"> o) : 

f G~r"l 'Id\, = { [z:~. (~ - ~:)[ t ~ dl' + f [2:R" r" r (~: -::j~~ 
r-

sR 1 
S 

21"1 -
~ f2!t!+1 d9 ~'l'fl-t1 r <: 

4ri'r a l'l d~ +, 411'2. R2Jc1 -
@ w· 

(det: 
'RI'! -, -5 

f!1'I 
for 'o <~ ~ R, 'Pette u.dr~es for nt: 2 fil 

~\oi 'R ~VI 

("2- r l1 ( i ln+2 -2>,,2 ) 

~2"+2. 4n'l. (21'1+2) 
+ 41'12. -21".+ 2, 

ra r~ rlvl R-2Vi+ 4 
4- ----

4n' (Zn+2..) 4n~(2n-2.) 41"1'2. (2V1-2.) 

< 

T S.4 Om d - funk:honen 

Vi ha.r set I at den omvendte opera.tor (når den findes) til 
d iffere rrh' etl operatoren 

def inere.t p~ 
operator 

L: u. ~ f:: - [e p U,') I + ~u] I 

'D ( L) = ~ I.t € C2. ([oc. rJ ) I U.l~) =- U,(~) :: O t er en in+egraJ­

T: f ~ U (x.) ~ I~ G ()t,J!;) fæ) dl: I 
I)t 

definere.t t'~ co ([Oli~J). Sammensæ.fningen e.tf de to opera.torer 
giver altså iden-'-iteten 

(8.21) 

J d en ti tetsope raJoren I : fi-+ f kan ikke skrives som en int~r!l­
oper~tor med en fl.,u'1ktion af x og ~ sem kerne. Jmidlertfd 

skriver man alligevel ofte I ved e+ udtryk I de.r ligner en (n-

tegralopero.tor: . 

CS.22.) fon:: (If)cx) :: J~ b(X-lJf(~)d~ for XE[OG,rJ . 
, IX 

Deite u.dtryk interpreteres på f~1gende måde. 8 eller Sei() 
betegner en il massefordeUng ii (et mo.l) på )(~aksen med massen 
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1 i pu.nktet O 09 massen O e! lers . I( ~ er' ,'kke en -Funk.tion I men 

betegnelsen \I ~ - fu.nk.TIonen" hænger ved af historiske 9rundeJ 
Gaoger vi 6- 'rn&.let med en kon+lI"H.-!'er+ funktion fc.X), får vi en 
massefordel ing S(~fc)() \ .se H'!"'! er hg f(O) 'I pu.t,kh:;r O ,og O 

.ellers. Jnte9ra./et Leo &X>{CiOd')( er en 0pSi).mmerin9 a.f d(sse 

masser - hvor kun massen i O bidr0i.9€r - I Q.!tså 
co 

(8.23) J OC)() fon dx:= fiO). 
-DC 

(D.efiniiionen af må.l gives i Mettemo:nk 212 i ovenstående er 
o 

baseret p~ en in+udiv fornemn"else a.f de.tte begreb.) Da. bly...) 

er O uder,for €n - ome9n o.f O I har 1Il-- 0,95å 
b . 

( g . '24 ) J 6 eX) f ()O d x :: f ((, ) I n;r Cl ~ O (. b . 
Q. 

Vi regner med dl'sse inte.9ra.ler caanske. 50111 med sædva,nlige 

integra..ler. Jntegrcde+ i (8.22) -mIkes ved (8,Z4) ved varia.bel­
skift.e.t y= x-~ I dy = -d~: 

~ x-~ 

J 8cx- ~ ) f(~ )dE =:- J blY> fex-y> dy = 
oc x-oc 

:::: f(X~O) = f(jO, 

)(-/X. 

f 8cy>f (x-y> 
)(-f' 

Eksemoler på f'eTerenfer for 8. Af hensyn til anvendelser i 
--=-=';';"':'f.F-'-=~~--';,.,:::;,;.o;;t;...:.'----.::::.;;J.-.iiiJ-'-":::':"'--L--_- Il> II 

fysik.ken vil vi hævne nogle yderligere eksempler po. regne-
regier II I man fcir ved benytt else. a.f (8,23), 

;;>O 

J 6('1> f(y+a) dy ::: {caj. 

1 I 
Fo~ a=t= o er SC(A)():: 1-;; ~ (y.) . 

Man har heml19 « ved variabelsk.lftet y=o..'I. I a.t 
1)0 @I> 

J 8ct\lofcx)dx = ':1 J d(Y)f(~)dy :; 
-00 -~ 

IO<' 

== r i~1 6(){)f()q dx 

(n~f a<o I ombyttes 
om9o..n:a ; de byttes 

int~ra,:nons9rænserne -~ og + 00 i fOrste 
tilbage ved at fotk~ren ~ ersto.ttes 

me.d 10.1)' 

3) For Cl> o er d ( )(2. - 0.2 ) := 2~ [ b (X +a) + S ( j{ - a)] , 

Thi 



~ o 

f d (x'2.- cl") f 00 d" :: J 8(x:1-a~)fOd 
-il(li -~. 

som ved substi+LA;'ioh.erne )(= -

o 

= f 
+00 

:: 
f C-vy) 

Iy~æ -2vy 

fe-a) f(oJ 
+ 

- 2~ 201 

(8.25) W(X)= [ 

denne er pos; tiv på J-1,1 [ og 

.eX? (- X~1 ). exp (- -~+1 ) , hvor 

der for y> o behandle.s ganske 

(102) §25 ,oveIse 7.) 

+ f(Vy) I 
2Vy y:a2 

1 
[ f(~Cl) + fiaJ J :::;:: 

20. 

di<. 

o ..cor I!{! '> 1 . l' _ I 
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-hon ' 
N~ in+esro.lerne o.f en for~lo.gt I ftmkHon go.nge.+ med funk.tioner 

i C: hor s~ stor in+eresse, skyldes det fOlgende erftydi9hedsscet-

hing (SOM er en version a.f det fund ctmentcde lemma Varia-fions-

regningen I . jvf. MAT 1 - hoferne (102) side 55.04). 

Lemma 
og 

do. er 

BeVis: 

8.3. lod A være et åbent interval o.f iR . Hvis fog ~. 

J fC\() CfOO d'!( S g(~)c.p(')(.) dx 1:: for (lUe lpe c; 0"') , 
'A A 

f; g. 

(ad h=f - 9 vi sko.l vise a.t h:: o. V,' har 

f hC)(H.pOC) d1< :: O for alle 'PS c; CA:). 
A 

- C'CA) 

Anta.g, at hexo, er =4= O for et Xo IS A; f ex. h(xo) >0. Da findes der: 
et t '>0 ,5& hno > O i intervallet [Xo - t I Xo + t] c A. ('ld Cfo LX.) :::: 

W ( i ( )(. -Xo) ). I sg er LPo (~> '> O for ~ € J Xl) - t I 'Xo -I- t [ og 'P" ( K) :: O 

ellers; og '1'0 e c; CA). Da er 
X@oI-t-

f h 00 'P@()(.) d x -= 
A 

I h(ltHf@oodx )' d 
xc-t 

modstrid med (S.2l:.). O 

Vi sIger i at fn ~ f 

f fn'P d>< 
A 

SVGlg± ?~ A for: n~oo I hvis 

- f fif' d'l( for h-;. @"tl , for hverf cpe C;"CA)' 
A 

'De.n fOrs+e Vistige egensKa.b ved 0- tno.let ! vi v;1 vise! er 
hvorledes S kan fremstilles som svag 9r~nsevcerdi a.f en fo!ge 
a.f pæne fut1ktioner. Betegn 

I , 
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og definer 

(8.27) 

Om c.o ()() 
, '" 

1 f won dx == C 
-'I 

9ælder &ben~a.r+ 

8.1 

f6r hvert h € rw . 

{

' WrlO(~> O fo~ X E ] - ~) ~ [ , (O" (x):= O for X i ] -t ~[. 
J (O.C<> dx = f; (On,.,dx • 1. 
-~ n 

(S.2.S) 

(emma. g.4. LO ~S 
ti 

SVCl.g± (~fR) I dvs. ' 
1>0 J W"Cx> q>CX) dl( ..... 

-Gi) 

for aJle ep e: c; ( 80 o 

~evis : 

1 , 

J ri l.U", (X) I Lp c)(> --- ep (O) I cl){ 
-1 ' 

<: 

11 

,'-+ O fol'" 

for n~OO } 

fordi ep er kon+i ntAe.rt 

~: Wn bO dx =- 1 ). il 

00 (Vi har to steder beny&t , at 

1'1 

Bemærk I a.t beviset for (8.29)' 09S~ er, gyldigt f n~r der som 
ep står en vilkårli9 kontinuert -fUnktion f. (8.2.91 viser en m~­
de fil a.t udpege funkfionsværdiel1 fro) ud fra. kendska.be:t -iiI 

integra.lerne r "-rcx.) fl.") dx for ~ E C:CiR). 
-Clo 

U'0i'! )nellJ ka.ldes en ap-p-t"ok.5imerende fa/g€. for d -m';'le..t. Der 

() d 'k . « I (i Sin nx) anvendes 0,950. an re C1ppro sllTlerende folger I J e)(. fo!gen rr, xne! I , 

hVl's fu-nk:fionerne' i den approKsirn.erende fo(ge i~ .behover at 
have kompak..+ sf-ofte; og {olgen (~I[_1 i J 00 )nenJ ti hvis man 

h,n 

ikke har behov for differentiable funldioner. (Prov a.t '\lise 

[.emmet 8 A for dIsse fUYlktionsf6lger! ) 

Nå.r f 0.9 B er to fu.nktioner (el\er må.l) ~ A; siSer vi, 
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af f'=g ~9± 
. hvis 

(eller: f har den SVo.9€ differen-lial kvotient 9) I 

(8.~O ) 

De.finitionen stemmer overenS 
di,fferen-h'alkvonen+ r ide.r nå.r 
(8,30) ved detvis fn teg rctti o n 

'rE C:(A)), l 

"'ned den s02dvonlige defini-lion af 
fE C(A) med f' "'" 9 gælder formlen 
(der er- intet randb~dra.s I fordi 

.Den anden vl'9-h'ge e,genskab ved S- må.let I vi vil '\lise! er at 

8 er sva.g d!'ffereniial kvotient a.f fl.A.nk-lionen Iro,oor. (j{) i som 09 sQ 
ka.ldes He.o.visidefu.nk:tionen og betegnes HC)C).(Hc)!):d fOr }(~ 0, H(lt): O 

for x< O,) . 
[emma 8,5. Hoo"" I ro /ocr (lO har den sVtA;ge differentialkvo~ 
tient OCX.) I dvs, 

co 

J {1CxHp'c)()dx 

/lO 

:::: - J CSO(Hpoqdx=-Lp(O) for alle cpGc:C!R), 
-co 

BeViS: . 00 k 

= JCf'()(.)dx: !f(){)J == -cplo)/ 
o o 

hvor K be;+egner et 
for X ~ K. il 

til strækkeHg+ storf- -tal I for h\li\ket 

SIdstnævnte eaenskab 
u.ddybe formlen (8.20 h0.gef 
+alder I med brug af (8. 22 ) 

~ . 
(8.32) L" J G(X,~)f(~)d~ 

O<. 

ved d - må.let kan bruges ·fil a.t 
mere. Denne formel sk.rives i de-

'. (t" st~r "fOr anvendelse. ctf differenfia:lopera.+or~n mht. den x-va­
riable.) Jn+egranden I venstre side Q.f (g.3>2.) opfylder I'kk.e 
betingelserne for I a.+ vi ka.n flytte differØ"ltia.lopera.furen Lx 
inden for integraltegnet: 

(8.33) J~ Lx 6 ()(I~) f(~) d~ =: J~ 8(X-~) f(~) d~ ; 
~ ~ 

alli9Ewel 

(8,34 ) 

moder man ofte formlen 

!Lx Gt. x,t) = Se x - ~) I 

Som ville Vdlr€ en kov,.sekvens af (eWlMa. S.3, hVIS dette k:ulfufle 

a.nvendes. Vi kan imidlertid begru.nde <8.34) (0.9 da. 09s~ U~$3)) 

ved bru.9 af (emma. 8.5, 
[ad ~ Være et fa.s+ p!Al'"lk.+ i JO(; ,f> [ . Jfolg€. Sætnin9g.1(~ 

9&lder der, helt k.lctS5isk 
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(8.35) 

Hvad an9~r 
C) 

åX ~(X,~) er 

et Spring 

8 .Ij 

. I 

hvor H er Heavisidefl.Al'lk.tionen (og aJts~ - H (x.-!;) spriV"1ger fra 
O til - 1 i punktet )(:= ~ ) I og .9 (X,~) er kontinuert. FO!J:n·s~t: 902,1-

der endda. 
X i hele 
kvens af 

om 9()(,~) I at den er koniinuerlig+ differentiabe( efter 
intervcdlet [l>!, ~ J , idet man for x::I= ~ hal'" I som ken se­

(8:;5) 08 (8.36) 

~ - ~ (p DEi) _ _ a~ ax - 13)( (3 X - f q , 

hvor q.G er konfinlAerf p~ [IX,~J; do. 9 er konTInu.ert » fOIger 
det a.t (g.37) 90l.Ider for ajle x€ [O!,~J. 

Vi har hermed spa.lte.t po::> Ix 6(){1~) op i +o led I VI· kan 
differen-h'e.re . (sVo.9+): 

;x ( P()C.>-t Gcx,t» ::::. - ;x H(x-~) 1- ;X9()(I~) 
:: -:5(X-~)-~G, 

dvs. 

Lx Gt ::: - [ a:(P()O c!~(XI~)) + ~OOG()(,~)J = d(x -~). 

s- tn~let behandles sysiemodisk i teorien for dlSh'"i bu:noner 
(<Også kaldet genera.(iserede funk·honer) i hovedværker er her 
[. Schwa..rfz: "Theorie des distributions" (findes oSs~ p8 engelsId 
09 I.M. Ge.1fa.nd-'.Shi!ov: il Vera.//gemeinerte t="unk+i'onen" (oversat 
fra. russisk I findes 0.95& p~ I2.l'1ge.lsk). 

K 8. S Eireens fu.nktion ~r Dirichlet ~roblt2.met i to variable. 

Bemærkni T1,ger fi I [W] § 30. 

[igesom vi for det endimensiona.le mndværdiproblem u~.~) 
kan skrive losnin9sopercd"eren T: f 1-+ U. 501"'11 en fn teg r'a I operator , 

er det 6hslcel t'et at formulere losningsopero..+oren for det +0-
dimensionale 'Dirich!et problem 

{
'-AU == F 

(S.38) 
U:::: O 

D 
(I 

po. C 
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(hvor D er et omr&cle i planen med rand C), son1 en integt"Ollope-

p og Q angiver her pu.nkter i planen ([-.ex. p: ("lY' og Gl=(t,~) / 
; refvi nk lede ~oordinater, eller P = (ri e) og Q == (~I 'P) " po lære., 
koordi no.+er) og dQ er are.cdelementet i dq:: d~ d1t i Fetvinlde~ 
de koordina.ter (2; øl],> I og dQ;:: rr dl? dlf> i polære. koordinater (~Ic.p). 
(IFunktiona/determ,nantenl ved koordina.ts!c::iftet ~ ... f' cos Lp I ~:: 
~ Sin ep er I ~ ~ - :! ~ I = ~.) kernen t!i( PI Gl) keddes 

6reens fu.nlch'on fOr prob/eme.t (g, 38), 

Tilfældet I hvor D er cir/den med radius R 

KR =: 1 ('IC/Y> e: 1R2. I xz+ y2 < R~}, 

behandles i [w] § 29 - 30 l hvor Ibsningsformlen [wJ (2.9,10) om­
skrives (i forste omgo.rJg formelt) til formen (8.39) 'TI~d 

1 . 1 22) (S . .lfO) GC P,Q) :: - 47r Log ( r2.+ (l- 2 r,? cos C9 -ep)) + 4rr Log ( 1(2 + ~f - 2r~ cos(8-cp) I 

\ 
jvf [w] (.3o.s), Dette udtryk har en vf9+i9 geomefrlsk forfulkning. 
Jdet afstanden Pq mellem p og q opfylder 

(pO)2 __ I ia icp 2 ia io/ -ia .-i/f) 
'1: re - l? e I :: (re - ~ e ) ( re - '? e 

.. 2. 1(8-lIlI) -lUl-ip') 2. '2. 
:: r" + '? - t"~ ( e T + e ::: t' + ~ - 21""f cos (a - ep) J 

ser :" a+ forste {ed i G ( P,~) er ,,'S - 4~ log ('PQ)2.:: - 2~ log 'PQ. 
AI+sca er 

hvor 

Forste 

opfylder 

(g. 43) 

. / 

led i 

"I 
Gi ( 'R, Q) := - .,..... log 'Pf"'I... )(' ( p' " ) 

&." "t' UO f \.:lL I 

(8.41) - 2~ !.cg ?Q er def'nere.t for ?+Q OS 

~p Log PQ = 'oQ Log PQ ::: O 

( 'Bevis: 1· tog r (for r:f:O) er en etf de sepa.rerede losninger til 
rap/aces ligning i polære koordino.+er I som \11' fandt I [W)§24 i 

da. den er ubegrænset I blev den doS ikke medta.g.e.t i nekke­
u.dvikHngen ,-Det er forovriS+ ogs~ let at vise ved direkte 

( t cl ) i udregning,a+ 0)(21" oy" Ios VX'1. ty2 =0 for (x,y>:4:: (0,0). Ved 
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udregning Cl.f ~p PQ f lytter vi ko0rdino-tsystemet.s be9yndeLsespunk+ 
hen i Q,) 

Andet led i n~.41) kan _ D:95~ (p~ncer en konstant> tolkes 
50m '9gctri tmen ti I en afstond ; plOl.nen, hemh'9 of~tanden mel,-

lem 'P "9 det punkt Q «r i /'na,n får ved at invertere Q i cirklen: 

Q* er det punkt ~ - OQ I s forlænselse I Som opfylder 
{5Q. aet::: R" "dvs. Q* har pol~re ko ord ina.+er (fl lP). l For Q:=: () 
defineres Gt ikke i da er t ( PI Q) :::: 2: log ~.) Hermed fs 

Når p og Q 
er det samme 

alle (P, Q) 

( 8,45) 

Oø(P1Q) == 4~ Log [ ~ ( (~2r + r2 - 2 ~~ r COS [9-<p)) ] 

:: 2~ log [ (9: f'G(.*] (tolket som 2~ ICS1i:.. Mf Q=-O). 

('9ger K~ I !:an P'(*' kun blive O ved at P 09 Q 
11> 

randpunkt af /(R' Ah~so. er ro ('P, li) defineret 10r 
mængden 

A .., (KR l( KR) \ f (~Q) l p e al(~ 8 p = ~ f 
Det fremgår af (8.44), at ~O{PICP for hvert Q er en Coo-,unk-
flon af P, som opfylder ~p (f@(~Q) .:: O I n~l" (P,Q)€ A. 

For at finde Oo( 'P, Q) I s Op forse I som ~n ktion af Q ben, ' .. -

ter vi I at det fOIger af (S,42J 8 at tf/f',Q):= ero (Q, P) for alle 
( ri Q ) 'e A I hvormed ro hctF de anal og~get)ska.ber ~ hf, Q., 

Bemærl:: endnu en egenskab / som ses a.f (gA2): Oo( P, Q) =:: 

2~ log PQ ø når p eller Q E oKR . tellel" (~.'t4) 

Vi ha.r da i alt fu.ndet : 
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[emma.. 8.6.· Jdef ? og Q har de polære !coordi'na+er (r, e> hen-

holdsvis ('rLp> , og A betegner l'rIænsden (8.45), opfYlder fUi1k~ 

+ionen to(P,Q) I def''neret, ved '(g.42'): 
A AI ' Jl (tol.~<"e.t .SDWI J.. tMR 

(8.46) 
I vQ *' "(y'? l<1\'-~ l 

t/r, Q) ::: 27\ loS C-R PQ ) ~ 2."r\ lOj (1f ti~) n~r Q eller P::ll), 

00 ( P, Q) er en Co - fun kfion af P og o.f Q for C ~ Q) € A , 

, ~p ~() ( P, Q):: ~Q 00 ( Pf Q):= O for ('P, Q) E A I 
/ 

(8.49) 
I to ('PI Q) = 2~ l09 PQ f n~r r.eller Q € 8/(1< I 

\ 

(8. SO> (f/p/Q)::: oo(Q, P) for (,'F;Q)EA. 

/'Befro.gt nu 6(~Q) igen. Denne er kun defineret p~ den 

mindre mæn9de 

(8. S :~ ) A':::: (I<~).{ K 1<) \ {( P, Q) l p E K~ I p:= Q ~ . 

Ved hjælp af [emma 8.6 ser vira..t funktionen hal",fO lge 
egenskaber : 

Sæfnin,9 8.7., 

(8,41) 

G ( P, Q ), defineret ved 

G (PI Q) = - 2~ log PQ + tfoC 'P, Q) 

o d A' po. mæng en 
OB opfylder: 

(S.52.) {
CaJ 

( b) 

6 p GCP;Q) := LlQG(f',Q) =0/ for CP'Q) EA', 

G ( PI Q)::: O I når p- eller Q € a ~ . 

~e.\lis : CaJ fdlger af (8.43) "9 (S.48). (b) f~1ger af (~.49.) 
(jvf. (8.41)· D 

Cgensk.o.berne (B. 52,) (Ol) 0-9 lI,) SVa.rer helt ~"I egensk:.a-
bervte (eu 08 Cb) [W](28.4> (eller (0..) "9 (b) i Sætning 

8.1 ) for Greens fu.nktion i det endimensionale f,·/fæJde. 
Hele, sætte+ ca.> Cb) (e.) I Cd) I [WJ (28.4) (eller i Sætnin9 8.1) 

I I 

sikrede, at Greens fUnlch'on G(x,() definerede losnings-
operatoren (w] (28.3) (e/(er (8.1'1.). J det flerdl'mensio~ 

nale ti Ifælde I VI nu betra9+er, kan CC) 03 cd) iieke d(rekte 
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genera.l iseres I idet sin91A.1a.ri+~ten af G( PI Q) ved ?:= Q ikke mere er 
en simpel q hævelis diskon+inuite.+. Det viser sig ,a.t (C) "g cd> sIm­

pelthen må erst~tÆs med oplysningen:' ~(~~q2_~ _~~~_P.:t_~t_J~g~ 
r~ t ~ ~Jc: __ Le:. ~ ____ :_Zn- _ ~9_ .?_G? __ 99 __ ~!] ~ _ f~~ ~ -h~ ~iJ_1 _c!~~_~e!, ___ ~c: _ ~f~~ _?. es_ ~ 
~ _ ~~~~ ___ ~R _x_ ~~- \, 

"Dette udso..gn sammen med (8.-52,) CaJ 09 (Ir:» stlm+ kra.ve+ om 

at G (P, Q) er en c~ ~ fJ.lnk+ion af p og ~f Q fOr (~I Q) € A' u bestem-

mer G(P,GD enixdig!. Thi en fu.nk+i~n I der opfylder disse pe-
tingeiser , har form som en su.m: - 27\ log f'Q + g{P,Q) I hvor 

.9(?, Q) r for hverf fast- Q € k~ I er losnin9 fil det specielle Di-. 

richiet problem 

C8.53) " { 
~p 9 (Pi Q)::: O for P € ~ I 

. 9( p/Q) ::: 2~ 109 PQ for 'Pe aK~ . 

Vi ved fra. vor generelle en+ydiShedssæ+ning for Ca.pla..c.e-opera.+oren, 
a.+ 1'robleme.t (S.53) har hOjs+ en l~snin9 (for hvert Q E !(~). 
Ved a.t benytte den Sim? le geome.triske kara.kter af ornrode:t 

KR har vi fundet 16sningen ~ (P, Q) I jvf. [emma. 8.6. 

p~ basis Cl.f [emma S.6 - Sætning 8.7 kan man endelig 

veri fi cere I oå ' 

(8.54) U(P) == J GCP/Q)F(Q) dQ 
kR 

har mening og definerer en losnin9 -Ii I Diri ch let problemet (8.38) 
med 'D::: K~ I hår F E c1 ( KR) og er· begrænset. Det er her ikke. 

svært a.t beha.nd le selve intesrale+ ~ de fc!>rste parh'elle af le-
dede I idet den I09o.r itmiSke. singu.lari+et af GCP, Q) og singu.-

larifeterne af de fdrs+e partielle a.flede.de af GCP,Q), som er 
af fypen P1i , O-fhjælpes af faktoren fJ i dQ:: ~ df' dtp. (tor 

in~ra.le+ I en lille. cirkel k"P,f omkring det farlige punk+ 
'F indfdres polære. Koordinater med p Som begyndelses pv.nkt , 

~ ~ bliver til 'PQ,) For de partielle af/ede.de nf anden 
orden af uCP) må ma.n imidlertid anvende. en mere sne­
dig teknik, idet PQ sa.nge de anden o.fCedede a.f GCPjQ. 

er for singuJære. For det [w] § 30 angIv!?€. beviS er 
princ.ippet f at mo.n inddrager nogle differensk:vo+t'ent"er Qf 
F I hertil o.nvendes a+ F e C'iCKR ). Problemet om "er,"fi!.:odion 

af den oprindelige differenfialligningi ( I (x/y) - koordinater) 
i den fu..lde enhedsc.irkel (inklusive den negative )(-akse) 
benj,res ikke. Et bevis formu.ler.e.t direkte i ()<;,y>-koordi-

/ I 
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naterne findes rex, i COurant - HUbert: Methdds of Mafhe ma:hca. I 
'Physics I s. 366 - 368 i her foreta,ges en delvis integnA:ho f1, der 
fOrer den anden differen-h'a:/-ioh OVer 'på F. 

,At selve ~ (~L ~4) definerer ,?n Koni-{huer+ funk-non u.cP) pg 
I<~ 9C12.lder I når blot r= er kontinuert på. K'R Og be9rænset. Det 
fo!g€r direk.te a.f (8.5:2) (bJ I a.t url') =- JI( O· FCQ>dQ ,;;; O {"Or 
Pe aK~. R \ 

VI har i al t: I 

Sæfnir'\g 8.~. Når F €. C1(~) og er be9rænse+Aer uCP) ::: 

f GCp'Q) F{G) dG kontinuert -på KR, og " 
I<R 

(8.55) -~ p J G(?,Q) F(Q) dQ :;: FCP) 
i<R, 

for Pe Kt< I 

J G(~Q) F(Q)dQ = O 
leR, 

/ 

Ovenstående analyse af Dirichlet problemet for KR hetr 
i nferesse I fordi de VigTIgste princi pper nu ogs~ kan vises 
0.+ gæ.lde fpr generelle o.mråder D, d"f [wJ s.135- 136. 

Når G (P, Q) = ~ 2~ log PQ + ro ep, Q) indsadtes i (B.55) I 

ser vi sf ra.k s I Cl t og Sil. 

(8.56) - I:l f _1 ~ ~ P K '27r Log PQ F{Q) dQ = FC?) or Pe R, 

~ 

fordi rol?,Q) opfylder (8.47) og Ut4S) I så Llp kan flyttes 
. . Inden for infe9ra.lte9he+ i dette I~d. Vi. får da videre: 

Sætnin§3 8.9. FOr et vilkårlIgt, be9rænse.+ omr~de Dc IRz gæl-
der ,når Fe ('I(D) °9 er begrænset: 

CS.57 ) -f:l I -1 
log PQ F(Q) dQ FCP) f~r PeD. 21\" 

=. 
P 

D 

'Bevis: [ad Po E 'D og vælg en lilie c.irkel 
~ og ro... di us E I 5~ k p f,. c D.· N~r 

e Øl 

D \ Kpø,E. I er 'PQ ~ i hvormed . 

- t:J p J ;~ log PQ F(Q) dQ 
D\Kpo,~ 

Do. f&s for 



MATEMATIK 213 8 1974 -75 

- ilp I _1 f _1 li 10.3 PQ F(Q) dQ :: -il 2rr log PQ F(Q)dQ p 

D K , P@,f: 

"" !F(P) 
I 

, Ved (S, 56) ( med .begyndelsespunkt 'P og R= e). D 

Sæ-+ningen giver .en LAni\lersel metode f W ,I:ons-rruk-lion a.f en 

.losning fil dif.feren+i~lIi9ninget1 

-.1u= F i D} 

for hvert 'D. en l~snin9, der yderh'gere er fil pCASse+ randbefin,Selsen 

U =: O p:; C::: aD) 

får man ved a..f konstruere en funktion ~(P,Q) med egenskaber 

Som I Lemma. 8.6 I rela.-h'v+ .fil området D: 

(8.58 

tcP, Q) er en Cllo_ fUnkfion af p og af Q for (PIQ) ~ A i hvor 
A ..:: (D x J» \ ~ (P, Q) I p E. C I p:: ~ S .I 

.6.p ir (r, Q) := LlQ r ('P/Q) = o 
r (P,Q) == 2~ 1°9 PQ I n~r 

for ( P, Q) E A ; 

? el/er Q € C, 

G reen s funk.tlon for _D bliver da 

1 ( G(P, Q) ::: - f; log PQ + r P,Q) I 

Som har egenskab~n.,e l SæJning 8.8 (med K~ erstattet med D)i 
hvormed Dirichle+ problemet (8,38) har losningen LA bestemt 
ved (S.3Q) I hå.r F € CCD) 09 er besrænse.+, Ved verif,'ka.fionen 
af a.t - LlU::= r i et pu.nk+ p viser man'. at kun det logo.-
ritmiske led bidrager (og kun i en Idle omegn omkring p). Ra,nd­
betingelsen er opfyldt I ford,' G(P,Q) er def~'neret- således,af 
den er O, nå.r p € C. 

, 

Funktionen ((P,Q) kendes eksplicit for n091e f~ områ.der 
af simpel geom.efrr"sk natu.r. ~k:Slstens€n Clf Ir fdlger i almi­
delighed af en eksisfel15sæ+ning for Idsninger -h'I. Cg,58) I som 

esenHig beskriver en skare o..f speCl'e,!le Di'richlet problemer 

(mht, P for fasf-holdt Q I og onwendt), 
( 

eksemee.1. Omr8det D =- fR.: -= ~ ('/./ y> I x,,?, O I Y E rR} er ubegræn­
sef c men ctf en 50. enk.el type at ovenstående betragtninger 

I f 1 "" 
kan sennem fores for de tI-e. Vi væ Iger her ~ (Pt Q) ::: 21\ log (PQ), 
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hvor Q er det punkt I der fås fra Gi ved spejling i y-oJ::sen (dvs. 

når Q::: (E, ~), er Cl ::: (-'E, 7[ ) J. Greens fLAnk+ion bliver a.ltså 
I 

GCP'Q) ::: G( "t,y i t,~} '" -~ log /(Ii,,-rz.I'Ji·~(y-;vl0 + 2~~ J (f{-I-~1"~' {y~7? 

OH ~):I. ~r (y-;zt 
(}{-l:;-)2.+ -(y~~)~ 

{ 
- II u. (x/y) ::: Fcx,y) fOr 
U ( O , y):::: O for ')1 iS IR. 

x>o,yerR, 

/ 

K 8,6 6reens fun!t:::lion for Dirfichlet p-robleme.f i flere end ·'7.ble. 
Bemærkninger fil [INJ §~5 og §45. 

"I 
Funktionen - 21'\ 109 PG ,som angiver si'nguJariteten a.f en-

hver Greens fun k.hon G ( P, Q) for 'Po is,Son s ligning i +o variable, 

og Som opfy!der Sætning B.9 for ethvert D c rR,2 I keddes en 

Jundamen+od 16st'ling_ til LCAp(aæ operatoren på 11(2. For rR~ 
fiV'1 der ma.n I j'vf· [wJ § 35 I at fu.nk:h'onen 

4 1 
41\ PQ 

har den -lilsvt;trende egens.b.?dD i Green::; funkf{on for Dt'richlet 
problemet UL 38) for e+ VI !kårligt ,område 'D c 1R,3 (med t"'af'Id 

C) er. af formen 

G ( P f Q) :::: 4~ ~ T r ( PI Q) I 

hvor r ('" G ) opfy i der 

lJ.p tf (P, Q) :: nGJ.~" ep, Q) := O for alle PI Q e D I 

)... (P Q) :::: - .i ..i. n~ r P eller Gt E C . 
O I 41\ PQ 

Da få.r G (P, Q) e,genskaberne i SC@.ming 8. g (med· ~ ersi-aftet­
med D), og losningen +il Dirichle+ problemet (8.38) ud­
tryk.ke.:> ved (8.39) I når F€. C"iCl») Dg er begrænset. 

'For ku.glen (jvf. [w] § 45 ) 

D::: \ (, '(.../y, z.) \ XZ + y2+ z:l..(. R2.} 

konstru.eres GiC?/ Q) analog1- til ved cirklen: 
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GC P, Q) = 4n 
1 R 1 [= 

hvor Q* er 

fra. cen,+rum 
KlAg(en med 

pun ktet på BQ 's forlænge Ise 

{J. (Q* ka.'ldes billede.+ a.fQ 

rad lUS R.) / 

8. 3 

-1 ~ 1 R 1 J 
41T PG. - 'In- ap P*Q I 

'((,'2. 

med a.fsmnd tiQ 

ved inversion i 

J fR" I n 13 finder man som flAndamel"1ta.! k~sning 
1 1 

hvor en er areale.t af el1hedskug (en ; IR~ Gre.en,s fu.nk1icH1 

for en kugle findes a.tter som Su.m af fundamen+a.llosl'iinsel1 
og en funldion dannet herud fra. ved inversion et f Q (e.ller 
p ) i kU9len', (Flere deto.lj'er i Courant - Hi/bed': Me+hods 

af Ma+hema:Hccd Physics 'IT. I s. 2G~ ff·) 

Ogs~ 4ilfælde+ a.f flere end dn variabel rn~der man 
formlen (8.5~?) udtrykt ved hj02.lp af a-målet (som i n vO-rlable 

er kar~k:.+en·sere+ ved J~t\ 8(~) f(~) dx1 .. ·dxh: fCQ) for enhver kct'l-

finuetf {unk.-h'oh på. IRI"!): 

-b. p f GlP,Q)F(Q)dQ= f 3(PQ)F(Q)dQ ,for fe!>. 
1) J) 

DeAte IA.dtrykkes °95;' ved· formlen 

hvi s geome.trislce 
be9rundelsen 

begrundelse dog 
1 d;mension (i 

ikke er heft ~ I iS.efi l 
Afsn;t ~.3). 

som 
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~< 9,1 Elemen+æne ~er:.s/ca.ber samt ekSi's+ens cl:f_~JehfLiJ"lk:h'oner cg., 

.?Se nværd i er. 

De:rte 09 det folgJende Q.fsni·~ kornmeI1~'1Gr~r [wJ &36. 

§ 36 i [w] giver en sæ.rdeles I e.ttiIgO'lngei el~S'&'if,,)r lÆ.d-

ledni n9~ a.f de ViSfigsk egltF1skaber ved S+urm ~ CicuvWe pro bl e-
met. 'D.e.+ folgende er en sys+et'V'H.ll:r-js,k f~el'n5+ii!lng u~f '~}scLv!ge71 
i [W] § 36, med de hoht1"ic;IISrnæss{ge le+relser I vi htl.r {il i 1"~c1!3-

hed fra noteme. 
'ft1ca.n· beh-Ol.gfer egenværdiprobl€.me+ 

in+erval [IX/~J (\/tk.19+ SOrT"'! (Din 

.{ (O\.) 

(b) 

o 
fu.nk.+ioner po. [oe f~ J f I'',''lea 

't °9 ~ E C"[[at,p]); 

og f'>o ~g. [C{,~J. 

Et s8.don+ problem !t:u.\des c+ t~cr:L~I(;"?r+ S+uxnl~ [iowJ;lIe pro-
-.....~wdI -

bll2.m. Sihg",dære Srurrn ~ [i'ouvi ile pr"oblemer er ~)r'oblerner) 
hvor p!~ og f opfy~d€r (g.2.) 1"",ed undfc,'lgG:.ls,er i ·,/isse 
plJ.nkh~x' I og rcu1dhe 'ngelsen (b), eV'" +iI POi.SS;~+ her-h' I (i[Tr.ex"~ 
vod leJ JO("~[ eve.. W8!t LtbIZ9r-~lfl5e+), 

Mere 'o.bs+rOl.L:+ !~0lV1 (9. 'I) sb'ives 

(g.3) 

h,:Ji'" L er di 

De væl~dier 

de ~Aed med 
ende fu.n k: 

-h"' 

f 
l 

I 
E.," U ~ 

( :::: 

al: 
,4 f '" i\ I 

tA 'f O 
{) 

1 r =. ( 
~l 

,~ LÆ E 

.{ :'," 



, . 
VrKAS8 

(9.5) 

-h 'I 0'!1, ~'p-',' flo .... !. .,;,." i ~ I '6.. Senl 

Vi n1inder orn 

(f I ") <= 9 f 

defineret for flA.nk·hcd~,e.r 
fol'" u...dsCI!f n i ng,{'::.rne (g. 2) er 

V,' får end videl'"·2 ofte 
re form 

.f~ (9.6) ~e(f,g) g: (1;>(7-) 

defineret på 'u.mm~d· 

( Under run""1 t'/l p ( re:;:, f» J ) . 

fe [f:(,pJ ) ::: H./( [a;, ~l). ) 

lej II'ghec! ·hl Q+ betragte den 

Defind'ion 9.1: defl" sex)", \iiæt'lgden a.f funk+lonef" f 
på LO{,~] i Som opfylder 

(i>. f € ce ('[«. ) med = f(~)= o. 
/ 

(1.:i) f I e.ks IS te re r' 50n1 fL4nk:hon i I "g 

.f!Cf,P • I: (pCf + HZ )d, ~ GO 

NM f og 9 E V, fd 'ger eksistensen a.f inte9ra.le+ i U;;. 6 ) 

ved SChWOlr-Z' u.lighed. Under b/?:Hngelser(le UJ.2) p'; P og 
1 ka.n u.lig h e den (9. -n simpel+hen /ers1-o .. Hes lI,ed 

('~ . 

(9.8) J (f '(){) )'l. dl( < 00 
(I(, 

~I..imen (9,7) har 

sfn9U.1 ære s, - L. 
'Bemou"'/c I a.f 

(9.9) 

imidlel'+'-d 
problemer, 

der gadder 

DCL) C 

Som ægte delmængder, 

, o e 
n! ng I har VI gOl.r oVer ti I 

,~]) I 

Be.mær-krll'!""I.9 9.2.. Det er at vise! aJ n~r q ikke er iden-
tisk O I er -t!(f,9) et skedarprodukt på V I med ti/horende 
norm V -e(f,f> 'Denne el"' ddc€ ækvivalent med II filE;' . 



rr= A~? I '1 'i l , I i:;:.·= a",cc bo » 

A Ile 

'Bevis. 

[9. 1/0) 

en og bAt'! en losning; 

er !osV1iC1sen for vilkårl 
!'1inger fås for C t o. (os 

:?~:I ~~ , - ! ';J 

(9.11 ) {
(L ~/\)U.=O 

I ~ O 

el", al'l-s~ endimel'1sionoJ I 

er 'A e:7envæ.rdi 09 den hl 
bes+å.r af funk+ionen1e c 

€;9.erwærdi. D 

c f. el<. 

+et i 

Udso;.gnef gælder-
ikke for de peri iske rosH:l 

[WJ§24 ), 
Fo!gende omskrivninger b 

] 

; 

For hw.;;r 

Li . 
(DO. rfVIS, 

~- l 

e.. CLf e.9en fui.Jt1 k +ioner 

~) ~O I er " ikke 

a.f randbehlt1gelser 

for e ( G) betr0l9-

og igen: 

[ad L) ti V. Da er 

Specie 1+ gælder 

(9.13) 

OB . ',evIs: :Delvis 

erne er O ( 

tp E '"DC l) I Af € V 

(L ep I 

! 

CL 

in 

r 

er 

)~ ::e 
'\ 

/' 

t 

( 

ct+!'tAn d v Cl2. r d j"­
en ! se [evlf l11"10. 5. {7 ): Nc3,r 

1 
J 



H . " VIS 09050. "I-- iS J)( U I er d em 
/ ~I~ 

::: 4' y/4 ~ l? / ~t~· 
/ -"eu 

:= (tplL [J 

OperaJorer, Som opfyldel- (9. )1 /Sjn"ffyne:rt(s!.;:e (i fy-
sik.ken ofte herrnH,iskrz ~ sr'ec komplekse skaJcu"'pi~oduk-

ter). Ordet .selvodju,V'\9~ bnAB,es om open::ItJorerf der opfyl­
;der (9.13) sa.mt en vis fu.,ld::Jænch·9he.ds6efin9~lse. 

[.emmCl 9.5, cgenruv1H7'lene 

mht. ~ I elvs, hVIs u er erI 

-Hon for f a °9 ')v"?}L I er 

for L er ,'ndbyrdes orto9of"!Cll e 
e3en fu.n k:h'on for /" , 0- el'" ege&'ifunk­
( l,.t I tr),:: () . 

Bevis. 'Da. u. OB Ir ES 'DeL) og LUl ~ AU= o I Lu- -fA' tr=O I .P;.s ved 
bru9 a,f. Cq.13) 

O -= (Lu- Au. {Lr)f - ( u.1 Ltr ~ If)f :: (r-~") (ultr)f 

[emmo. 9.6,' Når lA 

(9.14) 

er e3enful'1k:Hon horende -h' l It I gælder 

=: (CLt)u') :: J~ (p<u.1)2+ ~u2.i dx 
. ot 

specielt haves I at alle egenværdier er -f~osi·hve. 

Denne sh!>rrelse er klou".t ~ o, Da u.'(O(,) ~O ([emma. 9.3) og 
p> O på [0(, ~] I er sto rrel set"l "> O i da er '>- > o. D 

Den sidste I)..dfa,lelse " I emmoet gælder ikke {-Dr alle 
randbe:nng.elser, f ej(. 2 ikke for tOl,ndbefingelsen U'(O{);: U.'ff)::: O 
for operatoren - 1x.a (eller' den periodl'ske ro.ndbe-h'v,.9-

else be+r a,9 +-et i [IN] § 'l1{ ),' 

"Da O ikke er egenværdi for det fore!aa+e problem f 

har operatoren lo (se (9.5») en Greens. funkHon G()(I~)' 

'E>emærk I a.t G ()( , l;) , betragtet som fu.l'/~choh Dlf){ for fast 
~ Celler omven dt ), til horer i jvf. 5ætnin9 8,1, G(x, ~) 



benyHes fil a.t 01'6:;' '1'1°,9112 mere 
af esenfun!ehoner. 

[emmQ 9.7. 
h6ren d e -h'1 

E 11 funk"h'on !..te CJ([D{.~J) er 
en egen. værdi A hvi~ hvis 

,5 / 

for L 

'Bevis: At u€ J)(L) med Lu. ::: ;'.u er ensbe+ydende at 

lA er losning ti i _ 

{
Lo iJ.:: f på ] oc ~ [ , 

I.Hot) := ~t (~}= o) 

med f:="~ u., Jfdlse 
hvis og kl.lY1 hvis 

Kapiiel 8 (eller [W] § 28 ) detre 

!.l(X) := J~ G(I(,~) A f(~) !.tl~i d( for)(E [ll(.~J L 
æ 

Den s,'dsfe identitet skxives 

jvr fodnoten side 8.4. 
De tte beny#es ,.11 0.-1- vise 

[emma 9.8. [ad f Ai )'" ) A rJ være en ende/(g m ærlS de af ind-

byrdes for.skelliBe e.sen værd i er· Do.. er 
h 

~ tf L .( ·G()(,~)2. ,,(jO ?~) d~ d~ . (9.16) Å~ 
~ 

j:::1 j "'" C{ 

Be~/i s. For hvert j betegner Uj en ef h 6 re 1'1 de . ti I i\j. Da 
u1 J - -') Ur'! er et (ende li9t) ot'f0,90nQJ sysfem l kan udvr"ic:.le 
Gi ( x,') efter de fte for hvert fast x. I oS fOur'{erkoeffici en-
terne bliver 'rfclse (9. 15) 

(9,17) C. ( G ( XJ ,) ) == 
( G(J{/') 1_ Uj (.) ) f' 

;. 
Uj (X) 

j II !.tj 1I~2 Åj 114j II: 

Bes;:,els uJighed giver nu 

" ( r t L Ll.j ()() 2 
-( ~(XI~)2 ~(,~) d~, /I Uj IIf 

j=1 Aj HUj II; Ol 



TE ATi 

multi p I i !ccd, o n 

Hera. f f~ 19 er s+raks 

Sætning 9.9 o 1@ Hvert 
deh o I der ktLn eVld el '"g+ V1l')c\Vl 

e9 eYI værdier er .enten .eYlde!ig 

ver3erer mod + ()o o 

21JJ [a.d (Jo:::: a n"h:1t II 

ger mængden af værdier 

er 

o 

den reelle akse 111.­

er i dvs. Wlæ~·19den o ... f 
ud96r en f61ge I Son1 kon-

( w;;; 

fO!g e 

'Bevis. 'P~ STund af [eWWrla S1 6 kLuP"; oJ u.nders6g€ 

var uendela'gf ma,V'lge 

specie!+ en folge (rj );:~ 
vi Ile gælde 

i Y}+erv~lIer af rR+, [ad a> O . ~h!is 

e9env02rdier la, a] I 

o.f e.genværdier € ] {) I a], For 

11 ~ 

L u~ 
j'd f j 

> 

i rnodstTid med (9.16). 
A/fso. er der k.un endel 

grænset interva.l J o I OL] 
es.enværd!.er voks.ende 

(, 1 <3) Ai « A2. < 

hum merer.e+ ved de 
antcd ev. (to:; + (;la ) .. 

II.) 1 
ken I ,,-'l. gælder 

j =1 j 

V, skal senere Se I 

i (~.18). 

Fra nu. af tænker 
ordnet ved (9.19 ) 

I 

os 
vi 

V,"1ClC"ge e.genvazrdaer 
blXI ordne 

I hver)r be.~ 

samt I lOge 

Ige 

<: /p 
VY ! w er det So.mlede 

afsnit i ræk 

for rækkel'1s .sum. 1] 

e"r \ af eg€V1vær dier 
for hver eu-: An en 

t I 
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til horende ef. u n · 'Da. systemet f u. h 1 h~1 u.dgbr et (endeIi9+ eller I'1UYVi€­

roJoelt) ol"f090ncdsystem ! kal1 VI' danl'1€' 'Fourl'errækker efter dette, (Det 

overlades +i I læsee-en a.+ +11 passe teoy\'eV1' i ~o.pit.el 5 id elI,dell'9e. 

orto,9onalsystemer ,) For fe Mf er FOu.rierkoeff"de''lter~''\.e. <jVf· 
Defini+ion 5,10) / 

Cl"! Cf l :: (f I li",)§? 

IIU~I~ 

[emmet 9.10. FOr <p€ DCL) gælder ( Lif I LI ) := 
\ VI f' 

cdle n 09 derm.ecl 
I 

(9.20) CncL'f» ::: )\1'1, CM(lp) . 

'Bevi s : Da ep 09 un € 'D( L) i h aVes ved Cg, 13) I 

'Problemet 

{
- U"" ::: "u. I 

1../.(0):::: LlCrr) "., 0, 

An (If I U n 1f for 

har som bekendt Som egenfu.nk:h'oner { sin nx } 11:1 med fil h6\'"-
e.nde egenværdier ha. L€riflma Q.10 u.dtrykker! a.f en (';"f" ) := 

n2.. c;. (f) I n~r f € DO .. ); et fæno'men I vi hal" u.dny+t.et kra.fhs+ 
ved separationsme.toderne [W)§22/2.3,26 09 29. Dette var 
le+ at vise I fordi differen-HalopenA.+oren Var så enkel. 

(Vi ha.r også andre steder u.d !'lyttet I at den frigonom.e+riske 
ræk.ke for .en fUl'1khon f 0.9 cl€nY1e~ di ffereYl+ia..lkvo-h"el'1+er har 
en Simpel ,sa.mmenhæng (under, pa.ss.ende 'be:flmgelser p~ f) I 

jVf (e.m~OI 5.18 og udregninaerlt1e side 6.6, Sammen Viængen 
er mest sl&ende ved dem kOl'Viplek.se ho+a:h'on: ~(ff)= in Cl"ilf). 

når feIC, f E C'fC [0/271J) med fc.o)::; f(Z1\) PrinCippet er 

h ".r , at ~!:ly~~~~I~~ _?-L ~r:._ c2~f~~e!1~'~<:p!-~~+~~_h2~~_k:9~~t9~t~_~~ff~c:!'~~~e!~ 
Svarer til mu.Hiblika.:noV1 o..f koefficie.nterne i den kOY'llplekse 

-- -- -_1- --- - ---- - --- -- ----. --- ---- -- -- - -- --- --- - - - - I-r-__ _ 
.±!-~B9!!9_~~i~~~~~ ___ t:~~_~ __ J.?! __ f __ ~~~ ___ ~± __ e~~Y_~~!:2I~~~ __ ~'_!: ' 

Det spænd e.nde ved (emma 9.10 er \ at deJ Nl'sert ct+ 
or+o80V'lalsys+eme+ ~ Un }h~-1 frembyder et h:gnen'de fæhomen 

mht· differen-h'o..lopera..foren L f hvis koeffi c ,'en+er P, ~ og 
f' ~!€n I'kke er kOli1s+an ter. 

Vi har te v,o~:rh'ge problemer a+ ul'1dersege: e.ksisi-enseV'i 

af en uendel!'g fdlge a.f egenfunk+t'oner- for L I 09 _fuld-
s+ændi9~geV'J af defte orto9ona,(sys+em. Vi begynder 



med e~i a.nalyse. 

(emma. 9.11.- HVI's systemet 

(9.2.1) 

(9.22.) [Clcpl<p\, := J {{ep/tf):: t An CI"I(cp/ /I unll~ 
11=1 

lÅ) 

II L<f O; := L A~ c~ (ep)'- II Urt II; 
h"'1 

~For 'fE 

Bevis. (9.21) er 'Parsevals li9nin9 for c.p. (9.2.3) f';'$ 

CL) 
I 

CL) . 

sevals ligning for Lcp f Ved brug af (9.20). Jdet ehC +<f) 

-= Cp! ( Ltp) + Cn (Lp) = ('An ~-1) cfI'I Cip) I fås (9.22) ved 

Vi hævner endvidere., a.t Cq.2 2 ) fa.lc:h·sk gælder for trE V : 
lJJ 

-e (l.p I Cf) :::: L Ah Cn llp)2. II u~ II; 
n=1 

dette oplyses i [w] s.1Gb f. 10 fl'!· - {. b fn. uden ~en+-t IB re~ 
deBorelse, men yi[ blive disku.leref nedenforC(emmo. 9.20). 

Sætning g.12. 

opfylder den 
Hvfs 

k-te 
orlogonCllsys+em.e.+ 
egenværdi 

er fuidstændl'g+ f 

~k:: min f ~~;2<P) (<fE "D(L)\~O~,(<pIU1)f>=· .. :(cpIUk_1 ""O~j 
f 

defe minimu.m D.1'1+a.9e5 for- Lp= Uk:' 

Bevis-. "Da .egen værdierne er ordnet ved (9.19) I har VI for 

cpe 'J)(L) \ {o} 
w 

~1 E cric tf)2. II Un 1/; 
h=1 

(I 

So. 
for 0..11 e ep . 



For 

fol" 

~r 

'P""lA1 

k= 'I. 
Far 

C1 (~) "" 

er 

k'> '{ 
'., ::: 

.e (!.t 'l. Il'!) 

l! ui li; 
observeter vi I Ilt hår 
ck_'l (€f) '" o I so. af 

lA> 

·f(q;;,I.p):: ;[ "I1Cn(!P\2. IIU\'lIl~ 
1'""". ' 

for sildo"nne ep 9Øl.lder (n~r lp + o) 

"fllp,{f') 

II Lp!!; 

Specielt er lp=- uk, af denne 0.1"'+ 09 opfylder 

Udtrykket 
delt hdvn: 

'Defj ~'1i-Hon 
R.lt:p) ved 

(9. Z/-I) 

9.13. 

.eL u~ ,U",) 

II Uk II; 

For lP I&: V \ ~ O l 

D 

hvert k, 
J 

dette indgik' i ovens+~ende bevis. 
Sætni'ng 9.12 Tjener som en inspi ra:hon ti I at Sive en 

ka,ralderiser! 1'19 af egenfunktionerne, lAden forud s azfni ns_ om at 
de.r er uendeli9+ l'nar1ge I endsige at ..systemet OLf dem er 'fu-Id­
:stænd'"g+ , 

For hvert 1 <C. k ~ LU defineres 

Sætnin9~ (Minirnumsprincippet), 

g, 
"'" 

/ 

ti) Hvis R(If)« be"trag+et pli. h1ængden V'- fol, o.ntager 
minimum ved "+ I og At- IC :DeL) I do. er ~ €genfunk.tion h~ren~ 
de +il det") laveste egenværdi 1\1,09 R(i\Y):: :A1, 



'l 

k~·atJ. 
/ 

HViS R ( ) i b{~h"'(l9 +eJ på 
'~-', 09 

'R( )="k' 

€ ::O(L) 
I 

'j , 

["ien er de-fin,e,reti e+ J. I· L. • I ""i fF' '" 12.geh-r Ig"' Ini"erval J - ~,'fl L (, ~ ~J" 

i'Y1 i l, e..d :;;: -+ C{) I tnen ende! i'S og >0 IS 'f' ,{!r~ F") f"c P 0'1-

n rn.ed ) . 1)~ f ):= 1«(,,+} f61ger de-+ af seh, 

) 

for alle 

en IPClfiol~Ie.1 fu.nk+io'l a.f E 

{C1t'Htp, Elfi):::: -eC"+/-!f-) + 2E. .ec'y-,lp) + 

f Cc ) 

f(;~) :::: 
<"f+Etp I "+-+SO/)? II'\LII~ + 2E. C,+lif)f' + E2. Iltpll~ 

'fferen-h'o.be! 
f f lo). u.dregnes 

2 -e ( ~ I tp) 1/ "+' II~ - 2. (1I.f-1 Lp) f> .e ("h '\1- ) 

11"i-- li: 

jvf· [emma 

for alle E 

4. 

8.3 s!uJtes heraf I Q+ ltp == jJ-Af' I dvs. 

on h6rende· +i' e,g€.r'"'8værdien fA' b a 'R 
, (; 

mt-d iS Irna. :: 1.,(1 (jvf· 9.25) og r~ i' 
) , 

er 
Dette 

[ for€.+ctgl"'€' undersogelser h~rer hjemme!. cfl.fions-
se fx {l/MT '1- r'ioterne (102) § 55- 56. ha.r kap 

t( iseret rn 1n 1mu..r'l1 for funktionalet Iaup):: )~+~f2.)d){ 
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p~ fv.nIAionsk:.ICtssen V (under foru.dsæ..fnif1g om 0"+ rnihimu.rn anh:).ge5 

po. TUnlc.+ionsk.lo..ssen 'D(l) - essen-h'el1- Samme bevis ko..ro"kh:rlserer 

rrHnlrnum på. fLÅnk,:h·onsk..las$~n 'D(L) ), u.. n d er bibe-h"lgeisen 

Jp . 
I 1 {1.p) :::: 4'l~ dl< :::: 1, Ved udresningOlf Cu.!ers differen+icd--

. « 
, I 

ligning rn~d' [a..9range-muJ-Hpll'k:o..+or-er k:cml\"'1"l€.r man netop frem 

til e+ e.senværdiproblem for L ,] I 

ges 
BeVi se.t forl6ber p~ So.tnme m~de I ide.+ !f hu, vaLl­

ind-H I vi hår fr-em ti I '-Åd.s rA.,9net 

(9.29) (L~ - flt\} I ~)f = O I for alle cpE Vie: ' 

Vi viser at dette , 
, 

rnedforer 
indsku.dte lemma.: 

(emma. 9.15. Lad f E Mf' fOr hvert n € IN (h ~ ro) gæJder 
n 

( f - 2-
j;::1 

(. Cf> /.1' . j j 

Bevis for [emma. 9.15 : 

I (,!. ) = O 
L f 

n 

(f I (Ai)" - ~ Cj(f}(ujlu.;Jf 
j=~ 

'Beviset for 

[ad f.€ v, 
Sætning 9.14 afsluHes hu .så.ledes ~ 

. k-i 

S~ l'ig92r tp: f - L C(f)u. 
j==1 J :j 

fylder ( tf> l u~ }f::: O for i == 1)0'0) k-{. AI+s~ er <rE Vie. J og 

( LI\}' - P-'t I €f)f :: O ifolge (9.2.9) . Fnr hvert j::: 1) o O'J k-i er 

da Af' f: vk · bo. fås for f: 

(L-t-f4' If)f -
k-f 

( L~- fHyltp \~ + ( L't-fL~! j~ cjef) Uj )e 

= O . 
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Det le \!Clr vil k.år I '"9 i V i ho.r vi 
slu-ofter ved CemmiA 8,3 i a,f 

ES \~ kan den i kke være 
t( I 

onerne u'1 ! . ," »Uk _ i j diA 
væ.ve propoi""TI'oncd med Uk;, 

nIA vi5-t ,a.t C9, 2. S) gæ.lder I 09 

-if- er en egenfu.nkhon fOr L, "Da. 
propor-honaf h"\~d n0.gen af ft.tnk­

R', ("Y ) er Ia.vest fT'tl.dl'S I m& '\f.J 

t jvf. (9,25) ). O 

[Beha.ndllngen af (ii) kan 
efi'1 med k bi be-h' rUjels.er , ] 

Om eksistensen CLf disse 
f~1gende 5Qfnin g -Ii I troende 
I"'o.n+ - Hilbert I), 

Sa2.fnins 9.110, 

rt'lInlma. for l< (IP) Må 'Ii to:Je 
(der henvises i [w] -h'1 Cou..~ 

(il :Der eksisterer en funki,on u~ '* o (enfyd,'g+, bestemt 
pånær en ska.lær fOlk+or) I ved hvllkeh 'Rctp) h/,'J(.r minl'\'"f'lUFt'i 

p& mængden V \ iol, u'1 € J)(L) 09 er €..gen{unkhon 

h~rende fi i d~n la\les~ e.9 en vd2.l"d i Ai' 
(U) . [ad k E N, Når Ub .", Uk_i er egenflAnk~'on er for 

L h6rende t{1 egel"lværd!'erhe Ai ) ... , ').k.-1 (res~.e.k+ive) { defi!'ie-
i'"eS ~ ve~ (9,2b) log der 9&lder: Ve.r .eksisterer er, 
fIAnidion lAk + O (eJ1+yd ,'g+ b~tem+ pånær en skO!.lær. faktor) 
ved h\§i lken 'R(lP) h~r h"lInlmurn p& Mængden Vk \ ~ O l-

Uk, € "D(l) og el'" e.senfunkh'on fo.,. L h6rende +t'1 eger~v(f{,r-

dien "k' 
'Denne. sæ.fning 

d I L· Jn' dukiu'onen ,UICTlon, 

di men S(C'li; t\,.1 I sål edes 
h et k. A !+så. kan 
I 

korD II ar '3.17. 

giver eksistensen a.f, 1..1.1 ) Ul) ." ved U1-

hA re\'" ikke op I jde+ V er lAendeh'g 
cd- Vie. ikke t-educeres fil {o J for 

vi oms i der a.f9~H"e I a..t der er uende-

Bemærk, af hår Vi fors+ ,ha.r eks,'s+ensenClf et minimu.m, 

arrt'~Be+ \led e't elemeht a.. f D(L) I folger det, G\f S~+nin'3 
9. 1t l I hvorledes dette er egenværd;, Sadnin9 g.il..{ (Samt 

[eITlma 'J, '3) sikrer endv!'dere f at a.lle eae.nfunk..:"h"o!'1e~ne 
kommer med ved anveF1de(i;)e Ctf Sætning '9,16, fra. nt( 
af kan VI' f:>ri nCippet konstruer-e egelf"!værdl'erne ?\1)"'~) "3,.·· 
Som de SlAccessive. minl'meA. for R (&.p) (på V1)V'1.)V~id'·,) 0.9 
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egenfu..nk:h'onerne sam de til h6re.nde fun!dl0ner f hvo!" m~nimum QJ"l~ 
fa.ses. 

[ 'D€'finifionen a.f VI::. for k?2 er o..fhalng'"g af deforeg~~ 
ei1de egel1fuJI'11c-h'oner, 'Der findes en !'"'f'H'!re senerel teori) hllor 

man for hvert I< beJra.gter cdle ru.m Wk o.f forrnen 

wk =: {Lp€V I (cpl4'1}f= , .. :: (tplc.pk_1\,::::O},for e+sæt lfJ1)"'jY'k_1 E IOJ, 

Da. er "Ic::: maximum over- ~lIe sæt <p.p."! !fk-'l ~ minimum 
over det pO.sæ.ldende Wk \ {o} ~ R(~); 1<01'+ skrevet 

Ak = lTIax 
4'1, ... ,lfk'_1E V\fo} 

min R(~) , 
I.p€ wk \ fol 

Vk SVarer HI det va.l g af Wk ! der giver det st6rste m i,YH\'TI u.m , 

TletJre I1:Svdta.t koJdes mC\.xirnu.m - minimum pn'ncippet (mo..;<-

min - ~rincipp.et ) i det ho.r den fordel, at Ak defIneres 

hængig+ af de 6vn'se ev. 09 er ,J 

konvergens . 

; At orro3ono..lsysfeme+. a.f esenfun k.tioner {Uh }~:1 er 
J~)jdstændi9± I betyder (jvf. Def,'nit10n 5.13) ,at der for en­
hver funk.tiDn f € Mp ( (IX, (>J) gozJder Io..f dennes Foun'erræk­

ke efter systemet 1 UI1 l;" k9n vergerer- ." middel mod f. V,' viser 
dette forst, for en pænere k.lasse. IA.f· fU.V1 k-/-!.·ol1er ,09 anven-

der dernoos+ [eMma 5.2.1 -h" ctt opn~' det for genere(le 
f E tt.1~, ( Hertil briA9es Sd2.fning 9.14 °99,16 , Vs' skal 5e­

se, at Fourierrækken for tilstræk.keligt pæi"He f 
V °gerer u.niformt mod f f som €.n fo!ge ctf f~Jds+ænd'q­
heden. Bemærk I 0..+ fingene gores . i en andel') rækkefO'g€ 
end ved de 1'n'9onomefr,ske ræ.kk:.er I hvor vi di'sk.u.ter-.e.de 

______ {? ___ ~~Y_e::9~!'l_~ fcirs+ I dern~t ~~~f~!X?~_~~C:~':~9_~~ 
0.9 -n"sidsT 5Qry~rg~v.? __ j __ f'!1i~#_~~ i dette blev ,klaret uden 

l,tbevy's+e SC2-fn in 9 9,16,) 

For 



~1ATEMAT'K 213.1974 -75 9.14 
c 

BevIs. Bete9n - ch Cf) ved Ch . [ad 

<Pkl. 1.4.1 J '.') U k - 1 ved (emmet 9. ~5, 

50. er 

a.H·s~ . 

1(-'1 k-1 1<.-1 

::: .f.(f, f) .' - 2. L en -elu!fl.Jl + L L cncrn{(urq;UWIlL 
11:=1 h"'1 1'1"1.,1 

NIA er -{lunif>:::: (L~t f}f:::: ,\, Cu'n/f)f == A" Cnlf) IIUi'i!l~ / ved 
(9.1.2'> og (9.20) i specle(t er" -ELur!, lÅl'i1) ::: ~I'i c.,(UIffj) ilU;'!Il~ 

- 2 *' 'D -tO 
::: ~h m ?\., II u 1"1 III(> . Ol ' I as 

k-1 

-e( 'Pif. ' 'fk ) !(Lf l 2. L ,,2. 'l. - - 1'1 c., IHA., IIf + 
(9.32.) k_i h~ 1 

{ef) f ) L An C~ 2 
::: - II Ul'! lif" . 

n=1 

Da. ti Cfk / Iflc.) ~ O i' af I æsel" VI hera f ; a.t 
k-'i 

C9.33) {ef; f) - ~ An c: /lu., II; ~ O . 

k-1 

L 'Anc~ 
h'" 1 

SpeCielt ses I a.+ hvis 'Plc";: O I s~ af -{ (Cfk.' tf'k:. ) ~ O , er 
k-1 

{ef J f) ::: L. Anen IfUnll~. 
h«1 

li u" li; 

Nu. i h~r <fl->' = O er a.(ts~ de Th f6 rste udtry k. ( 9. '2> 1) hg 
... fr 1 '_-1 O "9 det ed ie '},k -te L f) I er ~ O I hvorm~ hele' C9.30') 

er opfy (dt. 
A ntag der n æs+ I a.t 

Sæ.+ning 9.14 og 9.16 

'Dette 

II ifk II; 
9" wir ( i d et "k» o ) 

k-1 
~ 11 2 Il f - L. en u n, l> :: 

h=1 l 

( 

'> ,\. 
- Ak. 

hvor VI' fil den sIdste ulighed benytter, (.tt ,,~C: il U",II: 1: O 

for hvert n. O 

*) 
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Sætnir!~~ 9.1'1. Or+ogoncdsysteme:i" a.f e9,enfv,nkfioner- f Ul'! fl<l:'i 
el''' fujdstænd,·gt. 

FOr f E V har vi i fJ'ge [ernmo. 9,18 I Clt 
k-1 

II f - L chCf> Url II: 5. ; -e CL f) I for edle 
1'1=1 k. 

ke IN . 
/ ) 

O<) 

L CnCf> Ul) 1<01'1-
h=1 

vergerer , 
tVl f ( (ti( I ~ J) kan 

middel (; Mf([()(.P.J)) rnod f. For fe 
Vi for hvert e>O ifdlge Lemma 5.21 vælse 

ff ~ V ( endda. 
flir vi ved bru.g af 

fE, E :DCl» , s8. a.t II f' - fe II; 'f f . 'Dtl 
(5.15), 

k-l 2- k-i 2 
Il f - ~ Cl'! Cf> Uh IIf <: IIf -L C~(ff,) Un II f 

11=1 

~ 2 ( lIf - fe II; k-~ 

+ Il fe - ~ cn(fe ) Uh 
Ul ) 

k-i 1"1=1 
f 

< E- t II fe =L en (fe) Uh II~ 
".:::::1 

bo. det sidste (ed 9~r, mod O for k --!> 00 51 u.'++e 5 
f 

cd 
k-i 

II f ~ 
2 

O. for k~oo . D = c,., (f) Ul'! lIf ..... 
11:::1 

M.ed denne sdt+l'1ing er forudsæ.fninBerne i [emma 9.11 
opfy Id+, og VI har de +re Pa.rse.va.1 - ((gninger (g.21) I (9.22.) 

og (9, 2. ~). 'Den mi dferste kan Som nævnt vises a.,+ gælde 

for f € V : 

{emmC\ 9,2.0 . For f og 9 E V gælder 
00 z , '1 

(C3.34) fCf;f} ::::::: L AVl Cn(f> II Uf! Hf p 
n=:1 

!'lO 
2-

(9.35) f (f) 9 ) ::::: L A h Cl"! ( f ) en (9 ) /I tin lir . 
/1::1 

'Bevissld+se. 'Det antydes [W] s.166 .f. 10·fn, - b.f.n, i cd , 
!eleni; te ten ( q. 34) bevises ved approkSi''i'1Ct'hon af f med-

kfioner fe E 'l>(L.). VI' sked her 96re opmæ:ksom p;, 
det i k.ke er nol: h'1ed en Q.pproksimorh'oh mht. II· II~ , det 

skal være .en approkSimCl+ion f hvor -!(f-feif-fe) bh'ver 

h'lIe; a/+s~ en appro~sima.+ion hvor b&.de f - fe .~ f/- f~ 
giver 
!~ende 

l i 93er 

sm$. in+e9ra.1 er. Ma.n fi'nder en sådan QPpn::.kSi me= 
fu.nkl,'on ved cd- anvende (emma 5.2:1 på f': Der 
en (1 - fu i"'l k -h'on 9 E. '"hR.t Ved f I j derfo r sDger man 
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, )( 

a.t a.nvende fsoo:::.!,,, ge{i) di" Som a..pprokslrnerende fu.nktion 

til fo<}. Her f.sco,", = O J men 9e.·må. rnodift'ceres <med en 
lineær flAl"Ildior)), s& Og5& fe ep):. o.' 

Når fe E 'DeL) er konstruere+- I såa..f {.Cf-fe,f-fe)5c, 
går be.viset videre" ved hjCl2.lp Clf (9.32) og (q.33): / 

k-1 2 2. - 2. An Cn(f) II Uhll~ 
\<-1 

J ep/<.- <fk,t. + <fk ,!:.) (tplc ~::. fe - L A"S,cfe{lluMII2.) 
, "~ , 

h"1 

::: .e ( tf'k - lflc,E + <fk,f. 

::: ..e (Cfk - Cflc , t ' Cfk - lflc ,!:.) + 2 -e( tptc - Cfk,f, , Cfk",f ) + {( lfk,E I 'fk.~) 

~ 2.e (Cfk - c.p~ ~ ,'A - tpl.o )+ 2.f. Cl(>. I Cfk f) (Ved eh versioh . 
","'co Al: "lE ",~ I f Sch I I' k _-A) 

Cl: warz. U 19n~ 

~ 2 .e Cf- f~ I f - fE) + 2 .f.ltpk,E I ~,f.) (Ved (".3 2) L 

'Ft>rste led er S 2.e I 09 a.ndeJ led -i> O for k-!> 00 ) fordi fs 
€ ,DCl). Hera.f fJl9~r (9.34). 

endelig VIses (').35) u.d fra (q.34) ved br~ af 
{(t9) = ~ [.f.Cf+9,f+9)- ..f. CLf)-t(9,9)]· IJ 

:Dem' l emma skal 
V I men ikke 
Cjvf. Sætning 

Sæfnin9 9.21. 

(q:~6) 

°9 

(9.3.7) 

:Del) I som 
8.1 (cl) ). 

For hvert 

G (x,V) ::: 

G ()() X) :: 

anvendes på G(X/~) I der do filh6rer 
funk:H Ov! a.f hver af de vat"iable. 

(X/Y> € [tXl~J )( [«,~] sælder 
DO 

L U t'! (lO Un(Y) 

A~ /I Ur! II~ 
""i 

00 

L U n (X)2. 

Ål'! 
~ /I Un IIf 

11=1 

Bevis. Cad f C .) = ~()(J') , S (.) = (';,(y).). Bemærk, a.f 

(9.38) Ch(f> = 
( G(x,·) I ul" (.) }f' u., ()(. ) 

:: 

X., 1/ ii" /I~' li Un II~ 
ved (9.17). Da er 

Ah UhOo 

Ah IIUVlIt~ 

U.., (x.) U., c.y } 

An 1/ u~ II; 



/ 
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p~ den Qhden side er 

.f( L 9 ) :: IP ( [af;.. 3Gi .]. ~ .) d" 
et PO\) ol:: (K/Z) al (!:11~) + ~()() G(x a ) G(yl) . ( 

-

== r d~ 
+ r··· d~ 

IX. Y 

. a r + r G(J(,~) ( L~ G(y,~») d~ G ::: p G ( X I ~) at (Y,!) ol 

fX 

+ ~ ~ a~ ( ~ ]~ J~ G()(I'E,) (L~ G(y,~)) d~ Pq (Xi Z;) a~ y, ) y + 
y 

Jnd.sætres dette i ( 9,34), f~s (9, 36). (9, 37) f~s> ved at- vi 
sæthr.:r· X -= Y i (9, :; 6 ), O 

. Dette ohvend es ti I ar vise hovedsætningen om uni form 

konvergens\, 
00 

S02fni n9 9, ;22. Når f € V, konverger \ Foun'-errmkken L ~lf)~n()() 
absolut 09 uniformf h10d f· 

hvor C::::' hl a. x 
l(E[«, ~J 

f J /3 er de + I et t 
Sum 

(! 
h=kt1 

h=1 
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kald Summen 9()c); 
sked Vise! at den er !t'S 

det er 
fex) , 

en kon-h'nuer+ funk-h'oh ,og vi 
(De;fte mGtn91er i [wJ ,) Jmid-

ler+id med forer ovens+~e.nde I cd f Ch Un(X) konvergerer i. 

middel mod 9 (jvr (5,18) 

middel mod f ( Sæ,fnins 

f =9 I do. be9SP-; 'fu.nktioner 

h=1 

); da. ræ./c.ken 09s~ konvergerer 
9,1C}} , er- Hf -s lir :::: o I hvoraf 
er kon+lt"lu.e.r+e. D 

Rækken 
rækken 
ha.r vi 

for Gi (x/y> Som 

specielt: 

ka.n I for fa.st y I læses som Fou.rier~ 
funk-h'on a.f x) jvf. (9.38>. Derfor 

~ u!'i(lt) U"ly) . 
\ Korol/a.r 9.23. For (hvert, ~s+ Y.. kOhvergerer rækken n"S Ått IIUit ilf 

mod Gex,y)" a.bsollA.+ og ,uniformt mht. x € [ex, {!I]. (Tilsvarende 

u.dsa.9h med x og y ombyttet.) 

'BemærknIng 9.24. [w] skriver (nederst 5.167) ,at konve.r.gensen 
er uniform be9ge va.rio.ble samfid'·gt. Dette er sandt nok; 
og kan vises ved f61gende ar9u.rn en t hentet fra. Couro.nt-
HI'/bert I s. 139 - 140 (Me.rcers Sætning): 1>C\ 

( ~ I LI,,()o Uh ~Y) 1)2 < ~ Uh (){)7. ~ _U;"..;l"Ill-:.y_)2_~2. 
L \, /I Uh 110 . L A ... " Uh II~ L "'m' II lAm lIø 
n:::kf-1' n'" "+1" l Vh = /::+1 \ 

for hvert k I P e IN) er det ~·ls+rod~.kell·9t· 0.+, vise at 
00 . 

~ U",(X,,2. 

~ "", lIunll~ 
nette f J 'ger o.f den pu.nk.fvi~e ~nverg.ens I ved q.nvend else af 
fo\gende sæ..fnin9 af Dini: Når Ie.ddene j rækken 
DO 

L fh(/() er 
1'\"1 ' 

ikke - ne,9ctf-ive, Kontinuerte fW"lk.+ioner' p~et 
/ " , 

komp-ak+ infer\JClI <~ [«, ~] ',09 ræ.kken konvergerer pl,.l.nldvis 
mod "en kon+int.ter+· funk-hon, f p.; [0(. ~] (da.. er I:::on\ler-

gensen u.niforrn. SCQ.+ningen kan vl'ses med .de n1(dler I vi 
har fra. MAT. 1. 

Ved bru.g af ( 9.39) kan VI forovn'gt VISe. iderrfiteten 
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som lovet Afsnit 9.1. Thi Parse.vals ligning- anVendt p~ Fou-
rierrcakken for G(x)·) for hvert fast x. Siver Cjvf- ((}.38)) 

p 00 a 

(9.41) J G(x,~l' !'(~) d~ = I "."-,,ex). . for hvert le . 
(( , , h = 1 n II ~~ Uf 

1 i 
Da.., A n - 00 for h ""I> 00 I vil ~ <: ~ I'i for n til stræk kela'9 stor J hvor-

med den -u.rH'forme konversehs af rækken i (q. 39) medft,rer 
uniform kor,,"er9e.ns a,f rækken (9.4 'O, Ved multi p li ka:h'on G\f 
hver side i (9.41) med ~()() 09 in+egra,+ionover [o{l~J I kan 
vi da flyfte 'summa:lion.en u.denfor integFaltegnet, hvora.f ~ 

f~ I~ JP ~ -Untj()? ~(i<J 
G(X.,~)2~(~>f()() dtdx := L ')0..'2. /lU II Z ,·dx 

oc ~ Cl( 11"'- 1 M I"i f 

Som viser (9.40). [J 

Rækkefrems-h' Ilingen a.. f G ()(,y> anvendes 
fil en omformnin9 a..f losnings formlen 

~p 

(9,42J ueX) :: J G(l(,~) F{~) d~ 
o( 

fOr problem~t 

f ' Lo I.l ::" F I 

(Hoc) :: u..(~)::: O . 

(w] 5.167 -1b8 

Vi finder den samme omformning p; en ga.n~ke ,si'mpel måde: 
Når lÅ 

med 
er 16sning HI (g.43) med F E C'( [«,~J) I er iAe :D(L) 

Lu.:::: ~. Ved Ce.mmCA 9.10 er da 

en (~) ::: en (Lu.) == A.'\ C",(uJ. 

'Derfor opfYlder Fou.rierrad::ken for u..: 
00 

u..oo ; L CI1 (u,) Uh''') 

med u.niform korrvercaens fordi' lÅ G V. 

\ 
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(For Ud6t:l.gn-et i [w] synes den uniforme konvergens ~f (9,44) 
a.t være baser.e..f po. den uniforme ~orwergens a.f rakken for 
G. ('f. ,y' mht. (x,'!) E (o(,~J)( [«.pJ (jvf, ~ernærk:nins 9.24). 
Mo.n i ndsc.e+ter ræklcen for G i (g. 42..) . - De b,efro'gfede ful'1lc­
+ioner F er II'd+ mere generelle, hvi I ket- kræver en b~ru.ndelse I 

for 0.+ (9.42.) 09s~ i så fald definerer e.n losning I m.m.) 
Til sidst i [WJ §3~ h~vnes IUndbe-fingelseh U(Of.):=: 0, P(P)u!(~) 

+ (lu.(~)::; O (a~o). Den beho.ndles ved den forudgåen.de tea,; 
idet tnan Sa2.fter .f(lp,"fi)= IP ("tpr~i +~<p"f-)dx + 'UP(~)~(") 09 
,,:: {€pe Co( Cot,Jn) \ r: !.p' 1 d)f. It. 0:, LP CD<l =: O~. 

K '3.3 Seecielle ~enska.ber ved egenværdier 09_egenfun ktion er. 

Bemærkninger -iiI [IN] §3B. 

'Disku.ssionen, a.f ~enfunlc:tiol1ernes nl..dpunlc:fer forudsætter, 
a.t man har gjort sig kla.rt I 0.+ en egenftAnkh'on k:un har ehde-

lig+- mange nu.lpunkter p~ [oc,pJ. Dette ses s~ledes:' Anta.g, 
a.t ulc eX.) havde uendeligt tnan9€ forskellige hu..\punl<.ter ~ 
(lX,.I~J. 'Da. [o(l~J er komp'!!=-+ I vi\\e der eksistere en I er-
gent f J Ige a.f disse f f)(j 1 j= 1 j ka.ld sræf1se.v&rdien xo ' Da 
Uk er kan+inu.er+) er U'()(ø) = J,'m U(Xj) ::: O. Endvidere vil 

j.-,/1D 

f6'gen a.f d,fferens!cvof,en+er ,-te)(j) - LA ('xc) konvergere mod O I 
Xj - Xo 

hvormed U~(XO)::::O, do. u~ er differerdiabel. Alts~ er (L-,,-k.) Ulc.=O I 

Uk (xo)::: u.~ {)(I)) = O ,.s~ Uk er IJsning til e.+ homogent problem 
med begyndelses værdi er . O i da er- UIe ()() =- O I for alle. ~ re [ol,pJ . 
"Dette srrider mod an+a.gelsen om I at ul=:. var egenf unlr=-Hon. 

Vi lAdnytter denne bemæt"lcning bl.a. fil a.t se ,a..+ IU1 (lC>I 

er stykk.evis . C"j so. 0.+ vi kan skrl've f:, f>(~~YI. d'l< om 1\1 

S: ~(~) (~~Ui'r dx. ' 

"Det p~stås i [w J s .173 I .e. 3 ~ 7, o.t "1 '> "1 fil'1der sted i så 
snart de to problemer ikke" er identiske, Deite ,--er Ik:.ke· helt 

korrek-t. Hva.d vi.; kan vise er i sin helhed fo l gen de : 
I 

. 1 1 . 
5æ.+ning 9,25. Hvis ~()(> ~ plj() I «:I(X.) ~ ~ ()(.), iOc> ~ f(~) for a.tle 

X € [ "f ~ I 09 [ Ol I ~ ] S [ex I ~] J dd er Ai ~ A l' S ko,rp .u.h'g hed 
Cdvs. Ai > A1)· gælde~ I så.fremt yder/I'gere en lAf f61gende be-
tingelser . er opfy Idt: 

( i) P) p ti eller ~ I 
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.i.>l. ~ '? i et ?lAnlc.+ a.f [fX I P] I 

[ li, ~] * [O(. ~ J . 

Forste p~+and vises i [w], Sidste påstand bevises sål.edes: 

fAd u1 09 IP være de.fineret som på side 172 i [\AI]. 5&fremt (lU") 

finder sted, . kan, ep ikke Være €9enfunk-nfln for de+ oprindelige 
problem lidet tp 09 <p" er O,' er endepy.nldt a.f [oc, ~J. Do.. mi-

nimumsfu.nk-konen for R('\(.-) er bestemt enfydigt på.nær en 
konstant I ' f ~s o..ltsCt ~:: R ( «1) ?: Ret.p) >- A1 ~ hvor R er Ray-
lelgh kvotienten for det ændrede problem). (Bemærk ogs~, at 
ep ikke ka.n væFe 'C2 .) Hvis [02 I ~J :: [Ol.p] f men en af be-
Tin9.elsern~ (-i>,C10/({'I,'i) er opfyldt/ses at Å1=R(Ui»RCu1)~"'11 
i det u1 * ej i ] oc:, ~ [ og u/ :f:: O ' i o~e9nen af o( 0.9 a.f f> 
(jvf. (emma. 9.3 L O 

])e+ ketl"'! derimod forekomme at p > P i et indre del; n-
+erva\ a.f [Ol i ~] u.den a.t den' laveste egenværd i ænc: ''':, 
idet mo.n kan konstruere f>roblemer, hvor u./:: O '" et indre 

deli n+ervar af [Ol Q ~ J . 

K gA Si~lAlære sturm - Douvi Ile erob/em~r. 
Bemærknir1get -h" [wJ § 39 I 41 09 43. 

J tilfælde a.f at pi ~ 09 f opfylder (9.2.) L [o(,~J med 
undft\ge.lse.. etf enkelte punkter (i reglen e~ eller +t> ende­
punkter) I skal vi tage hensyh hedi l i definifionen a.f V 
09 ctf DC L). Vi sb:,.J d", dels' indfdre. hogle integmbilitets­

be:h'nge!ser I 'der· sikrer ar tp E Mf I .ellP. c.p) < co eller Lc.p E Mf I 
dels t!ogle randbefing.e.lser I der sikrer entydighed af 165-
hin9en -h'l Lu. =: f I eller I mere etlment, sikre.r at ra.ndbidn::tgene 

forSVinder ved den delvise in+e9ro.:h'on I der f6rer +il den v'9-
-tige form e \ ..el I.p ) "f-) := ( Lc.p I Af )f .*) . 

Hvad an9år il")t~ra.bi I it.e.tsbe:hng.e.lserne, /ho.r VI br~ for 
at betragte {blgende t"um (hvor "A betegner 'Lx. p;J \ { de 
singulære punk.+er f ): 

Mf" l lp" M ( (Ii, p.J) I J: <t? d" < co l, 
J~ , 

W ::: f lp € Mf IlP € C@CA) med <pie M , ("'Ctpl)2 + ~!f2.}c\)( "'00 ~ I 
(J(, 

X::: {cpe W I tf € ClCA) med ~ [- (Plp')' + ~~] € Mf f j 

*> Ved visse rnndbetingelser indbY99es do.g et ro.ndbidmg i -[(tp, "t'), j'vf. slu.tninge.n {Af [wJ§?;6. 
etq s.~20 SådaMe medtaq~ ik!<.e her. 
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V 09 J)(L) bliver delmængder ctf IN resp. X. *> 

Hvad angQr ro.ndbe:ti ngelserne : ska.l dl'sse sikr.e l o.t 
~ . 

! (f I "+- ) - ( L<p I ~}f:: I [\P'Pf~ I + '4~'\f') - (-q=>!.pl )i~ + ~CP4.f- ~ J dx 
I:( 

<= P4""f J~ er h'g O for4'ED(L),~eV} 
, 

hvilket ka.n opnå.s på fo~lcell1ge 
Når f '€){.' PCX) - O for >' - (J{. I er 

",g,der efter orns+ændighedeine. 
11m fon !.f I (X') ~(lC~:::: O hvis <p' 
x~~ I 

besrctZ.nsede I eller f ex. "f' er b~rdl...rl.s.e.t og 'P' er ube~ 
på en sQdal"'l måde, 0.+ Ifm po!> ep' (!tI == o . 

x.~C! 

VI s~a..1 se 

dvs. 

~2 o ... hvor p = )(; I:l =: x og ~ =)( po. ] 0,1 J (de er singullJlre i pu.nli-.-

te.t O ) j og på. . Legendæ II'gningen 

- ( 
m2. I ø 

hvor 1=>.:: 1 - ~2 I q. "" 1- )(2. og p.:: 1 pet ] - 1 J 1 [ (p 09 ~ er 

Singu.lære I beSge endepul"'l k+er -1 "g 1 ). rn betegner. et 

heft ikke - ne9o..fiv+ tal. 
For Bessel I i9ntngen har VI 

M~ ::: {Ip E tv1 ( [o ,1 J) I r tp2. )( dx \< 00 } I 

o 

W = { cpE M~ r epE C(JO I1J) med ·c.p'E M I J:. (xu.p'l + ~alp2.) dx<oo t I 
X ::: {cpE W I ep E C2(JO/i]) med ~ [ - O<Cfh ' + ~'<I.c.p J E Mf }. 

, , 

Som randbetingelse i det sin9u.lcere endepunk.t O, hvor poo::= )(~D, 
. væJges [W] § 39 beting-elsen: Cf b&'l'nrOlnse.t) .Iim X~IC)() =-0, 

-:;,I ')(-+0 

mens [wJ § 41 angiver: 'P og !.pI besrær,sede. F'or sirnpelhe.ds 

skyld 'holder VI os til den si'dste, altså VI +u9er {alt ~lrn 
ral'" d betin gelser 

Dermed bliver 

{
lp og ep , b~ræ.n.5ede på. J 0,1 J; 
lp(~) == O. 
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4'(1)= O j I:p og 4" 
f i :>I. 

09 ~ t.f- d>l: <00, 
tIi 

Det ses. af vi 5Se af be·h"ngels.erne overlapper: "'De +o fOrs+e in­
+e.9ra..ler eksisterer, n';'r <.p og ep' er begr~nsede. "De-l+e giver: 

{ <OfW .,. o J>1:ll. \ 
V:::: q> E CIl PO,1]) ",ed Jp'e M I tf og ~I b€:9ræh~de,' ø ~ cp2 d,.; <: ~ 1-

Vi 'bemærker 16vr19+ I at- def resterende . ~n+e9r~1 I når m >0 I l~ggel" 
stærIce bånd p~ €.pIS cpf6rsel hær 0.i hvis ep f.€.x. er kon-HnlAert 

i O I Må der g ælde l a+tp Co) =0. 
Endvidere fås 

]) (L)::: { ep €o X I (9 .4 s) geo..l d e.r J I 
altså I de+odjer. (idet vi . bery+ter beskrivelsen af V): 

~ - --~ ...."..--- ~-- _. - -- --:--~'--~- - =-.. --. . - --- - -- ---- ~---

"D(l): {ip€CZ(Jo/iJ) !<pog 4'1 er begrænsede, tp(1)=O, 

f1 m2 S" 1'011. '1 
i(c.p'Z. d',(.( ~ og ~( l-)!,.~I)!+x~r 

o o 

Teori en fra. [W] § 36 09 3S 0.9 noterne Afsn, 9.1- 9. 3 

9 enn emf6t'~ herefter medeh kelte. modi'fi ka,Honer jSOFtl (111-

givet i [W] § 39. Udover de i Afsnit 8.3 viste e3en~bber 
for de der Ltd ledte 6reens fu.nktioner skal ~OI.n 09stt 
\lise,a'+ U()(): r Gn(x,~)f~)d~ har b~ræn.set di'ffe-

() 

ren-hcdkvot\eht (sml. (&.17) og (9.L!S)}i def VI'Ses le+ ud 
fra. ( g . -11.J ) , 

F'or . t~gel1dre differen-h'Q.11{9ni~gel') har vi 

Mf :.-: {<.p € M ( [-1)1J)! .C tp2 d)( < øo f , 

W ~ { tf' € Mf I LpE C'( J-1) 1[) rned<;o' E M l L: (( 1- x~)I(~I)2.+ ~ ip2.)c\)(<:øo J, 
x= {LpeWI Lp€C1 (J-111[) med. -((1-X2 )t.pI)' -I- 1~:l.lf E MT»~' 

For begge endepunkter -1 09 1 ha.r ?(X.l:= 1-)(2. 9rænse.værd"el1 
O. J [w] §-43 vælges be.tingelsen II'P be:Jrænse.+, (1-"Z,}lt" 

..." O fol" X ~ t 1 H t -e. 15 -1 G 5. 19q I men~ be'hn9 elsen 
1/ ep 0,9 tf' bl29rænsede II angives heders+ po. 5iden. V" Vælger 

for simpelheds skyld som randbe.fingelse: 
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(9.46) lP og ep' hegræns.ede ,F~ J-1)1 [ , 

Dermed bliver 

V == {ep E W I lp opfylder (9.4.6) l 

::: flp€: (j°CJyt+med «p'EM f lp og cp' begrcens~ede I i:,1_1TI;'l.I.f>'2 dx: <00 L 

Endvidere få.s 

J)( L) = {lpE X ! li' opfylder (9.46) t 

og 

Teorien fra [w] ~ 36 og 3B, noTerne Afsn. 9.1-9.3, gennet'nf6res 
herefter med rnod,'fikO\.+ionerne an9ivef i [Wl ~ 43. 

J udledningen· a.f fe.gendre polynomierne 
det nederst. side 190 I a.t u.(I'g heden 

(9 .la) C 1<-1--1 -1 k-i 
CIc "> z' k+1 

00 "Ic:. 
for k-i:> A medf6rer, a.+sumfunk·h'onen for r~kken t; Ctc(t-·o 

vil gå mod + 00 eller -co for t ~ -1) hvis ikke rækk.en "bryder 
a.f' (dvs. cd A er heltetllig F en såda.n måde I af Ck er O 

fro. e.f vi~+ trin). "Denne si u.+n i n.9 , er Ikke, korrek.t; Som 
ITIodek.sempe( kan nævnes, at hvis ck vflr deft'neæt reku.r­
sivt ved . 

med (9.47) kla.r+ opfyldt I men effu,rsom" 

f _ !)lc ~ ~ ~ / 2. 1 
~ 2 Ic + 2 . k + 1 . 'k... ...• "'t.. ;~ C1 

:= ( ~) k. 2. / . C - 4 ( _.i }k+ 1 
- 2 (lct2.)(kt1) 1 = (kt2.)( leT'O . 2 c1 

\tille rækken ~ ck. C1-t)k. +o.g€. formen -4 C1 ~ (kl1;k. (1;.t/, 
sOm er uniformt kOhvergen+ (og alts~ hal kon+inuert surnfunk-

non) for 11; t I < 1 I dvs, for t € [-1, 3 J . 
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Ma.n skal bru.ge den ek.sa.kte formel for c!c.' erne for at n~ 
frem ti! krave.+ Om i 0..+ rækken sk.a..I bryde uf. VI' vl'ser de:fte i 

det f~1gende I samfl'digt vi I vi dog ændre u.dledningen af de 
begrænsede egenfu.h k. +ioner en smu..le I idet vi vil rækkeudvikle 

udfra pu..nk..fe-r t:: O I stedet for bogens u.dv'kll'ng u.d fro 
t= 1 (derved fo.r vi i tilgift opdelingen af egenfunlch'one,rne 

lige og L.LI;'ge funk-h'oner), / 

VI' s6ger en Id,sning fil pl'bblemet 

{
(i ) [(L -A) P '" J -~ ( (1- t:t) I) - A p == O ~ ]-1) -\ [ , 

(q. Lig) 

(Li) P og P' begrænsede på. ]-1)1[, 

"g forsoger med en ræ.kke 

~ , C.~ lok , pet) = øL "" ~ 

Her er fJrste koeffr'cie.nt er- '* O f hvor fA- ~ priori er et VI Ii,-:" ,li9+ 
reelt tal; vi må. dog s+ra..ks forudsad+e P. 'l. o , for a.t 'P 
kan være fc::onrlnlAert i b, Jdet 

(L - ,,) ( C ·ilc.) := - d ( (1- t~) k C t k-{) - A C tic: 
Ic dt k k 

- - k (k-i) c/ctk -2. + (kCk+1) -,,) C~ik , 

ses ctf ledvIs anvendelsea.f L-A på rækken fot- P efter 'no91e 
omfordelinger fdrer +"1 ræk.ken " 

(9Aq) -jLCP--1)Cp.t r-- 2 - <f+1)p- CJA+1 t Jl -'1 +, L [-(k~1)(k+2)Ck+2+(k(k+1)-Ak~Jtk. 
, k=r'f+1,,,. , 

Vi vil kræve, at a. Il e ,led i (9,4~) er'O/men a.(ts~ cr*o, 
'De.:lte. giver beflngelserne 

(9.50) 

{g. 51) 

fljJ.-·f.) = O 

JA (jl+1) Cf 1"1 :. O 

k (14+1) - A C ::: 1'\ 

1c+2. (k+1) (k+2) eJe 

'Den f6rste b.e:hngelse ,giver s+ral;:.s, at }J-"'" O e.ller fA,=,,1, 'Rækken 
for Plt) er a.ltså en rtg hg rotensr02.kke 

00 1'1 

P(t):= ~ a"i I 

'" 1'I'''i;) 

/ 
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hvor Qo+o, eller 0.0=0 med Q1+0. Hvis rækken ha.r po~itiV K-0.h-
, verge.nsrdd ius ~') o! er pet) €o C'f1 ( J""' ~ I ~ [ ) I og a.lle d!fferen-
fialk. vo+ienter fås ved ledvis differen·h'c~:I·ion (jvf. MAT 1- note.rne 
(102) §lS) I so, 'P{t) er 16sning -nI C9·4S} (.i)/ . når- 0.(+50. be-
tinselserne (9.51 )09 (C}.52.) er opfyldt. 

Tilfældet ilo+ O sva.rer tif fL'" O I Co::: Cl o ' Her lægger (9,51) 

ingen b~V}d pgc1 ::: Q1' Vælger vi c1 '" O I får vi at kun 
koefficienterne med .!i9~ hr. er =t: O I og d.'sse er aJle bestemt 
ved, Co,se. (9.52-). Rækken med (0=1 kaJder VI {lt) 

00 
~ 211 

{(t)::: L Cln t 

hvis led a.lIe er 1(9~fun k.·honer-, 5~ .e. bll'ver \t'ge. 

Tilfældet at) == O I 0.1 =F O svarer -til p.= 1 I dvs. c1 = Q1 t c2, "",oz I 

e.ic.,. (<1.,51) 9ive.r her I at c2 :: O f hvorefter C9 .52) ~-ed­
f6rer I at a.lle 1ed med IlSe nr. er- O f mens de u..li'ge e~ 
besf-emt u.dfra. c1 . ~cekk.enmed c?1 ka..lder VI u(t) i~ltsa. 

hvis led alle er ult'9Lfunk.+ion.er I så. u bliver uJlge. 

Ve.dr6r-ende ræk.kernes konvergens bemæ.rker vi fors+ i a.+ 
hvis A:: k. Ckt-O for et ke n-Jo , er Ck+2.p =: o' for alle pEN 
i f61ge (9.52) . Når k er It'9€ I betyder de1te, at (et;) er 
et ~olynomi~m (mens edle koefft'cienterne foruct) er + 
O) I når k ~r ull'ge I er ult) e.t polynomiu.m (menS oll\e 

koefficienterne for -{et> er .;. O ), J de ?~Irynomic;de +\\ f~lde 
er \::.onvergensradiu.s + 00. J alle ancke, 1;lfæ.lde: benytter vi 
Kvotientkrtteriet idet vi opfa..+t-e.r ræ..k.kerne Som potensr&k-
ker t2. ': 

u.li> = t 

hvor koeff('cten+fol'"hol~eJ (med p.eOeller p.=O opfylder 

::: (2ntp.)(2n.t1+jA-) - \ 
(2nt1t-fA- )(21"1+ 2 + f') 

-+ 1 

A\+.s~ er konvergensra..dius 1 i rækkerne er konvergetl1+e for 
t'l <: 1. 

Do. !osninasmænsdeh +iI differen+iaII igni ngen (9,,48) c-t) 
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er pa.ra.metr!seret ved værdierne a.f P(o) og pI (o) I f~s, so.m"H1'ge 105-
t'\lllgeF som linea.r kom binettioner o.f {ti) og ·I..di) (hefu..nder I~~-

ninge.rne med 0.0'*0, 0.1+0 fr~ +ilfa!lde.t p-=OL 

. Vi ska..l hlA se p~ ~ndbe+ingelsen (9. 48) (iL) . Dei'1ne er op­

fyldt af .flt) 09 Ldt) I i de ti! fCillde I hvor dl'sse -er polynomier, dvs. 

{
Co' .e(t) l Co""") er ~enfW'1kfuh, hår A= k (kt-1 ) I ~i9e. ?! O , 

19, '54) 
C1' u{t) ('1'* O) er egen fu.n k-h'o 11 , n~r A.::: k(k+1) I k . u..lige > O. 

Det vil nlA blive vist I oJ der ikke er a.ndre egenft.lnkteoner. 

rækken 

hvor 

C :: (211'tf\(?l')t1+jA-)-A 
(9 55) C fct' n~ o I 

• 1ri+2.+fA- {2.\1.H+fAH2h+l+P.' 21'1 "r p-

ide+ vi antager, a.t A ikke er hoge1 a.f t~l\ene (2h+f)(2n-t-1+f') 

for h € Mo' Vi omskriver . (9.5 $") 4i I 

2n+2+ 1"" 

Som kort skrives 

-; (" TI II 

Her lU benytl-e+ l"'Hrra:tionen q..1 ,·Q2· "0 • ~ h:= ~~1 ~t t';1 læses: 

"produlde.t I fol'" -e g;ehde fra. 1 tll h il ). Endvidere def\'nerer man, 
c ~ 

. har Cq,e)tetN er en i1zt1f6Ige, det u.ehde(ig~flroduk.+ e~~.e ved 
I'"; r: \ 

ta..lf6(9Ul (~'l.,e) h lE I'N I idet ma.n siger, at produ.!c.tet er kon-
ot-i ' 

vergem Med <grænse. ) værdi CA I når SI~dsthævntl2 ta..! ,c6lge (ll.fSnits-
f61 9e.n) kanverg erer mod Cl fol'" n~ 00 (se f €>f,M.A:T 1- noterne 
(102) ~ 21 ), 

fOr a+ finde storre.lsesordenen a.f c1n +]-L må. vi vurdere 
det optrædende produkt; dette gbres v~d hjælp af fOl.9.ende 
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hi ter i u.trI . 

(emma 9.2.6. 

9r~nsevæ rd i O ' 
[Cld (Xt )t~ Il>,! vf!'Ie en fbl9E! af taj :I: -1/ med 

HVIS ræk.ken L xt er absolu..+ konvergent I da 
00 t"1 

er det uendelige prod!.Akt ~1 (1+~) konvergent, !"ned græ.nsevardi ~tJ. 

-, I 

BeViS. 

Da . er' 

"Da. x~ -11> 0, 
ri 

IT (1+xt ) ::: 
("'1 

kan vi vælge -e@i 5& 1+ x.e ') O fort ~ .fo . 
~ -<1 1"1 (ti (1 + X.e ) ) (~o l1 + X ~J) (fot' h ~ -eD) , hvar 

fors+e faldvr er et fast tal '* O I s~lede.s at VI' s~1 vl'se kOI"'l\llex'­

gens af anden faktor for n~ /Xl. Do. denne s+orl"else er POS\­

fi~ I ko.l'1 vi +0.9 e , logaritmen: 
n n 

log ( ~rr (1+X~)):::: L ~ (1+Xt.), 
\ .e",-e& -("co 

00 Heraf ses I aJ prOdLlktet er konvergent præcis n&r ræ.kket'1 

l . log (1 + x-e,) er konvergent. Da.. log (1+}() er differeYi".,.oel 
t=to 

i pu.nkte+ X = O med differential kvo-nen+ -1 I fi'ndes en omegn 
J-b',8[ ,5~ I Log (1+x) 1< 21><1 for x c J-oeoT. Ved sam-

l!> 00 

rnenl(gnings kri+erie+ fas da.., a..+ hår 2. !x.t I er konvergen+, 
00 {c.fv 00 h 

er L 109(1+x-e,) det 09s~. Endelig er 1\ C1+xlll)=lirnlT(1+X./l) 
t"'{ - 't=-.f"l... \1...,00 {,,,f 

Il n Ol> 6· o 

:: lim exp (L Log (1+X~))' == .exp L L. log (1+X~)) :> O. O 
h~OO 

~~ f~ 

\ 

For pro d lÅ ~+eJ [ J L (9.5,6) fås hermed ~ Det 
00 

{~ (U+I'-~2t+i"'l"l 
1 2. tt ) I 09 ajle led er :f= 1 

(sammen I\gn med konsmn+' 

ft (1 ~ ) 
-C""1 (z.t+/-l) (?-!+1+jJ-) 

konvergere mod e:l-' -bl b+ O fcr n -+00. 

Det fOISer da o.,f /9.5G) I At 
som e.n Konstant· h" Mere 

Væ.lg h~ si\ sfrJr ,. at 

CZh+/A asymp-ro+!~k offorer sl9 
. ?raLc,'s+ : 

(2+ J-l) CZ+ fA b l ~ 1 
211+2+ JA- 4 

(2.+f) I CHJA, . b I 
2n+'LT ]Æ 
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Leddene i ræld::.erne for ..fCi) 
res oppefro. 09 ned efro. ved 

hertha Idsvis 

9.29 

09 !.l(-f;) ka.n nk, for n~ no I vurd€:­
leddehe i ræ.kkerne 

to ~~1 i"+1 = b' (~~ ~ t"' - 1.; ~ t2n ) 

\ 

b' 
::: b/(-lo9('l-i)+~ LOS (i-e)):: 2" (~(1+-b)-lo9l'i-t)), 

hvor b' vælges som ~ (2tp..) C2+1"- b for en vu.rdering med nu­

merisk st-brre led og b' væ/0€S Som ~ (Z+p.) cZ+}J- b for en 
vurdering med nu.merlsk mi ndre. led (med samme fortegn) . 

. 'Det f61ger I a.t ..t(-/:) 09 uct> går mod ~ 00 (fortegnet afhæh919+ 
uf c2tU b) Som Log (1-t;) for· t /'1) og 1110 d t 00 SD" 

I r - ( I -e.l.'/; ') I L . o~ . (1 + t) for t '\r -1 Hermed Menes: O L. b1 < ~(4-t) <'v2 

i en omegn af 1, eic. ) 

HviS A er et af ta.llene kCk-t-'O, vise.r dette, når 
k e.1'" li9~ I a.+ tÅ (t) i kke er ~enfunkf\on I s~ egei'1f"ummet 

udspæhdes a.f ,ea·) (j"f. (9.5 4)) i når Ic er ulige udspændes 
e;lehI"'Umme+ af uet) . 

Hv,'s A ikke er et af to..\lene k(k+1) I viser o\Jenst~nde, 
aJ {li") 09 u. (t) begge er u.begrænsede begS€ endepunk-
ter a.f ] -1) 1 [, en h'nea.rkom bi na:h'on må I do. -{ ~ LA er 
hel" holdSVts, lige og ulige I vær..e ubegn:e.nse+ i det mind-· 
ste l det ,ene et"\de!?unk:.t (de..., i [w]' konstru.erede los.~ 
nin9 er netop begrænset et endepu.nkt), A.lt~ er "-
i j(ke egenvcørd; , 

. i 
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10, Dobbel trækker og andre multij:2le rækker. 

T 10.1 Mu.I+ip-le +o.if~er og -rækker. 

En dobbelt+alfo!ge ( korf be'fegnet en dobbeltfOlge.) indexeret \led 

-Inlpa.F (i'l1. n) € /'1\1 x llJ er et1 funldion (I'n, 11 h-- O''I'H'I fra.' IN I{ rN ,hd i IR 

eller (: i vi be+~ner den egs;' ved (o'mn I U"',I"I) e}lJ)( f7.J ) I (am" )m,i'H~Jt.J, 
eller blot 0mn ( evt, GIft,n)' Dobbe-ltf6lgm kan ewen+ue!+ Ot..h9ives ved 

cl skernct: 

~ 1 2 3· ... 

., 1111 Q12. ~~ .. , 
2- Q2.'I au Cl:!.!; IO' 

3 tl31 a~2. a3~ .. , 
o , , . , , . . . . . 

Ud fra en s';'do.n dobbeJtto.lfolge danner mon en do bbe!ttcd n~k:ke. 
(dobbel+ræk.f::e,) , 

tallene Cl mn 'k.aldes dobbeltratld:::ens led. Der er mange forskellige 

måder I p~ hvilke vi lean s6ge. 0.+ knytte e" su.m -til en 9iven dobbeLt­

række . Vi9tige eksempler er:' 

1) Jtereret sumn1a:tlon bestå.ende ctf su.mma:h'on over, n for hvert 
rn og derefter su.mma:hon over m', 

l (2 Qmn) sk:rive.s 0Ci~ L L tlrl'm -It) 
men-! tIEIl\!' -I:} ~ l'Ien-l 

lLLdtrylclc.e+ rn~1Il ~I'" Omn ka.lde:s gerne en itereret dobbeltræk~ ). 

2) Jtereret su.mma..tion lover m forst og n b'-'gefter: 

2. L Qmn ' 
nEiN 1'I\1SfN. 

3) Summatioh af den sædva.nlige ro2ldce dannet ved ordnin9 a.f 
dobbeltrækkens led ved hjælp o.f en bijeldi v afbildni_ns 't: 1M -'> IN)( IN 

De forske../li9€ su.tnmationsrnetoder behOve"': ikke. at Sive Samme 

/'eSu"lmt. 

Eksempel: For dobbe.ltfOlgen 

00 

,bru.ges synonymt med ~1' 
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::z LCl m 
ne:1N 

1 1 'I 1 4 " / 'I 
-1 2: -1 3 -3 4 -i.j ... O 

O 1 1 1 1 1 1 
-1 i -2: 3 -j li . " O 

l( 
\ 

O O 1 -1 '" " i 
I -;: 3 -i '" O 

I 1 1 'I 
'- O O. >0 1 -1 2. -i .3 ... O 

O O O O 1 -1 
1 " O 2 -i , .. 

O O O O O 1 -1 '1 
O "i ,-, 

O O O O O O 1 ~1 ' " , O 

· : : · · 
Omr"! 1 () " O 'I () 

o( 

i i 4 O " , 
1M 

gælder, at 

Jmidferfid forenIdes si+u.nhonen be:fyde.ligt, n&r dobbe.!trt2k~s led 
alle er ~o. 

5 arl-n i na 10. 1 . 
ikke. - nega.tive 
sa.gl'" 1° - 4° 

[a.d (omn )m,I'IEIN være en dObbel+f6Ig€ !'ned reelle I 

led. FOr deh nlhorende dobbe!træ.k..ke. er f'cS'gende. ud­
ækvivalente: 

1@ [, a mn er Iconvergent for hvert Fn med swn sm 01'.1 r sm er 
"tOrN • ;;; tru:. aJ 

konvergent med Sum S. 

2@ l. Cl =: t n L...r hver-t n I og . l t n = ~. 
t'l16!N ,mn I u neIN 

?/ Der finde>.s en ordning 'r:: IN ~ IN It IN I så a.t L Q."!:(It,) :::: S. 
kEiN 

40 For en hver ordning 'r: 11\1 ~ IN)! IN 9æ.lder L a.'I:(lc.l':> S. 
~1lJ 

Bevis: Vi bemærker straks ,a.+ ?/' <!=:> 4° ~ grund a..f sætningen om 
omordnfng af er1 o.bsolu.t konvergen+ ræk:ke ( MAT 1- noterne (102.) 

S. 2.3.02. ) i hår ti 99 1[:2 er to ordninger I er ræk.ken ~k:~ Q..-cfk.) ne.top_ 
do.nne..t u.d fra. rmJcken L Qq; (ko) ved ornordnin9en defineret ved 

-'I ~IN 1 • 
'tl, il> ~1' 

Vi vil vise, a.t i" (-) 3° i bevj'set for a+ 2.0~) 3@ er analogt. 

Anwg fdr-st q at 3° gælder, d.v.s. der er Siv.e.t en ordnin9 '!:: 1N-+l}IJllrN 

for hvilken ræ!dcen L aorlld er konvergent med S!.ll"l1 s. FOr hvert fast 
IæIlJ ho 00 

In har vi det I at ethvert afsnit ~ Omn s: 5 i aJts;' erin r02kkel1 n?1 Om" 110 Icor,-

ver,gent med:su..m SIT) ~ S . Betragt nu- et a.fsnit ]; 511\ i rældcen ];1 SI'I'\ • 

Lad €'>O I da. kan vi for hvert m~ Ino bestemme 
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(10.1) 

Jmidlertid er mængden 

indeholdt i 

sm side - i 

f (m/h) I 1Ti~i'no, h~ho(m) l 
~ m~~e I~~I kS~' ~ ~ 

(10.1) er ~ s. Altså. er 
filstræ.ldc.e.lig stor, s~ lIen-

/ 

i: Srn <: S '+' e . 
m,. 1 

m. 00 

.Do.. e. v~ vi I kårl ig i ses a.t ~ Sm . ~ S I for dhye.r+ mØ , dvs. ræ.le.ken Z Sm 
\ IY\ "'1 

er kol'lV~ent med sum Si $ S . Korl forfoJt hQl'" vi vist: 
') ,. , \" } 

(10.2'> L "" -= s => L L a .: s' S S. 
kE IN 't (Ic) In€!\j nc IN m", 

Anto.s derncest olTlvendt I at 1° 9dl.lder, 09· la.d 'l:: l'tJ - IN)( IN være el" 

bije.k.tiv afbildning. [ad '\,e IN. Be.tegn. d.e.t stbr.ste m. Som op+ræder 
i mær\9den a.f fa/por T =: i 't"l.k> I Ic S ~o l, ved 17'10 ' De.finer for 
hvertm~ mo 

Nm ::: { i"t I (rn. M) € T } , 

Nrn kC\.n vc:re.ne. +om. Vi ha.r da 
m .. 

T =- U {(min) I nE Nm} , 
tn=1 

hvorme.d 

$ S . 

'Do. er rækken ~11>1 "'tele.) korwergen+ med sum s" 5 S , og vi ha.r vist 

(-fo.?» L L tlrnn ..: s ~ L CloctlcJ ::: Sf! :f S . 
1TlE.1N hG IN ke.JN I 

Ved bru.g af (10.2,) f~s nu., ctf sf/cs I hvilke.+ Vt'~er 1@:=) 3~ 

Anvendes (10.3) p~ (10.2J I f~s 3°:::> 1°, D 

/ 
Om en vilkårh'g dobbeltroz.1dc.e, L. Qmn vil VI slge,o.t den er 

lTi,helN 

a.bsolu.+ kOl1vefigen+ I hVIS dobbeltr-ækA",en 'L la ml1 ' er korl'iI~rgent 
1'1''.1'\1;: IN 

efter en af me+ode.rne 1° - 4° (09 dermed e.fter dem' a.lle. I m.ec" 
Samme. grænseværdi). At e.n dobbe..ltraz..klce. L 0mn er absolut kon-

m,hellJ 

vU9e.nf med. sum s (de+l-e begreb begrundes l' ~19ende sæ;fnin9), ctng i -

~ wd: ~ 
L Qrnn := S. 

m,IlE IN 

Sæ.fning 10.2. HVIS dobbelt rækken L Qrrlfj' er absolu.t 'lconverSenf, 
lTi,hEIN 
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[ L Om" :: L L amt'! 
In e.1N hEIN heflll meN 

for enhver ordnin9 - 't: IN -+ IN It IN. 

aevis: Be.+esl") Su.mmen o.f L lc~ml'\l ved so' Jfolge det 9ivne er 
ffl,i',eN 

L IClm", I Iconve.r'9en+ (for hvert m), Iworrned 2. ClI'IH'I er \ absolv..t konvergent j 
hEIN I'lEIN 

be.t~n . 5wnmen ved Sm . El"\dvidere hCU" Jvi for hvert mi) 

l 
m. In. m. 

IL Qml'l I L Siri < L I Srn I - L 
111=1 tn=1 tn=1 nell-{ 

< f L 1Qmn I ":5 L L I Oml"! I ::: So I 
111=1 heIN mEN heft.,J 

hvoraf ~(ger, a.t den i+uereck. række L 2. Clmn et" Ic:onversent; be.+egn 
f'l1€!N n6N 

summen ved 5, Man" fihder ana.lo9f f at 2. 2. Qmn e.r konversent; be-
n€1N 1'rle'1N 

+egn summen ved 

rækken L Cl'C'(kJ 
kErN 

men ved Sf~ Vi 
0'+ 

og 

s= Sf~ 
Lad E)O; 

Sf. Endel,'s er I for en villcå.rllg ordning '1:, IN ~ fNxrt-J, 

absolu..+ korwer9en+ ,fOlge det givne; bete:;..;v '3u,m-

ma.n9ler 0..+ vise. 0.+ s = Sf == sti i 

vi k().1"'\ do. 

\ 
k. 

Sil - L 
k., 'f 

finde 

< e 
~ 

for alle ~E IN, Mængden af ta.I par- T::: f 'C(ld I k~ ko} skrives som 
i be.vise.t for Sæfnin.9 10.1 

m., 
T:: U {Cm. h ) I heN m } 

In ",1 

hvor 
Vælg 

1110 = tno..x ~ h'l I .3 I1E 11\.': OilIM) e T } 

- > m e:~tedes "":I-"11 - o v lA 

og vælg for hve..-+ . m :5 M 1 e+ fal 

J a.lt har vi da 

s -rn 

L 
(m,i'I)ET 

I < ~ - 4 

I 

+ I L. Cl.mn · - 5'( I 
(m,nlET 
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t'i11 ko+p 

~ 1 + l. 4: + L l Cl'!:(!c) I + ~ $ G I 

m"'1 'I k=1c +1 ., 
hvor vi har observeret I o.t ~ (m, n) I In 5 1l'l1' I h:f hi (m) l :2 T , og vi ha.r 

v0.l9+ ~,s& de overskydende +oJpnr li,9ger i mæ..n9den {rr(k.) I 
ko l' 1 ~ k ~ "0+ P }. DQ.. e Va:r vilkårll'g I fol9€r at IS = Sif. O 

Udove.r de nævnte summa-h'onsmetoder !::an man +ænl:::e sig an­

d~ i f. u. iten::tnonsl"nefoder, hvor ta.lpa.rrene i IN x. IN ordnes i en 

numero..bel fami lie. Ai u A2, U .. , a..f numera.ble mæn.9du Am=- { (Pm". '1mfl) I 
11€ IN l, 0.9 I'na.n fors+ 5~merer over hver Am I dernæst surnm.erer de. 
fremkoW'il1e summer over m. 'Dette sva.rer i· virkelig heden blo+ 4il en 

omordniM9 a.f IN j( IN (e.n bijeldiv a.fhi I dning ($: IN It IN ~ IN It rN ) I hvor 
itera:hOl"lsm~+oden 1" an Ven des/ p; den omordnede dobbe.Hroddce. Ab­

solu.+ konvergens bevares ved· e.n sruJan omordnin9 i beviset herfor 
kan f~res til ba.ge +il sætningen om omordning a.fen sædvan lig n:ekke.. 

Vi kan 09s~ betr0l9+e bljek+ive a.fbildnin9u mellem W (eller 
IN:!.) ~ INk ( k: hel > 2. ) 0,9 opstille nye ifero.+iVe su.mmationsme­
foder. Defte fbrer ind p;' begreberne k - dobbeltrcekl::e (spec,:elt 

fri~elrække) for Ic= 3), hvis be.ha.ndling begrebsmaess,:g+ Ilgner oD.beJt­

ræk:.kerne i .så. hej gra.d I o.r vi ikke. vil give man9e. detaljer, 

~ en. fn'pel (tal) folge er. er; fu.nlch'on, (hO n2-' n~) H> a~,n2,n?> fro. 
IN ind « fR e.ller ([; de.n tilhol"ende tnpel (tal)ræk.ke sk.rives 

Z. o... ni,rl~,n~ , For Ic hel positiv defineres en "--do.bbeIHtoj)~1ge som 
n1,na,n3 E:iN , .... 

en funktion (1"t1r .. J h/c.) H> 0h1, ... ,hk fro.. INk. ind i IR e.ller <C i den tilh6retlde-

k,- dobbe(tn:d::lc:e skrives L 0n1) ... ,1I",. Når 101 I er det ofte en fordel 
~r"'/lk:€ IN 

a.t bru.ge velctorno+o..+ion ! a.ltså. skrive ("1)"') hk.) som h (~+ \T'HA.Hi-inde.~), 
hvorved k-dobbe.ltf6Igen 09 k- dobbe(n-~k.ken skrives 

, C at! ) bElhlk henholdsvis I a J'I ' 
!!ElIJk -

/ \ 

Når k: > 2 I er der flere end +o ha.+urI19€. i-rero..-I'onsme-toder, 

svarende fil hvilken ræk.k.e.fJlge ma" vælger 0..+ slAm~.ere. de Ic 
indices efter; men moralen bliver som l' Sæ+nin.9 16,1 0.9 10.2.: 

Sætning 10.3. For en k-dobbeltræ!c.ke med r.ee!le.,ik:ke.-n.€9o..tiV'e !ed 
er samfll'ge sL-U'Tltna-h'onsme.+oder u.ndu ~} 09 b) æblivalen+e: 

hvor !:.I::: (111 ;,,,) f1k} , og (j1 J '" Jj,,) er en permu.+a:Hon a.f C1J ... )ldj 
I 
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f?1N Q~(!) / 

hvor 't:: IN 4 Il-JK er en bijek+iv a,fb,ldning . 

Vi siger I a.f k- dobbe!+rækken '[ Qn er etbsolu..+ konvergent, 
~e:ll-lk -

l. It I a" I 
!:lE/N -

konverserer efter en a..f (09 dermed o..lIe) me+od.erne i 

Sæfnin9 10.',3 u "g mC).!') finder 

Sæ+nin9 10.4. Ic - dabbe Itræ kk.en 

er der\ konvergenf efter enhver af sl.ll'l')ma.-honsme.tode.rne i SætnIng 

10.3, med Samme Sum· 

Beviser: Øvelse. O 

T 10.2. Dobbelt rækker I hv,'s led er fun !dio n er. 

Ma.n k.an nah.A.rlt'9v,·s defi nere k.- dobbe.ltfdlgu I hvis e1eme.n+er 
+il h6rer en villeårlig mængde V j de.t er sfmpelthen afbildninger 
in", ... nd ~ Cl..... '" E V .t...... fklk ind i V. VI' vl'l se på. -tilfce Idet, 

I } J '" "1 I'" , "It. P LA.. 

hvor V er -et fun ktu'onsve,k:+orru..m \ ~ vi kan adde.re elementerne 
o~ donYle k. - do'" b eH ræ.kk.er. D Cl a.ll e pri n ci p i elle s porg s må.! a..tI.e.n2de. 
viser 5(9 for +ilfældet k=2 I vil vi n~j.e.s me.d 0"+ behandle deite 

tilfce.Jde eksplicit. 
[o.,d A =: IR" (filsfræklce.!ig pæn -til' 0..+ vi k",,1"'l il'1~rere. over A) I 

'og lad V be-ie.gne mængden a.f reelle eller komplekse. f..tnkfioV\u 

på A. '5etrCl9t en dObbe.1tf6'ge ( f m n )m,nelN Clf s~danne. fUVlk.:f1oner. 

For dobbeJfræ,kken L f k.o.n vi indf6re .summa.tionsm~todune 
1n,llelN rn Il 

1@ - 4°. forrige a.fsnit (ide\. vi Ylt..l yderligere m~ skeJne mellem 

J~u.nk.tvis konverøe.ns, u.niform konver~.en5 og kov'lVugens"" i middel 

med nensyVl +il en yæ.g+flWlk.fion ~ <lP på. A. I-lerved ~s ~n So..m­

Ung kOVlverge.nsbegr.eber t 5017l bliver te.mmell·g (stor I fOw:-di VI' ved 
it.e..rafiolt1svYt.e.tode..rne 1° og r ko,V'I vælge -[oi"sk.e.(((g+ konvergev1s­

begæb ved den fJrste og de n Q..,d.en .9n:enseove~9 . 
Nota.:h'onen fOr kOVlver9€.Vls i !fY\ldde..1 på. A -er fO 'g ende.. : 

f( ~) betegner en positiv fu.n.k+ion p3. A I Som. er kon-nvHA.u+ (even­
tuelt me.d V,'sse diS konti nu.i +eter af en sådan 0..'('+ 0..+ 1'eor(€n 

haY' m€.\I'\ing)' Vi definer-u 

. I 
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og ) nAr i nf.egro.lef eksisterer) 

( f I 9) f:::: f f(~) gCl5) ~()() d)(~ ". dXe 
A 

(9(~) kornlA9ues, hår f 08 9 tillo..des 0..+ være komplekse fun1dioner). J 
det fOlgen.de \ skriver vi for simpe.lheds skyld d)(1 '" d'xe som d25. PUi1k­

-nonsk.lo.ssen M~(A-) (evt. M~) def"V'le.rer vi i tilfæ.ldet t >( Som mæng­

den Cl.f k'on+årH4.er+e fu.nktioVJer f rO- A med IIf "I? <: /x). (Visse. do's kon­

finu.itet.er kLlnne, tillades i det mg, 96res spec.ielt i de iil fæl de ,hvor 

der er brug for de.t.) A t 
N 

f E Mf CA) I fl'! E Mf(A) for hvert n I Hf - fu fh II~--J) Cl for 1\1 .... 00 

u.dfrykker vi kort ved 

(1CLS) L:ff! :: f 
IIEfi.l 

i ord: raz-kk.en / kon\le1gerer i middel (~ A) m.h.t. ~) mod f. 
sætningerne i afsnit 5.2 og 5.3 overfores u.den videre til +;1 fældet, 

hvor interva.lIe.t [t.tJbJ er ers+a.ttet med mæn9den A. 
Sva.rende til (10.8) skriver vi 

uniformt på. A 

hvis f(~):: l fhC~) for hvert x€ A. 
h€M 

Vi vil ikke opregne alle de. forskellige konverS€.nsbegr.eber for 
dobbe Itrældc:er, i me.n blot fremhæve. noSIe.. tilfælde.. I hvor visSe.. o..f 
dem fa.ldu so.mmen. 

For _?-unktvis konver:gens har man ,$om en umiddelba.r konse-

kvens a.f Sætning 10.2.: 

.Kon:dla.r 10.5. Hvis der for hvert ~E A gazlder I Clt L Ifmn (~) I er 
tn,rtE IIJ 

konvergent 

L frnl'1 (25.) 
m, t161N ' 

efter €f' af me+oderhe fl - 4° i Sæ.fnin9 1C(1 I da. er rækken 

PI.M1k.+vis·konvergent~ efter hver a.f rne.fodern~ 1°-4°) med 

So.mrne Su.m· 

For unL~rm kot1ver-gens ~ let '(ed hjælp Clf mo.joral1tk:riten~t: 

Sætning 10.6. ' AI1tCl9 l at der findes en dobbeltta.lrække Z Q. 111 n I 5~ der for 
hver+ Ul1,n) € 1M jt flJ gaz..lder m,nEIN 

I fmn (~) I ~ 0tTIn for alle ~E A. 
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Hvis L o'unl"l er konvergent I fl'Y\des der en fun kfq'cm fe ~) po. A , om hvil-
m,IiEIIoJ , 

ken der gælder: 
1° For hvert m€ iN er l fmn i'.lniforrn+ konvergent på A med su.rn 

tler.J 

fm, hvor L f er uniformt konvergent p~A med Sum f 
melN in 

2.0 fur hvert nE fN haves 

Z flTln : 9h 
mUJ> 

hvor 
L 9n == f 

heIN 

'!/' FOr enhver ordning 't: IN -'I IN%. 9æ..lder 

L f 'C Od = f W"liform+ p~ A , 
kErN ' 

\ 

De, sædvo.nlr'g€ sætninger om uniform kOYlve.rsens ko.YI nu. an"iendes 
p~ dobbeltrcekker I sOM opfylder forudsæ+ninsune I Sæmu""9 10.6, ved 
a.t man su.mmer-e.r .efter en ordning i[". 

Konv~er\s i middel ha.r sær/l'9 interesse i forb{ndelse me.d 

Pou.rierræ.k~er. ~!r\ dobloeltfo'ge a.f funk.+iol1er i, M~ CA) I (g!mn \"I"l€IN 
ka.ldes e.t dobbeltortogonalsystem i MC?(A,) I hVt"5 

(10.9) ( 9? Ii'In l SQmll'll \~ := O hvis 05 1cW"i hvis (m,h) "'" (m/,n') . 

'For en funk:h'on f G Mf CA ) def,'neres Fourierkoefft"c..ienterhe efter dette 

system ved 

og 

Vi . har her 

Sce+nil'1g 10.7" 

(f I ~mn )f 
II SPmn li; 

er dDbbe1træk.ken 

Cad f e Mf CA) ha.ve Foun'errække'1 

/ 

gælder da.. om nedenstående udsagn 1°- 5° I 0..+ ~o ~ 4C>· ~ ~ I sal li ,i­
at, il,) ~ 5° 09 2$ =r 5~ 

1@ For hvert JTI€: IN findes fm e M~(A) I ~ 

(10.11> l. Cmn ~mn == fl"l"l l M~(A) f 

t1E(I.J 

/ 
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ror 

Der 

hvert n € f!\j f,'ndes .91'1 € M~(A) I ~ 

L Cmn ~rnn = 9" Mf (A) I 
1M IN 

L 9h == f M~ CA) . 
/I€rN 

findes en ordning 
2. ~ 

'l:: IN ..... IN « 50.. 

L C <t(k.) ep It(lc.l :::: f i f'\) (A) \ 
kUl 

IJgI:i L" t ..,. ror enhver ordning 'ti: IN -Ii IN gæ..ldel" 

L C'CCIc.J a2'CLk.) :: f t" M~~A). 
kElN 

10.9 

S' 'Parseva.ls Ilgnl119_ ( for dobbeltorID.90Yla.{sys+el'l1u) gæ.lder: 

(10.t~) '> II~ 112. ilfl?-L I cmI" (2. :::t:!rnl'\ =- I.., 
m,nE: n-J q. > 

Bev(s: Jfdlge Sæ-fning 10.1 lea.n rækken f (10.1'~) summeÆS p~ 
enhve.r af de der nævnte må.der, med samme resu.l+a+( de.n er lUr bl/­
r'9+ alnd konvergent I ide.t der gælder enancdoB fil Bess d s wQ~hed). 

Vælger vi i en ordning '(; I er rækken 2. c~(k.j 9? 'C(Ic.) FOurl·erræ.".:lcen 
~rN 

for f efter or+0,90I1a.!sys+eme+ {~'to(.)} KE./N i Sæhli'ng 5.12 Siver dQ., 

at k~ C'tO:,) § 'L(I<:.) :::: f " M~ (A) , hVis og kun hvi S ~ I c'l:O:/ /I ~'tLI<:.) II~ 
::: /I fil:. Hera:.f f~s cekvivctlensen a.f '2>0,lt'~ og 5~ 

Lo.d os nu. vl'se 1° ='> 5° i 2'" => 5° vises anajost. FOr hv.er+ fast 
rn er f619.e.rl ~ ~tnn t flc;:."" et orto,9ona.lsys+etn i Mf (A). Ved Sætning 
5.11 fOIger det I ctt ta.llene c rnn , ne llJ ,! er Fou.riedcoe.ff'denterne 
for fm efter deJte system I 09 Scetning 5.12 9,Ver, a.t 

(10,14) l. fCmn \2. l15emn 1l'Z.. >= !lfmll~. 
h€.1tJ f. ') 

N u., hViS m '* m' I ha.r vi ved 
N 

( f m - L eilif! ~ mn I f m' } 

5u.ccessi v o.r1 ven cl e I se o.f 
N I 

"~ , I S /I fm - nS Cmn ~mn II~ /I fin' Uf ~ O for N-HO I 

at 
N 

(f m I fm' )f :::: lim ( L Cm" $E.mn I fm, \~ 
1-1->1>0 1'1'''1 

N NI 

Crn'~' ~ min t-l, J - lim [ lim ( L Crnn ~mn Il 
.1'4 ->"" N'-'I/1Q ho:1 n'=1 

== o, 
fordi ( S?mn I ~m'n') -= O for alle n 09 ri. Ud af f~/gen (fm )melN 

dannes de.lf6!gen ( fmj ) jE:iN bes+&ende Olf dem a.f funktionerne ffYH 

der ikke er ideu1n·sk. O; f6(sen (fmj )jelN er da e.t or-fogona.lsystem 
Mø CAL Jfcilge. det 9ivne ' konverserer .l.. ,fm. i middel mod f 

, ~N J ' 

hvoro.f f~19er I af FOlLrierkoefficien+erne for f In.h.t sys+em.e.t 
Cfmj)jelH alle er 1 CSærning 5·11) I samt at -(ved Sæ+nin9 5.12.) 
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( Til fælden€- hvor kun endeh'.st m anse fm er ::1= O overl a.des til Iæ.s.eren.) 
("fo.il.!) 0.9 (10.15) siver tilsClmMen 

II f II; = L /I f n, , II; == L /I f Fn II; 
je.tw_ J ml: IN 

:: L L I Cmn ,; /I {Emn II~ . ~_ D 
f1I€/N nelN 

I L'O / 
At vi ikke kan VIse ;:} =il 1° skyldes blot den sædvMI'ge defekt 

ved VOte5 funldtoV'lSkla.sse Mf (j"f. bemærknihgen side 5.5). Neil" 5" 

gælder, vil rækkerlfle L Cmn ~1TIf1 foJdisk. k.onVe.r~ i middel I'noa 
nelf,/ 

fu.nkfioner f «Som kan have mange dls!contirIlAde+.spunk.+er i med bru:! m . N 

af [ebe.s,3i.Ae. integra.le-f ka", ma.n dernæst vise« a..t /I f -~ fm Uf --t> 0,-

Dobbeltorfo,90l1aJsysfemet (~rnn )m.~EIN siges cd være :fU.lds+ændt'g1 
M, CA) I hviS der findes en ordning 'r« s~ del- sæ,dvOJ;,,\(q'S€ orfu9onal­

system ($'t(/(') )k.€tN er fu.ldrlændig+. Jf~(ge Sæfnil'1,9 10.7 er dette 

ensbetydende med, otf Parseva..ls 119ning (10.13) 9C11.Idel'" fo!" C1,c· ler 

flAl"lk+ion fe M~(A). . 

K 10. a frodu.ktortZ>9,ona.lsy:sf.emer. 

De1te "g næste afsnit knytter an +iI [W] §31-35, 41,44 lTl.fL 

J forbindel se lYled me..+oden ··s€paro..oh'on a.f de varioØle,1i ska.! 

mCl1\ behandle rcekkelAdvikllV\ger efter or+09onalsysternet"p hVIS ele­
mentet" er produkter af fu.nktioner af hVer sin vo.r(a..beL Nå.r der 

el- flere end tv u.afhænglge varia.ble. f&.r de på.goeldende. ræ..kker 
i'le9len form af do b be.l+ræ kk:er el! er k. - dobbe.ttræk.k:er. 

c!:ksernpler: 
1. Lap'(aces /lOgning i en ternin9_ kan b ehandles ved be:fvugfnil19 

ctf dobbeltrækken (for (x,y,t) E [0. rrJ~ ) : 

jvf· [W] §32. 
2, [ar-(a.c..es 

af dobbeltrækk.en 

hvor 

Sin h 1/ li +m'J.' (7\ -Z) 

5inh .Jn2.+I11~ 1\ 
sin InX sin ny 

I(gning r' en cylinder k:an behandles ved hjælp 
(for (F,9,Z) € [0,1<1])( [O,zn:] )lo [D,n] ) 
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[lIV] § 33. 

3. 'Den +re.d irnensionale bb'ge.ligning i en terning_o De ialt f;"re 

u.a.fhænSt'Se va.rio..b!e (X1y,l)t> genneml~be.r en cylinder [o/rrJ~l<.[ol~[ 
med terningen som "bundfIOtdeu. 'Begyndelses- og randværdiprobl-emet 

kan loses ved 'ljælp af en -fripelrække 

~ ( 'd"'" ~in IInll et ) - L _ dl:! cos U!! !I et -+ f'i - Sin tV. sin ~y sin °37, 
!1elN-~ - II!:!!I C , 

hvor vi ha.r brtA9t vekrornoti:ltioh ': ~:: (1111 nl., !'la.\ , II!:! II:: ~ I1l+ 11~ -t n: i I Se 

ioVdg+- [wJ §D4. 
4. 'Poissons 11'9ning i en terning_ kan benandles ved kjlJdp o.f 

en tripeh--æ.kke. ( for (lC,y,~) € [o,nt') 

~ .Du 
L. "111112. sin n1)( sin nzy Sin "3 c f 

!1E (N3 1_ 

\ jvf. [WJ §?>5. 
S. SVin9nin,gel"" ( en 

hjæl~ af en dobbe.ltrække 
cirkulær tflembran kan behan d les ved 
(for (r; e I t) fE (0,1])( [0,21\] It [ o I Qo [ ) 

L (Cml'l cos m9 "" dmn sin me) 0/1'1'1,1'1(1") cos ( cJx~)' t) I 

meNo ,l1e rN 

hvor- A~) er den n-te esenværdi og o/m,!'\ er) er den n-te egenfunk-h'on 
1; I egenværdiproblem.e.t 'fOr 'Besse(s d!ffe.renha..1I igning , i ~ d ( d!.l. ) m"l. '" f . - F dr r dl" {- 1"'2. u.. = 1\ U. or 0< r < 1 

hvis Idsninger 

formlen 

u. og 1).' begrænsede p~) 0,1 J I U( 1) c: O I 

u.dhykk.es Ved de.n ml+e Be..sselfu'hlc::hon Jm (r) ved 

J. (';~ftl)' r ) 
In I'i I 

jvf. [w] §41. 
6. (a,p-Iaces ligning i en k.~le ko.n behar:dles ved hjælp C\f 

dobbe.(træk keY)' C. for {ri !P, e) € [O,R) j( [o, lrr] It [-Ti, rr]) 

2- ~I'I rrl ( aml'! cos mcp + bMn Sin mc:p) Pli ri'! (COS e) , 

tn,hE.lN o 

hvor funk-h'onerne Ph
M er de associerede [~end~- fu.nk-h'oner I jvr 

[w] § 44. 

J disse eksempler optræder produk.trækker Qf formen (\11uJ 
kompleks no+o.,+ion for de. frigonometriske I'1::ekku~): 

(10.2.0) 
m,ne 1l 

(10.2:0 

----~---~. --- -------_. ~-' 
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(10.22.) " Im)( L C/T1n (t) e <P17ll1 (Y>. 
me71,nelN 

(eksempelS med (x,y):: (1'",9> I eksempel 6 'med (x,y,-!::): (tf/e, r) )j 

(10· 22.) er systeme.t (l.f'mn )nEI'N et fU.ldstændi·g+ ortogona.lsystem (p~ 
et intervaJ af y- ~k:sen) for hvert fClS+ m. 

(10.20) er et speda.ltilfælde. o..f (10.22), 09 (10.2.1) el"'/af samme, rent. 

trigonometrIske type· Som (10.20); de.t ~tincipielt set mest generelle tilfæ,l­
de er( 10.2.2>' BehClndli ngen af a.lle tre tilfælde f GLide!"' ind under f61g en-

de sætning: 

r ti • 
Stetning 10.S: J-Cld A s: IR være Ul b~rænse+, ClfsllA:t+er mæn9de, 00 lad 
B s.; iR.fz Være &ben eller o..fsluttet, A OS B forsynet M«i positive. vægf-

! / 
{unk-fioner ~(~) E: C"(A) henholdsviS (Jcy, E C"(B). (A 09 B Clh+a912s a.t 
være s~ ~e I 0.+ vi Ic.a.n int29rere over dem, f. e)(. bn det være in­

terva.ller.) ,Co.,d llpm (~) )melN være et ortogonalsystem i Mq CA) , 09 lad der 

for hvert tn€ ~ vcere 9ivet et ort09ono..Isystem l "fmn'( yl )nelN i M6 (8)" 
Mængden A.,. B ~ 1R~1+4!2. be+r~tes, med væ9+ft-lnie::tionen i.(~,y)~ ,?(~)d'(y)~ 
Der 9ælder det:, 

1) Funktionerne ~mn (~,y) :: 'PmU'o"i-'lnnCy> for (/"I'I,I'lHS YWlID-J ud90r ef 
orto9ona../sysfem i Mr (Å It ~) • 

2) HviS systemet ('Pm (ti) \nE:1N er fu.1dsfændig+ i M~(A) log hvert 
af systetnerhe ('\f'tnn (t) )hEfI.I er fu.ldstæ ndl·8+ i Md' (B) I do.. er (~mn )"""fI€1N 
fu.1d stæn d !"qf i MI ( A)( B) " 

Til bevise.t for 2) vil vi benytte (e.b~l.A.es sæ.+ning om doma"ne.æ+ 

konvergerts (re"tte .... e ~ et kOl-ollctl"" t~l leb-e'""34.'e-' Sæ.t~l\l\~) . 

Sæ+ning 10.9 (CebesBue..). Hvis UN(Y)~O for N-HG pu.nk+vis p~ B,og 

der findes en ikke - ne.g/).-nv funktioh - !A.cy> med . fe u.,(y' dy <. 00 , sti at 

IU.NCy) I ~ U(y) for hvert YE B I ajle N E IN I 

Sætningen vises i MAT 2.12" Uden denne sæ:fnil'l9 Icu..nne. vi vise 

2) tinder yderlt"9.ere f9rlAdscetnfn9e.r om de 9ivn.e systemet' , jvf. senere..; d,et 

er d09 nok en le +telse 0.+ lconstlLtere. nu. I at 2.) 9ælder. helt al ment. 

B e.v !"s fQr StØninB 10. S : 

1) For To fa.lpor (JTl , n) 09 (1'11' ( n') € IN)I rN hor vi: 

*) Uhder anto.~elser-ne om A 09 f er "fUnktioner,,!! i MI? (A) ndop de 
kontinuerte fu.nkiloner p~ A (lner, M~(A) 09 C'eA) har ikke SaWHYle norm). 

Sndvidue I n;;'r fe: Mi. CA!!'e;) i vii f(~,y) for hvert fast '1. filhbfe M~(AL 



1 1 
:==_'_~-~-~"':"=C~~-~:--=O= ~~-_ _-'-

~i (f,? .If 

f 

Da i n+e9ra.nden 
u.niform+ konfinu.ut 
er o'" Cy) kOr'I'h'nue.r+ 
vi har -

f(~IY)tp~(~) f(!S) er Kontinuert ~ AltB, og derfor 
p! Ar. SO for hve.r kornr>o..k.t delmænsde t!>o a.f B I 

på. B. c!hdvide.re 9ælder I at, a/n''t) E Mq(B) #li 

hvormed 

-2-

II "Pm II~ 

_2-

II c.p,., II~ 

-1 
/I epln II§' 

J lam ey) ,1 6lY' dy 
13 

I ( f ( . f t) I 'Pm ( . ) )€? I 

II f ( . , '! )II~ .UCf'tn II,? 

/I f ( . , !) IIf for hved Y 

Vi kan da. dal'1ne FOu.rlerkoefff·clen+erne for denne fUnkHon efter sy-
- sterne.t (I\f'mn ly) )111,n€fN M6 lf,) : 

a"., = 11",.,( { a",ly) ,+"," lyl (f(y) dy 

:: lI"+mi1I1;211Ifrnlffl2JB fA f(~,y) CfIn{1S)'tmn et) l?(~)6(:O dlSdy 

= 
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og vi har da. ifo!,ge fvJdsh:endigheden o..f systemet (rt""n )heIN 1"16' te) ; 

N 

J~ I Om (y> - ~1 Cmn '\fmnlt) il. d'ey> dy ~O ) 

for N...,. IX). Ved mu.l+iplika:lion ctf denne talf6lge med Ifm (~~ ,2 ~C~) d9 
integra.tion over A fgs 

t 1- I aIRly> 'Pm [! \ ';" t. Cmn ,/,,,,,, IYl 'Pm [",12 6/j l ~I~) dy d~ -> O , 

d.v.s. 

L.pm(!) O/7l(Y) ::: L CmJ'l ~lnn(5,y) 
I1EOIN 

fm (!5,yl :::: 

s~iller altsg, rollen som fm i 
P&standen kah da. VI'Ses 

(10.25) L fin = f 
II1E IN 

Her-h I be.tra.8+es 

IN ::=. 

lf'm (!) alT! (y) 

Sæf-nin9 10.7, f'. 
ved; 0.+ vi viser af 

M~ CAl< 'B), 

N 

I fc,lS,y) - L tpln(~)am(Y) f~(~)6(y) d?Sdy 
- 111=1 - --

Pr. definitioh a.f ~(y) ho.r VI Jor hvert fo.st y_ 
- N -

(10.2.6) J (y) "" f 'f(15,Y> - l. ~(~)am(Y\ r~~qp dlS. ~ O I 
N - A - 111=1 111 -

for 1\1 ~ Co. It-J. do...nneso..f denne +0..1 fo 'ge Ved rnu.ltip!ika:non med ($<y) 

og inte9ra..fio1'1 oVer 'B. Under visse ornstænd'9 he.der kan man vise, 
0.+ J;, (y) ~nver9.erel'" u.ni formt mht. y _ (se 'Bemærkning 10.10 neden.;. 
for I og ~ast().nden [W] s. 142 !. 10- 12 ) I hvora.f _ sluttes 0.+ IN -?> O I 

hår f> 09 ($e'!> er b.e.grænse.de. Helt a.lm.en+ ko.n vi br~e I:e.besgu.es 
sætning: 

, \ 

(10.2.7) (ve.d (S:tS» 
.,,=1 

for hvert '16e alle Ne: IN) hvor - ' 
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J& Jc.y)d'CY> dy == JeJ", 1f(~ry)~2 ~(~)6'{y)d~dy:: II fil; . 
\ 

Do. ~ (YH5(y) -'P O f>un k+vis r;;' B I er ~ o 09 opfylder (10.2.7) I f6lger 
de..t a.f Sæfning 10.9 I at IN -+ O , hvilket VIser (10.25). 

Hermed er redegjort for a.f 4° i Sætning 10.7 gælder/hvormed 

?/',4° og SO gælder for' fe M~ (A l{ B), 0,9 sYstem.e+ ( æmn )m,f\ErN er, 

fulc!sfændi9t. O 

For mere generelle fu.nktioner ko.n man he~.eft.er Vise. FVu.rierræk.­

kens konverget"lS ved approks'·tna..hon i middel (på Ax B I mht. ~ ) med 
kontirll.Åer~ ftAnlch'oner. 

Bernærkn(ng 10.10. Antag I a,f A er et interval [«'I~J I og /At syste-
met (<.pm O() )1Tl€1N er or+ogoyu::dsysfeme+ .svarende. -lil et l'esu.læd sturm­
(iouville problem, 4>m horende. -til egel'\værdien 'Am' Anfa9.a..l B er 

begrænset log' <rcy> er begrænse-t. Antag,0+::' eksisterer og er kon­
ti nued på A)( 'B I og f 09 ~.. er be91"W"lse.de på A '" B. 

D(A har VI' for hvert y. r jvf. [wJ s. 1G6 -f. 2. • 0,9 dr'sse noter s. '1. 1'3 
(L~I'vI_ ~.I't)I· N . 

~(y) = II f(·, r) - k ClnlyHP",C') II; 

< 1 J~ [~()O( ~x ex,:O t + 'll)() fcx,y)! J dl( 
~N flt 

< 1 k 
"", I 

hvor 
K = (~- æ) max ( ron (::t + <:100 f'- ) . 

{X,Yl€AICB 

Da \.J -+ ~ for N'" 00 ,fQS a.t 1;, lY' .... O W'liformt, hvora.f slu.:tt~ ,o.J 
IIII -+ O for N .... DO ved bru.g af sætningen om inte9ra.:h'on af en u.niformt 

ko n ver9 en t fu..nkhot"lsf6Ige. Da vi ogs& har 
2 N '-

~ ( y) = "f C, y) IIf - ~1 I Q.",cy>l2. 1/ 'PI'I\ 1I~ i 

Viser d.ette tillige påstande.n i ,.[wJ 5.142 1.10-12. 

~ndv,dere giver det (Sammen med o-ndre. overvejeJse\'" bev~set 

for Scetnr'r19 10.8) den mcu191ende dækning for- \ henvisningen i [w] 

5.182 I t. 2 fm. neden: " Sy the argument of 5edion 31 .... 1
: 

Forannævn+e e.ks.ernpler (5.10 .10ff) behandles nu ved Sce+ni.,,9 
40.S: 

FOr .ræ.kker af fypen (10.20) sætter vi A=S:. [O,2rr] , ~=cr=" i 

do.. ( e Imc ) Of.71 er et fl.Åldstændlgt orfogonalsyster:n i 1\11 ( CO,2.rrJ ) I 
foiger f a.t ( ~rnn )"",hE.iZ med ~mn;:: e imx einy = e.I(ITlX+I'IY> er et fu.ld-
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stændigt dobbel+orto9o~alsystem i 

tes i ('10.2.0) SOI1l en pa.rClme.ter: 

funktion f (X, v,t) konvergerer i 

f for hvert fast t. J 

M1 ( (0/2'11) x [O,27'J). [Den variable t OpfClt­

FOU-rlerrc:eldcen efter (x/ y>. of en \Q,ntlnuert 
midde.l mht. (lC,y) e [0,2.7\] Il [0, '2.~] Mod 

Specielt haves for enhver ordning k: H> (1'I1(k) ,1"'I2.(K» (bijektiv af-
bildning a.f IN på. ?Lx 7l) 0.+ ortogol"Hl.lsystemet (e i lh"lk)X+I1:tCk1 y) )k€rN er 

fuldstændig+ i / Mi ( [o,2.7rJ )( [o/2.7\J). Dermed kan tripelortogonals-ysteme.t 
( t:>~111)( il'l2Y ':11~.!.) , . (10"")' (i(n1(Ic)X+h2(Ic.lylein!jz), 
~ e e "1,lll ,I1!€1l.! .~-I organiseres· SOM e k<.lN,n;/=.-g I 

hVis fuldstæl1di'ghed f8.s af Sætnin~ 10.8 med A = [o,2.7\J )(. [0,27\] , ~(x,y)==1 f 

f>==[O,2.7f] r 6'cl)=i. 

FOr: rækker af typen (10.22.) anvender vi, Sæ+nin9 "Io.S med 
A::: [0,27\] i ~()(.) =- 1 09 ( «fm 0<.)) .:= det trl9ol1ometriske or+6,90na.(sys+em, ror 

sys+'eme-t ""Vtnh k.an vi eksempel 5" +"'ge B == JO,1 [ , tS{y> =y , ~ i eksem-
pel 6 ta:Je B= J-7\,7\[ I fSly>== i, Der VI" senere hlive. introduceret 

yderligere orfogona/systemer af specielle fun!dioner: la.;lueræflAnk:~;on.er­

he med B:= lO,n[ I <s(y)~ eY i Hermiteft..tnkh'onerne med B=J-oo)oo[ I 

6(y> "" 1 i Mo..+h.ieufonktåonerl1e ",ed 16= [0,27\) I <S(y> = 1 ; se k'a~i+e( 11 

disse noter. 

K 10,~ Uniform, konvergens af mc..d+q::>le fri9onome+riske rækker. 

Dobbeltor+ogonalsystemet af frigonom.e.-friske fW"lldioner p~ [O,27\Jx[O,2:rr) 

do.i"}f")e.+ ud fro.. det trigonome.triske system ~ [0,2.1\] 

{"cos x, sin 'l( ,cos 2lC, SIn 2x I'" 

kan med reel hoto.tion angives ved skema.et 

I l I 
I I 

1 COs y , sin y cos 'ly l sin Zy !l. 

I I 
I I 

I 
I I 
I I 
I 

CO$)( c.o~2'1: CO$)(sin2y cos J( COSK ~y I CoS)( Siny ... 
I 
I I , I --------- --------,-------- -------,.-------- --- ---
I I 
l I 

sin )( S(rl'/< c051 I sin xslny s.ih)(. (0)21 : Sin.,c. -:'ir"l2y .. , 
I 
I I , \ - , 
I I 
I 

I I 

C05 'ly:.. (0$2;< cosy :eos2)( si'ny cos. 2,)l.Cos. 2 y : Co~ 2><. Sin 2y .. , 
I I 

- I I --------- '--- -------,---- - ---- -----~--,-----,-- -------
I I 
I I 

Sih 2"1- sin 2,ccos y !,SinZ)( SI'1 y 5in~ eosly: slh'2.xSi",2y ... 
I 

I I 

, I 
- I . 

I : I · . . · . I - . I · I - I 

/ 
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I 
.( :1 I t bo~ ~ , 1:boz :q Cloe ~ a.o~ I i. ClO2. I '., 

I I 

I I 

i I I 

Gt11 
I bH Cl. 

I b12 2. 0.10 , I ... 
I ~1 I 

--------- I 
_______ J ________ 

------------r------, i 

1 I 
, 

C11 
I d1~ c,,2. I d12 i C10 I ... 
I ! , 
I , 

'I 
, 

I 

2: 0.20 Cl2.1 
, 

b21 0..12. 
I b22,. , , '" , I -------

_______ .1. ______ 
I ' , -- -------,----- ---

-1 I 
, I 

I d2~ 
I 

d 22. 'i C LO c..21 C22. I '" I , 

: ! 
, 
I 

I ! 

Ved ops!::rivningen a.f rækkerne bliver de led (der indeholder et O i 

inde)(. I pla.ceret særsbit. -
Det e.r her el'"! "irkelig no+o..tionGmæssig tettel,se af bruge den kom­

plekse skn'vemCtde ~am+ Usær for k>'Z) mu.I-h·- indices (jvf. eksemplerne. i 

fores~ende a.fShit). Benytter maJ"\ endvidere, at 
1.1'1,)(" ~n2.xZ in/e.)C/( i(nfJ{,,+· .. +nk)(k) t'h'X e e . e:::e, =e--

skrives den Ic -dobbelte frisonome+ris/ce. række simpelthen som 

2-
nellie 

i.n, )( cn e - -

hvor ~ G (O,2~]k (eller eveQ+Uelt ~ E ~k L 
'Befinge!ser for un;form, konversens må. forven+eiigt bliVe genemli-

5cdioner af Sætning 5.2.0 I se P.9~ (emma. 5.18 09 5.-19. VI' finder her, 

at den kræ.vede "91o.·rhÆ.d" a.f f vokser med dirn.ensiohen. 

(emma 10. 11, (o-d oc "0. 1 

(i) 'Dobbe!trækk.e.n L t1+rrf+n1.)1JC. 
llt,nellJ 

ti> 1. Samme !.tdsa.gn 9~Jder for 

Bevis: 
(.{ ) 

(Oi"dlyd 09 bevis for rt) er et specr'a,ltilfælde a.f (-ii),) 

T 0..1 purren e, (m, h) € rN)( IN Svaner +il gdrerpun kterne i for..; 
li 

!i 

4 
,. 
:I. 

@ 

• m" I 
, • 

~ 
" li. ~ 4 Ir m 

ste.. kvo..d,.-o.n+ I som vi ordner ef-Ær 
den MAT 1- noterne (102,) § 2 3 p~, 

51'de 2~.05 b.eskl'"evne rce\c.k-e-fO Ige: 
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(1"n I (1,2) I ('2.,2) ,('2,,"0 (1,3), (2,3) , (3,3», (3,2.), (3,1) I'" 
~. V I I 't I 

1 pl:t :3 punkter 5 punkter 

For hvert helt taJ t:> o ha.r vi I a.t om kredsen a.f k.vadr~tet [-.tJJ)( [-t){,] 

bidrager med l! -1 punkter i for disse gælder: m e.lle.r 11 er hg t I beg­
ge er-! -e. Vi f&r o..lts~ en su,mmo:1iol'1 over 

1 led tr\l1~ d 1 -I- rri!... n2 :: 3 
:3 led med 1~2'1 < 1 + rn2 4- n'1 < 2+,2.,22-- , 

, , 

2!-1 led me.d 
t 

1 + t < 1 + 1"(12+ tf <- '2. -t ze2. 
De.tte giver 

t~ 
2.{ -1 1 

.e. 

L < L < [ :2 (-1 
2.'" CH.e,2)G< (1 + m'-T ,,1.)«- (1+t")0( 

e=1 fi'I,n~ to !'::1 
!lO zt-1 

'Da rækken 2. (1+f.2.)ØI. konvergerer hvis og kun hvis «>1 (So.mmen 11'91'1 
='1 

I() C 

med 2. r}rt-1 « c = konsto.l1 + )« få:) at d~n givne dobbeltrælcke kOhVerger€t" . 
~"1 

hvis 09 kun hVIS ()()"f, 

Når swn Wlo..tionen er over (m,h) e: 7l. x 7l. SUWI'l'Ylet'U vi over a.He ,'"'lens 
I 

giHerpu.nkfer p~ den nærl!9gende måde: 

For e,:: 1,2, ." er der 

[- {;tJ )( [~{) {J , og for 

h 

"/ 

1 >+-

[ 

4, z.e pu.nkter p~ omkredse~ af kvadra.tet 

hvert a.f disse pun k+er gælder som fJr 

1 -I- -tI < 1 + ml + rr- <: 2 (1 -te. Z) I 

hvorefter beViset afslu.ttJes po. anaJ09 må.de, 

Hi) J tilfælde af tn'pel- / e!!er k-dobbeltor+o.90n~lsyst·emer ordner vi 

det 3 - d,'me.nsl'onale c - ellet" k- dimensionale rums gi-H-eK"pun kfEr efter 

skallerne a.,f terningerne [-t,tJ k I t= (0,)1,2,,, .. 'P~ den,-tte skal 
er der (ze>k - (Ur 1)10: gd-fer-I'u.n kter i Cllt, og for punlc.f-e.me (/1'h'" I h Ic:) . 

p~ skcd(eh 9ælder 
1 + t a <. 1 + 11~ + .. , ... 11~ .( k (1 -re") . 

kan da vurderes ved sammenlignIng med 
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rækk.en 00 L Cl!)\< - (Zt-1t 

f-""1 (1+t2.) \X, 

Tælleren (zt)k - (2 e-i)/( er 12.+ polynomiu.m ptV L' t a.f 9ro.d k-i 

pet) "" Ic. (201<-1 + lavere grnds I~ . co 

Sidstnæ,vnte række· vil do.. konvergere præds n~,. ræk.ken Z-
oo 1 / .e-=1 

L .e.toc.-k+'f er konvugent I dvs. n~r 2.oc - k +1:>1 I a[+s~ oc> ~. Hermed 
-e '" i \ 

~ I Ic 
har vi Vist u..dsagnet for k.- dobbeltrække.n I hvor der Summ eres over 7l . 

\~J k pk k 'Jea su.mma+ion over IN l1'1edh.A.g.es v - a-·f') punkter af den 
,{- te Sked I de:ite er 09så el- polynomium af grc:td k-i : 

-e k _ (t,,-1)1c =: ktlc - 1 -+ lavere grads led. 

Herefter går beviset som foran. il 

Weinbe-r9u viser [WJ § 31 Ir 0.+ hvis fcx/y> er en funktioh p~ 
rt I SOm hat periode 2rr i hver a..f de va.ria.ble )( og y I er C'i p~. 
09 nar 2' afledede I hvis kvadro..ter ka.n in+egreres ovrer [0,2.1\)""[0,2.1\] 

( karakteren lAf de evemu.elie dlskonfinu..i-reter specificeres ikke), sQ. k"on­

\lergerer den dohbelte trigonometriske række for f unr'form+ mod f 
pg, r o 12. TI] )( (o, 21\ ] ( og på. IR!!.). 

FOf"I'nlA.ler.e.t ; en sæ-n,ing I hvor det træder fyde!i·g.ere frem I hvo.d 

der får rækken fil at konvergere u.niformt (mens det lidt vo.:Je ud­

SOl9~ Om de anden o...fledede ersta.ttes af et ska.rpere kra.v) (ho.r vi 
altså. : 

Sæil'1in9 -10.12: 

gonornetrlske ræk.ke 

[ad f € e' ( [0, 2n-] l(. [0,2.7\) ha.ve den dobbelte +ri-

fcx/y> ('\.J '2 C tnn e im')( e iny , 
lTl,n E 7I. 

Hvis f ko..n udVides til en funk:h'on ~ fR2 I 501'1'1 har perioden 2:1\ 
}(, D9 iy 09 tilhJrer C2(~ I da g&lder 

(10.29) Z ( Cmn I er konvergent, 
trI,I'1€71. 

hvormed F01..tn'errækken (10.2.&) konvergerer uJniformt mod f p~ 
[o/1rr1 It [O,2nJ . 

Be.vi:5 : 
"i" 

7>y"J. er 

Rækkerne I som ~5 ved /Iedvis anvendelse af 

hen hol dS\lls 
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/) 

ovennævnte So.. 
a'af 
@y?. Parseva.ls 

_ ~ imlC iny 
L hl" CmI"! e e 

") h'J. C ""imx iny 
L 11m'"" e " 

5.18 eller- p~ s. 6.6) , o.i 

c mn ( ~) = -hL crr1l1 Lf)} 

e.r 'virkel'9 FoLtrlerrcekkern'e for :ti' ~f rækker resp. 
/ a){~ , 2lx.oy 

""9ni119 giver da. , 

11 =:~ I( = L m 4 I Cfrlr! (~ ('lrr)2., 
(itrhegm+lon over CO,27r]z 

med v~+f!.mld{on 1) 
m,ne 7l 

II a~~ II' := L m1 n2. I C 1\1. (ZIT)2. ITII"! , 

1'n,I'lEZ 

II ::~ Ir :: L /14 I Cmn I~ (un2. 
i 

m,nEll , 

5?e.ci e rt ses, a.t n:l2.kken 

L (1 +m2 + nZ )2. ICtnn la 
ln,nEOÆ. 

er konvergent. Vi får da Ved anvendelse a,f 
lige Summer: 

Schwarz.' ulighed for ende-

1 i 

< (L Ic"",,1 C1+rn2+n'lt Y"(L (iTm:-I-n1.)'l)i: 
'm'.ln\~N Imt"ntfN 

< klO nsta,,+ for alle N I 

ved bru.9 a.f CemmC\ 10.11 (-il. 'Dette Viser (10.29) f hvorm~d FVwie.r-
tækken er u.niformt konversent. 

, t> 

Kald sumfu.nktionen 9 I da. ha.r ,,~ 09S~ (j"f (5.18) I o.t Fourier-

tækken konvergerer middel /'11cd 9' Da. den vides at lc.cnver9ere i 

midde! mod f . fås li f - 9 II :: O I hvora.f (da. f 109 9 .e.'( kon+inu,er+eJ 

f= 9 o D 

Denne sæ.tning er lan9tfra tilsh-æk.ke."Og I ide..+ VIO ~5å hor bru..9 

for at und er sbge; uhiform konvergens a.f de \edVIS+ difft?·ren"h·erede. 
lttkk::er I SQmt at 9enero..l!oseæ sæ.tningerne fil tripelrækker Q9 evto 

tfle.re. a.lmene /c-dobbeltræk.kero Alt dette er indeholdt~i ~æste Sc~,:+ninsf 
hvis bev(s -j princippet blo+ er el'"l genero.l! sah'on af f:>re9åe~de bevis. 

Lad k€ IN og t€/l\l" o Vi indforu IdClSsen C~([O,2.1tJk),som 
mæn8den af fu.nk+ioner i eeC [o, 27\]k ) der kan uav,"des fil fw"k:­
hOlfler i C.e( /Ric.) I så a.t den u.dvldede fu.nkhon er pel'""'odlsk i hver 

ko Dr d i n o.t re.t n iFlg med period e 'lr\. 
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SæthiF\g 10,13. Ahto.9. at f{;; CO( to,2./TJk ) hor den fr',9onom.efrls!æ. Ic-dob­

be.ltrække 
L n·){ 

C.!:! e - -

er konve~ent I 

BeVis: 

(1("32 ) 
a1J4 L= - ... 
ax~ 

1 

aCl. .. 

axotk 
k. 

er et differen+icdionsudfryk af orden 
svo.r.ende ledvis+ differentierede' række 

r 
0(1 + '00 + «I< :-l S-f I er den,,, - \ 

( ide-t h~j re 
hvori blandt 
hctr (10:~?» 

side \led lAdr-egning 9iver en sU.m o..f positive pl'"odu..lder, 
venstre side ,optræder med hel posItiv koefficient), 
majoro.n+rækken (for ~ c /Ric.) 

~ (tL 2. t/2 L hi ... ", -I- ti Ic ) I CI'I I 

Hver a..f ræ.kkerne (10.35") for O~ t'~t konvergerer, når rælclcen med 
i-'=l. eJr det. Altså \ kOhverguer enhver Q.f rækkerne. (10.33) (med 

L o..f orden S C) u.niformt på. /RI< , hvorefter sC1l.f"ingeV"l 01'11 omby+ning 

af differ.enna.non og su,mmcdion giver I a.t SL.tmfLLnk:liol'\l,for (10.~O) E c.e C 1Rk.), 
iDa.. leddene,.. har f>eriDde. 27r i hve.r koordina.takses; retning \ har 
sl.tmftA.nkfionen (som ør "9 h1ec\ f rÅ. [o\znJk) det ogs~; a.lflså er 

f e C~ ( [Oe2rrJK ). {.q 

b) Anta.9 her) a.t f € C* ([0,21\]k) med 
delvis integra.tion i hver- vario..bel f~s i som en 
[erYIYno. 5.1'S: 

(!{1 tif(k f 
hi '" fik C!:! ( ) I 

L er en di ffererrtial op era:fvr (10. 32) a..f orden 

I' 



/ 

/ 
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Rækken (10.3'3) kOh\fer~rer da. i middel mod Lf I dvs. VI har- Payse,v"ls 
/ 

ligning 

(10.36) '> Ilt «Ic 2. I 2. Ic I :L L (111 1 ... hk) C!! I (27\) == ILfC!5) I d~ 
!) l; 7l.k [O,l10k 

k. 
for ethvert sæl- (C(1"")C(1r)1E: INo rne:d l)(1+ .. ·+OCIc.I~.e1' 

'Bemærk nu. o at der for ethvert tf gQLlde~ 
,-'- . e\ <:::;" (Ilt't 1J()2 

(10.37) (1+n~+ ... +n~)~· 'konstant' L ni'" hs.: k ) 

"'1', .... +"1: :f t I 

idet vensn-e side ved u.dresning findes cd bes+g. o.f en SLlm I med he.\­

fa II 'ge koefficienter I G\.f de f'~ hbjæ side optrædende endeligt mange 
produkter. 

'DG\. få.s I ved Schwarz! u.lighe.d for endelige Summer I fot" N E IN : 
.e a 2. fi/2. 

"5'"' 2 2 S- ( 1 + t"l 1 + ... -\o t'lk) I (!lI 
L t n: + ... + hk) I C_til ~ L (1+1112.+ ... + h~ )(.fI-l..)h, 

mQ.~lI'ljl5:N h'IcI.Kll'ljl~N '" 

D.en fOrste fakfvr er konvergent for N - ()Q ~ grund Cl.f (10.36) 09 
(10.'31). Da. {l-t > ~ I er anden fa.ktor konvergent po. srlAnd af fem-
ma 10.11 (-i~), AI+so.. gælder (10.31).09 resten a.f sæ.fningen f6\9er 
ved bru.g af o...) , D 

Overedt f hvor I"OJ"dværdiprob1emer behGlndles ved n::ekke.u.dvikh'ng i 

trigonoll'l"letriske række,.., giver denne sætning hciglen fil dlsbAssione.n 

~f f ~ hvi I ken VY\o.de den formelt apsk.revne række. Ibse.r dta+ forelagte 
probleO'l' 

Kor!- besk.æve.+ a.nvendes sarlninse.n ~ eksemplerne 1-~ I foæ-
9~eV1de o.fsnit so. ledes: 

Som lbsning til det fore1aeæ n::tr\dvcerdiprobLe.m opskrives ræk.k.en 

i t1.j( 
hvor ~verf led cl'lct> e - - er losning 
er J.,omogeV"l) I 09 k~efficien+~rne et:' (t) 

lÅ (~ I to) ""' f ( !!) ved 

fil diffe.ren-h'alhgningen l sorn 

er ·hl passet randbe:nn,gel sen 

') ih-X 
fe~) "V L Ch(io) e - -

!l e: 7l1e . 

Ma.n sko..l nu· undersoge . hvornår (10.38) 16ser probleme.t 

k.lassisk forstand, Her anvendes po. den ene side S02.tnir'19 10.13 b), 

\ 
--~- --_. , - ---------,----~--------
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Som t.td fra oplysninger Cl tn f giver 1Tl000ra.n+ræklcer for ræk.ker. (1o.3C)) 

og for et pa..ssende udvo..lS a.f dens ledvis+ d'·fferen+ierede. ræk-

keY". p~ den andel'" s\'de beny-ltes dette I So.mrnen med vu.rderinger 
a.f I Cn(t) I ved I en lto) l, +il a.t vise u.niform konve.r"gens Oi,f (~O.'5S) 

og visse a.f denne rækkes !edvis+differen-h'e.rede rcekk.er i heri 
ind9o.r S 02.,f n in g 10.1~ Cl.J, 

Det er typisk. for denne m.e.+ode 8 0.+ mM +o.ber . h09en dl·ffere.n­
-h"abilite.+ ved o'Vergan,9€n fra. f til Ll. I Lad os se p;;' eksempel 3, 

b61ge,ilsningen en ternin,g (se [W], § ~4 ) : 

Vi soger l~sninger ·til 

(lIA . - c'J. LlLl O for (~);) e:DIl]o,oo[; :: 
at2-, 

Lt.:=f 1:0 
Dx~o}, pc.. 

OlL .. 
D x tO} ar:= O pa , 

Cl C J( JO,øe[ u..:O po. 
J 

her er 

rand. 

findes 

D "'= fern\ngen J O 81\ (~ i X' - ru.mmet 1R3 
I 09 C er de.nr)€S 

(For simpel heds sk.yld har vi +a.g.e+ :~ 't=o:: O .. ) [6snii1.gen 

i form af rdlc.lc.€f\ (jvf- [wJ (34, 6) ) 

( II ~ 1\ :::: 

IJ.lX t) rov L d~ cos 1I,t111 C. i sin 111')(1 sin 112.)(2--J 

!:lE 1N3 

(ha+I1~+ nl)t 
1 z. l 

) hvor d 1'\ er bestemt ved 

f(~) "V L dh sin 1"11X1 sin 1"12,)(2. Sin h3)(~ , 
!:) € IlJs 

sin n3x~ 

Rældce.ra for 'lA. I sa.rn+ r4..kkerne 

differen ha ft'on a.f fil og med 
hvis ra/.kken 

da.n he.t lAd fra.. del'\ne ved \ed vis 
2.' orden . er u.ni formt konvergente I 

er k.onvergen+, J så fa.ld konvergerer rcelck.eh for lA· L c2 CD it [ol~r:), 
og tÅ -lilfredssh'lIer d,'ffe..ren+1a.11\·9n1ng 09 ro.ndbe:lingeJser. 

Ved hjæ.tp af Sæ.tnin9 10,13 :b) Ser vi 111.A./ a.t de.t+e. er op­
fyldt I hln's f har en w:ividelse. +;1 1R3 I som tilhorer ,C4( fR:it), ag 

hor periode 27\ 09 er vJa'se hver af de vo.ria.ble Xi I )(2, OS Xs ' 
(-tl :: 4 ') 2 + ~ = {+ ~ .) 

Øvelse -10.14. Underso,g de +ilsvarende problemer. hvor D= ]O,lT[2. 

~ _. -_._-~----- -----' 
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09 D::] O , 1\ (. H vad 

C2 - Ibsnin9 ~ For 

de.n endi\"l"lensfo\",\Qle 

tfI~ vi forlO\I1,ge om f for 0.+ metoden giver en 
D= J O,1T[ sammenil9h€S med behOl.nd iI'ngen a.f 
b6lg€ I 19n1n9 [wj kæp i +el I. 

De tilsvarende overveje.lser for ekstCtlTipel 1 og 2 giver udsa.en \ 
om u.'s kontinu.itet oS d iffer e n+ia bi litet på det a.~IIÅ+tede om-
råde (a.,its~ II Op fI" randen II ), Differ.entia.biUtet -I' det indre af 

områ.det fcts her u.nder ganske svage befing.elsu pg, f I fordi 
koe fp'c!' en + fl.A.l"'l k. honerne c!! (t) a.fto.ger eksponen-h"e../t for II tl ll -+ 00 I 

uniformt po. kOn-tp-Clkte delmæl"\gder a.f det indre. 
J eksempel Lt er selve dt'fferen+iallign'il1gen ,'nhoMog.en 

( - A U "'" Fe X'ij){2;)(3) i en terning Jo, 1\ e ), mens rund be:h'nge.1 sen 
er homogen, Her anvendes S~+nin.9 10.13 b) på. rækkeu..dv'·klingen 

for F, hvorefter Sd2.fning 10.1.3 a..) a",vendes p;' ræk.keu..dvl"k­

~,ngen for lA. f idet det lAd n yttes ,a.t dennes koeff,'denter .fås 
i,;.dfra koe.ffi denterne fil t=IS ræJ::k.e ved division med (I'Ir-l' n~ t n~). 

øvelse 10.15. Præciser, hvor ledes Soz.tniV'\9 10.13 b) anvendes 

p~ eksempel .4 j hvad er ti) e 09 k. ~ 
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11. N9gle vigtige ortogonalsy-stemer. 

T 11.1 Hermit.e - fu.nk:tioner 09 Hermife - p'dynom,'er. 

/ 
Differen"h' al ri gninsen 

11.'1 

optræder I forbindelse /'ned en række fysiske. problemer, f. ex. ved se­
parOl:hon af Schr6dinger-l l'gningen for e.n pa.rf,'kel i et cen+ral­
felt I hvor den potentielle ~l1er9i er proporfional med kVCAdrate.t 
på a.fs+anden til k rC\ftce.nt ret , samt ved . sepo.ra:h'on a.f den tre.­
dimensionale bblgel,gning i para.bolske cylinderkoordina.ter 
(smlgn. disse noters ka.piteI7), 

[igning (1'{.'O er af stLArm- (iol.t.ville - typE!n med 

p (x) = 1 ) O q (xJ := x2. 2' O I ~ (J() := 1 :> O . 

Begge interva.,!endepunkte~ - 00 og +00 er singuJære punk.ter I 09 vi 
sæ+rer som ro..ndbefingelse, af U(l{) -'I> O for x..,.! 00 09 u.. I erd!.n­
set. Ehd videre på r 1329ges i l1 tegra.bi litetsbe+inge.lser <.:ivf. A f snit 9.4)'. 

Mf (/R) ::: M1 (fR) = {u€ MeIR> I S: u'Ld)«oo t; og {<uP) = r (u.'u-'+)(.Lu.tddx 
-1)& 

betn::t9+es p~, mængden a.f' U.E M1 (IR)flCOCII<.) med u.' E M'I(/R) (og op­
fyldende ra.ndbe.fingelsen), Derm~d fungerer stu,l"l"/1- [t'ou.ville rno.ski­

Ileriet i VI noterer specielt at a..lle .etr, er po.::.ihve, 

'Det er helt simpelt a.t se, a+ differenhcdopera+Oren hermed er 
symrnefr,'sk, Ti (bage har vi ku.n a.t se, p~ eksistens "9 ,'ntegra.bi liret a.f 

en 6reel'1s fu.nk-h'oh. Dette opsæ.ftes, indtil vi har fu.nde.t egenfunld1onerne. 

ba.d os f6rst betra.gte funk~o.nen e~x"4 I der for ae '>0 ti!­
fredsstiller ·randbetingels.erne. Ved indsættelse i (11.1) ses I at 
denne er til fredss+i Ile t f hvis A=:1 og oc::: ~, A Itsg, er 
e - tx2. . en egenfunktion med esenværdlen 1. FOr A= 1 har 

differel"\-h"a.lligning.en +o lineært uafhængige 16sninger', men 
den an den divergerer for X -- ~ DO (vis de.+te..--'). 

'Det er t1lA. nær li9g.ende ,at sætte 
l ~ 

(11.2J U(X):: e IX2 Hoc) . 
D,'fferenfialllgningen "for H bliver da 

(11.3) Hil - 2xH' + (X-1) H: O. 

Denne rig ning 
ter 
(11.4) 

og finder ved 

soges lost ved polynommetoden, dvs. 'VI sæt-

H == l ak 'lok 
k 

sammenlig niY1 9 a.f 

I su.mmeret over k=}J"' r+~ J'" 

koeffic.i en+er reku.rsio nS-
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formlen 
(11.5) 

11. 2 

Sked rækken bryde af opef+er' med ht6jeste ekspon~nt n I 

må VI kræve I Q+ \ an >f0 , Q 1'1+1 "" O og CAM2. = o. Af (11.5) fol -

ger da for det forste I a.t 
(11.6) A= 2n+1 

0.9 for det a.ndet, at a.lle koeffiCienterne a h _ 1 I Ql'l-3 , Cl.1'!_S ,'" er hl.d· 
Rækken skal også. standse nedad i eilerS var H()() ikk.e de-

fineret for )f. ::::0: Pen laveste eksponent ha.r vi ka.ldt r i vi hClIr 

altså. a.t dp.:!=o ,mens ajL-2 = o. Af (11.5). f6lger da. \ 

(11.7) JLC jJ--O == O. 

j.t er således enten O eller i, der begge er acceptable for s~vidt 
an9~r fo~holdene for x= o. Da P. er helta/l ig bliver alle eks­

ponenterne;. 09 dermed 09sll h helta..1I1ge . "De er enten edle 
lise (hvormed HcJ(.) er II'ge) eller a.lfe u.lige ( hvorrn.e.d H (x.> er 

u.lige. ) . Da h?: p- v er for/ p- -= O de 1"11u.lige værdier af A +cd-
lene 1,5,9,... ( for f=1 derimod fz:tHene 3,1 (11, .... 

HVIS rækken. standser opad I dvs. A. er .et u.1~ge n 0..-

tu..rli9t tal, har VI fundet en .egenfunkfion I idet e.-2: X2 mul­

+ip/t'cer.ef med et vilk~rli9+ polYhornium tilfredss+iller rand­
b-e.:n n ge(sern'e . 

Vi har dermed visti oJ der eksisterer ~enfunk+ioner af 

formen . 

hvor 
len 

(11.9) 

Hn (-,() er et polynomium etf gra.d n med rekursionsform-

2(k-h) 

Qk.t2. ::: (k+2Hk+1) Cl k. 

Det er nu. naturhg+ at sporge I om vi har fUhdet- alle egen­
fAnkfionerne. Det er let at se (smlgh. f. ex. s. 11. 6 ) I a.t for 
A:.' 2h+1 er den anden af de -to' lineæ.rt u.o.fhæn9'ge los­
hinge.r LA(1ccep+Clbel. Cjenværd,erne er altså s;~pre~~ Som 

ved det re9lLfære Sru.rm- (,'oL,lville - problem,sfuderef i Afsnit 9.1-9.2. 
Hvis A. Ikke er et u.lige I natu.rli9+ ml, vir rækken 

fortsæ {te. Den vi I være konvergent for alle x € IR I ide.t 

(11.10) ::: 2k 1"1 - " < _2._ 
(k+2.) (k+1) k+2 

da '>. ') O. Men hvordan opf~rer summen sig for )(.-:t 00 '2 

*') elvs. a.lle e.senrurn er .endimensi ono..le, 
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Vi nejes med af Se ~ de /t'se funktioner "9 sa.mmenligner 

med potensrækken for 

(11.10 =[ 
Denne række har koefficientfcH-holdet 

k=o 
(Ic: lise.) 

Af ( 11.1 O ) ses I a.. t 

i k - Iv 
::: -+ 

k+2 (k+2.)CktO 

FOr efhved A vi I vi for k tilstrække.l(g stor have 
\ a.f g6re med to rækker I hv(s led ho.r IconsrCln+ fortegn I cg leddene, 

H (le) kan fro. et VI'st hl, I vu.rderes op og ned ved konstanter go.nge , 
Ie.ddene i eX2./z _ rækken (o.no..log+ -1,\ d\sk:.u.ssionen i Afsnit- 9,4), Der 

findes da posi-hve ~on$to.nter IX, og f ,S<iledes CLt 
l }(1 

I Ho() I > O( e - p 
'I 1 - .1 )('2. 

H;ra,f fo'ger, at I Ul)(.)/= e- i ;( IHc)()1 '> IX - r e 2. s~ LA- ikke 

gar mod nu.l for )( ~ 1: eO I 09 den er derfor uaccepta.bel . 

. Vi slu.mr (som i Afsnit 9,4),a+ der ikke el~ flere egenfu.n~honer end de 
allerede fundne (11.8), 

'Polynomierne Hn (X) Ico..ldes Herrnite - ,p-oly:nom ier, De normeres 

ofte således I at koeff.'cienten fil xl'! (hojes+e forekommende 
potens af X) er 2.". De forste er: 

H,/'O = 1 i 

De f~r5te +~e a.f 

(@ 

, 
" 
4 

Hi (X) :: 

diss.e 

" 
\. 

2.x I H2 {)(,:::: 4}(t-2. i H3 lX)= 8x3 -12x. 

er VI s+ pc!t f,'gLAr 11.1. 

frgW' ii.1 

Humite-polynemier 

Hn (x) danner et or-1o-B0nctlsysfem med yceg+-
idet Hermi+e - {().nkhol/1erne Unc.x.h:: e- ilC2 Hn()() 
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er or+0,S0na..le med hensyn fil vægtfunld'lcmen ~:= 1 ~ 

bev is en c\hO.(Og; fil Rod 6gues' formel: 

H./\lX),= (-o" eX%. d" ( -XZ ) 
'" " dK" e , 

\ 
/ 

Skal mal'1 disk.u.tel"e systeme.ts fu.ldst~ndighed "pc; den i [W] brug-
1.. ~...J l) f d ft le· I'fH:W€ 11'110. man ,'n e en Gr-eenls unk-fion fif. et fjlfdlde hvol'" 'Jo.; 

00 IX> . I 

ikke er egenværd i IOS vise, 0.+ J I 'Gtx,ln2. ~()O ~C.~) dx d~ er ende!tg. 
-00 -00 _ 

Vi sennemftirer ikke disk.ussionen I men nævner I a.t Greenis funk,+ion 
svo.rende -HI ~ = -1 ka.n angives eksplic.a i a.lfs: hvis GCX/~) +1'\­
fredssti tier ran d befi 1"'19 elserne samt differehfia.1I ign,'n.gen 

d2G ( 11 A2 ) cl X. 2. _)(2 G - G ::: - S (x - E )) 

v;1 
{)(2+~2 )/2 

x ~ 

1 J e-t.f. dl: f et'! dt - - e 'fif 
-00 f 

G(Xi~)= 
()c2+~lI.)12 

~ ()O 

1 f it.'Ldt f e t '- dt - - e· vrr -00 ')(. 

Den kan vises cd opfylde in+egra.bilite~sbe.fingels.en l.s~ a.t systemef 
a.f egenfu..nkf:ioner er fu.ldstca.nd(8+ .og S+urm-, [iou.ville teorien 
kGl.n anven,des helt igenn.em. 

T 11.2 Lasu.erne - fu.nkfioner og--.f..Cl9,uerre - ~~lynolTliu. " 

Disse funk+ioner optræder bl·a. ved S€pa.rafion i polære 
koordinater ctf Schr6dinger !I'g n ingen for en parh'l::.eJ' i Visse 
centra..l kraftfelter/ hem h"S dels det side. 11.1 nævnte felt (po-æn-hel 

energi proportional m.ed· r2.) I dels Cou.lornbfeltet Som I hydro­

.9.enC\.+o~et (potentie.l e~er8i ~ropor+iona.1 med F). Den simpleste I 

di fferen+ie;t!\ isning I der forer ti I Ca.g!.A.erre - funk.+ioner ,er 
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x )( 
x e ~ =0 , ~::: e 

idet den ved den 
+il 

sæ.dvcmli9 12 teknik ([w] 5.117) kan omskrives 

(11.14) (Xf}x· u.\~1 + 'Ae: U,:::: d. 
B~ge inferva..! endepunkter O og + 00 er \sin9u.lære., og vi sæ.tte~ s.om 

randbefingelse I at u og u' el'" beeræl1se.de i samt- cd U()()~ O for )(.-i>OO. Vedr. 
, . 00 

~ra.bili+etsb!-lin9.elsef sæ..-H-es MfC(R+)= 1 U.f MOR+) I ~ (UUlJ)2 e~d)«oo}; 

09 {(u)()")/= J xle)( u.'v-'d){ be+~Ct9+es po. I'ncp..ngden af !.tE Mf'{f~+)n 

CO (fR+) med ~, ~ M UR+) og r x el< (u!)'l- d.,. <~ (09 opfyld ende rand-
a 

befingelsen). Hermed fungerer. s. L. - m o.sb'n e riet i d ifferen 1iaJopem­
toren (defineret på "D(L)) er symmetrisk I og egehværdiel""\'1e er POSl-Tl Ve .­

De+ resterende probletn om en Greens funktion om;l-o..les senere. 
Ved indsæftelse i (11.13) ses I a.t e 'I. er en egenfv.nk;ci', 

h6rende +il esehværd,'en A = 1. \Ii' indfcher derfor den nye.. 

fu.n k:h' on lr ved 
-x u::: e . tf 

og finder for den dlfferenhalli9nin.gen 

(11.16) )( '\ru + (i-x) tr' -r- (A-i) tr = O. 

Denne s6ses 165+ ved pafynornmefoden: 

(11.17) 1) = L. Q. ic. )(Ic. Su.mmeret over k"" fA> r+~r·· 

Vi finder r,ekttrsionsform len 
, 2 

(11.18) Qk.+1 (k+1) := a" ( k+1- ,,) . 

Ska.l rækken bryde a.f h ed efter ( med 
op.e.fter (med hojeste potens _x.1'l ) må 

~=o 

Vi har s~ fl.A.nde+ lo5ningel"'n~ 
ti 

(11.19) 
-)( 

L Ic. -x 
Uh(X) = e Q Ic, x = e 

k=:o 

h\lor 

(11.2D) Q't+1 k -h 
:::: 

ak (k + '02. 

laveste potens xjL) C'9 
ifolge (11."1.8) gmJde 

/, 

L,,(J(J 
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:De ses a.f ii I fredss-h Ile alle ran d- og ~nte9ro.:f;onsbe+inge[ser og 
er derfor egenfLA.nk-lioner. 

VI" gennemforer derefter en u.nders6g.e{se SOM på s"~1.2-'i1.3 

vedr6r.ende Hermt'te - fun!c+ionerne. For "'. n+1) 1'16 IND I fort s ot+t-er 
roz,k..k:en i dens k.oefflcienter sam merda'g nes med ko~ff!·c.i'-en+-erne 
for potensrækken for ifu.nk-h'on.en e )(/2. . I 09 VI' fin.der, ctt vel 

konvergere:.r rækken for t:tlle en.de.I!'g12. x, m.en for x-+co 9~f 
- X/'l. Xl2 e ' lY::::: e. . lA ik.ke mod hl.A.l. ro,sningen er derfor ikke 

en eg.enfu.nkoohon. 'Da vi for e.t givet " kun -r'nder en ræ.kke / 
hemlig .en I der begynder ved ,f:::: O i bor vi u.nders0ge I om der 
fi'ndes en anden ClcCep +Otbel I lineært lAa.fhæng(g losning. 1)e.+ 
kan ske ved befr0l9fnin9 C\f Wronsk.i-deferrnino.nten. Af (1'1.14) 

~19er I at for +o losninger u1 0.9 (.,{2 med Samme A 9 a?,1 d er 

(11.21) 

[ad u1 væJre af formen (11.15")' med v give.t ved (11.17) rn.ed 
ft:; O i s~ er U1 og (li' begrænsede. Af (11.21) , be+ro..g+-et for 

)( - O l ·.ses da. I a.t VI ku.n have randbefingelsern~" u2 be9rænse.f 

og u; begramset II opfy Idt for (,,(2 \ s:ifrern+ Wronsb - de-ter-mino.n-

ten er iden-lisl:: nu.l i men ~ er de -to losninger profor~·onoJe. 
Vi h~?' alts; fgeJ edle e:3e.nfu.nk.-honerne med. 

\ 'Polynom,'erne Lr; (l() k.a.ldes La.g!.Ae.rre- p-0'Y'nomi~r. De norme-
res ofte€>+ således I at koeff,'cien+-en +i I )(~ (hd,jeste f:wel:::.ommen-

de pa+ens af ><.) er (-1)1'1. De fbl'"s+e er 

Lo (10 -:::: 1 j L1 ('l():::: 1 - x ;; Li (lO = 2 -.4 x +)(. 2 

0.9 disse er get1Siv.e+ nedenfor p& .p·gur 11.2. 

figur 11. 2. 

Laguf!rre - pol)' no mier 

[ct~lAerre - potynDmiern~ Lh()t) danner e.t or+Osona..lsystern med 
vægffu,nkfion.en fi=-e x ,·de.t fUlI1knonerne' e.-lC. L",()<) er et 
orrogonc:dsys+em m.ed Va2.g+fuVlk+tonen e)( (se (H.1tt) >; n02.r-
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mere bestemt: 

(11.22.) 

'Det ligge.r nært a.f a.lminde..I"9sbre d'sku.,ss(onen til def +ilfCl2.I­

de I hvor afsta.nden mell em nu.lplA.n k.t.erne. for koeff,'cient.erne 
+il U l' og Lt ,- - ikke netop er 1. VI' får d~ II'gnlngen 

X !"lit + ( 1 - k + x) U r + ?\ u.:::: O. 

G&r vi frem omtrent som fOr, find~r vi I a.t vi for k'> -1 fgr 
nye or+o9onale polynomier, hvis væ9+fIAYlld·toner er eX x k . 

De kaldes .ge.nero..llserede .r~u.erre -~olynorn"er og betegnes 
L",k (X) . For Ic hel hænger de pg .~ simpel måde sam-

tnen med Lf"\ (x.) I n.em Il'g ved 
le dk 

(11.23) Lt'\ ()() = LI"I ()() . 
dxk 

'De egen+lige .(0..9l.Aerre - polynomi er ka.n 09s~ f'ndes veCJ j', 

former I ana/o9 -tI' Rodr~'9/.A.es' forme!: 

( L ( )( dh 
( ., - x ) 

-11.2,4) h )()::: e dx" )( e . 

Bevis for fiAJdstændlgheden kræver diskussion a.f Greenfs 

fu.nk+lon for differen-fi't./opero..+aren. For ~= O findes de.n· 

eksplicit ctf h'gning (11.14), del" lef- lader sl9 int~rere. 
Resu.lt~te+ bliver 

DO 

~ t-øl e,t dt for' x~!, 

G ()C,~) == øo 

f .,(' i t dt for ~~)(. 

x 

'Den kan forholdsvis let visesa.+ opfylde in+e9ra.bil itetsbe..ft'ng­
els.en; der blive.r ku.n ta.le om I09cwitmislce slngu.\o.rlte.ter, 
Som ikke ode(æ9ger in+egro.bi('+eJen. 

I 10.3 M tafhi etA. ... f-t.l.nldioner., 
Ved separa.-non().f bblgeUgnif"lgen elli ptiske cylind.e.rkoordi .... 
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koorch'nater f&s (se 5,7,8) dl'fferen'-h'a.II,'gningen (bogsmvbetea­
!-Ie!serne er her ande rIedes end i '.ske.metef s. 7.8) ~ 

d2u. 
dtp1 - k,2. Cos'l.ip' lÅ 4- 'A u = ~~ ,O ~ Lp <: 2iT . 

:Den ,er af den re3u! æte stu.rm ~ [iou.'ville -type., J _ andl"e for­
klædninger optræder den ved talt-Ige fysiske' f'roblemer I f. e.x, 
sVingninger af mekaniske eller elek+riske. systemer I hVIS pa.-

\ rarnetre Som f. ex., pendu..llængde I k.ra.f+kohs+a.nt f kapa.citet ei­

ler· selvindukhon varierer pel"'iodis,> meQ tiden. EndVIdere 
op+ræ.der den forbindelse med teorien for b6/ge..bevægelse 
{ ellipfiske cylindre I Ved behandlingen a.f Sc.hr6dingerllgnin.gen 

i 12.+ rumligt pen'odl'sk. kro.ftfelt 50m i en krys+cd, samt ved 
rncHlIge a.ndre f>roble.mer, 

Vi ka.n f. e)(. opfedte (11,25) SOm den €ne a.f de !(gning­
er (II vin kel "- (IEiningen ) o der opstå.r ved separa:h:on af b6lge/l'9-
h insen for en eli i pseforme.t/ sVingende m em bra. n , J delte til fad de m~ 

som randbetir\gelse. have 

(-11.26 ) u. ( o) =- li. ( 21\ ), u.' (O) = u.' ( 2. IT) , 

har da et stu.rm - LiolA.vi Ile probl em med period!'s ke I"and-

befingelser (smI9h. [wJ 0p9' 36.3). 

De egenfLAnk:honer i der bestemmes a.f (11.2.5) o~r ('f1,2.6) 

kaJ des periodiske !VI a+hi eu.fu.n k:hoher eHer blot MoJh,'et,A fu.'f1k-

+ioner, De danne.r e.t fu..!dstCfU1dlgt orl-ogona.lsys+em mht, 
Samme funk+ionsk..la.sse som deJ +rigonome-h-iske or1vgona.1 sy­

I stem, 
Ege.nfun k+t'oner 09 egenværd ler I<::o.n ikke an9\i\les på slutte.t 

form, 'De. 'forste gi'ves som regel som Fou.ri.errækker Cfri'­

gonome.triske) I hvfS koeffic(en+er lIgesom egenvdrdierne kan 
cU'9lves Som potensrækker " k. 

T 11 A Genererende funktioner. 

En række af· de specielle funk-h'oner ka.n de.fineres og 
beregnes .som koeffi'c,'enter i rækkeudviklinger. af . visse fUI'\It­

+ioner af +o Van'a.b1e I såk.aldte genererende funk:h'oner. ~t 
ekS€n1pel herpo. gives forme:.! [w] (44.S) , der med i:. t 
antag er form en 

00 

:: L 
n=o 
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Den udsiger I a.t . 'Ph ( cos e) er Icoeffi'd,enter -lil t h 

række for fu.nktionen p~ vel'1sfre side. Denne 

rende funk-h'on for [egendre- polynoMierne, 

VI' nævner uden bevIs tre 0..1'1 d re Vi9,,'ge 
funk:honer 

a 00 

11. g 

en Tayl or-

er den genc\"'e-

genererende 

He.rmife- polynomier: 
ti'i -t +2.bc L e :::: HI'l (x> "I 

1'1=0 n. 

'Besse./- funktion.er: 

samt 

>c ... 
ilt-f) 

e 

L x cos t 
e 

I ovri~l hehvl~ til hånd bO ger , . 

~ 

I 11 
( Potensrl1kke) ::: II"I (x.) t. 

,..=-«1 

00 

= Jex)+ 2 L ';}' J Cx) cos ht (fou.n'er-
o 11=1 h 'ræ.kke). 



NOGLE VIGTIGE ORTOGONALSYSTEMER 
-

INTERVAL -
DIFFERENTIALl.I GNIN6- STURM -1.I0UVI1.lE' FORM ENPEf>UNk.T~ RAND6ETIN ~E1.SER EGENVÆRD I 'X" EGENFUNKTION U" 

, 
"-

u."+ "U: O - U" '" ).U O , 7t' ILe O) = lL(tt)"'O n2. ; n~ IN sin nx 

u. (2rr) .. u.(O); 
LL" + AU = O 

inx 
- ~":: 'X lA . O, 21t' 

U/(2ITl: LL'(O} 
n2.; ne71 e 

/' 

I u(o;.. u; [' (m' t J: (.lln) ) 2. 

U:' + .! u..' - mUT AU=!> 
1- 'n ' ,hvor - (X~')'.. ~ 1.\ .. Å,xu. O, 1 In J" l( , 

\ X Xl U og u: b~grænsede. :r. ( . cm') :: O Bessel fW'lld;o~ af In 'fe 
In 31'1 orden ' 

(1-lCl )U" -ZxLL'+AU=O -(1-x:t) u' r ::: AU -1, 1 u. og u.' be.grænsede. h (h+1 ) ; n e INo Ph (x) i 

t.egendre -polynomier 

, :& ~ )' In'l -i, 1 U og uf btf9ræn~de tlCn+1) j h~rn . Ph'" (x) 
(1-x2)u' -2xu' - 2!Lu +).U~O - {1-x1 )U,' .. ..-:-:;I U :: ).u 

i-Xl . 1- IC 
m,n~ IN associerede 

.. (egendre.- polynom\er . 
- -x 

x.u"+ (1+xlu' + Au: O - (Xe,Xu')' .. A,e)Cu. O 00 U 09 u..: begrænsede n+1 i nE INo 
e Lh (I'), 

hvor L,,()l) er-, 
-

U(XH C 10r )(~oO 
(a.gLlerre - polynomier 

'/ x" e-T 
Hh(x) , 

u.1! ...: )(~U + '>.u= O " 'A u.(~) ~ o for )(-)±oo 2.h+ 1 i n E INo - u. + x2 U-= lA -J)Ø,OO 
hvor Hn (X) e.r 

/ , 
Herrnite-polynomier ---

u.(O):: u.LZrr) transcendente. 
u.1I - k,2 CDS2 X. U 't A!.l=-O - u" + k2 cos'lx.u" AIA O,2.rr 

LL' (O) = u.' (2~) fWlktioner af Mo.thiffA.funktioner 
k 

orrrOGONALlTET; NORMERING 

71' 

J u U dl( = :!! & 
, h n' 2 n n' 

O ' 

2'11' 

J U" Uh' dl< = lrr bn n' 
o ' 

f J Un U"' xdl( = ~ [.J ( j (m»)]2 b , 
o' hI+1 h .... n 

f 2 LI. dx=--~ h' 2n ... 1 6n,h' 
-1 ' 

f 2. (n .. ",)! U U ,dl(: -_._-
-1 n" 21)+1 (n-m)! S",n' 

00 j -x J x ln Ln, e dl<. = UnU,,' e dx 
o o 

= (Ild Sn.n' 

ØD r -)C~ J -e J..I Hn, dl( :: UnU"' dlC 

-co" -oø n 
:: n!2 fri b",n' 

271' 

J unun ' dl(. = O for n*n' 
o 

~ 
» 
-; 
m 
~ 
» -; 
A 

N 
~ 

w 
--
~ 

lO 

~ 
I 
~ 
Ul 

~ 
~ 

-.:>.. 

o 
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SUPPLERENDE OPGAVER 
1. (ad t € fR+ OS sæt J :: [0,1] I Jl. == J o, e [)C] D,t() [ . Co..d M 0,9 N bete.9ne 

fu,nk:tionsrumrnene 

(vi::: { fe c2.(J) I fU:ll:.flf> '" f"(Ql= ffl(t)=Of 

N",. {9E ('t(J) I 9Co)=9(!)= O I, 

og forsyn M med c2 - "orrnen 

/lfl'2. : su.p maxi IfCl{)L IfT>ol,lf"(x)! f 
XE J 

og N med C1 _ normen 

lIg 111'= Sllp max ~ fgCx,> l, 'g((K>( 1 . 
)(EJ 

5Jr tede for a.t M 09 N er fUldstændise metriske rum· 

S. 1 

Cad (fh )hGIN være en f6lge i M I der er Icoywergem med 9I'"æ"sevær~ 
di fo I oS lad ( 91'1 >ne/N være en f6'ge i N, der er konvergent med 
græ.nseværdi So' For hved par f hl 91'1 (/"lE lNu{o~) be~nes IOShin9et1 
fil problemet [w](2.'O (.s,·de 8) \led u n. Vis, o..t Uh ~ Uo i C2(JU fo~ 
n-700, idet C2(Jl) forsynes med normen 

a a a 
II U. Ul = 5U.P t'nOJd !u.()(,t)I/la~()(ltl(/lo~(;.{,t)1 1~~t)(,t)L 

(x,t)ell f UX: 

I 'f)"J. lA. I I a2.fA I J 
o>c'Ot (xit) I ota. (X ,i) 

[Man viser med andre ord I Q.f fOsl"lingsafbildningen H,9l~ lÅ er lamtinu.­
ert fro. tv! IC N +il C2(.il).J 

,... IV o 

Vink: Dan ru.mmene. M oS N bes1iiende a.f udvidelser a.f funktionerne 

i M oS N SOm beskrevet l [w] side 12-13, og amrend formel Cw] (2.1b). 

2. [ad C >0 . Jdet Jl betegner det å.bne omr~e i !f(- defineret ved 

Il == ~(l(lt) I t>o, 0<)« 1+it l 
5ka.1 man finde losnin912n -h'1 besynd~lses- 09 mnch/ærdiproblem.e.t 

;lu 2.. a'LlA. O . 
o.e- - c Ox2.. = L il , 

Ll(x,O)= fCj() for X.E [0,1], 
al). .c 
~ ()(IO)::: o jor Xf [0,1], 

I.4.Co,t> -= o for t>o I 

t.tL1+it,t):::o for +>0; 

hvor f er en c2 _ fJ.nk:.fI·on p~ Intervallet [0,1] med f, f f 09 f tf liS 
med O i endepu..nlc.ferhe O og 1. [65lJingen Onskes proz.C(s+ angivet 
for t ~ g og !cva..litcthv+ bes!cY"eve+ (gerne med stO+te i en ~nin9) 
for- generelle t. Beskriv indflydelse5orflråde+ for et pl.A.nl6t mellem 
O og 1 på, x- aksen· 
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3. Befro.9t bO!gelfgningen for en uendel!'g lang spændt snor med F::= 0, 
r au.. 

Lt (X"O) = t{l<) og at lX,O l "'" 90() . 

AnShl behi'19.eI~g som fOq og 900 m~ være underkastet, så.fremt 
derkl.ln skaJ opstå. bo!ger, 50rn udbreder sig l' den ene retning. 

1° 

M b J... ol- b I I (. ~fJJ.I4.,:t ~tt. 
0J1 e:1I C\9,er o ge ijsningen ;;;tJl. - c '2il(~ "" O {med e. kons+o.n+)- o ) 

folgende omr&de 11 l (X,t> - pla.nen : 

t 
IL.., {(x,t) I i>o o {)«<fct)} , , 

hvor 
-e@ fol" o5t stI) 

. c.ptt> "'" t+(l(t-t) for to~ t 5t1 , 
o " i 

I 

{;f • )t for- t :?t i 
, 

I) 
"'1 

her er 
ff- ~@ 

hvor tout., I to 1.e1 givne a.=- --
ii- tø 

Vis I a.t hvis 
"$ 

O (ct,~c I SCl. hor probleme,t 

a'J.u... ~ 

du. :: O ~ il) - c" -atli. 8x2 

(lCx/O)"" fot:.> for }(. €: [o I .f@ ] J 

(*) alL at (1<,0) ;: goo for I<G[o/-eoJ g 

u.,lO,t):::: O fer t~o) 

lA (tpt{;;), t):= O for tz.o, 

hOjrl en 1651"'1 ing. 

[ Vink: Man kan benytte en omskrivning som i [W] §7 C' ener-
gi integral m.e-+oden II ). Heri indgår bru.gen a.f at p;' hvert a.f 
de rand = linjestykker I hvor U er O, er 0.9~ en retningsctf­
lede.t (Af lA. hg med o. J 

l@ Vis I at hviS a>c i kun problemet (*) ha.v€. -flere losninger 
for so.mme værdi a.f f og 9' 

[Vink: VI'Si at diE'% findes Ibsninger tl til (*) med f'=.9= o, 
men- med foreskreven (i~ke ~ triviel) værdi o.f ~ p~ det 
5k.r~ stykke af randen (jvf- [W] opg. 2. .10) . J 

Ovenstående mcttemo.tis/æ. problem er en model for f.ex. sVt'~­
ningerne i ledningen til en sporvo91'1. f"rmu.leringen sVI'per 
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I 
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5. For probleme:t (*) i opgave 4 u.nders6ges f61gende S p6 i"'S s må.l 
for hver værdiOlf ae Er oJle 16snin,9€r til (1<) a.f formen 
pr): + c.t) +- q Ci\ - et) ~ 'Begn'!.nd sva.rene. 

For ta.!<c Kt.1iFl. de+t1?.. eve.rrfl,.,teH bwyftes fil at vise. e.ksis­

~ af en 16shing +il (''k). 

G. Vis i i~r pmblei7ief (*) i 0P9Qve 4 I a+ n8.r a. < - c l findes 
der værdIer a.f f Dg g (med fe /VI I Se N ! som i opgave 1 , 
relativt I tervallet (De ]) for hvilken c*> ingen los-
ninger h 0.\". ( Fysisk. in1'erpreJta,non ~) 

7. Lo.d L be:fie..gne. diffeV'entioJop~f"a.toren rå. fR2. defi neret ved 
tf u' ;!/.A. gau. :t aU. l au.. 'l. LIÆ. :: X·~ .~ ('I'+ xy) -~ 4- v~ -r, X '7'>:7 +- Y - + JLt 
~xz. al{ ey ·'Zly2. 0)< 'ay . 

1° oos"rem iypen uf L i' ei1werl ptAnk:f af 1R2.. 
:2.@ Fkad kara.kterisfl$ke k.oordinater" ~:: 1;Oc,y> og ~:;''lJx.,y) i de om­

råder i hvor L er hYY'~.!Fbolsk. 
3@ Ski+S~..r de kara.k1eris+i'ske kuxver (nivea,uku.rv€rne fo\" ~ og lt) p~ 

en tegn i Unde'~s69 specf-e .. !-'r 'fOrI,6bet a.f de kar~kferfs'ti ske 
kUJ'"ver af pu.nkterne ( 1) og (-1,-1) i {x,y>-planeh. 

8. _Lo..d D befeÆJne en åben! b€9rænset mængde I (R3 med rnnd C. 
Man betru9ter be9yndelses~ og mndvG2x"dI't"roblef"rle.+ (1U for Varme.-

ledningslfgningen ( k>o): 

. f aU. - k (a~u. {- 2tu <} :: ~) := F ( l( ,V, z) t ) i Jl. I 

(il;) at a~:!. ~y7l. v"-

l.l/r. ;::: {(X, Z,t) , 

hvor Il ';;: D Jf; ] [), i [ 09 L ~ (D)( ~ o l ) U ( c)( J o I t [ ) i t ~ O. 

ViS, at der fndes konsran'h? .. r k1 09 k2. I så at der for enhver 
16 sn i ng u. ti! eJ probl em ( *} gæld er 

Si.l.p I u.CP) I <: 1<1 sU.j:> I Fe?> l + k:z. SlAp I fCP) I .. 
F'",n PE!l Pe 1:. 

~ Vis formel [y.v] (liL") I S ved cdrninde!fg gennemr€9 ning i dels 
ved anvendelse af formlerne i 1"1ofernes o..fsnit 7. 

10. 0pskriv de ho.rrnoni!':,ke polynomier i +0 vcu"iab1e, fOr n'S 5. 
(Se noler Side 6.4,) 
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-11 . Hvo.d m~ vi forlAdsæH-e om f. for af l~sninge\"l [w] (24.6) 

+i I Dirichle+ problemet. for enhedsc(rklen 

{. 
An'U. ._~ t~ pi ~ D = ! (',y) I x', yl < 1} 

_ "'" Wb C::;: { ('''I'';./) I )(2+ y2::: 1 } 

frems'hller en c"_ funktion p2a IS ~ 

012. Find temperatLLrfordelingen i rummet omkring en cirbAlcer 
cylinder I der længe ha.r vær.e.t holdt ~ en til stand med 
fo.stlo.g+ tempe-ra+u.r,cordeiu'ng T::: fes) (- -rr< e:f IT) p~ over­
fla.den og sål edes, at den .sam lede varmestrom fret cyl inderen er nu..l. 

Les problemet i deta.ljer for det tilfælde I at den ene halv­

del a.f cylinderoverf' ~den (B> o) har en temperatur .. den an­
den halvdel (e 5. O) en andel"'l ternperatL.{r. (Vedrorende 
losningens kon-Mnu.itet op ti! cylinderoverffaden 1co.n der 
henvises +il metoder [w] §25.) 

1~. Man betragter de elliptiske cyli'nderkoordina.ter ind fort 
rtofune side 7.S. 'D.e.n angivne afhildnin9 (~1)~2) .... (xJY) 

be+egnes I denne. 0p9C\ve ved ~. 

1° Vis, a.t Ieoord,'na+kunrerne ~(= konstant og C 2. == konsta.nt 
i (x/y> - plo.nen skærer hinanden under en ret vinl::el. 

2° Sk.itser def krumlinede Koordinatsystem ved at tegne 
nogle af diss.e koordinatkurver i (x/y> - pla.nen. 

3° Unders6g om a.fbildningen ~: fRa --I> fR2 er su.rjelc::-hv. 
4° Vis at det ~bl"\e omrS-de A:::, ]o.oo[ l( ] -rr,1\[ i-

I 

(~1 ) ~l.) - planen ctfbildes injek:Hv+ ved ~ i men 0.+ dets 
af slu..+ning A ikke. 96r det. Hva.d er billedet a.f A ved 
~? Hvillce ro,ndpunkter af A kan medtages uden at 
6delaLgge !V1jekti viteten ~ 

Og be~n med D det beg rænsed e. omro.de med C som 

randku.rve : 

D ::: { ('I( I y) € 1R2 l )(2 
-+ 13- <: 1 L «l (J 'l. 

~o V«'s 
I 

at problemet 
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~u. "" o i D 
!,t =, (5 F'~ C 

kun har losningen u. ':::: 0, 

. 2° Omskriv pn,blernet til 12111 piiske cylfnderkoordinafer I 
således a.t C er en toordinOlJ!c.u.rve ~1 ~ k (en konsfunt), 
(Man k.an her benytte I at e.!hO ps en C °95& beskhve5 

Ved parame+erfrernsti Ilingen K == Cl(. cos!2. , y= ~ sin ~2. ,) 

Find de separe~de l~sninger fil den omskrevne d,'ffe-

ren Ha! Ugnin9' 

3° Vise at f Ul"i k.+ion en sin ~L (e'f. 1 - e2.k-~'1) 111 freds-
sti Iler den omskr.e5Jne differenfietlll'gning samt rand­
be-l-inge,ls-en toti). Hvorfor r,,~ fUV'lkHonen alh'gevel 
forkastes som losning ti! (-i> ~ (-i.t,) ~ 

-15. Cad C betegne ellipsen (hvor ot>·~>o) 
i' z I )(2 y1. l C ~ i (''It! y) E IR «:I. ~ ~'l.:::: 1 r , 

lad Cl betegne linjestykket mellem el! ipsens brazndpunk-
te.r: 

Cl == f (]{/yHZ. rR~! ~-a s: X 5 a. I Y= o ~ 

(hvor a "" {Oi.'& ~~2) i OS ICAd DI b.e.tegne det åbne omr&de 

mellem de +o kurver: 

D':: {()(tY> e: rR~ I 

(os problemet 

{

{j, Lt "" O l@ D' 
u, ::: V j'CI C 

l Ll :: V' p& C' 

hvor V og Vi er g Ivne ~onstQn+er, 

GiV noSle fisl'ske fortolkninger af res u.1tctfe.t , Ud~€8n 
eVenf u.e.(t den ,elektriske afl ednin9smodstar1d } f>r, længde 
i et kabel rned indre og ydre leder+værsnit Cl 09 C J 

idet isolatoren mellen", lederne har den elektn'ske 
ledn i nssevne er: 
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22.. J omr&det mellem en o'rkel og en ret linie <der ikke 

skærer cirklen) sked man finde en losning +il [aplaces 
li,gning i Som antager de kons+an-te vl1l.rdler V 09 O på hen­
holdsviS cirklen 09 linien, (Bru.9 b/pokere koordina.ter,) 

"Benyt losningen til at finde den elektriske modsta.nd 
pr. \~n9de mellem en cirkuJær cylinder med rodh.t.s R 

og en pian plade pa.rallel med cylindera.ksen i afsrond­
en d > R fra denne, (edningseVVl€1I'i a..f stoffet mellem 
c.ylind€1"" og plan kajdes er, 

17. [o. d [aJ b] være et egent/I'gt in+erva.lp~ 11< I og betegn ved 
A det treko.ntformed e område 

A;:: { (x,l:) I X € [a.)>>] f ~ € [a,x] L 
(o.d F ( X I ~) e CfD (A) med 

fil)()::::: f)( Flx,~) d~ er 
o-

:~ € C"(A). Vis, a.t fUl1k:nonen 

d!fferentlabel for x€ (a)b] med 
. I 

d ifferen-h'a..1 kvotient 

d fX f j(. a 
dx a. F(x,l.) d~ == Fu<,x) + ø.. øx Fix,~) d~ 

Vink: Far h>o kan mon skriVe differenskvotieråen 
- )(+11 l( 

~(~()(+h)-~()()) Som to led: ~. J F(l\+hl~)d~ + ~(J(f()(+h:~)-F<')(t'!;))d~] 
1(. o. 

der diskuteres hver -fOr sig; for h<o ClhV€hdes en anden, 
1"9nende omskrivning, 

18, '[ad [a.)!:>] være e+ egenfll'gt- interval p~ rR l og definer 

A:: f (X,~) I Xl; [aJbJ ,l::e [a.,x] li 
B:: f (x I ~) I X € [ '" I b] ~ (€ [x I bJ L 

(ad G(X,~) være en funk'hon pQ (a .. bJ)t [o.,bJ,som opfylder 

1Ø G e Cj ( [o.,bJ )t [Gib]) 

2@ GIA € (J[A) I G (B € C2.(5); og 

;)( ( P()t) o~ G()(I~»):= - ~O() G(X,~), for (x,l;) E A eller B~ 
(det ind re . a.f trekanferne), 

SO ~ spri n9er med 1 ved passa..9€. frn 'B +i I A f ox ptx) 

dvs. : 



IV! A I t: lVI A I I K L. l.j» '! ~ 14 - I :J S.l 

19. 

20, 

for 

Vink, Anvend oPg. 17 ?~ integraler over (a!x) og [x, bJ , 

(a.d me: IN, Find Greens funkfion for probiemeJ 

{- ~((H') du) t 
a 

In U ::::: f @ 

J-1,i[ pa. 
(*) 

dx dx i - )(2- I 

U begrænset p:;' J ~ ti [ I 

ide+ det opgives at det homogene prob i em 

_ A( du ) m'J. O 
/} 

J-il 1 [ ( 1- x~) - .{O- -- U ::: po. dx d. l< 1-)(2 " 

ha.r Ioshingen u()<.) ::::: (~)~ 
1 - x 

Har C*) en G re en s funknon, hvis tn:=o? 

[ Faci+liste: [W] s, 19q. J 

l1e) 

brCln 
vet, 
hvor 

Find de sek.s laveste €genfrekvenserool'i (vinkelfrekve.nser­

for en I Ia.ngs randen fastholdt, s/=>æ.ndt cirku.1 ær rYiem-
med ro-dius o. oB o61gehasfighed c f idet det er gi-
t c _~'tJ Sk't k '" Gt ii;:' 2.00 s, 1 ser hu.de I nierne (dvs, kurve.r, 

Ltdsvinge+ kc;ns+a.nt er nu..!) for de +ilhor-e"de egen -

21. Eh homogen I spændt streng med fastholdh~, ender træk-
kes lAd, så den danner eh po.rabel I 501"11 er symme.trisK om 
strehsens mt'dtnorma..(. Den slippes ti I + =- O med be,9yn­

del ses hC:'s+ighed nu.l. 
Find u..dsvinge+ 1..1.( x) t) ved sepa.ra-honsmefodeh I dvs, ved 

superposition af egensvingV1inger, 
Find talværd'ien af forhol det mellem de storste. ud-

svi\"'l9 hidrorende fra de 'ro esensvin9ninger med henholds-
vis Ia.veste 09 nces+1o.ve;s+e -forekommende frekv..ens (gyu.nd-
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22. 

23. 

Som opg. 21, men for en C!t'Kctlær membro..n 4 der hl 

en omd rej n i r!gs p etra.Joo I "i d e , t:: O hOl!'" form som 

Vink: 

hjælp 
J n+egrod er Ct f 
o.f form l et" 

Find egens\/11'19ninger (normaj modes) uk,n/m (I"I El/lp ,t) OS -hlhorende 

(vinkel) egenfrekve,nser Wk,h/iYI for de'l- i n-d re a.f en 
klAg/e h"led fC.l.s+hold+ overflade., Kuglens radius er Q) 09 

IAdsvi nge+ lA anfa9e5 a+ -h'!freds,stil\e bblgelighingen 

at 
Find talværdi en (lf C i.I.)k,11,m for no,gle a.f de lave-

5te e.genfrekvenser; elis kuter f(lr hver etf dem I hvor man­
ge tilhdrende egens\iingf1inger der er~ f og karOl.kteriser 

den fif hver af disse horende ;svin9ningsform. 

Vi nk. : 

Note:' 

Se opgave 5 i [IN] ~ 44 t'ned tilhbrende 1651'1in9 sA2t{. 

II SpieSe.I!! ClVlgiver (s, 138) 'Bessel ~funktionerne af 
h alv+o..\ lig orqen, 

FW'1ktionerne j",(X) :;:: JJ: J" ~ ()() nS INo s kajdes sfce-
" " 1'1+ 2: ) 

riske 

Værker. 
fysik. 

Bessel-fu.nk.+ior'll2:r 09 findes i sfr)rre -bbel-
'De beny++e:s meget kva.nte - 09 kerne-

------------- ---------------
*> Mut"rety R. Spiege!: fvlathernc:rhcal Handbook of FOfmu.!clS o,nd Tables 

Scnau.ms OLttline. Ser'les, Mc:Gro,lJIj-Hill,N,Y,'196s, 
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2tl. - . Fi 1'1 d !~5nin9er af formen 

i.. ( kz. - wt) 
LI. ::: e V'er) 

. -fil problemet 

J t" lA.( ri eJ z, t) - 2-

1 u ( RJ e, z) t ) = 6 

:o O 

for ae [0,21\[ I 

fOr r€[o,R[, ee[O,271[ 

ZJ t €] - 00 ,00 [ 

Ski+s.er sdmmerlhængen mellem w 09 k for de forskelll'ge 
l , . 
OSYlI l"'\ger. 

Ski+se'r fu.nldiohen 'J)" C r) for den Idshing I der har 1-0 
knLAde!ini-e,r, dvs. to nu..lp/...lnkter for '!J (r) i in+erva..[I-e.J 

Of r< 'R. 
Vis, a..t ro hCl.f en tfiiodste værd; wf'n og find denne. 

ViS, at w?: Lom 09s~ gælder· for losninger 'tf formert 

i. tkz. --wt) 
U = e W 0"1 e) 

W(R)S)=Q. 

[ Vink; B r 1),9 ru. mono+onici+ets+eoremet J. 

25. Find de ka.raJderistiske k.urver for dl' fferen-h'o.loper-OL- . 

+uren M defineret p';' 1R,2 ved 

a'2 u. ()2.u. a'2. u.. 
Mu. ::: Ox2. - 2ly-x1 )ox'?Jy + (i~-2yX'.2+x4) 3y'2. ' 

Bestem typen af M ethver-t pu.nkt a.f fR2., 
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Naturvidenskabelig embedseksamen vinteren 1973-74. 

Matematik 213 

Skriftlige opgaver til lØsning i. 3 timer. Sæmt består af 3 opgaver. 

Alle hjælpemidler kan medbringes. 

Opgave nr. 1 e 

Bølgeligningen 

betragtes på området A = t(x,y,t)lo ~ y ~ aJ, under 

betingelserne 

u = O for y ~ 9 og for y = a 

u er begrænset på A 

(idet c og a er .gi vne pQsitive konstanter). 

Vis, at problemet har egentlige lØsninger af formen 

u(x,y,t) = f(y) sin(kx - wt) 

hvor k (vinkelbølgetallet) og w (vinkelfrekvensen) 

er positive konstanter; bestem de mulige funktioner 

f(y) samt for hver af disse sammenhængen mellem k og 

w. For hvilke værdier af w eksisterer der bølger af den 

angi vne form? 

Angivet fysisk problem, for hvilket det stillede 

matematiske problem kan være model. 

(opgavesættet fortsættes) 
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(side 2.) 

Naturvidenskabelig embedseksamen vinteren 1973-74. 

Matematik 213. Skriftlige opgaver til løsning i 3 timere 

Opgave nr. 2. 

Med L betegnes differentialoperatoren defineret 

på (x,t)-planen ved 

2 a2u o2u 
Lu = cos x ot2 - ox2 " 

1 0 Bestem typen af L i ethvert punkt af (x,t)-planen, 

og find karakteristiske koordinater i de områder 

hvor L er hyperbolsk. 

o 
2 Idet il betegner området 

il = f(x,t)lo< x < [, t> oJ, 

betragtes nu begyndelses- og randværdiproblemet 

(Lu)(x,t) = F(x,t) i il, 

u(x,O) = f(x) for x E [O ,~J , 

(*) ~(x?O) = g(x) for x E [o,ffJ ~ 
u(O,t) = f 3 (t) for + > 0, L> 

u(~,t) = f 4 (t) for t > 0, 

hvor F, f, g, 1'3 og 1'4 . er givne kontinuerte funk-

tioner. 

a) Entydighed. Beskriv. for ethvert punkt (xo,tO) E il, 

det område i (x,t)-planen hvor F skal være kendt, 

og de stykker på x-aksen, t-aksen og linien 

1T x = 4' hvor f, g, 1'3 og 1'4 skal være kendt, 

for at værdien af u(xo,t o ) er entydigt bestemt 

(opgaven fortsættes side 3) 
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(side 3.) 

Naturvidenskabelig embedseksamen vinteren 1973-74 

Matematik 213. Skriftlige opgaver til lØsning i 3 timer. 

(døv.s. beskrivafhængighedsområdet for (~,to))e 

Specielt Ønskes afhængighedsområdet for punktet 

(~, t) angivet i detaljer. 

b) Eksistens. Gennemgå i korte træk anvendelsen af 

metoden' Ilseparation af de variable" på problemet 

(*) med F, g, 1'3 og. 1'4 lig med O (diskussion 

af konvergensforhold kræves ikke). Herunder frem-

kommer et egenværdiproblem som ikl{e kan løses ved 

simple metoder, hvorfor der må redegØres for at 

Sturm Liouville teorien kan anvendes. Vis, at egen-

S.12 

værdierne " (n= 1 ,2, ... ) n . for det pågældende problem 

en 

Lad 

tilfredsstiller 

for hvert n 

(for eksempel ved sammenligning med.passende pro­

blemer med konstante koefficienter). 

Opgave nr. 3. 

D være et åbent områop. i planen begrænset af 

lukket Gi-kurve G. Vis, at problemet 

{-6U + 2u = F i D, 

li = O på G, 

, 
har hØjst en lØsning u E: c2 (5) for hver given funktion F. 
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26. 

Med L be+egnes differe.nfia.lopera..toren defineret ved 
a'.2u cl!). x ch{ y au 

:::: -+-+ -+--ox2 oy2 )(2.+ya~)( x2.+y"" ay I 
(1) Lu 

fOr ('IC/Y> € 1R2 . Man betra.gter rand værdi problemet 

(2) L lA::: O L k'R \ {.Qt I 

u = f 

hvor 

ol( = R 

k~ er cirkelskiveh {<Ro = { (x,y> f )(.2+ y 'J. < 1'<2 f ,med rand 

lære 

t ex/y> ( x2 +y2.::; RZ 1. Betingelsen (~) skrives i po­

koordina.ter er, 9-> som 

uCR,G)=f(t» for t1e]-rr,1TJ. 

1° Omsk.riv Lu -/;1 po(cere koordihater. 

2° V,'s I Q+ . hår f E (:2.( IR) og har periode 2.rr , da. findeS 

der en b.e.græVlse.t 16sV1ing +; I (21 - (3) I som til horer 
Cif (KR" {QJ} n C'l ( KR "{Q} og opfylder r ;~ -. O for r...,,0j 
. . (Find en losnin9 på ræk!ceform i ViS, at dencpfy/-· 
der d i {feren-/; allj 9ning 09 ran d b e-h' n g eiser. ) 

3° Vis fortnierne (for' u € c'2. I C~,y) -* (0,0) ) 

div (u2 grad C Log Vx2.+y'L) ) = 2 u. 9rud u • 9~ ( log JX2+y1 ) 

(4) 
+ 

4° Vis I at problemet (2) - (;) har h~js+ en losning Le. 

(fifh6rende C"( KR \.{E.~) n C2 ( /(~ \ {Ot) ) I SOh1 er begræh-

se.t og opfylder r:~-+o for r-O (Vink: 

Man kan mu.ltiplicere (2) med U 09 in+egren~ over l<2 \.. Ke for 
små E"> O Anvendelse af (4) I dive..rgenssc.J2+ningen og rOhdbe;hngelsen 
forer do. +iI et in+~ra.1 over kR \ kg plus to integraler over 

SOkE I som ggr !'nod O for E. ~ O . ) 

2.7-
en I d+ I h,..., r o:; at19 spæn. Streng """ r-o stedet )(:: O 
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et s~rin9 ,. massefylde I så 0.+ b6lgehas'hgheden er C1 for 
X < O , men C2 for x> O C C1 og C2, er +o forskel I t'ge po-
si ti ve kons+OtV1 1-f2-r ). 

1° Angiv 

'B e ste.m 
problem: 

strengens udsving (.,l ( XJ -/;) ved losni ng Clf [dl-

a2.u. c'J. o'Z.u. 
O for x<o, t>o' = ot,1. 1 2) )(2- I 

cfu. 
c2 

,lu 
O for X >D ( t '> o -- - -:;: o t "i. z. ih:'2 J 

med begynclelsesbeflf"\gelser 

u,cxjO) = f()(.) for x5:0 f hvor fe (2°9 fCo)=fl{o)=f"(O)=Oj 

OU 
at (X'j O) ::: - C1 f f (x.) for x S O i 

u. ( x) o) = O for x:> O i 

au at (XJO)::: O for )(>0; 

09 overgangsbe:lingelser: 

u. og er ko n+i n uer+e fol"" x:= O. 

( Vin k: M ah kaY! Ioeny++e I at lH x);;) ::: ~1l{ 1) + <4., ('1.,) i området 

x<o I uc)(.)t-J::: f>2(l;,) +-~2.(~2) i områ-det ~>O, hvor (~1I'Yl.1\ 
09 (e2. I "!z-) er de -hl horende I:.:o.rak+eris·hske koordl'Y"Io..ter.) 

3° Vis I af be+ing.elsen f/(O)::- O 

L.t( x/t) sket! være en c2 - funk+ion i 

X < O ( t > o 1 o 9 f (xj i' I x > o f t > Cl }. 

er rtcbdvendt'g I for cd 
be.gge olYll""ådel"" ~ (x)t) I 

28. (€ksamensopgO-ve 1, vin+erel"l 1974-75) 

Man lretra.,g+er di fferentictlopero.+oren L den'nen:~_t ved 

a2 u a2.1.{ aU. 
Lu == x -- -I- + 

9 x. 2. a x By a x. 

for ex,~) E fL I hvor n.. er mængder) .o. -.: {(x/y) € rR.2 I x>o,y>o}. 



MATEMATH< 213.1974-75 5.15 

1°) Bestem -typen af L ,i ethvert 'Pu.nk.t af n.. 

2.°) Find karakteristiske koordino.+er ~= ~(){/Y) I 'tl~"1()(,y) ) 09 
udregh formen af L udtryk.t ved de. nye koordina-fer (~,~). 

'OP) hnd sam-Hige 
renncLlllgnihgen 

funk.tioner l.t(X,y), Som er IOShin,g til diffe-

Lu. = O lo.o... 

29. (Eksamensopgave 2 1 vinteren 1974- 75) . 

J det f61gend~ ~eJE'9I'ler a et positivt +al, og kc)() er en kan­
-hnuer+ funktion pS cnt erva I let [O,a.] I hVor Ic. 0<') opfylder-
1 ~ k (t() ~ 2 . 

Man /;etrag+er- be9yVlde..(ses- 09 randvæYdiprcblemet: 

BtA 
2-

(1 ) /cc}C.) a u = o for (X/t) € ]O,o.[x. ]O,oo[) 
at ox:l 

('2.) u.(x)D) :: fc>o for x E Jo/aI., 
(*) 

(3) u(O)i) ::: O for t ~ 6 I 

(4 ) u(a)t) ::: O for t ~ o ; 

sorn skal/oses ve.d me-foden II separo.-hon af de vo.n·a.b(e~ 

1°) Vis, at for de egen+I~'ge 16sninger U (xjl:,) -hl (1), (3))09 (4), 

der har formen U.(x,t.) = XCX) TCt), 9ce1der, a.t XC)() er egen-
funk-hon . for S.furrn - Liouville pro&lernet 

-1 
lf'"()() T 'X-k tpl)() =0 for I<.EJD1a..[, ex) 

( 
(5) 

t**) 
(6) 4'(0)= tplQJ=O. 

Er det+e et r:?gu.!ær-f S+Ur-m-, Cr'ouvi Ile F'roblem ~ Hvad er 
P, q 09 r 1 

Ege.nvcerdierhe for c**) bef-eg'ies ved ~h C ordnet en 
voksende folge A1 < 1\2 < lo, ) log for hvert h beteener CPh 
en ti I h6 rende e.genf ut1K.-ft'on. 'Bestem for hvert h e.t'\ fu..nk..-
+ion Tn et) , for hvi {ken Theo)::: 1 09 TnCt)lp",(KJ er 105-

nin9 .fil (1) I (3) 09 (4), 
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J resten af opgaven antages I at f € M~ ([o/a.)). 

2°) Vis f at der findes eh 09 kun mlfo!ge (en )nEIN ) for 

hvi I ken rækken 

fremsfi (ler en funlc.n'on Ldx,t) I som er defineret for i= O og 
opfy [der (2). (Funk.1ionen U(X;c) anses for- defineret fOr de 
værdier af i I for hvdke rækken konvergerer i middel i 

Hf 1/ 
M~ ([OfaJ) mht. x.) Vis I at len I '5 f for alle h E IN, 

1/ Lp" 1/ f 

for hE rN,' 

.4°) Vis I oJ der findes en konstant K f ~Iedes at e9enfunk-
fionerne 4> .... (KJ -fil (**) opfylder 

I Lp" (x) I $ K.r:;: 1/ <Ph II~ for x € [DIa] I h€ rN .. 

[VINK: V,'s u.d fra iignin..gen <Ph (iO:: .{X, tp~ (y) dy I a.t 

I ~h(X)':5 K (Ja tp~ Cy)2 dy )t , 
O 

De+ sidste udtryk lcan f. ex, omsk.rives ved brug· af er, sO<.+ni~ 
om 'Rayleigh - kvofienfen. J 

Vis f 0.+ rækken (7) konvergerer uniformt for ('t<,t) € 

[o a.. J)( [t 00 [ .cor e+hvert t" />0 , .; o' I II v 

SO) Jdet det yderl'3ere oplyses I a.t der findes en kons~t 
K1 ' såled es cd 

(10 ) for x E [D aJ n"E (N ,( ) 

skal man vise, at rækkerne dannet ud fra. (7) ved !-edV\s 
a () :æ-. 

anvendelse a.f at f OX °9 9x2 konvergerer· uY1tformt 

for (Xlt) E. [D,et] 'x [to 1 00 [, for hvert to> O j og dermed 

at u'Cx,'{;) opfylder (1\ (3) 09 (4). 
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f/J Vis I 0.+ n&r f E. c1 ( [o,a]) med 
er rækken (7) uniformt konvergent på 
U( Xli.) er I<>sni ng -h I (*) . 

s. 17 

f(o)=f(cL)=Ot dq 

[o,QJ)( [o,oo[ I 09 

[+fer·hl kon benyttes en sæ.tning fro. no-ternes K.Q?ite.1 9.] 

30 (e.ksamen50P9C\ve 1, vinteren 1975 -76 ) 

1 ° Bestem typen af differentia.loperatoren L defineret 

ved 

l alle punkter (x,y) E JR2. 

2° Idet D betegner det &bne kvadrat 

" D = {(x,y) :- ]Re o < X < 1, O < Y < 1} 

og C er dettes rand, skal man vise, at problemet 

{ Lu ,- f i D, 

lJ = g p& C, 

hvor f E CO (TI) og E CO(C), har hØjst 
,. 

lØsning g en 

u E C 2 (U) . 

31 (Eksamensopgave 2, vinteren 1975-76) 

Man betragter et hØjt cirkelformet hus, f.eks. en kornsilo, 

hvori varmen alene udbreder sig ved varmeledning. Det Ønskes 

undersØgt, hvorledes temperaturen fordeler sig i huset, når 

dette til tiden t = O har temperaturfordelingen f, og det 

er udsat for en ydre temperaturpåvirkning g , som kun af-

hænger af tiden t. Idet huset fremstilles ved koordinater 

(x,y,z) hvor 
2 2 

x + Y ~ 1 og z e et interval af JR, an-

tages det, at f kun afhænger af x og y, og at huset er 



MATEMATIK 213,1.974--75 

så hØj t, at temperaturfordelingen u kan antages at vær,,? uaf-

hængig af z. Man skal altså lØse ligningssystemet (for eri 

konstant k > O) 

dU C:l 2
U 

~2 ) 2 2 

f 
('1 ) k + 

ry u 
° for 1 :l t O at -

dX 2 -:2 = x + y < :> 

dY 

( 2 ) u(x~Yjlt) g(t) for 
2 2 

1 ~ t O 

l 
:: x + y = :> 

( 3 ) u(x,y,O) f(x,y) for 
2 2 

1 " :: X + Y < 

Det antages, at f E ~o({(' )1 2 ? }) C x,y x +y-~1 og 

samt at f(x,y) :: O for 
2 2 x + y :: 1, og g (O) :: O. 

1° Find fØrst lØsningen for tilfældet hvor g(t) :: O for 

t ~ O. Hertil anvendes separationsmetoden, hvorved lØsnirlgen 

opskrives som en rækkeudvikling (for hvert t) efter et fuld-

stændigt ortogonalsystem af funktioner udtrykt ved polære koor­

dinater r og 8. Angiv funktionerne i ortogonalsystemet og 

opskriv formler for koefficienterne i rækken. 

Konvergensforhold forventes ikke diskuteret. 

2° Find, ligeledes på rækkeform, lØsningen for generelle 

g E C1 ([0,oo[). (Vink: Man kan betragte det problem, funktionen 

18 

g(t) må være lØsning til.) Angiv specielt 

lØsningens udseende i midten af huset (dvs. for r = O). 

32 (EIL.Sa,mensopgCNe 3 I v i rrteren 1975 - 76 ), 
00 

~ sin nx sin ny 
Beregn L --' --.---------

n=1 n 2 
for (x,y) E [O,n]x[O,n]. 

(Vink: Man kan for eksempel sammenligne udtrykket med en frem-

stilling af en vis Greens funktion.) 
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