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§0. Nogle grundbegreber.

A. Matematisk logik og me&ngdelare.

Matematisk logik er logik udtrykt i formelsprog efter matema-
tisk forbillede. Som grundlagger regner man George Boole (1815-64),
Oog den matematiske logik har udviklet sig til en omfattende disci-
plin i ner tilknytning til studiet af matematikkens grundlag. Vi
indskranker os her til at give en pracisering af det logiske tegn-

sprog i den form vi vil benytte det til formulering af matematiske
udsagn.

Matematiske udsagn. Udsagn opbygges fra atomiske udsagn ved hjalp

af udsagnslogiske konnektiver og kvantorer.

De atomiske udsagn vil som regel have formen

XRy ,

hvor x og y er variable eller konstanter, der betegner velde-

finerede matematiske objekter, og R er et relationssymbol, som

f.eks. =, <, €. 1 mange tilfalde vil x .eller y dog vare
sammensatte termer, der er opbygget fra variable og konstanter, som
f.eks. "a+b/2" . Et atomisk udsagn uden variable har en af sand-
hedsvardierne s ("sand") eller f ("falsk"), medens atomiske
udségn med variable normalt fgrst f&r en sandhedsvardi, ndr de ind-
gédende variable knyttes til matematiske objekter.

De udsagnslogiske konnektiver er

negation: iye) lases "non p" eller ‘“ikke p" ;
konjunktion: P A Qg leses "p og q" ;

disjunktion: Pvg leses "p eller g" ;
implikation: P=a leses "hvis p s& q" ;
biimplikation: p & g lases "p hvis og kun hvis aq" .

Til disse hgrer sandhedstabellerne:

p || p Plall PAd|Pvad|pP=>qd|PpPeq
.S £ sz S S ] ] S
£ S f £ s f f
£ s £ s S £
£ £ £ £ s s ]




Mat 102, 1980/81 I.2

Ved hjzlp af disse kan man for alle kombinationer af sandhedsvardier
for udsagn Pqre--rPy udregne sandhedsvardien for et udsagn p ,
der er opbygget fra Pqree-1rPy ved hjelp af de udsagnslogiske kon-
nektiver. Et udsagn, der pa denne mdde altid fir tillagt sandheds-

verdien s kaldes en udsagnslogisk tautologi. Et udsagn g siges

at vere en udsagnslogisk konsekvens af et udsagn p , safremt im-

plikationen p = g er en udsagnslogisk tautologi. Dette betyder,
at g er sand for alle kombinationer af sandhedsvardier for hvilke

p er sand. To udsagn p og g kaldes udsagnslogisk akvivalente,

hvis biimplikationen p ® g er en tautologi. Dette er ensbetydende
med at bdde p =g og g = p er udsagnslogiske tautologier. Udsagn

af fplgende form benyttes ofte som udsagnslogiske tautologier

p=>9g © 'pvg

p=>9gqg & Tgs="Tp
Tpagq) e  Tp vig
(pvg) & Tp A7q

(Parenteser udelades i overensstemmelse med, at "bindingsevnen" for
konnektiverne v, A , v , = og e er faldende.)

Kvantorerne er:

alkvantoren: Vxp(x) lases som "for alle x galder p(x)" .

o

eksistenskvantoren: 3Ixp(x) lases som "der eksisterer et x , sa

p(x) L

Ved brug af kvantorerne i denne form er underforstdet en universal-
mengde, som variablene gennemlgber. I udsagnene Vxp(x) og 3Ixp(x)
siges variablen x at blive bundet af kvantoren. En variabel, som
ikke er bundet, kaldes fri. Et udsagn med frie variable kaldes et

abent udsagn, medens et udsagn uden frie variable kaldes et afslut-

tet udsagn. Ofte reserveres betegnelsen udsagn til afsluttede udsagn.

Abne udsagn far tildelt en sandhedsvaerdi, ndr de frie variable knyt-
tes til elementer i universalmengden, medens afsluttede udsagn uden
videre er sande eller falske.

Medens man ved at gennemprgve et endeligt antal muligheder kan
undersgge om et udsagn er en udsagnslogisk tautologi, har man i al-
mindelighed for uendelige universalma&ngder ingen mulighed for at
afgpre om et udsagn er sandt for alle tildelinger af vaerdier til de
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frie variable. Vigtige typer af udsagn med denne egenskab (tauto-

logier) er fglgende:

IxAyp (x,y) e 3Ayaxp(x,y)
VXVyp (x,y) ¢ VyVxp(x,y)
Taxp(x) e Vx'p(x)
Tvxp(x) &  3IxTp(x)
Ix(p(x)vg(x)) e 3Ixp(x)vIx]g(x)
vV (p(x)Ag(x)) e Vxp(xX)AVxqg(x)
IxVyp (x,y) = Vy3dxp(x,y)
V¥xp(x)vvxg(x) = Vx(p(x)vq(x))
IX(p(x)Ag(x)) = 3Ixp(x)AIxg(x)

Udsagnene Vx € M: p(x) og 3Ix € M: p(x) kan opfattes som forkor-
telser for udsagnene VX(x € M = p(x)) og 3Ix(x € M A p(x))

Satninger og beviser. En matematisk teori bestdr af udsagn der for-

muleres i matematiske se@tninger. Ved definitioner fastlagges betyd-

ningen af de begreber der indgdr i teorien (gives en beskrivelse af
teoriens objekter) og de matematiske satninger er "sande" udsagn om

disse begreber (objekter). Visse af teoriens satninger "aksiomerne"

antages uden videre at vare sande, medens de ¢vrige er "konsekven-

" af aksiomerne og kan "bevises" ud fra disse.

ser
Matematiske satninger er (kan vare) nyttige fordi de udsagn der

havdes er "sande udsagn om virkeligheden", kan anvendes. For eksem-

pel stemmer det overens med al sadvanlig erfaring, at for en ret-
vinklet trekant er kvadratet af hypotenusens langde lig summen af
kvadraterne af kateternes langder.

Vi skal ikke her give en narmere pracisering af hvad et bevis
for en matematisk satning er. Kravene til et matematisk bevis har
&ndret sig gennem tiden, men det vasentlige ved et bevis er, at det

overbeviser om sandheden af den pastand det havder at bevise. Om et

bevis er "godt nok" afggres sdledes til en vis grad ved matematisk
erfaring.

Et matematisk bevis bestdr ofte af en rakke delargﬁmenter eller
skridt ("mellemregninger") hvor der i hvert skridt havdes en péastand
som "let" indses at vare sand og som, ndr skridtene tages under ét
samlet giver den gnskede pdstand. Efterhdnden som der opnas fortro-
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lighed med beviser vil mange af disse skridt kunne udelades.
Fplgende type bevis "kontraposition" kan ofte benyttes nar en
pastand af formen (p = gq) skal godtggres. Idet de sammensatte

udsagn (p = ) og (7qg = 7p) er xkvivalente, kan et bevis for at
(p = gq) er sandt fgres ved at vise at ("qg =7p) er sandt. For
eksempel vil pdstanden (hvis f er differentiabel sa er f konti-
nuert) kunne bevises ved at vise pastanden (hvis f er ikke-konti-
nuert sd er f ikke-differentiabel).

En anden hyppigt benyttet bevistype er det "indirekte bevis"

(reductio ad absurdum), der bestdr i ud fra negationen af den péa-

stand som ¢gnskes bevist at udlede en modstrid, d.v.s. at et udsagn
af formen (p A 1p) er sandt. I eksemplet ovenfor er negationen af
pdstanden (hvis f er differentiabel sd er f kontinuert) udsag-

net (f er differentiabel og £f er ikke-kontinuert), og et indi-
rekte bevis for den fgrste pastand kan fgres ved at vise at der ud
fra negationen kan sluttes f.eks. (f er differentiabel og £ er
ikke-differentiabel) eller (f er kontinuert og £ er ikke-kon-

tinuert).

Ngdvendige og tilstrakkelige betingelser. Et dbent udsagn p(x)

kan opfattes som en betingelse pd x eller en egenskab ved x ,
idet det at havde at p(x) er sandt kommer ud pa at x er saledes
beskaffen at p(x) er sandt til forskel fra eventuelle x' for
hvilke p(x') er falskt.
Lad p og g vare abne udsagn i den variable x . Hvis udsag-
net
v p(x) = gq(x) ,

er sandt, s& siger vi at p er en tilstrakkelig betingelse for g

(at p er "sterkere" end g) og at g er en ngdvendig betingelse

for p (at g er "svagere" end p) . Tilsvarende hvis udsagnet
vx p(x) & g(x) ,

er sandt, sa siger vi at p er en ngdvendig og tilstrakkelig beting-

else for g (p og g er "lige starke"). Idet enhver differentia-
bel funktion er kontinuert, kan vi altsa sige, at differentiabili-

tet er en tilstrakkelig betingelse for kontinuitet og at kontinuitet

er en ngdvendig betingelse for differentiabilitet.
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Ved en skriftlig fremstilling af matematik foretrzkker man i
reglen det smidige sadvanlige sprog frem for det logiske tegnsprog,
som - nar det skal lases - kraver en omsatning til sadvanligt sprog.
Derimod finder det logiske tegnsprog udstrakt anvendelse i tilslut-
ning til mundtlig fremstilling. Ved anvendelsen'tilladér'mah'sig,
ligesom ved brugen af det egentlige matematiskértegnsprog, ofte fri-

heder, som det nzppe lgnner sig at forsgge at afgranse.

Mazngdelaren er grundlaggende i vore dages matematik. Som selv-
stendig disciplin er den grundlagt af Georg Cantor (1845-1918) i
en razkke afhandlinger fra &rene 1874-97. Vi skal ikke her ga ind pa
de dybereliggende afsnit af den almene maengdelzre, men kun omtale

dens tegnsprog og dens simpleste begreber.

Mengdebegrebet. Ved en mangde vil vi i det fglgende forsta en vel-

afgranset samling af matematiske objekter; disse kaldes mengdens

elementer. At x er element af mengden M , skrives x € M eller

M3 x ; at x ikke er element af mangden M , skrives x ¢ M
eller M $ x . Man ser, at x € M blot er en anden skrivemdde for
7(x € M) . En mengde er selv et matematisk objekt og kan som sa-

dant vare element af andre m@&ngder. En mengde kaldes ofte et rum;
dens elementer kaldes da punkter.

En endelig mangde kan angives ved at man i en krgllet parentes
opremser dens elementer. Der er herved intet i vejen for, at samme
element skrives flere gange, og rakkefglgen er ligegyldig. Séaledes
betegner {1,3,2,5,2} og {1,5,2,3} den samme mengde, nemlig den,
hvis elementer er tallene 1,2,3,5 og ikke andre objekter; og
hvis x er et matematisk objekt betegner {x} mengden med det
ene element x

For nogle m&ngder benyttes faste betegnelser:

er den. tomme mangde;

er mangden af alle naturlige, d.v.s. hele, positive tal;
er mengden af alle ikke-negative hele tal;

er mengden af alle hele tal;

er mengden af alle rationale tal;

er mengden af alle reelle tal;

er mengden af alle positive reelle tal;

e R o BB B

er mengden af alle komplekse tal.
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En mengde A kaldes delmangde af mengden B og man skriver
Ac B eller B> A, hvis hvert element af A ogsd er element

af B . Mengden A kaldes agte delmangde af mengden B , hvis

A er delmengde af B og A # B . Den tomme mengde @ er del-
mengde af enhver mangde.

Maengden af delmengder af en mangde M , altsda den mangde,
hvis elementer er delmengderne af M , betegnes i det fglgende
(M) , og kaldes potensmangden for M .

Ofte vil der vare givet en fast mengde M , hvorom under-

spgelserne drejer sig. Mangden M kaldes da grundmengden, eller

universalmengden. Af sproglige grunde er det da hensigtsmessigt

at benytte benavnelsen mengde fortrinsvis for delmengder af M
og for andre mengder at benytte et synonym. F.eks. kan man kalde
en delmangde af P (M) et system af delmengder af M eller blot
et maengdesystem.

Hvis der til hvert element i af en mengde I (der ikke be-
hgver at vaere delmzngde af M) er knyttet et element X5 af M,
udggr disse elementer en delma&ngde af M , der betegnes
{xi | i € I} . Mangden I kaldes indexmangden. Ved brug af denne

betegnelse forlanges ikke, at de til to forskellige indices sva-
rende elementer er forskellige. Hvis I Dbestér af tallene
1,...,n , er det mengden {xi,...,xn}r. Hvis I = N, benyt—b
tes ogsd betegnelsen {x1,x2,... }

En delmengde A af M kan vere karakteriseret ved en eller
flere egenskaber, der udskiller elementerne af A blandt ele-
menterne af M . Det er i reglen bekvemt at formulere de egen-
skaber, der karakteriserer elementerne af A , ved et udsagn -
p(x) , sdledes at A som elementer har netop de elementer x

af M , for hvilke p(x) er sandt. Vi skriver da
A={xe€eM]| px)} eller A= {x| px)} ,

idet den sidste skrivemdde kan benyttes, né&r det af sammenhangen

fremgar, hvilken mengde M , der er grundmengde.

Mazngdealgebra. For delmengder af en grundmangde M defineres

fellesmengden A n B , foreningsmengden A U B , og overskuds-

mengden A~NB af A over B , eller komplementet af B i A ,

ved formlerne



Mat 102, 1980/81 I.7

ANB-= {x | x € A A x € B}
AUB={x| x€A v x € B}
ANB={x| x€A A x €& B} .

Komplementet M~A af en delmengde A af M 1 M kaldes kort
komplementaermengden for A og betegnes ogsa “A eller (A .
Man bemerker, at “(A) =aA, "M=¢ , "0 =M, og at der for

vilkérlige delmengder af M galder ANB = A n (TB) . Hvis
ANB=¢ , kaldes A og B disjunkte.
Man ser, at (AnB) n C =A n (BNC) og (AuB) u C = A U (BUC) ,

s& at man kan udelade parenteserne og tale om mengderne A N B n C

og AU BUC . For vilkdrlige mengder A1""’An kan man her-
efter ogsa tale om fzllesmengden A1 n...na, og forenings=-
mengden A1 Uu ... U An , der kort betegnes n?=1 Ai og
ut_, A

i=1 i °

Alment kan vi, hvis der til hvert element i af en index-
mengde I er knyttet en delmengde Ai af M. , definere falles-
mengden n{Ai | i € I} og foreningsmangden U{Ai | 1 € I} ved

formlerne

ﬂ{Ai | 1 € I} = {x | vi € I: x € Ai}

u{a; | i€ I} ={x | 31i€I:xe€Anl .

nieI Ai og Ui€I Ai . Hvis I = N
anvendes ogsd betegnelserne A1 n A2 n ... og A UA, U ...
eller n?=

De to mengder betegnes ogséa

1

185 09 Uiog By -

Der gazlder dualitetslovene

AN~ N Ai = U (AxAi)
i€l i€l
AN U.A, = 01N (A\Ai) .

ier T ier
Et system {Ai | 1 € I} af delmengder af M siges at over-
dekke en delmengde A af M , eller at udggre en overdakning

af A, hvis Ac U{Ai | i€ I} . Hvis A = u{Ai | 1 € I} og
‘mengderne i systemet er parvis disjunkte og ingen af dem er den

tomme mengde @ , kaldes overdakningen en klassedeling af A .

Den betragtede grundm@&ngde har kun virkelig betydning i for-
bindelse med begrebet komplementarmazngde. De ¢vrige begreber:
fellesmengde, foreningsmaengde, overskudsmengde, er uafhangige af

hvilken grundmzngde indeholdende de pagzldende mzngder man valger.
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Produktmengder. Lad X og Y vare to maengder. Ved produktet

X x Y forstds mangden af alle ordnede par (x,y) , hvor x € X
og y € Y . Man kalder elementerne x og y koordinaterne af
(x,y) eller projektionerne af (x,y) pa X og Y ; undertiden

kaldes x abscissen og y orxdinaten af (x,y) .

Hvis Ac X og BcY, er A x B en delmezngde af X x Y
(men X x Y har naturligvis, undtagen i trivielle tilfzlde, mange
flere delmzngder end delmangder af denne form).

For vilkarlige mangder X1"“'Xn kan vi danne mangden
X,IX...xXn bestdende af alle ordnede sa&t (x1,...,xn) , hvor
X4 € X1""’Xn € Xn

Hvis alle Xi er samme mengde X , betegnes produktet

Xx...xX med X" . Mzngden X' bestir altsi af alle ordnede sat
(X1""’Xn) , hvor Xyreeer Xy € X .
Maengden R kaldes det k-dimensionale reelle talrum. For

k =1,2,3 optrader ]fi i den aritmetiske beskrivelse af en ret
linie, en plan, eller rummet, der baseres p& indfgrelsen af koordi-
nater. Analogt kaldes mangden Ck ‘det k-dimensionale komplekse

talrum.

Induktionsbeviser. Vi skal tage for givet,atvmangden IN af natur-

lige tal {1,2,3,...} har fglgende egenskab (princippet for matema-

tisk induktion):

En delmezngde A < N som opfyider
(1) 1€ A,
(ii) VYn € N: n€ A= n+1 € A ,

er lig N.

Denne egenskab ved W udnyttes i induktionsbeviser.. Lad

PqiPyrP3recsPpyse-. Vare en fplge af udsagn. Et induktionsbevis
for at alle disse udsagn er sande kan fgres ved at godtggre fglgende

to péstande:



Mat 102, 1980/81 I.9

1°, p, er sandt,
2°. for alle n € N gaelder, at hvis p, er sandt sd er

Ppi sandt.

Mengden A = {n € N | p, er sandt} opfylder nemlig, at 1 € A
(10) OoOg Vn € N: n € A= nt+t1 € A (20), og er derfor ifplge prin-
cippet for matematisk induktion lig IN.

- P&standen 1° kaldes induktionens start og 2° kaldes induktions-

skridtet.
EKSEMPEL. For alle naturlige tal n € W galder
, _ 1
1+2+...+n——2-n(n+1) .

Lad = for n € W betegne udsagnet

"1+ 2+ ... +n-= %11(n+1)" .
Udsagnet p, er altsd at 1 = %- 1(1+1) = 1 som er sandt, og P,
er at 1+2 =-%2 «(2+1) = 3 som ogsa er sandt. Vi skal vise at P,

er sand for alle n € W ved induktion og vi har set at induktio-
nen kan starte. Lad os godtggre induktionsskridtet. Antag altsa,

for et n € N, at p, er sandt, altsd at

14—2+...+r1=%n(m4).
S& finder vi
1+ 2+ ... +n+ (nt1) = %11(n+1)+(n+1)
= (o) Aty = @)X 2dne) = Tnt1) (nr2)
2 2 27 2

%(n+1)[(n+1)+1] ’

hvilket viser at p er sandt.

n+1
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Dermed er induktionsskridtet godtgjort, og det fglger af prin-

cippet for matematisk induktion at

1+ 2+ ... +n==n (n+1)

N —

for alle naturlige tal n . [

Der vil i det fglgende ofte vaere brug for at kunne skrive sum-
mer af et (stort) antal tal pd en kort og overskuelig made. Dette
gpres ved hjelp af summationstegnet X (stort grask sigma). For

reelle tal Aqr8yreerdy (k € N) , skriver vi sdledes

™M~

Pt aj1= a1+a2+...+ak .

Her er summationsvariablen j Dblot en eller anden variabel der gen-

nemlgber tallene 1,2,...,k . F.eks. kan vi skrive
k k k-1
> a. = ¥ a_ = X a. = ... .
5=1 3 p=1 “p i=0 i+1

Med denne konvention kan formlen i det foregdende eksempel skrives

N
J = 2n(n+1) .

n™MB

j=1

EKSEMPEL. For ethvert reelt tal g * 1 og ethvert naturligt tal

n € W gelder ("kvotientrzkke med kvotient g "):

5 n 1- n+1
T+g+g™+ ... +g = T-q
n : 1- n+1
eller skrevet med summationstegn z qj = —7%2{— . Lad P, be-
j=0
tegne udsagnet
n 1- n+1
R R e == .
-gq
1- 2
Udsagnet p; er altséd 1+q = 7F%f , som er sandt fordi

(1+g) (1-q) = 1—q2 . Vi vil vise at p_ er sandt for alle n € N
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ved induktion, og vi har set at py er sandt. Lad os bevise induk-

tionsskridtet. Antag altsd at p, er sandt d.v.s. at

a 1 - n+1
THgt ... +q = —— .
-q
S& finder vi
n+1
1+g+ ... +qn+qn+1 1—1%(_{— + qn-l-1
+ + + +1)+
_ 1_gn 1+(1-q)qn 1 _ 1_qn 2 _ 1_q‘n 1)+1 ,

1-q 1-q 1-q

hvilket viser at »p er sandt.

n+1

Ifglge princippet for matematisk induktion galder altsé

n 1- n+1
T+g+ ... +g =-—f%§—-

for g # 1 og alle n€ W. []

EKSEMPEL. For et naturligt tal n € W betegner n! (n fakultet

eller n udrdbstegn) produktet 1:2:-:n , og vi satter 0!

For n € N

N——r =

n
0 ©9 ke {0,1,2,...,n} er binomialkoefficienten (
k

givet ved
"o __nt
k} ki(n-k): °

For reelle tal a og b og naturlige tal n € W galder binomial-

formlen

n n n o . n n
(a+b) " = ( >bn + ( T ...-F( a1+ ( \,n ,
0 1} n—1}

som ved hjzlp af summationstegnet kort skrives

n n
(a+b)® = 5 [ \a¥pn7k
k=0 \k

Vi vil vise binomialformlen ved induktion og betegner med P, for

n € W udsagnet

"(a+b) " =

=

n
( )akbn—k-n.
k=0 ‘k
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Udsagnet p, er altsé

| (ot = (et (e = s

™M=

atb =
k

som er sandt. Udsagnet p, er

(Y627 = (a2 + (Dats! + ()a%?
k

(a+b)2

2
>
=0

ll
oy
+
N
V)
op
“+
o

som ogsd er sandt.

I beviset for induktionsskridtet far vi brug for at der for

n n n+1
() ()-C))

n € N gelder

for k=1,2,...,n . Dette ses ved udregning:
n n o o
<k> * (k_1) TRk (KT T kK1) (n-(k=1)) ¢
_ n:(n-k+1) + n'k
k! (n-k+1)! k! (n-k+1)!
_ n:(n-k+1)+nik _ n!(n-k+1+k)
ki(n-k+1)! k! (n+1-k)!
_ (1) (n+1\
k! (n+t1-k)! K )

Nu til induktionsskridtet. Antag altsd, at der for et n € N gxel-
der
n n
(a+b)® = = ( \akp Tk |
=0

S& finder vi

(a+b)n+1

n
(a+b) (a+b)® = (a+b) = (
=0

n n n n
_ {7\ _k+1, n-k ()
L VD Lo W A '

her spaltes sidste, henholdsvis fgrste led. fra
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n-1 ,n _ n n n. ,n _
= X ( )akHbn kg ( )an+1 + < )bn+1 + 3 ( )akbn+1 k
k=0 ‘k n 0 k=1 ‘k

<n+1\ n+1 | B0 ( O\ _k+1, n+1- (kH1)

= b + X
0 } k=0 k+1-1/
n n n+1
L 5 ( )akbn+1—k + ( >an+1 ,
k=1 ‘k n+1

i den fgrste sum erstattes k+1 med k r hvorefter k altsd gen-

nemlgber tallene 1,2,...,n ,
n+1 n n n n n+1 '
_ ( )bn+1 + s _( )akbn+1-k + ( )akbn+1—k + ( )an+1
0 k=1 ‘k-1 k=1 ‘k n+1
n+1 n n n n+1
_ ( )bn+1 + 5 {( >+( )]akbn+1_k 4 ( )an+1,
0 k=1 k-1 k n+1

n n\ n+1
som ved hjalp af formlen ( )4—(.} = ( ) kan skrives
k-1 k k
_ MY konerex
k=0 \ k / !

hvilket viser induktionsskridtet.

Ifplge princippet for matematisk induktion galder altsa

n n
(a+b)® = ¥ ( >akbn'k
k=0 ‘k/

for n € N og reelle tal a,b . |

B. Relationer og afbildninger.

Relationer. Lad X og Y vare to mangder. Ved en relation fra

X til Y forstads en delmengde R af produktmangden X x Y .

For vilkarlige elementer x € X o9 y € Y siger vi, at x stir

i relationen R til y , safremt (x,y) € R . I denne sammenh&ng
benyttes i stedet for (x,y) € R ogsd skrivemaden xRy .

Relationer betegnes ofte ved s@rlige tegn i stedet for ved

bogstaver.
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Ud fra relationen R fra X til Y dannes en relation R_1

fra Y til X , kaldet den omvendte relation til R , idet

-1

delmengden R af produktmengden Y x X defineres som mangden

af ordnede par (y,x) , for hvilke (x,y) € R . Man ser, at de
to udsagn xRy og yR_1X er ensgyldige.

Er specielt X og Y samme mengde M , kaldes en relation
fra X til Y en relation i M . En relation i M er altséd
en delmengde R af M2 .

En relation R i en me&ngde M kaldes refleksiv, hvis der
for ethvert x € M galder xRx . Den kaldes symmetrisk, hvis der
for vilkéarlige x,y € M galder xRy = yRx , altsd hvis

R_1 = R . Den kaldes asymmetrisk, hvis der for vilkéarlige

X,y € M gelder xRy A xX*y = 'VRx ; man overbeviser sig let om,
at dette kommer ud pa et med, at der for vilkdrlige x,y € M
gelder xRy A yRx = x=y . Den kaldes transitiv, hvis der for

vilkarlige x,y,z € M galder xRy A yRz = xRz .

Ekvivalensrelation. En relation ~ 1 en me&ngde M kaldes en

kvivalensrelation, hvis den er refleksiv, symmetrisk, og transi-

tiv, altsd hvis der for vilkarlige elementer af M galder

(1) X ~ X
(2) X~y = Yy ~X

(3) X~y A Yy~Z = X~ Z .

Begrebet a@kvivalensrelation stdr pd fglgende made i forbind-

else med begrebet klassedeling:

Lad {Ai | 1 € I} vare et system af delm@ngder af M , der
udggr en klassedeling af M . Ved fastsattelsen x ~y , Dnar
X og y tilhgrer samme klasse Ai , er da defineret en &kvi-
valensrelation i M . Dette er klart.
Enhver zkvivalensrelation ~ i M fremkommer pa denne made
ud fra netop een klassedeling. For at indse dette danner man
for hvert x € M mangden AX = {y € M| x ~y} . Man viser nu
let, at systemet {AX | x € M} udggr en klassedeling af M ,
at ~ netop er den til denne klassedeling hgrende zkvivalensre-
lation, og at ~ ikke hgrer til nogen anden klassedeling af M .
Klasserne (delmangderne) ved den til en &kvivalensrelation

hprende klassedeling kaldes akvivalensklasser, og mengden af &k-

vivalensklasser kaldes kvotientmengden for @kvivalensrelationen.
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Ordningsrelation. En relation £ i en me&ngde M kaldes en

ordningsrelation, hvis den er refleksiv, asymmetrisk, og transi-

tiv, altsd hvis

(1) x X x
(2) xXY A Y §‘X > X =y
(3) x 2y vz =»> x%2z .
N&dr =% er en ordningsrelation i M , skrives i stedet for

x<y A X%y ogsd x<y . I stedet for x Ly og x<vy
skrives ogsd y »* x og y ¢ x , d.v.s. b, og > Dbenyttes
som.bétegnelser for de omvendte relationer til £ og < . Be-
merk, at '(x<x) ogat x<y A y<z = x<z.
En ordningsrelation kaldes total, hvis der for vilkarlige
indbyrdes forskellige x,y € M galder x<Ly eller y <x .
En mengde M udstyret med en ordningsrelation :§ kaldes

en ordnet me@ngde; maengden siges at vere organiseret ved relatio-

nen £ ; er ordningsrelationen total kaldes mangden totalt
ordnet. @nsker man i benavnelsen for en ordnet mangde at anfgre

ordningsrelationens navn, taler man om den ordnede mangde M,%) .

Afbildninger eller funktioner. Ved en afbildning af en mangde

X ind i en mengde Y , eller en funktion fra X til Y , for-
stas en tilordning, hvorved der til hvert element x € X svarer
et bestemt element y € Y . '
En afbildning betegnes i-regleh ved et enkeltibogstav, un-
dertiden ved en ordforkortelse. At £ er en afbildning af X

ind i Y skrives

£
f: X > Y eller X - Y .

Mangden X kaldes afbildningens definitionsm@&ngde og ma&ngden Y

dens dispositionsmengde. Det til et element x € X svarende
element af Y betegnes f(x) . Det kaldes billedet af x ved

f eller den til x hgrende vaerdi eller funktionsverdi. At

f(x) svarer til x skrives hyppigt x » f£(x) , og ofte benyt-
tes symbolet
x » £f(x) ,

simpelthen som betegnelse for afbildningen £ . En afbildning
f: X - Y omtales ofte som afbildningen f(x) eller y = f(x) ,
idet x € X kaldes den uafh®ngige variable og y € Y den afhan-

gige wvariable.
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I tilfelde af en endelig mengde X kan en afbildning angi-
ves ved en tabel:
.- /x1 cee X ) .
VEGe) el £0xy)
For en vilkarlig delmengde A af X wudge¢r billederne af
alle x € A. en delmengde af Y , der kaldes billedet af A
ved f og betegnes £f(a) , altsa

f£(A) = {£(x) | x € A}

Den s@rlige brug af tegnet f i forbindelsen £f(A) er en
praktisk konvention og bgr ikke fgre til misforstidelser. Bil-
ledet £f(X) kaldes billedm@&ngden eller vardimengden for £ .
Ved grafen for en afbildning f: X » Y forstas delmangden
{(x,f(x)) | x€ X} af X x Y . En delmengde R af X x Y er

abenbart grafen for en afbildning af X ind i Y , hvis og
kun hvis der for ethvert x € X findes et og kun eet y € Y ,
for hvilket (x,y) € R . Begrebet afbildning indordnes herigen-
nem under begrebet relation, idet afbildninger af X ind i Y
modsvarer denne specielle type af relationer fra X til Y .

En afbildning f£: X » Y kaldes surjektiv eller en afbild-

ning af X pad Y , hvis £(X) =Y . Den kaldes injektiv,

hvis derifbi‘QilkérligétindBYrées forskéiiige x1,xé € X gel-

der f(x1)-¢ f(x2) . Den kaldes bijektiv, hvis den er bdde sur-
jektiv og injektiv, altsd hvis ethvert y € Y er billede af et
og kun eet x € X . Man ser, at afbildningen f: X » Y er bi-
jektiv, hvis og kun hvis det om dens graf R = {(x,f(x)) | x € X},
opfattet som relation fra X til Y , gaelder, at den omvendte
relation R_1 modsvarer en afbildning af Y ind i X ; denne

afbildning kaldes den omvendte afbildning til £ og betegnes
-1

f i den er naturligvis ogsd bijektiv, og der galder
-1,-1 _

(£ ) = f .

Er Ac X oger f: X->Y og g: A->Y afbildninger, siges
g at vare en restriktion (indskrankning) af f , og f en
ekstension (udvidelse) af g , hvis g(x) = f(x) for ethvert
X € A . Narmere bestemt kaldes g i dette tilfalde restriktio-
nen af £ til A . Den betegnes fl|A .

Er f:‘X - Y en afbildning og er y et element af Y ,
kaldes ethvert element x af X , for hvilket f(x) = y , et
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originalelement for y ved f . 'Et element y € Y kan have

intet, eet, eller flere originalelementer. For en vilkarlig del-
me&ngde B af Y udggr samtlige originalelementer for alle
y € B en delmengde af X , der kaldes originalm®ngden for B

ved £ og betegnes f-1(B) , altsa

f"1(B) = {x € X | £f(x) € B} .

Bemazrk, at denne betegnelse bruges uanset om £ er bijektiv
eller ej. Hvis £ er bijektiv, sa at den omvendte afbildning
f—1: Y » X eksisterer, er originalmengden f_1(B) lig med bil-
ledet af B ved f_1 . Ved indfgrelsen af betegnelsen f_1(B)
for originalmengden er vi alts& ikke kommet i strid med beteg-
nelsesmdden for billedet af en mengde. Bemark, at f_1(Y) =X ,
og at der for en vilkarlig delmengde A af X galder
£l s@m) o a .

Velges specielt for B en me&ngde {y} Dbestdende af eet
element, bliver originalmengden f_1({y}) me&ngden bestdende af
samtlige originalelementer for vy . Man bemerker, at de fra @
forskellige af disse m&ngder f_1({y}) udggr en klassedeling
af X . [Den tilsvarende @&kvivalensrelation ~ er bestemt ved,

At xy ~xp e £lxy) = £lxp) o1 R

I visse sammenhange spiller betragtningen af originalmengden
en stgrre rolle end betragtningen af billedm&ngden. Vi fremhaver
fglgende regler, som kort kan udtrykkes ved at sige, at de funda-

mentale mengdeoperationer bevares ved overgang til originalmeng-

der:
£ (,0B,) = f'1(B1)nf'1cB2), £'(n B) = n £ (8,
‘ i€1 i€x
f_1(B1UB2) = f_1(B1)Uf_1(B2); £ B;) = U f_1(Bi),
i€I i€I
-1 =1 -1
£ (B1\B2) = f (B1)\f (B2) .
[For billedm@ngder galder f(A1nA2) c f(A1) n f(A2) ’
f(A1UA2) = f(A1) U f(Az) ’ f(A1\A2) c f(A1) ; men i almindelig-
hed ikke £(A.nA,) = £(A)) N £(a,) og £(ANA)) = £(A)NE(R,) -]

Lad X , Y , Z vere mengder og lad f: X > Y og g: Y - Z
vere afbildninger. Den sammensatte afbildning gof: X » Z de-

fineres da som den afbildning, hvorved der til hvert element

X € X svarer elementet g(f(x)) 1 2 , altséd

xbk gof(x) = g(f(x)) .
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For sammensatning af afbildninger gelder den associative

regel: Hvis X , Y , 2 , U er mengder og f: X->Y , g: Y > 2 ,

h: Z - U er afbildninger, er
ho (gof) = (hog) o f .

Thi - ho (gof) og (hog) o f er afbildninger af X ind i U ,
og begge har for ethvert x € X vardien h(g(f£(x))) . Man kan
derfor udelade parenteserne og simpelthen skrive hogo f .

Lad f: X > Y og g: Y » Z vere afbildninger. Da galder:
Hviss £ og g begge er surjektive, er go f surjektiv. Hvis
f og g begge er injektive, er go f injektiv. Hvis £ og g

begge er bijektive, er go f bijektiv, og da er (gof)—1 =

f—1o g_1 . Endvidere galder: Hvis go f er injektiv, er £
‘injektiv (men ikke ngdvendigvis g) . Hvis go f er surjektiv,
er g surjektiv (men ikke ngdvendigvis £) .

Blandt afbildningerne af en mengde X ind i sig selv frem-

heves .den identiske afbildning idX ;, ved hvilken hvert element

X € X svarer til sig selv: X > X . Hvis A er en déimangder
af X , kaldes restriktionen af idX til A for inklusions-
afbildningen fra A til X

For enhver bijektiv afbildning f: X - Y galder

_1 1

f "of =id, og fof
: X A A SN A
Hvis (M,4) og (M,£) er ordnede me&ngder, og ¢: M > M er
en afbildning, for hvilken der for vilkdrlige a,b € M galder
adb = o¢(a) % ¢o(b) , siger man, at afbildningen er monotont
A .
voksende eller stigende. Hvis a £ b = o¢(a) 2 o(b) siges den
at vaere monotont aftagende eller dalende. Hvis a b =

@ (a) 2 @(b) siges den at vare ordenstro eller strengt voksende.

= ldY .

Hvis a < b = o(a) 9 @(b) siges den at vare strengt aftagende.

Punktfglger og talfglger. Lad X vare en ikke-tom mengde. En
punktfglge - eller blot fglge - p4d X er en afbildning af W
ind i X ; en punktfglge pd X skrives (x, € X | n € N) ,
(xn)n€]N ’ (x1,x2,x3,.. ) eller (xn) , hvor X € X er bil-
ledet af n € N ved den afbildning, der definerer punktfglgen.

En punktfglge pd X er altsd en "uendelig razkke" af elementer

x, € X taget i rakkefglgen Xy rXgrX3rXyr oo og hvor et be-

stemt element x € X kan optrade p& flere forskellige (ogsa

uendelig mange forskellige) "pladser" i rakkefglgen. En punkt-
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fglge (x1,x2,x3, ... ) md ikke forveksles med delmengden

{x1,x2,x3, ...} € X, altsd mengden af fglgens elementer.

Hvis f.eks. x,y € X opfylder x % y er punktfglgerne
(X, Y/ X, Y0, Yees) o (XX, Y% X, Y XX Yyeer) O (X,Y,YsY---)

alle forskellige (som afbildninger af W ind i X) , medens
mengden af fglgens elementer i alle tilfxlde er {x,vy} .

Hvis mengden X er en me&ngde af tal (reelle, udvidet reelle
eller komplekse) kaldes en punktfplge pad X en talfglge (reel,
udvidet reel eller kompleks) og hvis X er en mengde af funk-
tioner eller afbildninger defineret pa en mengde M % @ siger
vi funktionsfglge pd M eller fglge af afbildninger pd M i
stedet for punktfglge pa X .

En punktfglge (yn) pad X ‘kaldes en delfglge af en punkt-
fglge (xn) pa X hvis der findes en strengt voksende afbild-

ning o:N->N (n<m = o(n) <o(m)) sé& Yn = %5 (n) for
n € N, eller anderledes sagt, hvis der findes en strengt
voksende fglge n, < n, < ny ... af naturlige tal sa
Vo = X, for p € N (svarende til o (p) = np).
b o .
For eksempel er punktf@glgerne
(X21X4IX61'°°) 14
(X1,X4]X9I'°') ’
(x1,x2,x3,x5,x8,---) y
delfglger af punktfglgen (xn) , svarende til o(p) = 2p ,

2
o(p) = p og

1
o(p) =42 for p 2,
o(p-1)+o(p-2) for p

1 for p

|V

Det er imidlertid afggrende, at man kan rasonnere om en delfglge
uden at kende den eksplicit. Ofte vil man blot vide, at der fin-

des en delfglge med visse bestemte egenskaber.

Ekvipotens og numerabilitet. Hvis X og Y er mangder og der

findes en bijektiv afbildning af X pd Y , og dermed ogséd en

bijektiv afbildning af Y pa X , kaldes X og Y ekvipotente
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eller de siges at have samme maegtighed. Det er klart, at hvis X
og Y er ekvipotente og hvis Y og Z er ekvipotente sé& er X
og Z ekvipotente.

En mengde .X siges at vare en endelig mangdé med n elemen-
ter, hvis elementerne i X kan nummereres ved hjalp af afsnittet
{1,...,n} af den naturlige talrazkke. Man f8r X skrevet p& for-
men X = {x1,...,xn} , hvor X, * Xj for i # j . Til de ende-
lige mengder regnes ogsid @ .

De endelige mengder med n elementer kan karakteriseres som
de maengder, der er ekvipotente med afsnittet {1,...,n} af den
naturlige talrakke.

En ikke tom mengde X som ikke er endelig kaldes uendelig.
Lad X va&re en ikke tom mengde og betragt fglgende delmangde
AcCN ,

A={m€e N | 3Kqpeeerxy € X, X, # %y for i # j} .

(A er altsa de naturlige tal m for hvilke der findes m ‘ind—
byrdes forskellige elementer af X .) Det er klart at 1 € A ,
ogat n¢ A = nt1 § A (hvis der ikke findes n inderdes
forskellige elementer af X s& findes heller ikke n+1 indbyr-
des forskellige elementer af X) . Man ser, at X er en endelig
mengde med n elementer hvis og kun hvis A = {1,2,...,n} . En
uendelig mengde X har altsad egenskaben, at for hvert m € NI fin_
des m indbyrdes forskellige elementer af X . Blandt de uende-
lige maengder skal vi is@r interessere os for de numerable mangder.

En mengde X kaldes numerabel eller tallelig, hvis elementer-
ne i X kan nummereres ved hjzlp af hele den naturlige talrakke
N= {1,2,...} , alts& hvis X kan skrives p& formen

X = {x1,x2,...} = {xn | n € N} , hvor X, * Xy for i # j .
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De numerable mengder kan karakteriseres som de mengder, der er
ekvipotente med hele den naturlige talrzkke W= {1,2,...} .

For eksempel er ma&ngderne

{1,3,5,7,9,...,21’1—1,...}
{2,4,6,8,10,0..,2n,0..}

{0,1,—1,2,-2,3,-3,...,n,—n,...} = 7

alle numerable. Den eksplicite nummerering af Z er givet ved

x1 =0 , Xon = n og x -n . Man ser specielt, at man fra

n 2n+1

en numerabel mengde kan fjerne numerabelt mange elementer og dog
er restme&ngden stadig uendelig.

Det kunne synes rimeligt under benavnelsen numerabel ma&ngde at
medtage de endelige mangder (og undertiden ser man denne sprogbrug

anvendt), men vi vil her bruge udtrykket i den anfgrte betydning.

(1) Enhver uendelig ma&ngde X har en numerabel delm&ngde.
Lad X{ifv&re‘et element. af X . Da X er uendelig, er
X\{x1} ikke tom. Lad X, vare et element af X\{x1} . Da X er

uendelig, er X\{x1,x2} ikke tom.. Sdledes fortsattes, og vi far

derved i X valgt en numerabel delmangde {x1,x2,...} A

(2) Enhver delmangde af en numerabel mengde X er endelig

eller numerabel.

Lad X = {x1,x2,...} og lad A vare en delmengde af X . Vi
noterer elementerne i A 1 den rzkkefglge vi mgder dem i X og

konstaterer, at A = {X_ ,+..,X_ } , hvor p, < ... < p' , eller
p1 P, 1 n

A = {xp1,xp2,...} , hvor Pq <Py < -ee - ]

(3) Foreningsmangden af endeligt eller numerabelt mange ende-

lige eller numerable m@&ngder er endelig eller numerabel.

Lad mangderne vare X1 = {x11,x12,...} , X2 = {x21,x22,...} ,
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... (hvor vi i betegnelserne har afstaet fra at give udtryk for,
om de enkelte m@&ngder er endelige.eller numerable og om der er ende-
ligt eller numerabelt mange ma&ngder)og lad X = X1 U X2 u ... .
Da er X = {x11,x12,x21,x13,x22,x31,...} (hvor pladser, til hvilke
der ikke svarer noget element, naturligvis skal forbigas). Idet vi
stryger gentagelser, fdr vi X skrevet pd formen X = {X1""’Xn}
eller {x1,x2,...} » hvor x, % Xy for i #%# 3 . 1

I tilfeldet hvor X og Y er numerable me&ngder X =

{x1,x2,...} og Y = {y1,y2,...} bliver den valgte nummerering

af X U Y altséd ("blandingen")
XUy = {x1,x2,y1,x3,y2,x4,y3,...} ,

og hvis 7 = {z1,22,...} er en tredie numerabel mangde bliver num-

mereringen af XUYUZ altsa
XUYUZ = {x1,x2,y1,x3,y2,z1,x4,y3,zz,...} .

(4) Hvis X1""'Xn er numerable mengder, er ogsd produkt-

mengden X1 X c.e X Xn numerabel.

For n = 2 fg¢lger det af, at X1 X X2 er foreningsmengden af
de numerabelt mange mangder {(x1,x2) | X4 € X1} » X, € X, , som
hver er numerabel. Ved induktion ses herefter, at det galder for
n>2.1

Som eksempler navnes:

{O} U {1,2,-.-} U {-1,—2,-..} .

I

7, er numerabel. Thi Z%

(9] er numerabel. Thi @Q = M1 U M2 U ... , hvor Mn er meng-

den {2 | z € Z} , som er numerabel.

Med nummereringen af 7Z som angivet ved
7 = {0,1,-1,2,-2’000}

bliver ma&ngderne M/ altsa
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1 = 10,1,-1,2,-2,...}
2 = {Ol%l-%l1l_11%1—%l°"}

1 12 2
3 - {OI§I_§I§I_§I1I—1,-..}

- 11
4 - {OIZI 4r~--}

2 2 B2 OR
|

og nummereringen af @ begynder siledes

1 1 -
011101"11510121—51%1017211,‘%,%,0,3,...‘,

altsd efter at gentagelser er slettet

0,1,-1,4,2,-3,4,-2,-3. 1.5, .

Der findes mange andre mader at nummerere @ pa.

Fplgelig er ogsa 7z og Qn numerable for ethvert n € IN.

Det vil senere i §2 blive vist, at IR ikke er numerabel. Fgl-
gelig er Ifl, ¢ , ¢n heller ikke numerable.

Mengder, der er ekvipotente med 1R siges at have kontinuets
maegtighed.

Medens en endelig me®ngde ikke er ekvipotent med nogen &gte del-

maengde, galder om uendelige mengder:

Enhver uendelig m&ngde er ekvipotent med en agte delmangde, for

eksempel med enhver mangde, der fremgdr af den ved at udelade et

element.

Bevis. Lad M vare en uendelig me&ngde og  a et af dens elementer.

Vi velger i M en numerabel delm®ngde D = {x1,x2,...} , hvor

X1 =a og x; # xj for i1 # j . S&ttes nu f(xi) = X549 for alle
i € N, og f(x) =x nar x € MN\D , .er f en bijektiv afbild-
ning af M p& M~{a}l . (I et hotel med uendelig mange varelser

kan der, selv om alle varelser er belagt, altid skaffes plads til

en ny gast.)l
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§1. De reelle tal.

I det fglgende skal vi give en beskrivelse af de reelle tal.
Der er ikke tale om en egentlig indfgrelse af de reelle tal - som
vil blive givet i et senere kursus - men om en pr@cisering af de
reelle tals grundlaggende egenskaber til brug i den matematiske
analyse.

Tager man mengden W af naturlige tal med de fundamentale

egenskaber:

me&ngden 1IN har ikke noget sidste element, enhver ikke-tom

delmengde af W har et fgrste element og enhver ikke-tom

opad begraznset delmangde af IN har et sidste element _

for givet, da kan man konstruere de reelle tal. Den sikkerhed der

vindes ved en s&dan konstruktion er méske ikke s&rlig vaerdifuld,
idet eksistensen af mengden W = med disse egenskaber - som godt

nok er intuitivt oplagt - ikke kan bevises, men simpelthen mé

tages som grundlag for matematikken.

Fra I +til R . Det hele begynder med m®&ngden af naturlige tal

N= {1,2,3,4...} ,

og indenfor W er defineret to regneoperationer addition og mul-

tiplikation samt en naturlig ordning. For at opnd et talomrade

der ogsd tillader subtraktion, udvides W til mengden af hele
tal

zZ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} ,

og indenfor %Z er defineret addition/subtraktion, multiplika-

tion og en naturlig ordning som "harmonerer" med regneoperatio-

nerne i den forstand at de sadvanlige regler for regning med ulig-
heder galder (kort udtrykt: Z er en ordnet ring). Mengden Z

indeholder W og har egenskaber analoge til egenskaberne ved
N: der findes hverken fgrste eller sidste element i 7Z og en-
hver ikke-tom opad (nedad) begraznset delmangde har et sidste (hen-

holdsvis fgrste) element. Imidlertid er division (med fra 0 for-

- skellig divisor) ikke altid mulig indenfor 7% , hvilket motive-

rer indfgrelsen af de rationale tal

D={§Ip€22,q€l\l} )
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Mengden @ udggr et regneomrade ved operationerne addition/sub-
traktion og multiplikation/division (med fra 0 forskellig divisor)
og er udstyret med en ordning, som harmonerer med regneoperationerne
(kort udtrykt er @ et ordnet legeme). Mazngden @ indeholder Z

og der findes intet element i 4 der kommer efter (fgr) alle ele-

menter i 7Z , specielt har @ hverken f@grste eller sidste ele-
ment. Derimod har @ ikke de til 7% svarende egenskaber vedrg-
rende fgrste (henholdsvis sidste) element i ikke-tomme nedad (opad)
begrensede delmangder. Eksempel: {% €0 | n € WN}. Videre galder,
at visse stgrrelser, f.eks. laengden af diagonalen i et kvadrat med
sidelangde 1, ikke kan udtrykkes ved et B

3 ' rationalt tal, hvilket kommer ud pa at
1 2 der ikke findes noget rationalt tal «r
sa
r2 =2 .

EKSEMPEL. Der findes intet rationalt tal r € Q+ som tilfreds-
stiller ligningen r2 = 2 . Beviset f@gres indirekte. Antag altsa,
at r = % € Q0 med p,g € N opfylder r2 = 2 , Vi kan godt an-
tage at brgken g er uforkortelig, thi ellers erstattes g_ med
den tilsvarende uforkortelige brg¢k; specielt er altsa enten p
eller g (eller begge) ulige (ellers ville % kunne forkortes).

S& galder

For tal s € N. galder, som man let ser, at

s er lige e s2 er lige
og
. 2 .
S er ulige & s er ulige .

2

Af ligningen ovenfor f&s da at p er lige, altsd at p er lige,

d.v.s. af formen p = 2t med t € IN. Indszttes dette féas

(2£)2 = at2

N
Q
Il
'O
Il

eller

o2 = 262,

hvilket viser, at q2 er lige, altsd at g er lige. Men sa er

bdde p og g 1lige hvilket er umuligt. [
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Regneomrddet  har altsd visse mangler ("huller") og @ wud-
vides derfor til mengden 1R af reelle tal hvis elementer bekvemt

kan anskues som "punkterne" p&d en tallinie orienteret mod hgjre

De reelle tal 1R indeholder @ og udggr ligesom 0 et ordnet
regneomrade (kort er et ordnet legeme). Der galder ikke i alminde-
lighed, at en ikke-tom opad (nedad) begranset delmengde af 1R

har et sidste (henholdsvis f@grste) element, men, og heri bestar
den fundamentale forskel mellem 1R og @ , der findes nyttige

erstatninger nemlig supremum og infimum.

Supremum og infimum. De reelle tal skrevet udfgrligt som en ord-

net mengde er altsd (IR,X) hvor a < b for a,b € R Dbetyder
at a ligger til venstre for b (eller falder sammen med b)

pa tallinien.

Lad M vare en ikke-tom delﬁangde af TR . Hvis der fiﬁdes

et element x € M med egenskaben
Vz € M: x <z ,

S8 er x det eneste element fra M med denne egenskab, og x

kaldes det fgrste element af M eller minimum for M . Tilsvar-

ende er et element y € M med egenskaben
Vz € M: z <y

entydigt bestemt og kaldes det sidste element af M eller maksi-

mum for M . Det er vigtigt at ggre sig klart, at M ikke ngd-
vendigvis har fgrste eller sidste element. F.eks. har mengden

1 \
{ﬁ | n € I& et sidste element men intet fgrste element.

Et tal x € R kaldes et undertal for M (Mc R, M # @)

eller en minorant for M hvis
LiNorant

vz € M: x <z ,
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‘og M siges at vere nedad begrahset, hvis der findes et undertal

for M . Tilsvarende siges et tal y € IR at vare et overtal

eller en majorant for M hvis’
Vz € M: z <y ,

og M er opad begrznset, hvis M har et overtal.

Den fundamentale egenskab ved 1R kan nu udtrykkes:

For enhver ikke-tom nedad begranset mengde M < IR har mang-

den af undertal for M (som er ikke-tom) et sidste element,

som kaldes infimum for M og betegnes inf M .

Tilsvarende: For enhver ikke-tom opad begranset me&ngde M < R

har mangden af overtal for M et fgrste element, som kaldes

supremum for M og betegnes sup M .

Det er vigtigt at holde begrebsparrene maksimum/minimum og
supremum/infimum ude fra hinanden. Medens en begranset (d.v.s. sa-
vel opad som nedad begranset) ikke-tom delm@ngde M < R altid har
et infimum og et supremum, findes som navnt ikke ngdvendigvis et
fprste og/eller sidste element. Pa den anden side, hvis en ikke-tom
mae&ngde M har et fgrste element x (henholdsvis sidste element
y) sé& er den nedad (henholdsvis opad) begranset og &ens infimum
(henholdsvis supremum) er x (henholdsvis vy) .

Vi sldr fast, at et bevis for at a € R er infimum for en

ikke tom nedad begranset delmengde M < IR kommer ud pa fglgende:

1) at vise at a er et undertal for M , altsd Vz € M: a < z,

2) at vise at a er det stgrste undertal for M , altsé

Ve > 0 3z € M: a+e > z .
Supremum for en ikke tom opad begranset delmazngde af 1R bestem-

mes pa analog made.
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Den fundamentale egenskab ved IR formuleret ovenfor kaldes

supremums egenskaben (og infimums egenskaben).

Numerisk verdi. Det reelle tal 0 deler IR i de positive reelle

tal IR, og de negative reelle tal. Et reelt tal a € R~{0} kal-
des positivt hvis 0 < a , og negativt hvis a < 0o .

Den numeriske verdi af et reelt tal a € IR er det reelle tal

lal defineret ved

a hvis O { a ,
lal = {

a hvis a0 og a<x< 0.
Som man let ser galder Jal > 0 for a € R og at |abl|l = |allbl

for a,b € IR . Der galder endvidere f@glgende vigtige ulighed for

reelle tal a,b € IR,

latb| < lal + |bl , "trekantsuligheden".

Det er nemlig umiddelbart, at
-lal < a < lal og =-lbl <b < Ib]
hvofaf ved hjalp af regnereglerne for uligheder
atb < lal + |bl og -(atb) < (lal+lbl) .

Nu er J|a+b| enten a+b eller -(at+b) og de to uligheder oven-
for viser péstanden.

Ved induktion ser man, at der for n € W galder

for reelle tal Aqre--rd, -

" Ud fra trekantsuligheden fés let fgplgende nyttige ulighed

lal = Ibl| < la-bl for a,b € R.
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Delmengder af TR . I det fglgende tenker vi pda IR som talli-

nien, og vi har da inklusionerne
NCcZcQc R

Ud fra supremum/ihfimum egenskaben ved R far vi

SETNING 1.1. Delmengden Z af IR er hverken opad eller nedad

begraznset.
BEVIS. . Antag at 7Z er en opad begrznset delmzngde af 1R o0og
set a = sup Z . Da galder z < a for alle z € Z, altsé spe-

cielt z + 1 < a for alle z € Z, hvoraf z < a - 1 for alle
Z € ZZ . Men sa er ogséd a - 1 < a et overtal for #Z  hvilket er

en modstrid. Analogt ses, at % ikke er nedad begranset. |

Et interval er en delmengde af ] af formen

[a,b] = {x | a < x < b} afsluttet interval,
[a,b] = {x | a < x < b}}
la,b] = {x | a < x < b}) halvabent interval,
la,b[ = {x | a < x < b} adbent interval.
Herved er antaget a < b . Punktet a er venstre endepunkt og

punktet b hgjre endepunkt for intervallet. Lejlighedsvis er

det bekvemt at regne en mengde bestdende af eet punkt for et af-
sluttet interval med sammenfaldende endepunkter. En talmengde er
begrenset, hvis og kun hvis den er delmengde af et interval. Tal-
let b - a kaldes langden af intervallet.

En halvlinie er en delmengde af IR af formen

]J=<,a] = {x | x < a} afsluttet

} venstre halvlinie
l]-=,al = {x | x < a} &ben
[a,+=[ = {x | x > a} afsluttet

} hgjre halvlinie

la,+=[ {x | x < a} &ben

Punktet a er endepunkt for halvlinien. Lejlighedsvis kaldes

ogsé& halvlinier og hele IR, der ogsd skrives ]-«,+w[ inter-
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valler; intervaller i den strenge betydning mad da kendetegnes
som begraznsede intervaller. En delmengde A < IR er opad begran-
set med overtal a hvis og kun hvis A < ]-»,al] ; og A er ned-
‘ad begranset med undertal a hvis og kun hvis A < [a,+e[ .

Lad x € R. Da findes netop ét tal =z € Z for hvilket

X € [z,z+41[ og 2z kaldes den hele del af x og betegnes ofte

[x] . Ifglge 1.1 er x ikke et undertal for Z , og mengden
A={yezZ | y<x} er sdledes ikke-tom og opad begranset. Lad

z vare det sidste (stgrste) element i A . Sa galder som man

let ser x € [z,z+1[ .

SETNING 1.2. Ethvert interval af langde > 1 indeholder mindst
et helt tal z € Z .
BEVIS. Lad intervallets endepunkter vere a og b (a < b) .

Med z = [a+1] har vi a <z <atl <b . 1

DEFINITION. En delmengde A af IR kaldes overalt tat (eller

blot tet) i IR, hvis der for ethvert &bent interval Ja,bl[
gaelder Ja,b[ N A # @ , altsd hvis der i ethvert abent interval

Ja,b[ 1ligger mindst et punkt af A .

Hvis A er overalt tet i TR 1ligger der naturligvis i et-
hvert &bent interval Ja,b[ uendelig mange punkter af A. Thi
der findes et X, € Ja,b[ n A , et X € ]a,x1[ na, et
X4 € ]a,xz[ N A, etc. Punkterne Xy rXyreee T parvis forskel-

lige og tilhgrer alle Ja,b[ n A .

SETNING 1.3. Delmengden @ er tet i R.

BEVIS. Lad Ja,b[ vare et &bent interval og lad n € 7Z vaere

valgt sdledes, at n > B%E . Da galder naturligvis n € I,
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og lengden af intervallet ‘lna,nb[ er > 1 . Lad 2z € Z til-
hgre dette interval, altsd8 nha < z < nb . Da tilhgrer tallet
% € § intervallet Jla,bl . 1|

De rationale tal @ er sdaledes en numerabel tat delmengde
af TR . Andre eksempler pa numerable overalt tatte delmengder af
IR er mengden {ra | r € ¢} , hvor a er et vilkarligt fra 0

forskelligt reelt tal, og me&ngden {j% | n€ W, z € Z} .
2
I denne fremstilling har vi.forudsat de reelle tal bekendt.

Det foranstdende er blevet udfgrt i enkeltheder for at vise, hvor-
ledes de omhandlede egenskaber kan udledes fra supremum/infimum
egenskaben. Yderligere egenskaber vil blive udledt i det fglgende,
men vi understreger, at vi ikke tilstrazber en fuldstendig fremstil-

ling. Velkendte egenskaber vil sdledes ofte blive benyttet uden

kommentar.

De udvidede reelle tal. I betegnelsen for halvlinier har vi an-
vendt de to symboler +w= ("plus uendelig") og - ("minus
uendelig"). Mengden IR* = IR U {-e«,+x} kaldes de udvidede reelle
tal.

Ordningen af 1R udvides til en ordning af R* ved at fast-
sette - < a og a < +» for ethvert a € R, o0g =-o < +o .,
Da er (IR*,<) dbenbart en totalt ordnet mangde med -« som
forste (mindste) element og +o som sidste (stgrste) element
(hvor fgrste (sidste) element har den oplagte betydning som i
tilfeldet af den totalt ordnede mengde (IR,<)), og man indser

let: For enhver ikke tom delm@ngde A af IR* eksisterer

sup A (fgrste element i mengden af overtal for A) og inf A
(sidste element i mangden af undertal for A) . Der galder &ben-
bart

(- <) inf A < sup A (< +=) .

Selv om vi kun er interesseret i at studere delmzngder af 1R, er
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det derfor en fordel at arbejde i R* , idet vi derved i undersg-

gelserne kan undgd opspaltningen i tilfalde svarende til, om de

betragtede mengder er opad eller nedad begra@nsede eller ikke. At

A < R ikke er opad begranset udtrykkes ved, at sup A = +w ;

at Ac R ikke er nedad begrznset udtrykkes ved, at inf A = -« .
Karakteriseringen af sup (inf) som det mindste overtal (stgr-

ste undertal) giver umiddelbart at der galder: Hvis A og B er

ikke-tomme delmangder af R* med A < B har vi sup A < sup B

og inf A > inf B ("jo stgrre mazngde, desto stgrre sup og desto

mindre inf"). Endvidere: Hvis A og B er ikke-tomme delm@ngder

af IR*, der opfylder, at hvert element af A er mindre end

hvert element af B , (Va € A Vb € B: a < b) sa har vi

sup A < inf B

Intervaller i R¥ er mengder af formen:

[a,b] = {xla b} afsluttet interval,

1A
Y
A

[a,bl = {xla < x < b}
«} halvdbent interval,

la,b]

{xla < x < b}

la,b[ = {xla < x < b} dbent interval,

hvor =-o» < a < b < +o , med samme tilfgjelse som tidligere, at
en me&ngde bestdende af eet punkt lejlighedsvis regnes for et af-
sluttet interval.

Vi har fglgende vigtige karakterisering af intervaller i 1IR* .

SETNING 1.4. En ikke-tom delmengde A < R*¥ er et interval hvis

og kun hvis A har egenskaben
VX,y,z € IR*: X,Z €EA A X<y<-zZ => yE€A,

(hvis A indeholder x og 2 s& ogsd hvert tal mellem x og

z) .
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BEVIS. Det er klart, at et interval har egenskaben. Antag omvendt,
at A har egenskaben og st a = inf A og b = sup A . Medmindre
A Dbestdr af et enkelt tal, i hvilket tilfalde A = [a,b] er et in-
terval, gelder a <b og Ac [a,b] . Lad y € Ja,bl . Der fin-
des x € A med x <y (thi ellers var inf A >y) og z € A med
y < z (analogt), hvoraf ifglge forudsetning, y € A . Altsd gal-
der Ja,b[ €A, og idet A c [a,b] , md& A vare en af mengderne

[a,b] , [a,bl , la,b]l] eller Ja,bl , altsd et interval. |

Af Setning 1.4 fds umiddelbart, at fallesmaengden for et vilkar-
ligt system af intervaller i 1R* er et interval i IR* eller den
tomme m@ngde. Videre fas, at fallesmazngden for et vilka&rligt system
af afsluttede intervaller i 1R* er et afsluttet interval eller
lig @ ; fellesm®ngden er nemlig, hvis den ikke er tom, et inter-
val i 1R*, og endepunkterne for dette interval tilhgrer hvert af
intervallerne i systemet, og dermed ogséd fallesmengden, som derfor

er afsluttet.

SETNING 1.5. For enhver dalende fglge [a1,b1] =) [a2,b2] D> ...

af afsluttede intervaller i 1R* , er fazllesmengden det afsluttede

interval [a,b] hvor a = sup{an | n € N} og b inf{bn | n € W

BEVIS. For n,m€ W med n <m har vi a, <a, =< b

[an,bn] = [a,b] . 1

<b hvoraf

m n

a <b, og man ser nu let at n§=1

Det havde varet rart, om man kunne udvide regneopératibhéfhé o+
og +« til IR*, siledes at (Eﬁyé)‘blev et ordnet regneomrade,
men dette er ikke muligt. En fornuftig udvidelse af regneoperatio-
nerne til IR*¥ . er fglgende:

Vi definerer summen a + b som +w , hvis en af addenderne

er +ew , o0g den anden endelig, og hvis begge addender er +w ,
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og som -« , hvis en af addenderne er -« og den anden endelig,
og hvis begge addender er -wo . (®) + (-«) defineres ikke.

Vi definerer produktet a - b som +4w , hvis en eller begge
faktorer er uendelig (d.v.s. +w eller =-«) o0g enten begge fak-
torer er > 0 eller begge faktorer er < 0 , og som -« , hvis
en eller begge faktorer er uendelig og en af dem er > 0 og en
af dem er < 0 . Vi saetter 0+ (0) = 0+« (=) =0 .

Differensen a - b defineres som a + (-b) , idet vi satter

= (=) = 40 0g =(4+x) = - , og kvotienten % defineres som

1 . . 1 1 .
a - g idet vi se&tter T= = 0 og —/ =0 . For b= 0 defi-
neres % ikke.

Med |+w| o0g |=-=| menes naturligvis +e .

Lidt historie.
Matematikken har sit udgangspunkt i studiet af tallene og de

geometriske figurer. Medens den babylonske matematik (begyndende
omkring —-1800) var aritmetisk betonet, f@grte opdagelsen af eksi-
stensen af inkommensurable liniestykker, der tilskrives Pythago-
ras, til at grzkerne satte geometrien i forgrunden. Den almene,

af Eudoxos grundlagte, st@grrelseslare, som vi finder i Euklids
elementer (omkring -300) indeholder dog vasentlige trak :af en.
teori for de positive reelle tal. De negative tal fik fg¢rst sent
almindeligt indpas. Med udviklingen af algebraen i 15-hundredtal-
let og med P. Fermats og R. Descartes' grundlaggelse af den ana-
lytiske geometri i fgrste halvdel af 1l6-hundredtallet kom tallene
igen i forgrunden og vejen var banet for analysen (differential-
og integralregningen) som blev udviklet af I. Newton og G. W.
Leibniz i sidste halvdel af 1l6-hundredtallet. Under den fortsatte
udvikling i 17- og 1l8-hundredtallet spillede spgrgsmdlet om mate-
matikkens grundlag kun. en underordnet rolle. En strengt gennemfgrt
teori for de reelle tal blev fgrst udfgrt i anden halvdel af 18-
hundredtallet af K. Weierstrass, G. Cantor, Ch. Méray, R. Dedekind.
Samtidig indsd man, at geometrien kunne underordnes aritmetikken,
idet den kunne opbygges som en rent aritmetisk konstruktion. Ten-

ker man f.eks. pa planens geometri, g&r man :simpelthen ud fra den
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analytiske geometris formelapparat, idet man vender sagen pa ho-
vedet og definerer et punkt som et ordnet par (x,y) af to reelle
tal, en ret linie som mengden af lgsninger (x,y) til en ligning
ax + by + ¢ =0, hvor (a,b) # (0,0) , afstanden mellem to
punkter (x1,y1) og (xz,yz) som ((x2—x1)2+(y2-y1)2)% , etc.
Herefter fik matematikken sit grundlag i den naturlige talrakke;
af L. Kronecker udtrykt sdledes: "De naturlige tal har Vorherre
skabt, alt andet er menneskevark". Den naturlige talrakke blev ka-
rakteriseret af G. Peano. Om hele spgrgsmdlet om matematikkens
grundlag galder, at det mad ses i sammenhang med den matematiske
logik.

P& dette sted skal ikke gives en narmere behandling af geome-
triens grundlag. Vi henholder os til, at geometrien som anfgrt
" kan indordnes under aritmetikken, og forudsatter i det fglgende
den elementare geometri bekendt. Forbindelsen med aritmetikken
virker begge veje: dels gennem den analytiske behandling af geo-
metriske opgaver, dels ved at den geometriske beskrivelse anven-
des til anskueligggrelse af opgaver i analysen. Nar man, som det
ofte sker, anvender et geometrisk rasonnement ved behandlingen af
en rent analytisk opgave, bgr man naturligvis ggre sig klart, at
det kunne omsattes til aritmetisk form.

Som navnt kan de reelle tal konstrueres ud fra de naturlige
tal. Konstruktionen kan udfgres pé& forskellige mdder og ved for-
skellige konstruktioner fas faktisk forskellige "modeller" af TR.
Det er imidlertid afggrende at disse forskellige objekter er lige
"gode" praciseringer af det intuitive begreb om de reelle tal som
udggrende tallinien.

Vi skal ikke komme n@rmere ind pa disse konstruktioner men
blot navne, at én metode, der gdr tilbage til R. Dedekind, udnyt-
ter de s&kaldte Dedekind snit. Herved tankes et reelt tal o fast-

lagt ud fra @ ved ma&ngden af rationale tal < «o , altsd ved det

snit i @® , der er bestemt ved o . Mazngden af disse snit kan
gives en algebraisk struktur som et ordnet legeme, der har supre-
mumsegenskaben. Ideen i en anden metode, som skyldes G. Cantor, be-
stdr i at et reelt tal o tankes bestemt ud fra O ved mengden af
talfglger af rationale tal der "konvergerer" mod o . Disse mang-
der af "rationale" talfglger kan s& organiseres til et ordnet legeme

med supremumsegenskaben. I begge tilfelde bygger supremumsegenska-

ben pa at % er en ubegranset delmaengde af @ .
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§2. Konvergens af reelle talfglger.

Konvergente talfglger. Vi skal nu pracisere hvad vi vil forsté

ved, at en talfglge (xn) i ®R* , altsad en afbildning n o X
af IN ind i IR*, konvergerer mod x € IR*¥. Ved definitionen
skelnes mellem tilfazldene x € IR 0g X = #ow

DEFINITION. En talfglge (xn) i IR* siges at vare konvergent

med grensevaerdi x € IR, hvis der til hvert ¢ > 0 findes et

tal N € IN sd det for alle n € N med n > N galder at
Ix =-xI < ¢ .

Talfglgen (xn) siges at ga mod (eller have gransevardien) o
(henh. =-«) , hvis der til hvert a € IR findes et tal N € ﬁq

séd . det for alle n € N med n > N galder

X, > a (henh. X, < a)
Udsagnet er, i tilfelde af granseverdi x € IR, at til hvert in-
terval I = }x-&,x+e[ omkring x

alle X fra trin N

n (6>0) ~findes et N € N. s§
7 'fi'»'\i ' x, € I -for n> N, altsd sa
X;a x' ”Hxién . - X € I.. fra "trin" gl'(som natur-
ligvis afhe&nger af ¢ > 0) .
Udsagnet er, i tilfelde af grenseverdi +« , at til hvert in-

terval I = Ja,+e] findes et
alle x fra trin N

n °
— _ NeN sa x, €I for n>N,
} altsa sa x €I fra "trin" N
a
(som afhanger af a € R) .
Hvis talfglgen (x_) i R* er konvergent med gransevardi

n

"x € R* skriver vi (for eksempel) x = lim X, X = lim X o
Ii—»>co

X, > X for n - =
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En talfglge (Xn) i TW*, som ikke er konvergent, altsa for
hvilken der ikke findes noget x € IR¥ sa X, = Xy kaldes
divergent.

Man ser let, at hvis x - X og x =Y sd gelder x =y .

Lad A c R* vare et afsluttet interval. For enhver talfglge
o s * o
(xn) pa A (d.v.s. talfglge (Xn) i R sa x €A for

alle n € W) som er konvergent galder 1lim x € A .

EKSEMPLER. Talfglgen X, = % konvergerer mod 0, og talfglgen

X, = n konvergerer mod +§ . Talfglgen X, = (-1)n er diver-
gent.

For hvert x € R findes en fglge (xn) af rationale tal sa
X, > X . Thi for hvert n € N er ]x—%,x+%[ neo+@ (Setning
1.3) og valges X heri har vi X, X .

Vi skal nu se, at enhver monoton talfglge (xn) i R ,
d.v.s. enten stigende (x1§x25...) eller dalende (x13x23...)

er konvergent.

SETNING 2.1. Enhver stigende talfglge (xn) i R* er konver-
gent med gransevaerdien sup{xn} ; enhver dalende talfglge (xn)

i R* er konvergent med gransevaerdien inf{xn}

BEVIS. Vi ngjes med at bevise det fgrste udsagn; beviset for det

andet udsagn er analogt.

Szt x = sup{x } . Da er x < x for alle n€ N.

(1) Antag fgrst, at x € R, og lad ¢ € R+ . Daer x - ¢
intet overtal for {xn} . Der findes altsd et N € NN, s& at
Xy > X~¢ . Men sd m& for alle n > N galde x-¢ < X < X 09

altsé Ixn-xl < €.
(2) Antag dernast, at x = 4+ o0g lad a € R. Da er a

intet overtal for {xn} . Der findes altsd et N € N, sa at
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xg > a . Men sd md for alle n >N gelde x> a .

(3) Antag endelig, at x = - . Da er X, = 7 for alle
n € N. For ethvert a € R galder derfor x, < a for alle
n . ]

Delfglger og fortatningspunkter. Det er umiddelbart at ga efter,

at hvis talfglgen (Xn) i TR* er konvergent med grenseverdi

x € IR*¥, sa er enhver delfglge (xn ) af (xn) (se side I.19)

p
ligeledes konvergent med grensevaerdi x .

Vi skal nedenfor se, at en vilkirlig fg¢glge (xn) i IR*

(konvergent eller ej) har konvergente delfglger.

DEFINITION. Lad (xn) vere en talfglge i R* . Et tal x € R

siges at vere fortatningspunkt for fglgen (xn) hvis det for

hvert ¢ > 0 galder, at me®ngden
{meN | x-e < x_ < x+¢}

er uendelig, og tilsvarende siges +w (henh. -«) at vere for-
tetningspunkt for (xn) hvis der for hvert a € IR gzlder at
mengden
{m € I | x> a}l} (henh. {m € IN | x . < al)
er uendelig.
Udsagnet er, at til hvert ¢ > 0 (henh. a € RR) findes
uendelig mange "numre" m € W sa X € ]x-g,x+el (henh.

xm > a , henh. X < a) .
Talfplgerne (4w,=-w,+w,-o,...) og ((1,-2,3,-4,5,...) har
bdde 4o o0g =-» som fortetningspunkter, medens talfglgen
1,-1,1,-1,...) har fortatningspunkterne 1 og -1 . Hvis (xn)
er konvergent med gransevaerdi x € R¥ , sa er x (som man let

ser) fortetningspunkt for (xn) .
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SETNING 2.2. En talfglge (xn) i ®*¥ har x € R*¥ som for-

tetningspunkt hvis og kun hvis der findes en delfglge (xn ) af

p
(xn) sa lim X, =%
P2 P
BEVIS. Antag, at (xn) har x € R* som fortztningspunkt. Vi

ngjes med at betragte tilfaldet x € IR, didet x = 2o .behandles
analogt. Mangden {m € N | x-1 < X < x+1} er uendelig, speci-

elt ikke tom s& der findes n, € N s& Ixn -x| <1 . Videre

1
er {m€ N | x-% < X, < x+%} uendelig s& der findes n, > n,

sa Ix_ -x| < % . S&ledes fortsattes og vi fir bestemt en fglge

o

ng, <n, <ny < ... af tal fra N sa lxn -x| < 1 . Det er nu
p
klart, at delfglgen (xn ) er konvergent med granseverdi x .

Det omvendte er umiddelbart. |

EKSEMPEL. Mengden @ er som bekendt numerabel. Lad (X1,X2,...)
vere { ordnet i en fglge. Denne f@glge har alle punkter x € R*
som fortetningspunkter. Lad nemlig x € IR vare givet og betragt

et ¢ > 0 . Hvis mengden
me N | x-e<x < x+e}

var endelig matte gazlde at Jx-e,x+e[ N @ var endelig hvilket
ikke er tilfazldet. Analogt med x = %o .

Limes inferior og limes superior. For en vilkidrlig talfglge (x_)

. |
i IR¥ danner vi to nye talfglger (yn) og (zn) i R*¥ , idet

vi satter

Yy = inf{xn,xn+1,...} N sup{xn,xn+1,...}

Talfplgen (yn) er &benbart stigende og talfglgen (zn) er aben-
bart dalende. For ethvert n € N galder Yo 2 2, v og dermed
har vi for p< g, at yp < yq < zq <z, hvoraf ses, at
ethvert element af mengden '{yn} er < ethvert element af mang-

den '{zn} . Vi skriver dette sdledes:
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Y1 2 ¥y 2 +ee 2 Y 2 eee 2 eee 222 oL 22, 22,

Fglgerne (yn) og (zn) er altsa konvergente (Sztning 2.1) og

der gelder

lim y = sup{yn} < inf{zn} = lim z

DEFINITION. Tallet 1im Yn kaldes den nedre gransevardi eller

limes inferior for talfglgen (xn) og betegnes 1lim inf X

og tallet 1lim z, kaldes den gvre granseverdi eller limes superior
for talfglgen (xn) og betegnes 1lim sup X, -

Vi har altsé&

lim inf x = lim(inf{xn,xn+1,...}) ,
lim sup x = lim(sup{xn,xn+1,...}) ,
og der galder
(= <) lim inf x < lim sup x (< +e) .
For talfglgen x_ = (-1)" har vi lim inf x_= -1 og
lim sup X, = 1, og for talfglgen X, =n har vi 1lim inf X, =
lim sup X, = e .
En mere intuitiv beskrivelse af tallene 1im inf X, og
lim sup X for en talfglge (xn) i R* fas af
SETNING 2.3. Lad (xn) vere en talfglge i TR* . Tallet
lim sup X, er det eneste tal x € R* som opfylder:
(1) for hvert a € IR¥ med a < x. findes-uendelig mange

n € N sa X, >a,

(2) for hvert b € R*¥* med b > x findes et N € N sa

x, <b for alle n€ N med n >N

Tallet -1im inf7xn ‘er det eneste tal "y € R*--som opfylder:
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(3) for hvert a € R¥* med a >y findes uendelig mange
neN sd x <a
(4) for hvert b € R¥ med b <y findes et N € N sé&

X, >b for alle n€ N med n >N
Pa en tallinie kan dette illustreres pd fglgende made

alle xn fra et vist trin hgjst endelig mang X
A\ ] VaN e

“ 7

n

| 1
T T -

ai lim sup X b

~N /7
S

uendelig mange X

hgjst endelig mange =x_ = alle x_ fra et vist trin

f l i +

b - lim infox o a
v

"uendelig mange x

n

BEVIS. Vi ngjes med at vise pédstanden om lim sup X i péstanden

om lim inf x = indses pad analog made.

Lad x = lim sup x, og lad a € R*¥* med a < x , (hvis
x = -o findes intet sadant a , og (1) er altid sandt). Med
z, = sup{xn,xn+1,...} , som ovenfor, gelder z, Xy og idet
(zn) er aftagende og x > a galder z > a for alle n € IN;

men dette medfgrer at X, >a for uendelig mange n € IWN (thi i

modsat fald galder jo X, <a fra et vist trin og dermed z, =

sup{x ’Xn+1""} < a fra dette trin). Alts3 gelder (1). Lad

n
b€ R* med b >x (hvis x = 4o ... ) . Idet z - X< b
findes N € N sd 2z <b for alle n€ N med n >N . Der-

med galder X, < b for alle n > N , altsa (2).
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Antag nu omvendt, at x € IR*¥ opfylder (1) og (2). Vi skal

se at x = lim z, - Hvis x = -» sa f&s af (2), at til hvert
be®R findes N€ N s& x <b for n>N. Men si gal-
der z <b for n>0N altsi z, = —= . Analogt fas, hvis

X =40 , af (1), at 2, >*%° . For x € R og ¢ >0 fas af

(2) med b =x+te, at der findes N € N si&

Xp < xt¢ for n >N,

og_(j),med a = X—¢ giver at X > x=-¢ -~ for uendelig mange n ,

hvoraf:
z = sup{xn,xn+1,...} € [x-g,x+te] for n >N
altsa z - x . I
KOROLLAR 2.4. Lad (Xn) vaere en talfglge i 1R* . Tallene

lim inf X, o9 lim sup x, er fortetningspunkter for f@glgen

(xn) og ethvert fortatningspunkt for (xn) tilhgrer intervallet
. .

[lim inf X lim sup xn]

BEVIS. Det fglger af Satning 2.3, at for hvert &dbent interval

I indeholdende 1lim inf X (henh. 1lim sup xn) gelder at

mengden {n € W | x, € I} er uendelig. Intet tal uden for inter-

vallet [lim inf X0 lim sup xn] kan vaere fortatningspunktet for

(xn) , thi hvis f.eks. x > x-¢ > lim sup S med ¢ > 0 , har

vi ifglge Satning 2.3 (2), at mengden {m € W | x € Ix-¢,o[}

er endelig.l i

KOROLLAR 2.5. For en vilkarlig fglge (Xn) i IR¥ findes en

delfglge af (xn) ; der er konvergent med granseverdi 1lim inf X,

Og en delfglge af (xn) der er konvergent med granseverdi

lim sup x
n
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BEVIS. Korollar 2.4 og Satning 2.2. |

KOROLLAR 2.6. Lad (xn) vere en talfglge pa et afsluttet begren-

set interval [a,b] (d.v.s. a <x <Db for alle n € N). Da
har (xn) et fortaetningspunkt tilhgrende [a,b] , eller ander-
ledes sagt: der findes en delfglge af (Xn) som er konvergent

med granseverdi tilhgrende [a,b] .

BEVIS. Det er klart, at a < lim inf x < lim sup x < b, og

péstanden £8s af Korollar 2.4 eller 2.5. |

SETNING 2.7. En talfglge (xn) i IR* er konvergent hvis og

It

kun hvis 1lim inf x lim sup x_ , og i sa fald er

n n

Il

lim x lim inf x_ = lim sup x
n n n

BEVIS. Som f¢r satter vi y = inf{xn,xn+1,...} og z =
sup{xn,xn+1,...} . Beviset falder i tre dele.

(1) Hvis (xn) er konvergent med grensevardi x € R, sa
findes til hvert & > 0 et N € N s& x-¢ < X, 2 x+e for
n >N, altsad specielt, x-&¢ <y < 2z, X xte for n > N hvil-
ket viser at z, > X 09 y, =X

Hvis omvendt 1lim inf X, = lim sup X, =X € R, s&a findes til

hvert ¢ > 0 , ifplge Setning 2.3, et N € N sa x x+¢ for

IA

n

n>N oget MEN s& x-¢ < x, for n>M. For n > max (N,M)

har vi da x-¢ < X, = x+¢ hvilket viser at X, X .

(2) Hvis (Xn) er konvergent med granseverdi +« , findes
til hvert a € R et N€ N sda x >a for n >N, hvoraf

a <y, =<z, for n > N hvilket viser at Y, > te o9 z -~ too .

Hvis omvendt lim inf X, = lim sup X, = +o , sd findes til

a€ R et NEN s& a=< Yn for n > N hvoraf specielt

a<x for n >N hvilket viser at x - +e
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(3) Tilfeldet "-«" Dbehandles ligesom (2). 1|

EETNING 2.8. En talfglge (xn) i R*¥ er konvergent med gren-

severdi x € IR*¥ hvis og kun ‘hvis x er det eneste fortaztnings-

punkt for (xn) .

BEVIS. Hvis X, =X s& er x klart fortatningspunkt for (Xn) ’
og der findes ikke andre idet {x} = [lim inf X lim sup xn] .
Hvis omvendt x er det eneste fortetningspunkt for (xn) sa gal-

der 1lim inf x = lim sup X, =X, altsd X, - X . I

For det meste er vi kun virkelig interesserede i talfglger i

IR. Man ser imidlertid, at nar vi for en sadan fglge
(xn € R | n € N) vil gennemfgre det foranstéende, er vi ngdt
til at operere i R* . N&r en talfglge (xn) i IR kaldes kon-

vergent, mener man normalt, at den er konvergent med en granse-
verdi lim X, € IR, medens man, nadr den er konvergent med granse-
verdien lim X, = +o eller lim X = ey normalt vil kalde den

divergent, men dog sige, at den "gar mod" +w eller -« (eller

lign.).
EKSEMPEL. Lad (xn) og (yn) vere talfglger i 1R og antag at
X, =X 09 y =Y hvor x,y € R. S& gazlder, som man let ser,

at talfglgerne (xn+yn) ’ (xn—yn) og (xnyn) er konvergente med

grenseverdierne xty , X-y O0¢ Xy . Hvis yderligere Y, * 0

1

for alle n€ N og y # 0 sa er talfglgen (xny; ) konvergent

med graensevaerdi xy_1 .

Nogle nyttige talfglger. Vi far ofte brug for konvergensforholde-

ne for nedenstdende talfglger:
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Xn konvergens?
a I _
1 n" = vn lim x_ = 1
n
1 1 H —
2 5 log n lim X 0
n¥ ;P ER lim X, = 0 for p 0
3 lim X, = 1 for 'p =0
lim X, = +oco for p 0
-H%*nP , pemw lim x = 0 for p 0
lim inf X = _1}for D 0
4 lim sup x_ = 1
. n
lim inf X, = -w}for o 0
lim sup X, = +oo
an ;, a € R lim Xn = 0 for Jaj< 1
lim X = 1 for a 1
5 lim inf X, = -1}for a -1
lim sup X, = 1
lim inf x = -m}for a -1
lim sup X, = +oo
lim X, = +oo for a 1
a™nP , a,pe R lim x =0 for Jag< 1, pe R
6 lim X, = for a 1, P € R
lim inf x_ = _m}for a “1,p€ R
lim sup x_ = +o
7 (1+-1-,1>S)n , X € R lim x = exp (x)
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(1) . Ifglge binomialformlen har vi for ¢ > 0
(1+8)n=1+E8+£(n-;_1)82+.._+8n>n_(n_ﬂ_)_82
1 2. 2
. . n o n-1 2 o =
hvilket viser, at n < (1+¢) nar —— " > 1, altsd nar
n>1+ 3% . Dermed fas
€
. 2
1T<vn<1+e¢ for n>1+ —
€
(2) . Idet den naturlige logaritmefunktion 1log “er kontinuert

og log1 =0 £fé&s af (1)

n
1 logn=1og Vo » log 1 =0 for n - o

n
(3). For p =0 har vi nP =1 1 for alle n , og for p > 0
gelder n® >a (>0) for n > a5 . For p < 0 har vi
<R
n P
(4) . Er umiddelbar.
(5). For a =1 har vi a' = 1 for alle n ; for a =0 er
a = 0 for alle n ; for 0 < jal <1 er lanl = IaIn < €
(e>0) ndr n log lal < log ¢ altsd ndr n > %%gT%I(loglal < 0)
For a = -1 er fglgen X, = -t .
For a > 1 galder a” >k (k>0) for n > %gg—g + Og for
a < -1 er fglgen X, = (-‘I)n lal® . |
(6). For Jlal <1 og p < 0 f&s pastanden af (3) og (5).
Betragt tilfzldet Jlal <1 og p >0 . Vi setter b = -% loglal.
Dermed er b > 0 og funktionen
f(x) = xP e_bx for x> 0,
er differentiabel og
1 -bx

f'(x) = pxp_1 e—bx + xp(—b)e_bX = (p-bx)xP" ' e .
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Vi ser, at f'(x) >0 for 0 < x < % og f'(x) < 0 for

% < x , altsd at £ antagér sit maksimum for x = % . Satter

vi ¢ = f(%) (>0) har vi altséa
f(x) < ¢ for alle x > 0 .

Dermed galder

InPa®| = nPlal® = nP P8 7P <c e7Pn
_bn 1 o
Idet c e < ¢ (e>0) for n > $(log c - log ¢) fés at
lim nPa™ = 0
n->co
De ¢gvrige tilfzlde fds nu let.
(7). For x € R galder 1 +'% >0 for n > -x og for sadanne

n har vi

Xn o_ Xy = .1 X
log(1+ﬁ) =n log(1+n) X -5 log(1+n) > X

idet logaritmefunktionen er differentiabel i punktet 1 med diffe-
rentialkvotient 1. Heraf fas s& da eksponentialfunktionen er kon-
tinuert at

n
)

(1+§ = exp(log(1+§)n) - exp(x) .

‘Fundamentalfglger. Det almindelige konvergensprincip. Det er i

mange forbindelser nyttigt at kunne vise, at en talfglge (xn) i
R er konvergent uden pa& forhand at kende gransevardien. Hertil

et nyt begreb.

DEFINITION. En talfglge (xn) i R kaldes en fundamentalfglge

(eller en Cauchy-fglge) hvis der til hvert ¢ > 0 findes et

N € N sa det for alle myn € N med m >N og n >N galder

lx =x. | < ¢ .
m “n
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Med andre ord skal der til hvert ¢ > 0 kunne findes et nummer
N saledes, at den indbyrdes afstand mellem vilkdrlige to ele-

menter i fglgen "efter" N er < ¢

Hvis talfglgen (xn) i R er konvergent med granseverdi
x € R sa er (xn) en fundamentalfglge. Lad nemlig ¢ > 0 veare
givet. Idet x - x findes et N € N sa Iz -x| < % for alle
n€ N med n>N, og for mn € N opfyldende m > N ,

n > N har vi sa

£ €
X =X = |IX_—X+x-X < X =-xX| + |X—X < =+ = =
lx x| = Ix_ ol o< ix mxl 4 lx-x | <5+ 5 =¢,

hvilket viser, at (xn) er en fundamentalfglge. Det omvendte er

ogsé& rigtigt.

SETNING 2.9. (Det almindelige konvergensprincip) En talfglge
(xn) i TR er konvergent med en gransevaerdi tilhgrende IR

hvis og kun hvis (xn) er en fundamentalfglge.

BEVIS. Lad (xn) vare en fundamentalfglge i 1R . Vi starter
med at indse, at (Xn) er begranset, altsd at der findes

a,b € R sa a<zx_ <b for alle n . Der findes nemlig

n

N € N sa Ixn—xml <1 for n,m >N, og med

n

a = min{x1,x2,...,xN} -1
b = max{x1,x2,...,xN} + 1
har vi det ¢nskede a < x_< b for alle n € N . Dette viser

specielt at
a < lim inf x < lim sup x < b

Vi vil vise at lim inf x = lim sup x , hvilket godtggr pa-

standen ifglge Satning 2.7. Lad ¢ > 0 vere givet. Sa findes
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N€e€N sd& Ix-x /| <e for mmn >N hvoraf specielt

X —-£ < X < xXx +¢ for alle n > N ,
— n_ —
men sd har vi

- x =& < lim inf x. < lim sup x_. < X. .+
N & = HiE p = 4 Sup X, < Xyve

eller 0 < lim sup X~ lim inf X, < 2¢ , og da dette galder

for hvert € > 0 £f&s det ¢nskede, at lim inf X, = lim sup X,o- I

EKSEMPEL. Lad fg¢lgen .(xn) vare fastlagt induktivt ved

2
n+1 = 1/2(Xn+;{_) for n = 1,2,3,-.0 .

x1 =2 , X
n

Vi skal se, at (xn) er en fundamentalfglge. Hertil bemzrker

vi fgrst, at der for alle n € W gelder

1T <x,=<2.
Dette er nemlig klart for n =1, og hvis 1 < X, < 2 for et
n € N har vi
b4 < l'(2+-2-) =2 o0 X > ¥(1+£) =1
n+1] = * 1 = n+1 = 272

hvoraf pdstanden ved induktion. Dernast udregner vi for n > 2 ,

1 1 1 \
-— = 1/ -— —_— e —.—,—. = — ;’————
Xn+1"*%n 2(Xn Xn—1) tx X (Xn xn—1)(2 X X i
n n=1 n"n-1
"hvoraf idet 1 < XX < 4 og dermed 1 < i__1 < 1 < 1
' = “n“n-1 = ! g 2 = 2 X = 4 2
n“n-1
— 1 -
N L T LE N NP
Ved gentagen anvendelse fas s&, idet |X2—X1| = I%—ZI = %
_ 1 n-1 _ — (1R .
I =2l < (5) L3y =x (%) for n > 2 .
Lad nu m > n > 2 og udregn
IXm_Xnl = Ixm_Xm—1+Xm—1 T T Xn+1+xn+1_xnI
< Ixm—xm_1l + ... + Ixn+1—xn|

H™T e )T e
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Leddet til sidst er en kvotientrazkke med m - n 1led og kvotient
%X og sum

=22 1-m™ ) < T

Idet (%)n—1 > 0 for n - o findes til hvert ¢ > 0 et N € W

o n— . o
s& 5™ 1T <e for n >N og for m >n > N har vi sd at

n-1

|x -x < (%) < g .

m n !

Altséd er (xn) en fundamentalfglge og dermed konvergent. Lad x

betegne gransevardien. Af regnereglerne for grensevardier fas

2 2
= i = L —_ = % —
X lim x +1 lim 2(Xn+xn) 2(x+X)
hvoraf x = V2 .
Decimalbrgk. NA&r ayr8yreeeray € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} , skri-
a a a
1 2 n
ves tallet 1—0 + 1—(—)7 + ... + T(-)?l' som bekendt O ,a1 a2 - .an ’ og

udtrykket kaldes en endelig decimalbrgk. Tallet tilhgrer interval-

let [0,1[ . Ved en uendelig decimalbrgk forstds et udtryk
0,a1a2...an... , hvor Bgr8precerdyree. € {0,1,...,9} . Sattes
X, = 0,a1a2...an ; er talfglgen x1,x2,... stigende, og da tal-
. lene tilhgrer intervallet [0,1[ er fglgen konvergent med en
grensevaerdi x , der tilhgrer intervallet [0,1] . Denne granse-

verdi kaldes vardien af den uendelige decimalbrgk, og man skriver

X = 0,8,8000:a_++s .

172 n

Man bemerker, at 0,a1a2...an = O,a1a2...an00... .

SETNING 2.10. Ethvert tal x i intervallet [0,1] kan fremstil-
les ved en uendelig decimalbrgk. Et tal x i intervallet ]10,1[ ,
der kan fremstilles ved en endelig decimalbrgk, fremstilles ved
netop to uendelige decimalbrgker. Alle andre tal i [0,1] har

netop een fremstilling ved en uendelig decimalbrgk.
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For et tal med to uendelige decimalbrgkfremstillinger lyder

disse

0,a1a2...an00 ... Og O,a1a2...(an—1)99... ’
hvor a € {1,...,9} .

EKSEMPEL. Reelle tal i [0,1] kan ogsa fremstilles ved dualbrg-

ker ("to-talsystemet"). En endelig dualbrgk et et udtryk
20,a1a2..;an ’ hvgg Aqreeerdy €_{0,1} , Som representerer tal-
let a1-§ + a2-2 R +man-2 N En uendelig dualbrgk er et
udtryk 0,ajay...a ... , hvor a, € {0,1}, som reprasenterer

tallet 1lim x, +» hvor (xn) er den stigende talfglge péd [0,1]

givet ved
X . = a1-2 + ... + a .2—n
n

Der galder nu et resultat helt analogt til Satning 2.10.

Mégtigheden af mengden af reelle tal og af de reelle talrum. Vi

afrunder omtalen af de reelle tal med at vise nogle satninger,
som ganske vist ikke skal benyttes i 'det fglgende, men som dog
naturligt hgrer med i en behandling af de reelle tals grundlag-

gende egenskaber.

SETNING 2.11. Mengden R er ikke numerabel. (Anderledes sagt:
For enhver numerabel delmangde A af R er R~NA # @.)

BEVIS. Lad A = {x;,%X,,...} . Valg et afsluttet interval

[a1J%] , sa at Xy ¢ [a1,b1] , dernast et afsluttet interval
[a2ﬁb] - [a1,b1] , sa at X, ¢ [a2,b2] , etc. Dette er &benbart
muligt. Fellesmazngden for den dalende fglge [a1,b1]§3[a2,b2]3 .o

af afsluttede intervaller er et afsluttet interval [a,b] . Lad
x € [a,b] . Da galder dbenbart x =* Xy 1 X F Xypeee altsé
Xx € RNA . ]

SETNING 2.12. For ethvert n € N er R" ekvipotent med R.
. Anderledes udtrykt: De reelle talrum R" har alle kontinuets

megtighed.
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BEVIS. For n =1 er intet at vise. Vi antager derfor n > 1 .
Vi gé&r frem i en rakke skridt.
1. Mengden IR er foreningsmengde af de numererbart mange

disjunkte mangder
1z=1,z1 , =z € %,

der hver for sig er ekvipotent med mengden ]0,1] . Mengden

RY  er foreningsmengde af de numererbart mange disjunkte mengder

]z1-1,z1] X oee X ]zn—1,zn] r 2y € Z,...,zn € 7% ,

der hver for sig er ekvipotent med m&ngden 10,11" . Det er der-
for tilstrakkeligt at vise, at m&ngden ]0,1] er ekvipotent med
me&ngden 10,117 .

2. Vi betragter fgrst tilfeldet n = 2 . Det gazlder da om
at angive en bijektiv afbildning af ]10,1] pa ]0,1]2

Ethvert x € ]0,1] har een uendelig decimalbrgkfremstilling
O,a1a2...aq... , hvor decimalfglgen ikke ender med lutter nuller,
og enhver uendelig decimalbrgk O,a1a2...aq... ;, hvor decimal-
fplgen ikke ender med lutter nuller, fremstiller et tal x € ]0,1].

For enhver siddan decimalbrgk opdeler vi decimalfglgen i styk-
ker, idet eventuelle nuller tages sammen med f@grste efterfglgende

fra nul forskellige decimal. Eksempelvis skrives decimalbrgken

0, 0139004750986 0006 ...

sdledes

0,0 4.BI9100 0 4 7iblo gBP o006l ., -

L — T — —

De mulige stykker er altsa af formen [0...0a , hvor der fgrst
star et antal (evt. ingen) nuller og derefter et af tallene
1,...,9 . Ved decimalbrgkfremstillingen er sdledes etableret en

bijektiv afbildning
X P gyrgyre.-.

af 10,1] pa& mengden af fglger af stykker.

En bijektiv afbildning af ]10,1] pa ]0,1]2 etableres nu
ved at man, ndr x € ]0,1] svarer til fglgen 9q19pr+++ 1 SOM
billede af x i ]O,1]2 valger parret (x1,x2) , hvor X, sva-

rer til fglgen gqrggre-- og X, til fglgen gprdygre=+ -+ Eksem-
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pelvis benyttes altsda som billede af punktet

x =0, [0 1IBIPI0O047FE0oBIIOO0O0E6 ... €10,1]

punktet

00 48 @...)e€0,11°%.

(/%)) = (0, CABAO AN 008 ... ,0, 03

3. For n > 2 er beviset analogt. Det gzlder da om at an-

give en bijektiv afbildning af 10,11 p& 10,11 . Nar

x € 10,1] svarer til fglgen gqr9grec- 4 benytter vi som bil-
lede af x punktet (x1,...,xn) € ]0,1]n , hvor X, svarer
til fglgen 951934n"94i42n" " .1

BEMERKNING. De to s@tninger: at R ikke er numerabel, og at
R" for ethvert n € N er ekvipotent med IR, danner begyn-
delsen til Cantors mengdelare. Den fgrste satning viser, at der
findes uendelige mangder af forskellig megtighed; den anden, at
talrum af forskellige dimension er ekvipotente, sa atddimensionen

altsd ikke h@nger sammen med rummets megtighed.

BEMERKNING. Hvis vi i ovenstdende bevis havde opereret med deci-

malbrgkerne selv (uden opdelingen i stykker) og til

X = 0,a1a2,...aq ... havde tilordnet (x1,x2) =

(O,a1a3... p 0,a2a4...) , havde vi ikke opndet en bijektiv
afbildning af ]10,1] péa ]0,1]2 , Jja, ikke engang en afbildning
af 10,11 ind i ]0,1]2 . Eksempelvis ville vi for x =
¢,010101... = é% have féet X, = 0,000... = 0 og X, =

0,1M11... = % . Denne opspaltning af decimalbrgken kan dog siges

at vaere den grundlaggende ide i beviset. Cantor reddede beviset
ved en ret kompliceret betragtning. Den ovenfor benyttede ide med

opdeling i stykker skyldes J. Konig.
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§3. Konvergens af komplekse talfglger.

De begreber, der i §2 blev behandlet vedrgrende konvergens af
reelle talfglger bygger pa begrebet "afstand" mellem reelle tal, og
inden vi tager fat pa "konvergens begreber" for komplekse talfglger,

skal vi precisere et afstandsbegreb i ¢ .

Afstand i € . Mengden (¢ af komplekse tal er organiseret som

et legeme, der ikke kan forsynes med en ordning som ggpr ¢ til et
ordnet legeme. Oftest vil vi tanke pd ¢ som Eg , altsd som meng-
den af ordnede par (x,y) med x,y € IR. Det komplekse tal =z

identificeres saledes med parret (x,y) € IR2 hvor =z = x+iy , og

x kaldes realdelen af 2z ,. x = Rez, og y kaldes imaginardelen
af z , y = Imz. De reelle tal 1R opfattes herved som delmeng-
den {(x,0) | x € IR} af € . For 2z = x+iy € ¢ kaldes tallet

Z = x-iy € ¢ det til 2z konjugerede tal. Herved har vi Re z =

5(z+z) .

Den numeriske verdi |z|] af 2z = x+iy € ¢ er tallet
2. %
1zl = (x*yD) 7 (:0)

altsa lezngden af liniestvkket der forbinder 0 og =z

-
\ ¢ = E@ Der gzlder |z|~ = zzZ samt
IRe z| < Izl og |(Im z| < izl .
(0,Im z) |- - - - 5 2 = ¥ty Afbildningen |-|: € - [0l
[z | |
I har fglgende fundamentale egen-
I
(R& z,0) skaber:
A: lzl =0 &« =z =20,
B: lzz'l = lzi lz'l ,
C: jz+z'l < izl + lz'l ,

geldende for z,z' € C .
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Her er egenskaben A umiddelbar, B verificeres ved en simpel ud-

regning og C fas af

|z+z'|2 = (z+z") (ZF2") = 2Z + 2'2' + Zz' + 2'Z
= 1212 + 1212 + 2 Re(2Z") < 1212 + 12'1% + 2IRe(22") |
< 1z1? 4 121 + 20zl1z') = (izi+lz' D2 .

Ud fra begrebet numerisk vardi defineres afstanden fra Zy € C

til z, € ¢ som tallet iZ1—22i (>0) . TIdet IZ1-22I = Izz—z1|
siges ogsa blot afstanden mellem
Z, 09 z, . Dette afstandsbegreb
zz*\~\Jfﬁ:fEl\\‘ har fplgende egenskaber:
24 L afstanden mellem zg 09 2z,
~er > 0" og =0 hvis og kun hvis

21 T 23

II: for alle 24125124 € ¢ er afstanden mellem Z, 09 2z, <

summen af afstandene mellem z, 09
2 ] z, og mellem 2z, og zj, altsa
. 7 3 det velkendte, at en vilkirlig af

sidelengderne i en trekant er <

summen af de to andre siders langder.

Her er I en fglge af A, og II fas af C idet

jz,-2

17231 = 1 (zymz)+(2,=25) | < 12472, + |z =2,]

hvilket netop udtrykker II. Denne ulighed kaldes trekantsuligheden.

Sammenfattende har vi for z,z' € ¢ wulighederne

IRe zi|)|
ITm zIf < lz|l < |[Re z| + [Im zl , (1)
lz+z'| < lz| + lz'] ,

[1z1-1211] < 1z-2'1 ,

hvor den sidste f&s af trekantsuligheden:
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lzl = lz-z'+z']l < lg=2'] + Iz'l og lz'l = |lz'-z+zi < iz'-z]| + |z|

For z € ¢ og r > 0 defineres den abne kugle (cirkel) med

centrum z og radius r som m&ngden

K(z,r) = {z' € ¢ | lz-2'l<r} ,

altséd som de 2z' € ¢ der har afstand

<r til z , og den tilsvarende afsluttede kugle er mangden

K(z,r) = {z'" € ¢ | lz-z'|l < r}

Komplekse talfglger. Vi gdr nu over til begrebet konvergens for

komplekse talfglger (zn) , altsa afbildninger n » 2 af W ind

i ¢ .

DEFINITION. En talfglge (zn) i ¢ siges at vare konvergent med

grensevaerdi z € € , hvis der til hvert ¢ > 0 findes et N € N

sd& z_ € K(z,e) for alle n€ N med n >N .

n
Vi skriver sé& z, z eller 1lim zn = Zz . Udsagnet er, at til
hver aben kugle med centrum =z fin-
des et N € N sé z tilhgrer den-

ne kugle fra "trin" N . Anderledes

sagt: z, > z hvis og kun hvis den
, T reelle talfglge (izn—zl) af afstan-

alle =z fra trin N
n
de mellem 2z og z, er konvergent
med granseverdi 0 . En kompleks talfglge (zn) der ikke er kon-

vergent, altsd for hvilken der ikke findes noget =z € ¢ sa

zn >z, kaldes divergent.

SETNING 3.1. En talfglge (zn) i € er konvergent med granseveaer-
di z € ¢ hvis og kun hvis de reelle talfglger (Re zn) og

(Im zn) begge er konvergente med grenseverdier Re z henholdsvis

Im z.




Mat 102, 1980/81 I.57

BEVIS. Deét fglger af den venstre ulighed i (1) ovenfor, at

z, = Z medfgrer Re z, - Re z og Im z, = Im z , og den hgjre

ulighed i (1) viser den modsatte implikation. Mere pracist: Antag,

at z -z og lad ¢ > 0 vare givet. S& findes N € N sé

lz -z1 < & for alle n € N med n > N og dermed har vi

| Re zn—Re z | IRe(zn—z)l

IA

z -z| <
i n | 3

og

Il

|Im z_-Im z| I Im(z -2z) | < fz -zl < ¢

for n > N , hvilket viser at Re z, ~ Re z og Im z, - Im z .

Antag nu omvendt,at Re z, > Re z og Im z, > Imz, og lad

¢ > 0 vere givet. S& findes N,M € N sé

I £
| Re z_~Re z|l < 5 for n > N
og
|Im z_-Im z| <& for n>M .
n 2 =
For n > max{N,M} har vi da
o £ g _
izn zl < IRe(zn z)| + lIm(zn z)| < 5 + ) €
hvilket viser, at z, >z . I
EKSEMPEL. For fglgen z, = (i)n har vi-- (Re zn) =
(0,-1,0,1,0,-1,... ) og (Im zn) = 1,0,-1,0,1,0,... )" .

DEFINITION. Et tal 2z € ¢ kaldes et fortatningspunkt for talfglgen

(zn) i ¢ , hvis det for hvert ¢ > 0 galder, at mengden

{me W | z € K(z,e)} er uendelig.

Som i §2 ser man, at z € ¢ er fortatningspunkt for fglgen

(zn)“ hvis og kun hvis der findes en delfglge (zn ) af (zn) ’

P
som er konvergent med granseverdi =z .
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EKSEMPLER. Talfglgen z, =n+ %i er divergent og har ingen for-
tetningspunkter. Talf@glgen z, = (i)n har de fire fortetnings-

punkter 1, -1, i, -i .

Der findes (altsa) talfglger i (¢ wuden fortetningspunkter. En
begranset talfglge (zn) i ¢ (d.v.s. som opfylder
sup{lznl | n € N} < ) har imidlertid altid mindst &t fortatnings-

punkt.

SETNING 3.2. Enhver begranset talfglge (zn) i ¢ har et fortet-

ningspunkt.

BEVIS. Med r = sup{lznl | n € N} < o har vi

Re z , Im z_ € [-r,r] . Ifglge Korollar 2.6 findes en konvergent

delfglge (Re z, ) af (Re zn)'. Den dertil svarende delfglge
p
(Im z_ ) af (Im zn) er en fplge pd [-r,r] og den har derfor
p
en konvergent delfglge (Im z, ) . Men s3a er ifglge Satning 3.1
Pq
(zn ) en konvergent delfglge af (zn) , ©Og altsa har (zn) et
o
g

fortetningspunkt. |

DEFINITION. En fglge (zn) i ¢ kaldes en fundamentalfglge (eller

en Cauchy fglge) hvis der til hvert ¢ > 0 findes N € N sa det

for alle myn € N med m >N og n >N gelder at |z -z | < &,
altsd hvis der til hvert ¢ > 0 findes et "trin" N € IN s& den
indbyrdes afstand mellem vilkarlige to fglgeelementer efter trin N

er < €& =

SETNING 3.3. (Det almindelige konvergensprincip). En fglge (zn)

i € er konvergent hvis og kun hvis den er en fundamentalfglge.

BEVIS. Péastanden fas af Setning 3.1 og Setning 2.9 idet man ved

hjelp af uligheden (1) ser, at (zn) er en fundamentalfglge hvis
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.og kun hvis (Re zn) og (Im zn) begge er fundamentalfglger. |

EKSEMPEL. Lad (z ) og (wn) vere talfglder i ¢ med I

og w_ =W . Sa galder

Z + - Z4+w Z_ ~W_ = Z- (o] Z_W_ = ZV
n Vn " "n "n W g nn W

og hvis z * 0 for alle n€ N og z *# 0 s& galder ogsa

BEMERKNING. Vi har tidligere set, at for en konvergent reel tal-

fglge (xn) péd et afsluttet begrenset interval A < R galder, at

lim-xn € A . Tilsvarende har vi, at for en konvergent kompleks tal-

fglge (zn)~ pa en afsluttet kugle K(w,r) (w € ¢, r > 0), altséd

z, € K(w,r) for alle n € N, gzlder at =z = lim z € K(w,r) .

Antager vi nemlig, at Ilz-wl = r' > r s& findes N € N med egen-
skaben: |z-z | < r'-r for n > N og dermed har vi ifglge tre-
kantsuligheden

| + lz.-w| < r'-r+r = r'

Z=W < =2z
lz=wl < | .

N
hvilket er en modstrid.
Vi skal senere komme narmere ind pa delmengder A < ¢ med

egenskaben:
Z_ € A, zZ_ ->2zZ:= z €A ,

n

men enhver afsluttet kugle har, som vi lige har set, egenskaben.

Formulering med kvantorer. Hidtil har vi defineret konvergensbe-

greberne i ord, men det kan vare nyttigt at have korte, pracise
(men vanskeligere at l®se) formuleringer ved hjzlp af kvantorer.
Lad (z,) vere en kompleks talfgplge og z € ¢ . At (z ) er

konvergent med grensevaerdi 2z udtrykkes

Ve > 0 N € N Vn € N: n >N = |z -z] <¢, (1)
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og (Zn) er en fundamentalfglge hvis og kun hvis
Ye > 0 IN € IN: va,m € N: (n>N A m>N) = izn—zml < g . (2)

Talfplgen (zn) er saledes konvergent hvis og kun hvis

3z € ¢ Ve > 0 IN € IN Vvn € N: n >N = lzn—zl < €. (3)

Ifglge Setning 3.3 er udsagnene (2) og (3), som pd& forhdnd er helt
forskellige, ensbetydende.
Negationen af (3), der udtrykker at (zn) er divergent, er

Vz € ¢ 3¢ >0 VNEN 3In€ N: n>NA lz -zl > ¢,

som i ord kan udtrykkes: til hvert =z € € (centrum) findes et
€ > 0 (radius) sa ligegyldigt hvor stort et N € N der betragtes

findes et n > N s& z = ikke tilhgrer den abne kugle K(z,¢) .
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§4. Uendelige rakker.

I det fglgende fadr vi ofte brug for at kunne skrive tal som
"sum" af "uendelig mange" tal; indholdet i disse udtryk skal nu

preciseres ved hjalp af konvergens begrebet for talfglger.

Konvergens og absolut konvergens af uendelig rzkke. Lad (an)

vere en kompleks talfglge. Den til (an) hgrende uendelige rakke

er den formelle sum

™8

a eller a, +a, + ... +a_ + ... .
n 1 2 n

n=1

' Disse formelle udtryk, som p& forhd&nd er uden mening, skal nu -

under visse omsta&ndigheder - till®gges en talverdi. Talfglgens n'te

element a, kaldes den uendelige razkkes n'te led, og summen af de

n (n€W) ferste led,

kaldes det n'te afsnit i den uendelige rzkke. Talfglgen (sn) kal-

(o]
des afsnitsfglgen for den uendelige rakke z a, -
n=1

DEFINITION. Den uendelige rakke ; a, hgrende til (an) kaldes
konvergent hvis afsnitsfglgen er kg;lergent, og i s& fald kaldes
afsnitsf@lgens gransevaerdi for rzkkens sum. Hvis ; a, ikke er
konvergent siges den uendelige razkke at vere diverg;;t.

[oe]
For en konvergent uendelig rzkke benyttes b2 a, eller
n=1
ag *a; + ... ta o+ ... ogsa som betegnelse for rakkens sum.

BEMARKNING. En vilkarlig kompleks talfglge (sn) er afsnitsfglge

for en uendelig rzkke. Med a, = s, ©°9 a, =s, - Sh-1 for n > 2

har vi nemlig

a +a2+...+an = s1+(52—s1)+...+(s

1 -Sn_2)+(shésn_1) =s_,

n-=1
hvilket viser, at (sn) er afsnitsfglge for T oa, -
n=1
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BEMERKNING. Ofte vil et tal vere fastlagt som sum af en uendelig
rzkke. Afsnitsfglgen konvergerer altsd mod tallet og giver derfor

en "bedre og bedre" approksimation til tallet. Endvidere er selve

reprasentationen af reelle tal som uendelige decimal- (eller dual-)

brgker "knyttet" til uendelige rakker. En uendelig decimalbrgk

0,a1a2...an... (se side I.50) betegner nemlig blot summen éf den
konvergente uendelige rakke p3 a, - 1071 .,
n=1
Et udsnit i den uendelige rzkke n§1 a, er summen af endelig
mange pa hinanden f@glgende led i rzkken, altsd et tal af formen

+a_ . +...+a =s _-s

a n+2 . “n+p n+p n

>'v,n+1

hvor n,p € W . Det almindelige konvergens princip (Satning 3.3)

giver nu et vigtigt teoretisk kriterium for rakkekonvergens.

(o]

SETNING 4.1. (Udsnitskriteriet) Den uendelige rzkke r a er
n=1
konvergent hvis og kun hvis der til hvert e > 0 findes et N € N

s& det for alle n,p € N med n > N galder at

iy

+...+ <
Ian+1 an+pl €

BEVIS. Afsnitsfglgen (sn) er nemlig konvergent hvis og kun hvis

den er en fundamentalfglge hvilket netop er betingelsen i sa@tningen.]

Det fglger af Setning 4.1, at en ngdvendig betingelse for konver-
gens af den uendelige rakke 2 a, er, at a, - 0 for n -» o .
n=1

Videre ser man, at konvergens af a, kun afhanger af "halen" i

M3

fglgen (an) .
Ved bevis for konvergens ved hjalp af udsnitskriteriet skal den

n+1+...+an+p vurderes uafhangigt af

numeriske vardi af et udsnit a
p ved en stgrrelse 6n hvor 1lim 6n = 0 . For en konvergent uende-

lig rzkke giver vurderingen
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| s | = la

Sn+p— n n+1+"'+an+pl < for alle p € N ,

n

et médl for afvigelsen mellem summen s og det n'te afsnit, idet

lim sn+p = s medfgrer, at Is—snl < 6n .
p—)OO

(==}

EKSEMPEL. Den harmoniske rakke T % er divergent, thi udsnittet

n=1
med n led startende med det (n+1) 'te led er

1 1 1 1
ot ozt e g2 o <

N| =
~

sd ligegyldigt hvor "langt ude" man starter vil der vare udsnit

> 5 (og dermed vilkarligt store).
EKSEMPEL. Hvis z a, og z bn er konvergente uendelige rak-
n=1 n=1
[ee]
ker er rakken x ’(an+bn) konvergent og for hvert X € ¢ er rak-
co n=1 .
ken b3 Aan konvergent og for summerne galder
n=1
> (atb ) = ¥ a_+ = b og ¥ da_ =AXI a_ .
n=1 non n=1 o n=1 n n=1 n n=1 =

Dette ses ved at betragte de respektive afsnitsfglger.

I forskellige forbindelser er begrebet konvergent uendelig rakke
ikke fyldestggrende (se nedenfor) og vi skal derfor skarpe dette

begreb.

oo
DEFINITION. En uendelig rakke b2 a, kaldes absolut konvergent
o n=1
hvis den uendelige rakke P lanl
n=1

er konvergent.

(o o]

Det f@lger umiddelbart af udsnitskriteriet, at rakken r a, er
=1

konvergent hvis den er absolut konvergent. Vi har jo for n,p € W

+ +.o..ot +.o..t .
la_,,+a a ol < lag gl la_, |

n+1 "n+2 n+p n+p

Idet afsnitsfglgen for rakken px Ianl er stigende og derfor
n=1 :
konvergent hvis og kun hvis den er begranset, har vi, at den uende-
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™8

lige ra&kke a, er absolut konvergent hvis og kun hvis

n=1

n
sup{ px laill n € N} < o
i=1 ‘

Eksempler p& uendelige rakker. (a) Alternerende rakke. En uendelig

rxzkke af formen X (—1)n_1 x_, hvor (xn) er en aftagende fglge

n
n=1
af positive reelle tal med gransevardi 0, er konvergent. Lad nemlig

(sn) betegne afsnitsfglgen. Idet X, > 0 har vi 0 < s, = x1 og
. _ _a 1
Sp+1 < Sp for n wulige (sn+1 = Sn+( 1) X4 < sn) samt
\ _ _q\ 1 .
S 41 > Sp for n 1lige (sn+1 = sn+( 1) X1 > sn) ; da (xn) er

aftagende har vi
[0,s4]1 2 [s,s84] 2 [sy,83] 2 [s4,83] 2 ...

Disse intervaller har ifglge Sztning 1.5 netop et punkt s € R

faelles, da langden af det n'te interval er X, 09 X = 0 . Altséd

har vi s, - s .

For hvert n € N er s, endepunkt i det (n+1)'te interval, og

idet s tilhgrer hvert af intervallerne har vi vurderingen

Is=s I < x ., - .

EKSEMPEL. R&kken z
n=1
de fortegn) er konvergent. Man kan vise at summen er 1log 2 (p.V.14).

(_1)n—1 % (den harmoniske rzkke med skiften-

(b) Teleskopisk rakke. Hvis talfglgen (an) har formen
p— — 1 s 3 —
a = bn+1 bn °°for en talfglge (bn) er det n'te afsnlt i den uen
delige razkke z a, givet ved
n=1
Sh = an+an_1+...+a2+a1
= (bn+1-bn)+(bn_bn—1)+‘"+(b3_b2)+(b2_b1) = bn+1—b1: ’

idet summen er "teleskopisk" (andet led i en parentes ophaves af

fprste led i naste parentes). Heraf ses, at den uendelige rakke
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pa (bn
n=1
og at razkkens sum i s&a fald er

+1_bn) er konvergent hvis og kun hvis (bn) er konvergent,

(bn+1_bn) = lim bn - b

1 n-co 1

™38

n

1 _1 1
EESEMPEL. Idet HTE:TT =4 H:T
1

Z —_—_—
n=1 n(n+1)
(c) Kvotientrzkke. For a,q € ¢ betragter vi den uendelige

rekke X aqn_1 = a+aq+aq2+...+aqn_1h..&votientrakken med fgrste
n=1
led a og kvotient g) . For g =1 er rzkken konvergent hvis

har vi, at den uendelige razkke

er konvergent med sum 1.

a = 0 og ellers divergent da det almindelige led for a * 0 ikke
gdr mod 0 for n » « . For g # 1 finder vi det n'te afsnit

a(1-qn)
SI'I:_']——q— for n=1,2,... ’

hvoraf ses, at (sn) i tilfeldet a * 0 er konvergent hvis og kun

hvis Igl <1 og at i s& fald lims_ = —o— .
N-co I 1-q
Den uendelige rakke ? aqn—1 er for a # 0 konvergent hvis
n=1
og kun hvis |[Igl < 1 . Rzkken er endda absolut konvergent, idet tal-
fplgen (sﬁ) hvor
n n
s' = ¥ laqk—1[= lal (1-1gl™) ,
n K1 1-1ql

er konvergent hvis |qgl < 1

Konvergenskriterier. I almindelighed er det ikke muligt eksplicit at

beregne afsnitsfglgen for en uendelig rzkke, og vi skal nu omtale

nogle metoder, der "via opfgrslen" af (an) , ofte kan fgre til af-

klaring af konvergens/divergens af > a, - I dette afsnit define-
n=1

rer vi % = 4o for a > 0 og % =1

SETNING 4.2. (Sammenligningskriteriet) Lad (an) vare en talfglge

(o]
og hx bn en absolut konvergent razkke. Hvis
n=1
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la_|I
c = lim sup T < 4o ,
n-o n

(o]
da er = a, absolut konvergent.
n=1

BEVIS. Dette fé&s af udsnitskriteriet. Lad nemlig ¢ > 0 vare givet

og va&lg N € IN sa

l4+...+1b_ . | < ——

Ib n+p — c+1

n+1

for alle n >N og alle p € N. Valg dernest M € N sa

la | < (c+1)Ib | for alle n > M . For n > max{N,M} har vi sd
lan+1l+...+lan+pl < (c+1)(|bn+1l+...+|bn+p|) < €
for alle p € .IN, hvilket viser, at >z Ianl er konvergent. [l

n=1

BEMARKNING. Hovedindholdet i sammenligningskriteriet er det intui-

tivt klare, at hvis det almindelige led i den uendelige r&kke

[ee]
zoa, med ikke-negative led er "majoriseret" af det almindelige

n=1 -

led i en konvergent uendelig rakke I bn , altsad hvis - 0 < a, < b

n=1

(o]

for n € N, sd er z a, konvergent. Mere almindeligt er T a,
n=1 n=1

°

konvergent, hvis der findes et ¢ >0 sa 0 < a, < cbn for alle

n € N, eller blot for élle n "fra et vist trin".

co

EKSEMPEL. Den uendelige razkke X ET?%TT er (absolut) konvergent,
© n=1
og dermed er rzkken ¥ n (absolut) konvergent, thi
n=1
lim sup 2 — g (¢4 .
N-so0 n

BEMARKNING. Sammenligningskriteriet kan ogsé& benyttes den "anden"

o
vej: Hvis T Ibnl er divergent og
n=1
1%n|
lim. inf m > 0 ’
n-»co n

sd er X Ianl divergent (analogt bevis).
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EKSEMPLER. De uendelige rakker > sin % og ¥ tan % er begge
n=1 n=1
divergente, thi de har positive led og ved sammenligning med den

harmoniske rzkke fé&s

1 1
lim inf SR8 _ 74y gpe EBD D _ o
1 1
Nn—->co — N—-c —
n n
DURTHE o o
EKSEMPEL. Hvis r a, og X bn er absolut konvergente uende-
n=1 o N=1
lige rakker sa er rakken > (an+bn) absolut konvergent. Dette
n=1

fplger af sammenligningskriteriet og trekantsuligheden

Ian+bnl < Ianl + Ibnl ’
oo
idet X (Ian|+lbn|) er konvergent.
n=1

Sammenligningskriteriet skal nu specialiseres til tilfeldet hvor

(o]
sammenligningsrakken > b er en kvotientrzkke.

n=1
KOROLLAR 4.37 (Rodkriteriet) Lad (an) vere en talfglge og defi-
nér As= lim sup rblan{ . Hvié A <1 sa er den uendelige rakke
;1 a, absgI:t konvergent og hvis A > 1 da er razkken divergent.
n=
BEVIS. Antag, at X <1 og vaelg g € Jx,1[ . Der findes N € N
sa Ib[an[ <q for n>N, altsd la |l < g@ for n > N hvoraf
lim sup li%l <1
N-co0 q

og sammenligningskriteriet giver, da ; qn er absolut konvergent,
at ; a, er absolut konvergent. o

3;15 A >1 saer IVTE;T >1 altsda la | > 1 for uendelig

(o)
mange n € N , og dermed er r oa, divergent. |
n=1
KOROLLAR 4.4. (Kvotientkriteriet) Lad (an) vare en talfglge og

definer
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Ian+1| lan+1i
o = lim sup —m—— og B = lim inf _Ia—l .
-0 n N-c0 n
Hvis a < 1 sad er den uendelige rakke ¥ a absolut konvergent,

og hvis B8 > 1

BEVIS. Antag fgrst, at «

NeEN si& la I < la la

n+1
qn-1

~for alle n > N+1

altsa

for n > N+1 ,

n——_
lim sup Vla | < lim sup

N—oo

og Korollar 4.3 giver, at

B > 1 galder | | >

an+1

gerer ikke mod O,

(an)
a

Raekken ;
n:

EKSEMPLER.

rakkerne

n+l _

N—oco l
n

og den fgrste er divergent,

<

g <

Dermed har vi

n
a
la, |

altsd er

er rzkken divergent.

1, og betragt g € Ja,1[ . Der findes

for n > N og dermed

IA

<n\/T3§I' q

IN—oco

8

er absolut konvergent. Hvis

™

%n
1
fra et vist trin, og dermed konver-
)X
n=1

a, divergent. |

- 0 . For

er konvergent,videt TH%%TT

har vi

= 1

den anden konvergent.

EKSEMPEL. For talfglgen (an) hvor a, = (%)n for n wulige og
_ A\n . . .
a, = (§) lige finder vi
1,2,n . 1 .
n+1 §(§) for n ulige n _ > for n  ulige
a_ | 1,3,n : roVlagh =19 . !
n 5(5)7 for n lige = for n lige
22 3 :
hvoraf
h+1 2h+1 n 1
lim inf = 0 , lim sup = 4+ , lim sup Vlanl =5
n n




Mat 102, 1980/81 ' I.69

sdledes, at kvotientkriteriet ikke kan afgpre konvergens/divergens

[oo]

medens rodkriteriet viser, at b2 a, er konvergent.
n=1

BEMERKNING. Af beviset for Korollar 4.4 og eksemplet ovenfor ses,
at rodkriteriet er effektivt stazrkere end kvotientkriteriet. Deri-
mod er det ofte lettere at beregne o og B i Korollar 4.4 end

A i Korollar 4.3. Lad (an) vaere en talfglge for hvilken

A = lim sup QGEET <1 . For g€ Ir,1[ galder sd q_nlanl - 0 ;
valges nemlig q' € ]A,gf har vi la | < (g")" fra et vist trin
N og dermed for n > N, q-nlanl < (%é)n som gdr mod 0 for n - «.
Rodkriteriet (og sa meget mere kvotientkriteriet) angiver sdaledes
kun konvergens for rakker hvor det almindelige led gar "hurtigere"
mod 0 end qn for et g € 10,1l , og kun divergens for rakker hvor
det almindelige led end ikke gér mod 0. For eksempel vil ingen af
kriterierne ovenfor direkte kunne afgpre konvergens/divergens for

raxkkerne n~ % hvor o« > 1 . Hertil kan vi imidlertid benytte:

™M 8

n=1

SETNING 4.5. (Integralkriteriet) ©TLad £f: [1,o[ » ]0,o[ va&re en

8

kontinuert og aftagende funktion. Den uendelige rakke r f(n)
n=1

er konvergent hvis og kun hvis fglgen af integraler

([? f(t)dt | n € N) er konvergent.

BEVIS. Med betegnelsen F(n) = f? f(t)dt for n € W har vi, da

4 f er aftagende, at (se figur)

£ (k+1) < F(k+1)-F (k) < f(k)

for k € N, og ved addition af

disse uligheder for k =

1 2 n

1,2,3,...,n-1 (n>2) finder vi, da
F(1) = 0 og F - leddene udggr en teleskopisk sum, at
n n-1

T f(k) <F(n) < ¥ £(k) for n>2 . (+)
k=2 k=1
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Heraf ses pastanden idet s
(o)
> f(n)
n=1
de er begransede.

for

I

BEMARKNING.

Uligheden
n
¥ f(k) og "oversummen"
k=2

er mindre end henholdsvis

avel fglgen (F(n)) som afsnitsf@glgen

h—1

z
k=1
stgrre end f? f(t)dt .

f(k) for integralet I? f(t)dt

BEMERKNING. Med de samme betegnelser har vi ulighederne
n v n-1
r f(k) < f(1) + F(n)) og F(n) < I £(k)
k=1 k=1
hvoraf i tilfelde af konvergens
lim F(n) < ¥ £(k) < £(1) + 1lim F(n) ,
N k=1 N-co
altsa
¥ f(n) = lim F(n) + 6£(1) hvor ©6 € [0,1] .
n=1 n-co

I alle tilfelde er fglgen

\

(
/

\k

n ;
r f£(k)-F(n) dalende, og be-

=1

er voksende og derfor konvergente hvis og kun hvis

(+) udtrykker simpelthen, at "undersummen"

4

granset, altsda konvergent. Vi har nemlig if@glge uligheden fra bevi-

set ovenfor, at

n

n
r f£(k)-F(n) > = £(k)-F(n)+£(n+t1)-F(a+1)+F (n)
k=1 k=1
n+1 ;
= ¥ f(k)-F(n+1) ,
k=1

og vi har set, at

n
0 < = £(
- k=1
EKSEMPEL. Den uendelige r
hvis og kun hvis ao > 1 .

For o 1 er rakken

For &« <1 har vi n & >
®  q
at I n
n=1

betragter vi funktionen

kriteriet fé&s,

il

k) = F(n) < £(1)

-

ekke n o € R, er konvergent

14

™8

den harmoniske rakke,
1

o for alle n € W, og af sammenlignings-
er divergent for o <1 . For o >
=x % af [1,o[ ind i ]0,=[ ,

O((X)

som er divergent.

1

som
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er kontinuert og aftagende. Vi finder

(m x1_a]x=n 1_n1—a
)4 fq(x)ax = [ T-a | T Tam1
hvoraf %=1
sup{ ? f (x)dx | n € N = lim (e =1 (o
g @ oo a=1 a-1 !
og af integralkriteriet ser vi, at razkken
s nn%= = £, (n)
n=1 n=1
er konvergent for a > 1
Funktionen ar» 3 n ¢ defineret for o > 1 kaldes
n=1
zeta-funktionen 0g betegnes: ¢ ., altsd
t(a) = £ n ¢ for o > 1
n=1
EKSEMPEL. I tilfalde af funktionen £ (x) = % finder vi fra Be-

merkningen, at talfglgen med n'te element

n
1
X

1
. + ... + = - logn
k=1 "0 J1' n

d£ = 1 +

=

er konvergent. Gransevardien kaldes Eulers konstant

n
Cc = lim( £ - log n) = 0,5772... .
n:

Omordning af leddene i en uendelig rakke. Lad (an) vere en tal-

fplge og T: W - N en bijektiv afbildning. Den uendelige rakke

oAy siges at fremga af razkken r a_  ved omordning af led-
n=1 n=’|
dene, eller mindre pracist, at den indeholder de "samme" led som

z a, “blot taget i en anden razkkefglge.

n=1

-EKSEMPEL. Den uendelige r&kke

n-1 1 _ _
o= 1 + + ... (*)

1
4

N —
w|—=

(=1)

™8

n=1

er konvergent, lad os sige med sum s , men ikke absolut konvergent.
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Vi skal se, at den kan omordnes til en konvergent razkke med sum

# s , og at den kan omordnes til en divergent rakke. Leddene i (*)

falder i to grupper,

plus-led: 1, % ’ % ;e
minus-led: —% ’ —% ’ —% ;o e e
Vi har
g - r_ 1 1 _ 1, 1 _ v, 14,1 4
s=l-5s+3-g+s5-¢g*r*7"34ts " Tt " 127% -
og
1. _ 1 _ 1 1 _1 1 _ 1
58 = 0+ 5 + 0 77 0 + gt 0 g+ 0 + 10t 0 13t e
hvoraf ved ledvis addition
3. _ 1 _1 1 1 _1 1 1 _ 1
'2—S—1+-3- -§+§'+-.7 Z+§+1—1 '€+... .

Rzkken dannet ud fra (*) ved at tage plus—léd 1 og 2, minusled 1,
plus-led 3 og 4, minus-led 2, o.s.v., er altsd konvergent med sum
EN

Vi vil nu omordne (*) til en divergent rakke. Idet rzkken af

[ee]
plus-led > §§ET er divergent, gelder om afsnitsfglgen e

n n=1
T EﬁET , at lim s_ = 4o . Der findes derfor en f¢glge
k=1 n
n, <n, <ng;< ... af naturlige tal s&
Sh > 2, sn ~s, >2, ... s -sn > 2, ... .
1 2 1 p+1 P

Omordningen af (*) bestemt ved, at vi tager n1 plusled, 1 minus-led

n, —un1 plus-led, 1 minus-led, o.s.v. giver da det ¢nskede

-—

1 1 1
t=t+ ... -5t -7+ - +...

2/ S — L—r———)

oy 37N,

Idet hver gruppe af plus-led med det f@lgende minus-led har sum

> 1 gealder nemlig for afsnitsfglgen (En) i den omordnede rzkke, at

sp >N for p > nN + N ,
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altsa, at Ep -» 40 fOor p - o .

Pa analog made kan det indses, at (*) for hvert a € R kan
omordnes, ved en "passende" blanding af plus-led og minus-led, til
en konvergent rzkke med sum a .

Disse f®nomener kan dog ikke indtreffe for absolut konvergente

raekker.

SETNING 4.6. Lad (an) vere en talfglge sa den uendelige razkke
¥ a er absolut konvergent og lad +t1: W - IN vare en bijektiv
n=1 co
afbildning. Da er b aT(n) absolut konvergent og
n=1

[ee] [ee]
)X an = X
n=1 n=

)

oo
BEVIS. Ra&kken T
n=1
snitsfglge. For n € W har vi

lanl er konvergent og har derfor begranset af-

n N

m
r la Igzlalgsup{zlallmem}<oo,
k=1 K k=1 K k=1 <
hvor N = max{t(1),1t(2),...7t(n)} , hvilket viser at hx IaT(n)I
: o n=1
har begrenset afsnitsfglge, og dermed at hx aT(n) er absolut
n=1
konvergent.
Vi sa&tter s = % a, - Til ¢ > 0 findes ifglge konvergensen
n=1
M1 € N sa
n
ls— £ a,| < ¢ for alle n > M, ,
- k =1
k=1
og, ifplge udsnitskriteriet anvendt pa £ lagl, et M, € N sé
n=1
Ian*%l+...+lan+p| <e for n>M, ogalle pe N .

Med M = max{M1;M2} har vi da

M
|s— X akl <& og la
k=1

[+...+la | < ¢ for alle p € N .

M+1 M+p

Lad nu N € N vare valgt s& n > N medfgrer rt(n) > M , f.eks.
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N = max{T_1(1),...,T_1(M)} . For n >N har vi da at tallene
1,2,...,M alle forekommer blandt 1(1),...,7(n) og vi kan derfor
skrive
n M
s - X a =s - X a, — X a
k=1 (K k=1 X ger K
hvor T = {t(1),t1(2),...,T7(n)} ~ {1,2,...,M} . For p € N valgt
s stor at T < {M+1,M+2,...,M+tp} kan vi vurdere
n . M
s = ¥ a_\<ls= 3 al + 1% al
k=1 T k=1 * ker K
M+p
<et ¥ lall<e+ T lal <2,
keT k=M+1
hvilket viser, at Yy a Kk har sum s . |
k=1 Tk

BEMERKNING. En absolut konvergent rakke siges i kraft af Saztning 4.6

leddenes "razkkefglge". Man kan vise, at en uendelig rzkke, der er
konvergent men ikke absolut konvergent, kan omordnes til en diver-

gent rakke. En sddan rakke, hvor konvergens/divergens afhanger af

Indfprelse af parenteser. Lad (an) vaere en talfglge og

n,,ny,... en strengt voksende fglge af tal i N (altsa

0 < n1 < h, < ... ) . Sattes
+...4+a for p =1

- a +...+an for p > 1,
p-1 p '

siges rzkken p§1 bp = (a1+...+an1) + (an1+1+...+an2) + ... at_frem-

komme af rakken I oa, ved indfgrelse af parenteser.

n=1 %?

o

SETNING 4.7. Hvis rakken r a, er konvergent med sum s , er
co n=1

enhver rakke p3 bp ; der fremkommer af den ved indfgrelse af pa-
p=1

G
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renteser, ligeledes konvergent med sum s . Hvis rakken ¥ a
oo n=1

er absolut konvergent, er razkken I bp ligeledes absolut konvergent.
p=1

n

[ee]

BEVIS. Lad (sn) vare afsnitsf@lgen for rakken roa - Afsnits-
o n=1

fplgen for rzkken ¥ b er da delfglgen s_ ,s_ ,... af fglgen
p=1 P S L

SqrSyrees . Nar fglgen SqrSyre.. € konvergent med grensevardi

s , er delfglgen Sy ,Sn ;... 0gsd konvergent med granseverdi s .
1 2
Hermed er den fgrste pastand godtgjort.

(o]

Specielt far man, at hvis rakken X Ianl er konvergent, er

co n=1
rakken ¥ c¢_ , hvor
n=1 P
Ia1l +...+ Ian1l for p =1
c =
p
: la +,II +o..4 Ian I for p > 1
p-1 P

ligeledes konvergent. Da Ibpl < c, for ethvert p € W, slutter

vi, at razkken pa Ibpl er konvergent. Hermed er den anden péastand
p=1

godtgjort. |

[ee)
Multiplikation af rzkker. Cauchy multiplikation. Lad Y a.

j 9
z bk vare uendelige rzkker. For ethvert par (j,k) € N2  danner
k=1 ‘
vi produktet c, . = a.b, . Lad T: IJ-»ZNZ vere en bijektiv af-
(3,k) 37k -
bildning. Den uendelige rakke z CT(n) kaldes den til 1 h¢rende

n=1
produktrakke for de to givne rakker. Vi siger (med en lgsere tale-

mdde) at produktrzkken er dannet ved at danne alle produkter ajbk

af et led i rzkken X aj og et led i razkken x bk og tage dem
=1 - k=1

som elementer i en ny razkke i den ved T bestemte razkkefglge.

SETNING 4.8. Hvis razkkerne X aj og hx bk er absolut konver-
- 3= k=1 oo
gente med summer s og t , er enhver produktrakke px CT(n)

: n=1

absolut konvergent med sum st .

BEVIS. Den specielle produktrakke
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a1b1 + a,]b2 + a2b2 + a2b1 + a1b3 + a2b3 + ... = E d_ 4

der fremkommer ved at benytte den i skemaet angivne nummerering af

I = parrene (j,k) , er absolut konver-
112314 - o ,
k _1114]9/16 gent med sum st . Idet de givne
v _2]21318[19 T
3|5{6|{714 rzkker er absolut konvergente, findes
A0 213 ' I
. nemlig tal MM € R, s& at
lagl +ooet la b <M, Ibgl +eoot Tb | < My
for ethvert n € N, og for razkken 3 dn har vi dermed for et-
n=1
hvert n € N
n n
ld, 1 +..o+ 1d I < 1dy1 4.+ 1d 51 = % z la b, |
n j=1 k=1
= (l_a'll +.o..+ lanl)(lb1| +.o..+ lbnl) MM,
hvilket viser den absolutte konvergens. Af
d1 +...+ d 5 =(a{+"'+an)(b1+"‘+bn) - st for n - «

n

ser vi dernast, at summen er st .
Enhvir produktrakke n§1 cT(n)
razkke N dh ved omordning af leddene og er altsd ifglge Satning
n=1-
4.6 absolut konvergent med sum st . |

fremgar af den specielle produkt-

For at opnd bekvemme betegnelser nummerer vi de givne rakkers

J - led ved tallene 0,1,2,... . Benyt-
0|1]2]3]---
k 0}1113[(610 ter vi den i skemaet viste nummere-
¥ 112159
2/4(8 ring af parrene (j,k) fas ud fra
37 [oo] (o)
. de givne rakker > a. og z bk
j=0 k=0

den specielle produktrzkke

+ a,b, + a,b, + ... .

asb, + ajb, + a,b 2 191 >Pg

0°0 0°1 199 t @

oP
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I denne indfgrer vi parenteser, saledes at hver ledgruppe

b + a,b +...+ a b, + a b bestdende af de led a.b, , for
n n n ik

20 1°n-1 n-1-1 0
hvilke Jj+k = n , forenes til et led. Den séledes fremkomne rakke

aOb0 + (a0b1+a1b ) + (a0b2+a1b1+a2b0) + ...

(o]
siges at vare dannet ud fra rakkerne

a. og bk ved Cau-

™38

z
j=0 J k=0
chy multiplikation. Det n'te led (n = 0,1,2,...) 1i Cauchy produkt-
— n
rakker er altsd X apbn—p . Af det foregdende fremgar:
p=0
Sztning 4.9. Hvis rakkerne T .aj og = bk er absolut konver-
- - j=0 k=0

gente med summer s og t , er den ved Cauchy multiplikation dan-

nede rakke

absolut konvergent med sum st .

EKSEMPEL. For komplekse tal z1 o9 1z, betragter vi de to uende-
lige rakker

1 ) coA
o I 1 n

— (z

™M 8

n
Det fglger af kvotientkriteriet (Sztning 4.4), at begge rakkerne er
absolut konvergente. Ved Cauchy multiplikation af de to razkker fés

den absolut konvergente rakke

S(s A (2 P__1__z P\ 3 1 B _ nt . p 0P
o\l 27 P eyt P20 T) T I ar T oprteprt )0 (2)

o] n - [c]

=z & 3 /n\(z1)P (z,)" P = 5y L (z,+2,)"

n=0 "* p=0 \P n=0 **

hvor vi har benyttet binomialformlen.
o) n

EKSEMPEL. Den uendelige rzkke > iq%%. er en alternerende rakke

n=0
og derfor konvergent, men den er ikke absolut konvergent. For det
n'te led i razkken z ch dannet ved Cauchy multiplikation af
n=0




Mat 102, 1980/81 I.78

o n
nio %%%%r med sig selv, finder vi
B o D o D i o L ot B Y o B Gl o D
n VT  vn#l V2 vn Vo+T VT
n 1 1
= (-1) <VTﬂﬁTT + ...+ ﬂﬁTTVT>
hvoraf
lc l =___1__ + +—1._>—£-_|-_1__=1
n- VT vn+1 e Vn+TVT = vn¥Tvn+1 !
altsa er ¥ ¢, divergent.
n=0 '
BEMERKNING. Lad x a, og z bn vare konvergente razkker. Som
n=0 n=0

eksemplet ovenfor viser er Cauchy produktrakken ikke ngdvendigvis
konvergent, men man kan vise, at den er konvergent hvis blot én af
razkkerne er absolut konvergent. Endvidere kan man vise, at hvis
Cauchy produktrakken er konvergent s& har den altid den "rigtige"

sum hemlig ( > an>( 2 bn\ .
n=0 n=0
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§5. Uendelige produkter.

Til yderligere belysning af konvergensbegrebet for talfglger og
uendelige razkker skal vi nu kort omtale uendelige produkter og give -

nogle eksempler péd produktfremstillinger.

Uendelige produkter. Lad »(an) vere en kompleks talfglge. Det til

(an) hgrende uendelige produkt er det formelle produkt

[ee]

nz1 a, eller a1a§a3f{;an_;, .

Talfglgens n'te element a, kaldes det uendelige produkts n'te fak-

tor og produktet

n
p, = ay@az...a, = mn a, ;,

af de n fg¢rste faktorer kaldes det uendelige produkts n'te afsnit.
Fglgen (p,) kaldes afsnitsfglgen for 1 a .
n=1

DEFINITION. Det uendelige produkt T a, hgrende til talfglgen
, n=1
(an) siges at vare konvergent hvis afsnitsfglgen (pn) er konver-

gent, og i sa fald kaldes afsnitsfglgens graznsevardi det uendelige

oo

produkts vardi. Hvis m a, ikke er konvergent siges det uendelige
n=1

produkt at vare divergent.

For et konvergent uendeligt produkt benyttes ogsa

=38

an eller a1a2a3;..an...

n=1

som betegnelse for det uendelige produkts veardi.

BEMZRKNING. Lad (an) vaere en talfglge. Hvis der findes n € W

[ee]

sé a, = 0 er afsnitsfglgen for m a, klart konvergent med gren-
n=1

severdi 0. Dette tilfalde vil vi lade ude af betragtning i det fgl-

gende.
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BEMERKNING. Lad (an) vere en talfglge med a  +# 0 for alle

n € N, og antag, at det uendelige produkt moa,  er konvergent
n=1

med verdi p € € .
Hvis p # 0 s3a gelder 1lim a = 1 ; thi det n'te afsnit p/

N—oo
er # 0 og derfor

for n - o .

g
B
+
N
oo

0 kan vi ikke slutte tilsvarende; f.eks. galder for

en vilkarlig talfglge (an) som opfylder la, | < % for alle n at

Hvis p

P, = a1a2..fan - 0 for n - « .

EKSEMPEL. Det uendelige produkt

(1) (1)
1 3+1 j+1 5

©
m

=8

J 1

er konvergent med granseverdi %. Det n'te afsnit er nemlig givet ved

n+2
n+1

n n+2

(1 =+ - 22263 - G

1

(14

_ 1
= 5 (57

s

—)
+1
. J

som konvergerer mod % for n -»> « .
Hvis det omrtaif¢igén”(ah) gaider, at a, > 0 for alle n € I,
fas for det n'te afsnit P, v
n

n
log p_. = log/ m a ) - z log a;
n - T\ UL

og idet man udnytter logaritmefunktionens kontinuitet ses, at (pn)

er konvergent med gransevaerdi p > 0 hvis og kun hvis ¥ log a,
n=1
er konvergent. I bekrzftende fald fis s&, at

p= 1T a_ = exp( ¥y log a § .

- z n)

= n=1
Vi skal nu give nogle simple betingelser for konvergens/divergens
af visse uendelige produkter udtrykt ved hjzlp af konvergens/diver-

gens af uendelige rakker.
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Hertil skal vi benytte ulighederne

log(1+x) < x for x > -1, (1)

-2x < log(1-x) for x € [O,%] (2)

log (1+x)

.

-+

o~

|
)
|
I
|
|
|

SETNING 5.1. Lad (an) vere en kompleks talfglge med a, #* -1 for

alle n og antag at r a  er absolut konvergent. S& er det uende-
)

© n=1
lige produkt m (1+aj konvergent med en wvardi -+ 0 .

3=1 |
BEVIS. Lad s = X Ianl . For n € W har vi da

n=1
n n n
lp.l =1 1 (M+a:)l = m I1+a.l < 1 (1+la.l)
! 3=1 ) j=1 7T = ?

hvoraf ved hjzlp af (1)

n n
log Ip_| < £ log(1+la.l) < £ la.l < s ,
n - .- Jj = L j .-
Jj=1 =1
eller Ipnl < e® . videre galder
_ y_ _ s
1Priq7Ppl = 1Py (e =11 = Ip lla 41 < e7la, g
og derfor for mn € N med m >'n
m-1 m-1 s S m-1
lp. -p. | < % lp., ,~p:sl < £ e"la., ,| = e r la., .l .
m “n j=n Jj+1 53 j=n J+1 j=n J+1

Heraf ses ved hjzlp af udsnitskriteriet (Satning 4.1), at (pn) er

en fundamentalfglge i € , altsa findes p € ¢ sa p, > P -
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Vi mangler blot at indse, at p # 0 . Idet a, * -1 har vi
P, * 0 for alle n . Endvidere galder lanl - 0 , fordi
; lanl er konvergent, sa der findes N € N sdledes at
ﬁ—; N = la | < % . Idet logaritmefunktionen er voksende fas af (2)
ovenfor for n > N ,
n n
loglp | = log(le_1]'E I1+ajl) > lOg(IpN_1l_E (1—Iajl))
J=N J=N
n n
= 1ongN_1I + jiN log(1-|aj|) > longN_1I - jEN ZIajI
> longN_1I - 28 ,

hvilket viser at p *# 0 , thi hvis p, - 0 har vi Ipnl - 0

hvoraf loglp | -» —= . |

SETNING 5.2. Hvis talfglgen (an) opfylder 0 < a, < 1 for

ne€ N og r oa, er divergent =8 konvergerer det uendelige produkt
n=1
(1-aj) mod O.

=8

=1

BEVIS. Af (1) fdr vi for n € WN

n n n
loglp | = log m (1-a.) = ¥ 1log(l-a;) < - % a.
i j=1 T 3= ] =1
eller
n
0 <p, = |pn| < exp(-j)i1 aj)

hvilket viser at P, v+ 0, da exp(-x) + 0 for x - o . |

SETNING 5.3. Hvis talf¢lgen (an) opfylder a > 0 for n € N

o ¥ a er divergent sd divergerer det uendelige produkt
n=1
(1+aj) mod 4w .

138w

j=1

BEVIS. For alle n € IN gelder, som man let ser,
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nh™MB

(1+aj) >T +a; + ... +a,

j=1

hvilket viser s@tningens péstand. |

Nogle produktfremstillinger. Der findes som bekendt uendelig mange

primtal. Lad PyrPyrPyr- .- betegne fglgen af primtal 2,3,5,7,... .
Vi skal nu vise Euler's produktfremstilling af zeta-funktionen

(cf. I.71).

SETNING 5.4. For alle o > 1 galder

8

1

a1 S A
o . (1pk)

™8
=3

n 1

BEVIS. Venstresiden er zeta-funktions verdi c¢(a) , altsé

I
-
+

|
+

|
+

z (a)

hvoraf
o 1 1 1

I

|
+
|
+
|
+

()2

og dermed ved subtraktion

;(a)(1—2'“)=1+1—a+_a+... ,
3 5
hvor kun de led -Ja star tilbage, for hvilke n ikke er delelig
n
med 2. Videre finder vi
T T I I |
z(a) (1-2 7)3 ==+t St

og dermed ved subtraktion

c() (1-27% (1-37%) =q¢ + L 4+ L o 1 4 |

s 7% 11¢
hvor kun de led J& star tilbage, for hvilke n hverken er delelig
n
med 2 eller med 3. S&ledes fortsattes, og efter k skridt finder vi
- - -0, _ 1
g(a) (1-2 7)) (1-3 7) ... (1 pk ) =1 + 3

+o...
Py 41
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hvor kun de led J& stdr tilbage, for hvilke n ikke er delelig
n
med noget af primtallene PyrPyreccrPy i andet led i summen oven-

for er altsa og derfor gzlder

p ,
k+1 D=1
- —o o 1 k+1 1
0 <g(a) (1-2 7) ... (1—pk ) -1 < ¥ — =z(a) = I -
n=py .4 1 n=1 n
hvilket viser, at
(o) (1-27% ... (1—p£°‘) > 1 for k » =,

eller anderledes sagt, at det uendelige produkt m (1—p£a) er
k=1
hvilket viser pastanden. |

konvergent med vardi

z(a) '
Korollar 5.5. 'Den uendelige rakke k§1 ét er divergent.
BEVIS. Beviset fgres indirekte. Antag alts&, at k§1 ét er konver-
gent. Sa fds af Satning 5.1, at det uendelige produit k§1 (1-§£)
er konvergent med vardi a # 0 (altsd a > 0) . Dermed ;r det
uendelige produkt ; (1—51—)—1 konvergent med veardi % . For hvert

k=1 k

k € N og hvert o > 1 har vi ”;9;5_1 < (1—p]_{1)_1 og derfor for
ne€ N
n n
-a, —1 -1,-1
m (1-p, ) ' < m (-p )7 .
k=1 k k=1 k
Lader vi n - ~ fas heraf ¢(a) < % ; hvilket giver den s¢ggte mod-

strid, idet (se side I.71)°"

lim ¢ (a) = 1im<—l— + 6(a)1> = e . ]

o1 a+1‘a_1
BEMERKNING. Vi navner uden bevis en anden produktfremstilling, der
ogsa skyldes Euler, nemlig at
o x2
sin x =x 1 <1—————> for x € R.
2 2
n=1 nom

For x = % fas heraf det af Wallis (1655) fundne produkt
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m 1\ _ 1 2 (2n-1) (2n+1)
2 n=1 \ 4n2} 2 n=1 2n.2n
eller
E an) 2n'2n _ 202 . 4.4 . 6'6
2 n=1 (2n-1) (2n+1) 1.3 3.5 5.7 v .

Lidt historie. 1Indfgrelsen af differential- og integralregningen

med dens "infinitesimaler" og opdagelsen af razkkeudviklingerne for

de elementare funktioner, som i hovedsagen gar tilbage til Leibniz

(1646-1716) og Newton (1643-1727), gjorde en pracisering af konver-
gens begrebet for fglger og rakker patrangende.

Det var dog fgrst Cauchy (1789-1857), der skaffede fastere grund
‘under fgdderne med "Cours d'analyse" fra 1821. Inden da havde man ar-
bejdet "intuitivt" med begreberne, og for det meste p5<en made, der
kan "bringes i orden", og derfor gav "korrekte" resultater. F.eks.
gar integral kriteriet tilbage til Euler (1707-1783). Der var dog

ogsd "svipsere". F.eks. skrev man (nogle):

N =

1—1+1—1+‘...

og
1+2+4+8+ ... -1 .

Dette er meningslgst; rakkerne er ikke konvergente, da det alminde-
lige led ikke gar mod 0. Men det kan vare instruktivt at se hvilke
grunde man angav til disse "identiteter": For x € 1-1,1[ galder

(kvotientrazkke med kvotient x) ligningen

2 1 *
THx+x"+ o0 = o, (*)
og indsatter man x = -1 p& begge sider heraf, fds den fgrste lig-

ning, og indsattes x = 2 f&s (!) den anden ligning.
"Fejlen" bestar naturligvis i at slutte fra, at de to udtryk i

(¥*) er ens for visse verdier af x (x€]-1,1[) til, at de er ens for

andre (f.eks. x = -1 og x = 2) . -
Medens mange fglte det naturligt at tillagge X (_1)n—1 verdi-
n=1
en %, idet afsnitsfglgen er (1,0,1,0,...) som "svinger" omkring
[ee]
verdien %, var de fleste skeptiske med hensyn til > (2)n T2 -1
n=1

da alle rakkens led er positive og den pastdede "sum" negativ (!).
Cauchy's gennembrud bestod fgrst og fremmest i, at han gav en

pracis (verbal) definition af begrebet konvergent talfglge. Herud-
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fra kunne han sa definere konvergens og absolut konvergens af uende-
lige rzkker, og udlede mange af de resultater som vi har mgdt i det
foregaende. Af sa@rlig betydning er det almindelige konvergensprincip
(Setning 2.9), at enhver Cauchy-fplge er konvergent, som Cauchy hav-
dede var "indlysende". Som vi har set bygger det almindelige konver-
gensprincip pa fundamentale egenskaber ved de reelle tal, egenskaber
som pd Cauchy's tid endnu ikke var pracist formulerede, men vel nok
"kendte". Dette blev bragt i orden i sidste fjerdedel af 18-hundred-
tallet og pd samme tid gav Weierstrass (1815-1897) den e-N defini-

tion pa& konvergens som vi har benyttet her.
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I.0.1. Vis, ved at opskrive sandhedstabellerne de p& side I.2 an-
givne udsagnslogiske akvivalenser.

I.0.2. Vis, at konnektivet v kan udtrykkes ved konnektiverne
og =, og udtryk derefter konnektiverne A og <« alene ved

og = .

I.0.3. Sandhedstabellen for et udsagn der er opbygget af tre
udsagn p, 9 og r har 8 ind-.

gange svarende til de 8 kombi-. e prarT
nationer af sandhedsveardier. : z ; 2
Find sandhedstabellerne for s|f|s £
, s | £]f f
fplgende udsagn fls|s f
1) (paqQ) = r , fls]f L
| . fl£]s f
2) (gar) = p fFlE]E f

3) pvgvr.

I.0.4. Ved universitetet i Tbilisi afholdes for 1. &rs studerende
et kursus i fysik, et i datalogi og et i matematik med fglgende
studieordning:

§1. Hvis en student fglger fysik-, men.ikke datalogi-kursus
skal han/hun fglge matematikkursus.

§2. Hvis han/hun fglger datalogikursus, men ikke matematikkur-
sus s& skal han/hun fglge fysikkursus. _

§3. Han/hun skal fglge fysik-, datalogi- eller matematikkursus.

Kan man om en student, der laser efter denne studieordning slut-
te: "Han/hun fg¢lger fysik- og datologi-kursus, eller matematikkur-
sus.

(Vink: Benyt den foregdende opgave.)

I.0.5. Tre damer var inde i en rammebutik. Samtidig var der i bu-
tikken tre herrer med samme navne som damerne, nemlig Andersen, Lar-
sen og Svendsen. Af herrerne var den ene konsul, den anden lektor.
og den tredie direktegr.

Fru Andersen boede pa Christianshavn.

Direktgren boede pd Vesterbro.

Fru Svendsen kgbte to rammer.

Hr. Larsen var hgjere end konsulen.

En af damerne, der -var nabo til direktgren, kgbte tre gange

sd& mange rammer som denne.
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Pvelser I.2.

Den dame, der havde samme navn som direktgren, boede i Helle-

rup.

Hvad hed sa. lektoren?

(Ngpddeknzkkeren. Politikens Forlag.)

I.0.6.

V2 + V3 > 3.

I.0.7. For positive reelle tal
Vab < %(a+b) og %(atb) <
Giv direkte og indirekte beviser for hver

I.0.8.
at andengradsligningen x2+ax+1 =0
at

Opskriv med brug af logiske tegn:
for,
a>0".

rod, er,

I.0.9. Opskriv med brug af logiske tegn:

kelig betingelse for, at andengradsligningen

(reel) rod, er, at a2-4b > 0 ",

Giv et indirekte og et direkte bevis for uligheden:

a,b gzlder ulighederne

J%(a2+b2) .
af disse uligheder.

"en ngdvendig betingelse

har en positiv (reel)

"en ngdvendig og tilstrek-

x2+ax+b = 0 har en

I.0.10. Vis ved et induktionsbevis, at for n € N galder
2,.2 2 L2 9
174+27+...4n" = = J° = 3 n(n+1) (2n+1) .
j=1
I.0.11. Vis, at for n € N galder
n
13423+ m? = 5 33 = sz v = D afmen? .
3=1
I.0.12. Vis, at for n € W galder
1 1 _ _ 1
1+-2-+‘...+5—r-1- = 2 2n .
I.0.13. Vis, at for alle n € N galder at
117 - 4"

7 gir op i

(et naturligt tal a

et c € N s&8 a.c = b).

gdr op i et naturligt tal

b hvis der findes

(fortsatter)
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(Vink. For n =1 er 111 - 41 =7 og 7 gar op i 7 . Hvis
7 gar op i 11 -= 4™ for et n € N har vi
R L LI L VL R F R s
= 11 (11%-4") + 4" (11-4)
hvilket viser at 7 gar op i 11n+1 - 4n+1 . Beviset afsluttes

nu ved princippet om matematisk induktion.)
I.0.14. .Vis, at 36 gir op i 7"-6n-1 for n = 2,3,4,... .

I.0.15. Lad X, Y og Z v&re ikke tomme mengder og lad
f: X > Y og g: Y - Z vare afbildninger. Vis, at hvis gof er
injektiv sd er f injektiv og, at hvis go f er surjektiv sa er

g surjektiv.

I.0.16. Lad X vare en ikke tom m@&ngde. Delmengder A1, A2 af X
er ens hvis de indeholder de samme elementer, og et bevis for at
A1 = A2 fores ofte ved at godtggre 1) A1 S A, ©O9 2) A2 c A1
(altsd i ord: 1) at hvert element af A1 er element af A2 , 0Og
2) hvert element af A2 er element af A1).

Vis, at dualitetslovene side I.7 gzlder.

I.0.17. Lad f: X » Y vare en afbildning af me&ngden X ind i

mengden Y .
Vis, de pé& side I.17 anfgrte ligninger for originalmengder
-1 _ 1 -1
(£ (B1nB2) = f (B1) n £ (B2) etc.).

I.0.18. Vis, at afbildningen j: IN_. xINN -+2N0 givet ved

0""0
Jj(x,y) = %5 (x+y) (x+y+1)+x v
o . . . 376, . . .
er bijektiv og svarer til den p& figu-
. . 2 3. 7. . .
ren angivne nummerering af ]NOxJNO .
Vink. Vis, at 3Jj(0,0) = 0 og at hvis T 1. 4. 8. .
j(x,y) = n for et n € N sa gzlder 0 7 0. 2. >. 9'¢ -
' o 1 2 3
(y=0 = j(0,x+1) = n+1) og

(y>0 = j(x+1,y-1) = n+1) .



Mat 102, 1980/81 : @velser I.4.

I.0.19. Lad X va&re en uendelig mengde.
Vis, at for enhver endelig delmangde {a1,a2,...,an} c X er

X og X\{a1,...,an} ekvipotente.

I.0.20. Lad H vere et hotel med uendelig mange varelser og an-
tag at alle varelser er optaget. Prgv at skaffe plads pad hotellet
til et numerabelt rejseselskab ved at flytte rundt pd gasterne.

I.0.21. Vis, at mengden A af funktioner f: IR -» IR indeholder
en med IR ekvipotent mengde, men ikke selv er ekvipotent med 1R.
Vink. Hvis delm@ngden B af A er ekvipotent med IR, og

Xk g  eren bijektiv afbildning af IR p&d B , vil den ved

f(x) = gx(x) + 1 for x € IR,

definerede funktion f: IR -» 1R ikke tilhgre B .

I.1.1. Undersgg for hver af nedenstaende delmangder af TR om
den er opad eller nedad begranset, angiv supremum og infimum og

undersgg om der findes maksimum henholdsvis minimum.

n
(@) 10,11 , e o+l ne wy,
(b)  [0,1[ , (£) {x€ R | x> < 8}
(c) I1HlnEJN} ' (h) {x €29 IX2<2}
1 . X
(a) }rﬁa | n € ]N} P (i) {—IEI_'I‘T | x € IR} .

I.1.2. Lad A og B vare ikke tomme delmangder af 1IR*, og an-
tag AcCB .

Vis, at sup A < sup B og inf A > inf B .

Vis, at hvis A og B begge har et maksimum s& galder

max A < max B .

Giv eksempler pd mengder A < Bc IR¥* hvor A +# B og sup A =

sup B og inf A = inf B .

I.17.3. Lad A og B vare ikke tomme delmangder af 1IR* og antag
at va € A vb € B: a < b .
Vis, at sup A < inf B .
(fortsatter)



Mat 102, 1980/81 @gvelser I.5.

Giv eksempler pd mangder A,B < IR* for hvilke

1) Va € A Vb € B: a < b .

2) sup A = inf B .

I.1.4. Lad A v&re en ikke-tom delmengde af 1R, . Vis, at

+
inf A > 0 .

I.1.5. Find supremum og infimum for mengden

1 1 1
{§+E+E|p,q,r€]N}.

Har mengden maksimum og/eller minimum?

I.1.6. For vilkdrlige ikke tomme delm@ngder af IR defineres

mengden A+B ved
A+B = {atb | a € A , b € B} .
Vis, at der galder
sup (A+B) =.sup A + sup B , inf(A+B) = inf A + inf B

Vis, at hvis A og B begge har et maksimum sd har A+B et

maksimum og der galder
max (A+B) = max A + max B .

Vis, at hvis A+B har et maksimum sd& har bdde A og B et maksi-

mum.

I.1.7. Lad A c IR vare en ikke tom maengde og lad X € lR. Vi

definerer me&ngden )MA ved
M = {)a | a € A} .

Prgv at udtrykke sup(MA) og inf()A) ved sup A og inf A

samt A .

Vink. Resultaterne afhanger af beliggenheden af A og )\ i forhold
til 0.

I.1.8. Lad M c R vare ikke tom og opad begraznset og lad Dy

betegne me&ngden af ikke tomme delmangder af M . Vi satter
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M* = {sup M' | M' € DM} .

Vis, at
sup M*¥ = sup M

og at M* har et maksimum.

I.1.9. Find supremum og infimum for hver af mengderne

—r— r—-;é—s ——

N

+

LY
N N

b}

m
||

|

8]

~

N

~

LY

m
—

o

~

og unders¢gg om der findes maksimum, henholdsvis minimum.

I.1.10. Lad A < ]0,»[ vare ikke tom.

Vis, at me&ngden
1

A" = {x € R | E'E Al ,

er opad begranset hvis og kun hvis inf A > 0 , og at i sa fald

1
1 —_—
sup A" = ¥ A

Vis, at A' har et maksimum hvis og kun hvis A har et minimum

min A (>0), og at i s& fald

max A' = ET%—K .
I.1.11. Lad M betegne mangden af arealer for trekanter, der er
indskrevet i en fast cirkel med radius r > 0 . Find sup M og
inf M og undersgg om M har maksimum, C
henholdsvis minimum. '
Vink. Man kan benytte at for faste
punkter A og B p& cirkelperiferien
vil trekanten ABC med stgrst areal

vaere den hvor C ligger pa midtnorma-

len for AB og den'?langsteﬁAabeuerne
AB .
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I.1.12. Samme som foregdende opgave, hvor M nu er mangden af

arealer for firkanter indskrevet i cirklen med radius r > 0 .

I.2.1. vis,at lim > =0 .
n— n
Det drejer sig om at vise, at der til hvert € > 0 kan findes

et N € IN (som afh®enger af ¢€) s& det for alle n € N med

n > N galder at IJE - 0] < ¢, altsad at ;% < ¢ for alle n
n n
stgrre end eller lig et N (som vi skal finde). Lad os starte med
at indse hvornar 15 < ¢ . For givne tal € > 0 og n € W ser
n
vi at Jf < ¢ hvis og kun hvis % < n2 altsa hvis og kun hvis

Jg < n n(positiv kvadratrod). Vi getter derfor pad at N € N kan
bruges (svarende til et givet ¢ > 0) hvis blot N > Jg . Et
pracist bevis kan f.eks. se ud pd fglgende méade:

Lad ¢ > 0 vare givet. Lad N € N vare valgt s8 N > Jg
(hvilket er muligt). For hvert n € N som opfylder n > N har

vi da { ‘
R R E e R
n n N 1
| : (%)
hvilket viser, at,wlim'nf =0 .
: n-o n
, . 3n+1 _ 3
I.2.2. Vis, at llmm-—- 7 -
n—co
Lad os starte med at undersgge, for et ¢ > 0 , for hvilke

n € N der galder at :%ﬁé% - %l < ¢, altsd hvornar

7 (3n+1)-3 (7n-4) | _ ' 19 ‘ <'8
7 (Tn-4) 7 (7Tn-4) ©

Et givet n € N opfylder denne ulighed hvis og kun hvis 7n-4 =

_ 19 e 1os . 1( 19 \ .
|7n-41 > Tig ! altsa hvis og kun hvis n > \T-¢ + 4} . Et precist

bevis kan f.eks. se sdledes ud:
1/19

Lad ¢ > 0 vare givet og ve&lg N € N s3a N > N Tog + 4

(hvilket er muligt). For alle n € N som opfylder n > N har vi
19

da at |7n-4| > 7. ©°9 dermed
3n+1 _ 31|19 .18, 1 _ .,
il Tn-0| <7 ° 19 '
. Te
hvilket viser at 1lim 3ol _ 3 .
7n-4 7

Nn-co
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I.2.3. Giv et precist bevis for, at

. 1
lim —= =0 .
n—>c><>\/‘F1

I.2.4. Giv et prazcist bevis for, at

2n+3 -
2 .

lim
N> n

I.2.5. Giv et pracist bevis for, at

._on+t14 _ 1
Lim 72047 = 71 -
-

I.2.6. Lad (xn) vare en konvergent talfglge i 1R*¥ med grznse-
verdi x , og lad a € IR*¥.
Vis, at hvis x > a (henholdsvis x < a) for alle n € N

sd galder x > a (henholdsvis x < a) .

I.2.7. Lad (an) og (bn) vare konvergente reelle talfglger med
lim a =a (e IR) og lim bn =Db (€ R).

n—>oo n—-co
Vis, at talfglgen (an+bn) er konvergent med grenseverdi a+b ,

og at talfglgen (an~bn) er konvergent med granseverdi ab .

Vink. Giv pracise beviser.

I.2.8. Lad (an) vere en talfglge af tal a, # 0
Vis, at hvis a,6 er konvergent med gransevaerdi a # 0 sa er

talfglgen (éL> konvergent med grensevaerdi 1 .

a
n
Vis, at lim a, = 0 hvis og kun hvis 1lim IéLI = 4o ,
N-sc0 n

I.2.9. Vis, ved hjelp af opgaverne I1.2.7 og I.2.8, at

. 3n+1 _ 3 . 2n+3 _ . n+14 _ 1
lim =h=d = 7 ! lim =0, lim int ] -7 °
n-—)oo n—oo n n

I.2.10. Undersgg om talfglgen (an) givet ved

+sin n 0
a = 6n-10va , a, =2F3BB 5 - n@en?) ,  a = (141100

14

er konvergent:i IR, og find i bekrazftende fald granseverdien.

I.2.11. Vis, at talfglgen (an) givet ved
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a = 1-n a = A-n a = 1*2+...4n a = n?+4n+2
n 1+n ' n 27 n 2 r n n+18 !
1+n n

er konvergent i 1IR* , og find gransevardien.

I.2.12. Lad (an) ’ (bn) og (cn) vere talfglger i 1R* og an-

tag a, < bn < c, for alle n , samt, at (an) og (cn) er

konvergente med lim a_ = lim ¢_ . Vis, at 1lim b_ = lim a_ .
n n n n

—

I.2.13. Lad a og b: vere reelle tal opfyldende 0 </b 2’é[L
Vis, at -
lim - Va™bp™ = a .

Vink. Benyt f.eks. I.2.12.

I.2.14. Vis, at en talfeglge (xn) i TR er begrznset, hvis og

kun hvis

-0 < lim inf X, 09 lim sup X, < ® .

I.2.15. Angiv to talfglger (an) og (bn) i IR som opfylder

at a, < bn for alle n og

lim sup a, > lim inf bn .

I.2.16. Lad (Xn)nEIJ vere en vilkdrlig fg¢lge af rationale tal
sa '{xn | n € N}=0Qn [0,1] .

Find 1lim inf X, ©og lim sup X

I.2.17. Lad (xn) vaere en talfglge i 1R*¥ . Vis, at

lim sup x_ = - lim inf (—xn) .
N->co n Ne»oc0

I.2.18. Lad (an) og (bn) vere talfglger i 1R og antag at

(an) er konvergent med graenseverdi a € IR. Vis, at

Il

lim sup (an+bn) a + lim sup bn '

lim inf (an+bn) = a + lim inf bn'
I.2.19. Find lim inf og 1lim sup af talfglgen (an) hvor

a = A+(-1)™? for ne W.
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I.2.20. Find 1lim inf og 1lim sup af talfglgen

I.2.21. Vis, at .der for begrensede talfglger (an) og (b))
i TR galder ulighederne

lim inf a _+ lim inf b, < lim inf (a_+b )
n n — n n

{llm inf an~+flim sup bn}

IA

lim sup a, + lim inf bn
< lim sup (an+bn) < lim sup a, + lim sup a, -

I.2.22. Vis, at en talfglge (Xn) i IR* er konvergent med
gransevardien x € IR¥ , hvis og kun hvis enhver delfglge af (x_)

har en delfglge, der er konvergent med granseverdien x .

I.2.23. Find alle fortetningspunkter for talf@glgerne (an) i

IR* , hvor

(an) = (1,2,3,4,...) , (an) = (0,1,-1,2,-2,...) ,

. nm
(a,) (sin =) .
I.2.24. Angiv en talfglge der netop har punkterne {1,2,3,4}

som fortetningspunkter.

I.2.25. Angiv en talfglge der netop har alle de naturlige tal som

fortetningspunkter.

I.2.26. Vis, at hvis talfglgen .(xn) i R*¥ er konvergent sa

er lim X fortetningspunkt for (xn) .

I.2.27. Vis, at hvis talfglgen (xn) i IR* er konvergent sa er

enhver delfglge (xn ) af (xn) konvergent og
p

lim x = lim x_ .
n n
p—)oo P Nn—eco

I.2.28., Vis, at en fundamentalfglge (Xn) i IR er begranset.
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I.2.29. Giv et eksempel pa en talfglge (xn) i IR med egen-

skaberne
1) for hvert € > 0 findes N € N s& det for alle n € N

med n > N galder at |[|x_

- <
n+1 an €y

2) (xn) er ikke en fundamentalfglge.
I.2.30. Lad (an) vere en talfglge i IR og sat
2 1
i a. = H(a1+...+an) for n € IN.
Vis, at hvis (an) er konvergent med gransevardi a € IR si er
(bn) konvergent med gransevardi a . Giv et eksempel pd en di-

vergent fglge (an) for hvilken fglgen (bn) er konvergent.

son
I.2.31. Vis, at for hvert x € IR er talfglgen (§T> konvergent

med gransevardi O.

I.2.32. Lad talfglgen (a_ ) i IR vere givet ved

o= B

a_ + éL for ne€e W .

a, = 2 o0og a = n
n

n+1

Vis, at (an) er dalende og find dens granseverdi.

I.2.33. Lad (an € Eh_ | n € IN) vare givet ved

2 a + 2 for n € IN .

ap = V2 o9 a g =a,

Vis, at (an) er stigende og find dens granseverdi.
I.2.34. Idet 0 < a < b < 4o , defineres det aritmetiske middel-

tal A(a,b) , det geometriske middeltal G(a,b) og det harmoniske
middeltal H(a,b) ved

-1
A(a,b) = %(a,b) , G(a,b) = Vab , H(a,b) = <%<%+%)>‘ _ %%% .

Vis, at der galder
a < H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) < b .
Idet 0 < a; <by <=, settes for n € W

a = H(an,bn) og bn = A(an,bn) .

n+1
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Vis, at (an) er stigende og at (bh) er dalende, og at
lim a, = lim bn = G(a1,b1) .
I.2.35. Lad (an) vare en reel talfglge for hvilken det gzlder
at a .1 for n=2,3,... tilhgrer det &bne interval med ende-
punkterne a4 ©°9 a, .
Vis, at delfglgerne (a2n) og (a2n-1) er monotone.
Vis, at (an) er konvergent hvis og kun hvis
lim(an+1—an) =0 .
N—-oco
. _ - =1
I tilfaldet a, = o , a, = 1 og an+1 = 2(an+an_1) for
> e : 2 n-1
n=2,3,... , Vvis, at a, = §<1-(—%) . ) for n=2,3,4,... ,
og find lim a, -
n->oco
I.2.36. Idet talfglgen (an € Ig_ | n € IN) antages at opfylde
betingelsen
e = 241 + a, for n € W,
. (Zn+1)
skal man vise at er konvergent, og finde gr@nsevardien.
\a, /
n ‘nelN
I.3.1. Lad (an) og (bn) vare konvergente komplekse talfglger
med grensevaerdier a og b .
Vis, at fglgerne (an+bn) og (anbn) er konvergente med gran-
severdier a+b og ab .
Vis, at fglgen (E;) (kompleks konjugering) er konvergent med
grensevardi a .

Vis, at hvis a, + 0 for

alle n € N sa er fglgen (éL) kon-
n

vergent hvis og kun hvis a # 0 , og at i bekraftende fald galder
[EER I
n-e n
I.3.2. Lad (an) vere en kompleks talfglge.
Vis, at hvis (an) er konvergent med gransevaerdi a sa er
den reelle talfglge (Ianl) konvergent med gransevardi |a] .
Antag nu at (Ianl) er konvergent med gransevaerdi r > 0 .

Kan man slutte at fglgen

(an)

er konvergent?
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I.3.3. Som sadvanlig betegner Arg z for =z € ¢~{0} hovedargu-
mentet € ]-mw,n] for =z .

Angiv en kompleks talfglge (a,) med egenskaberne

n

1) a, # 0 for alle n, 2) a —ac€ ¢~{0}

3) fglgen (Arg an) er ikke konvergent med granseverdi Arg a .

I.3.4. Lad (an) vere en konvergent kompleks talfglge af tal
a, # 0 med granseverdi a * 0 .
Vis, at hvis Arg a # m sd galder

lim Arg a, = Arg a .

n-oo

Vink. Udnyt, at hvis N
[(01 I(DZ] < 1-m,m]

er et interval omkring Arg a

sa er mangden

{z € ¢~{0} | Axg z € [tp1,tp2]}

v

lig det skraverede omrade pad tegningen.

I.3.5. Lad (an)' vaere en kompleks talfgplge af tal a, # 0 og
antag at de reelle talfglger (Arg an) og (Ianl) begge er kon-
vergente.
Vis, at (an) er konvergent og find gransevardien.
I.3.6. For hvert =z € ¢~{0} findes prazcis &t tal =z' € ¢~{0}
med Arg z' € ]—1,%] sé (z')2 =z (en kvadratrod af z) .
Vis, at hvis (an) er en konvergent kompleks talfglge af tal

a, ¥+ 0 med egenskaberne

1) lima_=a # 0 2) Arg a %= @
nN—oo

sd er fg¢lgen (aﬁ) konvergent med granseverdi a' .

I.3.7. ©Udfgr beviset for Satning 3.3.
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I.4.1. at razkken

2

n+vn

Bevis,

x er divergent.
n=1

I.4.2. at rakkerne

vergente.

Bevis,

I.4.3. Undersgg, hvilke a

konvergente.

Undersg¢g, hvilke a

; n3log(n+1)
oh

n=1
konvergente.

der er

I.4.5. at rakkerne

er konvergente.

Bevis,

I.4.6. Bevis, at rakkerne
G D =
n=1 Vﬁ n=2

er konvergente, men ikke a

Pvelser I.14.

z (ZnZ—VE)-1 er konvergent, og at rakken
n=1 :
© ‘ _2 © (n')2
r 2™ og z TEﬁTT begge er kon-
n=1 n=1 :
f de tre rzkker
=<} n '
, oz 3D,
n=1 n
f de tre rakker
=) n oo n 2
5 37 ‘) s 274n ,
n=1 n n=1 3t
2 n n 2 (log n\n
I (Vn-1)" og X ") begge
n=2 n=2
n® 7 =t
log n n=3 log log n

bsolut konvergente.

aftagende fglge af positive reelle tal,
er konvergent.

n - o .,

I.4.7. Lad (an) vere en
(o]

og antag at rekken z a,
n=1

Vis, at na, - 0 for

Vink. Udsnitskriteriet

Giv et eksempel pa en

tal, for hvilken na, - 0
; a er divergent.

n=1

I.4.8. Vis, at hvis (an)
reelle tal s& ; a

n

1

aftagende fglge (an) af positive reelle

for n - o , og rxkken

er en aftagende fglge af positive

er konvergent s& galder
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8

[e o]
a = ¥ nf(a
n

n=1

) .

n—an+1

™

n=1

[ee]

I.4.9. Vis, at rzkken > a, er absolut konvergent, hvis
n=1

(n+2)|an+1l < nla | for ethvert n € WN.

I.4.10. Lad f: R > IR vare en i 0 differgntiabelrfunktion, for

hvilken £(0) = 0 . Vis, at hvis rzkken b3 a, med reelle led
oo n=1

er absolut konvergent, da er rakken > f(an) ligeledes abso-
n=1

lut konvergent.

I.4.11. Undersgg for hver af nedenstdende rakker, om den er kon-

vergent eller divergent

oy 1 iy 1

(a) )X . (b) X
n=q 109 2 log 3...1log(n+1) n=1 [log(n+1)1™

T ©o _ n =5}

() = S (@ x L
n=2 log 2 -log 3+...+(-1) log n n=1 n log(1+E)

(e) ¥ sin n. (£) ¥ (sin n)2
n=1 n=1

(@) T —1— m = VAN’
n=2 [log n] n=1

L 1.n % (@mn3

(1) £ logl(1+5)7] (3) = ooy
n=1 n=1 :

(k) > ( 1+n2-n) (1) pa (31+n -n) .
n=1 n=1

(o]
I.4.12. Bevis, at rakken T S R — er konvergent, hvis

n=2 n(log n)a

a > 1 , og divergent, hvis o < 1 .

I.4.13. Bevis, at talfglgen Agrdgrecer@orece hvor

- 1 1 1
8 T 2 1og 2 * 3 log 3 toeee g log n

- log log n ,

er konvergent.
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I.4.14. Vis, at hvis reakken > a, har begranset afsnitsfglge
n=1

s, = a1+...+an , d.v.s. der findes et M , s& at Isnl =

la1+...+an| < M for ethvert n , og b1,b2,... er en aftagende

fplge af positive reelle tal med gransevardi 0, da er rzkken
(o]

> ab konvergent.

n=1 ° % ' : :
Vink. Bevis og udnyt omskrivningen.

a1b1 +ooot anbn
= s1(b1—b2) + sz(bz-b3) + ... F sn_1(bn_1-bn) + snbn .

sin nx

5 er konvergent for ethvert

I.4.15. Vis, at rakken
X € R.
Vink. Benyt forrige opgave.

™8

n=1

(o]

I.4.16. Lad (an) vere en reel talfglge. Vis, at rakken X a
' n=1
er absolut konvergent hvis og kun hv%s det for enhver delfglge

n

(an ) af (an) gaelder at rakken z an er konvergent.
P p=1 p
n-1 1

I.4.17. Lad a € IR. Vis, at den uendelige rakke > (-1) 5

n=1
kan omordnes til en konvergent rekke med sum a .

I.4.18. Lad x a,6 Vvare en konvergent uendelig razkke med sum
n=1
s , og lad T1: N » IN vare en bijektiv afbildning med egenskaben

sup{lt(n)-n| | n € W} < o .
. (o]
Vis, at den uendelige rakke bx ar(n) er konvergent med sum s .
n=1

(o]
I.4.19. Lad r a, 6 vare absolut konvergent med sum A og lad
oo n=0
b vere konvergent med sum B . Vis at Cauchy produktrakken
n=0
er konvergent med sum AB .

(Vink. Med betegnelserne

n n n
c. = ¥ a.b . ;A = X a, j; B = X b, ; d = B-B

for n=20,1,2,... galder omskrivningen

cy = agB, + a4B 4 * ... +aB, = AnB—(aOdn+...+and0) .

™M

j=0

(fortsatter)
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Leddet i parentes kan vurderes idet dn - 0 for n - o og

oo

¥ a er absolut konvergent.)

=0 n
I.5.1. Bestem konvergensforholdene for de uendelige produkter
n /1—1\ H n <1—J§> ; m {1+l\ ;
n=2 \" n/ n=2 n n=1 \"'n/
o © 3 oo
m <1+J§> ; m <n3—1) ; M cos = ;
n=1 n n=2 ‘n~+1 n=1
I.5.2. Vis, at 0 (1+a") er konvergent for 0 <a<1.
n=1
I.5.3. Vis, at for x € R galder

sinx =x 0 cosfzi\ .
n=1 \2n/

m

I.5.4. Vis, at for x IR galder

coOs X T (1 ———-——2—2'> .
n=1 (2n=-1)"m

Il

Vink. Benyt den (ubeviste) produktfremstilling for sin x der

er anfgrt side I.84.
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§1. Metriske rum.

I denne paragraf skal vi indfgre en abstrakt begrebsramme for
studiet af konvergens og kontinuitet, nemlig teorien for de metri-
ske rum. Vi kommer til at benytte en geometrisk praget sprogbrug
og taler sdledes om punkter, afstande, kugler o.s.v. Dette glose-
valg henter sin inspiration fra et vigtigt specialtilfalde, som vi

starter med.

Fuklidisk afstand i talrummene. For et naturligt tal k € N be-

tegner ng mengden af ordnede k-sat X = (X1""’Xk) af reelle

tal. Elementerne i ﬂgi kan p& naturlig m&de adderes
Xty = (x,+ X, +y,.) (X € Bﬁ%
Xty 17 qre e XY XY

og skalarmultipliceres

AE = Oxgreea0dx) (A€ R, x € RY

0og udstyret med disse operationer er ﬂfi et vektorrum over 1R,

det k-dimensionale reelle talrum Igi. Nulvektoren er Q =

(0,0,0..,0) .
Endvidere er der for k = 1,2,3 defineret en langde I[x] af

elementerne X € ]f{, nemlig

1

Ixl = |x1l for x = (x1) € R ,
= (x21u2\% _ 2
Ixl = (xj+x3) for x = (x,,%)) € R,
og
_ 2,2, 2% _ 3
Ixl = (xj+x5+x3) for x = (x4,%,,X3) € R .
2 3

Idet IR, R og R opfattes som modeller af en linie, en plan
og rummet er den anskuelige betydning af tallet |lxl lengden af

liniestykket eller vektoren, der forbinder punkterne 0 og x ,

eller anderledes sagt afstanden mellem 0 og x .

I almindelighed definerer vi for k € W langden x| af

X € Ig{, som tallet
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k 5
Il = ( b2 x?\ hvor x = (x1,;..,xk) € IJ;.
= o i) X
For x,y € ]fi, k € N, kaldes tallet Ix-yl (= ly-xl) for
afstanden mellem x og y , altsa
k L
2\* k
Ilx-yll = (E (x,-y;) ) for x,y € R .
: i=1
Dette afstandsbegreb har fglgende egenskaber:
I. For alle x,y € R  er afstanden mellem X og y >.0
og =0 hvis og kun hvis x =y .
II. For Xx €CI£( og A € IR gelder: laxll = |[xl Ixl .
III. For alle X,y,2z € IJ; gelder
Ix-yl < Ix-zl + llz-yl , ] M

altsd ' afstanden mellem X og y er mindre end eller lig summen
af afstandene mellem X og 2z og mellem z og y ..
Egenskaben III udtrykker det velkendte, at for en trekant er
z | lengden af en vilkarlig af si-
derne mindre end eller lig sum-
men af de to andre siders l®ngde,

og uligheden (1) kaldes derfor

&4

lx-y v trekantsuligheden.

Det er umiddelbart at verificere egenskaberne I og II ud fra defi-
nitionen af |[Ix-yll . For at indse III ¥il vi benytte Cauchy-
Schwarz's ulighed:

For a,b € IRk gelder:

IZa.b.l <<2a.) (zb.) (2)
. . 1 - . 1 .
i=1 i=1 i

Lad nemlig a,b € R*. S8 har vi
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kK k 5
0 < % ¥ (a.b.-a.b.)
Ci=19=1 *+ 3 11
kK k
= X T (a?b?+a%b?—2a.a.b.b.)
121 4=1 173773TL TTATITATS
k k k 2
-2 ai s b2 - 2( T a )
i=1 b 4=1 i=1 1+ %

hvilket wviser (2).

Af Cauchy-Schwarz's‘ulighed fas derefter for a,b € ]¥< at,
k 2 k > k 5 k
h3 (ai+bi) = X ay + = bi + 2 = a.bl
i=1 i=1 i=1 i=1 *
k k ¥, k 5 k
< Tal+ 2( 5 ai) ( T bi) + I b’
i=1 : i=1 i=1 i=1
k 5 k 2
_((E 2\® 5217
W22 P 2P )
i=1 i=1

altsd ved kvadratrodsuddragning
la+bl < llal + lbl ,

og ved at satte a = Xx-z og b = z-y fas sa

I x=yl lat+bl < lall + bl = Ix-zl + llz-yl,

hvilket netop er trekantsuligheden (1).

Definition og eksempler. Det vil senere fa betydning at kunne tale

om indbyrdes afstand for andre objekter end punkter i talrummene,
og nedenstdende tre simple egenskaber ved afstandsbegrebet er nok

til at fa hele teorien til at fungere.

Lad M vare en ikke tom mangde.

DEFINITION. Ved en metrik eller afstandsfunktion i M forstds en

afbildning d: MxM -» IR, for hvilken der for vilkérlige elementer

X,¥,2 € M galder
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I
=

(1) d(x,y) >0, og =0 hvis og kun hvis x

i

(2) d(x,y)

(3) d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) .

d(YIX) ’

En mengde M hvori der er defineret en metrik d kaldes et

metrisk rum, og elementerne af M. kaldes punkter. ¢nsker man i

betegnelsen for mazngden at anfgre afstandsfunktionens navn, taler
man om det metriske rum - (M,d) , og mengden M ‘kaldes ofte den

underliggende mengde. Funktionsvaerdien d(x,y) kaldes afstanden

fra x til y -eller, under hensyn til symmetribetingelsen (2),

afstanden mellem x og y . Uligheden (3) kaldes trekantsuligheden.

Ved induktion ses let, at der for vilk&rlige punkter

x1,..;,x (n > 2) i et metrisk rum (M,d) galder

n

d(x1,xn) < d(x1,x2) + ...+ d(xn_1,xn) .

EKSEMPEL. Vi satter (M = RR)
d(x,y) = Ix-yl for x,y € R,

og det er umiddelbart at ga efter, at (IR,4) er et metrisk rum.
Tallet d(x,y) -er simpelthen la&ngden af liniestykket fra x til
y ©Ppa tallinien, og svarer sdledes til det sadvanlige afstandsbe-
greb i IR . Metrikken d kaldes den sadvanlige afstandsfunktion
i R.

EKSEMPEL. Vi satter M = Q)
d(z,z"') = |z-2z'| for z,z' € ¢ ,

og det ses let, at (¢,d) er et metrisk rum. Tallet d(z,z') er
her l®ngden af liniestykket der forbinder z og z' i den komplek-
se plan, altsd den sadvanlige afstand mellem 2z og z' (i ¢) .

EKSEMPEL. Med M = RS (k € W) og

d(x,y) = llx-yll for x,y € ]£<,
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fglger det af tidligere resultater (se p. II.2) at (M,d) er

et metrisk rum, ]ﬁ‘ forsynet med den euklidiske afstand.

For k=1 og k =2 giver dette, idet IRZ opfattes som

¢ , anledning til de sadvanlige afstandsbegreber i TR og ¢

BEMERKNING. En ret linie, en plan, og rummet er sdledes med den
sadvanlige betydning af ordet afstand metriske rum. Trekantsulig-
heden udtrykker, at summen af to sidelangder i en trekant mindst
er lig med den tredje sides langde, idet ogsd udartede trekanter
tages i betragtning. Man ser, at lighedstegnet i trekantsuligheden
i disse tilfalde galder, hvis og kun hvis punktet y tilhgrer
liniestykket med endepunkterne x og 2z (inklusive x og 2z)
(hvis x = z , menes naturligvis med liniestykket det pagaldende
punkt) . Anskuelsesfigurer til illustration af den almene teori teg-
nes i reglen, som om det drejede sig om en plan med den sadvanlige
betydning af ordet afstand.

Det er imidlertid vigtigt at g¢re sig klart, at elementerne i
den underliggende mangdé i et metrisk rum kan vare "hvadsomhelst",
og at afstandsfunktionen ikke behgver at svare til noget "naturligt"
afstandsbegreb men blot opfylder kravene (1), (2) og (3). Vigtige

eksempler fas hvor M  er en mengde af funktioner.

EKSEMPEL. Lad M vare en vilkadrlig ikke tom mengde. Vi definerer

d: MxM -» [0, ved

0 for x =y
d(x,y) = { ;, X,y €EM .
1 for x *y '

Det er let at se, at  (M,d) er et metrisk rum, og (M,d) kaldes

det diskrete metriske rum med underliggende ma&ngde M .

EKSEMPEL. Lad A  vare en ikke tom me&ngde og lad M betegne meng-

den af begransede funktioner f: A - IR (f kaldes begranset hvis
sup{lf(t)] | t € A} < », altsd hvis billedmengden £f(A) er begran-
set) .

- Ved fastsettelsen

‘d(f,g) = sup{|£(t)-g(t)l | t € A} ,
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(dette supremum er endeligt da £f-g er begrznset) defineres en
afstandsfunktion pda M som kaldes den ligelige eller uniforme me-
trik p& M . Det er nemlig klart, at d opfylder betingelserne
(1) og (2), og for f,g,h €M og t € A har vi

E(t)-g(t) | < I£(E)-h(E) | + Ih(t)-g(t)l

< d(f,h) + d(h,q)
hvoraf :
d(f,g) = sup{lf(t)-g(t)|l | t € A}

ﬁ d(f,h) + d(hlg) r
hvilket viser at trekantsuligheden er opfyldt.

Kugler og begransede mangder. Lad (M,d)  vare et metrisk rum.

DEFINITION. For a € M og r > 0 kaldes mangden
K(a,r) = {x € M | d(a,x) < r}

den &bne kugle med centrum a og radius r , og mangden
K'(a,r) = {x € M | d(a,x) < r}

kaldes den afsluttede kugle med centrum a og radius r .

Den &bne kugle K(a,r) bestdr altsid af de punkter x € M
for hvilke den indbyrdes afstand mellem a og x er skarpt mindre
end r , medens K'(a,r) bestar af de punkter x € M hvis af-

stand til a er < r

EKSEMPLER. 1) I det metriske rum n§< forsynet med den euklidiske

afstand har kugler f¢lgende udseende:

For k=1 er K(a,r) simpelthen

det abne interval Ja-r,a+r]

v

} . .
a-r a a+r og K'(a,r) er det tilsvarende

afsluttede interval. [a-r,a+r] .



Mat 102, 1980/81 II.7

For k =2 er K(a,r) cirkelski-
ven med centrum a og radius .
r , cirkelperiferien fraregnet,

, medens K'(a,r) er den tilsva-

rende cirkelskive med periferien

medtaget.

For k =3 er K(a,r) kuglen med
centrum a og radius r , over-

. fladen fraregnet, medens K'(a,r)
er den tilsvarende kugle hvor

overfladen medtages.

2) For det diskrete metriske rum (M,d) med underliggende

mengde M har vi for a € M og r > 0 at

{{a} hvis r < 1,

K(a,r)} =
M _hvis r > 1.,
og
{a} hvis r <1,
K'(a,r) = {

M hvis r > 1 .
Kuglerne i (M,d) er séledes alle étpunktsmengder samt hele M .

3) Lad (M,d) vare det metriske rum bestdende af begransede
reelle funktioner pd en ikke tom mengde A ., forsynet med den lige-

lige metrik (se p. II.5).
For f EM og r >0 bestdar den abne kugle K(f,r) af de

funktioner g € M for hvilke
d(f,g) = sup{lf(t)-g(t)l | t € A} <1 .

Der galder altséd g € K(f,r) hvis og kun hvis der findes et tal

r' € ]10,r[ sé&

l£(t)-g(t)| < r' for alle t € A .

Den afsluttede kugle K'(f,r) bestdr netop af de funktioner
g € M for hvilke
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l£(t)-g(t) | < r for alle t € A .

Hvis A = [0,1] og £f(t) =
for t € [0,1], bestsr K'(f,)
simpelthen af de funktioner

wlet

g:[0,11 » R hvis graf ligger

i idet skraverede felt.

Lad nu igen (M,d) vare et abstrakt metrisk rum. Det er klart,

at for a € M og 0 < r <1r'" gzlder
K(a,r) < K(a,r') og K'(a,r) € K'(a,r') ,

og -endvidere at

x € K(a,r) & d(a,x) <r & a € K(x,r) .

Hvis b € K(a,r) , altsd d(a,b) <r og s € ]0,r-d(a,b)] sa

gelder
K(b,s) < K(a,r),

thi hvis x € K(b,s) , altsé

d(b,x) < s, f&s af trekantsulig-

heden at
d(a,x) <d(a,b) + d(b,x) <d(a,b) +s <r ,

altsa x € K(a,r)

Hvis d(a,b). > r+s hvor 1r,s > 0 sa gzlder
K(a,r) n K(b,s) = @ .

Findes nemlig et

X €,K(a,r)f\K(b,s) har vi ifglge

trekantsuligheden
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d(a,b) < d(a,x) + d(x,b) < r+s

hvilket er umuligt.
DEFINITION. For en ikke tom delmangde A af M kaldes tallet
diam(A) = sup{d(x,y) | x € A Ay € A} € IO,w]

for diameteren af A . Hvis diam(A) < +e , siges A at vare be-

grenset, og A kaldes ubegrznset hvis diam(A) = « .

Hvis A er begranset findes for ethvert a € M en aben kugle

diam(A) og valges

K(a,r) , der indeholder' A . Thi sattes ©

et punkt x € A , galder for ethvert punkt y € A , at
d(a,y) < d(a,x) + d(x,y) < d(a,x) + 6 .

Fplgelig galder A < K(a,r) for ethvert «r > d(a,x)+6 . Omvendt
gelder, at enhver delmengde af en &ben eller afsluttet kugle er
begranset. Thi hvis A < K'(a,r) , galder jo for vilkarlige punk-

ter x,y € A, at
d(x,y) < d(x,a) + d(a,y) < 2r ,

og fglgelig galder diam(A) < 2r .
Specielt er saledes en vilkidrlig delmazngde af et diskret me-

trisk rum begranset.

Konvergens af punktfglger. En punktfglge (xn) i et metrisk rum

(M,d) er en afbildning af W ind i M , hvor billedet af

n € N altsa betegnes x €M.

DEFINITION. En punktf¢lge (Xn) i (M,d) siges at vere konvergent

med gransepunkt x € M, hvis der til hvert ¢ > 0 findes et

N € N sé& det for alle n € N. som opfylder n >N galder at

d(x,xn) < & .
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alle X fra trin N _
Udsagnet er altsa, at der til ..

hver radius ¢ > 0 findes et

nummer N sa X € K(x,¢) fra

"trin" N

Punktfglgen (xn) i (M,d) er saledes konvergent med granse-
punkt x € M hvis og kun hvis den reelle talfglge (d(x’xn))n€IJ
er konvergent med gransevaerdi 0

En punktfplge kan ikke vere konvergent med flere forskellige

gransepunkter. Thi hvis punktfglgen (xn) er konvergent med gran-

sepunktet x o0g ogsad med grensepunktet y , findes for ethvert
e >0 et No P sd at d(xn,x) < ¢ for alle n > Ng » ©9 et
Ny sd at d(xn,y) < ¢ for alle n >N, . Da der for alle n
gelder

d(x,y) < d(xn,x) + d(xn,y) ’

ser vi ved at valge n = max{NO,N1 }, at d(x,y) < 2¢ . Da ¢
var et vilkarligt positivt tal, fglger heraf, idet d(x,y) > 0 ,

at d(x,y) = 0 og altsd x =1y .

N&r punktfglgen (xn) er konvergent, betegnes dens gransepunkt

lim X, eller 1lim X, eller 1lim Xy Man skriver ogsa X, =X
n N—0

for n - «

EKSEMPEL. For IR eller (¢ wudstyret med de sadvanlige metrikker
reducerer begrebet konvergent punktfglge til de tidligere indfg¢rte
begreber konvergent reel eller kompleks talfglge.

EKSEMPEL. Lad (M,d) vare det diskrete metriske rum med under-
liggende mengde M .. En punktfglge (xn) i (M,d) er‘konvergent
med gransepunkt x € M hvis og kun hvis X, =X fra et vist trin.
Hvis der nemlig findes N € N s3d x_. =x for alle n € N med

n
n > N er det klart at x, - x for n - o (der gazlder nemlig
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d(xn,x) =0 for n > N) . Hvis omvendt X, =X for n » » sa
findes N € N sa

d(x,sx) <% for n >N
og dermed (da d(xn,x) =0 eller = 1) d(xn,x) =0 for n >N,

altsa x, =x for n>N.

Abne og afsluttede mangder.

DEFINITION. En delmzngde G af det metriske rum (M,d) kaldes
aben, hvis der for ethvert punkt x € G findes et tal r > 0 ,

saledes at K(x,r) < G .

Enhver &ben kugle K(a,r) er en dben mangde (hvilket retfardig-
gpr benavnelsen aben kugle), thi for ethvert x € K(a,r) galder

jo K(x,s) < K(a,r) , nar blot s < r-d(a,x) .

SETNING 1.1. Systemet af dbne delmazngder af et metrisk rum (M,d)
har fglgende egenskaber:

(1) @ og M er &bne delmzngder af M .

(2) Hvis {Gi | i € I} er et vilkdrligt system af &bne del-

mengder af M , er foreningsmengden U{Gi | 1 € I} 1ligeledes

en aben delmangde af M .

(3) Hvis G1,...,GnA er endeligt mange abne delmangder af M ,

er fellesmengden G

1 N...nG, ligeledes en &ben delmangde af M .

(4) Hvis x og y er to forskellige punkter i M , findes

disjunkte &bne mengder G, ©°9 Gy . sdledes at x € G, o9
Yy € G, .
BEVIS. (1) f¢lger umiddelbart af definitionen.
(2) Lad x € G = U{Gi | 1 € I} . Da findes et i € I , s& at
X € Gi . Idet Gi er 8ben, findes et r > 0 , s& at K(X,r) c
G, . Da G; <G, galder altsd K(x,r) € G . Altsd er G aben.
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(3) Lad x € G = G1I1...I1Gn . Da gzlder x € Gi for hvert
i=1,...,n . Da hvert Gi er aben, findes tal Lqreeesly > 0
sd at K(x,ri) c Gi for hvert i =1,...,n . Sattes r =
min{r1,...,rn} ; gelder altsa K(x,r) c Gi for hvert i =
1,...,n og fplgelig K(x,r) € G . Altsd er G aben.

(4) TIdet x #y , er r =d(x,y) >0 . De to dbne kugler

K(x,%r) og K(y,%r) indeholder henholdsvis x og y og er dis-

junkte. |

KOROLLAR 1.2. En delmengde G af M er aben, hvis og kun hvis

den er foreningsmengde af et system af abne kugler.

BEVIS. (a) Hvis G er foreningsmengden af et system af abne
kugler, er G &ben ifplge (2).
(b) Hvis G er &ben, findes for ethvert. x € G et r, > o ,

sd at K(x,r ) € G . Der galder abenbart
G = U{K(x,r) | x €G} . |

SETNING 1.3. En punktfglge: (xn) i (M,d) er konvergent med

gransepunkt X € M hvis og kun hvis der til enhver &ben mangde

G c M som indeholder x findes et tal N € N séa

x € G for alle n >N .

BEVIS. "hvis". Specielt findes til hver &ben kugle K (x,eg) et
N € N sa x, € K(x,e) for n > N , hvilket viser, at X, - X
for x_ - « .
n
"kun hvis". Antag X, X for n - «» o0g lad G vare en
dben mangde som indeholder x . Der findes s&@ ¢ > 0 s

K(x,e) € G og videre et N € N sa

x € K(x,e) €G for n>N . I
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DEFINITION. En delmengde F af det metriske rum (M,d) kaldes

afsluttet, hvis dens komplementzrmzngde M~F er aben.

En mengde bestdende af et enkelt punkt er afsluttet. Thi hvis
F = {a} , galder for ethvert punkt x € MNF , at K(x,d(a,x)) <
M~NFE .

.En afsluttet kugle K'(a,r) er en afsluttet mengde (ellers
ville det ogsa vare en uheldig benzvnelse), thi komplementermeng-
den er &ben. Lad nemlig x € M~K'(a,r) , d.v.s. d(a,x) >r .

Med ¢ > 0 valgt sa d(a,x) > r+e galder at
K(x,e) nK'(a,r) = 0@
(hvis der findes y € M sd y € K(x,¢) og y € K'(a,r) sa féas

d(a,x) < d(a,y) + d(y,x) < e+r

hvilket er umuligt), altsa
K(x,¢) € M~K' (a,r) .

Ved brug af dualitetslovene fas ud fra egenskaberne ved syste-

met af dbne delmangder af M umiddelbart fglgende:

KOROLLAR 1.4. Systemet af afsluttede delmzngder af et metrisk rum
(M,d) har fglgende egenskaber:

(1) @ og M er afsluttede delmengder af M .

(2) Hvis {Fi | i € I} er et vilkarligt system af afsluttede

delmengder af M , er fallesmangden n{Fi | 1 € I} ligeledes en

afsluttet delmengde af M .

(3) Hvis F1""’Fn er endeligt mange afsluttede delmzngder

af M , er foreningsmengden F1lJ...kJFn ligeledes en afsluttet

delmengde af M .
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Der gazlder fglgende vigtige karakterisering af afsluttede meng-

der ved hjazlp af punktf@glger.

SETNING 1.5. En delmengde A af det metriske rum (M,d) er afslut-

tet hvis og kun hvis A har egenskaben,at det for enhver konver-
gent punktfglge (xn) i M af punkter tilhgrende A (altséa
X € A for alle n € N) gelder at gransepunktet tilhgrer A

(altsd 1lim X € A)

n-xo
BEVIS. Antag fgrst, at A er afsluttet, altsd at M~A er aben,
og lad (Xn) vare en konvergent punktfglge af punkter tilhgrende
A . Vi skal»vise, at graznsepunktet x tilhgrer A . Vi fgrer be-
viéet indirekte og antager altsd at x ¢ A, d.v.s X € MNA . S&
findes, da M~A er aben, et tal ¢ > 0 s& K(xX,¢) € MNA , eller
K(x,e) N A=¢ . Nu findes N€ N s& x € K(x,e) for n >N,
men dette er umuligt da X € A for alle n € IN. |

Antag nu omvendt, at A har egenskaben, og lad os vise at
M~NA  er 3dben. Lad altsd x € MNA . Det drejer sig om . at vise, at
der findes et r > 0 s& K(x,r) € MNA eller anderledes skrevet
sd8 K(x,r) N A=¢ . Vi fgrer igen beviset indirekte, og antager
altsd, at der ikke findes et sddant. r > 0 . S& galder altsa, for
hvert r > 0 ,

K(x,r) N A + @ ,

og der findes dermed (idet vi lader r  gennemlgbe tallene % for

n € W) for hvert n € W et punkt

1
X € K(X’E) n A

Den derved bestemte punktfglge (xn) bestdr af punkter fra A og
den er konvergent med granseverdi x , hvilket strider mod at A

har egenskaben, idet x ¢ A . |
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EKSEMPEL. Betragt 1R udstyret med den sadvanlige metrik og lad
a,b € R med a < b . Da er mengden Ja,b[ &ben og [a,b] er
afsluttet medens [a,bl og Ja,b] hverken er 8ben eller afsluttet.
Videre er Ja,»[ og ]-«,al begge &bne og [a,~][ samt ]-«,a]

begge afsluttede.

EKSEMPEL. Betragt ¢ med den sadvanlige metrik. Mengderne
{z €¢Il Rez>0} og {z€¢ | Imz > 0} er begge &bne og meng-

‘derne {z € ¢ | Re z > 0} og

\
177 {z € ¢ | Imz > 0} er begge af-
sluttede. Mangden {z € ¢ |
A& 0 <Rez<1 og 0<Imz< 1}
/IR

1 er hverken &ben eller afsluttet.

EKSEMPEL. Lad (M,d) vere det diskrete metriske rum med underlig-
gende m&ngde M . Enhver delmeangde A < M er bade aben og afslut-
tet. Der galder nemlig

A = U{K(x,%) | x € A}

og hver af mengderne K(x,%) er aben. Det fplger sid at A er af-

sluttet (thi M~A er jo ogsa &ben).

Fuldst&ndighed. Ifplge det almindelige konvergensprincip er en

reel eller kompleks talfglge konvergent hvis og kun hvis den er en
fundamentalfglge. Vi skal nu undérs¢ge i hvilken udstrazkning dette
forhold galder i et abstrakt metrisk rum.

DEFINITION. En punktfglge (xn) i et metrisk rum (M,d) kaldes

en fundamentalfglge (eller en Cauchy fglge) hvis der til hvert

€ >0 findes et tal N € N s& der for alle m,n € N med
m,n > N galder at

d(xn,xm) < ¢
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Udsagnet er, at der til hvert ¢ > 0 findes et nummer N sé
vilkarlige fglgeelementer X, ©°9 X, med numre m,n > N har ind-

byrdes afstand < ¢

SETNING 1.6. Enhver konvergent punktfglge (xn) i (M,d) er en

fundamentalfglge.

BEVIS. Lad ¢ > 0 . Idet gransepunktet for (xn) betegnes x € M,

findes N € W sa det for alle n > N gelder, at
d(x ') < £
Ixn 2 1
og af trekantsuligheden fds s& for m,n > N at

+ = g ,

£
2

e

d(x ,x ) < d(x ,x) + dx,x ) <

m

hvilket viser, at (xn) er en fundamentalfglge. |

EKSEMPEL. De reelle tal IR og de komplekse tal (¢ forsynet med
deres sadvanlige metrikker er metriske rum, hvor omvendingen af
Setning 1.6, nemlig at enhver fundamentalfglge er konvergent, gal-

der. Dette er indholdet af det almindelige konvergensprincip.

EKSEMPEL. Lad (M,d) .vare det diskrete metriske rum med underlig-
gende mengde M , og lad (xn) vaere en fundamentalfglge i (M,d) .
Da er (xn) "konstant" fra et vist trin og dermed konvergent. Der

findes nemlig N € N s

d(x ,x ) <% for alle mn >N,

n
specielt
d(xN,xn) < ¥ for alle n >N,
men idet d(x,y) = 0 eller = 1 har vi dermed, at d(XN,xn) =0
for n >N, altsd at x =xg for n >N
EKSEMPEL. Lad M = ]0,1[ og d(x,y) = Ix-yl for x,y € M . Da
er (M,d) et metrisk rum og f@glgen (xn) givet ved X, = % for

n € N er en fundamentalfglge. Lad nemlig e > 0 vere givet. Hvis

N € N opfylder N > % har vi for myn € N med m,n > N at
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1 1 1 € e _
togtgy < 5+t 5 =€

| <3
— m

=T
5l

Altséd er (Xn) en fundamentalfglge, men (xn) er ikke konvergent,

thi der findes intet x € M som (xn) konvergerer imod (dette x

"skulle" nemlig vere 0 men 0 . tilhgrer ikke M)

For visse metriske rum (M,d) galder altsd, at enhver fundamen-
talfplge er konvergent, medens der i andre findes fundamentalfglger

der ikke er konvergente.

DEFINITION. Et metrisk rum (M,d) kaldes fuldstendigt, hvis det

har egenskaben, at enhver fundamentalfglge er konvergent.

De fuldstendige metriske rum er naturligvis interessante der-
ved, at det for at vise, at en punktfglge (xn) er konvergent er
"nok" at vise, at den er en fundamentalfglge. Vi har ovenfor set,
at R og (¢ med deres sadvanlige metrikker og ethvert diskret
metrisk rum er fuldstendige, og vi skal senere mgde flere eksempler
pa fuldstendige metriske rum.

Indholdet i definitionen ovenfor trader midske tydeligere frem
hvis vi formulerer begreberne kort ved hjzlp af kvantorer. Lad

n

(Xh) vaere en punktfglge i det metriske rum (M,d) . At (x_.) er

en konvergent punktfglge (med gransepunkt x € M) kan skrives
3x €M Ve >0 3IN € N Vn € N: n >N=d(x,x) <¢ (3)
medens, at (xn) er .en fundamentalf@glge udtrykkes

Ve >0 3N € N Vnm€ N: n>Nam>N=d(x,,x ) <e. (4)

En vigtig forskel mellem (3) og (4) ligger sdledes i at (3) ind-
ledes med et eksistensudsagn. Satning 1.6 udtrykker at (3) er
"sterkere" end (4) og i et fuldstendigt metrisk rum er de to betin-

gelser ensbetydende (lige "starke").
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Sammenligning af metriker. Det er vigtigt at ggre sig klart pd hvil-

ken mdde teorien for de metriske rum anvendes. Ofte vil det blot
vére den underliggende mengde der er givet, og denne forsynes sé
med en metrik der passer til de form&l man har for ¢je. Vi skal nu
kort undersgge hvorledes. de indfgrte begreber afhanger af valget

af metrik.

SETNING 1.7. Lad M vere en ikke tom mengde, og lad d1 og d2

vare metrikker pa M . Antag at der findes en konstant C > 0 sa-

ledes, at vi for alle x,y € M har

ds (x,y) < C d,(x,y), (5)
S& galder:

1) Hvis en punktfglge (xn) i M er konvergent (henholdsvis
en fundamentalfglge) i (M,d2) sd er (xn) konvergent (henholds-
vis en fundamentalfglge) i (M,d1)

2) Hvis en delmengde A = M er aben (henholdsvis afsluttet) i
(M,d1) s& er A 3adben .(afsluttet) i (M,dz)

3) Hvis en ikke tom delme&ngde A < M. er begranset i (M,dz)

sd er den begranset i (M,d1) .

BEVIS. 1) Antag at X, =X for n-»> o i (M,dz) og lad ¢ > 0

vare givet. Der findes N € N sé

8 .
dz(x,xn) < ¢ for alle n > N
og dermed

d1(x,xn) <cC dz(x,xn) < C % =¢ for n >N,

hvilket viser at X, =X for n-> o i (M,d1) .
Pastanden om fundamentalfplger indses analogt. Idet vi betegner
abne kugler i (M,d1) og (M,dz) med K1(-,-) henholdsvis

KZ("')’ giver uligheden (5) at for a € M og. r > 0 galder
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Kz(a,r) {x € M | d2(a,x) < r}

c {xeMl dya,x) <rCl =K (a,rC) .

2) Antag at A c M er &dben i (M,d1) og lad a € A . Vi
skal finde & > 0 sd& K,(a,e) € A, men der findes r > 0 sd

K1(a,r) c A og derfor galder

%w%)g&mm)gA,

altsd er A &ben i (M,dz)
Pastanden om afsluttede mzngder f&s ved overgang til komplemen-
termangder.

3) For en vilkarlig ikke tom delmengde A < M har vi
sup{d1(x,y) 1 %,y € A} < C supld,(x,y) | x,y € A} <= . ]

KOROLLAR 1.8. Lad M vare en ikke tom mengde og lad d1 og d2
vere metrikker pd M for hvilke der findes to konstanter C,D > 0

-3

sa
D d,(x,y) < d1(x,y) < Cd,(x,y ) for alle x,y € M.

Da er en punktfglge (xn) i M konvergent (en fundamentalfglge)
i (M,d1) hvis og kun hvis den er konvergent (en fundamentalfglge)
i M,4,)

En delmengde A < M er aben (afsluttet, begranset) i '(M,d1)
hvis og kun hvis den er &ben (afsluttet, begranset) i (M,dz) .
Det metriske rum (M,d1) er fuldstendigt hvis og kun hvis det me-

triske rum (M,dz) er fuldstendigt.
BEVIS. De fgrste pastande fglger let af Setning 1.7 idet
1
dq (x,y) 2 Cdy(x,y) o9 d,(x,y) <5 d4(x,¥) (6)

for alle x,y € M .
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Antag, at (M,d1) er fuldstendigt og lad (xn) vare en punkt-

fplge i M som er en fundamentalfglge i (M,dz) . S& er den en
fundamentalfglge i (M,d1) (Setning 1.7) og dermed konvergent i
(M,d1) (som jo er fuldstendigt). Men sa er den konvergent i

(M,d2) (pa grund af Satning 1.7, som kan anvendes da vi har den

anden af ulighederne i (6)) og dette viser at (M,d2) er fuldsten-

digt. Den anden vej vises analogt. |

Mere om talrummene. Lad k € IN. og betragt det k-dimensionale

reelle talrum EJ{.

Vi har tidligere beskaftiget os med den euklidiske afstand i

I¥<, som vi nu betegner d2 0og som er givet ved

: L
d, (x,y) = (j§1(xj-yj)2>2 for x,y € R .
Denne metrik, som for k = 1,2,3 svarer til det naturlige af-
standsbegreb i Igi, er imidlertid i mange forbindelser wvanskelig
at héndtere (det kan vare vanskeligt at give vurderinger af d2
pd grund af kvadratrodsuddragningen) oé vi indfgrer derfor en ny

metrik, maksimumsmetrikken 1i EJ;, som vi.- betegner qw ,  ved

k
dm(g,z) = max{lx1—y1l,...,|xk—ykl} for x,y € R .

Det er klart, at d_ opfylder de to fgrste betingelser for en me-

trik. Lad x,y,2 E.Igt. For hvert j =1,2,...,k har vi da

—Z. ~ya b+ —Z.
Ix.-z.| < IXJ vl lyj z. |

J ] J J
< max{lx1—y1l,...,lxk—ykl} + max{ly1(—21l,...,ka—zkl}
= doo(ElX) + doo(y_lg)
hvoraf
A (x,2) = max{lxg-z 0, .0 x5 -2 1} < d (x,y) + d_ (y,2z) .

hvilket viser, at trekantsuligheden gzlder for d_ , som dermed er
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en metrik i Hg{.
Lad os sammenligne d, og d_ . For X,y € IJ{ har vi
2
(<fim(_}g,z))2 = (max{ |x1-y1 Lreeer 1% =y | })
2 2
= max{(x1-y1) ,...,(xk-yk) }
< g (x —y.F < k max {(x,-y )2 (%, =y )2}
= 521 j £33 = ; 17 417 7270k Lk
_ 2
= k(d_(x,y))
hvoraf ved kvadratrodsuddragning
d,(x,y) < d,(x,y) < vk d_(x,y) - (7)

Ifplge Korollar 1.8 har begreberne konvergent fglge, fundamental-
fplge, aben mengde, afsluttet mangde og begranset mangde dermed
samme indhold i relation til den euklidiske afstand i Egc og i
relation til maksimumsmetrikken i IRk

Vi har tidligere set hvorledes kugler i I£< udstyret med den
euklidiske metrik ser ud (se p. II. 6-7).

Den euklidiske metrik i 1R er identisk med maksimumsmetriken

i IR . De abne kugler i .URk,dm) har fglgende udseende:

For k = 2 er den &bne kugle

K(a,r) 1lig kvadratet med centrum
— a og sidelangde 2r  (sider

akseparallelle), kanterne frareg-

net, og K'(a,r) er det tilsva-

rende kvadrat, kanterne medtaget.
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For k =3 er K(a,r) 1lig ter-

ningen med centrum a og kant-

le&ngder 2r (kanterne akseparal-

€a lelle), sidefladerne fraregnet,

bl iy medens den afsluttede kugle

K'(a,r) er den tilsvarende ter-

ning med sidefladerne medtaget.

SETNING 1.9. Det k-dimensionale talrum EJ{ er, nar det forsynes

med den euklidiske metrik d2 eller med maksimumsmetrikken doo ’
et fuldstandigt metrisk rum.

BEVIS. Det er ifglge Korollar 1.8 og uligheden (7) nok at vise

padstanden for d . For vilkarlige punkter x,y € ﬂ£< og Jj =

1$2,...,k har vi
k
i=1
som viser, at en punktfglge (§n) i I¥< er konvergent, henholds-

vis en fundamentalfglge i URk,qw), hvis og kun hvis enhver af

nelN

henholdsvis en fundamentalfglge i 1R med den sadvanlige metrik.

de k koordinatfglger (X?) for 3 =1,2,...,kK er konvergent,
Heraf fi&s pastanden, idet 1R med den sadvanlige afstand er fuld-
stendigt. |

Delrum og produktrum. Ofte vil et metrisk rum (M',d') pa naturlig

made kunne opfattes som et delrum af et metrisk rum (M,d) i den

" forstand, at den underliggende mengde M' er en delmengde af M
og afstanden mellem x og y i (M',d') (x,y € M') er den samme
som afstanden mellem x og y opfattet som punkter i (M,d) .
EKSEMPEL. Den komplekse plan ¢ med den sadvanlige metrik

d(z,z') = |lz-z'|l har, idet ¢ opfattes som E@ , delmangden

{(x,00 e R | x € R} < ¢,
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som kan fortolkes som et eksemplar af IR. For =z = (x,0) € ¢ og
z' = (x',0) € ¢ finder vi
L
d(z,z') = lz=2'| = ((x-x")240%)% = |x-x'| ,

og dermed er d-afstanden mellem 2z og 2z' 1lig den sadvanlige

"reelle" afstand mellem x og x' .

DEFINITION. Lad (M,d) vare et metrisk rum og lad M' v&re en
ikke tom delmengde af M . Restriktionen af d +til M'xM' , alt-
sd funktionen givet ved

(x,v) b d(x,y) for x,y € M' ,

(som er en metrik i M' og som ogsd betegnes d) kaldes den af

d inducerede metrik i M' , og det metriske rum (M"',d) kaldes

delrummet af M. med underliggende mazngde M' .

Med denne sprogbrug er, ndr IR opfattes som den reelle akse
i den komplekse plan ¢ , den sadvanlige metrik i 1R induceret
af den s®dvanlige metrik i ¢ og R er delrummet af (¢ med un-

derliggende mengde 1R.

SETNING 1.10. Lad (M,d) vare et metrisk rum og lad (M',d) vare
delrummet af M med underliggende me&ngde M' . En delmengde
A' ¢ M' er aben (afsluttet) i (M',d) hvis og kun hvis der fin-

des en &ben (afsluttet) delmeangde A c<c M s& A' =An M .

BEVIS. Idet &bne kugler i (M,d) og (M',d) betegnes K(x,r)
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henholdsvis KMJx,r) bemerker vi fgrst, at der for x € M' og
r > 0 galder |
KM,(x,r) = {y € M' | d(x,y) < r}
={yeM | d(x,y) <r} nM

= K(x,r) N M' .

Antag nu at . A' < M' er &en i (M',d} . S& findes ifglge

Korollar 1.2 et system af abne kugler I%N(X’rx) i (M',dy sa

A' = U KM'(X’rx)
X
og dermed
A' = U(K(x,rx)ﬂM') =M' NUu K(x,rX)
X X
hvoraf A' = M'NA med A = U K(xer) hvor A er 8ben i (M,d) .
X .
Hvis omvendt A' har formen A' = ANM' hvor A er dben i

(M,d) , s& findes til hvert x € A' <A et r_ > 0 s&

K(x,rX) c A
og dermed

Ky (x,r ) = K(x,r ) NM' < AnM' = A",

hvilket viser, at A' er &ben i (M',d}.
Pastanden om afsluttede mangder fas nu p& den sadvanlige mdde

ved betragtning af komplementarmangder. |

EKSEMPEL. Betragt IR med den sadvanlige metrik, og lad (M',6d)
vere delrummet af ‘IR med underliggende mangde M' = 10,17 .
Mzngden ]%,1] er dben i (M",d) fordi ]%,1] = 10,11 n ]%,m[ ,
og mangden ]O,%] er afsluttet i (M',d} fordi ]0,%] =

10,11 n [O,%]. Endvidere er ]0,1] sdvel &ben som afsluttet i

(M',d) (det er "hele" mzngden nemlig altid).

SETNING 1.11. Lad (M,d) vare et fuldstandigt metrisk rum og lad

M' vere en ikke tom delmengde af M . Hvis M' er en afsluttet
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delmengde af (M,d) s& er delrummet (M',d) fuldstandigt.

BEVIS. Vi bemerker fgrst, at en punktfglge (xn) i M' er en
fundamentalfglge i (M',d) hvis og kun hvis den opfattet som en
fplge i M er en fundamentalfglge i (M,d)

Antag at M' er en afsluttet delmzngde af (M,d) og lad (xn)

vere en fundamentalfglge i (M',d) . S& er (xn) en fundamental-
fplge i (M,d) og dermed konvergent i (M,d) . Der findes altsa
X €M s X, X for n » o 1 (M,d) , men af Setﬁingv1.5 fés,
at x € M' og derfor at X, =X for n-»e i M',d) . I

En anden mdde at f& nye metriske rum ud fra gamle bestar i dan-

"nelse af produktrum.
Lad (M1,d1) og (M2,d2) vare metriske rum, og lad M =

M, xM betegne produktmengden. Vi definerer en afbildning

17772
d: MxM - [0,][ wved at satte

d((XT;xz),(y1,y2)) = max{d1(x1,y1),d2(x2,y2)} (+)

for (x1,x2),(y1,y2) € M . Det er umiddelbart at ga efter, at d
opfylder kravene (1) og (2) til en metrik, og for
(x1,x2),(y1,y2),(z1,22) €M finder vi (J = 1,2)
d. (x.,z.) < d. (x.,yv.) + d. . .
J(xj,zj) < J(xj(,yj) J(yj,zj)
5«max{d1(XT,y1),d2(x2,y2)} + max{d1(y1,z1),d2(y2,zz)}

hvoraf
Al(xgr%y)0(24,2,)) =.max{d1(x1,z1),d2(x2,z2)}
hvilket viser trekantsuligheden for d . Dermed er (M,d) altsé

et metrisk rum.
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DEFINITION. Det metriske rum (M,d) hvor M = M1XM2 og d er

defineret ved (+) kaldes produktrummet af de metriske rum (M1,d1)

og (M2,d2) .

EKSEMPEL. Produktrummet af de metriske rum (IR, d) og (IR,d)
hvor d Dbetegner den sadvanlige afstand i 1R, er som man let ser

]R2 forsynet med maksimumsmetriken.

EKSEMPEL. Lad k € {2,3,4,...} . Produktrummet af k=1 forsy-

net med maksimumsmetriken og IR med den sadvanlige metrik er

]£< udstyret med maksimumsmetriken.

Lad nu (M,d) vere produktrummet af de metriske rum (M1,d1)
og (M2,d2) . Idet abne kugler i (M1,d1) og (M2,d2) betegnes
K1(6,-) henholdsvis K2(~,-) ser man, at den abne kugle i (M,d)

med centrum (x1,x2) €M og radius r > 0 er givet ved

K((x1,x2),r) = K1(x1,r)x K2(x2,r) . ()

Der gazlder nemlig for (y1,y2) € M1xM2 at

(Y1:¥,) € K((xg:%,)rx) & d((x,,%,) s (y4r¥,)) <1
® max{d1(x1,y1),d2(x2,y2)} < r
& d1(x1,y1) < Ir A d2(x2,y2) <r
vy, €K, (x,71) Ay, € K, (%,,1)

& (y1,y2) € K1 (X1,r) sz(xz,r) .

Heraf ses, at hvis A1 [ M1 er aben i (M1,d1) og A2 c M2
er ében i (M2,d2) sd er A,]xA2 dben i (M,d) . Lad nemlig
(x1,x2) € AjxA, ©Og 1ry > 0 henholdsvis r, > 0 vare valgt sa
Ky(xq,ry) € By 09 K,(x,,ry) €A, . Med r = min{r1,r2} >0

gaelder sa
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K((x1,x2),r) = K1(x1,r)><K2(x2,r)
S Kqy(xqrrq) xRy (x5,75) = ByxBy
hvilket viser, at A ;xA, er aben.

Af (x) f&s specielt, at en punktfglge (x?,xg) i (M,d)
er konvergent i (M,d) med graznsepunkt (x1,x2) € M hvis og kun
hvis (x?) er konvergent i (M1,d1) med gransepunkt Xy € M1
og (xg) er konvergent i (Mz,dz) med gransepunkt x, € M, .

En punktfglge (X?,Xg) i (M,d) er en fundamentalfgplge hvis
og kun hvis (X?) og (Xg) er fundamentalfglger i (M1,d1) hen-
holdsvis (M2,d2) . Dette fé&s af biimplikationen (m,n € N,

e > 0)
d((x?,x?),(x?,x?)) < €

e d1(x?,x?) < £ A dz(xg,x?) < g .

Ved at kombinere ovenstaende bemarkninger fas:

SETNING 1.12. Hvis. (M1,d1) og (M2,d2) er fuldstendige metri-

ske rum sd er produktrummet (M,d) fuldstaendigt.
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§2. Kontinuerte afbildninger.

Emnet for denne paragraf er begrebet kontinuitet som er et af
analysens vigtigste begreber. Den egenskab ved en afbildning £ af
X ind i Y som vi ¢gnsker at precisere i begrebet kontinuitet, er
at et element x € X som ' "ligger tat" ved et element X € X af-
bildes i et element f(x) som "ligger tat" ved f(xo)'.’ Udtrykket
"ligger t@t" kan gives en pracis betydning, ndr X og Y er metri-

ske rum.

Kontinuitet af en afbildning i et punkt. Lad (X,dX) og (Y,dY)
vere metriske rum. Abne kugler i X og Y betegnes KX(x,r) og

KY(y,r) .

DEFINITION. En afbildning £f: X » Y siges at vare kontinuert i

o

punktet a € X , hvis der til hvert ¢ > 0 findes et &6 > 0 sa
f,(KX(a,é)) c Ky(£(a),e)
hvilket kommer ud p&, at det for alle x € X galder

dX(a,x) <6 = dY(f(a),f(x)) < &

£ (K, (a,6))

Ky (£(a) ,¢)

Betingelsen kan lgst formuleres, at £(x) ligger s& tet ved
f(a) som vi gnsker ndr blot x ligger tilstrazkkeligt tet ved a .

Skrevet med logiske symboler udtrykkes betingelsen saledes:

Ve > 0 36 > 0 Vx € X: dx(x,a) < 6 = dY(f(x),f(a)) < & . (1)
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Hvis afbildningen ikke er kontinuert i punktet a , siges den

at vare diskontinuert i a .

Kontinuitet kan ogsd udtrykkes ved hjzlp af begrebet konvergent

punktfglge.

SETNING 2.1. Afbildningen £f: X -» Y er kontinuert i punktet a € X,

hvis og kun hvis det for enhver punktfglge (xn) i X galder, at
hvis (xn) er konvergent med graznsepunkt a ,” sd er fglgen (f(xn))

af billedpunkter konvergent med gransepunkt £f(a) .

BEVIS. Vi antager fgrst at f er kontinuert i a og at X, 2 a

for n »> o . Til ethvert ¢ > 0 findes, da £f er kontinuert i a ,

et &6 >0, sid at dY(f(x),f(a)) < ¢, for alle x € X som opfyl-

der . dX(x,a) < 6 . Til dette 6 findes, da X, > a for n -» o ,
et N € N, s& at dX(xn,a) < 8 for alle n > N . Fg¢glgelig galder
dY(f(xn),f(a)) < ¢ for alle n >N . Altsad galder f(xn) -» f(a)

for n -» o .
Antag dernast, at £ ikke er kontinuert i a . Dette betyder.
(negation df (1)), at der findes et ¢ > 0 , sdledes at der for

ethvert 6 > 0 findes et x € X med

dX(x,a).< 6 og dY(f(x),f(a)) > €

Svarende til & = 1,%,%,... valges punkterne x1;x2,x3,... i hen-

hold hertil. Herved f&s en punktfglge (xn) i X , for hvilken der

for ethvert n € W gealder

dg(x ,a) <% og A, (£(x)E(a)) > ¢ -

n
Fplgen (xn) konvergerer altsd mod a , medens fglgen (f(xn))
af billedpunkter ikke konvergerer mod f(a) . |
EKSEMPEL. Enhver konstant afbildning f: X -> Y (9: £(x) = £(x")

for alle x,x' € X) er kontinuert i ethvert punkt af X .
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EKSEMPEL. Lad (M,d) vere det diskrete metriske rum med underlig-
gende me&ngde M og lad (Y,dY) vere et vilkarligt metrisk rum.
Enhver afbildning £f: M - Y er kontinuert i ethvert punkt af M .
Lad nemlig a € M og ¢ > 0 vare givet. For 6 < 1 galder sa

KM(a,é) = {a} og dermed

f(K,(a,6)) = {f(a)} = Ky (f(a),e) .

Hvis (X,dX) og (Y,dY) er metriske rum og X' er en delmengde
af X , siges en afbildning f: X' - Y at vere kontinuert i punk-
tet a € X', hvis f , betragtet som afbildning af delrummet X'

ind i Y , er kontinuert i punktet a .

EKSEMPEL. Idet IRZ udstyres med maksimumsmetriken og 1R med

den sadvanlige metrik betragter vi afbildningen £f: ]R2 -» IR givet ved

2
2EY for (x,y) # (0,0)

+
£(x,y) ={ 7Y
0 for  (x,y) = (0,0) .
Der galder
f(x,0) =0 for alle x ,
£(0,y) =0 for alle vy ,
©9g _ 24X
f(x,ax) = for alle x
2. 2 !
X +a
for ethvert o # 0 . Heraf ses, at restriktionen af f til enhver
ret linie gennem (0,0) er kontinuert i (0,0) . Dette er klart

for de to aksers vedkommende, og for linien y = oax med o #%# 0 ses
lal

dette pad fplgende mdde: Til et givet ¢ > 0 kan & = — € benyt-
tes, thi hvis max{Ixl|,Ilyl} < ;%lagalder specielt [|x]| < l%la\og der-
med

| £f(x,ax)-£(0,0)| = lxéjz2|;5|2%§|==l§llxl < T%T l%le =& .

Imidlertid gelder der
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£(x,x°) = 1 for alle x # 0 ,

hvoraf ses, at afbildningen f:]R2 -» IR ikke er kontinuert i punk-

tet (0,0). .Punktf¢lgen' (%,;L> i ]R2 er konvergent med granse-

2
n
punkt (0,0) medens f¢glgen af billedpunkter (f(%sz)> er talfglgen
: n

(1,1,1,...) som ikke konvergerer mod £(0,0) = 0 .

Kontinuerte afbildninger. Lad (X,dX) Nele) (Y,dY) vere metriske rum.

DEFINITION. En afbildning £f: X - Y siges at vare kontinuert, hvis
den er kontinuert i ethvert punkt a € X .

Hvis afbildningen ikke er kontinuert, siges den at vare diskon-
tinuert. En afbildning er altsd diskontinuert, hvis den er diskon-

tinuert i mindst et punkt.

SETNING 2.2. En afbildning £f: X » Y er kontinuert, hvis og kun
-1

hvis originalmengden £ " (G) af enhver &ben delmengde G af Y er

en dben delmangde af X .

BEVIS. (1) Antag, at £f er kontinuert, og lad G vare en aben del-

1

mengde af Y . For ethvert punkt a € f '(G) galder f(a) € G .

Da G er 8ben, findes et s'> 0 , s& at KY(f(a),e) cG . Da f£
er kontinuert i a , findes et &6 > 0 , sa at f(ky(a,s6)) <
K (f(a),e) . Felgelig gelder Ry(a,8) ¢ f—1(G) .  Mangden f_1(G)

er altsd &ben.

1(G) .er aben for enhver &aben delmengde G af

(2) Antag, at £
Y . For ethvert punkt a € X og ethvert ¢ > 0 galder da, at
f_1(KY(f(a),a)) er 8ben. Der findes altsd et &6 > 0 s& at
Ke(a,8) c £ ' (Ky(£(a),e)) . Folgelig er £(Ky(a,8)) < Ky (£(a),c) .
Altsd er f kontinuert i punktet a . |
EKSEMPEL. Idet enhver delmazngde af et diskret metrisk rum (M,d)
er aben f¢l§er det at en vilké&rlig afbildning af M ind i et vil-

kdrligt metrisk rum (Y,dY) er kontinuert.
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EKSEMPEL. Lad 1R vare forsynet med sin sadvanlige metrik. Afbild-
ningen f: IR » IR givet ved
0 hvis x € @ ,
f(x) = {
1 hvis x € IR\Q,

som kaldes Dirichlet's funktion, er diskontinuert i alle punkter.

KOROLLAR 2.3. En afbildning £f: X » Y er kontinuert, hvis og kun

-1

hvis originalmengden £ " (F) af enhver afsluttet delmengde F af

Y er en afsluttet delmengde af X

BEVIS. (1) Antag, at f er kontinuert, og lad F vare en afsluttet

delmengde af Y . Da er G = YNF &ben og fglgelig £ 1) aben.

Men £ V(F) = X~f 1(G) . Altsd er £ V(F) afsluttet.

1

(2) Antag, at f '(F) er afsluttet for enhver afsluttet delmangde

F af Y . For enhver adben delmangde G af Y er F = ¥Y~G afslut-

-1 1

tet og f@plgelig f—1(F) afsluttet. Men £ '(G) = X~f '(F) . Altsa

-1

er f£ "(G) aben. Fglgelig er £ kontinuert. |

EKSEMPEL. Idet ZRZ udstyres med maksimumsmetriken og 1R med den
sadvanlige afstand betragtes afbildningen f:IR2 -» IR - givet ved

f(x,y) = x2+y2 for (x,y) € ]RZ.

Afbildningen f er kontinuert i alle punkter (a,b) E:RZ. Lad nem-
lig ¢ > 0 vare givet. Vi skal finde et 6 > 0 sa det for punkter

(x,y) € 1R2 med |x-al < & og |y-b|] < & galder at

1£(x,y)-£(a,b) | = | (x24y%)-(a%+b%) | < ¢
= ode 1 41
Nu gaelder for x € R med |[x-al < mln{2 2|al+1'1] at
1x%-a?| = Ix-allx+al < Ix-al(lx-al+2]al)
<& - (1+21a1) = £
2 2lal+1 2 !
og tilsvarende for y € R med |y-bl| < min‘[E S — 11 at
12 21bl+1"

ly2-b2| <

N|em
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Med 6 = min{% 2|;|+1, % 2IJI+1’1} gelder s& at hvis Ix-al < 6

og I|ly-bl < &, s& har ' vi

+ == ¢

I£(x,y)-£(a,b) | = | (x%=a%)+(y*-b2)| < £

Njm

Benyttes istedet kriteriet fra Setning 2.1 fas fglgende bevis.

Lad (xn,yn) vare en konvergent punktfglge i ZRZ med gransepunkt
(a,b) . Fg¢lgen af billedpunkter (f(xn,yn)) er simpelthen talfgl-
gen (xi+y§) som er konvergent med gransevardi a2+b2 = f(a,b)
hvilket viser at f .er kontinuert i (a,b) . Et bevis ved hjalp af
Setning 2.2 kan f.eks. se sdledes ud: Lad I = Jua,B[ vare et &bent
interval. Originalmengden f_1(I) beregnes til

£ (1)

Il

{(x,y) € IR2 | a < X2+Y2 < B}
K (0,VB) ~K'(0,Vax) ,

hvor K og K' Dbetegner &bne henholdsvis afsluttede kugler i den

euklidiske metrik pa ZR?, og mengden f—1(I) er fplgelig &ben i

IR2 (med maksimumsmetriken). En vilkarlig &ben mangde G < IR er

foreningsmangde

G= U I.
jeg

af &bne intervaller, og dermed galder at

£l = v £
J€J ]
er aben.
KOROLLAR 2.4. Hvis (X,dx) ’ (Y,dY) ' (Z,dZ) “er metriske rum og

f: X » Y o0og g: Y » Z er kontinuerte, er den sammensatte afbild-

ning gof: X » Z 1ligeledes kontinuert.

1 -1

BEVIS. For enhver delmengde C af % er (gof) 1(C) = £ 1(g"1(C)) .

Hvis C er aben, er g—1(C) aben og fglgelig f-1(g-1(c)) aben. |

Derimod vil den omvendte: afbildning til en bijektiv kontinuert

afbildning i almindelighed ikke vare kontinuert.
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EKSEMPEL. Betragt IR med den sadvanlige metrik og lad X og Y
vere mangderne [0,1[ U [2,3] og [0,2] opfattet som delrum af IR .

Lad f: X - Y vere den ved

1 ‘///? f(x) =

s r L
* v

1
bestemte afbildning. Da er f kontinuert og bijektiv, men f—1 er

JX for x € [0,1]

lx-1 for x € [2,3]

5
7

diskontinuert i punktet 1

Lipschitz afbildninger. Isometri. Homeomorfi. En afbildning

f: X » Y af det metriske rum (X,dX) ind i det metriske rum

(Y,dY) kaldes en Lipschitz afbildning med konstant C > 0 , hvis

der for alle Xy 09 X%, i X gzlder
dy (£(x)  £(x5)) 2 C dy(x,,%,)

Hvis C =1 kaldes £f afstandsformindskende. Disse afbildninger

er ¢jensynligt kontinuerte (til € > 0 kan &6 = % benyttes) . Af-
bildningen kaldes en isometri, hvis den er bijektiv, og der for wvil-

kdrlige punkter X, 09 X, i X galder
dy (£(xq) 1 £(x,5)) = dX(x1,x2)

Afbildningen kaldes en homeomorfi, hvis den er bijektiv og sével £
som f_1 er kontinuert. En isometri er en homeomorfi, medens det om-

vendte i almindelighed ikke galder.

Kontinuitet i delrum og produktrum. Lad (X,dX) vere et metrisk

rum og. X' en ikke tom delmangde af X .  Inklusionsafbildningen

j: X' » X givet ved

j(x') = x' for x' € X',

er kontinuert opfattet som afbildning af delrummet (X',dX) ind i
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(X,dX) . Lad nemlig G < X vare en aben delmaengde af (X,dX) . Sa
gelder j_1(G) = X'NG som ifglge Setning 1.10 er &ben i (X',dX) .
(Man kunne ogsa blot bemzrke at Jj er afstandsformindskende.) Heraf

fas at hvis f: X » Y .er en kontinuert afbildning af (X,dX) ind i

det metriske rum (Y,dY) sa er restriktionen le, af £ til X

kontinuert af (X',dX) ind i (Y,dY) thi le, = foj og pastanden

fplger af Korollar 2.4

Er f: X > Y en afbildning, og Y' en delmengde af Y , der

indeholder £f(X) , defineres ved %(x) = f(x) for x € X en af-
bildning f af X ind i delrummet Y' . For enhver delmengde B
af Y gealder %—1(BnY') = £V (B) . Heraf fglger, at £ er konti-

nuert, hvis og kun hvis £f er kontinuert.
Lad . (M,d) betegne produktrummet af de metriske rum (M1,d1)

og (Mz,dz) (se p. II.25), og betragt de to koordinatafbildninger

eller projektioner Myt M - M1 og m,: M - M, givet ved

ﬂ1((X1,X2)) = X4 n2((x1,x2)) = x, for (x1,x2) EM .
Disse afbildninger er afstandsformindskende og dermed kontinuerte,
thi for (x1,x2),(y1,y2) € M galder
dj(nj((x1,X2)),nj((y1,y2))) = dj (xj,yj)
1 _
< max{ay (xg,34) ,d, (5070 b = @ %5), (3,75)
for 3 =1,2 .
Lad nu (X,dX) vere et metrisk rum. En afbildning f: X - M ,
hvor. (M,d) er produktrummet af (M1,d1) og (Mz,dz) giver anled-
ning til et par af afbildninger f1: X - M1 og f2: X > M2 givet

ved
(f1(X),f2(X)) = f(x) for x € X

Der gzlder simpelthen fj = njof for 3 =1,2 , og f1 henholds-

vis f2 kaldes fgrste og anden koordinatafbildning for £ . Omvendt
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giver hvert par af afbildninger f1: X - M1 og f2: X - M2 anled-

ning til en afbildning f: X » M defineret ved
f(x) = (f1(x),f2(x)) for x € X ,

og der dgzlder fj = njof_ for j =1,2 .
Med disse betegnelser galder, at £f: X -» M. er kontinuert hvis
og kun hvis f1: X - M1 og f2: X = M2 begge er kontinuerte. Hvis

nemlig £ er kontinuert er de sammensatte afbildninger fj = njof ’

1

J 1,2 , begge kontinuerte. Antag nu omvendt, at f1 og f2 begge

er kontinuerte, og lad a € X og & > 0 vare givet. Sa findes
£,(Rg(a,8,)) € Ky (£,(a),¢)

fz(Kx(aléz)) < Kz(fz(a)IS) .
Med 6 = min{61,62} har vi s&
f(Kg(a,8)) < K (£ (a),e) xR, (£,(a) ,8) = K(f(a),e) . I

Lad nu ¢: M » Y vare en afbildning af produktrummet (M,d) af
(M1,d1) og (Mz,dz) ind i det metriske rum (Y,dY) , og lad
(a1,a2) €M . At ¢ er kontinuert i punktet. (a1,a2) kommer ud pa,

"at der til hvert € > 0 findes et &6 > 0 s&
dY(@(a1,a2),w($1,x2)) < €
for alle (x1,x2) € M som opfylder

d((a1,a2),(x1,x2)) = max{d1(a1,x1),d2(a2,x2)} < & .

Kontinuitet af regneoperationerne. Addition, subtraktion og multi-

plikation af komplekse tal giver anledning til afbildningerne af

¢2 ind i ¢ defineret ved
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®1(x1,x2) = x,|+x2 '
@2(x1,x2) = X47X, for (x1,x2) € ¢2
(-03(X1IX2) = X1X2 ’

Tilsvarende giver division af komplekse tal anledning til en afbild-

ning af ¢x(C~{0}) ind i ¢ , nemlig

@4(x1,x2) = EE for (x1,x2) € Cx(¢~{0}) .
Disse afbildninger er kontinuerte. Mere pracist: Udstyres (¢ med
den sadvanlige metrik og ¢~{0} med den inducerede metrik samt ¢2

og C€x{¢~{0}) som produktrummene af ¢ og ¢ henholdsvis ¢ og

¢~{0} har wvi:

SETNING 2.5. Afbildningerne ©qr 0y, 03: ¢2 - ¢ og ©, ¢ Cx (¢~{0}) - ¢

er kontinuerte.

BEVIS. Lad (a1,a2) € ¢2 . For (x1,x2) € ¢2 har vi da
|®1(X1,X2)—$1(a1,a2)| = I(x1+x2)—(a1+a2)l'§ lx1-a1}+1x2ea2l
og
oy (24,%,) -0, (ag,a,5) | = 1 (x4=%;5) - (ag=a,) | < Ix -a l+ix,-a, 1,

hvilket viser pastanden om ®q ©O9 @, . thi for givet € > 0 har
vi, at hvis

d((x1,x2),(a1,a2)) = max{lx1—a1l,lx2—a2|} < % ,

sd er

oy (x4,x5) -0 (ag,a5) | < & 09 10,(x4,%))-0,(ay,a))|< & -
Videre har vi for (x1,x2) € ¢2 at
log (xqrx5) =03 (agsay) | = Ixgxymagay | = 1xxy=xay+x48,7a43, |
< Ix1| lx2-a2| + |a2| Ix1—a1l.

Summen her er lille nar Ix1—a1l og Ixz-azl begge er sma, idet
faktoren Ix1l i fgrste led da er tet ved Ia1l . Mere pracist:.

Lad ¢ > 0 veare givet og sat
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. £ e ,
6 = mln{2(1+Ia1l) ! 2(1+la2I) ! 1]
For (x1,x2) € ¢2 opfyldende
d((X1IX2)I(a1Ia2)) = max{lx1"a1lrlxz-a2l} < 6

gazlder specielt lx1l < Ix1—a1l+la1l < 1+la1l , og derfor

Iw3(x1,x2)-w3(a1,a2)l

1A

(1+la1l)lx2-a2I + Iazl Ix1-a1l

&
2(1+Ia1|)

3

| 2(1+Ia21)

< (1+Ia1l) + la < & ,

2,
hvilket viser pastanden om ®3 -

Lad nu (a1,a2L(x1,x2) € Cx(¢~{0}) . Vi finder

X a X a,—X,a
1 1 172 7271
lo, (x,,%,)-0,(a,,a,) | = I—— - ——| s —
471772 471772 X, a, a X,
='——J———|(X —a;+ta,)a,- (x,~a,*a,)a,l = ——j———l(x -a,)a,-(x,-a,)a,l
la,x, | 1 71717792 2 727727 la,x, | 1 71772 2 72771
272 272
< ——J———(IX -a,lla,l+ix,—a,lla,l)
= la,x,| 1 71 2 2 72 1
272
Denne stgrrelse er lille nér lx1-a1l og lxz-azl begge er sma,
idet faktoren S — da er tet ved Mere pracist: Lad
la2x2| la I2
€ > 0 vere givet. Satter vi 2
2
4(1+Ia1|) 4 =20 2

finder vi for (x4,x,) € ¢x (¢~{0}) , at hvis
max{lx1—a1I,IX2—a2|} < 6

sa gelder (fordi lay | < Ta,=x, 1+1x, 1)

Ix,1 > layl1-6 > layl ——— = 3la,l
og derfor
: 1
- ( . —_——
Loy (x40%5) -0, (a4,25) 1 < Iazl%|a2|(|a2'6+'a1'5)
la, |
2 2 ¢ 2
< s(ayl” g+ TIT%‘T'azl D <

la, | 1

og dermed er ©, kontinuert. |
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BEMEARKNING. Kontinuiteten af @, kan fas ud fra additionens konti-
nuitet ved simpelthen at bemarke at afbildningen af ¢ ind i ¢
givet ved y v» -y 1let indses at vare kontinuert og videre at

(x,v) » (x,-y) af. ¢2A ind i ¢2 er kontinuert. Dermed er (x,y) &
mz(x,y) = m1(x,—y) kontinuert. Tilsvarende, og her er der maske tale
om en lettelse, kan kontinuiteten af ®y fds ud fra multiplikatio-
nens kontinuitet ved at bemzrke at afbildningen y - % af ¢~{0}

ind i ¢~{0} indses at vare kontinuert og derfor er (x,y) v (x,%)
af ¢€x(¢~{0}) ind i ¢x(¢~{0}) kontinuert. Dermed er (X,y) b

m4(x,y) = ¢3(x,%) kontinuert.

Idet regneoperationerne for reelle tal kan opfattes som de kom-
plekse regneoperationers restriktioner til IRxIR (henholdsvis
IRx(IR~{0})) , og de respektive afstandsbegreber i Cz henholdsvis
¢x (¢~{0})  inducerer maksimumsmetriken i IRZ og delrumsmetriken

fra IR2 pa Rx(IR~{0}) £f&s fplgende:

SETNING 2.6. Afbildningerne af R° ind i R:

(x1,x2) b XX, (x1,x2) B X.mXy (x1,x2) B XXy
er kontinuerte néar IRZ forsynes med maksimumsmetriken og 1R med
den sadvanlige afstand, og afbildningen af IRx(IRN{0}) ind i IR:
(X1,X2) P ;i er kontinuert ndr IRx(IR~{0}) forsynes med delrums-
metriken fra :Rz udstyret med maksimumsmetriken og 1R er forsy-

net med den sadvanlige metrik.

SETNING 2.7. De ved x b |x| bestemte afbildninger af TR ind i
IR eller ¢ ind i TR er kontinuerte, og den ved 2z b z (kompleks
konjugering) bestemte afbildning afi ‘¢ ind i ¢ er en isometri

(og dermed kontinuert).

BEVIS. Ifglge den for x,y € R eller x,y € ¢ galdende ulighed

lxl-lyll< Ix-yl er afbildningerne x b Ix| afstandsformindskende.
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For z,w € ¢ har vi
lz=wl = lz-wl

hvilket, da z p Z er bijektiv, viser at z b E er en isometri. |

Benyttes karakteriseringen af kontinuitet ved konvergente punkt-
fplger (cf.Setning 2.1), og det faktum, at en punktfglge. ((xn,yn))
i :Rz eller ¢2 er konvergent med gransepunktet (x,y) , hvis
og kun hvis talfglgen (xn) er konvergent med grensevardien x o0g
talfplgen (yn) er konvergent med greansevaerdien y , ser vi, at

kontinuiteten af regneoperationerne er ensbetydende med fglgende sat-

ning om regning med konvergente talfglger:

Hvis de reelle eller komplekse talfglger (xn) og (yn) er
konvergente med gransevardierne x og y , er talfglgerne (xn+yn),
(xn-yn) ’ (xnyn) konvergente med gransevardierne x+y , X~y , Xy .

X

Hvis y og hvert Yy, er # 0 , er talfglgen (§E> konvergent med
n

. X
grensevaerdien § .

Vi ser endvidere:

Hvis den reelle eller komplekse talfglge (xn) er konvergent
med gransevaerdien x , er talfglgen ([xnl) konvergent med grense-

verdien |x]| .

Kontinuerte reelle og komplekse funktioner. Idet (X,d) betegner

et metrisk rum, kaldes en kontinuert afbildning f: X - IR eller

f: X » ¢ en kontinuert reel eller kompleks funktion pa X . Mangden

af kontinuerte reelle funktioner pd X betegnes CO(X,EU .0g ma&ng-
den af kontinuerte komplekse funktioner CO(X,C) . Hvis det af sam-
menhe&ngen fremgdr, hvilket af de to tilfazlde talen er om, benyttes
ogsd den kortere betegnelse CO(X) . Idet R c ¢ galder, at

CO(X,EU er en delmangde af CO(X,¢) .
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Vi skal nu se,at en rakke operationer med kontinuerte funktioner

pd X fgrer til kontinuerte funktioner. Lad £,g,h € CO(X,¢) og

A€ €, og antag at h(x) *+ 0 for x € X . Ved fastsattelserne
(f+9) (x) = £(x)+g(x) , (punktvis addition)
(Af) (x) = Af(x) , (punktvis skalarmultiplikation)
(fg9) (x) = £(x)g(x) , (punktvis multiplikation)
(%)(x) = H%§7 ’ (punktvis reciprok)
(£) (x) =Tx® , (punktvis kompleks konjugering)
L£1 (%) = lf(x)I , (numerisk verdi)
(Re f) (x) = Re f(x) , (realdel)
(Im £f) (x) = Im £(x) , (imaginardel)
1

defineres funktioner f+g , Af , fg , ;. f af X indi ¢ og
funktioner I|fl , Re £, Imf af X ind i IR.
Bemerk at

f(x) = Re £(x)+i Im £(x) for x € X .

Hvis £,g,h € CO(X,EU og X € R si& har funktionerne f+g , Af ,

fg og % reelle vardier. Derudover defineres ved

min{f (x),g(x)}

(fAg) (%)

(fvg) (x) max{f (x),g9(x)}

Il

funktioner fAg , fvg af X ind i 1R . Der galder
(fAg) (x)+ (fvg) (x) = £(x)+g(x) for x € X .

Disse fastsattelser har naturligvis mening for vilkarlige komplekse
(henh. reelle) funktioner pd X (kontinuerte eller ej), men vi skal
nu se at operationerne anvendt pa kontinuerte funktioner giver kon-

tinuerte funktioner.

SETNING 2.8. Mangden CO(X,¢) er, udstyret med punktvis addition

og skalarmultiplikation, et vektorrum over ¢ , og hvis
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f,g,h € CO(X,¢) med h(x) *# 0 for alle x € X , s& galder
£g,E4 € ®x,0) . For £e c®(x,¢) galder |
[f1,Re £,Im £ € CO(X,IU .

Mazngden CO(X,IM er, udstyret med punktvis addition og skalar-
multiplikation, et vektorrum over 1R, og hvis £f,g,h € CO(X,IU
med h(x) *# 0 for alle x € X sa& galder

fg p%,lfl,ng,fvg € CO(X,IU .
BEVIS. Idet afbildningerne af X ind:i ,¢2 givet ved
xp (£(x),9(x)) og xm (X £f(x))

for f,g € CO(X,¢) og X € € er kontinuerte, f&s at funktionerne
f+g og Af tilhgrer CO(X,¢) ved hjelp af regneoperationernes kon-
tinuitet og Korollar 2.4. At CO(X,¢) er et vektorrum over ¢ £f¢l-

ger sa ved hjalp af regnereglerne i ¢ . P& analog mdde fds at

fg , £ og % er kontinuerte. F.eks. er x b f(x) sammensatningen

af de kontinuerte afbildninger

xp £(x) og zepiz .

De reelle funktioner |fl , Re £ og Im f er kontinuerte fordi

z » |z| er kontinuert og idet

F(X) og Imf(x) = obf(x) -LE(x) .

Re f(x) = % £(x) +

PN

Tilfeldet CO(X,IUA gar analogt; idet fvg og £fag kan skrives

(Fvg) (x) = 3(£(x)+g (x)) 51 (x)-g (x) |

Il

(£9) (1) = T(£(0)+g(x))-T1£(x)-g(x) |

féds at ogsa fag ., fvg er kontinuerte. For reelle tal o, galder

nemlig

max{a,B} = %-(MB) + %Ia-BI
1
2

min{a,p} = w(atp) - wla-pl . I
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EKSEMPEL. Ethvert komplekst polynomium, altsd en funktion

p: ¢ » ¢ af formen

n .
p(z) = % a.zd , z € ¢

hvor agraqs--.,a, € ¢ og n€ N, er kontinuert. Det er nemlig
klart at afbildningen 2z b z af ¢ ind i ¢ er kontinuert. Ved

induktion ses sa, at afbildningen =z b zJ af ¢ ind i ¢ er konti-

nuert for alle j € N, og pastanden fglger herefter af Satning 2.8.

EKSEMPEL. Afbildningen Xx & % af ]0,o[ ind i ]0,«[ er kontinuert.

EKSEMPEL. At afbildningen (x,y) » x2+y2 (cf. p. IL.32) er kontinuert

kan nu indses pa fglgende méde: Alle afbildningerne

(x,y) P x, xb (x,x) , (x,8) b x?

er kontinuerte, og derfor er (x,y) » x2 kontinuert; tilsvarende er

(x,y) P y2 kontinuert, og dermed er (x,y) P x2+y2 kontinuert.

Afstand fra et punkt til en mengde. Betegner A en ikke tom delmeng-

de af et metrisk rum (X,d) defineres ved
X b @(x) = d(x,A) = inf{d(x,y) | v € A}

en reel, ikke negativ funktion pd X . For et vilkdrligt x € X

kaldes d(x,A) afstanden fra punktet x +til mangden A . Det bgr

ikke give anledning til misforstdelse, at vi ogsd betegner denne
afstand med d .
Det er klart at

A = {x € X | d(x,A) = 0} ,
og hvis A c X er afsluttet gazlder
{x € X | d(x,A) = 0} = A .

Hvis nemlig x € X opfylder d(x,A) = 0 s& findes for hvert n € W

et X, € A sé d(X,Xn) < % , 0g punktfglgen (xn) er konvergent
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med grensepunkt x som, da A  er afsluttet; tilhgrer A .
Afbildningen ¢: X » IR er afstandsformindskende og derfor kon-
tinuert. For vilkarlige punkter X4 1%, € X og et vilkérligt punkt

¥y € A har vi nemlig
d(X,] .9 =< d(X1,Y) 5 d(X1IX2) + d(ley) ’

hvoraf fglger
d(x4,RA) < d(x4,x,) + d(x,,R) ,
altséa

d(x4,A) - d(x,,A) < d(x1,x2)
Lader vi Xy 09 X, bytte roller, far vi herved
lo(x)-0(x,) | = ld(xy,8)-d(x,,A) | < d(x,,x,) .

EKSEMPEL. For X = IR - med den sadvanlige afstand finder vi

x-1 for x > 1,

dx,[0,1]1) = 0 for x € [0,1] ,
-X for x < 0 ,
jele)
d(x,{0,1}) = min{Ix-11,1I1xI} .

SETNING 2.9. Til ethvert par F,],F2 af disjunkte, ikke tomme, af-

sluttede delmazngder af det metriske rum (X,d) findes disjunkte

abne mangder G,],G2 , Ss& at F1 c G1 og F, c G2
BEVIS. Lad m1(x) = d(x,F1) og mz(x) = d(x,Fz) . Vi betragter
mengderne

Gy = {x €X 1 9(x) <0(x)} 4 Gy = {x € X | @ (%) > 9, (X)}

som ¢jensynligt er disjunkte, og de er abne, idet de er original-
mengderne af J]-«,0[f og ]0,o[ ved den kontinuerte afbildning
©4=0,: X » IR. Hvis x € F1 ; galder m1(x) =0 og mz(x) > 0 .

Altsd har vi F Hvis x € Fy s gaelder mz(x) =0 og

1 1
w1(x) > 0 . Altsd har vi Fyoe Gy - 1

cG
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Graenseverdier for funktioner pd et interval. Lad f: A » ¢ vare

en kompleks funktion defineret pad en mengde A < IR som.indeholder

et punkteret interval omkring X0 € R, 9: en mengde af formen

]a,xo[ U]xo,b[ med a < Xy < b .

DEFINITION. Funktionen £ siges at have gransevardien 2 € ¢
for x gdende mod X (x € A) , hvis Qer til hvert ¢ > 0 findes
et 6 >0 sé&

[f(x)—zof‘<‘s forralle x € (]x0-65x0+6[nA)~\{x0} .
Det er let at se, at £ hg¢gjst har én granseverdi for x géende
mod Xy - At f har grensevardien Zg for x gdende mod Xg 1
er ensbetydende med at funktionen £ AlJ{XO} - ¢ givet ved

Fx) = { 0 0
f(x) for =x € A\{XO}

for x = x

er kontinuert i punktet Xq r ©O9 vi skriver i sa fald

zZ, = .. lim f (x) .
X=X

x€A~{x,}
Det er ikke forudsat, at. f er defineret i punktet Xg r ©9 hvis
f er defineret i X, er verdien f(xo) uden betydning for eksi-
stensen af en graensevaerdi af f for x g&ende mod Xy -
Lad f: A » ¢ vare en kompleks funktion defineret pa en mangde

A c R som indeholder et interval af formen Ja,b[ med a < b .

DEFINITION. Funktionen £ siges at have gransevardien 2 € C

for x gaende mod a fra hgjre (x € A) , hvis der til hvert

€ >0 findes et &6 > 0 sé
[f(x)—zo[ < ¢ for alle x € la,a+é6[ nA .

Det ses let, at f h¢jst har &n granseverdi for x gdende mod a

fra hg¢jre, og at £ har gransevardien 1z, for x gdende mod a
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fra hpjre netop hvis funktionen £f: [a,b[ -» ¢ givet ved

- f(x) for x € Ja,bl
f(x) = {
Zg for x =a o
er kontinuert i punktet a . I s& fald skriver vi
zg = lim £(x) = lim f£(x) = f(a+0) .
X-a +
X-a
x>a

Tilsvarende defineres gransevaerdi af f for x gédende mod b fra

venstre, som betegnes (hvis den eksisterer)

lim £(x) = 1lim f(x) = £(b-0) .
X-b -
x<b

X-b -
Som.ovenfor galder, at en eventuel vaerdi af £ i a (eller b) er
uden betydning for eksistensen af granseverdi i a - (henholdsvis b) .
Endvidere ses, at en funktion f: A - ¢ defineret pad et punkte-
ret interval omkring X0 har gransevardien z for x gaende mod
Xg 1 hvis og kun hvis f har grenseverdier fra hgjre og venstre i
Xy ©Og |
f(x0+0) = f(xO-O) =z, -
EKSEMPEL. Funktionen f£f: IRR~N{0}->IR givet ved

£(x) = 2% for x € R{0},

har grensevardien 1 for x gdende mod 0. Vi har nemlig for

X € ]O,g[ uligheden (tegning)

sin.x < X < 'tan X

hvoraf
sin X tan X sin x 1
—_— < 1 < = ’
X X X cos X
eller
0 <1 - sin x < 1-cos x _sin X 1-cos x
X cos X X cos X

Idet x p cos x er kontinuert og cos 0 =1 findes til givet

e >0 et 56]0,12‘-[ s&

1-cos X
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hvilket viser at f(0+) = 1 . P& analog madde ses at £(07) = 1.. I
For funktioner defineret pd halvlinier tales p& analog made om
grenseverdi for x - 2o . For eksempel siger vi at f: Ja,o[ -» ¢

har graznsevaerdien Z € ¢ for x » o, hvis der til hvert ¢ > 0

findes et tal b > a sa
X € lb,eo[ = If(x)—zol < g .

For reelle eller udvidet reelle funktioner kan ogsd tales om granse-

verdien +w (-o) for x. gdende mod a € IR (fra hgjre, eller fra
venstre) eller for x - #o . For eksempel siges £f: J]a,b[ » IR at

have gransevardien +« for x gdende mod a fra hgjre hvis der

til hvert o € R findes et & > 0 &
x € Ja,até[ nla,b[ = £f(x) > a .

EKSEMPEL. Funktionen x » TI%§T (x € IR) = har grensevardien 1 for
X » o 0og funktionen x p % (x > 0) har gr&nsevardién o for

x - 0 fra hgjre.

Monotone funktioner. En funktion f: A - IR*¥ defineret pa et interval

A i IR* kaldes monoton hvis den er monotont voksende (d.v.s. for
X,y € A galder: x <y = f(x) < f(y)) -eller monotont aftagende
(d.v.s. for x,y € A galder x <y = f£(x) > £(y)) .

Lad nu A = la,b[ vare et begranset eller ubegraznset abent in-
terval i TR og lad f: A » IR vare monotont voksende. S& galder:
. for ethvert X €v[a,b[ har f en granseverdi f(x0+0) GTE@‘ for
X - X fra hgjre, og

f(x0+0) = inf{f(x) | X €E A A X > XO} .
Thi betegnes dette infimum med B galder for ethvert p' > B at
der findes x' € A , x' > X, sa f(x') < B' og for alle
X € ]xo,x'[ gaelder sa |

B < £(x) < B' .
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Analogt galder: For ethvert X € la,b] har £ en grensevardi
f(xO—O) fra venstre i X som er lig med sup{f(x) | X €A & x«gxo} .
For ethvert x, € A galder dbenbart f(xy-0) < f£(x4) < £(xy+0)

" og f er kontinuert i X0 hvis og kun hvis f(xO—O) = f(xo) =
f(x0+0) . Hvis £ er diskontinuert i X vil £ ikke antage nogen
vaerdi i iﬁtervallet ]f(xO—O),f(xo+0)[ undtagen vardien f(xo), sé&-
fremt denne ikke netop er lig med f(xo—O) eller f(x0+0) .

Hvis f er defineret i a galder f(a) < f(at0) , og £ er
kontinuert i a , hwis og kun hvis £f(a) = f(a+0) . Hvis £ er
diskontinuert i a , -vil f ikke antage nogen vardi i intervallet
1f(a),£f(a+0)[ . Hvis f er defineret i b , galder £f(b-0) < £(b) ,
og f er kontinuert i b , hvis og kun hvis £(b-0) = £(b) . Hvis
f er diskontinuert i b , wvil £ ikke antage nogen vardi i inter-
vallet 1£f(b-0),£f(b)I[

For en monotont aftagende funktion f: A - E{} gelder naﬁurligvis

tilsvarende resultater.

Kontinuitet i talrummene. Lad (X,dX) vere et metrisk rum. Idet
maksimumsmetriken d°° pa ]fq (k € NIN) og den euklidiske metrik
d2 pa Egi opfylder uligheden (cf. II.21)

d (x,y) < d,(x,y) < Vk d_(x,y) for x,y € r*,

gelder, at en afbildning f: X - ]¥< er kontinuert i x € X , som
afbildning ind i CRk,qw) hvis og kun hvis f er kontinuert i x
som afbildning ind i CRk,dz). Tilsvarende er en afbildning

g: A »> X, hvor Ac Igi, kontinuert i et punkt a € A nar A op—
fattes som delrum af ka,qw) hvis og kun hvis g er kontinuert

i a ndar A opfattes som delrum af CRk,dz). I praksis vil vi

dog oftest arbejde med d°° da den er lettest at vurdere. Med mindre
andet eksplicit anfgres,..betyder kontinuitet af en afbildning "til"

eller "fra" et talrum, kontinuitet mht. qm (eller d2) .
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§3. Uniform kontinuitet.

Til mange formal har vi brug for en skarpelse af begrebet konti-

nuert afbildning, nemlig begrebet uniformt kontinuert afbildning.

Definition af uniform kontinuitet. Lad (X,dX) og (Y’dY) vere
metriske rum og lad f: X » Y vare en kontinuert afbildning. For

hvert a € X og hvert ¢ > 0 findes sd et & > 0 saledes at
£ (Ry(a,8)) = Ky(£(a),e) (1)
men det er afggrende, at dette tal &6 afhznger af bade ¢ og a .

EKSEMPEL. Afbildningen X .» % af ]0,o[ ind i 1]0,o[ (med den
sadvanlige afstand) er kontinuert. Lad ¢ € 10,1[ vare fast. For
hvert a € ]0,1] 1lader vi 6 = 6(a) > 0 betegne et tal s& (1) gal-

der. Vi ser, at originalmengden

til intervallet ]%fe,%+s[ er

mengden

1_ 1 1
{x > 0 | 77€&6 <y < 54—8},

som er intervallet
a

]1+as’1-aa[

heraf ses at

omkring a , og

~

a —
6(a) < T-ae 2~ 1-ae

1 2 3 4

Dette viser, at 6(a) » 0 for a gdende mod 0 fra hgjre.

EKSEMPEL. Afbildningen x v x2 af [0,o[ dind i [0,e] (med sad-

vanlig metrik) er kontinuert. Lad ¢ € ]0,1[ vere fast. For a > 1
er origipalmengden til intervallet ]az-e,a2+s[ intervallet
] a2-s, a2+e[ omkring a , og vi ser at 6&(a) > 0 for at kunne

benyttes i (1) md opfylde

s(a) < Va2+s -a < fL '
2 _ (e, ) 2
den sidste vurdering fas fordi (va +s) < \2a a/ = ——§+e+a .
Dette viser, at 6(a) - 0 for a -» o« .(Lav tegning).

I de ovenstdende eksempler galder, at for fast ¢ > 0 skal tal-

lene & = 6(a) > 0 s& (1) er opfyldt valges "gdende mod 0" nar
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a € X varierer. Det er netop dette faznomen vi gnsker at udelukke

med begrebet uniform kontinuitet.

DEFINITION. En afbildning f: X -» Y kaldes uniformt kontinuert,

hvis der til hvert ¢ > 0 findes et tal &6 > 0 s& det for alle
XqrXy € X som opfylder dX(X1,X2) < &6 galder at

dy (£(x4) ,£(x,)) < ¢
Formuleret med de logiske tegn er betingelsen:

Ve >0 36 > 0 Vx1~.,.x2 € X: dX(x1,x2) < 6 =.dY(f(x1),f(x2»_<‘e . (2)

Det er umiddelbart, at en uniformt kontinuert afbildning
f: X - Y er kontinuert (d.v.s. kontinuert i alle punkter a € X) ,
men pointen i definitionen er at til et givet ¢ > 0 findes et
6 > 0 som "kan bruges" i alle punkter a € X .
Lad f: X » Y vere. en uniformt kontinuert afbildning, og
X" + @ en delmangde af X . Da er restriktionen af f til X' en

uniformt kontinuert afbildning af delrummet (X',dX) ind i (Y’dY)

EKSEMPEL. En Lipschitz afbildning f: X » Y er uniformt kontinu-

ert (cf. II.34).- Til ¢ > 0 kan & = % benyttes. Specielt er en-

hver afstandsformindskende afbildning uniformt kontinuert, hvilket

f.eks. viser, at for en ikke tom delmzngde A < X er afbildningen

X3 X p dX(x,A)

uniformt kontinuert (cf. II.43).

EKSEMPEL. Lad f: I » IR vare en differentiabel funktion pa et

vilkarligt interval I < IR, og antag at £f' er begranset, altsd at
C=sup{lf'"(x)| | x € I} < o .

Ifplge middelverdisetningen galder for x,y € I
f(x)-£(y) = £'(g) (x-y) ,

hvor & 1ligger mellem X og vy ; heraf fas at
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[£x)-f(y) | = I£' (&) (x-y) | < Clx-yl| ,

hvilket viser at £ er en Lipschitz afbildning, og dermed at £
er uniformt kontinuert. F.eks. er funktionen x v sin.x af 1R ind

i TR uniformt kontinuert.

Kontinuerte funktioner pd et interval. Vi skal nu vise nogle funda-

mentale egenskaber ved kontinuerte funktioner pd et begranset og af-

sluttet interval i 1R.

SETNING 3.1. En kontinuert funktion £f: [a,b] » ¢ pa et begranset,

afsluttet interval i 1R er uniformt kontinuert.

BEVIS. Vi fgrer beviset indirekte, og antager altsa at £ ikke er
uniformt kontinuert, hvilket (negation af (2)) betyder at £ opfyl-
der

de >0 V6 > 0 3x,z € [a,bl: Ix-z] <6 A [£(x)-£f(2)] > ¢ , (3)

eller i ord, at der findes et tal ¢ > 0 s& det for hvert 6 > 0

er muligt at valge x,z € [a,b] sda Ix-z|l < & og samtidig

l£(x)-£f(z)] > ¢ . Som vi skal se fgrer dette til en modstrid. Lad

¢ > 0 vere valgt i henhold til. (3). For hvert n € W betragtes
1

6 = L ©°9 ifglge (3) findes sa tal X 12, € [a,b] som opfylder

Sl=

Ix =z | <
n

n og If(x )-f(z )l > ¢ .

Derved bestemmes talfglger (xn) og (z_ ) i [a,b]l] . Fra Korollar

n
2.6 1 Kap I. ved vi, at (xn) har en konvergent delfglge (xn ) .

P
Lad x € [a,b] betegne gransevardien. Den tilsvarende nummererede

delfplge: (zn ) af (zn) er ligeledes konvergent med gransevardi

p
X , idet vi for alle p € W har

1
Ix-z_ | < Ix-x_ | + Ix_-2_ | < Ix-x_ | + — .
n, n, n, ng n, n

o

Udnyttes, at £ er kontinuert, fas

f(x) = lim f(xn ) = 1lim f£(z_ )
p p p p
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hvoraf
lim If(xn )—f(zn I =0 .
p p p
P4 den anden side galder ifglge valget af X, 09 z, at
I£(x, )-f(z )l >¢ >0
p p

- for alle p € N, hvilket giver den sg¢gte modstrid. |

SETNING 3.2. Lad f: I » ¢ vere en uniformt kontinuert funktion pa
et begranset interval I < IR. S& er billedmengden f£(I) < ¢ be-

granset.

BEVIS. Ifplge den uniforme kontinuitet findes (til & = 1) et tal

6§ >0 sa det for x,y € I galder

Ix-y| < 6 = If(X)ff(y)l <1 .

Lad endepunkterne for I vare a og b (a < b) . S& findes ende-
ligt mange punkter KypeeerX, € I sa
a < %y <Xy < eee < X< b
oy s n
X.- .+ I .
jg1] 3 6,xJ 6[ o

Dermed galder for alle x € I at
I£(x) 1 < max{1£(x)l,.-., [£(x)I+1

thi der findes et j € {1,...,n} sé& Ix—le < & og dermed
£(x) | < If(X)-f(Xj)l + If(Xj)I

<1+ max{lf(X1)l,---,If(xn)l} .
Dette viser at £(I) er begranset. |

BEMERKNING. Det er vigtigt .at intervallet I er begranset. F.eks.
er funktionen f(x) = x af TR ind i 1R uniformt kontinuert men

f(IR) = R som er ikke begranset.

Medens enhver kontinuert funktion pa et begranset og afsluttet
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interval ifglge 3.1 er uniformt kontinuert, gazlder et tilsvarende

resultat ikke for et begraznset abent interval. Vi har dog:

SETNING 3.3. Lad f£f: la,b[ » ¢ vare en kontinuert funktion p& et

abent begranset interval. S& er fglgende tre betingelser ensbetydende:

(1) f er uniformt kontinuert,

~(ii) f har granseverdier f(a+0) og £(b-0) fra hgjre i a og

fra venstre i b ,

~

(iii) der findes en kontinuert "udvidelse" £ af £ til [a,b] ,
d.v.s. der findes en kontinuert funktion %: [a,b] - ¢ sé&

f(x) = %(x) for alle x € Ja,bl .

BEVIS. Antag at f er uniformt kontinuert. Vi vil vise at £ har

en graenseverdi fra hgjre i a . . Lad (xn) vare en vilkarlig fglge
af tal X € Ja,b[ som konvergerer mod a . Sa er fglgen af funk-
tionsverdier .(f(xn)) ifglge 3.2 en begrznset kompleks talfglge.

Der findes altsad (satning 3.2 i Kap. I) en konvergent delfglge
(f(xn )) . Lad greznsevardien for denne delfglge vare z, € ¢ . Lad
os ingse at

z, = f(a+t0) . ' (4)
Til et givet ¢ > 0 findes ifplge den uniforme kontinuitet et
5§ >0 sa

x,y € la,bl ;, Ix-y | <& = |f(x)-£(y)| <§ )

Idet x -»>a og f.(xn ) - z, findes et N € N sa x € Ja,ats]

n
P N
og lf(xn )—zal < % og dermed har vi for alle x € Ja,b[ med
N
Ix=al < & at
lz_ —£(x)| < lz_—f£(x_ )| + |£(x_)-£(X)| < ¢
a a Ny ny

hvilket viser (4). Analogt indses at f har en granseverdi i b

fra venstre. Hermed er vist (i) = (ii).
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(ii) = (4iidi). ’Hvié f har grensevardier f(a+0) og £f(b-0) i
a fra hgjre og b fra venstre, s& er funktionen £f: [a,b] -» ¢

givet ved
f(a+0) for x

i
Q

f(x) =4 £(x) for x € Ja,bl
f(b-0) for x =Db ,

kontinuert (cf. side II.46).
(iii) = (i).  Hvis f har en kontinuert udvidélse f til [a,b]l .
sd er E uniformt kontinuert if¢lge Setning 3.1, og dette medfgrer
at f er uniformt kontinuert. |
BEMAERKNING. Det er afggrende at intervallet er begranset. F.eks. er
funktionen sin x af R -ind i 1R uniformt kontinuert, men
sin x  har ikke nogen gransevardi for. X » o (eller X - —) .

Vi skal nu skarpe udsagnet ‘i Satning 3.2 i tilfazlde af envreel funk-

tion pd et afsluttet begranset interval.

SETNING 3.4. Lad f: [a,b] - R vare en kontinuert (og dermed uni-
formt kontinuert) reel funktion pa et begranset bg afsluttet inter-
val i IR.

S3 har f en stgrste verdi max f og en mindste vardi min £

og f antager alle vaerdier mellem max £f og min £ .
BEVIS. Ifglge Satning 3.2 er billedm®ngden
A = f([a,b]) = {£(x) | x € [a,b]}

begranset. Lad o = sup A € IR. Det drejer. sig om at finde et

x € [a,b] s& £f(x) = a , thi dermed er a den stgrste verdi for
f . Der findes imidlertid tal fra A vilkérligt tzt ved a ,
d.v.s. der findes en fglge: (xn) af punkter fra [a,b] sa

fx) > a-% for alle n € N . Specielt galder altsa (da £(x ) <
a) at

f(x.) > a for n = o .
n
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Fra Korollar 2.6 i Kap. I ved vi, at der findes en konvergent

delfglge (xn ) af (xn) med graensevardi x € [a,b] . Lad os ind-
se at o = £(x) . Dette fglger af kontinuiteten af f idet
f(x) = lim f(xn ) = o .

P p
P& analog mdde indses, at f har en mindste verdi, d.v.s at der

findes x' € [a,b] sé&
f(x') = inf{f(y) | y € [a,b]l} .

Vi mangler at vise, at £ antager alle vardier mellem max f og
min- 'f .

Hvis min £ = max £ er der intet at vise. Antag, at min f <

max £ og betragt y € Jmin f, max f[ . Vi definerer
p = sup{f(X) | x € [a,b], £(x) < Y}
v = inf{f(x) | x € [a,b]l, ¥ < f(x)} .

S& gelder u <y <V og pd samme mdde som ovenfor ses, at der fin-

des x,x' € [a,b] s& f(x) =y og £f(x') =v . Vi skal se, at

4 = v hvilket viser pastanden, idet £f(x) =y =y . Vi fgrer bevi-
set indirekte og antager altsd at u < v . Dette betyder at £ ikke
antager nogen vaerdi i Ju,v[ . Vi kan gerne antage x < x! (idet :

tilfeldet x > x' behandles analogt). Ifglge den uniforme kontinui-

tet med € = v-u findes &6 > 0 s& det for alle =z,z' € [a,b] med

lz'-z] < & galder at |£f(z)-f(z'")| < v-p . Vi valger nu en indde-
ling Xy < Xg < ... <X med Xg =% 09 x = x' og sa

Ixj-xj_1l <6 for j=1,2,...,n . Sa& galder f(x1) <y , thi
hvis £(x4) > v har vi f(x;)-f(x)) > v-u . Videre galder

f(x,) < u, thi hvis £(x,) > v har vi fxy)-f(x4) > v-u - sa-
ledes gar vi frem og vi far at f(Xn—1) < u . Heraf fas s&, at og-

sa f(Xn) < u , thi ellers gjaldt f(xn)—f(xn_1) > v-u . Men
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f(xn) = f(x') = v hvilket er en modstrid. |

Resultaterne ovenfor kan sammenfattes pa fplgende made: En kon-
‘tinuert funktion f: [a,b] - ¢ pd et begraznset afsluttet interval
er uniformt kontinuert, og billedmangden for en kontinuert reel funk-
tion f: [a,b] » R pad et begrznset afsluttet interval er det be-

greznsede afsluttede interval [min £, max f] .
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§4 Kompakthed.

Hovedresultaterne fra den foregdende paragraf (S@tningerne 3.1 og
3.4) er eksistensudsagn, og den egenskab ved et afsluttet begranset
interval [a,b] c IR, der blev benyttet i beviserne, er at der til
enhver talfglge (xn) af tal X € [a,b] eksisterer (mindst) en

konvergent delfglge (xn ) af (xn) med en gransevaerdi x tilhg-
p

rende [a,b] .
Vi skal nu, med henblik p& anvendelse til bevis for eksistensud-
sagn i mere generelle situationer, studere denne "delfglgeegenskab"

i vilkarlige metriske rum.

Definition af kompakthed. Lad (X,d) vere et metrisk rum.

DEFINITION. Det metriske rum (X,d) kaldes kompakt hvis enhver

punktfglge (xn) i X har en delfglge (xn ) som er konvergent.
’ p

Udsagnet er altsa, at der til enhver punktfglge (xn) af punkter
X, €X eksisterer en delfglge (xn ) af (xn) og et punkt x € X
p

-3

sa x = lim X, -

p P
DEFINITION. En delm®ngde K < X kaldes kompakt hvis enten K = 9
eller hvis K *# ¢ og det metriske rum (K,d) , delrummet af (X,d)

med underliggende mengde K , er kompakt.

En ikke tom delmengde K < X er sédledes kompakt hvis der til en-
hver fglge (xn) af punkter x, €K findes et punkt x € K og en

delfglge (xn ) af (xn) s& x - X.

p p
EKSEMPEL. Et afsluttet begranset interval I < IR er en kompakt del-

mengde af IR, ndr IR udstyres med den sadvanlige metrik. Dette

fglger af Korollar 2.6 i Kap. I.

EKSEMPEL. Enhver endelig delmengde A af et vilkarligt metrisk rum

(X,d) er kompakt. Lad f.eks.

A ='{a1,a2,...,ak}
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med Aqre-erdy € X . Er (xn) en fglge af punkter X € A, sé
findes mindst &t Jj € {1,2,...,k} s& m@ngden
hew | x = aj}
er uendelig (indirekte bevis!). Men s& findes n, <n,<... <r&><...
sa X, = aj ; 0g det er da klart at delfglgen (xn ) er konvergent
p P

med gransepunkt aj € A .

EKSEMPEL. Lad (X,d) vare et diskret metrisk rum. En delm:ngde

K € X er da kompakt hvis og kun hvis K er endelig, d.y.s. bestar
af endelig mange punkter. I det foregdende eksempel har vi nemlig
set, at hvis K er en endelig delmzngde af et vilkarligt metrisk
rum, sa er K kompakt, og vi skal nu godtggre at en kompakt delmang-
dé K af det diskrete metriske rum (X,d) er endelig. Dette ggres
indirekte. Hvis nemlig K bestadr af uendelig mange punkter, er det

muligt at vaelge en punktfglge (xn) af punkter i K med egenskaben

X hvis n m
n*Xm ¥ ’

og dermed (da (X,d) er diskret) d(xn,xm) =1 hvis n #+m , o0g
det er herefter klart, at der ikke findes nogen konvergent delfglge

af  (x,) . Altsd er " K. ikke kompakt.

Simple egenskaber. Lad (X,d) vare et metrisk rum.

SETNING 4.1. En kompakt delmangde K < X er afsluttet og begranset.

BEVIS. Hvis K = ¢ er péastanden klar. Vi kan derfor antage at

K # @ og viser fgrst, at K er afsluttet. Dette kommer ifglge Sat-
ning 1.5 ud pa at vise, at hvis (xn) er en konvergent fglge af
punkter tilhgrende K s& vil gransepunktet x = lim X ligeledes
tilhgre K . Lad derfor (xn) vare en konvergent f¢lge af punkter

x, € K med gransepunkt x € X . Ifglge kompaktheden af K findes
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o

x' € K og en delfglge (xn ) af (xn) sa
p
x' = lim X .
p p
Men det er klart at x' = x og derfor x € K

Lad os derefter vise, at K er begranset. Dertil valges a € K
og vi satter

a = sup{d(a,y) | y € K} € [0,=] .

Det drejer sig om at vise, at o € IR (dvs.. o # 4=) . Ifglge
definitionen af o findes en fglge (xn) af punkter X € K sé

d(a,xn) > a 1 IR¥. Ifplge kompaktheden af K findes x € K og

en konvergent delfglge (xn ) af (xn) sa xn - X . Dermed galder
‘ p p
a = lim d(a,xn) = lim d(a,xn ) = d(a,x)
n P P .
hvilket viser at a € IR . ]

EKSEMPEL. Lad K c IR vare kompakt. S& galder
sup K, inf K € K

Det er nemlig klart, at sup K, inf K € IR (K er begraznset) og hvis

x €K er valgt sa x < inf K + % for n € N, galder X, = inf K

og idet der findes en konvergent delfglge (xn ) af (xn) med gran-
p

severdi i K , sluttes at inf K € K

EKSEMPEL. Lad X v&re en uendelig mengde og lad (X,d) . vare det
diskrete metriske rum med underliggende me&ngde X . Idet enhver del-
mengde A < X er savel begrznset som afsluttet, men kun de endelige
delmengder af X er kompakte, findes der altsd delmengder af X som
er afsluttede og begransede men ikke kompakte. Enhver ﬁendelig del-

mengde af X har denne egenskab.

SETNING 4.2. Antag at (X,d) er kompakt. En delmengde K c X er

kompakt hvis og kun hvis K er afsluttet.



Mat 102, 1981/82 I1.60

BEVIS. Antag fgrst at K % @ er afsluttet, og lad (xn) vaere en

fplge af punkter X € K . Opfattes (xn) som en punktf¢lge i

(X,d) findes, da (X,d) er kompakt, x € X og en (i(X,d)) konver-
gent delfglge (xn ) af (xn)_ med lim X, =X Da K er af-
sluttet galder if¢€ge Saetning 1.5 at i € Kp, hvilket viser, at K

er kompakt. Dette viser "hvis"-delen og "kun-hvis"-delen er indeholdt

i den foregdende satning. 0

Kompakthed'og kontinuitet. Lad nu (X,dX) og (Y,dY) vaere metriske

rum og f: X » Y en kontinuert afbildning.

SETNING 4.3. For enhver kompakt delmengde K < X er billedmengden
f(K) en kompakt delmengde af (Y,dY) ; specielt er f(K) afslut-

tet og begranset.

BEVIS. Lad (yn) vere en fglge af punkter Yo € £(K) . Vi skal
finde y € f(K) og en konvergent delfglge (yn ) af (yn) sé
P

Yy, Y - Dertil valges for hvert n € W et punkt x, €K sa

P
f(xn) =y, - Idet K er kompakt findes x € K og en konvergent del-
fplge (xn ) af (xn) sa X, X Settes y = f(x) € £(K) og

P p
betegner (yn ) den delfglge af (yn) som svarer til delfglgen
P

(xn ) af (xn) gelder, da f er kontinuert, at

P

y = £(x) = lim f(xn ) = lim Y, - 0
p P p P

EKSEMPEL. Lad (X,d) vare et kompakt metrisk rum, og lad f£f: X - IR
vere en kontinuert funktion. Sa er billedm@®ngden £(X) kompakt, og

specielt findes punkter Xqr%g € X séa

f(x1) = inf{f(x) | x.€ X} og f(x,) = sup{f(x) | x € X} .

Et hyppigt benyttet specialtilfelde er fglgende: Hvis £f(x) > 0 for
alle x € X s& galder inf{f(x) | x € X} >0 . Der findes nemlig

X4 € X sa
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f(x1) = inf{f(x) | x € X}

og heraf fas pastanden idet f(x1) >0 .

SETNING 4.4. Hvis (X,dX) er kompakt sd er f uniformt kontinuert.

BEVIS. Beviset er analogt til beviset for Satning 3.1. Vi fgrer be-
viset indirekte og antager altsd, at £ ikke er uniformt kontinuert,
d.v.s. opfylder

Je > 0 V6 € 0 3Ix,z € X: dX(x,z) < &5 A dY(f(x),f(z)) > €

Lad €& > 0 vere valgt i henhold hertil og valg for n € W punkter

n’'“n
1
dX(xn,zn) <5 ©°9 dY(f(xn),f(zn)) > ¢ .
Derved er bestemt to punktfglger (xn) og (zn) i X, og ifglge

kompaktheden af X findes x € X o0g en konvergent delfglge (xn )

af (xn) sa lim X, =X . Den tilsvarende nummererede delfglge
p p
(zn ) af (zn) er ligeledes konvergent med gransepunkt x (idet
p . .
dX(Xn 1z, ) < ﬁL) . Alts8 gelder, da f er kontinuert, at
p p p

f(xn ) » £(x) og f(zn ) » £(x) ,
p P

men dette er umuligt, idet der for alle p € N galder

dY(f(Xn ),f(zn )) > ¢ >0 . 1}
p p

Kompakthed i talrummene Igc. Som vi sd& ovenfor findes der metriske

rum i hvilke en afsluttet og begraznset mengde ikke ngdvendigvis er

kompakt. Dette fznomen indtraffer dog ikke i talrummene S

BEMERKNING. Idet en fglge (§n) af punkter §n€2mk er konvergent
med gransepunkt x € DQ{; nar Egi er udstyret med maksimumsmetri-

ken d_, hvis og kun hvis (x ) konvergerer mod X nar R er

[ee]
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udstyret med den euklidiske metrik d2 r ses, at en delmengde

A c ﬂgi er kompakt opfattet som delmengde af ka,qm) hvis og kun

hvis A er kompakt opfattet som delmengde af (E&,dz).
Som metrik pa B£< vil vi benytte maksimumsmetriken.

SETNING 4.5. En delmengde K c E&L er kompakt hvis og kun hvis den

er afsluttet og begranset.

BEVIS. "kun-hvis"-delen fas af Satning 4.1.

Lad K c E$: vere en ikke tom afsluttet og begraznset delmengde
af ]ﬁi, og lad (§n) vere en fglge af punkter X, € K . Det er
for at vise pastanden nok at ggre rede for, at (§n) har en kon-
vergent delfglge (En ) idet gransepunktet for (§n ) automatisk
vil tilhgre XK , da pK er forudsat afsluttet. P
Idet K er begraznset findes et tal o > 0 sa K er indeholdt

i den afsluttede kugle med centrum 0 og radius o altsé

Kc [-a,a]l x...x [-a,a] S Eﬁ .
Betegner vi for j =1,2,...,k med (Xg) fplgen af j'te koor-
dinater for punkterne (x ) gzlder altsa
xg € [-a,a] for j=1,2,...,k og ne€ N.

Af Korollar 2.6 i Kap. I fds, at der findes en konvergent delfglge

(x; ) af (x;) . Om den. tilsvarende nummererede delfglge (xi )

p 5 p
af (Xn) gelder

xi € [~a,a] for alle p € N,

p
og der findes derfor (Korollar 2.6 i Kap. I) en konvergent delfglge
(xi ) af (xi ) . Da (x; ) er en delfglge af (x; ) er (x; )
Pq , p Pq P Pq
og (Xn ) begge konvergente. I tilfaldet k=2 er vi dermed far-
p

d
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dige idet (§n ) sa er en konvergent delfglge af (§n) . Ellers
p
q

fortsattes den successive bestemmelse af konvergente delfglger: Er

(§n ) en delfglge af (§n) for hvilken de j (e {1,2,...,k-1})

p .
fgrste koordinatfglger (x; ),...,(xg ) er konvergente galder
P p
j+1
xi € [-a,al
P
. J+1 j+1 .
og der findes derfor en delfglge (xn ) af (xn ) for hvilken
p P
alle fglgerne e
1 )+
(] )y 2
Pq Pq

er konvergente. Efter k sadanne skridt er bestemt en delfglge

(§n ) af (%)) for hvilken alle k koordinatfglger er konvergente,
p
og dermed er (x_ ) en konvergent delfglge af (x ) . 0

n
p
EKSEMPEL. Ethvert afsluttet begranset "rektangel" < Iéz, altsa en
mengde af formen
[a1 Ib1] x [a2’b2]
er kompakt.
Specielt er enhver kontinuert funktion £: [a1,b1] X[a2,b2] - C

altsd&@ uniformt kontinuert.
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§5. En fikspunktsatning.

En ligning til fastlaggelse af .den ubekendte x vil ofte kunne
reduceres til formen T(x) = x hvor T er en passende afbildning
af den ubekendtes 'definitionsmengde ind i sig selv. Vi skal nu give

et generelt resultat om eksistens af lgsninger til sadanne ligninger.

Fikspunkter for en afbildning. Lad (X,d) vere et metrisk rum og

T: X » X en afbildning.

DEFINITION. Et punkt x € X kaldes et fikspunkt for afbildningen

T sdfremt T(x) = x .

Indfgrer vi grafen for T , altsd mengden

graf(T) = {(x,y) € XxX | v = T(x)} ,

er fikspunkterne for T de punkter x € X for hvilke (x,x) €
graf (T) (hvor grafen for T '"skarer" grafen for den identiske af-

bildning x - x) .

EKSEMPEL. Lad f: IR » IR veare en funktion. Et'tal 2z € IR er da
lgsning til ligningen f(x) = 0 hvis og kun hvis afbildningen

T: IR » R givet ved T(x) = f£(x) +x har =z som fikspunkt.

BEMERKNING. Opfattes X som mengden af tilstande for et system

(af f.eks. fysisk, kemisk, biologisk eller gkonomisk natur) og af-

bildningen T: X -» X som beskrivende tidsudviklingen af systemet, i

den forstand at hvis x € X er tilstanden til ét tidspunkt séa er
T(x) tilstanden til det n:ste (sekund, dag, ar; tiden tenkes diskret)

tidspunkt, da er et fikspunkt for T en ligevagtstilstand for syste-

met.

I mange tilfalde vil et system - som tiden gar - indstille sig i
ligevagt. Mere pracist: Antag at T: X » X er kontinuert. Hvis
x € X opfylder, at fglgen (T(x),T(T(x)),...) = (Tn(x)) er konver-
gent med gransepunkt p € X s&d er p et fikspunkt for T . Vi har

nemlig da T er kontinuert

T(p) = T(lim T (x)) = lim T(T%(x)) = lim ™" ' (x) = p .

oo Nn—oo
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Hvis omvendt p er et fikspunkt for T s& gazlder, at fglgen
(r™ (p)) er konstant (lig p)

EKSEMPEL. Lad X = [0,»[ med den sadvanlige metrik og lad T: X - X

vere givet ved

T(x) = Vx for x € [0, .
Denne afbildning har de to fikspunkter x =0 og x =1 (og ikke
andre; hvorfor?). Fglgen (Tn(x)) er givet ved
20~
Tn(x) = X for x € [0, og n € IN,
og vi ser at (Tn(O)) er den konstante fg¢glge (0,0,0,...) medens
(Tn(x)) for x € ]0,o[ konvergerer mod fikspunktet x =1 .

EKSEMPEL. Lad X = [0,[ med den sadvanlige metrik og lad

2

T(x) = x for x € [0,o[ .
Denne afbildning har de to fikspunkter x =0 og x =1 . Fglgen
(Tn(x)) er givet ved
n
Tn(x) = x2‘ for x € [0,o] o0og n € IN,
og vi ser at (Tn(x)) for x € [0,1] konvergerer mod fikspunktet

x =0 og for x =1 er den konstant nemlig (1,1,1,...) medens

den for x > 1 divergerer mod + .

BEMERKNING. Disse eksempler gg¢r det naerliggende at skelne mellem to
typer af fikspunkter: stabile fikspunkter p € X hvor fglgen (Tn(xn
for alle x i narheden af p konvergerer mod p og ustabile fiks-
punkter p € X hvor x = p er det eneste punkt i nerheden af p

for hvilket (T"(x)) konvergerer mod p . Endvidere ser vi fra ek-
semplerne, at fikspunktet p er stabilt eller ustabilt afhengigt af

"stejlheden" af grafen for T i nerheden af p

Det er imidlertid ikke alle afbildninger T: X » X der har et
fikspunkt.

EKSEMPEL. Lad X = [0,o[ med den sadvanlige metrik og lad T: X - X

vaere givet ved o
T(x) = v1+x2 for x>0

Denne afbildning har ingen fikspunkter (hvorfor ikke?) og for hvert
x > 0 galder, at f¢lgeh (T (%)) divergerer mod +« . Der gzlder

nemlig
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Tn(x) > Vn for alle n € IN

For n =1 har vi jo T(x) = V1+x > VT , og hvis TP (x) > Vp
- for et p € N finder vi Tp+1 V1+(Tr(x) 2 > V1+p , og pé8stan-

den fas derfor ved induktion.

Kontraktioner. Lad igen (X,d) vere et metrisk rum.

DEFINITION. En afbildning T: X - X kaldes en kontraktion hvis der

findes et tal C € [0,1][ sa

d(T(x),T(y)) < C d(x,y) for alle x,y € X . (1)

En kontraktion er saledes det vi tidligere (p. II.34) kaldte en
Lipschitz afbildning med konstant < 1 , og dermed er T specielt
kontinuert, men det er afggrende (cf. beviset nedenfor), at kontrak-

tionskonstanten C opfylder 0 < C < 1 .

EKSEMPEL. Lad I < IR vare et interval forsynet med den sadvanlige

metrik og lad £f£: I - I vare en differentiabel funktion som opfylder

C = sup{lf'(t)l L t € I} < 1
Da er f en kontraktion med kontraktionskonstant C . Ifglge middel-
verdisetningen gelder nemlig for x,y € I , at

f(x) -£(y) = £'(8) (x-y)

for et & mellem x og y , og vi har derfor

£(x)=-£(y) | = 1£'(§) (x~y)| < Clx-yl .

SETNING 5.1. Lad T: X -» X vare en kontraktion. S& galder:

(a) Der findes hgjst ét fikspunkt for T ,
(b) Hvis der findes et fikspunkt p € X for T sa er for hvert

X € X punktfglgen (Tn(x)) konvergent med gransepunkt p .

BEVIS. (a). Antag at x og y er fikspunkter for T , altsa at
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T(x) = x og T(y) =y . 83& finder vi af (1), at
d(x,y) = d(T(x),T(y)) < C d(x,y) .,

hvilket da C < 1 medfgrer, at d(x,y) =0, altsd x =y .
(b). Antag, at p € X er et fikspunkt for T , altsa p = T(p)

og lad x € X . S& galder

d(T(x),p) = d(T(x),T(p)) < C d(x,p) .,
og ved induktion
a(r’(x),p) < c” d(x,p) for n € W,

n

hvilket da C' > 0 for n -» oo , fordi C € [0,1] , medfgrer, at
lim d(Tn(X),p) =0 , altsd det ¢nskede. 1}
n-o

BEMERKNING. Setning 5.1 (b) kan ogsa, med sprogbrugen fra foregaende
afsnit, udtrykkes at et eventuelt fikspunkt for en kontraktion er
stabilt i den forstand at (Tn(x)) for aller x € X vil konvergere

mod fikspunktet.

EKSEMPEL. Lad X = ]0,1[ vare forsynet med den sadvanlige metrik

og lad
T(x) = % x for x € ]10,1[ .
Da er T en kontraktion uden fikspunkter (i X) . For x € X er
fplgen Tn(x) givet ved Tn(x) = %% X , og denne fglge er ikke kon-
2

vergent i rummet ]0,1[ .

Fikspunkts@tningen. Som vi sa af det foregdende eksempel har en kon-

traktion ikke ngdvendigvis et fikspunkt. Dette beroede pad at "fiks-
punktet" i en vis forstand 14 uden for det metriske rum hvorpa kon-
traktionen var defineret, og vi skal nu se, at hvis det metriske rum

er fuldst®endigt kan dette ikke indtraffe.

SETNING 5.2. (Fikspunktsetningen.) Lad (X,d) vere et fuldstendigt

metrisk rum. Enhver kontraktion T: X -» X har netop ét fikspunkt.
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BEVIS. Vi ved fra Setning 5.1, at T har hgjst ét fikspunkt, og at
et eventuelt fikspunkt kan findes som gransepunkt for fglgen (Tn(x))
hvor x € X (hvis den er konvergent). Lad altsda x € X , o0g betragt
fplgen (Tn(x)) . Vi skal se, at (Tn(x)) er en fundamentalfglge
i (X,d) . Betegner C € [0,1[ kontraktionskonstanten for T gi-

ver (1) og et simpelt induktionsbevis at
a(™ (%), T (x)) < c® a(T(x),x) for n € IN.

For n,p € IN giver trekantsuligheden deérefter, at

p-1 . .
a(r™P ), 1™ (x)) < & a1 (x), 1 (%))
j=0
p-1 . - : p-1 .
<z ™ ar),x) = Parx,x) = c
=0 5=0

_cP n
=" IS e < A .

Lad ¢ > 0 vare givet og lad N € IN vere valgt sa

ch TéE d(t(x),x) <e¢ for n >N,

hvilket er muligt da C € [0,1[ .

For n >N og p € IN har vi dermed at
n+p n .
a(T (x),T7(x)) < €

og (Tn(x)) er altsd en fundamentalfglge. Da (X,d) er fuldstendigt
er (Tn(x)) altsd konvergent, og gransepunktet er dermed det enty-

digt bestemte fikspunkt for T . ]

BEMERKNING. Udsagnet i Satning 5.2 er et rent eksistensudsagn, men
af beviset fas en metode til beregning af fikspunktet, nemlig som
gransepunktet for en vilkarlig af punktfglgerne (Tn(x)) hvor x € X .

Ofte vil fikspunktet dog kunne findes direkte.

EKSEMPEL. Idet IR2 udstyres med maksimumsmetriken d_ betragtes
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T
afbildningen (x,y) » (u,v) af ]R2 ind i IR2 givet ved
_ 1
u =3 (x+y) + 3
for (x,y) € IR2
I
v =3 (x-y) + 2
For (x,y),(x",y"') € IR2 finder vi
d_((u,v), (u',v")) = max{lu-u'l,lv—v'l}

,l%(x—y)+2—(%(x'—y')+2>|}

= max{l%(x+y)+3—(%(x'+y')+3)

= max{'%(x-x')+%(y-y')’, %(x—x')+%(y-y')’}

1 1 ' '
< max{2 max{glx—x'l,gly—y'l}, 2max{%lx-x |1%|Y‘Y |}}

I

% max{lx—x'l,ly—y'l} = % d_((x,y),(x'yy"))

hvilket viser, at T er en kontraktion. Fikspunktet (x,y) opfylder

ligningerne
X = % (x+y) + 3
1
Yy =3 (x-y) + 2
og er altsa (x,y) = (6,3) .

BEMERKNING. Den i Setning 5.2 benyttede fremgangsmade til bestemmel-

se af et fikspunkt kaldes iterationsmetoden eller de successive ap-

proksimationers metode. Som et redskab til bevis for eksistens=- og

entydighedssatninger for differentialligninger (se Kapitel VII)
er denne (i princippet gamle) metode udviklet af E. Picard (1856-

1941) i 1890. Den kan som navnt anvendes p& mange ligningstyper.
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§6. Nogle topologiske begreber.

Tidligere har vi defineret begreberne &ben delmengde og afsluttet
delmengde af et metrisk rum, og vi skal nu, med henblik p& en nermere
beskrivelse af delmengder af et metrisk rum, indfg¢re nogle topologi-
ske begreber, d.v.s. begreber der kan defineres ud fra systemet af

dbne m@&ngder i det metriske rum. Det drejer sig om det indre, afslut-

ningen og randen af en mengde.

Det indre af en mengde. Lad (X,d) v&re et metrisk rum. En &ben L

delmengde af X er karakteriseret ved, at der er plads inden for:
mengden rundt om ethvert punkt fra mengden. For en vilkarlig delmeng-
de A < X skal vi nu interessere os for de punkter i mengden for
hvilke der er plads inden for mengden til en aben kugle med centrum

i punktet.

DEFINITION. Et punkt x € A kaldes et indre punkt i A hvis der

findes et r > 0 sa& K(x,r) < A .

Mengden af indre punkter i A kaldes det indre af A og beteg-

o
nes A~ , altsé

(@)

A~ = {x €A | Ir > 0: K(x,r) < A} .

EKSEMPEL. Lad A < X vare dben. S& er ethvert punkt x € A et in-
dre punkt i A (thi der findes jo r > 0 sd& K(x,r) ¢ A) , altsa

A° = A (n&r A er &ben). Specielt gazlder altsa ° = ¢ og x° =x.

EKSEMPEL. Lad X = IR vare forsynet med den sadvanlige metrik og
lad a,b € R med a < b . 8Sa galder

(Ja,b0)° = ([a,b)® = (1a,b1° = ([a,b])° = Ja,b]
o9 \

(1-0,a])® = (1-w,al)® = ]-»,al .

SETNING 6.1. Lad A < X vare en delmengde.

1) Det indre af A er en &ben delmengde af (X,d) .

2) For enhver aben delmengde G af (X,d) som opfylder G c A
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gelder G c a°

BEVIS. 1) Lad x € a° . Det drejer sig om at finde et r > 0 sa

K(x,r) c 2° altsd s& alle punkter i K(x,r) er indre punkter i A.

'>0 s& K(x,r') €A, og for hvert

Ifplge definitionen findes r
Yy € K(x,r') galder

K(y,s) <€ K(x,r') < A,

nar blot s € ]0,r-d(x,y)[ (cf. p. II.8). Dette viser; at alle
punkter y € K(x,r') er indre punkter i A , altsa tilhgrer a° og
dermed kan vi bruge r = r'

2) Lad G vare en aben delmengde af (X,d) som opfylder G < A.
Vi skal vise, at hvert punkt x € G er et indre punkt i A . Til
givet x € G findes, da G er aben, et r > 0 s& K(x,r) < G,
altsd da G A, sé

K(x,r) < A,

og derfor er x et indre punkt i A , d.v.s. Xx € N 0

BEMERKNING. Resultatet kan sammenfattes pd fglgende nyttige made:

det indre af A er den stgrste abne delmengde af A . Ifglge 1)

er a° nemlig en &ben mengde og enhver 8ben delmzngde af A er
ifplge 2) indeholdt i A° . Anderledes sagt, er det indre af A
altsd foreningsmengden af samtlige i A indeholdte &bne delm@ngder

af (X,d) .

KOROLLAR 6.2. Lad A og B vere delmengder af (X,d) .

1) Hvis A c B s& galder A° c B° .

2) Det indre af fallesmeangden A NB er lig fallesmengden af a°

og B® , altsi

(anB)® = a° nB°

3) Det indre af foreningsmengden A UB indeholder foreningsma&ngden

af a° og B® , altsa
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(auB)© > A° uB®

BEVIS. 1) Idet A° € Ac B ses, at A° er en &ben delmengde af -
B og derfor a° < B®
2) Idet A° A og B° € B har vi A° nB° < ANB og derfor da

AorﬁBo er &ben at A° nB° c (AnB)O . P& den anden side gzlder

ANBc A, altsé (anB)° c A° og tilsvarende (AnB)° c B® hvoraf
(anB)° < a° nB° .
3) Det er klart, at A < AUB altsa a° c (AUB)O og tilsvarende

B® c (auB)® nhvoraf a°uB° c (auB) © . I

BEMARKNING. I almindelighed galder der ikke lighedstegn i 3). For
delmengderne A = [0,1] , B = [1,2] af IR (med den sedvanlige me-

trik) galder

(AUB)O = 10,2[ og a°uB® = J0,1] ult,2f

EKSEMPEL. Betragt ch udstyret med maksimumsmetriken d_ . Idet

K'(a,r) for a € ﬂgi og r > 0 Dbetegner den afsluttede kugle med

centrum a og radius r har vi

(K' (a,1))° = ({5 e ®"

\O
I d_(a,x) < r}/ = K(a,r) .

Da K(a,r) er en &ben delmengde af K'(a,r) galder klart at
K(a,r) c (K'(g,r))O . For x € K'(a,r) ~K(a,r) gealder dw(g,g) =r

og for alle s > 0 gazlder
K
K(x,s) N (R"~NK'(x,x)) * 0 ,
d.v.s. K(x,s) er ikke indeholdt i K'(a,r) for noget s > 0 , alt-

s& x ¢ (K'(x,1r)° .

Afslutningen af en mengde. En afsluttet delmengde af det metriske

rum (X,d) er karakteriseret ved, at ethvert punkt,der kan approksi-

meres vilkarligt godt med punkter fra mengden, selv tilhgrer mengden.

Vi skal nu, for en vilkdrlig delmengde A < X , interessere os for
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de punkter x € X , der er gransepunkter for konvergente punktfglger

af punkter tilhgrende A .

DEFINITION. Et punkt x € X kaldes et kontaktpunkt for A < X sa-

fremt det for alle r > 0 galder, at
K(x,r) NA * @ ,

eller anderledes sagt, at der ligger punkter fra A vilkarligt tet

ved X .

Mengden af kontaktpunkter for A kaldes afslutningen af A og
betegnes A . A ‘ ’
ﬂ”ﬁmiagér ng,r) NA *+ @ for alle r > 0 hvis x € A galder, at
ethvert punkt x € A er kontaktpunkt for A , d.v.s. A c A

altsd at A er indeholdt i sin afslutning A .

SETNING 6.3. Lad A < X vare en delmengde. S§ gzlder:

A =X~ (x~2)° ,

og specielt er afslutningen A af A en afsluttet mengde.

BEVIS. Antag fgrst, at x € A . S8 gelder for alle r > 0 at
ANK(x,r) # ¢ , d.v.s. K(x,r) er ikke en delmengde af X~A for
noget r >0 , altsd x ¢ (XxA)° . Hvis omvendt x € X~ (x~3)° ,
sd findes intet r > 0 s& K(x,r) ¢ X~NA d.v.s. for alle r > 0
gelder K(x,r) NA # @ , altsd x € & . Ifplge Sztning 6.1 er

(X~NA)©  8ben og dermed er A afsluttet. 0

Videre gelder, at hvis F er en afsluttet delmengde af X som
indeholder A (altsd A c F) sa& galder A c F ; thii s& fald

har vi X~NF < X~NA og dermed da X~NF er aben, at XNF =

(KF)° c (x\2)° , altsd

A =X~ (xA°) € XN (XNF) = F
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Specielt er A altsd fellesmengden af samtlige afsluttede del-

mengder af X som indeholder A , hvilket kan udtrykkes, at A er

den mindste afsluttede delmengde indeholdende A .

En anden nyttig beskrivelse af A er, at A bestdr af samt-
lige punkter x € X der kan fas som gransepunkter for konvergente

punktfglger af punkter fra A (hvorfor?).

EKSEMPEL. For .a,b € 1R (med den sadvanlige metrik) som opfylder

a < b galder

([a,b])” = [a,b]

(la,bl)” = (la,bl) = (la,bl)"
og

]-=,a]

Il

(1-»,al)” = (l-=,al)

EKSEMPEL. Vi har tidligere defineret den afsluttede kugle med cen-

trum a € X og radius r > 0 som mengden
K'(a,r) = {x € X | d(a,x) < r} .

Der galder ikke, som man maske kunne fristes til at tro, at denne
mengde er afslutningen af den abne kugle K(x,r) =
{x € X | d(a,x) <r} . Idet K(x,r) ¢ K'(x,r) og K'(x,r) er af-

sluttet gazlder i almindelighed
K(x,r) = KI(XIr) ’

men inklusionen kan vere ®gte som i tilfzldet med et diskret metrisk

rum indeholdende mindst to punkter og r = 1 (hvorfor?).

EKSEMPEL. For ﬂ¥<' udstyret med maksimumsmetriken d_ gelder for

a € EJ( og r >0, at

R(2,7) = K'(a,r) = {x € B | d_(a,x) < r} .
Det er nemlig klart, da K(a,r) < K'(a,r) , at K(a,r) < K'(a,r) .
For x € K'(a,r) gazlder at fglgen
X = a + n-1 (x—a)
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bestédr af punkter fra KX(a,r) (prpv efter!) og at X, Xy altsd

x € K(a,r) .

SETNING 6.4. Lad A og B vere delmengder af (X,d)

1) Hvis A c B s& galder A C B .
2) Afslutningen af fellesmengden A NB er indeholdt i fallesmengden

af afslutningerne af A og B , altsé
(ANB) < ANB .
3) Afslutningen af foreningsmengden A UB er lig foreningsmengden
af afslutningerne af A og B , altsa
(AUB) = AUB .
BEVIS. Dette fas af Korollar 6.2 ved overgang til komplementarmeng-
der. Hvis ffeks. A c B galder X~B < X~NA o0g dermed (x~B)° c

(x=a) ° og altsa

A=Xx~(x2)%c x~(xB)° =B . 0

BEMERKNING. I almindelighed gelder der ikke lighedstegn i 2). For
delmengderne A = ]0,1] og B = 11,2[ af IR har vi ANB = ¢

og dermed (ANB) = @ medens ANB = {1} .

Randen af en mengde. Lad igen A vere en delmengde af det metriske

rum (X,d)

DEFINITION. Ved randen af A forstéds delmangden af X som bestar

af de punkter x € X som ikke er indre punkter i A eller indre

punkter i X~NA . Randen af A Dbetegnes JA og er altsad givet ved
A= x~ @A) = &a~2a° .

Det fglger, at rénden 9A af en mengde A < X er en afsluttet

delmengde af X , idet jo AO U(X\A)o er dben. Af den anden lig-
g
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ning fglger, at et punkt x € X tilh@grer randen B9dA af A hvis og

kun hvis det for alle r > 0 galder, at
K(x,r) NA # @ og K(x,r) N (XNA) = @

" Randen af en mengde kan godt vere tom. Dette galder altid hele
det metriske rum. I et diskret metrisk rum (X,d) er enhver del-

me&ngde bade aben og afsluttet og dermed JA = @ for alle A < X .
EKSEMPEL. For a,b € IR med a < b galder

d(la,b[) = 3 (la,b[) = 3(la,bl]) = 3([a,b]l) = {a,b} ,
og
3(]-w,al) = 3(]-~,al) = {a} ,

samt 3 ({al}) = {a} .

k
EKSEMPEL. For 1R udstyret med maksimumsmetriken doc> gelder
(a € Iﬁk, r > 0)

k

d3(K(a,r)) = 3(K'(a,r)) = {x€ R | d_(a,x) = r} .

BEMZRKNING. Vi har set, at begreberne :det indre, afslutningen og

randen af en delm®#ngde A af det metriske rum (X,d) er fastlagt
ud fra systemet af &bne delmengder af (X,d) (via 6.1 og 6.3).
Specielt gazlder altsd for en delmengde A c Iﬁk at a° , A og
9A har samme betydning ligegyldigt om ch betragtes med maksimums-—
metriken eller med den euklidiske metrik, thi vi har samme system af

abne me&ngder i de to tilfelde.
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IT.1.1. Lad X vare en mangde og (Y,dY) et metrisk rum, og lad

w: X » Y vare en bijektiv afbildning. Vis, at der wved
d(x,,xy) = dy(e(xy),0(x,)) for x,,x, € X,

defineres en metrik i X .

IT.1.2. Vis, at der ved

= X - Y
dGy) = |937RT T Ty

for x,y € R,

defineres en metrik i IR . Angiv de abne kugler i (IR,d) og vis
at enhver delmezngde af 1R er begraznset i (IR,d) .
Vink. Foregaende opgave for en afbildning af TR ind i ]-1,1[ .

IT.1.3. Vis, at der ved

d(x,y) = ‘% - % for x,y € ]0,x[ ,

defineres en metrik i ]J0,»[ . Find de &bne kugler i (]0,»[,d)
og vis at mengden [1,[ er begraznset og at mengden ]0,1[ er

ubegrenset (d.v.s. ikke begranset) i (]0,x[,d) .

II.1.4. Vis, at der ved

d(x,y) = X2 - y2 for x,y € 1-1,1[ ,
1-x 1-y~

defineres en metrik i ]-1,1[ . Find de &bne kugler i (]-1,1[,4d)

og vis at ]-1,1[ er ubegranset i (1-1,1[,d) .

II.1.5. Lad (M,d) vere et metrisk rum. Vis, "firkantsuligheden"

ld(a,b)-d(x,y) | < d(a,x) + d(b,y) for a,b,x,y € M .

IT.1.6. Vis, at hvis (Xn) og (yn) er konvergente punktfglger
i det metriske rum (M,d) med grensepunkter X og y , sS& er

den reelle talfglge (d(xn,yn)) konvergent med granseverdi d(x,y) .

IT.1.7. Lad (xn) vare en konvergent punktfglge i et metrisk rum

(M,d) . Vis, at enhver delfglge (xn ) (cf. I.p.19) af (xn) er

konvergent og at P

lim x = lim X .
n n
P P 1 =0
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IT.1.8. Vis, at en punktfglge ‘(Xn)' i et metrisk rum (M,d) er
konvergent med gransepunkt x € M , hvis og kun hvis enhver del-
fplge af (xn) har en (under) delfglge, der er konvergent med

gransepunkt x .

II.1.9. Lad (M,d) vere et metrisk rum. Vis, at for alle a € M

og alle r >0 er mengden

{x €M | d(a,x) = r}
afsluttet.

IT.1.10. Lad (M,d) vaere et metrisk rum. Vis, at for punkter
a,b € M og et tal r > d(a,b) er mangden

{x e M | d(a,x)+d(b,x) < r}
afsluttet.

IT.1.11. Lad 1R vare forsynet med den sadvanlige metrik. Under-
s¢g for hver af nedenstidende delmzngder om den er &ben eller afslut-
tet: Z, 0, B, B{0}, {ZIn€ N}, {Z1ne W} u {0}.

IT.1.12. Lad (M,d) vere et metrisk rum og (xn) en konvergent

punktfglge. Vis, at mengden

{x_ | n€ N} u {1lim xn}

n
er afsluttet.

IT.1.13. Lad IRZ vere forsynet med den euklidiske afstand. Vis,

at mengderne

(o) € B 1 x>0, y>00, {y eR |1x>0,y>2},

{(x,y) € R? | x € R, y = sin x} ,

er afsluttede.

IT.1.14. Lad  ¢: R*¥ = [-1,1] vare den bijektive afbildning

1 for = o
_ X
e(x) = TR for x € IR
-1 for x = -o ,

og lad d* veare metrikken (cf. Opgave II.1.1) p& IR* givet ved



Mat 102, 1980/81 -~ @Pvelser II.3

d*(x,y) = lo(x)-@(y)l for x,y € R*.
Beskriv de &bne kugler i (IR*,d*) . Vis, at en talfglge (xn) i
IR* er konvergent med graznsevaerdi x € IR* (cf. RKap. I.p.36)
hvis og kun hvis (xn) er konvergent i (IR*,d*) med gransepunkt x .

Vis, at (IR*,d*) er fuldstandigt.

IT.1.15. Undersgg om det metriske rum i Opgave II.1.2 er fuldsten-
digt.

ITI.1.16. Vis, at der ved

— ol = Pl , , 2
d((x,]lxz) ,.(Y1:Y2)) = |X1y1| + IXZ yzl er A(X,]rxz) ,~(Y1,Y2) € R,

defineres en metrik i ZR2, og giv en geometrisk beskrivelse af

kuglerne i det metriske rum sz,d).

I1.1.17. Vis, at d,: KRS & [0,0] (k € N) givet ved
k k
d, (x,y) = = Ix.-y.l for x,y € R,
j=1 3 77

er en metrik i ng.

Idet d2 og d.oo betegner den euklidiske metrik og maksimumsmeétri-

ken i ng skal man vise, at

A k
d, (x,y) <d,(x,y) <kid (x,y) for xy € R .
Vis_ derved, at begreberne &ben, afsluttet og begranset. mengde samt
rkonvergent punktfglge og fundamentalfplge er de samme med-.hensyn
“til de tre metriker{“d1_,.d2 og 4d_ .
Vis, at CRk,d1) er fuldstendigt.

IT.1.18. Lad ZRZ vaere forsynet med maksimumsmetriken d_ , og
betragt punkterne g« = (0,0) , g = (2,0) , y = (1,2) og & = (2,2).

Find mengderne

2

{y € R" | d_(a,y) +:d_(y.B) = 2},
{y € Rr? I d_(ary) +d_(y.x) =2},
{y € R® | d_(a,y) + d_(v.8) = 2},

hvor "der galder = i trekantsuligheden".
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Ir1.1.19. Lad ZR2 vaere forsynet med maksimumsmetriken d_ , og

lad a = (-1,0) og B = (1,0) . Find ma&ngden (lav tegning)

{x € B® | d_(a,x)+d_(B,x) = 3}

—_— oo ‘—

I1.1.20. Lad V vare et vektorrum over ¢ med nulelement 0 . En
norm pa V er en afbildning |Illll: V » [0, med egenskaberne:

1) vx € V: lIxll >0 og Ixll = 0 hvis og kun hvis x = 0 .

2) vx €V VX e C: Al = Ixl Uxl.

3) vx,y € V: lix+yl < Izl + lyl

Vis, at hvis [+l er en norm p& V sd er d: VxV -» [0,»[ givet

ved
d(x,y) = lix-yl for x,y €V,

en metrik p&d Vv

II.1.21. Med % betegnes mangden af begraznsede komplekse talfgl-

ger, altsa talfglger 3z = (21,22,... ) med z;, € C for hvilke
hzl, = sup{iz, | | i € N} <o

(a) Ggr rede for, at 2° er et vektorrum over (¢ og at afbildnin-
gen |-ll_: 2 > [0,o[ er en norm p& vektorrummet &~ .

(b) Vis, at det metriske rum (lw,dw) , hvor

[ee]

d (z,2') =llz-z'l, for z,z' € & .,
er fuldstendigt.
Vink til (b): Lad (En) vere en fundamentalfglge i (Qw,dw) . Sa
er for hvert j € W fglgen (Z?)nGIJ en fundamentalfglge i ¢ ,
idet
(*) Iz?—z?l < Ilz"z™  for mn e W.
Lad f¢lgen 2z = (z1,22,... ) vare defineret ved Zy = lim z? for

n

j € N . Udnyt endnu engang at (En) er en fundamentalfplge sammen
med uligheden (*) til at vise, at 2z € 2”  og En -z for n - e .

i

I1.1.22. Med 21 betegnes mengden af komplekse talfglger z =
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(z1,zz,... ) for hvilke rakken X z er absolut konvergent, altsa
1
HEH1 = ¥ |lz.]l < =
3=1
(a) Gor rede for, at 21 er et vektorum over -€¢ og at afbildningen

1 1

H-H1: 2 - [0,o] er en norm pd vektorrummet &

(b) vVvis, at det metriske rum (21,d1) , hvor

dy(z,2") = liz-z'"l, for z,z' € o1,

er fuldstandigt.
Vink til (b): Lad (gn) vere en fundamentalfglge i (21,d1)
For hvert fast p € W har vi

(%) oiz02 < 3 12%2M = 1z
j=1 3 =521 33 = =1
for n,m € N, hvilket specielt betyder at fglgen (Z?)nEIJ for
hvert j € N er en fundamentalfglge i ¢ . ©Lad 2z = (21,22,... )
vere fplgen bestemt ved zj =-lim z? . Udnyt (**) til at vise, at
1 n

z €L ogat z -z for n - o
IT.1.23. Lad XqrXgreeorX 1 Yqr¥oreeoa¥y € ¢ . Udnyt uligheden

n n
0 < = Y OIX.Y, =X, V.|
j=1 k=1 J° K k73]

til at vise Cauchy-Schwarz' ulighed (cf. II.p.2)

- - (5 2\* (
(1) Ix ¥4+ 4x ¥ 1 < Lz Ile )

2

og dernast

. o 2 2 2
(idi) ( T o Ix.+y. | < < T oIx.|
j=1 i) j=1 )}

I

IT.1.24. Med 22 betegnes mengden af komplekse talfgplger 2z

(z1,z2,... ) for hvilke
(T 2\
Iz, = (= Iz ) <w .
. =1 3

(a) G¢r rede for, at 22 er et vektorrum over (€ , og at afbild-

ningen 2

Il 85 > [0,w]

° 2
er en norm pa &L .
Vink: Benyt uligheden (ii) i foregdende opgave.

(b) Vis, at det metriske rum (22,d2) ,  hvor
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d,(z,2') =lz-z'l, for z,z' € 82

er fuldstaendigt.

Vink: G& frem som i II.1.22 under udnyttelse af uligheden

P 2

b3 Izjl < (II_Z_IIZ)2 , som galder for hvert p € N.

IT.1.25. Vis, at 5! c 82 < ¥ og at

(1) Iz, < lizl, for z € & og
(ii) lzl, < lzl, for z € 8® .
IT.2.1. Lad (X,dX) ' (Y,dY) og (Z,dz) vaere metriske rum, og

lad f: X > Y og g: Y » Z vare afbildninger. Vis, at hvis £
er kontinuert i a € X og g er kontinuert i punktet £f(a) € Y

sd er gof kontinuert i a € X

IT.2.2. Vis, at funktionen f:ZR2 - IR givet ved

2
X
for (le) * (OIO)
N oy
f(XIY) =
0 for (le) = (0,0) ,

er kontinuert (nar ZRZ udstyres med maksimumsmetriken og 1R med

den sadvanlige metrik).

IT1.2.3. Vis, at den ved

for x € ]R\Q,
f(x) =

for x = % €0, med p€Z o0g g€ N

og g er uforkortelig,

Q= o

definerede funktion f: IR -» IR er kontinuert i alle punkter af

RN , men diskontinuert i alle punkter af @ .

IT.2.4. Lad f:ZlR2 -» IR vare funktionen givet ved

2Y _  for (x,y) # (0,0)

0 for (x,y) = (0,0) .
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Vis, at for hvert (a,b) €ZR2 er funktionerne

x v f(x,b) og y » f(a,y)

af IR ind i IR kontinuerte.
Vis, at £ er diskontinuert i (0,0) URZ har maksimumsmetriken) .

IT.2.5. Lad £f: I » R vare en funktion pé& et interval I < R

og lad X, € I . For 6 > 0 defineres oscillationen af f i

punktet x, med tilvekster < &6 som tallet

wf(xo,é) = sup{lf(xo)—f(x)l {x€eIn [xo—é,x0+6]} .
Vis, at f er kontinuert i X hvis og kun hvis 1lim wf(xo,é) =0.
6-0 '

IT.2.6. Lad N* = WU{ew} € IR* = og lad d* betegne den fra det
metriske rum (IR*,d*) (II.1.14) inducerede metrik pd WN* . Lad
(zn) vere en talfglge i ¢ . Vis, at (zn) er konvergent med
granseverdi z € ¢ hvis og kun hvis afbildningen f: WN* - ¢
givet ved

zn for n € N
f(n) = {
' z for n = o ,

er kontinuert af (IN*,dx*) ind i ¢

IT.2.7. Lad A og B vare ikke tomme delmzngder af det metriske
rum (X,d).
Vis, at

d(x,AUB)

I

min{d(x,A),d(x,b)} for x € X
Vis, at hvis ANB # @ sa galder
d(x,ANB) > max{d(x,A),d(x,B)} for x € X ,

og giv et eksempel der viser at der kan optrade et skarpt uligheds-

tegn i denne ulighed.

IT.2.8. 1Idet Eg forsynes med maksimumsmetriken dw skal man

finde (lav en tegning) mengderne

T(xy) € RE 1 a_((x,y),(=1,00) = d_((x,y),(1,0))}
[(x,y) € R® | a_((x,y),(0,0)) =da_((x,y),(1,2)}
{Gy) € B 1 ((x,9),(0,0)) =d_((x,9),(2,2)} .
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I1.2.9. 1Idet d2 og dﬁ. betegner den euklidiske afstand og mak-

simumsmetriken i ZRZ skal man finde (lav en tegning) mangderne

2

{2_( € IR | d2 (_}EI'L) d2 (El (210))}

2

{§ € R I doo(ErL) = dm(l{.l (2,0))1}

2

hvor L = {(x1,x2) € IR™ | Xy = 0} .

IT.2.10. ©Undersgg om funktionen f: IR » IR givet ved

E%; for x > 0
X

f(x) = 5
'i for x <0
X +2

har greznseverdier i -o» , 0 0g +w .

IT.2.11. Undersgg om funktionerne ]0,«[ -» IR

.1 .1
X b —= X sin —
sin & ;7 X b Xs -

har grensevaerdier i 0 (fra hgjre) og i o..

I1.3.1. Lad (X,dy) » (Y,dy) og (%,d,;) vere metriske rum og
f: X»Y og g: Y - Z wuniformt kontinuerte afbildninger. Vis, at

den sammensatte afbildning go f: X » Z er uniformt kontinuert.

I1.3.2. Vis, at funktionen x b Vx af [0,o[ ind i TR er uni-

formt kontinuert.

IT.3.3. Lad d2 og d betegne den euklidiske metrik, henholdsvis

(o]
maksimums metriken pa IRZ. Vis, at den identiske afbildning af
ZRZ pé& sig selv er uniformt kontinuert af CRz,dz) ind i
2
(R™,d_) -

IT.3.4. Lad f: IR » IR vare kontinuert og periodisk med periode
2m , d.v.s. f(x) = f(x+2m) for alle x € IR. Vis, at f er uni-

formt kontinuert.

IT1.3.5. Lad f: [0, » ¢ vere kontinuert og antag at gransevar-

dien
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lim £(x) = z,
X =00

eksisterer. Vis, at f er uniformt kontinuert.

II.3.6. Lad f: [a,b] -» [a,b] vere en kontinuert funktion af et
begranset afsluttet interval ind i sig selv. Vis,
x € [a,b] s&a f(x) = x (d.v.s. et fikspunkt for

Vink. Betragt x b f(x)-x .

IT.3.7. Lad f: I » R vare en funktion pda et interval

og 6 >0 . Oscillationen af £ ' over

tallet

wf(I,é) = sup{lf(x)-f(z)l

€C

X,z € I

I

med tilvakster

Pvelser

at der findes et
£)

Ix-z| < &

Vis, at £f er uniformt kontinuert hvis og kun hvis

IT.3.8. Lad f: IR -» IR va&re uniformt kontinuert. Vis,

des o >0 og B >0 sa

[£(x) ] < alx|+p for alle

II.3.9. Undersgg om funktionerne af

1
X p 2 ’ X b x2 ’
1+x 1+x
x3 x4
X b ’ X P
1+x° 1+x2

er uniformt kontinuerte.

I1.3.10. Lad £f: [a,b] » Y vare en kontinuert afbildning af et be-

R

X

-

X

ind i

2
X

1+x

€

2

R.

qu

4

greznset afsluttet interval < IR ind i metrisk rum

at f er uniformt kontinuert og at £([a,bl)

at der fin-

(Y,dY) .
er begranset.

lim wf(I,6)=().
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IT.4.1. Giv et eksempel pa et metrisk rum (X,d) og en aben del-

mengde K < X s& K er kompakt.

IT.4.2. Lad (X,d) vere et metrisk rum.

Vis, at foreningsmaengden af endelig mange kompakte mangder
K1""'Kn c X er kompakt.

Vis, at fezllesmengden af et vilkarligt system af kompakte mengder
Kj cX, je€eJdJ, er kompakt.

IT.4.3. Undersgg om nedenstaende delmengder af IR er kompakte

nar IR forsynes med den sadvanlige metrik.

1y W, 2) {%mem} , 3) [0,1100Q , 4) {O}U_{%InEJN} )

IT.4.4. Undersgg om det metriske rum (IR*,d*) indfgrt i opgave
IT.1.14 er kompakt.

IT.4.5. Lad (X,d) vare et metrisk rum og lad (Kn)nERJ vaere en
fplge af ikke tomme kompakte delmzngder af X som opfylder
K, 2 Ky 2Ky2 ... ((Kn) er aftagende).

Vis, at failesmangden n Kn er ikke tom.
n=1
IT.4.6. Lad (X,d) vare et metrisk rum. Lad K < X vare en ikke
tom kompakt delmzngde og lad x € X .
Vis, at der findes et k € K s& (cf. p. II. 43-44)

d(x,k) = inf{d(x,y) | v € K}

IT.4.7. Lad (X,d) vere et metrisk rum og K < X en ikke tom kom-
pakt delmangde.

Vis, at der findes k1,k2 € K sé
d(k1,k2) = diam(K)

IT.4.8. Vis, at et kompakt metrisk rum er fuldstandigt.

I1.4.9. Lad (X,dX) vere et kompakt metrisk rum og £ en kontinu-

ert bijektiv afbildning af X ind i et metrisk rum (Y,dY) . Vis,

at den inverse afbildning f_1: Y » X er kontinuert.
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I1.4.10. Lad (X1,d1) og (X2,d2) vere kompakte metriske rum. Vis,
at produktrummet (X1XX2,d) (defineret p. II.25) er kompakt.

IT.4.11. Vis, ved at benytte opgaven ovenfor, at enhver afsluttet

begranset "kasse" K c qu , altsd en delmengde af ﬂgi af formen

K = [a1,b1] X ee. X [ak,bk]

er kompakt. Giv derved et andet bevis for Sztning 4.5.

IT1.5.1. Vis, at afbildningen (x,y) » (u,v) af TR® ind i TR

givet ved

u=1—x+1—y—2
4 3 5
for (x,y) € IR
1.1
vV =g X 3Y + 3,

en en kontraktion, nar E@ udstyres med maksimumsmetriken, og

find afbildningens fixpunkt.

I1.5.2. Vis, at en funktion £f: [0,1] N [0,1] af klasse C1 ’

(dev.s. f er differentiabel og den afledede f' er kontinuert)

som opfylder [f'(x)| < 1 for alle x € [0,1] , er en kontraktion,

nar [0,1] udstyres med den sadvanlige metrik.

IT.5.3. Lad (M,d) vere et fuldstendigt metrisk rum og £f: M - M
en afbildning sa& fof er en kontraktion. Vis, at £ har netop ét

fixpunkt.

IT.5.4. Lad (M,d) vere et kompakt metrisk rum og f: M - M en af-
bildning, som opfylder

d(f(x),f(y)) < d(x,y) nar x,y €EM og X # YV .
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