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Kap. I. Mongder, afbildninger, relationer.

81, Indledende bemwrkninger om matematisk logik.

For pd utvetydig og koncis mide at kunne formulere de
udsagn, der udger matematikken, indferes som bekendt et
stort antal tegn med npje aftalt betydning. Men de logi-
ske forbindelser mellem s&danne udsagn, de mader pé& hvilke
vi ifglge lovene for vor tenkning danner nye udsagn ud
fra andre, plejer man at udtrykke i smdvenlige ord. Blandt
de mange vendinger , der er 1 brug, kan nevines: svs08cs ey
seebllersce, ooogmlder ikke.o.., .n.ﬁﬁlger af e,
soe8lt88ueey +oomedforer..., «..er ensbetydende med...,
voodet Vil eige..., for hvert...gelder..., der £indeg...
séledes ateess

I almindelighed fremgdr en sddan vendings matematiske
betydning klart af dens brug i daglig tale. Dette i for-
bindelse med, at sproget ridder over flere mdder at udtryk-
ke den samme mening pa, ger siddanne vendinger velegnede
til beskrivelse af de skridt, der foretages 1 matematiske
beviser, I enkelte tilfelde kan der dog vaere tvivl om ven-
dingens eksakte mening, Dette golder iser ordet "ellex",
Et udsagn som "tallet a er lige eller et primtal" kan for-
stds s8ledes: "a er enten et lige tal eller det er et prim-
tal, men det er ikke begge dele'", og udsagnet er da ikke
sandt for a=2. Men udsagnet kan ogsd forstds slledec: "a

har mindst en af egenskaberne a. vare et lige tal og at
vere et primtal', og uwdsagnet vil da vere sandt for a=2.
Skont der i mange tilfslde ikke vil kunne opstéd en sddan
tvivl, idet de to udsagn forbundet ved "eller" udelukker
hinanden, som f. eks. i "tallet a er positivt eller nega-
tivt", er det i matematikken uomgmngeligt at precicere,
hvad der menes. Det har vist sig at vere hensigtommssigt
at holde sig til den anden af de nwvnte fortolkninger, si-
ledes at "eller" altid betyder "det ene eller det andet
eller begge dele'", med andre ord '"mindst en af delene".
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Skont mar, con axvit, ved fremstiliingen af matemati-
ske emner i regle . hatjercr gig =f cyroglige Veudinger
som de ovenfor nevnte, har man fundel det nyttics at
indfere tegn, som ojuboliserer de logisle sammenknyining-

er af udeagn. Man o ndr derved dels L kunne redie.s
matematiske setninzor of vostnremcnter, som formalerel
ved hi"p af det cadianlige sprog viile vere omgtende-
lige ellex uoverskuelige, i utvetydiy og koncis form,
dels at kunne underspge selve de loglske forbindelsers
lovmzssigheder og indbyrdes relationer med matenetigke
metoder. Dette sidste sker 1 den mateme’iske logi’-.
Her skal kun omtales dermes bhegyndelsgesgrunde, som gl-
ver en nyttig insigt i de matematiske resonnementers

logiske sgtruktur,

Nar der i det folgende tales om udsagn, tankes pi
matematiske udsagn som f. cks. "2 er storre end -1",
”22)09—1 er et primtal', "der findes irrationelle tal',
"trekant ABC er retvinklet', 'alle trekanter er lige-
benede'. Det forudsattes, at hvert af dicse udsagn er

enten gandt eller folglk, men ikke begge dele. Det kom-

mer herved slet ikke an pd, om vi er istand til at af-
gore, om et forelazt udsagn i "virlkelignzden' er sandt
eller falsk; forelebig behgver vi end ikke at tonke pa,
hvad "sandt!' og "folel" i grunden betyder.

Ikke specificerede udsagn betegnee ved bogstaver el-
ler ved symboler sammengat af bogstaver og visse andre
tegn efter regler der angives i det folgende. Hvert ud-
sagn kan og skal tenkes tillagt en "sandhedsvoerdi!, nem-
lig enten "sandt" eller "falsk".

Er p et udsagn, dannes ev nyt udsagn, negationen af

o oa «’(/J! gt f’xfﬁ*ﬁ der pi
fos o wis p, betegnet non p (eller p), der er falsk, ndr p er

' sand, og sandt, nAv » er falsk. Negationerne af de an-

forte eksenpler pd udsagn er: "2 er ikke steorre end -1,
2350 . . . . .

2 9~1 er ikke et primtal', "der findecs ikke nogen ir-

rationelle tal', "trekant ABC er ikke retvinklet®, "ik-

ke alle trekanter er ligebenede'. I sadvanligt sprog ud-~

/W;&f\_& k
¥

trykkes negationen altea ved hjelp af ordet "ikke!". Al"
i o e et Dvad vio behgver at vide om cperationen ton, er imidler-
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tid dens sdkaldte sandhedstabel:
P non p

sandt | falsk
falsk | sandt

lMan kan endvidere danne udsagnet non non p (eller ),
som er sandt, nadr non p er falsk, altsd p sandt, og sonm
er falsk, nidr non p er sandt, altséd p falsk. I en sand-
hedstabel ville altsd de to colonner svarende til p og
non non p stemme overens. Idet vi tillader os ved et .
lighedstegn at betegne, at de to udsagn p og non nonp
har samme sandhedsverdi for hvilket som helst udsagn,
kan vi altsd skrive non non p= p.
Man siger at operationen "non'" er involutorisk.

Ud fra to udsagn p og q kan der dammes et nyt udsagn

£

betegnet pag og kaldet deres konjunktion, som er sandt

nadr béde p of g er sande, og ellers falsk. Betegner p

2309

f. eks. udsagnet "2 -1 er et printal og g udsagnet

"trekant ABC er retvinklet™, vil pag vere udsagnet
”22509~1 er et primtal og trekant ABC er retvinklet?.

Sandhedstabellen for A kan skrives:

o q jate]
méandt sand?t || sandt
sandt | falskll falsk

falek | sandt || falsk
falsk| falsk:| falsk

Ilan overbeviser sig umiddelbart om, at der for kon-
junktionen gslder den kommutative lov
bPAQ=qAD
og at den er idempotent

PAP=D.
Her som 1 det fplgende benytteg lighedstegnet il

at udtryklke at to sammensatte udsagn er samtidig sande

og samtidig falske, hvilke enkelte udsagn der end indgir
i dem, og hvad enten disse er sande eller falske. Dette
viger sig simpelthen derved, at de to sammensatte udsagns

sandhedstabeller stemmer overens.
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Tndvidere ses, at panonp er falsk, hvad enten p er sandt
eller falsk. Et sammensat udsagn, der altid er Tfalsk, hvad
enten de indgéende enkelte udsagn er sande eller falske,
kaldes en selvmodsigelse eller absurditet. En sdadan be-

tegnes med @, altsd panonp=o.

Er p, ¢, r udsagn, kan man danne udsagnene pa(gaAr) og
(prg)ar, hvor parenteserne har den velkendte funktion,
nemlig at angive, at det sammensatte udsagn 1 parentesen
er tradt i stedet for et enkelt udsagn. Det ses, at de to
neovnte udsagn stemmer overens, idet begge er sande, nir
bade p og o og r er sande, og ellers begge falske. For
konjunktionen gelder altsd den associative lov, og paren-

tegerne kan udelades:

prA(gAr) =(pAq) AT=pAgAT.
Tilsvarende gelder for flere end tre udsagn. Specielt kun-
ne man danne pAPA...Ap. Men alle disse "potenser' er ens,
nemlig lig p som felge af pap=p, hvilket har givet anled-
ning til dannelsen af ordet "idempotent®,

Ud fra to udsagn p og ¢ kan der dannes et nyt udsagn
betegnet pvg og kaldet deres disjunktion, som er sandt,

nidr p eller g er sandt, det vil sige, ndr mindst et af ud-
sagnene er sandt, og ellers falsk. Sandhedstabellen for v
kan skrives:

D a I pvg
sandt | sandt sandt

sandt | falsk sandt'
falsk i sandt sandt
falsk { falsk falsk

Heraf sluttes umiddelbart, at der for disjunktionen-
gelder den kommutative lovs
bvg = qvp,
og at den er idempotent:
PVp = P
Endvidere ses, at pvnonp er sandt, hvad enten p er

sandt eller falsk. Bt sammensat udsagn, der altid er sand®t,
hvad cnten de indgfende enkelte udsagn er sande eller fal-
ske kaldes en tautologi. En s&dan betegnes med e, altsi

pvnonp = e,
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Ogsf for disjunktionen gmlder den associative lov, s&.
at parentescr ved disjunktioner mellem flere udsagn er
overfleodige:

pv(qvr) = (pvq)vr = pvqvr.
Alle tre udsagn er sande, ndr mindst et af udsagnene p, Q,

r er sandt, og cllers falske.

Operationerne A og v kan naturligvis kombineres pa mang-
foldig made. Blandt de relationer, som bestdr mellem sadan~
ne kombinationer fremheves deo to distributive love:

pAlgvr) = (paq)v(par),

pv(aar) = (pva)A(pvr).
Man overbeviser gig om deres gyldighed enten ved at gere
sig indholdet af de fire udsagn klart eller ved at opstil-
le sandhedstabeller for dem. Det ses, at ligningerne fren-
gdr af hinanden ved ombytning af tegnene A og v. Dette er
et specielt tilfelde af en almindelig lov, som vil blive

i

!

omtalt nedenfor.
AT serlig interesse er kombinationerne af A og v med
non, Man har dualitetslovens:
non(paq) = nonpviong,
non(pvg) = nonpanong.
Den forste ligning udsiger nemlig, at udsagnet "ikke (p og q)"
er sandt ndr mindst et af udeagnene fikkep'" og "ikke g
er sandt, og at udsagnet "ikke (p og q)'" er falsk nir
begge udsagn 'ikke p" og 'ikke q" er falske. Tilsvaren-

de indses gyldigheden af den anden ligning. Begge bekref-
tes ogsd let ved hjselp af sandhedstabeller.
Som specielt tilfalde fremhaves

nong = e, none = g,
der udsiger henholdsvis, at det altid er sandt, at en mod-
strid er falsk, og at det altid er falsk, at en tautologi
er falsk.

Det ses, at de to duclitetslove er specielle tilfwmlde
af feolgendce almindelige regel, der ken vises at vare en
konsekvens af dem:

It ved hislp af tesnene non, A og v sammensat udsagns
negation fas ved at erstatte de enkelte udsagn, der ind-

gar deri, med deres negationer og samtidig at ombytte

tegnene A 0g v.

T,
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Som eksempel pd reglens anvendelse udledes den anden di-

stributive lov af den forste: Denne anvendt pad udsagnene

nonp, nhong, nonr i stedet for p, q, r giver
nonpa(nongvnonr) = (nonpanong)v(nonpsnonr) .

Por ncgationen heraf fis ved hjelp af reglen og med be-

nyttelse af nonnonp=p og de tilsvarende netop den anden

distributive lov,

Helt generclt kan det vises pd samme made, at enhver
ligning, der golder mellem to udsagn, ved ombytning af
A og v (og dermed ogsd ombytning af ¢ og e),gdr over i
‘en ligning, der ligeledes er gyldig. To ligninger,der
fremgdr af hinanden ved denne ombytning, siges at veare
indbyrdes duale. Hele den '"logiske algebra', baseret pd
de hidtil indferte operatione;}forbliVer pdledes uen-—
dret, nar man lader konjunktionen og disjunktionen byt-
te rolle. Man siger, at der gelder et dualitetsprincip

i denne algebra.
En for matematikken smrlig betydningsfuld forbindelse
mellem to udsagn p og q er implikationen, for hvilken

der findes en hel rzkke sproglige udtryksformer: 'af

p felger q', "p, folgelig q'f, "p, altsd q", "hvis p
gelder, da gmlder ogsa ', "p medferer g%, "p implicerer
q", Y"p er en tilstrakkelig betingelse for q', g er en
ngdvendig betingelse for p' og flere andre. Meningen

er altid den samme, nemlig, at hvis p er sand; da er

q_ogsd sandt, Denne rclation mellewudsagnene p og ¢

skrives

D = Q.
Dens eksakte definition, det vil sige fastsmttclsen af,
hvorndr den betragtes som sand og hvornar som falsk,

sker simplest ved sandhedstabellen:

b q P =q
gandt | sandt sandt
sandt | falsk falsk
Talsk | sandt sandt
falsk i falsk i sandt

Denne ses let at vare identisk med sandhedstabellen
for nonpvg. Relationen = kan altsd udtrykkes ved de
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tidligere indfertes P =g = nonpvg.
Heraf sluttes umiddelbart, at
P = q = nong = nonp;

thi den sidste implikation er Jjo gvnonp

Det er vigtigt at gere sig klart, at nir p =>q er
sandt og ¢ vides at vare sandt, kan man ikke slutte
noget om p; det kan verc sandt eller falsk. Derimod kan
man slutte, at p er falsk, ndr p & q er sandt og ¢ vides
at vare falsk.

Det kunnc syncs urimeligt og stemmer vel heller ikke
helt med sodvanlig sprogbrug, at implikationen p == ¢
ogséd betragtes som et sandt udsagn, nar blot p er falsk.
Det er imidlertid i fuldkommen overensstemmelse med den
mide, implikationen optreder i matematikken. Et bevis be~
stdr netop i cfter matematikkens love at eftervise, at
hvis et vist udsagn p er sandt, da er ct vist andet q det
ogsa, og demne eftervisning kan og ber ofgsi vere rigtig,
nadr p er falsk cller, som det sker ved indirckte beviser,
nadr det slet ikke vides pd forhand, om p er sandieller
falsk. Et direkte bevis for en setning forleber efter
felgende skema:

Forudsontning: det vides at p er sandt
Bevig: det cftervises at P = g er sandt
Konklusions qd er sandt

Dette afleses uniddelbart af sandhedstabellen for impli-

kationen.
Derimod forlgber et indirekte bevis i sin simpleste form

giledes

Forudsatning: det vides at p cr sandt

Bevig: det eftervises at nong =>nonp er
gsand®

Konklusion: g er sandt.

Da nonp er falsk ifplge forudssitningen, aflescs nemlig af
sandhedstabellen for implikationen, at nong md vere falsk
og fplgelig q sandt. stedet for mnong % nonp kan man
ogsd cftervise nongq = r, hvor r betegner et ellerandet
udsagn, der vides at vere falsk. Dette benytter man sig
hyppigt af til forenkling af indirekte beviser.
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Blandt rcglerne, der gmlder for implikationen, nevnes
@ =D = G p e =c¢

i ord henholdsvis 'ien seclvmodsigelse medfgrer et hvilket-~
somhelst udsagn® og "et hvilketsomhelst udsagn medfgrer
en tautologi'.
Endvidere cr implikationen transitiv. Dermed nencs, at
udsagnet "hvis p medferer g og q medferer r, da vil p med-
fore r' er altid sandt, altsd en toutologis

((p 2aA(a 21)) = (p =r) = e
Negationen af ¢t sammensat udsagn, hvori der indgir =-
kan findes ved hjelp af den tidligere nevnte gencrelle
regel, efter at ... er erstattet med Non...v...
For ckscmpel

non((p = g)Ar) = non({(nonpvg)Aar) = non(nonpvg)vaonr

=(panong) vr,

Hvis det for to udsagn p og q gelder, at p medferer g
og g medfegrer p, siges "p og q er ensbetydende'", "p og g
er ensgyldige", '"p gmlder hvis (ndr) og kun hvis (nér)
q gelder', '"p er en nepdvendig og tilstrmzkkelig betingel-
se for g" eller lignende. Ogsd vendingen "p cr akvivalent
med q" er i brugs her vil den imidlertid blive undgdet 1
denne forbindelse, da glosen "ekvivalent! hyppigt anvendes
i andre sammenhz:ng, For denne forbindelse mellem to ud-
sagn indfsres en kort betegnelse. Man definercr:

p=rg = (p 2OA(L D),
Udsagnet p<>q betyder, at p og q begge er sande eller
begge er falske. At der gmlder = mellem to af enkelte ud-
sagn py, 4, «.. sammensatte udsagn, hvilket jo vil sige,
2t de for hvilkesomhelst udsagn p, 4, ... santidig er
sande og samtidig er falske, kommer altsd ud pa, at de
forbundet med <= danner cn tautologi.

Den logiske algebra i det hidtil beskrevne omfang til-
lader en interpretation ved visse simple typer af clektri-
ske netverk. Et cnkelt udsagn p repraesentercs ved et led-
ningsstykke med en afbryder P, der tillader strem, ndr p
or pandt, og ikke tillader strem, nidr p er falsk. Udsag-
net nonp representercs tilsvarende ved et ledningsstykke
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med en afbryder P, der tillader strom, nir og kun ndr p
er falsk. Er p og q to udsagn representeret ved lednings-

PAY
e -
Is 3,
,Ef"’ - PV
h__nl'“" 1
o

m“_%zqw me

J—
™
Y

‘Pﬁfqv?ﬁ

stykker med afbrydere P og Q,
reprasenteres p:q og pvg ved de
to ledningsstykker forbundet
henholdsvis 1 serie og parallelt.
N8r der inden for et sammensat
udtryk forekommer et sammecnsat
udtryk 1 parentes, tonkes denne
forst crstattet med ¢t enkelt ud-
sagn, ofg dernmst i stedet for

det tilsvarende ledningsstykke
indsat det net, der reprmzsente-
res af udsagnet i parentesen.
Udsagnet pa(qvr), for cksempel,
taenkes forst crstatict med pas,
der reprasentcres ved et lcdnings—
stykke ned afbryterene P og S5 1
serie, og dernmst insattes led-

nigsstykkerne med afbryderne Q og R forbundet parallelt

i gtedet for ledningsstykket S. Forckommer ct udsagn p

flerc gange i et sammensat udtryk, reprasenteres det ved

et tilsvarende antal afbryderce, der alle betegnes P og

enkes koblet s&ledes,

at de samtidig tillader strem og

likke ‘samtidigitillader strom. Porckommer afbrydere P og
P, skal disse tmnkes koblet sidledes, at den enc tillader
strom, nar den anden ikke gor det. P4 dennc mide kan et-
hvert sammensat udsagn reprascnteres ved et net. Nar det-
te fgrbindes med to poler med spandingsforskel, vil der
lgbe strom, nadr og kun nédr udsagnet er sandt.
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De i begyndelsen nzvnte eksempler pa matematiske udsagn
falder tydeligt i to klasser. Dels er der udsggn, der
udtaler sig om ganske bestemte, specificerede matematiske
objekter: "2 er stgrre end -1", 22309~ 1 er et primtal',
"trekant ABC er retvinklet", og dels er der udsagn, hvor
talen er om hele samlinger af objekter: "der findes irra-
tionale tal', "alle terkanter er ligebenede". Udsagn af
den sidstnevnte art spiller en dominerende rolle i matema-—
tikken. Det er karakteristisk for dem, at de indledes med
vendinger som "(for) alle ...", "(for) hver(t) ...", "der
findes ...", "der eksisterer ...", "(for) mindst en (et)...".
eller disses negationer. For at f& et bedre indblik i
deres natur formuleres de to eksempler 1idt mere udferligt:
(1) Tad & Dbetegne en vilkirlig trekant. Hvert o er lige-

benet.

(2) Lad x betegne et vilkdrligt reelt tal., Mindst eet x er

irrationalt,
Setningerne " .» er ligebenet'" og "x er irrationalt" er i
og for sig ikke nogen udsagn, der er sande eller falske,
men de bliver det, hver gang der indssattes for den "varia-
ble" A en bestemt trekant og for den‘“variable"x et bestemt
reelt tal. Hver af dem stdr altsd for uendelig mange udsagn.
Man kan kalde dem for'"udsagnsfunktioner!.

Hvis der fandtcs kun endelig mange trekanter ﬁ1, ﬁz, veos
s 0g kun endelig mange reelle tal x1, Xy eve g X, ville
udsagnene (1) oz (2) kunne skrives
( &4 er ligebenet) a (4ﬁ2 er ligebenet) A ... A

’%(4§m er ligebenet)

(x1 er irrationalt) v (x2 er irrationalt) v ... v

v (Xn er irrationalt).
Det ses, at "(for) alle ..." eller "(for) hver(t) ..."
stédr for en konjunktion af vilkérlig (cndelig eller uen-
delig) mange udsagn, og at "der eksisterer ..." eller
"(for) mindst een (eet) .,." stdr for en disjunktion
mellem vilk&rlig (endelig eller uendelig) mange udsagn.

Man har indfert smrlige tegn, al tegnet v og cksistens
tegnet - herfpr. Disse sékaldte kvantorer bruges pd fol-
gende middes Bfter VW eller F skrives tegn for den eller
de 'variable!" objekter efterfulgt af "udsagnsfunktionen"

(i reglon i parentes for at undgd misforstielser,
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Udsagnene (1) og (2) skrives altsj

W (& er ligebenet), Yx (x er irrationalt),
hvor det er underforstdet, at » betegner en vilkdrlig
trekant og x et vilkdrligt reelt tal. Det er uvesentligt,
hvilke tegn der bruges for de "variable" (jfr. integrations-
variablen i et bestemt integral). Andre eksempler pé
(sande cller falske) udsagn med kvantorer er felgende, hvor
det er underforstidet, at x og y betegner reelle tal:

(x + 7)(x - ), Tx (x> x0),
2y, Gx (x°< 0).

o]
Wx,y (x5 - y2
2

Il

1]

Va7 (x° + 5% = (x+ 3

Negationerne af udsagn med kvantorer kan igen skrives
ved hjelp af kvantorer. For det fgrste af de ovenfor om-
talte cksenpler er negationen "ikke alle trekanter er
ligebenede", hvilket er det samme som at sige "der findes
trekenter, der er ikke ligebenede" eller '"mindst een tre-
kant er ikke ligebenet". I formler

non ¥ A (¢ er ligebenet) = .o non(4 er ligebenet).
Idet det er underforstdet, at talen er om reelle tal,
haves for det andet cksempél negationen "der findes ikke
nogen irrationale tal", hvilket er det samme som at sige
"hvert reclt tal er rationalt (dikke irrationalt)". I
formler

non “ix (x er irrationalt) = ¥x non(x er irrationalt).

For ncegationerne af de fire andre udsagn fas:

/ 2 2
non Yx,y (x° -y = (x + y)(x - y))

= Fx,y non(x® - 3% = (x + y)(x - 3))
= Hxy (x5 -3 £ (x4 y)(x - y)),
W x (x i‘ X2)9

-,

non "jX (X e} X2) = “L‘;f"‘x non(x e X2)

2+y2=(X+y)2)

i

. F
non ¥ x,y (x

= - x,y non(x E y2 = (x +2y)2)
= dxy (X +y £ &+ y)7),
non Jx (x°< 0) = ¥xnon(x°< 0) = Vx (x° z o).

Man ser, at der for Ef og A gelder dualitetslove sva-

rende til dem for A og v, nemlig
non ¥'x (p(x))
non - x (p(x))
hvor x stdr for det variable objekt og p(x) for en udsagns-

% x non p(x),

I

Il

W x non p(x),
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funktion. Heraf ses for resten, at een af kvantorerne

kunne undvares, da den kan udtrykkes ved den anden og non.
Por at vise, hvilken nyttec man kan have af kventorerne,

anferes et nmere kompliceret cksempel, udsognet, at en

funktion er kontinuert i et punkt af definitionsinter-

valtet, Polgende betegnelscr fastsettes.: J er et inter-

val pad tallinien, x er et vilkarligt og X, et givet

reclt tal tilhercnde J, £(x) er en given funktion defi-

neret i J, og £ og g er vilkdrlige positive reelle tal.

Udsagnet, at f(x) cr kontinuert i Xo kan da skrives salcdess

Ve O Vr (mexgcd o EE-E(x I E ),

i ord: Til hvert & (underforstéet » 0) findes et & ( > 0),
s8ledes at for hvert x (tilherende J) uligheden X=X 1 < 5
medfgrcr, at uligheden if(x)—f(xo)ii £ gelder. For udsag-
nets negation findcs ved gentagen anvendelse aof dualitets-—

lovene

- N
de Vo iy non(x-x 1< & > £ (x)-£(x N <e ).
Nu gmlder for to vilkarlige udsagn p og g, at
non(p = q) = non(non p v q) = p A non q,
og folgelig fas

.

L:..} w3 {“ 5 t . 1
el nx g(%x—xog 5 ) ({f(x)—f(xo)§ > E)j,

Sex

i ord: Der findes et & ( 0), sdledcs at der til hvert

§(»0) dindes et x (tilhebende J), sdledcs at ulighederne
[ x-x §<;4 og i( 0) - (XO)E >t begge gelder. Dette er alt-
S8, 1ndholdet %f udsagnet "f(x) er ikke kontinuert i X
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@velser til kapoI, 1.

Eftcrvis de distributive love ved hjelp af sandheds-
tabeller. (En sidan vil her bestd af 8 linier). Tcgn
ledningsncet, der representerer de 4 udsagn, der op-
trader 1 lovene.

Vis, at

(pva)a((pag) vr) = (pnrg) v ({(p v a)Ar).
Tegn de reprascenterende ledningsnct.

Vig, at deor for vilkarlige udsagn p og q gelder, at
o AD = 0, oV Dp =P,
¢ AP =Dy e vV Dp= ¢
pa (pva)s=np pv (pAaqg = p.
Tegn ledningsnect, der represcntercr p =-q 08 DP4rq.
Vig, at
(pAqg) vonon p = D = de
Eftervie implikationens transitivitet.

Vig, at reclationcn 4 er transitiv, d.v.s. at hvis
p&E q og q&r, do gelder ogsd p & T.

Angiv udsagn, der reprasentercs ved feolgende lednings-
net:
_
z Q
H —
T Q {
i i -
[ T EH
P Poa
i i 2.
T t T
= P
P8
1 3
H
H
P
R U T—
TR T Rk =
| &
' i -
¥
i Q B
i

Underseg, om udsagnene kan sinplificeres, og tegn i
bekreftende fald ledningsnet, der representerer de
sinplificcrede udsagn. (Bade de i tcksten og i opg.3
nevnte regler kan benyttes.)
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En person pnsker at flyve fra Kegbenhavn til Rom pa en
bestemt dag. Der er pd dennc dag folgende forbindelsers

alfg, anlc.

50 20
Kobenhavn - Ron 9; 1210 (p)
Xebenhavn - Zirich 1025 1350 (q)
Kobenhavn -~ Frankfurt 1027 11 (1)
N 10 05 ~
Prankfurt - Ziirich 1% 1430 (s)
Zirich - Rom 1490 15 ()
Zilrich - Rom 1735 19 (u)

Hvert af bogstaverne i parentcs stdr for ct udsagn,

der betragtes som sandt cller falsk, cfter som der er
plads pd det pageldende fly eller det cr optaget. An-
giv ct udsagn, som er sandt, ndr og kun nir personens

onoke kon opfyldes.

Ved afstemninger 1 et udvalg betragtes et medlens
gstermealfgivelese som ct udsagn, der er "sandt'" cller

"falsk", cfter som medlcmmet stemmer "ja'" cller 'mej".

Angiv for et udvalg af trc medlemmer et udsagn (sanmen-
sat af de til dc enkelte medlemmer svarende udsagn),
som cr sandt, ndr et forslag vedtages mad simpel majo-
ritet, og ellers falsk. Tegn ct ledningsnet, der ved
samtidig betjening af afbrydere ved medlemmernc til-
lader strom, nar og kun nar et forslag vedtages.

Los den tilsverende opgave for ct udvalg af fire ned-
lemmer, hvoraf ¢t er formand, hvis stemme giver udslag

ved stemmeclighed.,

Udtryk A ved tegnene nomn og v.

Vig, at tegnene A , v kan udtrykkes ved non og = .

Udtryk ved de logiske tegn udsagnet "enten p eller g,
mnen ikke begge dele". Vis, at det er negationcn af p & .
Tegn et ledningsnet svarende til udsagnet, og gor rede
for, at ncttet kan bruges i et belysningsanleg, der

skal kumne taendes og slukkes fra hvert af to forskel-

lige steder.

s et

I i
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1%, Lad plq betegne udsagnet "p og q er ikke begge sonde',
Opskriv sandhedstabellen for dette udsagn, og udtryk
det ved hjalp af non og v.
Vis, at alle tegncne non, A, v (og dermcd ogsd = og
<> ) kon udtrykkes ved | alene. (betragt forst pip.)
14, Hvert af udsagn p og/cller ¢ scmmensat udsagn har en
soandhedstobel, der kan skrives pa formen

b g
gandt | sandt .

sandt | falsk .
Talsk | sandt .
foksk | falsk .
Bestem antallet af mider, pé& hvilke de fire pladser i

sidste kolonne kan besattes med "sandt" og "falsk",

og angiv for hver af disse muligheder et af p og/eller
q sommensat udsagn, der netop har den pageldende sand-
hedstabel. (Heraf sluttes, at hvert nok sd indviklet
udsagn sammensat af p og q mad vere ensgyldig med et af

de s&ledes fundne.)

15, Giv et direkte og ct indirektc bevis for felgende
setnings
a) For hvert reelt tal x, for hvilket [x]> 1, gelder
! = x-ﬁ§§t?
x+ VtX -1
b) Tor hvert reclt tal x, for hvilket 0 < x < 1, galder

Vi+ =% + J1-{icx = J2r2/% .

16, Giv et dirckte og et indirekte bevis for folgende
setning:

.

For hvert reelt tal x gelder det, at uligheden x > O
nedferer ulighcden

J}+X2 < T

>

bekreftende fald et bevis for den.

Underseg, om den onvendte satning gelder, og giv i
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17. Opskriv ncgationcn af udsagnet
Vadx (xc* = a),
hvor o og x betegner vilkirlige reelle tal. Gengilv
begge udsagn 1 sproglige vendinger, og afger, hvilkcet

af dem dexr er sandt.

18. Genglv 1 sproglige vendinger udsagnet
. %
Va[(kﬂﬁﬁ)éﬂﬂx(shm::a&,

hvor o og x betegner vilkdrlige rcellc tal.

J

wgnet "funktionen tg x
t

(‘

19. Opskriv i logiske tecgn uds
e
2

PGS

?

P

antoger i intervallect- enhver rcel verdi',

7
20, Opskriv i logiskec tegn udsagnet 'en tilstrekkelig
betingelsc for, ot sinxx for et reclt tal x, cr at x»0",

21+ Opskriv 1 logiske tegn udsagnet "en ngdvendig betingel-
s
se for, at ligningen x“- ax + 1 = 0, hvor o cr ct reclt

tal, har cn negativ rod, er, at ay0Os

22. Opskriv i logiske tecgn udsagnet "cen nedvendig og til-
streekkelig betingelsce for, at ligningen X2+ ox + b = 0,
hvor o og b er vilkiarlige reclle tal, har cn reel rod,
cr at a2— 4p > O,

2%, Lad x betegne ot vilkdrligt positivt reclt tal og f(x)
en funktion definecret for x»0. Skriv felgendc udsagn
ned logiske tegn:

f(x) cr opadtil begrenset",
" (x)2oafor xsmi,
Iind udsagnencs negationcr i logiske tegn, og gengiv

dem 1 sproglige vendinger.
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92, Mengder og deres delmengder.

V)

Ved en mengde forstds en samling af indbyrdes forskel-
lige objekter opfottet som en helhed. Det skal vere utve-
tydigt fostlagt, on et forelagt objeckt horer med til meng-
den eller ej. Dette krav vil ikke altid kumne opfyldes
ved ikke-matematiske objekter (eksempler: samlingen af
alle tanker, samlingen af alle molekyler, dexr udger et
bestemt dyrs krop). I det folgende vil der kun vere tale
om natematiske objekter som tal, punkter, linier, funk-
tioner o.s8.v. De objekter, som udger en mengle, kaoldes
dens elementer. Bade mangdel og elementer betegnes med
bogstaver eller andre aftalte tegn. At et objekt a er
element of mengden A (tilhprer A, er indeholdt i A),
skrives

a& A,
og at a ikke er element af A (ikke tilherer A, ikke er
indeholdt i A) skrives

ad A,
At det ovenfor nevnte krav er opfyldt, kommer ud pd, at
a & A for ethvert forelagt objekt o er et udsagn, som er
sandt, nar a tilhprer A, og falsk, nidr a ikke tilhorer
A. Dette udsagns negation er ad A,

En mengde kon vere givet ved en opremsning af dets
elementer, og den angives da ved at satbte elementernc
(1 en eller anden orden) i en krepllet parentes. For ek-
sempel
ay, by, 5, 2z, 3, 9, iE’
betegner mengden, hvis elementer er bogstaverne a, b, z,

i

i og cifrene 3, 5, 9. Denne betegnelsesmide kan dog i
reglen kun bruges ved cndelige mangder, d.v.s. mengder,

der bestdr of endeligt mange elementer. En uendelig meng-

de md fastlegges ved angivelse af en eller flere egenska~
ber, som dens elementer, men ikke nogen andre objekter
har. Dette kan ske 1 almindeligt sprog eller ved hjslp

frof oo}

of Symboiet
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hvor der i parentesen til venstre for den lodrette streg
suttes et tegn, som reglen et bogstav, der stidr for et
vilkérligt objekt (af en bestent slags), og til hejre for
stregen angives de for nengden karckteristiske egenskaber.
Tad x vere betegnelsen for et vilk&rligt objekt, og lad
p(x) betegne det udsagn, der er saondt, ndr objektet x
har den eller de pagmldende cgenskaber, og ellers falsk.
Tdet x tenkes variabel, er p(x), hvad vi tidligere har
kaldt for en udsagnsfunktion. Betegnelsen for mengden
af de objekter, som har egenskaben (egenskaberne) bliver
da

{xl »(0) ],
og dette lmescs: ”nﬂnwden af de objekter x, for hvilke p(x)
er sandt' eller ''som har egenskaberne ..." eller 'som
opfylder betingelserne ...'" eller lignende,
Eksempel: Mengden of alle reelle tal x, son opfylder
ulighederne 1 < x < 2 skrives

5;«< | (x er et reelt tol) A (1 Cx < 2)}°
Det er klart, at der i stedet for x kan settes et vilkédr-
ligt andet tegn, som ikke cr brugt til ct andet formalg
éaj (o er et reclt tal)ﬂa(1'§ a < 2)}
betegner altsd den samme mengde. Hvis det klart fremgar

p& Fforhénd, at telen cr om nengder af rcelle tal, skri-

ver man sor rogel blot { Xf 1 ﬂ‘x < 2} o

In mengdes celementer kan selv vere mengder. Idet con
ret linic kan opfattcs som mengden af sine punkter, vil

cn mengde af rette linicr vere et cksempel herpd.

To mengder A og B siges at vere lig med hinandcn, og

man skriver
(& fe] A:By

nar de indcholder de semmc clementer, d.v.s. ndr hvert
clement indeholdt i A ogsd er indcholdt 1 B og omvendt,
I logiske tegn kan dette skrives

VX((X@ A) & (x€ B)) .
Man har altsd for ekscnpel:
o, b, C, d& = {b, c, a, d

w\,\‘ Praey
=" Kyt

ip | p er ct primtal og 1lgo.y = {2} ,
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x| (x er et roelt ﬁal)!\(xQ-'BX + 2 = O)B
=4r| (r er et rationelt tal)ﬁ\(rz- 3r 4+ 2 = 0)§
=11y 2}9

(

¥ er et reclt tal) A (sinx = O)%
1)
niy) ) IE

At to mengder A og B ikke cr lig med hindanden, er
forskellige, d.v.s. at der findes mindst cet element i
en af mengdernc, som ikke tilhorer den anden, skrives

A ¥ B,

Om lighedstegnet bom&rkés, at det benyttes her til
ot udtrykke, at to symboler cr navne for den samme ting.
Det er da klart, at der gmlder folgende regler for dets

i

(y er et reelt tal) N\ (cos2y
4 n ((n cr et helt tal)/A (z

it

o, PP, g, e, P, ey
N <« K

i

B s S —

brug:
Reflclkkgivitet: Der gelder altid A = A,
Symmetri: Hvis A = B, gelder ogsd B = A,
Troensitivitet: Hvis A B og B = C, gzlder

i

ogsa A = C.,
I §1 blev lighedstegnet benyttet Pa en lidt anden
made, nemlig til ot udtrykke at to sammensatte udsagn -
har overensstemmende sandhedstabellcr, uden ot udsagne-

ﬁf PEATTI
“han ik x//.? bt
foa 4
{ o mesal et~

S ped fw L 3
/

H

ne sclv behegver at verc identiske. Mon overbeviser Sig /
uniddelbart om, at de tre regler ogsd gulder i dette til-
feelde. De er ogsd blevet benyttet stiltiende, idet det o
f. eks., ved en skrivemdde som A = B = ¢ cr underforstaiet,
at ogsd A = C, hvilket netop cr en benyttelse af tronsi-

tiviteten.

Af formelle grunde er det hensigbsmmssigt at indfgre
begrebet tom mengde. Herunder forstids en mengde, der ik-

ke indeholder noget element, f.eks. mongden af alle lige-
gidedo, retvinklede trekanter i planen. Hvilkesomhclst

to tomme mengder settes lig hinenden, hvilket jo ogsa
harmonercr med ovenstidcnde definition of lighed, idet

to tommec mengler indcholder de samme elementer, nemlig
ingen. Man taler altséd on den tomme mmngde. Den betegnes

nmed @. Mon har altsd £, cks,:
{X{ (x er et rcelt tal)A (x2<:o)}': O
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Det bemerkes, at det er nedvendigt at skelne mellen
en mengde, der kun indeholder et element, og dette ele-
ment selv, altsé mellem }a} og a. Mengden {0}, for ck-
sempel, indcholdcr et element, nemlig @, nmedens £ selv
ifelge definition ikke indeholder noget element. I mange
tilfelde, hvor der ikke er fare for misforstaclser, til-

lader man s8ig dog ot skrive a i stedet for %a}.

En mengde A siges at vere en delmengde of nengden
B, nar hvert element af A ogsa tilherer B, i logiske

tegn Va(xen > x€m).
Man skriver da
ASB eller BEA

og siger da, at A er indeholdt i B, eller at B indehol-
der A, Det cr vigtigt at legge merke til, at ifplge den-
ne definition er cnhver nmengdle delmengde af sig selv,
altsa at der for enhver mengde B gelder

B%&B.
At mengden A ikke cr on delmengde af nengden B, skrives
A$B ollor BEA.
Dette betyder altsid, at der findes mindst cet clement
i A, son ikke tiihorer B.

Til en mengdes delmengder regnes ogsd den tonmme meng-
de, hvilket harmoncrer med delmengdens definition, idet
udsagnet &fx ((XETQ) i>(xé§B)>
cr sandt for enh&er mengde B, da x¢& @ jo er falsk for
ethvert objekt x.Man har altsd for hver mengde B

2B,
Vil mon udtrykke, at A er en zgtc (eller egentlig)

delmefigde af B, d.v.8. en fra B scelv forskellig delneng-

de, skriver man
AC B eller BDA,

Dette er altsi emsbetydende med, at A er delmesngde
af B og der findeg mindst eet ceclement af B, som ikke
tilherer A, At A ikke cr cn @gtce delmongde af B skrives
AdB cller B4,

(Menge matematikere bruger ikke tegnenc T og g’, nen

kun < og > til at betegne, at en mengde er en (egte cl-
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ler ikke mgte) delmemgde af en anden. At A er agte del-
mengde af B mé da skrives A<B, A £ B, I det folgende
- = . .
bruges & og 2 for stedse at minde om, at B & B.)
For brugen of tegnet ¢ gmlder nogle simple rcgler,
der enten allerede ecr nevnt cller umiddelbart folger

of definitioncrne:
Refleksivitet:  Der gelder altid A% A.

Antisymmetri: Hvis AZ B og B% A, gmlder
A = B,

Transitivitet: Hvis AZB og B&C, goelder
A% C.

Tilsvorende galder naturligvis for ¥ . Moan legger mer-
ke til, at disse regler gonske svarer til den, der gel-~
der for henholdsvis < og 2.

Tor < og ™hor man 1idt afvigende regler, der svarer
til dem, der gelder for < og >.

BEndeligt nmvnes, at man af AL BCC eller af ACBEC
kan slutte, at A<C.

Ud fra en given mengde A kan man danne cn ny nangde,
nenlig mengden af alle deng delmengder. Vi vil betegne

den med %?(A)o Er f.cks,
A = {a9 b, ¢ E,

fas .

@ (4) :’§@9 ia?sib%9{0§7%aybgﬁaqﬁ%C;%asbacsj o

Opgaven ot bestemme antallet af délm&ngder i en nmeng-
de A bestiéendc af c¢t endelig antal n af elementer heng-
cr ngje sammen med et kendt kombinatorisk problem. Man
kan tenke sig, at clementerne af A er n pladser

L0 Som skal besettes med to slags brikker

Q1y Gpy ese 5 Doy
(f. eks. hvide og sorte) cller, lod os sige med cifrene
0 og 1. Man spoerger, pad hvor mange forskellige mider
dette kan gores. Til hver fordeling af O og 1 pd de n
pladser svarer en bestent delmengde of A, bestidende af
netop de pladscr, som er besat med 1, og omvendt horer
der til cnhver delmengde af A en bestemt fordeling af O
og 1, nemlig den, hvor declmengdens pladser cr besat med

1 og de gvrige med 03 speciclt svarcr til den tomme meng-
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T ~ 2
de den fordeling, ved hvilken alle pladscer er besat med
0. Heraf ses, at det omspurgte antal er lig med antal-
let af delnmmngder i A.
Lad der vaere givet en cendelig mangde A bestidcende af

n elcmenter Q9 Goy see 5 Qo 08 lad p betegnc ct bestent

af tallene 0, 1,05+ , N. In delmsngde af A bestiende af
p elementer plejer man ot kalde cen kombination af p ele-

menter blandt de n., At begtemme antallet Kn D of disse
Ly

kombinationer er altsid ensbetydende med bestemmclsen af
antallet af de delmengder af A, som hver bestér af p cle-

menter.

gvelser til kopitel I {2

1) Bestem antallet of delmengder af en mengle bestlende

af n elenenter.

2) Vis ud fra definitionen of K . som antollet aof de
9
delmangder of en hvis mengde bestidende af n clementer

son indeholder p elementer, at der gmlder folgendes

Ko,p ™ %10 * Kaeq, pe1,

(n-p+1) Kh,p»1a

4
P Ln’ i

p Kn,p

Benyt en af disse formler til ot vise, at

= (n} o n@-1) ... (n-pt1)
n,p P T 1.2, .. P .

Il
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3. Mengdealgebra.

Ved nmatematiske underspgelser megder man hyppigt
folgende situation: Der foreligger en mengde E, og man
interesserer sig for delmmngler afuden. I plangeometrien,
for ecksenpel, vil B vare mengden af alle planens punktexr
og de geometriske figurer delmengder of den. Hvis man
ikke viger tilbage for kunstige formuleringer, vil man
endda kunne give enhver matematisk undersggelse en sadan
ramme. I denne paragraf tenkes derfor givet en mengde E,
og der underspges Torskellige forbindelser mellen dennes
delmsngder., Mengden E kaldes universalmengden for under-
spgelsen, idet der ses bort fra alt uden for den. Det
vedtoages for denne poragrafs vedkommende, at sma latinske
bogstaver betegner elementer af L, ndr andet ikke er frem-
havet. Idet dette er underforstaet, er x¢ B et udsagn,
der er sandt for hvert x, og XésE et udsagn, dcr er falsk
for hvert x. Store latinske bogstaver betegner i deune
poragraf altid delmengder af B. Vaelger man som B mengden
af planens punkter, og tenker mon pd delmmngder begrmnset
af simple kurver, f. eks. pd cirkelskiver, kan man anskue-
liggore alle folgende betragtninger ved diagrammer.

Ud fra en mengde A kon der dannes en ny mangde, kal-
det dens komplementermmngde eller kKomplement. Den bestir
af allc de elementer af B, som ikke tilhorer A. Den be-—
tegnes med {A. Man har altsi

A = ix Enon(xg;A)} = ix| X%%A}.

Ud fra to givne mengder A og B kan der danncs en ny
mengde, som bestdr af alle de elementer, der tilhorer
bdde A og B. Den kaldes fmllesmengden (eller genncmsnittet)
af A og B og betegnes med An B, Dens definition kan skrives

ANB = ix|(xcA)A (xeB)} .
Endviderc kan man demne mengden af de elementer, som til-

herer mindst en of mengderne A og B. Den kaldes dec to
mengders foreningsmengde og betegnes med AU B. Dens defi-

nition kan skrives
AyB = iX}(XEMn%XéBﬁ .



Tor de Torskrifter til dannelse af nye mengder ud
fro givne, som symboliseres ved tegnene C,nog W, gelder

folgende rcgler:

(Ca = A ( { er involutorisk)
fo = B, (E = 0
AB = BNA
A (N og U er kommutative)
AUyB = BuA
Aa(Bng) = (ANB)NC , , _
N (ftog ¥ er associative)
Ay(Bug) = (AwB)ucC
ANA = A
fMog b er idempotente
AVA = A (frog P )
An(Bug) = (AnB)U(ANnc) (ncr distributiv m.h.t.u)
Av(Bng) = (AUB)N(AvC) (vVer distributiv n.h.t.n)
gnh = g, EnAA = A
EUuA = E, guh = A
An(AyB) = A
Au(AnB) = A
AnCA = ¢
AulA = E
C(anB) = (a u(B
C(AuB) = {an(B.,

Det scs, at disse regler stemmer overcns med dem,
der gelder for udsagn, idet der til {:,fz,tj svarer
henholdsvis non, A, ¥, Denne ovcrensstemmelse kunne slut-
tes af den méde, pa hvilken de logiske forbindelser op-
treder i komplenmentermengdens, fellesmengdens og forenings-—
mengdens definition.

Ifolge de associative love er der mening i at tale
om fellesmengden ANBMAC og om foreningsmungden AU B W C
af tre mengder. De kan dog naturligvis ogsd defineres
direkte, nenlig henholdsvis som mengden af alle elemen-
ter of E, som tilhorer alle tre nmngder, og som nmengden
af de clementcr af B, der tilhprer mindst en af de tre
mengder. Disse definitioner kan gencralisercs til ot
vilkdrligt, endeligt ellcr uendeligt ental mengder.



Mot., I 1960~61 AG. T, 3, 3.

Lod & betegne en mangde of delmengder af B. Ved folles-

nengden of mongderne tilhorende & forstas nencden af de
elementer af B, der hvert tilherer alle m&ngder LEL,
I tegn
=} f’ﬁ"‘g
FiA
Awfd

(A& D) = (xe \>;}

(8400 v (x4)))

it
. r—mu'“‘““"\
S
o™

[

e

= %X

Ved foreningsmengden af mengterne tilhorende 4 forstas

nengden of de clenenter, der hvert tilherer mindst cen

of nemglderne A&l. I tegn

- o W
éj L = %xg =t Al (Aep) A (XéA)}g,

Amdy | b .
Hvis 2 bestdr of endelig mange mengder A1, A27 eoo g An
eller af uendelig monge mengder, der danner en folge
Aj, AZ’ soo , Skrives fallesnengden og foreningsmengden

ogsd pad folgende naders

é‘, Aj_ = _A_1t.§lj2{,c o af‘él/“\.]lg

3,?
‘é } _/\;i = A,];;Azﬂ e 6 0 9
i=1
%ni
F oA = AGIA
i<_;:.;‘ f\l = A/’i_g_[ﬁ.zlj ° o oL:.ZXn9
w,
lgij Aj_ = .Az‘{)éAgi_‘; 90 0 9
1=1

hvor bogstovet i (lige som en summationsindex) kon erstot-
tes med et vilkarligt andet, der ikke forekommer i den
pagaliende soammenheng. Det tilsvarende golder for A i

ST A ﬂ o 3
symbolerne AEQA 0g QELA

For komplencntornmenglen of foellesmengden fis

{%A_ {X‘n@ﬂﬁfA((A%&) v (XgA)}é

1l

TTAEN .
ey o J 5 N s A [
= -?Exi jA((A{jé) N (xé 1\)}} %m FA {Ast)n(xe Ay
alted " D
é {rﬂm% .A. = ‘g %Aa
e AL A
Tilsvarende findes

fi

% *; A {( él\o

b /&é -{3 Aw

fﬂ'
b PR—
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Dissc to formler, der genercliserer to ovenfor nevnte,
kaldes of nogle forfatterc ce Morgans formler. Deres
indheld kan, onend upreacist, gengives sdledes: "Fol-
lesmengdens komplement er komplementernes forenings—
mengde” og "Foreningsmengdens komplement er komplementer—

nes follesmongdel.

Det har vist sig ot vere hensigtsmessigt ot indfore
cn serlig betegnelse og et navn for nengden of de celemnen-—
ter of B, der tilherer en given nangde B, men ikke til-
hprer en given mongde A. Det ses, at dennc mengde, der
betegnes med BN\NA og kaldes bVerskudsm&ngden af B over A,
differensmengden nellem B og A eller komplemenfef‘af A
relativ til B, ikke er andet end fellesmsmngden af B og LA

2a  #

BNA = { x| (x€B) A (x¢a)} = BAYA.

Specielt haves
(4 = E\L

og
AN A = AT = @,

Mellem de indferte m&ngdeoperationerfj,fiﬂﬁ'cg inklu-~
sionem,gg bestar der nogle simple forbindeclser.
Det er indlysende, at
128 o fBg{a.

]
Tdet A=3B & (ACB)A (BEA),
TEE A=3B & ({BSEAA (BEL)

& (AE3B) A ({1EE€B)

& (B ) A {(acs).
an benytter sig hyppigt heraf i beviser for, at to pa
forskellig made definerede nmmngder stemmer overens. "At
bestemme ¢t geometrisk sted” (en antikveret og overflg-
dig glose) glr ud pd at visc ot mengden A of punkter,
der har en vis egenskab, ogsd kan karakberiseres pa
anden mide, f. cks. som mengden B af punkter pa en vis
‘kurveo At vise f£. cks., at hvert punkt, der har egensko-
ben, tilhgrer B, og ot %Vert punkt, der ikke haor cgensko-

ben, ligger udenfor B, vil sige ot vige, at AS B 0g

Cag(s. x

B ,‘*

ot
1
1
Yo .3’
. * .
: ;
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Af definitionerne folger, at der for vilkirlige del-

mengder A og B af E gzlder
@gAﬂBg{%}gAUB%E,

Tilsvarende gelder for fmllesmengden og foreningsmengden
af vilkdrlig (endelig eller uendelig) mange mengder:
hver of disse mengder indeholder fallesmmngden og er
indeholdt i foreningsmengden.

Hvis det for to msngder A og B galder, at ANB = &,
siges de at vere digjunkte (eller elemcntfremmede).
VilkArlig (endelig eller uendelig) mange mengder siges
at vere parvis disjunkte eller bare disjunkte, niar hvil-
kesomhelst to forskellige af dem er disjunkte.

Ved en overdekning of en mengde M&GE forstas cn mengde
Ly af delmengder af B, for hvilken
Mgu_/lo
TOAED
En overdakning /A af M siges at vere en klasseinddeling
af M, nidr ingen af mengderne i A er tom, mengderne iA

er disjunkte og M = L¢} A
Aedy

De to sidste betingelser er ensbetydende med, at hvert
element af M tilhorer en og kun en af mengderne i AW



Mot T 1960-61. AG. T3pv. 1-4

1) Lad universalmengden E vere nmongden of alle reelle
tal.
o) CGor rede for, at
o %1} = 4 x] = <> 1t
Angiv et lignende uetry1 for {Y1X 3}1}.

b)) Lod a<b< e vere givne reelle tal. Udtryk mengden
ﬁ xl(x-2) (x-b) (x- c)> 0} ved mengder of formen
{v ‘% j‘ hvor d er et of tallen o, b ellor c.

A3

Angiv et lignende udtryk for komplemcntermengden.

2) Lad B vere nongden af punkter i planen.
Angiv for to givne punkter o og b mongden af de punk-
ter p, hvis afstand pa fra o er mindre en afstanden
pb fra b,
Lad der verc givet en trekant obe og et punkt n.
Besten nengden P af de punkter p 1 planen, for hvil-
ke afstonden pm er mindre end hver aof afstandenc pa,
pb, pc. Tegn figurer, der viscr at P kan vere tom,
begrenset eller ubegranset alt efter beliggenheden
af m.
Giv en til definitionen af P svarende karckterisering

of komplenentormengden til P,
3) Led B vore mengden of alle par (x,y) af reelle tal,

og fortolk dem som por of sadvanlige retvinklede ko-

ordinater for punkterne i plancn. Anglv ved figurer

e,

nengderne
L) (g1 > 0) A (xy 20) 1
{x, ) 1 (xS y) v (x"4y°< DT,
g(x,y)f(X2+y2~1)(X2—y2) = O},
b
f

Tz ) ) (x20y2 1) o0 (x=y%) 22 o).

4) Lad E verc momgdcen af punkter i pla men, og lad A og
B vare to cirkelbuer (f. cks. med rond), der har in-
dre punkter felles. Ved de to perimetre inddeles pla-
nen i 4 omrider. Giv for hver of disse nengder en

Tfremstilling ved 4, B og tegncne a gfj

Los den tilevarende opgeve for tre cirkelskiver 4,5 og C.
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Tad B vere en endelig mongde. Antallet af elementer
i en mengde ME&E betegnes med n(lM). Iac A, B og C
vaere vilkéarlige delmmngder of E; hvilken relation
beatdr da mellem antallene n(4), n(B), n(ANB) og
n(AUB)?

Hvordan udtrykkes n(BN\Na) ved disse tal?

Br tallenc n(AUBUC), n(fAn(BUC), n(§ AU(BAC)) bestent,
nadr tallene n(4), n(B), n(¢), n(AMB), n(BnC), n(ChA)
og n(4BNC) er givne? NAr desuden n(E) er givet?
Angiv 1 bekraftende fald fremstillinger af dem ved

de givne tal,

O resultatet af en eksamination besticnde af tre
proverd, & og ¥, der skal bestéds hver for sig, fore-
ligger felgende oplysninger: AT ialt 100 eksiminonter
har 86 bestiet #, 82 har bestaet g, og 76 har besta-
et y. Endvidere har 16 ikke bestaet hverkeng%ellargw
1% hverken % eller«, 12 hverken & cller g, cg 11 har
ikke begtidet nogen af proverne. Hvor monge har besté-

et alle tre prover?

Verificer ved hjelp af diocgrammer de ikke helt oplagte
blandt reglerne for i, log U (side I, 3, 2). Eftorvis
med benyttelse af den logiske algebra gyldigheden af
en af de distributive love samt of Q(AﬁB) = éAHé@ og
f(aB) = (AHB. Ulled ved hjslp of en af de to sidet-
ngvnte regler den anden distributive lov.

Bade AN(BNC) og AN(BUC) kan bestermes nir ANB og ANC

kendes. Hvorledes?

Verificer ved hjelp af diagrammer og bevis ved hjealp
af reglerne p& side I, 3, 2 den eller de rigtige blandt

ligningerne
(ANB)U (BNA) = (AUB)N(4ANB),
AfY (B~ C) = (ACTB)~ (A1YCQ),
AJ(BNC) = (AJB)~(ALJC).

(Overstreg pa dette blad den eller de forkerte ligninger.)



Mat

10)

11)

12)

14)

I 1960-61 AG I, 3 ov. 10-
Vis, at
(ASB) « (ANB = 4) & (AUB = B) & (ANB = 0)
¢$@}ﬁ§€l),
og at
(A = B) & (AUB = A(IB).
In a very hotly fought battle, at least 70 per cent

of the combatants lost an eye, at least 75 per cent
an ear, at least 80 per cent an arm, at least 85 per
cent a leg, How many lost all four members? (Opgaven
skyldes Lewis Carroll, forfatteren til "Alice in
Wonderland", lektor i matematik i Oxford.)

En fabrik producerer tre slags varer, o, 3, y « I
lobet af et bestemt Ar har 70% af fabrikkens kunder
kpbt &<, 60% har kebt 5, og 80% har kebt y » End-
videre vides det, at 40% har kebt bade X og gt, og
50% har kobt bade @ ogéf. Vis, at mindst 30% har
kobt alle tre varer, Procenttallet af de kunder,der
ikke har kebt nogen af varerne, kan ikke overstige

en vis vaerdi r. Bestenm det mindste tal r, for hvilket

dette er rigtbtigt.,

Lad B vere me cngden af reelle tal. Besten mengderne
b
{ Sl n-1 7
nj fxlodxgg}, YUoixlgsx<atg.

Lad E veare
gom par af
0g
nenglen og

planen,

moengder A
a) Mengden
centrun pa

A =
b)
gar gennen

A =

ngden

mengden af alle reelle talpar fortolket
retvinklede koordinater for punkterme i
lad t betegne et reel¢ tal. Besten falles-
foreningsmangden for hVer af folgende

af punktmengder:

af alle cirkellinier med radius 1 og

x-~-alksen,

i 2 2 5
jAs Ft (A = 1 (0 (x=6)"+y" =11t .
af alle cirkelskiver, hvis perimetre

punkterne (0,1) og (O,—1)
gA } It (4 = {(x,y)]x° ~2tx+y” & 1}

¢) For hvert positivt tal t bestermer ullgheden
tx+y/t > 1 en halvplan. Lad A vere nongdeh af

alle dlsse halvplaner, y
4 = {A 19t ((550) A (4 = { (x,5) | txry/t 2 1])}
- o



§ 4. Afbildninger (funktioner),

Lad A og B vere to mongder (ikke nedvendigvis for-

skellige). En forskrift, der til hvert element xe¢ A

lader svare eet bestemt element y& B, kaldes en afbild-
ning af A ind i B eller en funktion fra A til B. (Glosen
nPunktion" foretrskkes iswmr, ndr B er en mmngde af tal.)
En afbildning (funktion) betegnes 1 reglen med et enkelt
bogstav, i nogle tilfmlde ogsd med ordforkortelser (log,
exp, Sin, arctg, +..). Betegner f en afbildning af Aind i

B, skrives

£54 ind 1 B eller f:A—B eller 4-Li,3 .
Mengden A kaldes afbildningens (funktionens) definitions-—
nongde og B dens dispositionsmengde. Det til et element
x €A svarende element af B betegnes med f(x), undertiden
ogsé med andre symboler, som vid blive omtalt senere.
Det kaldes billedelementet af x eller den til x svarende
funktionsverdi. At £(x) svarer til x skrives ogsd hyppigt

X~ £(x)

(Denne brug af pilen har naturligvis ikke noget ned kon-
vergens at gore.) Mengden af alle billedelementer (funk-
tionsvardier) kaldes billedmengden (verdimmngden) og be-
tegnes med F(A). Den er en (mgbte eller umgte) delmmmngde
af dispositionsmesngden B.

To afbildninger f:A ind 1 B og g:A ind i B siges at
vere lig med hinanden, at stemme overens, ndr f(x) = g(x)

for hvert element x &A.

Er A' en delmengde af A, vil der med f:A ind 1 B
tillige vere givet en afbildning af A' ind i B, som kaldes
restriktionen af £ til A'. I reglen giver det ikke an-
ledning +til misforstaelser, nar denne ogsd betegnes ned f,.

Man skriver altsd f:A' ind i B,

Er B' en fra B forskellig nmengde, som ogsd indeholder
f(A) som Celmengle, vil der med f:A ind i B tillige vere
givet en afbildning af A ind i B'. Den kan i reglen be-
tegnes med f:A ind i B' uden fare for misforstielser.

En afbildning f:A ind i B, ved hvilken der til alle
elementer af A svarer et og samme element af B, siges
at vere konstant.
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Fksenmpler:

Lad R betegne nengden af alle reelle tal. De Tra den
elenentere differential- og integralregning kendte funk-
tioner er afbildninger af en mengde 4 & R ind i R. Defi-
nitionsmengden A er hyppigt en mgte delmmngde af R, nenlig
et interval eller foreningsmengden af disjunkte interval-
ler. Verdimsngden £(A) kan vare en agte delmengde af R.
Som dispositionsmengde kan da i stedet for R eksempelvis
velges F(A) eller en vilkdrlig anden mengde B, for hvil-
ken £(A) ¢ B ¢ R.

Lad A vare nmengden E2 af alle punkter 1 planen og
M'g E2 en ret linie, Lader man til hvert punkt peE2
svare dets retvinklede projektion pd linien M, fis en
afbildning f:E2 ind i E2 eller f:E2 ind i M. Br L < E2
en anden ret linie, vil restriktionen af £ til L vare en
afbildning f£:L ind i M.

Iad N betegne mengden af de natiriflige tal 1, 2, ...
og lad B vere en vilkdrlig mengdei Bn afbildning £:N ind
i B kaldes en folge af elementer af B, Det til et natur-
ligt tal n svarende element f(n) plejer man at betegne
med et bogstav forsynet med nerketallet n for neden,

f. eks. f(n) = bn' Hele afbildningen, altsd felgen, an-

gives da ved (b1, b2, sos) eller (bn>néN eller (bn)’ n =
1, 2, ees o« Det er negdvendigt at skelne mellem en folge
af elementer (b1, b2, sos) 0fg mangden ib1’ b29 .o,} af
disse elementer, (For folgen n-s(-1)% vil menglen af dens
elementer vere i;1,1}o) Eftersom B er en nengde af tal,
punkter, funktioner o.s.v., taler man om talfolger, punkt-
folger, funktionsfelger 6s.v. Er A en uendelig delmongde
af N, kaldes rostrlktlonen af £ til A for en delfslge
af folgen f£:N ind i B.

Lad A vere den endelige mongde 51, 2y oo g mj s hvor
m betegner et naturligt tal, og B en vilkarlig moengde.
Enhver afbildning af A ind i B kaldes et n-sgt af ele-
nenter af B og betegnes f. eks. med (b1, Doy eos s bm)'
Koordinatparret for et punkt i planen kan altsd opfattes
som en afbildning af msngden i1,2} ind i R,

Led A < R betegne intervallct a < t £ b. Mengden af
alle kontinuerte funktioner ¢:A ind i R betegnes med g(A)o
Ved til ¢ at lade svare funitionen §atg(t) at € B(n)
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defineres en afbildning af ¥ (4) ind 1 €(4). Ved til
at lade svare tallet |°¢(t) dt defineres en afbildning
af E(A) ina i R,

Lad A € R betegne intervallet a £ % < b og E, meng-
den af punkter i planen forsynet med et retvinklet koor-
dinatsysten. Lad endvidere y og Y vore kontinuerte funk-
tioner fra A til R. Ved t - (¢(%),¥(t)) defineres da en
afbildning af A ind i EZ’ der kaldes en paraneterfrem-
stilling for en kontinuert kurve., (Fortolkes t som tiden,
kan afbildningen siges at fremstille et punkts kontinu-

erte bevegelse 1 planen.)

Lad E2 igen vere mengden af punkter i planen for-
synet med et retvinklet koordinatsystem. Idet a og b er
givne reelle tal, fas en afbildning af E2 ind i EQ, en
"translation" (parallelforskydning) af E2 ved til punk-
tet (x,y) at lade svare punktet (x+a,y+b). En anden af-
bildning af E2 ind i EZ’ en"homoteti" (multiplikation),
fas ved til (x,y) at lade svare (mx,my), hvor m er et
givet reelt tal.,

Lad E vere en vilkarlig mengde og A en af dens del-
nengder. Ved dennes karakteristiske funktion forstis
funktionen y ,:E ind i {0,1}defineret ved

{1 hvis xe A
XA(X) :"{O hvis xg A .
Ved til hver delmengde af E at lade svare dens karokte-
ristiske funktion fis en afbildning af mengien $(E) af
delmsngder af E ind i nsngden XE af funktioner fra E til
10,1} . Omvendt, er der givet en sidan funition X:E ind
1 {0,1}, kan man til denne lade svare rongden af de ele-
nenter x af E, for hvilke ‘¥(X) = 1, Derved f4s en af-

bildning af X, ind i (B,

Lad der vere givet tre mengler A, B, C oz afbild-
ninger f:A ind i B og g:B ind i ¢. Man kan da definere
en afbildning af A ind i ¢ ved til elenmentet xe A at
lade svare elementet g(f(x)) af C. Denne af 7 og g
sammensatte afbildning betegnes med gsf (nir forveksling

med et produkt er udelukket, oged med gf). I tegn
gofeA ind i ¢ eller x = (gof)(x) = g(f(x)).
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Er A, B, C, D mgngder og f:A ind i B, g:B ind i G,
h:C ind i D afbildninger, kan man danne afbildningerne
he(gef):A ind 1 D 0g (heg)ef:A ind 1 D.
For den forste fas, idet x A,

x —» ((heg)et) (x) = B{(8eL)(x)) = h(a(£(x)));
og for den anden
x — ((hag)ef) (x) = (heg)(£(x)) = n(a(£(x))),

altsd det samme. Folgelig kan vi skrive
he(gef) = (heg)ef = hegef,
Tor sammensatning af afbildninger gelder den associative lov.
Er der givet afbildninger £:A ind i B og g:B indi C,
kan man i almindelighed ikke danne feg. Dette vil vere
muligt, hvis ¢ ¢ A. Idet g da kan opfattes som en afbild-
ning af B ind iuA, har man gefs:A ind i A og feg:B ind 1 B.
Almindeligvis er altsd disse to afbildningers definiti-
onsmengder indbyrdes forskellige, og alene af denne grund
kan afbildningerne ikke stemme overens. Men ogsa hvis
A =B =(, sdledes at gef:A ind i A og feg:A ind i 4, vil
de 1 almindelighed vere faskellige., Den kommutative lov
gelder ikke for sammensetning af afbildninger. Bksempler,
der viser dette, dannes let ved hjelp af elementare
funktioner. Hvis det for to afbildninger f:A ind i A og
g:h ind i A gelder, at gef = fog, deves (feg)(x) = (gef)(x)
for hvert element xeg A, siges de at vere ombyttelige.
Blandt afbildningerne af en mengde A ind i sig selv
fremhaves den identiske afbildning ey s ved hvilken
hvert element x& A svarer til sig selv: x —» xX. For hver

afbildning f£:A ind i B gemlder
faeA = eBﬂf = f.

En afbildning f:A ind 1 A kan sammensaettes med sig
selve, Man fadr da en ny afbildning fef:A ind i A, Denne
kan igen sammensattes med f£. P4 grund af den associative
lov bliver resultatet fefef uafhengigt af "fra hvilken
af siderne" det sker. P4 denne méade kan man fortsette og
far da efter i alt p-1 sammens&gninger, hvor p er et na-—
turligt tal, afbildningens p-te itererede eller p—te

potens

O N (p "faktorer").
Nar forveksling med en sadvanlig potens er udelukket,
skrives simpelthen P, Som for potenser af tal indses
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(med gentagen benyttelse af den assoclative lov), at

der for hvilkesomhelst naturlige tal p og ¢q gzlder, at
f"p f’;’)q = fﬂ(p'*-q

Det er indlysende, at to itererede af den samme afbild-

ning er ombyttelige. Af formelle grunde er det hensigts~

messigt at definere
a0
il =eA.
"Potensreglen" gmlder da for p>0, ar0. 5
Det kan hende, at den anden itererede £°° af en
afbildning f:A ind i A stemmer overens med f selvs
w2
f :fo
Da gulder £°P = £ for p» 0, og afbildningen kaldes
idempotent. Det er klart, at den identiske afbildning
samt enhver konstant afbildning af A ind i A er ildempotent.
Men derfindces mindre oplagte vigtige eksenpler. Her kan

nevnes den ovenfor omtalte projektion af planens punk-

ter pd en ret linie,

En fra den identiske forskellig afbildning f£:A ind i A
kaldes involutorisk eller en involution, nir
fﬁ2 =€,
Eksempler pd involutioner er: den ved x -+ -x definerede
afbildning af R ind i sig selv, den ved x — 1/x defi~
nerede afbildning af R\ 40} ind i sig selv, den ovenfor

omtalte homoteti af planen EQ’ nidr m = -1,

»

Nar der foreligger en afbildning f:A ind i B, kan man
til hver delmengde A' af A lade svare dens billede,
altsd en delmmngde af f(A) og dermed af B, Afbildningen
f bestemmer altsd en afbildning af PH(A) ind 1 D(B).
Uheldigvis er det smdvane at betegne ogsd denne afbild-
ning ned £ og folgelig den til A! g A svarende delnmengde
af B med f(A') (i overensstemmelse med den allerede ind-
forte betegnelse f(A) for billedmengden ved f:A ind i B)e
Afbildningen f:& (A) ind 1 @ (B) vil vi kalde den til
f:A ind 1 B herende nmengdeafbildning. Bemsrk, at for

x&E A e

£({x}) = £},
hvor £ p& hojre side stdr for den oprindelige af-
bildning og pa venstre side for den tilhegrende mongde-—
afbildning. (Her udelades i reglen de krpllede parente—



ser; det mA da sluttes af sammenhzngen, om talen er om
den ene eller den anden afbildning f.)

Ted en afbildning f:A ind i B bestermes ogsd en
afbildning af £ (B) ind i B (4), nemlig ved til delmeng-
denB' af B at lade svare den (muligvis tomme) mengde af

alle de elementer x af A, hvis billedelement f(x) horer
a1

til B'. Denne afbildning betegnes med f (eller i
reglen blot med f—1). Vi har altsé 1
221D (B) ind 1 D(4) , £ () = {xle(x)e B} .

Delmengden f§~1(B') af A kaldes den til B' &€ B horende
originalmengde. I stedet for fa_1(§y}) skrives i reglen
fa”1(y), nen det er vigtigt at gere sig klart, at Tl
i almindelighed ikke kan fortolkes som en afbildnihg
af B ind i A. Ved til elementet y¢ £f(A) at lade svare
originalmsngden fa*1(£y}) = fﬁ'1(y) til 4y} fds en af-
pibddning af f(A) ind 1 H(4).

Mengden af originalmsngderne fe—1(y) til elementerne
y ¢ £(A) (bedre delmsmngderne {y} af £(A)) danner en klasse-
inddeling af A. Ingen af disse mengder er nenlig tom,
idet y € f(A) netop betyder, at der findes mindst eet
x¢ A, for hvilket f(x) = y. Endvidere tilhgrer hvert
elenent x& A en af nengderne f0_1(y), nemlig f¢"1(f(x)).
Og endelig er fa"1(y1)f1f°"1(y2) = @, nar ¥y # Yo 1
idet et felles element af de to mengder ville have for-
skellige billedelementer Y, 08 ¥, ved f, hvilket strider
mod afbildningens definition.

Hvis det for en afbildning f:A ind i B gmlder, at
billednengden f£(A) udger hele dispositionsmengden B,
hvis altsd f(A) = B, siges den at vere en afbildning af
A p4 B, og man skriver

f:A pd B. Do
Det fremghr heraf, at man 1 dette symbol méd. erstatte

"pa" med "ind i'", idet det sidste Jjo siger mindre on
afbildningen, men i almindelighed ikke omvendt. Enhver
afbildning £:A ind i B kan dog betragtes som en afbild-
ning af A pad F(A).
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gvelser til kap. I, 4.

1) Ind A og B vaore delmengder af en universalmengde E

5)

0g XA og‘XB deres karakteristiske funktioner., Find,

udtrykt ved disse, dc karakteristiske funktioner
X{:A? {’tB? XA!‘}B’ Cg /{A\Bo

Vig, at to vilkarlige translationer f1 0g f2 af planen
E, givet ved (x,y) —3 (X+W1,ykb ) og (x,y)»—a(x+a2,y+b2)

er ombyttelige. Besten get punkt, der svarer til (x,y)
ved afbildningen i’zszf1 , hvor p, 08 b, e naturlige
tal, og vis derved, at denne afbildning ogsid er en trans-—

lation.
Los den samme opgave for homotetierne 84 givet ved

(x,y)—-&(m1x,m1y) og g, givet ved (X,y)n—$(m2x, Y ) e

Vig, at f1 08 8, kun er ombyttelige, ndr mindst ecn

af dem er den identiske afbildning.

Vis, at der ved

( ) —3 ( - !
X, ¥ )
’ x2+y2 ’ X2+y2

bestermes en afbildning £ af Eg%aﬁf0,0i} pd sig sclv,
son er involutorisk. Seg en geometrisk beskrivelsec af
afbildningen (som kaldes inversion i enhedscirklen).
Lad C§%E2 betegne en cirkellinie, der ikke giAr gennen
(0,0). Vis, at £(C) ogsd er en cirkellinie. Angiv ogsa
billedet af den ved C begransede cirkelskive.

Lad f: R ind i R betegne den vod X~—éx2 bestente funk-
tion., I'ind fap, hvor p e¢r ¢t naturligt tal, samt ori-

s o4 R - 1
ginalnengderne £ ({y ! -2y {4} ) og £° 1({5;! 4&y< 9})

Tad s R 1nd 1 R betegne funktionen sin. Angiv original-
nengdernc £ (y) for y = 0,- i, -2

Ios den tilsvarende opgave for funktionens restriktion
til intervallet {X §~if{x L k

«a -’1—



6)

7)

8)

9)
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Lad A vare nsngden af alle 1 et intcrval J = %tl aﬂit<§b§

vilkérlig ofte differentiable funktioner ¢ : J ind i R.
Iad f: A ind i A vere bestemt ved ¢ »¢'. Angiv den funk-
tion, der svarer til @ ved fg?, hvor p er ct naturligt
tal, samt originalmengden fwmi(y) Til yeA,

For den til en afbildning f:; A ind i B horende rengde-
afbildning gslder, nar A' og A" betegner vilkarlige
delnangder af A, at

FATWAY) = £(AY)U (AT .

F(AMIAY) & £(A )V E(An),

TA™NA") 2 Ff(AY)NT(AM),
Vis ved angivelsc af cksenpler, at inklusionstegnene
i de to sidste relationer ikke kan erstattes med lig-

hedstegn.

Med de sarme bebtegnelser som 1 forrige opgave gealder
for vilkdrlige delmengder B' og B" af B, at
£7(BUBY) = £ (B UL (B,
£ (BINBY) = 77BN 2T (BY),
£UT(BINBY) = £U7(BY) 7T (B,
£ E(AT )R AY,
£(£7(B") )& 3B .
Bevis disse relationcr, og at der gemlder lighed i den

sidste inklusion ndr £ er en afbildning af A pa B.

Lod f: B, ind i E, betegne afbildningen der til (x,7)
lader svare (X2— y2,2xy)u

Vig, at £ er en afbildning af By pa By»

Find billedmengderne til folgende mmngders

x- aksen, y- aksen, mengden i(xgy)} (y%;o)h(xééy)} )
liniernc x = 1 og y = 1 og halvplanerne x> 1 of y§é1°
Pind originalmengderne ved f til felgende nengder:
linierne x = 1 og y = 1, halvplanerne x»1 og y{§1 gant

kvadranten x £0, y2 0.



§ 5, Enentydige afbildninger. Numerable mengder.

En afbildning f:A ind i B siges at vere encntydig,
i tegn 1-1, nidr to forskellige elementer af A altid har
forskellige billedelementer, altsd, nar

Vo, ¥ (e A x)) = (2(x)) # 2(x))
(hvor der for korthedens skyld er sat A som index til
kvantorerne, for at udtrykke, at udsagnet vedrgrer ele-
menterne tilherende A). Idet udsagnet p =»q er ensbety-
dende med non q = non p, kan man crstatte ovenstiende
udsggn nmed
Wy, Vo, ((£() = 20x,)) =5 (5 = %)

altséd med, at to elementer af A stemmer overens, nir
de har samme billedelement. Dette kan ogsd udtrykkes
sdledess For hvert element y ¢ B indeholder original-
mengden fa"1(y)Ahojst eet element, d.v.s. den er ton
eller den bestér\af netop eet element af A. Det sidste
tilfelde foreligger, nir og kun ndr ye £(4).

Er f:A ind i B (1-1) og gsB ind i ¢ (1-1), vil gef
vare en enentydig afblldnlng af A ind i C. AT g(f(x )
= g(f(x, )) folger nemlig, at £ (x, ) = f(x ), da g er 1-1,
0g deraf, at Xy = X5 da £ er 1 1.

Nédr der foreligger en enentydig afbildning £:A ind i B,
kan man defincere en afbildning af f(A) pd A ved til
yef(A) at lade svare det entydig bestembe elenent af
A, der udgeor originalmmngden f9*1(y). Idet dette elenment
0gssd betegnes med f¢—1(y), kan man skrive
fﬁ*12f(A) pa A, v £ (y).
Afbiddningen kaldes den til f inverse éller omvendtec.

=1

Det er klart, at den ogss er\enentydig, idet to forskel-
lige elementer af f(A) ikke kan have sarmme original-
element. |
Idet det til ngf(A) ved den inverse afbildning
svarende element f° (y) af A ifglge definition er det.
element af A, hv1s billede ved f er y, gmlder |
£(£°" (Y)) for ye £(A),
altsd
£o2" = oppy
Er x€ 4, vil det til f(x) ved den inverse afbildning
svarende element vere det, hvis billede ved f er f(x),



Al
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altsd x. Folgelig gelder
2 (e(x)) = x for x ¢ A,

altsa
&

£ “1@f = e, -
Den til f§_1:f(A) p4 A inverse afbildning er f:A pd f(4).

Br £ en afbildning af A pd B, altsd f(A) = B, vil
fem1 vare en afbildning af B pd A. Hvis der findes en
enentydig afbildning af en mengde A pd en mengde B,
siges de to mangder at vere lige megtige (eller skviva-
lentc), og man skriver

A ~B .,
Det er klart, at denne relation mellem to mengder er

refleksive A~ A,
idet e, er en enentydig afbildning af A pa A,
syrmetrisk: hvis A ~ B, da gmlder B~ A,
idet f§~1:B p& A (1-1), nar f:A p& B (1-1), og
trangitive: hvis A ~ B og B ~ (C, da gelder A ~ (3
thi hvis f:4 p& B(1-1) og g:B pd ¢ (1-1), vil gef vere
en enentydig afbildning af A pd C. P& grund af den syn-—
netri, med hvilken A og B optrzder her, plejer man on
to lige nmemgtige mengder ogsd at sige, at der e star en

encntydig korrespondance imellem demn, hvorved det sd erx
ligegyldigt, om nman tenker pd afbildningen f eller dens

inversc,

At to endelige nmmngder er lige megtige, er ensbety-
dende med, at de indeholder det samme antal elenenter.
At telle elementerne 1 en endelig mengde A bestdr jo i
at etablere en enentydig korrespondance mellem A og en
vis memngde af naturlige tal {1,2,...,n}. Dette kan na-
turligvis ske pa mange forskellige midcr, men det er en
forudsetning for, at vi overhovedet kan tale om antallet
af elementer i en endelig mengde, at tallet n forbliver
det samme, hvordan denne korrespondance end valges. ER
nu A~ 3B og A~ {1,2, 0,0}, har vi ogsé B~41,2,4..,n}
rd grund af skvivalensrelationens symmetri og transi-
tivitet, Omvendt, er A og B lige mugtige med samme tal-
mengde §1,2,...,n0%, er de indbyrdes lige mmgtige pé
grund af skvivalensrelationens transitivitet og symmetri.
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Heraf kan sluttes, at en endelig mengde A og ch agte
delnmngde AT af den ikke kan verce lige nwegtige. Antag,
at A'~ A og at Aﬁu{1, 2y aeny nt. Do ville man ogsd
have A'ﬂa{1, 2, wes, n}f, d.v.s. der fondtes en cnenty-
dig afbildning af A' A {1, 2, ..., n}, Nen da der
findes elenenter i A, son ikke tilhprer A', kunne man
lade disse svare til n+1, n+2, ... m og derved f& en
enentydig korrespondance mellem A og £1, 2y saey mk,
hvor n>n, i strid ned AAJ%, 2y ey n}.

Helt anderledes forholder det sig med uendelige noeng-
der. Idet vi til hvert helt tal p lader svare tallet
2p, Tar vi en enentydig korrespondance ncllem mengden
2 af alle hele tal og mengden af alle lige tal, der jo
er en @gtc delmangde af 2. Dette lagger det nor at sperge
on allec uendelige nongder er indbyrdes lige megtige.
Svaret herpd er negativt,

En nengde A siges at vore numerabel (eller twmllelig),
nadr den og nmengden N :'{1, 2, ooy af naturlige tal or
lige megtige, d.ves., nar der findes en enentydig af-
bildning af N pd A, med andrec ord, nidr der findces en
folge aof elementer af A, hvori hvert element af A fore-
kommer en og kun een gang. Eksepoler pa numerable meng-
der er N selv naturligvis, mengden 2 af alle hele tal,
idet (0, 1, =1, 2, =2, 3, =3, ...) er en folge med den
nevnte egenskab, nengden af alle rationcle tal (jfr.
opgaverne), endvidere enhver uendelig delmengde af cen
numerabel mengde. For at indse dette antages, at den
numerablc mengde A er skrevet som en folge (“1, “29 onel);

hvori hvert element forekommer cen og kun cen gang.

Lad a, vere det forste element, der tilherer den giv-

ne uon&elige delnengde A' af A, ay, det forste elcnent
2
efter an1, som tilhprer A', a, det forste element ef-
3
ter a, » som tilhorer A', 0.s8.,v. Dette kan ikke ende,
2

da A' er uendelig., Lader man nu a, svarc til 1, a
1 2
til 2 0.s.v., fds en encntydig afbildning af N pd A'.
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Vi har altsd:
Enhver delnsngde af en numerabel mengde cr hojst

numerabel, d.v.s. nunerabel cller cndelig (hvorved
den tomme mengde regnes til de endelige).

Lad der vare givet en vilkirlig uendelig nwngde A.
Bt vilkdrligt valgt elenent af A betegnes med s et
vilkdrligt valgt element af A\\{q t betegnes necd 8y
et vilkdrligt valgt element af A‘\ﬁw u2§bete cnes ned
8zy eeey et vilk8rligt valgt element af A\\{ Y ,.,,aﬁ})
ned S ® Dette kan fortsattes ubegrasnsedt, thl ingen
af nengderne A\\{ﬂj,ag, o ey } kan vere tom, da A er
uendelig. Pa denne nade fas en folge af indbyrdes for-
skellige elemencer af A, Idet mongden af en sidden fol-
ges elementer er numerabel, har vi:

Enhver ucndelig nengde har nunerable ﬂelméngder,

Et eksenpel pd en ikke numerabel uendelig nsngde
(N), mengden af alle delmengder af naturlige tal.

For at bevisc dette benmrkes, at der bestir en encnty-
dig korrespondance mellem delmsngderne af N og dercs
karakteristiske funktioner (side I, 4, 3). Mongden (I)
og mengden XN af karakteristiske funktioner er altsa
lige nogtige. Pdstanden vil altsd folge, nar det er
vist, at Xﬁ ikke er numcrabel. qu{1’ {0 vee VETE €n
vilkarlig folge af karakteristiske funktioncr. Hver
af dem er cn folge bestdende af 0 og 1. Indfores be-
tegnelsen (xln), N=1,2,000e , for 4., kan mon stille
felgen af fo .ger op 1 et skemas:

,’E1 H (X11,X129X13,:000
42 : (X21,X22,X23, cue
13 : (X31,X32,X33, .o

N’ N s

. . L] . ®

L ] L] o [ ] [

Idet hvert Xyp CT lig med O eller 1, gmlder dette ogsad

for 1‘Xins Vi betragbter nu folgen

}Eg (1 X11, "X22,1"X33, ooo)°
Den ecr ifolge cCet sagte ogsd en karakteristisk funktion
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defineret i N. Den kan ikke stemme overens med nogen
af folgerne;1,%2, ees , thi den afviger fra¢1i hvert
fald i det forste element, frazé i det andet, fra 13
i det tredic o.8.v.e Ved denne sakaldtc Cantors diago-
nalnetode fas altsd folgende resultat: Ikke nogen fol-
ge af karakteristiske funktioner fra Xy kan indcholde
dem alle, og dette betyder netop, at Xy (og dormediﬁ(ﬁ))
ikkr er numcrabel. Heraf kan sluttes»

Mengden B af alle reelle tal er ikke numergbel,
Dette folger af cksistensen af en enentydig afbildning
f3 Xy ind 1 R. Man har da nemlig XNﬁdf(Xw) hvilket vi-
ser, at R har en ikke numerabel delmengde, og dermed
at R ikke kan verc numerabel. En sddan ofbildning fés
ved til funktionen y: (x Xy 9%py aes ) fra Xy a2t lade
svare det reclle tal, der fremstilles ved den ucndelige
decimalbrok O,X1X2.,. « Da to forskellige decimalbroker,
der kun indeholder cifrene O og 1, fremstiller forskel-
lige reelle tal, cr afbildningen enentydig,

En mengde, der er skvivalent med mengden R siges
at have kontinuets negtighed. Af det sagte fremgir,

at R har sivel delmengder, som har kontinuets megtig-
hed, son nunerable og endelige delmengder. Det cr et
beromt ulost problem, kontinuitetsproblemet, om enhver
delmengde af R horer til cn af de tre nevnte kategorier.
P4 den anden side kan man vise, at der findes uendeli-
ge mengder, som hverken er numercble eller af kontinu-
cts negtighed . En sadal er mengden af alle funktionex
f: R ind i R.
Meaangden E1
megtighed. At der findes cn enentydig korrespondance
mcllem nmengden af reclle tal og mengden of punkter pa
cn ret linic, c¢r et velkenat faktum, som er fundamen-
talt for den analytiskc geometri. Et bevis herfor for-

of punkter pd en ret linie har kontinucts

udsatter cn preciscring af geometriens grundlag, son
ikke skal gennemferes her.

Endelig anferes uden bevis, at nsngden E2 af punkter
1 planen og mengden E3 af punkter i rummet ogsi har
kontinuets megtighed.
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1)

ro
~

4)

@velser til Kap. T, 5.

For hvilke verdier af konstanten k er den ved
x~»kx + sinx bestemte afbildning af mmngden R af reel-

le tal ind i R enentydig?

Idet x& R, betegnes ned {x] det storste hele tal,
der er mindre ond eller lig med x. (settes x = nm + 1,
hvor m er et helt tal og O <r <1, er (x| = m.)

Tegn de grafiske billeder af funktionerne x —»|x],
x—>x - (¥} og x~»2{x] - x fra Rtil R. Vis, at den
gidetnevnte afbildning er en enentydig afbildning af

R pa R.

Bestem billedmengden for hver af folgende afbildninger

af E2 o
med et retvinklet koordinatsystems
(x,3) = (x7+y°,x5-57),
(x,5) = (x457, x7-y7)
(%, y)—> (cX+e¥, eF=e¥),
(x,y)—>(Arctgx + Arctgy , Arctgx - Arctgy ).

Underspog, hvilke of afbildningerne der er enentydige

ind i sig selv, hvor B, betegner planen forsynet

og angiv dercs inverse afbildninger.

Angiv en nedvendig og tilstrakkelig betingelse (ud-

trykt ved tallene @, b, ¢, d) for, at den ved
(x,7)—>(2x + by , cx + dy)

givne afbildning af E2 ind i sig selv er encntydig,

Vis, at nidr og kun ndr demne betingelse er opfyldt,

er den cn ofbildning af B, pa EZ’

Iad f3: A ind 1 B og g: B ind i ¢ verc afbildninger
sdledes at gof: A ind 1 C er enentydig. Vis, at

f: A idnd 1 B er cnentydig. Vis, at nédr det yderligere
forudsattes, at £ er en afbildning af A pad B, ma og-
s& g vare enentydig.,
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6)

9)

10)

12)

13)

14)

Vis, at cn involutorisk afbildning f: A ind 1 A
(d.v.s. en afbildning f % c¢,, for hvilken fof = eA)
cr en cnentydig afbildning af A pd A, der stemmer

overens med sin inverse.

Tad afbildningerne f3: A p4 B og g: B pd C vore en-
ad]
entydige. Vis, at for afbildningen (gef) : C pd A

.3“1

)ﬁwg = faw}@g .

gelder, at (geof

Vis, at hvis A er cn endelig delmmngde af cn uendelig
nengde B, da er BNAmB, (Benyt, at enhver uendelig

mangde har en numerabel delmengde.)

Vis, at hvis A er hegjst numerabel (endelig eller nu=-
nerabel) mengdce og B en uendelig mmngde, da er
Al /BB,

Vis, at hvis momngden A er numerabel og der findes en
afbildning af A pa mengden B, da er B hojst numerabel.

Vis, at mengden af alle par (m,n) af naturlige tal er
numerabel. ‘

Vis (f.cks. med benyttelse af opg. 9), at menglen af
alle positive rationale tal er numerabel.

Vis, at mangden af alle rationale tal er numerabel.

Vis, at folgendc mengder af reelle tal er indbyrdes
]igenmgﬁge:{xﬁoéxg1 },{XiO§X<1 ﬁ{xﬂﬁfxﬁ1§,
{x]0<x<¢ },A%XlXj>O 13 {X}x2:>1} og R. (Benyt opg.
7 ¢l.8)

Vis, at mengden af alle cndelige delmengder af msngden
N af naturlige tal er numcrabel.

Vis, at enhver nengde af disjunkte &bne intervaller pa
tallinien og enhver mangde af disjunkte cirkelskiver
1 planen er hojst numerabecl.




% 6. Transformationsgrupper. Permutationsgrupper.

Enentydige afbildninger af en mengde A pa sig selv
spiller en vesentlig rolle i mange underspgelser. De
kaldes for transformationer eller, iser ndr A cr en
endelig meongde, for permutationer af A.

Mengdeh € af alle cenentydige afbildninger af en
mengde A pé gig selv har, som det umiddelbart fremgir
af tidligere resultater, feolgende egenskaber:

Gl, fvis £ &% oggey , da er ogsd gefe 'y .

@2, For_f,e,h ¢ ¥ gelder fo(geh) = (f¢g)eh.

G3. Der findes e € % , sdledes ab eef = fee = f
for hvert £ & ¥ (nemlig e = e,, den identiske
afbildning) .

G4. For hvert £ €% findes der £' € § , sdledes at

Tlof = fof! = o (nemlig £' = £°71, den +il f
]

inverse afbildning).
Enhver mengde W’ af enentydige afbildninger af en mengde
A p& sig selv, for hvilken G1-4 gmlder, kaldes en gruppe
af transformationer (permutationer)af msngden A. Den
betragtede mengde af alle enentydige afbildninger af A
pa sig selv kaldes den fuldstondige transformationsgruppe
for A eller, hvis A er en endelig mengde bestdende af n

elementer, den symmetriske gruppe af graden n. (I den
sidste bensmvnelse ligger der en hentydning til, at denne
gruppe 1 en vis forstand kun afhsnger af antallet af
elementer i A, Dette vil blive prmciseret senerec.) Idet
man ved en undergruppe af en transformationsgruppe
forstar en delmmngde af E (altsd en mengde af transfor-
mayioner indeholdt i §' ), der selv har "gruppeegenska-—

berne! G1-4, kan man sige, at enhver transformations-—

gruppe for A er en undergruppe af den fuldstandige.
Idet mengden {EAS med den identiske afbildning som
eneste olement har gruppeegenskaberne, hvilket folger
af ©%€) = €, har enhver transformationsgruppe for A,
foruden sig selv, {e‘& sorm undergruppe.
Undergrupper af en transformationsgruppe %5 for
en mengde A (dog almindeligvis ikke dea alle) kan f&s

pd feolgende mdde., Lad A' vere en delmengde af A, Man
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betragter mengden af alle de afbildninger fe& E} ,

som albilder delmmngden A' pa sig selv, for hvilke
altsd fs A' pd A'. Den identiske afbildning Cy op=
fylder naturligvis denne betingelsc. Muligvis findes
der ikke andre i.? . Men hvis f & G har denne egenskab,
vil f“n'ogsé have den, og hvis f1é 3 og:@zélg har
den, vil ogsa f25f1 have den. Da den associative lov
G2 jo altid gunlder for afbildninger aof en mengde ind

i sig selv, ses heraf, at mengden of afbildninger 1

gﬁ ’ son afbilder A' pad sig selv, cdanner en undergrup-

pe ‘? af gfo

Dennc made at udskille undergrupper pa kan varieres.
Idet et element x€A kaldes et fixelement ved en afbild-
ning f: A ind i A, ndr f(x) = x, kon man betragte meng-
den af de afbildninger fe;é}, for hvilke alle clecmen-
ter 1 en foreskreven mengde A%z A er fixelementer, d.v.s.
de afbildninger i.§ , Tor hvilke restriktionen til A'
er den identiske afbildning K Det ses let son for,
at disse danner en gruppe, nemlig en undergruppe af G

og dermed af ég o

Eksempler:

Ind R vare mengden af reelle tal, og lad f_:R pd R,
hvor a betegner et rcelt tal, vere den ved f_ (“)~x+ﬂ
bestemte funktion. Mengden { iﬂﬁﬁk'er da en urunuforn
mationsgruppe ij for R. Det s%mme galder fort§° gaﬁQé,
hvor Q betegner mengden af alle ratiomale tal, og for
{f {1Cu% hvor 2 betegner m&ngden af alle hele tal.

De to sidste ecr undergrupper af F’ De bestdr af de

afbildninger af 'Z“’ , der afbilder henholdsvis Q og 2

pd sig selv. Derimod er~§f&§a§N§, hvor Il betegner meng-

den af naturlige tal ikke nogen gruppe. Alt dette fol-

ger let of fD afa = fa e I geonctrisk fortolkning
2 1 172

drejer det sig om translationer af linicn E1a

For funktionerne g : R pn R defineret ved
gm(x) = mx gmlder det, ot fg EaéR\x‘Ofg‘d%nner cn trans-
formutlonsgruppedﬁio for R. HV1S m=0 tillades,f8s ikke
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nogen gruppe, da g, ikke her nogen invers.
Eksenpler pd undergrupper af 2{1 er»égm méR H
hvor R, betegner menglen of p081t1ve reclle tql,
{g mLQ“xfO}k‘ 35 [ miQ } hvor Q betegner
mmngden af positive rat 1onule tﬁl, og §g1, g 1}
Derimod er hverken {g mel § gg | me } eller
{bmg meéR_}, hvor R_ botegner mengden af negative
reelle tal, grupper., ALt dette folger let af

gmgc’gm1 = gmqmz, I geometrisk fortolkning drejer det
sig om homotetier af linienE1 med centrum i nulpunkt-
tet'.

Tilsvarende gmlder for translationerne og homoteti-
erne af planen E2 Lad f LD betegne translationen
(x,y)=>»(x+a , y+ b). =ngdon.{ o, b '% be R } er
en transformationsgruppe 34 for Ez“ Erstﬂttes R med
Q eller 2 fAs undergrupper. Translationerne, der afbil-
der en given linie pa sig selv, danner en anden under-
gruppe. IFor linien med ligningen x = y findes {fa’agaﬁR}.

For homotetierne 8 af E2 "med centrum i nulpunktet?
defineret ved (x,y)—(mx,my) gmlder det samme som for

honoteticrne af linien.

For hver af de omtalte specielle transformations—
grupper galder det, at hvilkesomhclst to afbildninger
hegrende til en af dem er ombyttelige. En tronsformations—
gruppe med denne egenskab siges at vare kommutativ el-

ler abelske.

Et ckscmpel pd en ikke kommutativ gruppe er }ﬁ1
«{faym! (a€R) A(me k101 }, nvor . R ind i R er
defineret ved fa,m(X) = nx + a. At der virkelig foré-
ligger en gruppe, ses sdledes: For a = 0, m = 1 fas

den identiske afbildning. Den inverse til afbildning-

en X -3MX + o er X“§FT - ﬁy altsd £ o 1, der tilhprer
' m’ m
den betragtede msngde, For f ef findes

2 N 1112 ("11 5 HLl
xwaym.(m1x + a1) Ly =MLY + IRy + B, altsa

mgq +12,m1n29 der ogsa tilhorer den betragtede mengde.
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Dermed cr gruppeegenskaberne eftervist. Det sidste re-
sultat viser tillige, at der i almindelighed gzlder

f of ] £ T of .
89Ty 8o, T, 8y 30, Oy

For m # 1 har afbildningen £, p €0 08 kun ot fixele-
g

a ; :
ment (fixpunkt) x = ==y, som findes ved at lesc lig-

ningen mx + & = X. Sattes fq m(X) =nx + a = x', har
(,91

~

man for m # 1
v O _ o0, _ &
X =7 = mn(x - =),

hvilket viscr, at afbildningen er cen homoteti (multi-

plikation) med centrum ﬁ%ﬁ (ud fro punktet 5%?).

Gruppen }ﬁ1 bestiar altsd, foruden af den identiske af-
bildning, af homotctierne med alle mulige centrer og
faktoerckn # 1 og translationerne af linien (m = 1).

For grupper gmlder nogle simple setninger, son
fplger af (de understregede dele af ) ¢ 1-4, uden
benyttelse af, at bogstaverne £, &, .. bectegner af-
bildninger og o sammensatning. G 3 udsiger, at der
findes mindst cet eclement e€y, sidledes at cef=foe=f
for hvert f€%. Det kunnc tenkes, ot der i gruppen
fandtes flerec clementer med den samme cgenskob. (Der
blev kun konstateret, at den identiske afbildning
opfylder kravet.) Der gelder imidlertid:

I en gruppe E} findes kun eet elecment e, siledes
at cof = feoe = f for hvert f € .5,
Bevie:

Antag, at ¢ og ¢' har den nzvntce egenskab.
Da gelder ee=c' = e', da e har den, og eec' = €, da
e' har den. Feolgelig gelder e = ¢', som pastict.
Elementet ¢ kaldes gruppens neutrale element.
@ 4 udsiger, at der til hvert clement f&€ & fin-
des mindst eet element f’é:g’, sdledes at flef =
fof'  c. Dot kunne tonkes, aT uel vas cu wivat pe

fandtes flere saddanne clementer. (Der blev kun sagt,
at £ opfyldcr kravet). Dor gelder imidlertid:
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I en gruppe E; findes der til ethvert éiemént f
kun cet element f!' = f“nf, sé}edgs.at flef = fol' = g,

hvor e or gruppens neutrgle element.

Bevis: Antag, at £' og £" opfylder kravet. Idet
f'lof = e, FAs ved at sammensstte begge sider med
fH

(f'of)of" = eof",
fla (fof") = £M,
flac = £,
f' o= f£n,

hvilket skulle bevises.

I resten af denne paragraf udelades for overskue—
lighedens skyld ¢ i eksponenterne.

For elementer i en gruppe 39 galder "forkort-—

ningsreglerne"

gioh = gph = g = g
Bevis: AT hof1 = h0f2 fas

li

h"10(hOf1) h—1e(h°f2),

(h~Ten)st, = (n7h h) oL,
e¢f1 = eﬂfg
f1 = f20

Den anden regel bevises analogl ved at sammensette med
n~! tfra hejre",

Til to vilkdrligt opgivne clementer a og b af en
gruppe Y findes der et og kun ect element £, sdledes

'-?‘-E fea = b,

nenlig f = bna"1, og et og kun et element g, sdledes

at aeg = b,

a“1¢b.

1]

nemlig g
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Bevis: At "ligningerne" ikke kan have mere end een los-
ning f henholdsvis g, udsiger forkortningsreglerne. At
f = baa-l virkelig er en lesning til den feorste ligning, ses
af

(be a-l)a al = ba(a_lo a) =bec = b,
Tilsvarende bekrzftes, at g = a-lasb er en legsning til den
anden ligning.

Af disse simple smtninger kan man drage folgende slut-
ning: Sammenssttes alle elementer i en gruppe J? med et og
samme element a, dannes altsd fsa for £ ¢ 55, fas igen al-
le elementer i Q;? og hvert een gang. Med andre ord, ved
f = fea bestemmes en enentydig afbildning af w;? pa sig
selv. Til hvert element b E‘gffindes nemlig et og kun eet
element f, sidledes at fea = b, Tilsvarende gmlder for g
-3 aag,gééf.

Er f: A pd A (1-1), altsd f ét element af den fuldsten-
dige transformationsgruppe for A, kan man danne de iterere-
de af den inverse afbildning 7t 4 pd A. BEr n et positivt
helt tal, gzlder
(1) (£ = (£M)™h
hvilket er ensbetydende med, at

£ a (f—l)n = e,
For at vise dette, skrives venstre side udferligt:

fofo..  afof tef Lte... of T

O R

L‘*—-m—n
R Y

Tdet f of ™t = og goe = g for hver afbildning g af A ind
i A, kan de to midsterste " Faktorer" tilsammen erstattes

med og dette derefter udelades, si lmnge der er "faktorer"
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f og f-l tilbage. Gentages dette, ender man med e, som pa-

stéet.

Man definerer nu £ % ved

(2) f~n - (f—l)n.
Da gzlder
(3) 2P = (7P o (e?)7H

for hvert helt tal p. For p> O er dette rigtigt, dels ifel-

ge definition (2), dels ifelge (1). For p = O er det rigtigt,
idet £* = (f_l)a = ¢ 1fplge en tidligere definition (side I,
4,5) og et = 6. For p< O fas ifelge definition (2) med

-1

- -1
n=-pogf 1§ stedet for f, ogda (f ) " =f, at

(£™HP = (g™ - £

og ifelge definitionen (2) med n = -p og (1), at
-1 —1\ =D = T -
()7 = ()T = (TP = 7R,

hvoraf pastanden felger.

Endvidere gelder "potensreglen"

(4) fp@ fq — fp+q.
Bevis: Ferst vises, at hvis reglen gemlder for to bestem-—
te hele tal p og q og alle afbildninger af den betragtede

art, da vil den ogsd gzlde for -p og -q. Dette sesg af
rPor™d o ()P (e~ 1d
= (e hypta _ pm(pva)

hvor reglen med p og q er anvendt pa f_l i stedet for f.

Det er altsad tilstrakkeligt at bevise reglenunder forudsst-
ningen p+q‘% O. Specielt kan altsd antages, at hejst eet af
tallene p og g er negativt. Er de begge storre end eller lig
med 0, foreligger det tidligere omtalte simple tilfslde (si-

de 1,4,5,). Antag, at f. eks. q<£ 0, men p+q = O. Da er



fp+qaf=q = fp+q-—q - f?

= P, 09, (s = 2P, 19,179,
hvor der er benyttet reglen med p+q » O og ~q>» 0 1 stedet
for p og q samt (3). Ved hjelp af forkorfningsreglen fés
s4 (4) ogsd i dette tilfmlde. Tilsvarende behandles til-

feldet p<O0.
Endelig nxvnes, at der for vilkarlige hele tal p og
q gzlder
(5) (£9)d = £P9,
For q = 0 er begge sider lig med e. For q> 0 fas (5) ved
gentagen anvendelse af potensreglen. For g< O, haves der-
for
(£P)=9 - £Pq
alted ifelge (3)
- -1
(D™ = (£PH7,

og dermed (5) ogséd i dette tilfmlde.

Lad s;;?betegne den fuldstendige transformationsgrup-

pe for en mxnede A, og lad f £ %?‘v&re givet., Da er %f'z
7

{‘fpt p € %}, hvor % betegner mengden af alle hele tal,

en undergruppe af jﬁ?. Den kaldes den ved f frembragte

cykliske gruppe.

Bevig: Det drejer sig om at vise, at @g, altsd meng-

den af alle potenser af f, tilfredsstiller Gl - 4 (side I,

6, 1). At G1 er opfyldt, aflmses af potensreglen (4). G2
0

= e

er endda gyldig i hele “gf . G3 er opfyldt, fordi f ,
og G4 pad grund af (3), der jo blandt andet udsiger, at den

inverse til en potens er igen en potens.
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Eksempler:

Lad £ : A pd A vere en involutorisk afbildning, alt-
sd f 5; e, s Men f2 =€) En saédan afbildning er enentydig;
thi af f (xl) = f(x2) folger

x, = f(f(xl)) = f(f(xg)) = X,
Endvidere ses, at £ = f—l, da f,f = e. For potensen af f
med en vilkarlig hel eksponent p finder man
oD 4[% , nér p er lige,
Lf , ndr p er ulige.
Den ved f frembragte gruppe bestdr altsa kun af to trans-
formationer, nemlig e og f. Den siges at vere af ordenen 2.

Lad f betegne den ved (x,y)—> (-y,x) bestemte enen-

tydige afbildning af planen B, (forsynet med et retvink-

let koordinatsystem) pd sig selv. For denne afbildnings

potenser fas

£l (x,5) —>(~y,x),
£2; (x,y) 3 (=x,-y),
£ (x,5) — (y,-x),
o (x,y) —>(x,y).

Idet f4 =e=7f"° , Sluttes af potensreglen, at P ikke
endres, nar eksponenten mndres med et multiplum af 4., Man
kan altsd erstatte den med den rest, den giver ved divi-
sion med 4, altsd med 0,1,2 eller 3. Den ved f frembrag-
te cykliske gruppe bestar feolgelig af e = fo,f = fl,f2 08
f3 = f_l. Den siges at vere af ordenen 4. Afbildningerne
e = fo 0g f2 danner en undergruppe af ordenen 2.

Lad a vere et fast reelt tal, og lad fa:R pé& R beteg-

ne translationen x -3 x+a. Den ved fa frembragte cykliske
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gruppe bestdr da af translationerne x —3 X+pa, hvor p
gennemlgber mmngden Zaf hele tal., Her er alle potenser

indbyrdes forskellige. Gruppen giges at vere af uendelig

orden,

Vi betragter nu det tilfslde, hvor mengden A er en-
delig. Lad den bestd af n elementer A1y Boyeeey o En
enentydig afbildning £ af A pd sig selv, altsd en permu-—
tation af A, plejer man at angive pa felgende made:

{ ay By o ee. ah_7

fla)) £(n)).v.. £(a )

I den pverste rzkke skrives elementerne af A i en eller
anden orden, og under hvert element skrives dets billed-
element, Det kommer altsd ikke an pd kolonnernes rekke-
folge. Idet afbildningen er 1-1 pd A, vil der ogsé i den
nederste rekke std alle elementer af A, hvert eeh gang.
Nar der en gang for alle valges en rekkefzlge af elemen-
terne i den gverste rzkke, svarer der til hver afbildning
f af den betragtede art en bestemt rskkefolge af elemen-
terne i den nederste rzkke, altsd en "permutation" i den
velkendte betydning. Omvendt svarer der til enhver sadan
"permutation" af elementerne i den nederste rskke den
enentydige afbildning af A pad sig selv, ved hvilken der
til hvert element i den gverste rakke svarer det element,
der stir under det. Idet der findes n! "permutationer",
er antallet af enentydige afbildninger af en mengde besta-~
ende af n elementer pd sig selv, altsa af permutationer
i den her indferte betydning, lig med n!. Dette bekreftes

ogsa let direkte.
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Med den ovenfor indfegrte betegnelse kan man finde

sammensstningen go £ af to permutationer

i

. ‘ aq By ees a, ’
f(al) f(az) .o f(an)
a cee 8
g:( L 2
g(a)) slay) ... gla)

pd felgende made: Ved afbildningen f har elementet ay
billedelementet f(ai), som star under ay i permutationen
f. Nu er f(ai)et af elementerne a;, a,, ..., a , lad os
sige f(ai) =ay. Dette opssges i den pverste rekke af
permutationen g. Derunder. findes s& elementet g(aj) =
g(f(ai)), der svarer til a, ved permutationen g« f.
Fksempel:

/123456) (’123456

\325164/ ° M625413,)
{1 2345 6>
l426135.

I

Den inverse til en permutation fas ved at ombytte gverste

og nederste rzkke:

a V71 f(a

aj By ees 0 l) f(az) oo f(an)

f(a f(ag) ces f(an) a, a, a,

1)
Ordnes her kolonnerne saledes, at elementerne i sverste

rekke optrzder i rxzkkefolgen A1y 8oy eney B vil de i

den nederste rskke optrmde i rekkefslgen f—l(al), f—l(a2),

..l(

eeey, T an). Eksempel:



Mat.l, 1960-61 AG I, 6, 12

-1
¢/ ¢ .
(12345) __,(24351> _ /12345
2‘4 351 12345 51324/ .

En permutation f, ved hvilken to forskellige ele-
menter a, 0g aj ombyttes, d.v.s. ved hvilken f(ai) = ay
og f(aj) = a4, medens hvert af de evrige elementer svarer
til sig selv, altsd f(ak) = a, for k #-i,3j, kaldes en trans-
position. Den betegnes kort med

! aj>,
a, a.
] i
idet de kolonner i det indferte symbol, der bestar af to

ens elementer, udelades. For sammensetningen af en vilkar-

lig permutation g med en transposition findes, hvis i< j,

( L S an>° (ai aj)
\&(ay) glay) ... gla) a, o

By eee TR By e a
) (g<al> cooo8lay) o.oglay) ... g(an) :
hvor prikkerne star for kolonner i g, der forbliver uzn-
drede. Den sammensatte permutation fremgdr altsd af g ved
ombytning af elementerne g(ai) og g(aj) i den nederste
raekke., Eksempel:

(12345) . /124) =(12345)
25134, \4 2, 23154/ .

Det er indlysende, at en transposition er involutorisk.
Den er altsd identisk med sin inverse. For enentydige af-

bildninger fl, f2, ce ey fr af en msngde ind i sig selv

gxlder
" . of o -1 =1 -1 -1 -1
(fpo oy @ e oBpn ) T =y e £y Te ey e 0T
hvilket aflwmses af
-1 -1 . -1 -1 _
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Heraf sluttes, at den inverse til en permubtation sammen-
sat af transpositioner fés ved at saemmensmtte de samme
transpositioner i1 den omvendte orden.

Hver permutation af en m=ngde bestiende af mindst-

to_elementer kan sammenss:ttes af transpositioner.

-

. 0
v bestaende

Bevis (ved induktion): En mengde {aj, Bo7

af to elementer tillader kun to permutationer, nemlig

a, a,' 2PN a, a /a, a
ap 8y fay 8 /31 22 1 %2
e = ; = P 0724
t 8. a8 a, a La, a a, & .
L% %2/ %2 %y 2 B/ L2 By
Her er pastenden a2ltsd rigtig. Antag, at hver permutation
fiad .-a;
af en mengde é 81y 8oy eeey anm¥j y D2 5, kan sammenset-
tes af transpositioner. Lad
;oa a PN a
o 1 2 “n x
é\‘ & & ) £/ - \ }
\'{f(dll) f<a2) - l<an/ j
vere en permutation af ,ialy By sons qn} . Antag forst,
B ”
at f(an) = a - Da fremgar £ af permutationen
fog o a A
< [& LR v
£ 1 2 n-1
fla ceo T /
\flay) f(a,) fla,_q),
. . o,
af fa., Tigy seay & L ved tilfejelse af kolonnen .
L n-1j a,
Ifwlge induktionsforudsstningen kan f’° sammenssttes af

a2
transpositioner. Tenkes til disse feojet kolonnen o > SO

[=t

n

jo ikke skrives, fas f sammensat af de "samme" transposi-
tioner. Antag dernmst, at f(a ) # a_. Da findes et nummer
fe ? n n

k # n, s&lcdes at f(a,) = a_, og folgelig er

n’
Ja, 2 3 -3 L. A - a 2. 3
£ oy k™m?Yy 1 k n--1 nyo_ o
5 | N \ = £,
3 3, H f % I ) N (g £ {
\an “k j \‘(al) i f(an’ e I(qn“l) &nf

en permutation. der ifelge det lige viste kan sammens=t-

o

tes af transpositioner. Man far d

jab]
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(ak an>
0 aJl’l akf

idet transpositionen stemmer overens med sin inverse.

’

Dermed er vist, at f kan sammenszttes af transpositioner.
Fremstillingen af en permutation som sammensstning
af transpositioner er ikke entydig bestemt. For eksempel
/2 3) e 3‘} . (‘1 2} . (1 3\
3 2 \3 1/ 21 31/
viser to forskellige fremstillinger af en permutation af

{1,2,3,} .

Antallene af transvositioner i de forskellige frem-

stillinger af en og samme permutation som sammensstning

af transpogitioner er enten alle lige eller alle ulige.

Bevis: Lad

T = spﬂ Sp—lg."’ ©8y = tqﬁ tq_1° .o atl

vere to fremstillinger af permutationen f ved transposi-

tioner Sqs eeey sp, tl, cees tq. Pastanden, at p og g en-

ten er begge lige eller begge ulige, er ensbetydende med,
at p + q er lige. Nu felger af ovenstaende

-1 |
e __fz'.')f - Spg o Uul (tq e tl)

ZSpf’v‘ * 000 ﬂSthl@ooa Q—t

altsa, at den identiske permutation e kan sammensattes

s

a

af p + q transpositioner. Det er altsd tilstrskkeligt at
vise, at antallet af transpositioner i en fremstilling

af e altid er lige.
Dette ses let ved hjelp af et kunstgreb. Man velger
en enentydig afbildning w af elementerne i den mengde A =

<{al, foy weey aﬁ}f , hvis permutationer studeres, pd meng-
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den'{l,E, e n}', for eksempel ai~»§ i, 1= 1,2, ..., n.
Er f en permutation af A, betegnes med f(i) det af talle-
ne 1,2, ..., n, som ved ¢/ svarer til f(ai). For hver per-

mutation f betragter man nu tallet

Nf = lé<§;] (f(J) - f<i)); i,j = 1,2, ..., n.

Specielt haves

(3 5
— i s L4
N, = i{j(J i) 0.

Bx 8 A
Er t = o a8 P 1 <4 ©n transposition, gelder
/((' I

(6) W, = -N,.
rigtigheden heraf ses ved at omskrive Nf s3ledes, at de

faktorer, som indeholder f(A) eller f(m) skilles ud:

Bl

W= (£00) - £(2) 72 (£(R) = £(2))(£(w) - £(4))

,.ngj (£(3)

)L<i1'f<,# (£(i)

vl .

WENEiE)
iE(u
j#;\-’f*

Transpositionen t bevirker en ombytning af f(1) og f(&).

£(00) (£(3) = £(2))

TAMEp) - £(1))

£(i)).

Herved skifter den forste faktor fortegn, medens hvert
af de derpa felgende fire produkter forbliver usndret,
Dermed er (6) bevist. Lad nu en fremstilling

e = trd tr;lc E *tl
af e ved transpositioner vere givet. Da gmlder ifelge (6)

N :_N :N {)_t = e e

altsd r lige som pastiet.
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Dermed er sstningen bevist, og men kan opstille fal--
gende definition: En permutation kaldes lige eller ulige,
efter som den kan sammensestes af et lige eller et ulige
antsl transpositioner. Af formlen (6) felger, at N er
positiv eller negativ, efter som f er lige eller ulige,

og dette gelder for sthvert valg af afbildningenw%?: A pE

} a n} o
£1,2, ..., ng, altsd hvordan elementerne af A end beteg-

nes med 1,2, ..., n. Efter at & er valgt, kan man altsa
afgore om permutationen f er lige cller ulige ved at be-
stemme fortegnet for N.. At en faktor £(j) - £(i), 1i<j.
i N. er negativ, kommer ud pi, atv det sterste af tallene
(i) og f(j), nemlig f(i) kommer feor f(j) i den nedergte

rekke af symbolet

at der foreligger en sakeldt "inversion". En permutation
er fplgelig lige eller ulige, efter som antallet af sadan-

ne "inversioner" er lige eller ulige. Eksempel:

/123 45)
%3 1 4 2)

er ulige, idet der er felgende 5 "inversioner": 3 for 1,

N

-
1

5 fer 2, 5% feor 4, 5 for 2, 4 for 2.

Til hucr permutation f lader man svare eet af talle-
ne 1 og -1, nemlig 1, nir f er lige og -1, nar f er ulige.

Dette tal kaldes permutationens fortegn og betegnes med

sgn £ (l=s: signum eller fortegn f.) Ved f—> sgn T defi-
neres en afbildning of mengder af alle permutationer af

A, 21tsgd af den symmetriske grunpe & ai graden n pd meng.-
£

densgl, ~ 17/ Denne »fbilduing n&ar feolgende egenskab:

1960-61 AG I, 6, 16
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For to permutaticorer £,z ¢ 5 galder

sgn (gsf) = sgn g sgn f.
Kan nemlig £ og g sammenssttes af henholdsvis v og g traas—
positioner, vil ge f kunne samiensattes ai p + g transpo-
sitioner, og ligrningen Telger da af (-1)PT9 = (L1)Pro1)9,
Endvidere gelder

sgn £t = gen £,
hvilket Telger af, at f~l xan sammenssttes af de samme
transpositicner som £, blot taget i omvends crien,

Heraf sluttes, at sammensstninger at lige permubtatio-

ncy og Gen inverse Uil en lige permutation er igen lige

permutationer. Da endvidere den identiske permutation eir

lige, nar vi:

=psto Ny

‘10

Mengden af lige verrutationer af en wrnzde begt

af n elementar er en permutationsgrupre, albed en undci: -

Skl i e S,

grupve of den symmetricke gruppe O, af graden n. Den kal-
SIUPRE 2L QLI BYIMe L1 oLe 2 Ubre v, 8l 2 L

des den alternerende gi" ope of graden n og betegnes wed

A
n

Der findes lige mangs lise cg ulige nerruvationor of

en mwpgde L begtiende af n elementer, altsd nl/2 af hver

slags.

Beviz: Lad t vaere en trangposition. Vel & ——t e 2
bectemres, som vish tidligere (side I. 6, 6), =n enentvc -
afbildning af Sn pa sig selv. Til en lige permutation b~
Ter Acrved on uiigz, og il en ulige svarer o ligme

Antallet af permutationer {(transformationczy) i ew

den er uenaeliig. o

[©)]

covope kaldes gruppers_orden. (Hvi
der vere anledning bil at skelne melliem numerabel og ikle

numerabel oxrilen). Den symmetrisks gruppe al graden o Lan

orderon n., den alternceende gruppe ol graden 1 har oridhen
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Eksempel:
Lad et regulert tetraeders hjernespidser i en eller

anden fast valgt orden vare betegnet med betegnet med 1,
2,%3,4. Der findes flytninger af tetreedret, efter hvilke
det kommer til at dskke sin oprindelige stilling, uden at
hjernespidserne behever at indtage deres oprindelige plad-
ser. Hver sddan flytning giver anledning til en permutation
af mmngden;{l,2,3,4} af hjernespidser bestemt ved, at der
til hver hjernespids svarer den hjernespids, hvis plads
den indtager efter flytningen. Flytninger af denne art er:
dre jningerne med drejningsvinklerne 2 77 /3 og 4717 /3 om
tetraedrets hegjder samt drejningerne med drejningsvinkler-
ne 17 om de linier, der forbinder modstiende kanters midt-
punkter. Idet det kun kommer an pd tetraedrets slutstilling,
mé f.eks. drejninger vinklen 2T /3 den ene vej og 4 T7 /3
den anden ve] betrages som ens, og tilsvarende drejninger
vinklen 77 den ene og den anden vej. Talt pi denne made
findes der 12 sddanne flytninger, nar den "identiske flyt-
ning", ved hvilken hver hjernespids forbliver pa sin plads,
medregnes. De danner en transformationsgruppe, kaldet te-
traecdergruppen. Til hver af dens 12 flytninger svarer en
lige permutation af mesngden af hjernespidser, og omvendt,
hver lige permutation svarer til een af flytningerne, Der
foreligger altsd en enentydig korrespondance mellem tetrae-
dergruppen og den alternerende gruppe af graden 4. Det ses
let, at der herved til sammensstningen af to flytninger
svarer sammensmtningen af de tilsvarende permutationer (i
samme orden)., SAdanne korrespondancer mellem grupper kal-

des isomorfier og vil blive undersegt senere.
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1)

2)

3)

4)

gvelser til kap. I, 6.

Underseg for hver af fplgende mengder af afbildninger
af planen E2 ind i sig selv, om den er en transfor-

nations gruppe:

a) (x,5) —> (x+ay, ¥) o & R,
b) (x,5) == (xtay, ¥) » a e M.
c) (x,7) —» (%, ky) » k & R.
a) (x,5) -y (X, kY) 9 k %;:R—I-'
e) (x,5) —> (%, -ky) » k¢ R_.

(R+ 0g R~ betegner henholdsvis mengden of alle positive
og mengden af alle negative reelle tal.)

Angiv i de tilfelde, hvor afbildningerne ikke danner
en gruppe, det elle de af kravene G1-4 (side I,6,7),
som ikke er opfyldt.

Vis, at cirklen med ligningen X2+y2 = az, a»0, af-

bildes pd sig selv ved afbildningerne ft:EZ pa E2

bestent ved

(x,y) —» (x cos t -y sin t, x sin t + y cos t), teR.

(Parameterfremstillingen x = a cos u, y = a sin u,

ueR, for cirklen kan benyttes med fordel.)

Vis, at nmngden iftlteaR}~er en transformationsgruppe

(gruppen af drejninger om nulpunktet).

Vis, at hver af grenene af den ligesidede hypcrbel

med ligningen xg—yg = a29 a >0, afbildes pa sig selv

ved afbildningerne 8,38, pa E, bestent ved

(x,y) = (x cosh t — y sinh t, -x sinh t + y cosh t),
t &R,

(Parameterfremstillingerne x = a cosh u, y = a sinh u,

uel, og x = -a cosh u, y = a sinh u, ueR, for de to

hyperbelgrene kan benyttes med fordel,)

Vis, at mengdlen igtgteéR er en transformationsgruppe

(gruppen af Lorentztransformationer).

Vis, at folgende 4 afbildninger af planen E, pa sig
selv danner en kommutativ transformationsgruppes



5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

(x,y) —> (%,5)

8q 3

£y (x,5) =» (-%57) »

g5 (x,5) —+ (=%,=7)

8y * (x,5) = (x,-7)
Angiv denne gruppes undergrupper.
Pernmutationerne

12 3 4 1234 1T 2 3 43 12 3 4

(12 34)’ (32 14)’(54~12}’ (14 32}

af m&ngdén §1,2,3,4} danner en kommutativ gruppe.
Vis dette med benyttelse af opg. 4 ved at betragte
restriktionecrne af“@{;'gz, g“?”@; til mengden bestdende
af de fire punkter (1,0), (0,1), (-1,0), (0,-1).
(Botegn disse punkter i den angivne orden med 1,2,3,4.)

I@d.%@ veere en kommutativ transformationsgruppe. Vis,
at der for:féi?, g ¢ ¥ og pel gelder
(fog)P = fpagp.

Vis, at hvis alle fra den identiske afbildning for-
skellige afbildninger i en transformationsgruppe er
involutoriske, da er gruppen kommutativ,

Lad gg veere en transformationsgruppe og ' og %;“
undergrupper af gf. Vis, at:?”f%%f" 0gsé er en undergruppe.
Afgor, om det tilsvarende &ltid gelder for iﬁ’!&fﬁ”,

enten ved at bevise det eller ved at angive et "modeksempel".

Angiv santlige potenser af hver af permutationcrne
1254) o 1234}
4.3 2 1/ 2341} °
\ , It
Frenstil hver af permutationerne
(12345 o T2 345
\23251 8 34152

som sammenscetning af transpositioner.

Pind
123 + 4+ 4 n-1mn . T 2 4 5 & n
Sgn<'234 .o . n 1)% Sgn(nn-1... 1).

Lad&'3 vere cn transformationsgruppe og ;E, mengden
af de tronsformationer ié?B, der hver er ombyttelig
ned santlige transformationer i‘gf; Vis, at ©er en
undergruppe af E? (jﬁ's centrun).
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13) Vis, at hver permutation af mengden {a1,a2,...,aﬁ} kan
sammensaettes af transpositioner af formen

a . .
1 l§ 9 R 2, 3, a6 ’ Il
(ai #17

14) Man betragter de flytninger af en given terning (deri-
blandt den identiske) , efter hvilke den dekker sin op-
rindelige stilling. (To sddanne flytninger betragtes
som eng, ndr de forer til samme slutstilling.) Bestem
antallet af sddanne flytninger. Vis, at de danner en
transformationsgruppe af mengden af terningens punktber.
Efter de samme flytninger, og kun efter disse, vil ogsa
det regulere oktaeder, hvis hjerner er midtpunkterne
af terningens sideflader, komme til at dskke sin oprin-
delige stilling. Derfor kaldes den omhandlede gruppe
Tor oktaedergruppen.

Terningens rumdiagonaler betegnes med I, II, ITI, IV.
Til hver af de betragtede flytninger svarer en permutation
af mengden {I,II,III,IV}, sdledes at der til sammensst-
ningen af to af flytningerne svarer sammensetningen af
de tilsvarende permutationer. Vis, at alle permutationer
af mengden vil fremkomme. (Benyt f.eks. at hver permuta-
tion kan sammensettes af transpositioner; resultatet

af opg. 13 tillader en yderligere lille forenkling.)

Man betragter nu kun de flytninger af oktaedergruppen,
ved hvilke hvert af de tre liniestykker, der forbinder
midtpunkterne af to modstdende sideflader af bterningen
(altsd oktaedrets diagonaler) afbildes pd sig selv, Vis,
at de danner en undergruppe, og angiv de tilsvarende
permutationer af {;,II,III,IV}. (sammenlign med opg. 4
og 5y giv en geometrisk forklaring af overensstemmel-

serne.)
Giv et geometrisk bevis for, at tetraedergruppen er en

undergruppe af oktaedergruppen.



Met.l, 1960-61 AG I, 7, 1

% 7. Msngdeprodukt. Relationer.

Lad A og B vare vilkérliégh&ngder. Vi betragter par
(a,b), hvis "forste komponent" a tilherer A, og hvis "anden
komponent" b tilherer B. Vi fastsztter, at (a,b) = (a’,b’)
skal betyde, at a = a’ og b = b’. Hvis a # b, er altsé
(a,b) # (b,a). Her kommer det altsi an pd den orden, i hvil-
ken de to elementer optrmder, medens den jo ikke gpiller no-
gen rolle, ndr talen er om msngden bestiende af de to ele-
menter: {?,%} = AiP,%} . Mzngden af alle par (a,b), hvor

a&hA og b & B, kaldes mzngdeproduktet eller det kartesiske

produkt af A og B. Idet det betegnes med AX B, kan defini-
tionen skrives

AXB = {(a,b)ga‘EA f\b{éB} .
Det er tilladt, at A = B, I stedet for A»A skrives ogsd A°.
Er A # B, vil ogsd AXB # BxA, idet der da findes elementer
aeh og beB, for hvilke a # b, og felgelig (a,b) £ (b,a).
Den kommutative lov gelder altsd ikke for denne multiplika-—
tion. Men der gelder gjensynlig, at

AX B~ B XA,
thi ved (a,b)—> (b,a), a&A, b&B, bestemmes en enentydig
afbildning af den ene mangde pa den anden. Der findes 1 al-
mindelighed mange sé&danne korrespondancer. Men den nsvte ud-
merker sig ved, at den umiddelbart frembyder sig, og at der
ikke er nogen vilkarlighed i dens definition. Skent det ikke
er muligt at sige helt nejagtigt, hvad man mener dermed, si-—
ges en saddan afbildning af en mmngde pa en anden at vare den
naturlige eller kanoniske. Det kartesiske produkt af to meng-
der A og B kan anskueliggeres, hvis hver af dem er en delmeng-

de af mengden af punkter pi en ret linie., Lad L og M vare to
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hinanden sksrende linier i planen. (Det kan antages, at li-
nierne er vinkelrette pd hinanden). Er A & L og B & M, vil

mengden af alle sksringspunkter mellem de med M parallelle

linier gennem punkterne af A og de med L parallelle linier

gennem punkterne af B kunne fortolkes som AXB. Er A = L og
B =M, kan AXB fortolkes som hele planen.

Idet der, som nzvnt tidligere, findes en enentydig kor-
respondance mellem mangden R af recllle tal og mzngden af
punkter pa en ret linie, kan ogsa det kartesiske produkt af
to mengder af reelle tal fortolkes pd den angivne made. Spe-
cielt kommer man sdledes til fortolkningen af Rx R = R2 som
mengden af punkter i planen. Nu findes der mange enentydige
afbildninger af R pa en linie. Ethvert "koordinatsystem",
altséd valg af et nulpunkt og et enhedspunkt pd linien, bestem-—
mer en sidan. Omvendt kan man sige, at enhver enentydig kor-
respondance mellem punkterne pd linien og en delmsngde af R,
specielt hele R, kan i principet tjene som koordinatsystem.
Ganske tilsvarende forholder det sig med mengden af punkter
i planen og mengden R2 af par af reelle tal. Et retvinkledt
koordinatsystem er i grunden ikke andet end en forskrift,
der giver en enentydig korrespondance mellem de to mengder.
Omvendt vil enhver sadan korrespondance kunne tjene som ko-
ordinatsystem for planen. I det folgende vil der ogsd i be-
tegnelsen blive skelnet mellem msngden El af punkter p3 en
ret linie og msmngden R af reelle tal, mellem mengden E2 af
punkter i en plan og mengden R2 af par af reelle tal.

Begrebet mmngdeprodukt kan udvides til et vilkarligt
antal af mengder. Lad der vaere givet mmsngder Al,A2, NP An'

Man betragter set af n elementer i en bestemt orden, det
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forste fra Al, det andet fra A2 0.8.V., 1 tegn

(al,az, vy an) , Ay &A, asé Ay vovy a €A .
To sidanne n-s=t ;al,az, cees an)og (al’,aZ’, ceey an’) Si-

ges at vere lig med hinanden, nér og kun ndr Ay = al’ y 8o

’

=857 eeey By = a,’. Mengden af alle sddanne n-sat kaldes

mengdeproduktet eller det kartesiske produkt af msngderne

AyAsy, wee, A . Idet det betegnes med AleAZ}i...:<Aﬂ, kan
definitionen skrives

Al?lAZX ...XAn =

{(a),8,, +..a) laje o, Aa, b, N L A E Aq} :

Er Al = A2 = e, = An = A, betegnes produktet ogsa med AT,
Som omtalt tidligere (side 1,4,2), er et m-swt af elementer
af A ikke sndet end en afbildning af mengden {1,2, ..., n}
ind i A. Derfor kan A™ opfattes som mengden af alle disse

afbildninger. M=ngden R" af alle n-swt af reelle tal kaldes

det n-dimensionale (reelle) talrum eller kort det (reelle)

n-talrum.

Er mmngderne Al’ A2, cosy An endelige, og er antallene
af elementer henholdsvis PysPos vees Py vil antallet af ele-
menter i AlX.AZEQ...EQAn VELe PyPoes Py

Nar der foreligger tre mengder A,B,C, kan man efter den
lige opstillede definition danne AX BX C. Men man kan ogsé
danne (A RB)%XC og A X (BXC). Det er klart, at det drejer |
sig om tre forskellige mengder. Medens den ferste bestdr af
tripler (a,b,c), bestdr den anden af par ((a,b),c), hvis
forste element selv er et par, og tilsvarende den tredie.
Den associative lov gslder altsa ikke for kartesiske pro-
dukter. Men der bestir naturlige enentydige korrespondancer

mellem to og to af de tre msngder. Tilsvarende gslder for



vy
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flere end tre msngder.
Er der givet en folge (Al,A2, ...) af mengder, forstir

.. mengden A X.Azti

(f;
man ved det kartesiske produkﬁ\%l,Az, 1

. = {Kal,aZ, ...)g\fN i(aié'Ai{} ,
altsd mengden af alle folger (al,az, ...), hvor aléiAl,
aZQ.Az, «ee o Br Al = A2 = ... = A, skrives produktet ogsa
AN. Er specielt A = R, fis mzngden RN af alle feolger af
reelle tal. For A = N fas mengden NN af alle folger af na-
turlige tal. |

Er AlfiAng... et produkt af endelig eller uendelig
mange nmengder, og er Ai en bestemt af dem, kaldes afbildnin-
gen af AlX.Agx ce. P& Ai bestemt ved

(al,a2, ce )-Mm%‘ai
produktets i-te projektion. Den betegnes med pr; : AleAzx

cee DB Ai.

Savel 1 den elementmre matematik som i det foregdende
findes der mange eksempler pa, hvad man generelt og uden
precisering plejer at kalde for en relation mellem elemen-—
terne i en msngde A og elementerne i den samme eller en an-
den msngde B. Sadanne eksempler er:

1) A = mengden af punkter i en plan, B = mengden af rette li-
nier i samme plan. Relationen er: et punkt ae A ligger
P4 en linie b €B.

2) A = B = mmngden af rette linier i planen. Relationen er:
linien a €A er parallel med linien b&A, i tegn allb.

3) A = B = mmngden af alle liniestykker i planen. Relatio-
nen er: linjestykket a€ A har samme lsngde som liniestyk-

ket beA.
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4) A = B = mengden af alle trekenter i planen. Relationen
er: trekant a €A er kongruent med trekant beA. (I ste-
det for "kongruent" kan trede "ensvinklet".)

5) A = memngden af trekanter i planen, B = mengden af cirk-
ler i samme plan. Relationen er: trekant a & A er indskre-
vet i cirklen b &B.

6) A =B = N. Relationen er: det naturlige tal a er divisor i

it

det naturlige tal b,i tegn aib.

7) A = B = N. Relationen er: det naturlige tal a har en di-
visor »1 fxlles med det naturlige tal b.

8) A = B = R. Relationen er: det reelle tai a er mindre end
eller 1lig med det reelle tal b, i tegn a < b. (I stedet

for £ kan trade > <, >.)

™

9) A = B = R, Relationen er: a® & 3b2 = 4.

10) A = RN mmngden af alle folger af reelle tal, B = R. Re-
lationen er: fgplgen a = (al,az, ... )€ A har grensevar—
dien b&€B, 1 tegn 1lim a, = b,

. i
1~ 0

11) A = B = mmxngden af alle udsagn sammensat (ved hjelp af

tegnene non, A, ) af to givne udsagn p og q. Relationen

A
f
*

R S -
o ole vy penall gy udsagnet a&€ A har samme sandhedstabel som udsagnet

P b€A, i te =D
, gn a .

12) A er en vilkdrlig mengde, B =o/(A) mengden af alle del-
mengder af A, Relationen er: elementet a€ A tilhorer meng-
den b€ B, i tegn a<€b.

13) E er en vilkdrlig mengde, A = B :é?(E) mzngden af alle
delmengder af E. Relationen er: msngden a€& A er delmeng-—
de af mengden b&€A, i tegn a £ b. (I stedet for C kan
trede I, )

14) A = B er en vilkarlig mengde. Relationen er: elementet
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a€hA er lig med elementet b €A, i tegn a = b.

15) B er en vilkdrlig mengde, A = B =dd(E) mengden af alle
delmengder af BE. Relationen er: mmngden a & A er komple-
mentermengde til mengden b €B, i tegn a = (b.

16) A og B er vilkdrlige mengder, f:A ind i B en given af-
bildning. Relationen er: elementet a€ A afbildes ved f
i elementet b&B, i tegn f(a) = b.

Foruden sadanne rent matematiske findes der talrige
andre eksempler pad relationer, f.eks. de forskellige slzgt-
skabsrelationer mellem mennesker. Endvidere kan nsvnes fol-
gende: Lad A = B vere mengden af alle sporvognsstoppesteder
i Kebenhavn, og lad relationen vare: der findes en sporvogns-—
linie, der forer fra stoppestedet a til stoppestedet b. Lad
A betegne mxngden af alle mennesker i Danmark og B msngden
af alle keobmandsforretninger i Danmark, og lad relationen
vere: personen a har(inden for en bestemt periode)ksbt varer
1 kebmandsforretningen b.

Ved hjslp af de ovenfor indferte begreber er det mu-
ligt at give en generel og precig definition af relations-
begrebet. Det, der er fwlles for alle de nmvnte eksempler,
er, at for hvert par (a,b) af elementer a €A og LEB er ud-
sagnet "a stdr i den pagmwldende relation til b" enten sandt
eller falsk: M=ngden R af alle de par (a,b), for hvilke
udsagnet er sandt, er en delmmngde af AAB, der omvendt be-
stemmer relationen fuldstendig. Man opstiller derfor feol-

gende definition:

En relation fra en mengde A til en mengde B er en del-

mengde R af AX B, (Br B = A, taler man ogsd om en relation i A).

At et element a €A star i den pagsldende relation til B er

ensbetydende med (a,b)< R.
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Skent en relation fra A til B ifelge denne definition
ikke er andet end en delmengde R af AXB, kan det vare mere
suggestivt rent sprogligt at skelne mellem relationen og
mengden R. Denne mengde kaldes da relationens graf., Nar A
og B er msngder af reelle tal, og relationen er bestemt ved
en funktion f:A ind i B (eksempel 16), vil relationens graf
som delmxngde af AX B kunne fortolkes som funktionens gra-
fiske billede i smdvanlig forstand. I et tilfmlde som 9),
hvor relationen er en ligning mellem reelle tal, vil grafen
kunne fortolkes som den kurve, der fremstilles ved den pa-
geldende ligning.

Er R en relation fra A til B, foretis ved den til R in-

verse relation den relation R—l ¢ B%xA fra B til A, for hvil-

ken

R = {(n,2)](a,0)€R ).
Den er altsa bestemt ved billedmmngden af R ved den naturlige
afbildning (a,b) —2?(b,a) af AXB pd BXA. De to udsagn "a
star i relationen R til b" og "b stir i relationen R T il
a" er ensbetydende.

I mange tilfelde har man et andet sprogligt udtryk for
en relations inverse end for relationen selv. Blandt de oven-
for anfeorte eksempler gmlder dette felgende:

1) Linien b gdr gennem punktet a.

5) Cirklen b er omskrevet om trekant a.

6) b er et multiplum af a.

8) b er sterre end eller lig med a, i tegn b 2 a.

10) er grensevserdi for fplgen a = (al,a2, ced)

13) indeholder a, i tegn b 2 a.

b

12) b indeholder a, i tegn b3 a.
b

16) b

er billede af a ved .
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Som n:vnt under eksempel 16 bestemmer enhver afbilning
f:a ind 1 B en relation fra A til B, hvis graf er msngden
af alle par (a,f(a)), a €A. Denne relation har den szrlige
egenskab, at der til hvert a€ A findes et og kun eet element
bé& B, sdledes at a stdr i relationen til b, nemlig b = f(a).
Heraf ses, at ikke enhver relation fra A til B kan vere be-
stemt ved en afbildning af A ind i B. Af de ovenfor nsmvnte
specielle relationer har 1)-4),6)-9),11)-13) ikke den navnte
egenskab., I disse tilfslde findes der flere, almindeligvis
vendelig mange, elementer b& B, til hvilke et givet a &£A
stédr i den pagsldende relation. Men der gmlder felgende:

Lad R € A 'XB vere en relation fra mengden A til meng-
den B, séledes at

¥,a Wb ,b,((a,b) €R A (a,b,)ER = by = b,),
altsd sdledes at der til hvert a€ A findes hejst eet b& B,
for hvilket (a,b)€ R. Dette er ensbetydende med, at hvert
element a€ A forekommer i hejst eet par (a,b), der tilherer
R, Lad A’ vere mmngden af de elementer af A, som forekommer
i et par tilherende R, altsd billedet af R ved den forste
projektion af AX B:

A’ = prl(R).

Til hvert element a €A’ svarer da et og kun eet element be B,
s8ledes at (a,b) €R. Derved defineres en afbildning f:A’ ind
i B, som bestemmer den givne relation. Ovenstéende betingelse
er ngdvendig og tilstrmkkelig for, at relationen R bestem-
mes ved en afbildning af en delmsngde af A ind i B,

Relationerne 5),10),14),15) bestemmes ved afbildnin-

ger af A ind 1 B.
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Relationsbegrebet er overordentlig omfattende. Der er
imidlertid forskellige specielle klasser af relationer, som
optreder hyppigt, og som derfor underseoges s&rskilt. Foruden
den lige omtalte klasse af relationer, som bestemmes ved af-
bildninger, og som er blevet behandlet 1 de foregiende para-
graffer, drejer det sig hovedsagelig om to klasser af rela-
tioner i en mmngde, xkvivalensrelationer og ordningsrelationer.

Br A en vilkirlig mmngde, kaldes den delmmngde 4 af AXA,
der bestar af alle par (a,a), a€A, for diagonalen i AXA,
Opfattet som relation er den lighed mellem elementer af A,
idet (a,b) € A, ndr og kun ndr a = b. (jfr. eks. 14). En
relation R ¢ AXA siges at vare refleksiv, nér.iigrR, d.v.s.
(a,a)€ R for hvert af A, med andre ord, nir hvert element ai
A star i den pigmldende relation til sig selv. Blandt cksem
plerne er de under 3),6),8)(L,2), 11), 13)(C,2)og 14) angivne
relationer refleksive. Det er hensigstmessigt ogsd at betragte
de to under 4) nmvnte som refleksive, alted at sige om en
trekant, at den er kongruent (ensvinklet) med sig selv. Det
er endvidere i reglen hensigtsmmssigt at gore den under 2)
nevnte relation refleksiv ved at erstatte "parallel” med Lpe-
rallel eller sammenfalende" eller ogsé ved at Tastsatte, at
"parallel" skal inkludere "sammenfaldende'". Den under 16)

nevnte relation er kun refleksiv, nar A = B og = €y

™

BEn relation R ™= Ax A siges at vmre gymmetrisk. hvis det
for alle a,b€& A gelder, at (a,b)€ R medforer (b,a)< R, altsi
at ndr a star i relationen til b, vil ogsd b st4 i relationen

til :a. Blandt eksemplerne er de under 2)-4),11),14,,15) nevn-
symme triske
te¥ Den under 16) nmvnte relation er kun symmetrisk, ufr A =

Bogf=*F
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En relation R € AXA siges at vere transitiv, nar det
for alle a,b,c€A gmlder, at (a,b)€R og (b,c)€ R medforer
(a,c)€ R, altsd at ndr a stidr i relationen til b, og b stér
i relationen til ¢, da vil a std4 i relationen til c. Blandt
eksemplerne er de under 2)-4),6),8),11),13),14) transitive.
(Bemwrk, at dette ikke gmlder for 2) og 4) uden de ovenfor
nevnte vedtegter, der gor de pdgxldende relationer reflek-
sive.) Den under 16) nzvnte relation er kun transitiv, nar
A = B og f er idempotent, altsd fof = £,

Det kunne synes, at en symmetrisk og transitiv relation
altid er refleksiv, idet (a,b) €R ifplge symmetrien medfe-
rer (b,a) €R og dette ifelge transitiviteten (a,a)€&R.
Dermed er imidlertid ikke vist, at (a,a)& R for alle a&A,
men kun for de aéA, som stdr i relationen til mindst et ele-

ment b €A,

En relation R i en mmngde A kaldes en gkvivalensrela-

tion, hvis den er refleksiv, symmetrisk og transitiv, alt-
sd hvis den opfylder feolgende tre betingelser:

£ 1. V,a((a,a)eR).

E 2. ¥,a,b((a,b) €R=y (b,a) €R).

E 3. V,,a,0,c(((a,b)ER A (b,a) €R) == (a,c) €R)

Nar R er en mkvivalensrelation, skrives i reglen a~b

eller a = b i stedet for (a,b) &R, og man siger, at a er

gkvivalent (lig) med b, eller, idet £ 2 gwxlder, at a og b
er gkvivalente. I visse tilfalde bruges ogsa andre tegn.
Angédende brugen af lighedstegnet bemsrkes, at det normalt
udtrykker, at de to symboler, som det forbinder, er (almin-
deligvis forskellige) betegnelser for den samme ting. Lig-
hedstegnet udtrykker da identiteten (jfr.eks.1l4)). Der er

imidlertid tilfelde, hvor det kun tilsyneladende bruges pa
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denne méde. Det mest kendte er vel folgende: Vi skriver
4/12 = 6/18, skeont der jo ikke star den saﬁme brek pa beg-
ge sider af lighedstegnet. Alment, nér p,q,p,d betegﬁer po=-
sitive hele tal, skriver vi p/q = p/d, hvis og kun hvis

pd = gqp. Det sidste lighedstegn udtrykker identitet af de
to positive hele tal pd og qp. Herved defineres der en re-
lation R i mengden af alle positive bregker: p/q stédr i re-
lationen R til p/4 betyder, at pd = qp. Det ses let, at R
er en ®kvivalensrelation. Et andet eksempel er folgende:
Betegner A,B,X,B, punkter, skrives ofte AB = AE for at ud-
trykke, at de to liniestykker AB og £B har samme lzngde,
uden at de derfor behpver at vere identiske. Her foreligger
ogséd en skvivalensrelation (jfr.eks.3)).

Blandt de nmvnte eksempler pa& relationer er 2)(parallel
eller sammenfaldende),3),4),11),14) =zkvivalensrelationer.

En ved en afbildning f:A ind i A bestemt relation (16)),
er kun en &kvivalensrelation, nar f er den identiske afbild-
ning ey .

Til disse eksempler kan fpjes den tidligere (side I,
5,2) indferte skvivalens af mengder. For ikke at tale om
begrebet "mengden af alle mmngder", som ikke kan gives no-
gen przcis mening, betragtes kun delmengder af en given uni-
versalmengde E. Relationen er da en skvivalensrelation i
m&ngdenig(E) af alle delmengder af E.

Lad A og B vare vilkérlige mmngder, og lad der vare
givet en afbildning f:A ind i B. En relation R i A define-
res pa felgende méde: Elementet ag A siges at std i relatio-
nen R til 4€ A, ndr f(a) = £(4). Det er indlysende, at R

er en mkvivalensrelation. Den under 3) nsvnte relation er
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af denne art, idet.f er den afbildning af mengden af linie-
stykker i planen ind i R, der til et liniestykke lader sva-
re dets lzngde.

Lad A vere en vilkarlig msngde, og lad der vare givet
en klasseinddeling af A (side I,3,5), d.v.s. en mengde é@
af disjunkte, ikke tomme delmsngder F € A, kaldet klasser-
ne, hvis foreningsmsngde er lig med A, Hvert element a& A
er da indeholdt i en og kun een af klasserne F, og denne
betegnes med Fa' Af klasseindelingens definition felger,
at P, N Fy # @ medforer, at F, = F, . En relation R&é i 4
defineres pad folgende méde. Elementet a € A siges at st3d i
relationen,R.i}til elementet 4 €A, nir a€F, , eller, hvad
der ifplge det sagte kommer ud pd det samme, nar Fa = Fy ,
altsd ndr a og 4 tilherer samme klasse. Det er indlysende,
at R:& er en &kvivalensrelation.ledet der ved a»%IFa defi-
nereshen afbildning f:A pa di, kan denne méde at definere
en mkvivalensrelation pd opfattes som et(tilsyneladende spe-—
cielt) tilfzlde af den foregéende. Men da originalmsngderne
f—l(y),y'éf(A), ved en afbildning f:A ind i B danner en klas-
seinddeling af A (jfr.side I1,4,6), kan man ogsd slutte det
omvendte;]

Lad der nu vere givet en vilkarlig skvivalensrelation
R i en mmngde A, For et givet element a€ A defineres

G, :f%j(a,x)é;ﬁ} = {?!a»o%},

hvor der er skrevet a~x i stedet for (a,x)€ R. Mengden Ga

bestar altsd af de elementer af A, der er skvivalente med

a. Vi skal vise, at

W: {.Ga ; a-"“’A“‘i,

altsd mengden af de indbyrdes forwkellige blandt mengderne
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Ga, er en klasseinddeling af A. Idet arva ifelge £ 1, er
a,éGé} hvoraf ses, at ingen af msngderne er tom, og at hvert
element a¢ A er indeholdt i mindst en af dem. Antag, at Ga
08 Gé,har et element a" fmlles. Da gelder anva", a’~sa",
altsd ifelge £ 2 ogséd a"~»a’, og ifelge £ 3 ogséd a~va’., Er
nu X et vilkarligt element af Ga’ , altsd a’~x, fés af £ 3,
at a~sx, altsd xsza. Dette viser, at Ga’ < Ga. Idet roller-
ne af a og a’ kan ombyttes, fas Ga’ = Ga‘ Dermed er vist,

at to af mzngderne G er enten disjunkte eller identiske.
M&ngden}?‘er altsa en klasseinddeling, og pd den ovenfor an-
givne méde bestemmer denne den givne skvivalensrelation R.
To elementer x og x’ tilherer nemlig da og kun da den sam-
me mengde G, nar de er zkvivalente; thi af x~vx’ felger x’¢€

G og af X,x’e<}a folger arvx, arx’, altsd x~x’ (hvor-

X ’
ved £ 2-3 er benyttede).
Dermed er feolgende smtning bevist:

Enhver klagseinddeling af en mzngde A bestemmer en skvi-

valensrelation i A, siledes at to elementer af A er mkviva-

lente, nar og kun ndr de hgrer til samme klagse. Omvendt be-

stemmer enhver mkvivalensrelation i A en klasseinddeling af

A, sdledes at to elementer af A heorer til samme klasse, nér

og kun nar de er skvivalente.

Klagserne af den ved en skvivalensrelation bestemte

klasseinddeling af A kaldes zkvivalensklagser. Et element

a €A siges at reprzsentere eller at vmre en reprmsentant

for den &kvivalensklasse, som det tilherer.

En relation R i en mxngde A siges at vaere antisymmetrisk,

nér det for alle a,bgA gzlder, at a £ b og (a,b) €R med-

forer (b,a)% R, med andre ord, nidr hejst eet af parrene
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(a,b) og (b,a), hvor a # b, tilherer R. Blandt eksemplerne
er de under 6),8) og 13) nevnte antisymmetriske.

En relation R i en mengde A siges at vasre en refleksiv

ordningsrelation, hvis den er refleksiv, antisymmetrisk og

transitiv, altsd hvis den opfylder felgende tre betingelser:
01 W& ((a,a) €7).
\5(71 pagte SR

V2,0 ((a # b A(a,b)€R) == (b ,a>gﬁa> [ Batn R} =5 0= b
03. Vasb,c (((a,b)€R A(b,0) &R) ==} (a,c) €R).

Det er her ikke krsvet, at der for hvilke som helst to ele-
menter a og b af A gzlder enten (a,b)€ R eller (b,a) €R.
Efter som ogsé dette, alts§

04. V,a,b ((a,b) &R ¥ (b,a)€R)

gelder eller ikke gmlder, siges R at bestemme en total (fuld-

stendig) eller en partiel (delvis) ordning af elementerne

i A,

Er R en refleksiv ordningsrelation, skrives som regel
a.sz i stedt for (a,b)& R, ndr der ikke er vedtaget et smr-
ligt tegn for relationen.

Blandt eksemplerne er de under 6) 8)(5 g og 13)(2,2)
nsvnte refleksive ordningsrelationer, 6) og 13) partielle
og 8) totale.

Erstattes 01 med kravet }

“o1. v,a ((a,a)%R),

erstattes altsd R med R = R \ A, fas en ikke refleksiv ord-
ningsrelation. Man skriver da a-~<b i stedet for (a,b) &R,
nar der ikke er vedtaget et ssrligt tegn for relationen.
Eksempler pd ikke-refleksive ordningsrelationer er de med

<, >, &, 2 betegnede. Ud fra en ikke-refleksiv ordning R
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fas en refleksiv ved at erstatte R med R = R 4\, En ikke-
refleksiv ordning siges at vsre total eller partiel, efter
som den i denne forstand tilsvarende refleksive er total
eller partiel. De ved <, > betegnede ordninger (eks.8) er

totale, de ved ¢, 2 betegnede (eks.l3) er partielle.

Hidtil har der kun veret tale om relationen mellem to

elementer. De kaldes derfor binsre relationer. Der forekom-

mer imidlertid hyppigt relationer, hvori der indgar tre el-
ler flere elementer. Eksempler: Lad A vere mengden af punk-
ter 1 en plan. "Tre punkter a,b,c ligger pd ret linie" og
"fire punkter a,b,c,d ligger pé& en cirkel" er da s&danne re-
lationer. Lad A vere msngden af punkter pa en ret linie. Da
er "punktet b ligger mellem punkterne a og c" en sadan re-
lation, der i modsstning til de to ferstnsvnte ikke er "sym-
metrisk". Lad f(x,y,z) vere en funktion fra en delmsngde af
RO til R. Da vil f(x,y,2) = O vere en relation. Uden at gi
ind p& en almindelig teori for sidanne “ternmre", "kvaterns-
re% ... relationer skal det bemzrkes, at de defineres ana-

logt til de binxre som delmsngder af kartesiske produkter

AXBXC o.s.v.
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gvelser til kap. I, 7.

1) Fortolk hver af mmngderne R><R+, R+%vR+, R%7Z, R#X 7,

ZX2%, AN og NN som en punktmsngde i planen.

2) Lad A betegne mangden af punkter tilherende et liniestyk-
ke, B mengden af punkter pd en ret linie, C mmngden af
punkter i en halvplan, D mengden af punkter pad en cirkel-
linie og E mmngden af punkter tilherende en cirkelskive.
Angiv punktmsngder i rummet, der kan fortolkes som msng-

derne AxC, BXC, AAXD, BXD, ¢CxD, AXE, BXE, DXD og

DXE,

3) Lad A og B vere vilkarlige mengder, A< A, A"C A og B'C B.

(AUA")X B = (A%B) U (A" X B)

il

i

(AA") B = (A%B) N (A" X B)
(A%B) N (A°XB") =

fa~a7) % (B~B”)] U [(a xA’)xB’]U[g\’x (B\B’)j.

4) Skitser grafen for hver af folgende relationer i R:

a) R = {(x,5)|x & y} :

b) R = {(x,y)%x>y}.

c) R = {:(X,y) P = o} .
a) R = {}X y)gx - y2 < '}
e) R = {? x,y) |x = y° O_}
f) R = ﬁfx,y)}x -y ;;di

Angiv for hver af disse relatloner folgende meEngder af

reelle tal:
J 5(0 y)éR_} {yf(l,y)éRi

{ [(0,x)€ R™ 11 fel(1,m) e’ 1}

.




5)

6)

Angiv ved en figur en punktmsngde i planen, som kan for-
tolkes som AXA, hvor A = {;,2,3,4,5,6}.

Angiv ved figurer graferne for felgende relationer i A:
a) {Ka,b)§a+b er ligel,

b) {Xa,b)§a er lige Nb er 1igé},

c) {ﬂa,b)iab = 6},

a) {(a,b)la =6 vb=1},

e) {(a,b)(a 2 pe2},

£) {(a,b) Imax f,6-1} __g@,

hvor a,b €A, Undersog, hvilke af relationerne der er reflek-

]

give, symmetriske, antisymmetriske, transitive, og hvilke
der er af formen f(a) = b, hvor f er en afbildning af en
delmsngde af A ind i A,

Angiv skvivalensklasserne for eventuelle skvivalensrelatio-

ner blandt de givne relationer.

Afset i planen endelig mange punkter. Mszngden af disse punk-
ter betegnes med A. Forbind visse par af punkterne med linie-
stykker (eller kurver). (For overskuelighedens skyld mé

det undgds, at de far andre fellespunkter end de givne.)
Velg for hvert af liniestykkerne een eller begge oriente-
ringer, og angiv dem ved pile. Man kan da tale om et linie-
stykkes begyndelses- og endepunkt. Har et liniestykke begge
orienteringer, kan hvert af de punkter, det forbinder, be-
tragtes sbm begyndelses- eller som endepunkt. Ved en vej 1
en sddan figur forstis et ordnet smt af liniestykker blandt
de tegnede, séledes at det forste liniestykkes endepunkt

er det andets begyndelsespunkt, det andets endepunkt er det
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7)

8)

tredies begyndelsespunkt o.s5.v. En relation R defineres i

A ved fastsmttelsen, at (a,b)& R betyder, at der findes en
ve], der fgrer fra a til b.

Vig, at R er transitiv. Vis, at R er antisymmetrisk, hvis

og kun hvisber ikke findes nogen lukket vej i figuren.

Tegn figurer af den betragtede art sdledes, at R er henholds-
vis en skvivalensrelation, en total ordningsrelation, en

partiel, men ikke total, ordningsrelation.

Lad A betegne en mzngde af tegn, nemlig alfabetets (smd)
bogstaver samt et mellemrums- eller tomrumstegn, f.eks. en
prik. Ved den alfabetiske orden sammen med fastssttelsen,
at mellemrumstegnet skol g& forud for bogstavet a, bestem-
mes en ikke refleksiv total ordningsrelation i A. Ved et
"ord" af lengden X, hvor A er et positivt helt tal, for-
stds et A-~sat af elementer af A. Lad M betegne en mengde
af "ord" af lsngden A, altsd M < A“z I M defineres en rela-
tion R p& felgende méde: Et ord %?é;M siges at std i re-
lationen R til ordet Yi{ M, hvisé}#'&”og det forste tegn
j.C%, som er forskelligt fra det pé& den tilsvarende plads
stdende tegn i Y, gdr forud for dette i den for tegnene

i A fastsatte orden. Vis, at R er en ikke refleksiv total

ordningsrelation i M. (Leksikografisk ordning).

I mengden Z af alle hele tal defineres en relation R péa
folgende made: Idet m er et givet positivt helt tal, siges
at?Z at std i relationen R til b€7Z, hvis b-a er deleligt

med m, altsé

R = {(a,p) ] mi(b—a?}.




o
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9)

10)

Man skriver da
a = b (mod m),

hvilket lwmses a_er kongruent med b modulo m. Vis, at R er

en mkvivalensrelation. Angiv skvivalensklagserne samt et

set af reprmsentanter for disse.

Lad E vere en vilkarlig msngde og g?en gruppe af transfor-
mationer af E. En relation R 1 m&ngden(ﬁ%E) af delmzngder
af E defineres pd felgende méde: Delmsngden AC B siges at
std i relationen R til.delmmngden B £ E, hvis der findes

en transformation f &£ %?(ikke nedvendigvis den samme for

alle (A,B) €R), sdledes at f(A) = B, Vis, at R er en zkvi-

valensrelation.

Lad A vere en totalt ordnet mesngde, d.v.s. en mzngde, hvori
der er givet en total refleksiv ordningsrelation. Denne be-
tegnes med j: den tilsvarende ikke-refleksive med f’. Lad
a,b,c, vere tre forskellige elementer af A, Vis, at et og
kun eet af dem "ligger mellem de to andre". (At et element
e ligger mellem elementerne d og f betyder, at d <e <f eller
¥ e<d.)
Ved afsluttede, abne og halvabne intervaller i en totalt
ordnet mengde A forstés delmangder af formerne

{a,b) = {‘Qa | x i‘bgw la,bf = {%la < x ﬁ’b},

[?,b[ = {?{a X <'b}, lla,ﬁz %?éa < x g’b}.

Vis, at hvis J er et interval og c,d &dJ, da gslder Ejﬂﬁ

It

g J. Bevis endelig fwlgende s&tning: Hvis det for endelig

mange intervaller i en totalt ordnet msngde gmlder, at
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11)

fellesmengden for hvilke som helst to af dem ikke er tom,
da er fellesmengden for dem alle ikke tom. (Betragt f.eks.

forst tre intervaller, og anvend induktion.)

Lad A = {?1,a2,...,é§- vere en endelig mengde, hvis elemen-
ter tenkes reprmsenteret ved n punkter i1 planen, saledes

at ikke tre af punkterne ligger pd ret linie. For hvert af
de liniestykker, der forbinder to af punkberne, vaelges pa
vilkarlig méde een orientering, der angives ved en pil.
Derved defineres en relation R i A, idet (ai,aj)e R, hvis
as # aj og liniestykket, der forbinder de to punkter er
orienteret fra a; mod aj. Denne relation opfylder betingel-
serne 02, 04 og 01 (side I, 7, 14), og omvendt kan enhver
relation i en endelig mengde, som opfylder disse betingel-
ser, anskueliggeres pa den angiven mdde.

Vis, at der findes mindst eet blandt punkterne i A, fra
hvilket man kan komme til hvert andet punkt i 4 enten ved
at gennemlgbe eet af liniestykkerne i den foreskrevne ret-
ning eller ved at gennemlegbe to af dem i trwk i de for dem
foreskrevne retninger. Formuleret som et udsagn om relatio-
nen R er pastanden: Der findes mindst eet element %%LE!X, s8—
ledes at der for hvert element a, £ au af b gelder, at
(%ﬂ,ai)é;R eller der findes et element ajé.A, for hvilket
(?fhaj)ﬁ'R og (aj,ai)é;R. (Betragt et eller det af punkter-
ne 1 A, for hvilket antallet af de punkter i A, som kan nas
fra det pad den forlangte made, er sterst muligt, og slut
indirekte.) Slut af resultatet, at pistanden gzlder for en-

hver relation i en endelig mengde, som blot opfylder betin-

gelsen 04.
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Kap., I1. Algebraens grundbegreber.

§ 1. Kompositionsregler.

I den elementmre matematik sé&vel som i det foregdende
forekommer mangfoldige forskrifter til dannelse af et objekt
ud fra to givne taget i en bestemt orden. Eksempler p& sadan-
ne forskrifter er : at danne summen, differensen, produktet,
kvotienten af to tal, atndanne potensen af et tal med et andet
tal som eksponent, at danne kénjé&tionen, disjunktionen, im-
plikationen af to udsagn, at danne foreningsmengden, falles-
mengden, overskudsmengden af to mmngder, at danne den sammen-~
satte af to afbildninger, at danne det kartesiske produkt af
to mengder. I hvert af disse tilfelde svarer der til et par
af objekter, hvert tilhegrende sin mengde, et bestemt objekt
tilherende en tredie mmngde. Betegnes disse (ikke nedvendig-
vis forskellige) mengder med henholdsvis K,L og M, drejer det
sig altsd om en afbildning af mengden KA L (eller en delmeng-
de af den) ind i M, Er K = L = M = R, vil

Plx,y) =x+y, xy, x -y, x/ ¥, x7
vere de afbildninger af henholdsvis RxR, R®R, BxR, Rx (R~
{9}) 08 R+X R ind i R, der giver de ovennmvnte regneoperatio-
ner. Lad X = L = M vere en mengde af udsagn med den egenskab,
at ndr to udsagn tilherer den, vil ogsd de af disse sammensat-

te udsagn tilhere den. Eksemplerne vedrerende udsagn, er da

de ved

#(p,a) = Pvd, PAQ, P==3q

bestemte afbildninger af MxM ind i M. Er E en vilkirlig meng-
de og K =L =M =4§9(E) mengden af dens delmengder, drejer det

sig ved eksemplerne taget fra mengdealgebraen om afbildningerne
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“(a,B) = A UB, AMB, AN B
af M*M ind i M, Er A,B,C vilkérliggm&ngder, K mengden af alle
afbildninger f:A ind i B, L msngden af alle afbildninger g:B
ind i C og M mengden af alle afbildninger af A ind i C, er
sammensaetningsforskriften givet ved afbildningen

P(f,g) =gef
af KXL ind 1 M, T det sidste af de nzvnte tilfxlde kan man
velge K = J(B), T = J(F), M=ol (BXF), hvor B og F er vil-
kdrlige msngder, og talen er da om den ved

gﬁ(A,B) = A% B, ACE, BLF,
bestemte afbildning 9§:KKZL ind 1 M,

En afbildning 9& af det kartesiske produkt KX L af to

mengder ind i en mengde M kaldes en kompositionsforskrift. I

stedet for gﬁ(x,y), hvor x« K og y€L, skrives, som det frem-
gar af de nmvnte eksempler, i reglen x, et vist tegn, y. Der-
for er det hensigtsmessigt ved betragtning af ikke specifice-
rede kompositionsforskrifter at bruge en lignende skrivemade
med et tegn, som ikke har faet nogen speciel betydning af den
her betragtede art. Nar ¢/ betegner en ikke specificeret kom-
positionsforskrift, vil vi skrive x § y i stedet for §§?(X,y).
Forelgbig betragtes tilfeldet K = L = M. En kompositions-
forskrift er da en afbildning §§:MX~M ind i M. Man taler da

om en kompositionsforskrift inden for M.

En kompositionsforskrift § inden for en mengde M kan vere
associativ, d.v.s.
Vi y:2(x 8 (y $2) = (x$y) 8 2).
Additionen og multiplikationen er associative kompositionsfor-
skrifter inden for R (ogsd inden for Q,% og N). Differensen

er en ikke associativ kompositionsforskrift inden for R (Q,%,
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men ikke N). Tilsvarende gslder for divisionen i R‘x{g} og
for potensdannelsen i R+. Dannelse af foreningsmengde og fel-
lesmengde af to delmmngder af en mengde E er associative kom-
positionsforskrifter inden for 5?(E); dannelsen af overskuds-
mengden er ikke associativ., Sammensztning af afbildninger er
en associativ kompositionsforskrift inden for mzngden af alle
afbildninger af en mengde A ind i sig selv.

En kompositionsforskrift $ inden for en mmngde M kan vs-
re kommutativ, d.v.s.

Eﬁwx,y (x$y=38x).

Det ses umiddelbart, hvilke af de nmvnte specielle kompositions-
forskrifter der er kommutative. Der findes kommutative kompo-
sitionsforskrifter, som ikke er agsociative, f.eks. x $§ y =
(x + y)/2 inden for R.

For en kompositionsforskrift § inden for en mengde M kan

der findes et neutralt element, d.v.s.

nge‘V&X (x b e=¢e $ x=x).
Ved additionen og multiplikationen i R ({,%) er det henholds-
vie tallet 0 og talletl., Ved dannelse og foreningsmsngde og
fellesmengde er det henholdsvis den tomme mmngde € og univer—
salmengden E. Ved sammensstning af afbildninger er det den iden-
tiske afbildning. Der findes ikke associative kompositionsfor-
skrifter, for hvilke der findes et neutralt element, f.eks.
x by = (x + x° vy + y3) 1/3 inden for R.

For en given kompositionsforskrift inden for en msmngde

M findesg der hgist eet neutralt element i M.

Bevig: Betegner ec M og e¢’c M neutrale elementer, fas
¢ $§ e’ = e, da e’ er neutralt element, og e $ e’ = e’, da e

er neutralt element, altsd e = e’
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Lad § vere en kompositionsforskrift inden for en msngde
M, for hvilken der findes et neutralt element e« M. Et ele-
ment x¢ M siges at vere regulsrtmed hensyn til §, hvis der
findes et element x'€ M, s8ledes at

XP x!P=x" ¢ x=e,

Bt element x’ med denne egenskab kaldes et til x inverst ele-
ment. Er M = R, § eller Z, og er kompositionsforskriften ad-
dition, vil hvert element x& M vsre regulsrt, og x’ = -x vil
vere inverst til x. Med multiplikationen som kompositionsfor-
skrift inden for de samme mengder M vil hvert x # O vare re-
gulert med x’ = 1/x som inverst. Er M :gg)(E) og kompositions-—
forskriften dannelse af foreningsmengde, er ikke nogen delmsng-
de A #£ @ af E regulwr, da der ikke findes nogen delmmngde af
E, der forenet med A giver ¢. Tilsvarende gslder for dannel-
se af fellesmengden, hvor E er det eneste regul:re element i
M. Er M mengden af alle afbildninger af en msngde A ind i sig
selv med sammensstning af afbildninger som kompositionsfor-
skrift, vil de enentydige afbildninger af A pd A vare de re-
gulere elementer i M med de inverse afbildninger som inverse
elementer. Der findes kompositionsforskrifter med neutralt
element, hvor et element kan have flere inverse, f.eks.

x 8y = (x5 - 2%y - xy’ + y0) 3
inden for R, hvor tallet O er det neutrale element, og hvor

X og -x er inverse til X.

Ved en associativ kompositionsforskrift med neutralt ele-

ment har hvert element hegjst eet inverst.

Bevis: Lad x’ og x" vare inverse til x. Da gmlder specielt,

at

x’ § x = e, x § x" = e,
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hvor e er det neutrale element. Heraf fas
x? =x' $e=x"% (x$ x")
:(X’%X)%X"=G$X"=X".

Forkortningsreglerne siges at gmlde for en kompositions—

forskrift $ inden for en mmngde M, hvis

kﬂwX:YyZ (x$z=y8$z)Vvizbx=2%8%y) xm;% X =y).
Dette ses let at vere ensbydende med, at hver af ligningerne
a$dx=Dbogy$a=>bTor vilkarligt opgivne a,b& M har hojst
een lesning x henholdsvis y. For additionen eller subtraktionen
som kompositionsforskrift inden for en talmsngde gelder for-
kortningsreglerne, for multiplikatioﬁyéller divisionen kun, hvis
den pagzldende talmangde ikke indeholder tallet O. For dannel-
se af foreningsmengde og fxllesmzngde er forkortningsreglerne
ikke gyldige. For sammensstning af enentydige afbildninger

af en mengde pd sig selv er de gyldige (jfr. side I,6,5).

I det fglgende underseoges mzngder, inden for hvilke der
er defineret en eller flere kompositionsforskrifter og/eller

relationer. En sidan mengde siges at vere organiseret ved kom-

positionsforskrifterne og/eller relationerne. En organiseret
mengde angives ved til tegnet for selve mzngden at foje tegn
for de pagzldende kompositionsforskrifter og relationer. Er

M en mmngde og $ en kompositionsforskrift inden for denne, be-
tegnes den ved $§ organiserede mzngde med (M,$). Er der desuden
f.eks. givet en ordningsrelation <i M, skrives (M,$,<%) o.s.v.
En og samme mengde kan i almindelighed organiseres pa mange
forskellige mé&der. Det er derfor vigtigt ved hver undersegel-
se af en organiseret mengde at precisere, hvilke kompositions-
forskrifter og/eller relationer den tznkes organiseret ved. S&-

ledes skrives (R,+), nir det drejer sig om at undersege den
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ved additionen organiserede mzngde af reelle tal, tilsvarende
(R,*), nir multiplikationen, (R,+,*), nar begge kompositions-
forskrifter, og (R,+,',§), nar desuden ordningen efter stor-
relse indgdr i undersggelsen.

Lad der vere givet to mengder M og M’ samt kompositions-
forskrifter $§ og $’ inden for henholdsvis M og M’. En afbild-
ning £ ¢+ M ind i M’ siges at vere en homomorf afbildning eller
en homomorfi af den organiserede mengde (M,$) ind i den or-
ganiserede mengde (M?,%’), hvis

Vv (2(x 8 y) = £(x) $ £(3)).
Br (M,$), (M. $°) og (M",$") ved kompositionsforskrifter or-

ganiserede mengder, og er f og £’ homomorfier henholdsvis af

(M,$) ind i (M’,$’) og af (M’ . $’) ind i (M",$"), vil f?e F

vere en homomorfi af (M,$) ind i (M",$"). For vilkirlige ele-

menter x,y €M fas nemlig

£ (£(x $ y))

]

£2(£(x) $° £(y))
= £ (£(xN " £ (£(y)).
En enentydig homomorf afbildning af (M,$) pad (M’,$’) kal-

des en isomorf afbildning eller isomorfi af (M,$) pad (M',$’).

Den inverse til en isomorfi af (M,$) pd (M!,$’) er en

igomorfi af (M’,$°) pd (M,$).

Bevis: Idet f er en enentydig afbildning af M pa M’, er
£t en afbildning af M’ p& M. Lad x’ og y’ vere vilkarlige
elementer af M’, Da fids, idet f er en isomorfi,

£(e7Hx) § £7Hy)) = 227N x)) #0227 H(y))
=x"§ y’,
hvoraf ses, at
£ 8y = £ 8 2T,

hvilket skulle vises.



Mat.l, 1960-61 AG II, 1, 7

Hvis der eksisterer en isomorf afbildning af (M,$) pa
(M?,$’), siges (M,$) at vere isomorf med (M’,$’), og vi skri-
ver (M,$) isom (M’,$’). Betegner A en mengde af mzngder, der
hver er organiseret ved en kompositionsforskrift, defineres
herved en #kvivalensrelation i A. Relationen er nemlig reflek-"
siv, da den identiske afbildning af M er en isomorf afbildning
af (M,$) pad (M,$). Endvidere er den symmetrisk; thi hvis f
er en isomorf afbildning af (M,$) pad (M’,$’), er 71 en iso-
morf afbildning af (M’,$’) pd (M,$). Endelig er relationen
transitiv; thi er f en isomorf afbildning af (M,$) pé& (M?,$?)
og £’ en isomorf afbildning af (M’,$’) pd (M",$"), da vil f’o f
vere en isomorf afbildning af (M,$) pad (M",$").

Eksempler:

M =M =N (eller Z,Q,R). Da er £ : M ind i M’ bestemt
ved f(x) = ax, hvor a er et givet tal tilherende den pagsl-
dende talmsngde, en homomorfi af (M,+) ind i (M,+).

M=R,M =R_.Daerf :Mind i M bestemt ved f(x) = a*,

hvor a er et givet positivt tal, en homomorfi af (R,+) ind i

(R+,-). Br a £ 1, foreligger en isomorfi.
(M,=) = 8, den symmetriske gruppe af graden n, altsi
mengden af alle permutationer af en mxngde bestéende af n ele-~
menter med sammensstning som kompositionsforskrift. Ved til
vermutationen x at lade svare densfortegn sgn x f4s en homo-

morf afbildning af (M,®) ind i (R,*) eller pa ({1, - 1},°).

Lad f vere en homomorf afbildning af (M,$) pad (M’,87).

Da gelder folgende:

Hvis kompositionsforskriften § er associativ, da er ogsé

$’ associativ.
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Bevis: Lad x’,y’,z’ vsre vilk'rlige elementer af M’. Da
f afbilder pd M’, findes der elementer x,y,z€M, gdledes at
Cf(x) = x?, f(y) =y’, f(z) = 2z’. Vi har da
x? $'(y? $ 2°) =1 (x) § (£(y) $ £(2))
£ (x) 8 f(y $2z)==(x8y8s 2))

i

i

og pa den anden side
(x* $2 y') 8§ 27 = (£(x) $ £(y)) § £(=)
f(x8$y)$ f(z) =£((x8$y)$ 2).

Da § er associativ, stemmer de hejre sider overens, og pastan-—

It

den felger.

Tilsvarende indses, at hvis § er kommutativ, er ogséd ¥’

kommutativ,

Findes der et neutralt element e& M for $, vil f(e) vere
neutralt element for §’.

Bevis: Lad x’ vare et vilkarligt element af M’ og x et
element af M, sdledes at f(x) = x’. Da fias
x? §° fle) = f(x) $’ fle) = f(x $ e) = f(x) = x?,
og tilsvarende f(e) §’ x’ = x’.

Findes der et neutralt element e€ M for ¥, er x¢ M regu~
lert med hensyn til $, og ef vy et til x inverst element, da
vil f(x) vere regulsrt med hensyn til $7, og f(y) vil vare et
til f(x) inverst element.

Bevis: Dax $y=y § x = e, fas

f(x) $ f(y) = f(x $ y) = f(e),
f(y) § £(x) = £f(y § x) = £(e),

som pastiet.

Lad der vare givet to kompositionsforskrifter $§ og £ in-

den for en mmngde M. Yan siger, at £ er distributiv med hensyn
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til §, hvis de distributive love
x &y bz)=(x&£y) 8 (x£32),
(v $2)fx=(y&£x)§$ (2 &x)

gxlder for alle x,yz& M. Er £ kommutativ, felger den ene af
den andeﬁ. I mengder af udsagn er hver af kompositionsforskrif-
terne A og v distributiv med hensyn til den anden. Det sam-
me gzlder i mmngden af alle delmsngder af en universalmsngde
for kompositionsforskrifterne (M og (J . I talmengder derimod
er multiplikationen distributiv med hensyn til additionen,
men ikke omvendt. Bortset fra de to ferstnsvnte vil alle for
os vigtige tilfelde vare af den sidsthevnte art. Man plejer
da at kalde den kompositionsforskrift, som er distributiv med
hensyn til den anden for en multiplikation og ogsé& at betegne
den som en sadan, medens den anden kompositionsforskrift kal-
des for en addition og betegnes som en saddan. Lige som ved
regning med tal vedtages, at ndr der ikke er angivet andet
ved hjelp af parenteser, gar multiplikation forud for addition.
Herved reduceres antallet af nedvendige parenteser betydeligt.
Den ferste af de ovenfor nsmvnte distributive love, f.eks.,an-
tager da det velkendte udseende: x(y + z) = Xy + Xz.

Lad (M,$,£) og (M’,$’,£’) vere to mengder M og M’ hver
organiseret ved to kompositionsforskrifter. En afbildning £ : M

ind i M’ giges at vere en homomorf afbildning eller en homo-

morfi af (M,%,£) ind i (M’,$’,£’), hvis den er slvel en homo-
morfi af (M,$) ind i (M’,$%$’) som af (M,£) ind 1 (M’,£’), med
andre ord, hvis
va,y<f(x by =f(x) 8 £(y))
A Vv (E(x £ y) = £(x) £ £(y)),

En enentydig homomorf afbildning af (M,$,£) pad (M?,%’,£°) kal-
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des en isomorf afbildning eller isomorfi.

AT resultaterne for mengder med een kompositionsforskrift
fas umiddelbart de tilsvarende for mmngder med to kompositions-—
forskrifter. Der gslder desuden, at hvis der findes en homo-
morf afbildning af (M,$,£) p& (M’,$’,£’), og hvis £ er distri-
butiv med hensyn til $, da vil ogsd £’ vmre distributiv med
hensyn til §’.

4

I nogle tilfelde, isxr ved undersegelser af talmsngder,
er det af betydning foruden kompositionsregler at betragte
ordningsrelationer i de pageldende mengder. Lad (M,~) og (M’,=<’)
vere mengder, der er organiseret ved ikke-refleksive ordnings-—
relationer. En afbildning £ : M ind i M’, for hvilken
k7}[,,3<,Z>f(X<~<:y'~"-~~=w~v—-%f(X) ~ 7 £(y))
siges at vsre ordenstro.

Eksempler:

M msngden af endelige delmsngder af en mengde E og M? = N,
Lader man til mengden x€& M svare antallet af dens elementer,
f&s en ordenstro afbildning af (M,<C) ind i (N, <).

M < R og M" = R. De ordenstro afbildninger af (M, <) ind
i (R, <) er da netop de i M definerede strengt voksende funk-
tioner, og de ordenstro afbildninger af (M, <) ind i (R, > )
de strengt aftagende.

Er £ : M ind i M’ en ordenstro afbildning af (M,-=) ind
i (M’,=<’), og er =< en total ordningsrelation, da er f enen-
tydig. Er nemlig x og y to forskellige elementer af M, gzlder
enten x <y, og da f(x) —’ f(y), eller y =x, og da f(y)=<"’
f(x), altsd i begge tilfzlde f(x) # f(y), hvilket skulle vises.

Er to msngder M og M’ organiseret ved refleksive ordnings-
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relationer gfog*f’, defineres en ordenstro afbildning af (M,;ﬂ

ind i (M’,x”) som en afbildning f : M ind i M’, for hvilken
va,y(x Ly = f(x) < £(y)).

Det er klart, at enhver afbildning, der er ordenstro for to

ikke-refleksive ordningsrelationer, ogsa er det for de tilsva-

rende refleksive, idet jo x = y altid medferer, aﬁ f(x) = f(y).

Det omvendte gmlder imidlertid ikke. Er MJER.Eﬁé%Id;:£¥denstro

afbildninger af (M,g) ind 1 (R,E) vere de 1 M definerede vok-

sende funktioner, og ved en siddan kan det hznde, at x < y,

men f(x) = £(y).

Det er klart, hvad man vil forstéd ved en ordenstro homo-

morfi (isomorfi) af en mesngde M ind i (pd) en mengde M?, nir

hver af de to mmngder er organiseret sivel ved en eller to
kompositionsforskrifter som ved en ordningsrelation., Ved x->ax,
hvor a» 0, bestemmes en ordenstro isomorfi af (R,+,<) pa
(R+,',<), en ordenstro homomorfi af (R,+,§) ind i (R+,',g) el-
ler en ordenstro isomorfi af (R,+,<) pa (R+,°,}), efter som

a>l, a =1 eller a<1l. For a # 1 bestemmes den inverse iso-

morfi ved x —»log,X.

Homomorfier af en organiseret mengde ind i sig selv kal-

des ogsé endomorfier. Isomorfier af en organiseret msngde pa

sig selv kaldes ogsa automorfier.
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1)

2)

3)

gvelser til kap, I, 8.

Undersog for hver af felgende kompositionsforskrifter §,

£ inden for de angivne memngder M med elementer X,¥y,..., om
den er associativ, kommutativ, om forkortningsreglen gel-
der, om der findes et neutralt element,og i bekrmftende‘
fald, hvilke elementer der er regulsre:

a) M=R, x$ y = (x2 + y2)1/2.

b) M = R+(.l{p}, x$y= (x2 + y2)1/2.
c) M= R,x8$ys= (xy)l/z.

d) M =N, x $ y = storste fwlles divisor for x og y.

e) M = mwngden af alle funktioner x : A ind i R, hvor A er
en given, ikke tom mengde, x $ y = x + y, d.v.s. funktio-
nen bestemt ved t —¥ x(t) + y(%), ‘té.A, endvidere x £ y =

xy, d.v.s., den ved t ~P»x(t)y(t), t€ A, bestem® funktion.

Om en kompositionsforskrift $§ inden for en mangde M for-
udszttes, at den er associativ, og at der findes et neu-
tralt element.e. Vis, at hvis a &M et et regulzrt e¢lement,
gxlder det for ethvert element be M, at hver af ligningerne
x $a=nho, a$y=>=»

har en og kun een lgsning x henholdsvis y.

Inden for en mmngde M er defineret to kompositionsforskrif-
ter $§ og £. Det forudszttes, at § har et neutralt element
n, at forkortningsreglerne gmlder for $, og at £ er distri-
butiv med hensyn til §. |

Vis, at n £ x = x £ n = n for hvert element x¢ M. (Benyt,

atn$ n=n.)

Heraf sluttes, at forkortningsreglerne ikke kan gmlde gene-

-

relt for £. Forudsmttes det, at x £ 2 =y £ z eller 2 £ x =
z £y for z f n medferer x = y, gelder "nulreglen"
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4)

5)

6)

ViE,y((x £y =n) == (x =n) V (y = n)).
Bevis dette. (Som vejledning kan benyttes det specielle

tilfelde M = 2, $§ = +, £ =+, n = 0,)

Om to kompositionsforskrifter § og £ inden for en masngde
M forudsmttes, at $§ er associativ, at forkortningsreglerne
gxlder for §, at der findes et neutralt element e for £,

og at £ er distributiv med hensyn til $. Vis, at § er kom-

mutativ.

Vis, at felgende afbildninger af de angivne organiserede
mengder er homomorfier, og underseg, hvilke af dem der er
isomorfier:

a) £ : (N,*) ind i (N,-) , f(x) = X%, né€N.

b) £: (Q,) ind 1 (Q,*) , f(x) = x*, ne .

c) £ : (R,+) ind i (R,,") , £(x) = x*, aGR.

d) £ : (U,+) ind i (R,+), f(z) = (z + z)/2.

e) £ : (¥,+) ind i (R,*) , f(z) = |z].

) £ (@©N{0},) ma 1 @N{o},) , £(2) = 2/lal.

g) £ : (8,+) ind i (T,+) ,,f(z) = 2.

h) £ : (T,+,+) ind i (T,+,*) , f(z) = z.

U betegner mengden af komplekse tal.

Lad (M,$,£) og (M’,$’,£') vere to mengder, der hver er or-
ganiseret ved to kompositionsforskrifter. Det forudssttes,

at der findes en homomorf afbildning af (M,$,£) pd (M’,%’,£’),
og at £ er distributiv med hensyn til §. Vis, at £’ er di-
stributiv med hensyn til §’.

Med M og M’ betegnes mangderne af alle reelle tal henholds-
vis af formen r + s\/E'og r + s\VV3, hvor r og s er ratio-

nale tal.

Vis, at addition og multiplikation er kompositionsforskrifter




Mat.l, 1960-61 AG II, 1, ov. 7-8

8)

inden for hver af de to mengder.

Undersog om de ved
r+s¥2->r-svy?2,
r+8V2 21 + 8 73: T8¢ 8,

bestemte afbildninger er homomorfier af (M,+,+) ind i hen-~

holdsvis (M,+,*) og (M?,+,°).

Lad f vere en homomorf afbildning af (%,+) ind i (&,+),

som altsd tilfredsstiller "funktionalligningen" f(x +y) =
f(x) + f(y) for alle x,y€ Z. Vis, at der findes et tal ce¢Z,
sdledes at f bestemmes ved X ~» CX.

Bestem alle homomorfe afbildninger af (R,+)

ind i (Q,+). |

Bestem alle ordenstro homomorfier af (R,+,<) ind i (R,+,<).
(Benyt f.eks., at hvert irrationalt tal er grenseverdi sé-
vel for en strengt voksende som for en strengt aftagende
folge af rationale tal.)

Benyt resultatet til at vise:

a) Enhver ordenstro homomorfi f af (R,+,<) ind i (B, 5<),
altsd enhver strengt voksende funktion f, som tilfredsstil-
ler funktionalligningen f(x + y) = f(x)f(y) for alle x,y& R,
er positiv og af formen f(x) = a¥, hvor a>1. (Sammensest

f med en passende isomorfi.)

b) Enhver ordenstro homomorfi g af (R+,',<) ind i (R,+,<),
alts&d enhver strengt voksende funktion g, som tilfredsstil-
ler funktionalligningen g(xy) = g(x) + g(y) for alle x,ye
R,, er af formen g(x) = log,x, hvor a>1.

¢) Enhver ordenstro homomorfi h af (R+,-,<) ind i (R+,°,<),
altsd enhver strengt voksende funktion h, som tilfredstil-

ler funktionalligningen h(xy) = h(x)h(y) for alle x,y¢ R,,
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er af formen h(x) = xb, hvor b>» 0,

Angiv endelig alle . . ordenstro homomorfier af (R,+,<) og
(R,»+,<) ind i (R,+,>) og (R,,*,>).
Lad B vere en vilkarlig ikke tom mengde, og lad XE betegne
mengden af alle funktioner X : E ind i {0,1}. Tdet X, og
%2€X , Torstas ved Xl + Xz og 961962 henholdsvis den ved
X—'}Xl(X) + ;(Z(X) og den ved X—?%(x)xz(x) bestemte funk-
tion fra B til 2. Vis, at

X+ =0+ X =Xy,
er en kompositionsforskrift i XE(d.v.s. at hvis Y4, ¥ o€ Xps
vil ogsé X1 + Xo€%).
Idet A betegner en vilkérlig delmmngde af E, defineres ved
A = Xy hvor ¥, betegner den til A herende karakteristiske
funktion (side I,4,3), en afbildning af D (E) ind i X,. Vis,
at denne er en ordenstro isomorfi af (ﬁ(E),u ,V,C) pd

(XE,JF, . ,:_.{) ; hvor den partielle ordningsrelation X inden

for X, er defineret ved, at y, € X2 betyder X,(x) % )(Z(x)

for alle x¢ E. (Jfr. I, 4,opg. 1.)
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§ 2. Grupper.

En ved en kompositionsforskrift $§ organiseret mengde M
kaldes en gruppe, hvis § er associativ, der findes et neutralt
element e og hvert elemenéiaegul&rt. Det drejer sig her om
en generalisation af det tidligere (I,§ 6) indferte begreb
"transformationsgruppe" (permutationsgruppe). Ovenstiende krav
kan nemlig ogsé formuleres sdledes:

¢ 1. Vyx,y (x § yel). .

G 2. thX,gz (x$ (y$2)=(x8y)$2z).
G 3. E}Me‘VﬁX (e $ x=x8 e =x).

G 4. E%MXAEMX’ (x? $ x=x¢$ x? =¢e).

Kravene G 2-4 er jo ikke andet end definitionerne af associa-
tivitet, eksistens af neutralt element og regularitet, medens
G 1 udsiger, at $§ skal vere en kompositionsforskrift inden
for M.
Ved en gruppe af transformationer (permutationer) er M
en mxngde af enentydige afbildninger af en mengde A pd sig
selv, og $ er sammensmtning af afbildninger symboliseret ved o.
Af de i den foregdende paragraf beviste smtninger sluttes,

at der for enhver gruppe (M,%) gelder:

Der findes kun eet neutralt element,og hvert element i

M har kun eet inverst.

Dette fremgdr dog ogsd af tidligere resultater (side I,
6, 4-5); thi de der forte beviser var udelukkende baseret pi
gruppeegenskaberne G 1-4 (side I1,6,1), som kun adskiller sig
fra ovenstiende i betegnelsen for msngden og kompositionsfof-
skriften. Af samme grund har de nedenfor nzvnte, i kap. I,§ 6
beviste satninger ogsa gyldighed for vilkirlige grupper.

Det er smdvane ogsd i vilkdrlige grupper (M,%) at betegne
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det inverse til et element x€ M med X—l (dog med -x, nér kom-
positionsforskriften er addition (af tal) eller betegnes som

addition). Endvidere bruges potensbetegnelsen: For p€ Z de-

fineres

X 8 XY $ x, for p>0,
P
X =4 e for p = 0,

L(x—l)-p for p<0.

De pagmldende smtninger kan da formuleres pd felgende méde:

I enhver gruppe gelder forkortningsreglerne,

Br a og b vilka&rlige elementer af en gruppe (M,$), findes

der et oz kun eet element x€ M, sdledes at x $§ a = b, nemlig

x=5b$ a—l. og et og kun eet element y€lM, sdledes at a § y =

b, nemlig y = 5t $ b.

I enhver gruppe (M,$) gmlder potensreglerne
xP g x% = P9, (xP)? = x4

for hvert x€& M og alle .p,q€ 7.

Folgende talmengder med de angivne kompositionsforskrif-
ter er eksempler p& grupper: (Z,+),(Q,+),(R,+),(Q+,-),(R+,'),
@~ {0},+), (Rx(0},+), (£o},+), ({1},), {1,-1},),

({m z!zegZ},+) og ({m?lzé.?},'), hvor m betegner et fast posi-

tivt helt tal. Derimod er f.eks. (N,+), (N,<), (Q,*), (R,*),

({p,l},+) ikke grupper.

Ved en undergruppe i en gruppe (G,$) forstids en delmseng-

de H af G, som organiseret ved restriktionen af kompositions-
fonyariften $ til H er en gruppe. Dette indebsrer issr, at

$ skal vare en kompositionsforskrift inden for H, d.v.s. at

for hvilkesomhklst:elementer x og y tilherende H skal x § y

ogsd tilhere H. Endvidere skal det for hvert element x til-
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horende H gelde, at x = oged tilherer H. Disse ojensynlig
nedvendige betingelser viser sig ogséd at vere tilstrskkelige.

Der gslder med andre ord:

Br (G,$) en gruppe og H en ikke tom delmeengde af G, vil

(H,$) vere en undergruppe af (G,$), hvis oz kun hvis foelgen—

de betingelser er opfyldt:

W}lzwﬁxd'w:$y€HL
UG 2: Y@ﬁ:(x—lé.ﬂ).
Bevis: Nedvendigheden af disse betingelser fremgar af
det sagte., Tilstrskkeligheden ses sdledes: UG 1 udsiger, at
$ er en kompositionsforskrift inden for H. Da den associative
lov gmlder for elementerne i G, gmlder den specielt for ele-
menterne i delmsmngden H, Af UG 1 og UG 2 felger, at nir x er
et eller andet element af H, vil x $ x~t = e tilhore H. A%
hvert element x € H har et inverst i H, er sikret ved UG 2.
Dermed er godtgjort, at H har alle gruppeegenskaber G 1-4.
Enhver gruppe (G,$) har sig selv samt ({e},%) som under~

gruppe.
For hvert element ¢ af en gruppe (G,8) gxlder det, at

{cPipe ), $) er en undergruppe i (G,%), kaldet den af c

frembragte cykliske gruppe.

Bevis: Idet {cplpé Z} betegnes med C, er pastanden, at
c® ¢ c%¢ ¢ for alle p,q€ % (UG 1), og at (cp)_lé C for alle
p€% (UG 2). Det forste folger af c® § c% = P9 get andet
af (op)-l = ¢ P, (Jfr. side I,6,8.)

Det er indlysende, at hvis (X,$) er undergruppe i (H,$)
og (H,$) er undergruppe i (G,$), da vil (X,$) vere undergrup-

pe i (G,8%).
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Eksempler:

(Z,+) er undergruppe i (Q,+) og ogsd i (R,+). Er c¢ b
(eller § eller R), vil den ved ¢ frembragte cykliske under-
gruppe af (Z,+) (eller (Q,+) eller (R,+)) bestd af tallene
pc, p€%. (Br kompositionsforskriften addition eller beteg-
nes den som addition, skrives naturligvis pc i stedet for cp.)

(Q+,') er en undergruppe i (Q‘\{OW,'>, i (Ry,), 1 (RN
(d},'). Den ved ¢ = -1 frembragte cykliske undergruppe af
(Q,:) bestdr kun af tallene 1 og -1.

Eksempler péd transformationsgrupper samt pad cykliske og
andre undergrupper i sddanne blev nsvnt i kap. I, § 6.

Iad (H,$) vere en undergruppe i (G,$). Man definerer da
i mengden G en relation RV péd folgende méde: Elementet x€G
siges at std i relationen RV til elementet y& G, hvis der
findes et element h €H, sadledes at x § n = y, eller, hvad der
kommer ud pa det samme, hvis x T $ v € H., Denne relation er en
gkvivalensrelation. Den er nemlig refleksiv, da x $§ e = x og
e€ H, Den er symmetrisk, da x § h = y, hé& H, medforer y § n~t =
X, h-lé H. Endelig er den transitiv, da x $ h=y ogy § h’ = z,
hvor h,h’¢ H, medforer

(x$n) $n =x%(hPn)=2, h{§ neH.
Ifolge en setning om zkvivalensrelationer (side I1,7,13) bestem-
mer Rven inddeling af G i skvivalensklasser. Den =zkvivalens-
klasse, der indeholder et givet element x€ G, bestér af alle

med x =zkvivalente elementer, altsd af alle elementer, der kan

skrives pa formen x § h, hvor he H. Mengden af disse elemen-

ter, kaldeg den ved x bestembte venstre sideklasse til under~
gruppen H. Man plejer at betegne den med x § H, satter altsd
% ¢ 3
x b H=9x8 h|h€H).
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Undergruppen H selv er altsd en af sine sideklasser; den frem-
kommer f.eks. for x = e.

Af den anferte swmbtning fremgdr, at to venstre sideklas-
ser x $§ Hog y $ H er enten disjunkte eller identiske. Det
sidste indtreffer, hvis og kun hvig X_l $ yv€ H. Heraf sluttes
specielt, at ikke nogen fra H forskellig sideklasse kan vare
en undergruppe af (G,$), da H er den eneste sideklasse, der
indeholder e.

Analogt til relationen Rv kan man definere en relation

R, i G ved at fastsatte, at x £G stdr i relationen Rh til v €@,

h
hvis der findes et element h&H, saledes at h § x =y, d.v.s.

hvis y § X_lEEH. Denne relation Rh ses ligeledes at vere en
skvivalensrelation og giver sdledes anledning til en klasse-
inddeling af G. Den =zkvivalensklasse, der indeholder et givet
element x € G, er her den ved x bestemte hojre sideklasse

H$ x=4{ns xfhé;fH}.

To hejre sideklasser H $ x og H § y er identiske, hvis y $ x

1

€ H, og ellers disjunkte.
Dermed er folgende sstning bevist:

Til hver undergruppe (H,$) i en gruppe (G,%) svarer to

klasgeinddelinger af G, hvis klagsser er henholdsvis de ven-—

stre sideklasser x § H, x€G, og de hejre sideklasser H § x,

x¢ G. To elementer v,z€ G horer til samme venstre sgideklasse,

nemlig til v $ H = z $ H, hvis og kun hvis vy~ § zeH, og il
ti
samme hegire sideklasse, nemlig(% $ vy =H 8 z, hvis og kun hvis

z § K—lé H.

Hvert til en sideklasse herende element kaldes en repre-

sentant for denne.

De to til undergruppen hprende klasseinddelinger er i al-

mindelighed forskellige fra hinanden. Men det kan hende, at de
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stemmer overens, d:v.s. at x § H=H $§ x for hvert element

x€G, I s& fald siges (H,$) at vere en normal (eller inva-

riant) undergruppe i (G,$):

En undergruppe (H,$) i en gruppe (G;$) er normal, hvis

og kun hvis

x$h$ xteH

for hvert h €H og hvert x £Gi

Bevis: Hvis (H,$) er normal,; d.v.s. x $ H=H § x fbr
hvert x€¢ G, vil hvert element x $ h af x § E tilhere H § x,
altséd kunne skrives pd formen h’ $ x, hvor h’¢ H. Men af x § h
= h’ § x fas

x$5nh$x T =h'cH,
hvilket viser betingelsens negdvendighed. Omvendt, lad det ve-
re givet, at x § h § X_lé—H for hvert h€ H og hvert x€ G. Til
givne h og x findes der altsd et h’¢ H, sdledes at x § h § %t
= h’, Heraf fas

x$h="n ¥ xcH § x,
hvilket viser, at hvert element af x $§ H er indeholdt i H §. x,
altsd at x § HC H § x. Da det givne gmlder for hvert x€ G,
kan det anvendes pa X_l i stedet for x, hvilket giver x — § h
$ x<¢H. Der findes altsd et h"€ H, sdledes at x ~ $ h § x = h".
Heraf fas

h$x=x9% hex § H,
og dette viser, at ogsd H § x € x & H. Dermed er ogséd betingel-
gens tilstrekkelighed bevist.

I en kommutativ gruppe er alle undergrupper normale,

Af x $ h = h § x sluttes jo umiddelbart, at venstre og

hejre sideklasser er identiske.
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Eksempler:

Den alternerende gruppe An af graden n er en undergruppe
i den symmetriske S, Den ene (til H svarendé) sideklasse er
An’ bestér altsd af alle lige permutationer. Er x en vilkarlig
ulige permutation, er X*3An den venstre sideklasse, der inde-
holderk, og denne md ifelge en tidligere bemmrkning (side I,
6,17) bestd af samtlige ulige permutationer. Det samme m8 imid-
lertid gzlde for den hejre sideklasse Anﬂ X. Heraf sluttes,
at venstre og hejre sideklasseinddeling stemmer overens, altsa
at An er en normal under-gruppe i Sn' Der findes kun to side-
klasser.
Lad m vere et givet positivt helt tal, og lad Zm betegne
mengden af de med m delelige hele tal, altsd
7 = {mz!zéZ}.
(Zm,+) er en undergruppe i den kommutative gruppe (Z,+). Det
er altsd ikke nedvendigt at skelne mellem venstre og hejre si-
deklasser. Den sideklasse, der indeholder tallet x€ 7 er
X + Zm = {X + mz!zéZ}.
Den bestdr af alle hele tal, som ved division med m " kan give
resten x ". Betingelsen for, at tallene x og y tilhorer sam-
me sideklasse er, at y - xX& Zm’ d.v.s. at der findes et tal
z& 7, sdledes at y - x = mz, med andre ord, at m er divisor
iy - x. For denne relation i mengden af hele tal, der ifel-
ge de fundne generelle resultater er en szkvivalensrelation
(hvilket ogs& let bekraftes direkte; jfr. I, 7, opg. 8), har
man indfert en swrlig betegnelse
X E v (mod m)
(x er kongruent med y modulo m). At to sideklasser x + Zm 0g

y + Zm stemmer overens, er altsd ensbetydende med, at x = y
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(mod m). Nu er hvert helt tal kongruent modulo m med et og
kun eet af tallene 0,1, ... ,m-1 ( hvert helt tal giver ved
division med m en og kun een af disse rester). Heraf sluttes,

at der findes netop m sideklasser, de sikaldte restklasser

modulo m. Tallene 0,1, ... , m-1 er reprmsentanter for dem.

Lad (H,$) vaere en undergruppe i (G,$). Idet g betegner
et fast element af G, defineres ved h —3 g $ h en afbildning
af H pd sideklassen g $ H ("pa" ifplge sideklassens definition).
Denne afbildning er enentydig; thi af g $ hy =g $ h, felger
hl = h2, da forkortningsreglerne gelder i (G,$). Hver venstre
sideklasse er altsd lige megtig med H. Det samme gmlder for
hver hgjre sideklasse. Alle sideklasser til en given undergrup-
pe er altsd lige mmgtige, Heraf kan drages en vigtig slutning
for grupper af endelig orden (d.v.s. med et endeligt antal ele-
menter). Lad ord(G) og ord(H) betegne ordenen af henholdsvis
G og H. Idet alle sideklasser til H indeholder det samme antal
elementer, nemlig ord(H), og de indbyrdes forskellige venstre
sideklasser er disjunkte og tilsammen udger hele G, fas

j ord(H) = ord(G).

Her betegner j undergruppens index, d.v.s. antallet af venstre

sideklasser (og som det ses af ligningen tillige antallet af

hojre sideklasser). Af ligningen aflmses ILagrange’s swmtning:

For hver undergruppe i1 en endelig gruppe gelder det, at

deng orden er divisor i hele gruppens orden.
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Af de 1 § 1, side II,1, 7-8, beviste smtninger sluttes u~-

middelbart:

Lad (G,$) vere en gruppe og (G’,8’) en ved en kompositions-—

forskrift §’ organiseret msngde. Hvis der findes en homomorf

afbildning £ af (G,$) p3 (G°,$'), 8 er (G’,8°) ligeledes en

’

gruppe. Br e’ dennes neutrale element, haves f(e) = e’, og er

;'l.

g’ = f(g), haves f(g_l) = g

I det folgende betragtes homomorfe afbildninger af en grup-
pe (G,$) ind i en gruppe (G’,$’). Er f en sddan homomorfi, fas
fle) = e’,
hvor e og e'betegner det neutrale element i henholdsvis G og G’.
Af e § e = e sluttes nemlig, at
fle § e) = f(e) § f(e) = £(e),
og da ligningen x* §’ f(e) = f(e) kun har een legsning, nemlig
x'=e’, f&s f(e) = e’. Endvidere gwmlder for hvert x¢ G, at
e(x ) = £(x)71,
thi af x § x % = e fas f(x) §’ f(x—l) = e’, hvilket viser, at
f(x_l) er det til f(x) inverse element i G’,
Om homomorfier af en gruppe ind i en gruppe gelder fplgen-

de sztning:

Lad f vere en homomorf afbildning af en gruppe (G,$) ind

i en gruppe (G’,$’) med det neutrale element e’. Da er (K,$),

hvor K = f—l(e’) en normal undergruppe i (G,3), kaldet homomor-

fiens kerne.

For hvert element g’&€ G’ gelder det, at originalmengden

f—l(g’) er en sideklasse til K, nemlig g § XK, hvor g betegner

et element af G, for hvilket f(g) = g’, Herved bestemmes en en-

entydig korrespondance mellem gideklasserne til X og elementer-

ne af G?’.
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Bevis: Er x og y elementer tilhegrende K = f'l(e’), altsd

f(x) = f(y) = e’, fés

f(x $y) =f(x) $ £ly) = e’ § e’ =e’,
altséd x § y €K, og

f(x_l) = f(X>—l = el o e’,
altsé x € K. Dette viser, at K opfylder betingelserne UG 1 og
UG 2 (side II,2,3) og er fplgelig en undergruppe. Endvidere gwl-
der for hvert element g€ G og hvert element k€K, at

flg$h$e™h) = 2(g) 87 2(0) § 2(g )
=f(g) B §fg)t=e,

hvilket viser, at g § h § g_lé'K, og altsd at X = f—l(e’) er en
normal undergruppe i (G,$). Dermed er setningens forste del be-
vist.

Idet g, 08 85 betegner elementer af G, haves

flg, $g,71) = 2(g) " 2(g,") = 2(gy) B £(g,)7"

’

og dette er lig med e’, hvis og kun hvis f(gl) = f(gz). Heraf
ses, at 8 $ g2—lé'K, altssd at 81 o8 &, tilhprer samme sideklas-
se til K (jfr. side I1I,2,5), hvis og kun hvis f(gl) = f(gz). Al-
le elementer i samme sideklasse har altsd samme billedelement
ved f, og elementer af forskellige sideklasser har forskellige
billedelementer. Heraf sluttes rigtigheden af sztningens anden

del.

Et vigtigt eksempel er folgende: Lad
(€,8), ¢ ={cPlner},
vere en af et element ¢ frembragt cyklisk gruppe. Ved p »~90p

defineres en afbildning af 7Z pa C. Ifslge potensreglen cPra -

c? ¢ o er den en homorfi af (Z,+) p& (C,$). Kernen K bestir af

alle de hele tal p, for hvilke P = e, altsa
K = {p}(pfiz) A (P = e)}.
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(K,+) er ifelge ovenstéende smtning en undergruppe i (Z,+). Nu
er det let at bestemme alle siddanne undergrupper.

Lad (H,+) vere en undergruppe i (%,+). Enten er H = {p},
eller der findes i H et tal p # 0. Da heorer ogsd det inverse,
d.v.s. -p til H. Heraf sluttes, at H indeholder mindst eet posi-
tivt tal. Lad a vere det mindste positive (hele) tal, der tilhe-
rer H., Da vil ogsd alle "potenser" pa, hvor p<«Z, altsa den ved
a frembragte cykliske undergruppe af (Z,+) vere indeholdt i H.
Det pastéds, at den er identisk med H:

H = [paﬂpé Z}.
For at vise dette betragtes et helt tal yé H. For hvert pe€Z er
da y + pae H. Med andre ord, hele den restklasse modulo a, som
indeholder y, tilhgrer H (jfr. side II,2, 7-8). Nu findes der i
denne restklasse eet af tallene 0,1, ... ,a~l, og det kan kun
vere O, da a var det mindste positive tal 1 H. Folgelig er y de-
lelig med a, altsd indeholdt i {pafpéi%}. Dermed er péstanden

bevist, og vi har felgende smtning:

Hver undergruppe i (%,+) er af formen ({pmlpé%Z},+), hvor

m er et helt tal.

For m = 0 fés nemlig ({Q},+), og for hver af de andre un-

dergrupper er det lige blevet vist, at de har denne form.

Dette resultat giver oplysning om kernen K i den homomorfe
afbildning p~—9»cp af (Z,+) pd den cykliske gruppe (C,$). Idet
(K,+) er undergruppe i (%,+), findes der et helt tal m, som kan

velges storre end eller lig med 0O,s8ledes at K bestar af alle

multipla af m. Er m = O, bestar kernen kun af 0, og P = e, hvis

og kun hvis p = 0. BEr m> 0, fas c® = e, hvis og kun hvis p er
delelig med m, altsd
P = e Gt p =0 (mod m).

Heraf eller af den generelle smtning (side II,2,9 nederst) slut-
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tes, at for p,q &7 gslder
= b= p=g i tilfsldet m = O,

P =ct &= p=g(mod m) i tilfsldet m O.

Nar m = 0, er altsad alle potenser cp, p€Z, indbyrdes forskelli-

n

ge, og den cykliske gruppe (C,$) er af uendelig orden. Nar m} O,
findes der sa mange indbyrdes forskellige potenser, som der er
restklasser modulo m. Den cykliske gruppe (C,$) er altséd af or-
denen m. Specielt er e = co, Cl, ce ,om_l indbyrdes forskelli-
ge, medens cm = e. En endelig cyklisk gruppes orden er altsa den
mindste positive eksponent, for hvilken potensen af det frembrin-

gende element er lig med det neutrale element. Vi har altsa:

T en cyklisk sruppe ({cPlpe}.$) af uendelie orden er alle

potenser op‘indbyrdes forskellige. I en cyklisk gruppe af den

endelige orden m( >0) er potenserne e = co,cl, .o ,cm—l indbyr-

des forskellige, og hver potens cp er lig med een af disse, hem-

lig den, hvis eksponent er resten r, O§ ri<m, som p giver ved

division med m.

Den af et element frembragte cykliske gruppes orden kaldes

ogsd kort elementets orden..

Lad (G,%) vere en gruppe af den endelige orden n. Da vil
hvert element g€ G frembringe en cyklisk undergruppe af endelig
orden, og ifelge Lagranges setning vil denne veere divisor i n.

I forbindelse med ovenstiende fas altsa:

I en gruppe af den endelige orden n gxlder det for hvert

element g, at dets orden er divisor i n, og gpecielt, at gn = e,

Som nevnt tidligere (side II,1,7) er isomorfi mellem meng-
der, der hver er organiseret ved en kompositionsforskrift, en
gkvivalensrelation. Dette gelder specielt for grupper. Man kan

derfor inddele mezngden af alle grupper i klasser af indbyrdes
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isomorfe. Er grupperne (G,$) og (G’,$’) isomorfe, og er g, g5
g5 vilkérlige elementer i G og g’,gl’,gz’ de til disse ved en

isomorfi svarende elementer af G’, haves 81 & g = &, hvis og

. -1 . .
kun ?v1s g,’ $’g2’ = g’, og 8, = 81 s hvis og kun hvis g,’ =
g%’_ . Med andre ord "regninger" i den ene gruppe og tilsvaren-

'regninger" i den anden med de tilsvarende
de?efementer folges fuldstendigt ad. Ved en isomorfi vil endvi-
dere til hver undergruppe i den ene gruppe svare en undergruppe
i den anden. Kort sagt, interesserer man sig kun for kompositions:
forskrifterne, men ikke for gruppeelementernes konkrete betyd~
ning (tal, afbildninger,...), m& man betragte isomorfe grupper
som ens, idet de fra dette synspunkt kun adskiller sig i gruppe-

elementernes og kompositionsforskrifternes betegnelser. Man si-

ger derfor, at isomorfe grupper er den samme "abstrakte grupps’.

Alle cykliske grupper af uendelig orden er indbyrdes iso--

morfe., Hver af dem er isomorf med (7,+).

Det samme gzlder for de cykliske grupper af en given ende-
lig orden m. Br (C,$) og (C’,$’), hvor C = {CpprEZ} og €’ =
{g’pfpé i}, to sédanne grupper, defineres ved cpwwwé'c’p en en-
entydig afbildning af C p& C’; thi to potenser af ¢ stemmer over-
ens, hvis og kun hvis de tilsvarende potenser af ¢’ stemmer over-
ens. At denne afbildning er en isomorfi, felger umiddelbart af
potensreglen.

Ogsd blandt de cykliske grupper af ordenen m findes der
en "standardgruppe" svarende til (Z,+) blandt de uendelige. Som
vist bestidr der en enentydig korrespondance mellem elementerne :.
en cyklisk gruppe af ordenen m og restklasserne modulo m. Lad 7
(mod m) betegne mmngden af disse restklasser. Denne organiseres
ved en kompositionsforskrift, som betegnes med + og defineres pe
feolgende méde: Er {pl + mzljzlg é} og 5%2 + mzzlzgé;g} to rest-

klasser, vil mmngden bestdende af alle summer af ¢t tal fra den
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forste og et tal fra den anden, altsé

{pl + p, + m(zq + zg)! 7,,2,¢ Z}
vere indeholdt i (endda vere identisk med) en bestemt restklasse,
idet zq + z,€ 7 (og z| + 2z, gennemlpber hele 7, nar z 08 Z,
gor det). Denne restklasse kaldes de to givnes sum, og man skri-
ver med den tidligere indferte betegnelse for restklasserne

(py +Z) + (py + Z) =py + Py + Iy
hvor Zm :1{mz]zéi2}~er mengden af de med m delelige hele tal,
Representeres restklasserne ved tallene 0,1, ... ,m-1, findes
summen af to af dem ved at addere reprmsentanterne og, hvis
disses sum ikke findes blandt 0,1, ... ,m-1, at erstatte den med
resten, som den giver ved division med m. Den sdledes organise-
rede mengde (%Z(mod m),+) er en gruppe. Dette bekreftes let direk-
te. Men det fplger ogsd af en ovenfor vist sztning (side II,2,9),
idet der ved p —3> p + Zm defineres en afbildning af gruppen
(Z,+) p& (Z(mod m),+), som er en homomorfi ifelge ovenstiende
definition af summen af to restklasser. At (Z{(mod m),+) er en
cyklisk gruppe af orden m, sluttes af, at hver restklasse p + Zm,
peZ, er en "potens", nemlig den p-te, af 1 + Zm. Gruppen (%

(mod m),+) kaldes den additive gruppe af restklasserne modulo m.

Alle cykliske grupper af samme endelige orden m er indbyr-

des isomorfe. Hver af dem er isomorf med (%(mod m),+), den addi-

tive gruppe af restklasserne modulo m.

Er nemlig (C,$) en s&dan gruppe og ¢ ¢ C et element, der
frembringer den, bestemmes ved p + Zm~m—g P ifelge det tidlige-
re viste en enentydig afbildning af Z{(mod m) p& C. At den er en

isomorfi afleses af

(p+2) +(a+3%)=p+q+5—>3 Pl =cPgcl
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En abstrakt endelig gruppe (altsd en klasse af indbyrdes
isomorfe endelige grupper) kan angives fuldstendigt ved en

s8kaldt gruppetavlie. Lad (G,$) vere en sddan gruppe, og lad

dens elementer vasre 81318010+ 18," For at lette oversigten noget
velges g = & det neutrale element., Man opstiller en kvadratisk

2
tavle bestidende af n felter:

! gl g2 f . e gj ) é gn j
g || &, | & - &5 | oo el
go ‘ €o
5 8, giﬁgj ]
:" . i !
. L] ! 3 ‘

. l
_._,.‘—...\.,:! i: E1 3
®n_{ ®n |
Rxkkerne merkes med 819809018, i en eller anden orden, og

ligeledes kolonnerne (ikke nedvendigvis, som angivet, i den
samme orden). I det felt, der er fmlles for rakken msrket g4

0g kolonnen merket gj, skrives det af elementerne gl,gz,...,gn,
som er lig med gi$gj. Geres dette for alle i,j = 1,2,...,n,

fés en tavle, som gengiver kompositionsforskriften fuldstendigt.
I den med g, merkede rekke stlr elementerne gi$g, geG, altsa
G’s samtlige elementer, hvert een gang. I den med gj merkede
kolonne star elementerne g%gj, geG, altséd G’s samtlige elemen-
ter, hvert een gang. Specielt findes det neutrale element gy
een gang 1 hver rzkke og een gang i hver kolonne. At to ele-~
menter g; 08 gj er indbyrdes inverse, er ensbetydende med, at

81 star 1 feltet, der er fwlles for rzkken gi og kolonnen gj

(og ogssd i feltet, der er felles for rakken gj og kolonnen g4
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da indbyrdes inverse elementer er ombyttelige. En mindre over-
skuelig egenskab ved gruppetavlen folger af den assoclative
lovs gyldighed. Denne omstendighed bevirker, at det kan vere
meget besverligt at afgere, om en forelagt tavle med de ovenfor

nxvnte egenskaber er en gruppetavle.

Som eksempel betragbes den symmetriske gruppe S3° Dens

elementer betegnes siledes:

_ (1273 _ 123 /1253
/123 /1253 123
g4’“(132)1 g5”(321)5 36_(213)-

Det ses, at gl,gZ,g3 er de lige permutationer. De ulige er her

alle transpositioner. Man finder fglgende tavle:

0q
N
o)}
N
g
}__l
o}
N
03!
1
0q
[0
4!
o~

er en lige permutation og hverken kan vere g5 eller 8% ma.~den
vaere g, . Folgelig er ogsé 8528y T 8- Da 82985 ©T lige og g4
08 8z allerede star i tredie rmkke, mé den vere g,. Dermed er
kvadratet eoverst til venstre med 3 rxkker og 3 lrolonner udfyldt.
Det er gruppetavlien for undergruppen A3 i 35' At transpositio-
nerne g4,g5,g6 er involutoriske, giver placeringen af 81 i de
tre sidste rskker. Man finder 808, = 8- Derefter kan de to

gidste felter i anden rekke vdfyldes. Der mangler nemlig g, 0Z
T
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gs, 0g g5 kan ikke std i femte kolonne., Endvidere ses uden reg-
ning, at g3°g4 = gs, da denne permutation vides at vare ulige,
0g 8, 08 & findes allerede i fjerde kolonne, P4 denne méde kaen

man fortsmtte og far hele tavlen udfyldt efter ganske f& regnin-

ger.

Lad A vare en mmngde bestlende af n elementer., Den fuld-
stendige permutationsgruppe for A kaldes "den symmetriske grup-
pe af graden n" og den betegnes med Sn uden angivelse. af selve
mengden A (jfr. side 1,6,1). Berettigelsen heraf ligger i, at
de fuldstendige permutationsgrupper for msngder, som indeholder
det samme antal elementer, er indbyrdes isomorfe. De er altsa
den samme abstrakte gruppe. Dette indses let sdledes: Lad A =
{él,az,...,a;} og B = (},2,...,ﬁ}, 0og lad f vere en permutation
af B. Lader man til f svare den ved a; —> af(i)’ i=1,2,...,10,
bestemte permutation £’ af A, for hvilken altsi

£7(a5) = ap(q)s
fas en enentydig afbildning af den fuldstmndige permutations-
gruppe for B pad den fuldstendige permutationsgruppe for A, At
det er en isomorfi felger af, at nadr f og g er permutationer

af B, vil der til gef svare (gef)’, hvor

i

(g°f)’(ai) Boaf(i) = Pg(£(i))

g'(2p(y)) = 8'(£7(ay)) = g’f’(a;),

It

altsd (gef)’ = glof’,

I det folgende vises, at enhver gruppe er isomorf med en
transformationsgruppe, specielt at enhver endelig gruppe er iso-
morf med en permutationsgruppe. Lad (G,$) vere en vilkdrlig grup-
pe, og lad‘;f betegne den fuldstendige transformationsgruppe for

mengden G af den givne gruppes elementer. Er g et vilkarligt
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element af G, defineres ved X ~>» g $§ x, hvor x<« G, en enentydig
afbildning af G pa sig selv; thi er y et vilkérligt element af G,
findes der et og kun eet element x &G, sdledes at g § x = y (jfr.
gside II,2,2). Idet denne afbildning, som er et element af jﬁ},
betegnes med g’ : G pd G(1-1), haves

g'(x) = g ¥ x.
Det drejer sig om at vise, at der ved g —> g’, g€ G, bestemmes
en enentydig homomorf afbildning }ﬂ af (G,$) ind i 3? (underfor-
stéet: med sammensmtning o som kompositionsforskrift). At denne
afbildning 50 er enentydig sluttes af, at g\’ = g,’, altsé gy $
X = g, $ x for alle x €G (endda for et enkelt, f.eks. x = e) med-
forer, at g; = g,. At 9& er en homomorfi, altsa at

(g, § &))" = 8508, for g,s,«G,
ses af
(g, $81) $x=g,% (g $x)
=8, $ g7 (x) =g, (g (x)) = (gr7a8")(x).

I

(g, $ g7)’(x)

Betegner ¢ (@) ¢ %? billedmangden af G ved afbildningen 90 ,
vil denne vamre en homomorfi af (G,$) pd den organiserede mangde
( yQ(GJ,“). Denne er felgelig en gruppe (jfr. side II1,2,9), alt-
88 en undergruppe i g?. Da 90 er enentydig, er (G,$) isomorf
med (fﬁ (G),®). Dermed er fplgende smtning bevist:

Enhver gruppe (G,$) er isomorf med en transformationsgruppe,

nemlig med en undergruppe i den fuldstendige transformationsgrup-

pe for msngden G af gruppens elementer. Specielt er hver endelig

cruppe af ordenen n isomorf med en undergruppe i den symmetriske

gruppe S_.

Ved en endelig gruppe (G,$), hvor G =u{gl,g2,...,gﬁ}, kan

den til et element 85 svarende permutation af mengden G aflmses

af gruppetavlen. De til 813851448, svarende elementer stir under
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dem i den med 84 merkede rekke.

Ved gruppen (R,+) svarer til a€ R afbildningen x—3> a + X
af R pd sig selv. Den tilsvarende transformationsgruppe er altsé
gruppen af translationer af tallinien. Ved gruppen (R‘\{Q},')
svarer til m€R N {O} afbildningen x> mx. Den tilsvarende trans-
formationsgruppe er gruppen af homotetier af tallinien med cen~
trum 0. (Til disse eksempler se side I,6, 2-3,)

Lad (G,$) igen vere en vilkarlig gruppe. I stedet for til
elementet g€ G at lade svare afbildningen x —a g § x, en sdkaldt

venstre tranglation af G, kan man til g lade svare hejre trang-

lationen x — x § g. Hvis gruppen (G,$) ikke er kommutativ, fés
me
p& denne méde en andeﬁVT%,$) isomorf undergruppe i 3? . Er grup-

pen endelig, aflwmses disses permutationer af gruppetavlens ko~

lonner.

Rettelse il ITI, 2, ov. 16. De to sidste linier erstattes med:

Vis ved hjslp heraf, at for hvert primtal m og hvert helt tal a,
som ikke er deleligt med m, er a1 = (mod m) eller, hvad der
kommer ud pd det samme, for hvert primtal m og hvert helt tal a

er 2" = a (mod m) (Fermats "lille" swtning).




1)

2)

3)

4)

5)

PGvelser +til kap. II, 2.

Lad n vere et positivt helt tal. Vie, at mengden bestidende

af de n-te enhedsregdder, d.v.s. de komplekse redder i lignin-

gen 2t = l, med multiplikationen som komposition danner en
cyklisk gruppe af ordenen n, og angiv et element, der frem-
bringer gruppen.

Angiv for n = 6 alle undergrupper. Vis, at de alle er cykli-

ske, og angiv frembringere for dem.

Vis, at en endelig gruppe, hvis orden er et primtal, er cyk-

lisk.

Med (H,o) betegnes den af (é f ?) frembragte cykliske under-
gruppe 1 den symmetriske gruppe 83 af graden 3. Angiv sdvel

de venstre som de hgjre sideklasser til H.

Den tidligere indferte gruppe mg'(side 1,6,3)
(6,9) = ({4, nl(a€R) A (meR~(0D)},9),
hvog fa,m er den ved
fa,m<x) =mx + a

bestemte afbildning af R p& R, har som undergrupper

(#,2) = ({£,,11a€R}, )

(K,®) ({fo,m]mé R~ {o}}, °).

Angiv for hver af disse den venstre og den heojre sideklasse,

i

og

it

som indeholder elementet fb néFG. Underseg, om nogen-af dis-
H

se undergrupper er normal,

Lad (G,$) vere en endelig gruppe og H en ikke tom delmamngde
af G, for hvilken UG 1 (side II,2,3) gwlder. Vis, at (H,$)

er undergruppe i (G,$).
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6)

8)

9)

10)

Angiv et eksempel p& en uendelig gruppe (G,$) med en del~
mengde H af'G, som opfylder UG 1, men for hvilken (H,$) ik~

ke er undergruppe i (G,$).

Lad G vere en endelig msngde og § en associativ kompositions-
forskrift inden for G, for hvilken der findes et neutralt

element e €G, og for hvilken forkortningsreglerne gmslder.

Vis, at (G,$) er en gruppe.

Lad G vere en ikke tom mengde, hvori der er defineret en
agssociativ kompositionsforskrift $. Det forudsmttes, at for
vilkérligt opgivne elementer a og b af G har hver af lignin-
gerne

x § a=nD, ady="=>
mindst een lesning x henholdsvis y. Vis, at (G,$) er en grup-
pe. (Betragt en lesning til en ligning af formen x § a = a,

og vis, at den er neutralt element.)

Lad a og b vare elementer af en gruppe (G,$). Vis, at de
cykliske undergrupper, der frembringes af a § b og b § a en-

ten er begge af uendelig orden eller begge af den samme en-

delige orden.

Idet A = R-{O}, betragtes de i A definerede funktioner

£,(%) = ¢, 1,(%) = 1/%, 'f3(t) = ~t,' f4(t)~= -1/t.
Vis, at ({%l,fz,fB,f4},°) er en transformationsgruppe 1 A,
som er isomorf med den i I,6, opg. 4 omtalte transformations-
gruppe.
Idet A = R”\{Q,%}, betragtes de i A definerede funktioner

fl(t) =t , f,(%) = 1/% , fB(t) = 1-1,
() = +/(4-1), f(t) = 1/(1-t), £ (t) = (+-1)/%.

It
l
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11)

12)

Vig, at ({}l,f2,f3,f4,f5,f6 ,2) er en med den symmetriske
gruppe S3 isomorf transformationsgruppe i A. (Giv interval-
lerne {t|-o0 <t<o}, [tlo<s<1} og {t[l <4 <:o<>}, nvis
foreningsmangde er A, numrene 1, 2 og 3, og underseg, hvor-

ledes de afbildes ved funktionerne fi.)

Idet c betegner et givet positivt tal, defineres i interval--
let M = {V(—c-{v<(c} en kompositionsforskrift § ved
vy ot Vv,
2
1+ vlvz/c

$v, =
(Einsteins lov for sammensstning af parallelle hastigheder).
Vis, at (M,$) er en gruppe.

Vis, at denne er isomorf med (R,+). (Dette gdr ud pi at
finde en funktion F : R pd M(1-1), sdledes at F(Xl + X2) =

F(Xl) B F(Xz)y X:L’XQQR-)

Lad (G,$) vere en gruppe, (H,$) en undergruppe, og g et fast
element af G, Vis, at (g $ H § g‘l,$), hvor g § H § g—l
betegner delmsngden {g $h§ g_llhézﬁ} af G, er en med (H,$)
isomorf undergruppe i (G,$). (Den kaldes en til (H,$) kon-

jugeret undergruppe.)

Er (G, e) en transformationsgruppe for en mengde A, og er o
et fast element af A, vil de transformationer tilhgrende G,
ved hvilke =« svarer til sig selv (som har « til fixelement),
udgere en undergruppe (H_,e) i (G,s) (jfr. side I,6,2). Vis,
at hvis g er et fast element af G, bestdr den til (%x,e)
konjugerede undergruppe (goiﬂx<rg—l,@) netop af de trans-
formationer i G, som har g(x) som fixelement, altsd at

gof o8 = Hyy-

(i stedet for en vilkdrlig transformationsgruppe md betrag-
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13)

14)

15)

tes .en speciel, f.eks. den side I,6, 3-4 og i. ovenstaende

opg. 4 omtalte.)

Se 1,6, opg. 2. Ved til det reelle tal t at lade svare af-

bildningen ft af planen pa sig selv, defineres en homomorf

afbildning af gruppen (R,+) pa drejningsgruppen ({ft}tEI{},
©) . Vis dette, bestem homomorfiens kerne, og angiv sideklas-
serne.

(Den 1,6, opg. 3 definerede gruppe ({gtitéié},ﬂ) er isomorf

med (R,+).)

Se 1,6, opg. 14. Oktaedergruppen er ifelge denne opgave iso-
morf med den symmetriske gruppe 84. Oktaedrets diagonaler
gives numrene 1,2,%, Til hver flytning tilherende oktaeder-
gruppen svarer da en permutation af {;,2,3}. Vis, at der
herved bestemmes en homomorf afbildning af oktaedergruppen,
og dermed af 84, pa 83, hvis kerne er den i den nsvnte opga-—
ve angivne undergruppe.

Lad der vere givet to hele tal, der ikke begge er 0. Meng-
den H = {ax + bylx,yé;g} med additionen som komposition er
en undergruppe i (%,+). Vis dette. Ifplge en ovenfor bevist
setning (side I1I,2,11) findes der et positivt helt tal d,
s8ledes at H = {pd]péfZ}. Vis, at d er den sterste felles
divisor for a og b.

Opstil en nedvendig og tilstrmkkelig betingelse, som et helt

tal ¢ m& opfylde, for at den "diofantiske ligning" ax + by =

¢ har en lesning (x,y) bestdende af hele tal. (En ligning
med ubekendte, for hvilke der seges heltallige verdier, kal-
des en diofantisk ligning efter den greske matematiker Dio-

fantos, ca. + 250, der har behandlet sd&danne opgaver.)
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16)

17)

18)

.
fal

Antag, at ligningen har en heltallig lesning (Xo,yo). Vis,
at den da har uendelig mange andre, og find dem alle udtrykt
ved x_, y, og en heltallig parameter t. (Find forst alle
heltallige losninger til ligningen ax + by = 0.)

Eksempler: 3x - 4y = 1 og 6x - 8y = 4.

Definer, analogt til den p& side II,2, 13-14 indferte addi-
tion af restklasser modulo m, en multiplikation af restklas-
ser modulo m. Den ved denne organiserede mangde (Z(mod m), ")
er ikke nogen gruppe. Vis.dette.

Lad m vaere et primtal. Vis, at de fra Zm forskellige rest-
klasser modulo m med multiplikationen som komposition dan-
ner en gruppe. (Setningen i ovenstiende opgave 6 kan benyt-
tes til forenkling af beviset. Man far brug for smtningen,
at et primtal, som er divisor i et produkt af to hele tal,
er divisor i mindst een af disse faktorer.)

Vis ved hjslp heraf,-at for hvert-helt-tal-a-og-hvert-prim-

¢o e dls (o
121 (mod m) (Permats "1ille"-swtning). e e

m_.
tal m er a

Blandt de tidligere nmvnte eksempler pa grupper findes 2 ik-
ke isomorfe grupper af ordenen 4. Opstil gruppetavler for
dem.,

Vis, at en gruppetavle for en gruppe af ordenen 4, bortset
fra rskkernes og kolonnernes razkkefelge samt betegnelserne
for elementerne, mé& stemme overens med en af de to fundne,
altsd at der findes netop 2 forskellige abstrakte grupper

af ordenen 4. (Antag ferst, at gruppen indeholder et element

af ordenen 4.)

De flytninger efter hvilke et givet regulzrt ikosaeder deek-

ker sin oprindelige stilling, danner en gruppe, kaldet iko-
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S
saedergruppen. (Efter denvTlytninger og kun efter disse vil

ogsa det regulmre dodekaeder, hvis hjerner er midtpunkter-
ne af ikosaedrets sideflader, komme til at dskke sin oprin-

delig stilling.) Vis, at ikosaedergruppen er isomorf med den

alternerende gruppe A5' (Studer en model.)
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Kap., III, Analytisk geometri

i det euklidiske rum.

§ 1. Om geometriens grundlag: Incidens og parallelitet.

Den elementzre geometri i planen og i rummet kan baseres
péd relativt f& sadkaldte aksiomer, d.v.s. ikke beviste smtninger,
der tjener som grundlag for lerebygningen. Erkendelsen af, at
geometriens mangfoldige smtninger kan udledes af nogle simple af
dem ved rent logiske rssonnementer uden benyttelse af anskuelsen,
skyldes oldtidens greske matematikere. En for hele matematikken
forbilledlig udformning har geometriens systematiske opbygning
faet i Buklid’s "Elementer" (ca. -3%00). (Visse mangler i Euklid’s

_ ‘ eyigyinipgeno

aksiomsystem er dog feorst blevet klarlagt¥af forrige Arhundrede.)
En opbygning af geometrien p& s& f& aksiomer som mulig kan ikke
gennemfpres her. For hurtigt at kunne nd hovedmdlet, vektoralge-
braen og den analytiske geometri, forudssttes mange flere geome-
triske sstninger end ngdvendigt.

Rummet opfattes som en uendeiig mengde, betegnet med E3,
hvis elementer kaldes punkter. Visse uendelige delmsngder af E3
kaldes rette linier, og visse uendelige delmzngder af E3 kaldes
planer. Er A et punkt, a en linie og & en plan, siges i stedet
for A€a ogsa, at "punktet A ligger p& linien a" eller "linien
a gar gennem punkt A", i stedet for Aew ogsd, at punktet A lig-
ger i planen ¢ " eller "planen ¢ gar gennem punktet A", i stedet
for a,giA ogsd, at "linien a ligger i planen o " eller "planen
o¢ gir gennem linien a". Er a og b linier, a # bogaMb £ 0,
siges at "linierne a og b skarer hinanden", tilsvarende for to
planer € og ﬁ , 0% ;éﬁ , 0g for en linie a og en planc{ , 2 O%cp

To linier a og b siges at vere parallelle, og man skriver a “ b,
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hvis de falder sammen eller ligger i samme plan og ikke har no-

gen punkter fxlles. To planer ¢x og’ﬁ3siges at vere parallelle,

og man skriver x Il /3, hvis de falder sammen eller ikke har

nogen punkter fzlles.

Om rummet E3 og de som linier og planer betegnede delmzng-

der forudsszttes forelebig kun gyldigheden af de feolgende 8 aksi-

omer, der kaldes incidens- og parallelaksiomer, idet de udeluk-

kende handler om relationer, der udtrykkes ved "ligger pa", "gar

gennem" eller lignede og som sammenfattende kaldes incidensrela-

tioner, samt ved "parallel",

J 1: Til hvilkesomhelst to forskellige punkter findes
der en og kun een linie, der indeholder dem.

sflifia J 2: Til en hvilkensomhelst plan og en hvilkensomhelst
;eiﬁ)bq linie i den findes der mindst eet punkt i planen, som ikke
ligger p& linien.

Jd 3., Til hvilkesomhelst tre punkter, som ikke ligger

pé& samme linie, findes der en og kun een plan, der indehol-

der den.

J 4: Til en hvilkensomhelst plan findes der mindst eet

punkt, som ikke ligger i den.

J 5: Hvis en linie har to forskellige punkter fmlles

med en plan, ligger den helt i planen.

J 6: Hvis to planer har et punkt felles, har de mindst

eet fra dette forskelligt punkt felles.
J 7: Til en hvilkensomhelst linie og et hvilketsomhelst

punkt findes der en og kun een linie, der er parallel med

den givne linie og glr gennem punktet.

J 8: Til en hvilkensomhelst plan og et hvilketsomhelst
punkt findes der en og kun een plan, som er parallel med

den givne plan og gir gennem punktet.
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Det bemerkes, at disse aksiomer kan skrives ved hjslp af
logiske tegn og tegneneé , ¢, ||, pd samme méde som f.eks,
"gruppeaksiomerne” G 1-4 (side I1I,2,1). Ovenstdende formulerin-
ger svarer mere til det anskuelige og erfaringsmessige indhold,
som de udtrykker i idealiseret og preciseret form.

For at undgd forvekslinger, som de s:dvanlige betegnelses-
mader for linier og planer kan give anledning til, benyttes her
de folgende: Den ved to forskellige punkter A og B bestemte linie
betegnes med 1i(A,B). Er M en punktmzngde, som vides at ligge pd
samme liniey;og som indeholder mindst to forskellige punkter, be-
tegnes linien, der indeholder M,med 1i(M). Den pian, som indehol-
der tre punkter A,B,C, der ikke ligger pa samme linie, betegnes
med pl(A,B,C). Er M en punktmengde, som vides at ligge i en plan,
og som indeholder mindst tre punkter, der ikke ligger pad samme
linie, betegnes planen, der indeholder M,med pl(M). Den ved en
linie a og et punkt A uden for denne bestemte plan betegnes med
plla,A) o.s.v.

Af aksiomerne J 1-8 udledes let en rmkke simple s®tninger,
der formuleres her til senere brug. (Ved smtninger, der er umid-
delbare konsekvenser af visse aksiomer, angives disse i parentes
i stedet for et bevis.)

l. To forskellige linier har hejst eet punkt fxlles.

(J 1)

2. To planer er enten parallelle eller de har netop
een linie felles. (J6, J5, J3)
3. En plan og en linie, der ikke ligger i den, har
hojst eet punkt felles. (J5)
En plan o« og en linie a siges at vere parallelle,
i tegneslla, hvis a ligger it eller ikke har noget punkt

felles med o< .
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4. Der findes en og kun een plan, der gar gennem en
given linie eg et givet punkt uden for denne.

Bevis: Ifplge J3 findes der en og kun een plan, som gar gen-
nem det givne punkt og gennem to forskellige punkter pd den giv-
ne linie, Denne plan indeholder linien ifelge J5.

5. Der findes en og kun een plan, der indeholder to
givne, hinanden skszrende linier,

Bevig: Ifelge J3 findes der en og kun een plan, som gar gen-
nem liniernes sk&ringspunkt og gennem et fra dette forskelligt
punkt pa hver af linierne. Denne plan indeholder begge linier
ifelge J5.

Heraf og af parallelitetens definition sluttes umiddelbart:

6. To linier ligger i samme plan, hvis og kun hvis de
skerer hinanden eller er parallelle,

To linier, som ikke ligger i samme plan, siges at vere vind-
skave.

7. Er a og b to parallelle linier, vil enhver plan of,

der gdr gennem a vare parallel med b,

Bevis: Br pl(a,b) =, er pastanden rigtig. Ellers har de
to planer kun linien a felles (2). Da a og b ikke har noget punkt
felles, kan altsd o og b heller ikke have noget punkt felles.

8. En linie b er parallel med en plan & , hvis og kun

hvis den ligger i en plan parallel medlﬁi. (Def. og 7)

9. BEr o en plan, A et punkt i K og b en linie para?igl
,vil den med b parallelle linie a gennem A ligge helt i .

Bevis: pl(a,b) har punktet A fxlles med x . Falder de to
planer sammen, vil a ligge i & som pastéet. Ellers har de to pla-
ner netop een linie gennem A fxlles. Denne mé vare parallel med

b, da o« % b = @. Ifolge J7 er den identisk med a.



B
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AT parallelitetens definition og 8 sluttes specielt:

10. En linie b er parallel med en plan ©X, hvis og kun
hvis der findes en linie i< , som er parailel med b.

11. Er a og a’ hinanden sksxrende linier og b og b’ hin-
anden sksrende linier, sdledes at allb og a’|lb’, da er pl
(a,a’) |l p1(b,b’).

Bevis: Lad ¢X betegne den med pl(b,b’) parallelle plan gen-
nem skeringspunkt A mellem a og a’. Da er ifplge 10 begge linier
b og b’ parallelle med<Cx . Ifplge forudsztningerne aﬁlb 0g a’!ib’
samt 8 ligger bdde a og a’ i(X . Fplgelig er wt = pl(a,a’).

12. Er a, b, ¢ tre linier i samme plan, allb, og sksrer
¢ linien a, vil c¢ ogsd skare b. (J7)

1%. Relationen |l er en skvivalensrelation s8vel i memng-
den af alle linier i en plan som i mengden af alle linjer i
rummet .

Bevis: At relationen er refleksiv og symmetrisk, fremgdr u-
middelbart af dens definition. Lad a, b ,c vere tre linier i sam-
me plan, allb og bllc. BEr a = ¢, haves allc. Br a £ ¢, og var 1li-
nien c¢ ikke parallel med a, ville den ifglge 12 heller ikke vare
parallel med b, i strid med det givne. Folgelig er alﬁc. Dermed
er parallelitetens transitivitet bevist for linier i en plan. Lad
nu a, b, ¢ vere tre linier, der ikke ligger i samme plan, al|b
og bllc. Disse linier er da indbyrdes forskellige. P& c vzlges
et fra det eventuelle skmringspunkt med a forskelligt punkt C.
Den ved linien a og punktet C bestemte planjﬂier ifplge 7 paral-
lel med b. Ifelge b llc og 8 ligger c da helt i /3. Dinierne a og
¢ ligger altsd i samme plan;ig. Hvis de havde et skeringspunkt
B, matte dette tilhere bade den ved de parallelle linier a og b
bestemte plan og den ved de parallelle linier b og c bestemte

plan. Disse to planer har imidlertid kun linien b fmlles. Punk-
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tet B matte altsd ogsd ligge pd b, hvilket strider mod a || b,
a # b. Felgelig er a uc, og parallelitetens transitivitet er bevist.
1l4. EBr “uﬁ,j tre planer,zxﬁ{%, og skarer y planen o,
vil j 0gsa skmrefs , og de to sksringslinier vil vsre par-
allelle, (J8)
15. Relationen || er en smkvivalensrelation i mengden af
alle planer i rummet.
Bevis: At relationen er refleksiv og symmetrisk, fremgir
Antag, at o« B og By,
umiddelbart af dens definitioﬁ?fErwxzzy, haves ﬁi[f. Er o #l; )
0g var planen X ikke parallel med X, ville den ifglge 14 heller
ikke vesre parallel med;ﬁ, i strid med det givne. Fplgelig er a%ig.
Dermed er relationens transitivitet bevist.
Den folgende swmtning spiller en grundleggende rolle i geome-

triens opbygning. Den er et specielt tilfwlde af den sékaldte

Desargues’ swtnine (jfr. III, 1, opg. 7).

16. Lad a,b,c vare indbyrdes forskellige, parallelle

linier, A og A’ punkter pd a, B og B’ punkter pd& b og ¢ og C’

punkter pd c. Br 1i(A,B) Jj1i(A*,B’) og 1i(B,C) “li(B’,C’),

da er ogsd 1i(A,C) JJ1i(A?,07),

Bevis: Forst antages, at linierne a,b,c ikke ligger i samme
plan. Punkterne A,B,C kan da ikke ligge p& samme linie; thi ellers
ville pl(a,b) (jfr. 6), som jo indeholder 1i(A,B) (ifplge J5), og-
s& indeholde C og dermed den med a parallelle linie c¢ (ifelge J7).
Endvidere ses, at pl(A,B,C) ikke kan indeholde nogen af linierne
a,b,c; thi hvis den indeholdt en af dem, métte den ogsd indeholde
de to andre (ifelge J7). Da 1i(A,B) }}1i(A?,B?) og 1i(B,C) l 1i(B*,C?),
er pl(A,B,C) }} p1(A’,B?,C?) (ifelge 11). Falder disse to planer
sammen, er A = A’, B =B’, ¢ = C’, altsa 1i(AC) | 11(A’,C’), idet
pl(A,B,C) ifelge det viste kun kan have A,B,C felles med henholds-
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

gvelser til kap. III, 1.

Om en msngde af rette linier i rummet forudszttes, at hvilke-
somhelst to af linierne skarer hinanden. Kan man heraf slutte,

at alle linier i mengden gdr gennem samme punkt?

Hvilke muligheder for den indbyrdes beliggenhed af tre forskel-
lige planer findes der? (Angiv for hvert tilfelde antallet og

den indbyrdes beliggenhed af eventuelle sksringslinier.)

Givet to forskellige rette linier a og b samt et punkt P, som
ikke ligger pa nogen af dem. Under hvilke betingelser findes
der netop een linie, der gir gennem P og skmrer bade a og b.
Samme spergsmél, nar der er givet tre forskellige linier a, b,
¢ og der forlanges eksistensen af netop een linie, der er pa-

rallel med c¢ og skxrer bade a og b.

Givet to forskellige planer angfé§samt en ret linie p. Under
hvilke betingelser findes der en plan gennem p, der skarer X

og/a:i parallelle linier?
Vis, at aksiom J8 er en fglge af aksiomerne J1-7.

Det blev forudsat, at rummet ES’ planerne og linierne er uen-
delige mmngder. Der findes imidlertid ogsd endelige mmngder,
der opfylder aksiomerne J1-8, hvis en sadan mmngdes elementer
kaldes for "punkter'", visse ikke tomme delmsngder for "lini-
er" og visse andre ikke tomme delmsngder for "planer". Det
mindste antal "punkter", et sadant "rum" mé bestd af, kan vi-
ses at vere 8 (ndr det krmves, at der findes mindst een "plan",
der indeholder mindst to "punkter", og at der findes mindst to
"punkter" pa hver "linie").

Lad "rummet" bestd af 8 "punkter". Hver delmsngde bestdende af

2 "punkter" kaldes en "linie", og visse 14 delmzngder hver be-
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staende af 4 "punkter" kaldes "planer". For pd overskuelig
"made at kunne angive disse,tsnkes de 8 "punkter” reprasente~
ret ved en ternings hjernespidser. "Planer" er da for det
forste de 6 delmmngder, der hver bestdr af en sideflades hjor-
ner, for det andet de 6 delmsngder, der hver bestir af to mod-
stéende kanters endepunkter, og for det tredie de 2 delmmng-
der, der hver bestér af fire af terningens hjerner, som til-
lige er hjerner i et indskrevet regulsrt tetraeder.

Vis, at dette "rum" tilfredsstiller aksiomerne J1-8.

7) Desargues ‘smtning lyder sdledes: Lad a, b, ¢ vere indbyrdes
forskellige linier, som enten gar gennem samme punkt P eller
er parvis parallelle. Om 6 punkter A, B, C, A’, B’, C* forud-
settes, at de og P er indbyrdes forskellige, at A og A’ ligger
pd a, B og B’ p4d b og C og C’ pa c. For hvert af linieparrene
AB og A’B?’, BC og B’C’, AC og A’C’ gmlder det da, at dets to
linier ligger i samme plan, altsd at de to linier sksrer hin-
anden eller er parallelle. Skarer hvert pars linier hinanden,
ligger de tre sksringspunkter pad ret linie. Sksrer kun to pars
linier hinanden, er sksringspunkternes forbindelseslinie pa=
rallel med det tredie pars linier. Er to pars linier parallel
le, er ogséd det tredie pars linier parallelle, og alle seks
linier er parallelle med samme plan.

Bevis denne sstning under forudsmtningen af, at linierne a, b,
¢ har et punkt fzlles, og at linierne i hvert af de tre nsvnte
par skerer hinanden. (Antag feorst, at linierne a, b, c ikke
ligger i samme plan, og benyt dette tilfslde til at bevise s&t-

ningen i det plane tilfelde.)

8) Benyt Desargues ‘setning til at lese felgende konstruktionsop-

gave (med linealen alene): P& tegnepapiret er givet to linier,
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vis a, b og ¢. Er pl(A,B,C) # pl(A;,B?,C’) har disse to planer

og derfor ogsd& linierne 1i(A,C) og 1i(A’,C’), som de indeholder,
ikke noget punkt fmlles, Da de to linier desuden ligger i pl(a,c),
er de parallelle, som pastdet. - Dernmst antages, at a,b,c lig-
ger i samme plan. Lad D vare et punkt uden for denne plan (J4) og
d linien parallel med b gennem D. Da er ogsé d [ja og d'lc (ifol-
ge 13). Gennem B’ lmgges linien parallel med BD. Denne linie lig-
ger i planen pl(b,d), da B,D og B’ ligger i den, og skasrer folge-
lig d i et punkt D’ (ifelge 12). Anvendes nu den allerede beviste
del af smtningen for det forste pa linierne a,b,d og punkterne
A,A’,B,B’,D,D’, for det andet p& linierne c,b,d og punkterne C,C’,
B,B’,D,D’, f&s henholdsvis 1i(A,7) JJ1i(4’,D’) og 1i (C,D) N1i
(C’,D’). Derefter kan den beviste del af smtningen anvendes pi
linierne a,d,c og punkterne A,A’,D,D’,C,C’, hvilket giver 1i(A,C)
f 1i(A?,C?), hvormed smtningen ogsd er bevist i tilfwldet, hvor

a,b,c ligger i samme plan.

Ifelge 13 er parallelitet en mkvivalensrelation i msngden

af linier i rummet E3. Denne mangde falder altsd i klassen af ind-
byrdes parallelle linier. En sédan klasse kaldes hyppigt et paral-
lelknippe af linier. Et sddant omfatter altsd alle linier af en
bestemt "retming", og er fuldstsndig bestemt, ndr en reprmsentant,
altsd een af dets linier er givet. Det parallelknippe, der inde-
holder en linie a, betegnes med kn(a). Ifelge definition er kn(a)
= kn(b), hvis og kun hvis a}fb. Da parallelitet ogsd er en skvi-
valensrelation i mesngden af linier i en given plan, kan ogsd en
sadan mengde inddeles 1 klasser af indbyrdes parallelle linier.

Hver klasse kaldes et parallelbundt af linier og betegnes med

bt(a), ndr det indeholder linien a i den givne plan.
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Ifelge J7 gdr der gennem hvert punkt i rummet en og kun een
linie tilherende et givet parallelknippe kn(a). Er 7 en plan,
som ikke er parallel med a, vil enhver linie i kn(a) skesre
thi var b€kn(a) parallel med ‘I ; midtte a ifslge 9 ligge i 57
i strid med det givne. Lad P vare et vilkarligt punkt i rummet og
P’ det punkt, hvori den gennem P giende linie fra kn(za) skmrerg?re
Ved til P at lade svare P’ fis en afbildning f af rummet pd 1/ -
("pa", da der gennem hvert puakt af 11 g&r en linie fra kn(a)),

Denne afbildning kaldes parallelprojektionen pé,ﬁT i retningen

a., Hvert punkt af(Tr svarer herved til sig selv. For hvert punkt

P i rummet gelder altsd f(f(P)) = £{(P); afbildningen er altsd i-

.
= '

dempotent: f+ f = f£f. Originalmengden f“l(P’) til et punkt P’ &
er den gennem P’ g8ende linie fra ka(a).

Er M en delmaengde af E3’ kan man betragte afbildningens re-
striktion til M. Man taler da om parallelprojektionem af M pa i
i retningen a., Er M specielt en linie b, vil billedet £(b) vere
et punkt, hvis b tilherer kn(a), og en linie, hvis b ikke tilhe-
rer kn(a). Det sidste ses sdledes: De med a parallelle linier gen-
nem punkterne af b ligger ifelge parallelitetens definition i den
ved en af dem og b bestemte plan, og denne sksrer I i billedes
af b. Det ses ogséd let, at to parallelle linier, der ikke tilho-
rer kn(a), afbildes i parallelle linier. Er M en plan // ’, soa

er -
ikke\V@arallel med a, f4s en enentydig afbildning af f; * p% /.

o
o o

hvis inverse er parallelprojektionen af 27>pé Wi retningen a.
Er M en plan<(li a, og betegnes linien, hvori den sksrer :;my med
p, vil restriktionen af parallelprojektionen f vere en afbilning
af X p8 den i< beliggende linie p. Bn linie i X , som er ikke
parallel med a, afbildes enentydigt pé p.

Ifplge 15 er parallelitet en skvivalensrelation i mengden &f

planer i E.. Denne mengde falder «ltséd i klasser af indbyrdes

3
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parallelle planer. En sé&dan klasse kaldes et parallelbundt af
planer og er fuldstendig bestemt, nér en af dets planer er givet.
Det parallelbundt, som indeholder en plan ™ betegnes med bt{&X).
Ifplge definition er bt{*) = bt(4), hvis og kun hvisf:aelf/ﬁ°

Ifplge J8 gér der gennem hvert punkt i rummet en og kun een
plan tilherende et givet parallelbundt bt(x). Er p en linie, som
ikke er parallel med ¢< , vil enhver plan i bt(%) skere p; thi el-
lers matte p ifelge 9 ligge i<, , 1 strid med det givne. Lad P
vere et vilkédrligt punkt i rummet og P’ det punkt, hvori den gen-
nem P géende plan fra btEx) skzrer p. Ved til P at lade svare P’
fads en afbildning g af rummet pd p ("pa", da der gennem hvert
punkt af p gr en plan fra bt(x)). Denne afbildning kaldes pa-

rallelprojektionen pd p i planretningen o¢. Den er idempotent:

ge & = g. Originalmengden g—l(P’) til et punkt P’& p er den gen-—
nem P’ glende plan fra bt(x). Blandt denne afbildnings restrik-
tioner til delmsngder M af E3 fremhasves de, hvor M er en ret 1li-
nie q. Br g i o¢, vil billedet g(q) vere et punkt. Er g ikke pa~-
rallel med cx , f8s en enentydig afbildning af q p& p, hvis inver-

se er parallelprojektionen af p pad g i planretningen ¢ .

Rettelse til side III1,1,2: Ordlyden af J2 erstattes med:

J2: Til en hvilkensomhelst linie findes der mindst eet punkt,

som ikke ligger pa den.
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10)

hvis sksringspunkt ligger uden for papiret, samt et punkt.
Konstruer en linie, der gar gennem dette punkt og de givne
liniers skeringspunkt.

Lad ABC vmre en trekant, som hverken er ligebenet eller ret-
vinklet. Med A’,B’,C’ betegnes fodpunkterne for de fra hen-
holdsvis 4A,B,C udgéende hejder. Vis, at skeringspunkterne mel-
lem 1i(B,C) og 1i(B’,C’), mellem 1i(C,A) og 1i(C’,4’), mellem
1i(A,B) og 1i(A’,B’) ligger pd& ret linie.

Gelder noget tilsvarende, nar hejderne erstattes med vinkel-
halveringslinierne, med medianerne? Seg at formulere en al-
men gsetning.

Lad E2 betegne en plan. Det vedtages at kalde hvert parallel-

bundt af linijer i E2 for et uegentligt punkt. Mengden u af

vegentlige punkter kaldes planens uegentlige linie. Forenings-

mengden E21J u, hvis elementer altsd dels er punkter og dels

parallelbundter, kaldes den projektive plan og betegnes med

P . Det vedtages endvidere at sige, at en (egentlig) linie =
iE, gar gennem (indeholder) det uegentlige punkt U, hvis
bt(a) = U. Elementerne af P2 kaldes under eet for "punkterne",
og den uvegentlige og de egentlige linier under eet for "lini-
erne" i PE’

Vis (udfra aksiomerne J1-8 og deres konsekvenser), at der i
P2 gelder: Til hvilkesomhelst to forskellige "punkter" fin-
des der en og kun een "linie", der indeholder dem begge. Til
hvilkesomhelst to "linier" findes der et og kun eet "punkt",
som er indeholdt i dem begge.

Lad C vare et punkt uden for E2. Vis, at der findes en enen-

tydig korrespondance mellem P? og mengden af alle linier gen-

nem C, séledes at der til "punkter" pa en "linie" i P2 sva-
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rer linier gennem C, der ligger i en plan,

Idet E., betegner rummet, vedtages at kalde hvert parallel-

3
knippe af linier 1 E3 for et uegentligt punkt. Msngden < af

unegentlige punkter kaldes rummets uegentlige plan. Forenings-
mengden E3 I} &, hvis elementer altsd dels er punkter og dels

parallelknipper, kaldes det projektive rum og betegnes med P3,

En mxngde af uvegentlige punkter kaldes en vegentlig linie,
hvis den bestar af parallelknipperne, hvis linier er parallel-
le med en og samme (egentlige) plan. Det vedtages at sige, at
en (egentlig) linie a i E3 gdr gennem (indeholder) det uegent-
lige punkt U, hvis kn(a) = U. Elementerne af P3 kaldes under
eet for "punkterne", de uegentlige og egentlige linier under
eet for "linierne" og den uegentlige og de egentlige planer
under eet for "“planerne" i P3'

Vis (ud fra aksiomerne J1-8 og deres konsekvenser), at der i

P3 gelder:

Til hvilkegomhelst to forskellige "punkter" findes der en og
kun een "linie", der indeholder dem begge.

Til hvilkesomhelst to forskellige "planer" findes der en og
kun een "linie", der er indeholdt i dem begge.

Til hvilkesomhelst tre "punkter", som ikke er indeholdt i
samme "linie", findes der en og kun een "plan", som indehol-
der dem alle tre.

Til hvilkesomhelst tre "planer", som ikke indeholder samme
"linie", findes der et og kun eet "punkt", som er indeholdt i
dem alle tre.

Til to "linier" findes der en "plan'", som indeholder dem beg-—
ge, hvis og kun hvis der findes et "punkt", som er indeholdt
i dem begge.

Bemsrk, at de forskellige tilfmlde af Desargues ‘sstning (opg.7)
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i det projektive rum tillader samme formulering. Det i opg.
7 forlangte bevis kan overfsres ordret til P3 og dekker da

alle tilfelde.
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§ 2. Translationer og vektorer.

En enentydig afbildning t af rummet E3 péd sig selv kaldes

en translation (eller parallelforskydning), hvis den enten er

den identiske afbildning e eller tilfredsstiller fplgende betin-
gelser:

T 1: t(P) # P for alle PGEEB.

T 2: 1i(P,t(P)) # 1i(Q,t(Q)) for alle P,QGiEB.

T %: 1i(P,Q) 0 1i(+(P),t(Q)) for alle P,Q €B,,P £ Q.

Om translationer gwmlder folgende hovedsstning:

Er A og A? to vilkdrligt givne punkter i E3’ findes der en

og kun een translation t = tAA’ , for hvilken t(A) = A’,

Bevis: Er A = A’, er den identiske afbildning t = e den ene-
ste, der kommer i betragtning, da enhver anden translation op-
fylder T 1. P& den anden side er e en translation ifplge defini-
tion. I det folgende antages, at A #£ A’. - Forst vises, at der
findes en translation af den forlangte art. Lad P vere et vil-
kdrligt punkt, som ikke ligger p& 1i(A,A’). Linierne gennem P
parallel med 1i(A,A’) og gennem A’ parallel med 1i(A,P) skerer
hinanden; thi de ligger i samme plan, nemlig pl(A,A’,P), og kan
ikke vsre parallelle, da dette ville medfere, at 4,A’,P ligger
pd samme linie. Idet de to liniers sk:ringspunkt betegnhes med P’,
haves 1i(A,A?) I 1i(P,P?) og 1i(A,P) /I14i(A?,P?). Endvidere bemsr-
kes, at P’ £ P, og P’ # A’, da P’ = P eller P’ = A’ igen ville
medfere, at A,A’,P ligger pd samme linie. Lad nu P £ A vare et
punkt pd 1i(A,A’). Man velger da (J2) et fast punkt B uden for
1i(A,A’), bestemmer som angivet det punkt B’ # B, for hvilket
1i(B,B’) 1 1i(A,A?) og 1i (4,B) Il 1i(A’,B’). Punkterne B,B’ og P
ligger da ikke p& samme linie. Dernsst bestemmes pd samme made

det punkt P’ # P, for hvilket 1i(P,P’) Il 1i(B,B’) og 1i (B,7)H
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1i(B’,P’), Det bemmrkes, at P’¢€ 1i(A,A’), da 1i(A,A’) ]I 11(B,B’)
| 1i(P,P’), og 1i(A,A’) og 1i(P,P’) har punktet P fxlles. Lader
man nu til hvert punkt P # A svare det pd de angivne mader be-
stemte punkt P’ og til A punktet A’, fas en afbildning f : E3
ind i EB’ som skal vises at vere en translation. - At £ er enen-
tydig, ses sdledes: Er f(P) = £(Q), altsd P’ = Q’, for to punkter
P og Q, fas af 1i(P,P’) |l 1i(A,A%) og 1i(Q,Q’) = 1i(Q,P’) Il 1i(a,A?),
at P og Q md ligge pd en linie p parallel med 1i(A,A’). Er disse
to linier forskellige, sluttes af

11(4,P) l1i(a7,P") = 14(a7,Q") K 1i(4,Q),
at P = Q. Er p = 1i(A,A’), slutter man pd samme mé&de med B,B’ i
stedet for A,A’. Dermed er enentydigheden bevist. At f er en af-
bildning pa. E3’ ses saledes: Lad R vare et vilkarligt punkt. Lig-
ger R ikke p& 1i(A,A’), vil linierne gennem A og R parallelle
med henholdsvis 1i(A’,R) og 1i(A,A’) sksre hinanden i et punkt
S, og for dette gmlder &benbart f(S) = S’ = R. Ligger R pd 1i
(A,A’) lader man trmde B,B’ i stedet for A,A’. Dermed er vist,
at £ afbilder pa E3' At Tl er opfyldt for f, altsd at P’ # P for
hvert P blev allerede bemmrket. I det felgende betegnes 1i(A,A’),
1i(B,B’), 1i(P,P’), ... med henholdsvis a,b,p, .... At f opfyl-
der kravet T 2, er oplagt; thi for hvert punkt P er plla, og der
gxlder altsa for vilkarlige punkter P og Q, at

1i(P,£(P)) = pliq = 14i(Q,1(Q)).
At £ opfylder kravet T 3, ses siledes: Lad P og Q, P £ Q, vzre
vilkédrlige punkter. Er p = g, haves ogsd 1i(P,Q) = 1i(P’,Q’) og
dermed péstanden 1i(P,Q) || 1i(P’,Q’). Det kan derfor antages, at
P # a. Br nu begge disse linier forskellige fra a, felger pistan-
den af Desargues’ swmtning 16 anvendt p& de tre linier p,a;q, idet
det vides, at 1i(4,P) 11i(A?,P*) og 1i(A,Q) I 1i(A’,Q’). Noget

mere inviklet er det tilfelde, hvor en af linierne p og q, f.eks.
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p, falder sammen med a. Her far man brug for det valgte punkt B,
ved hj=lp af hvilket P’ blev bestemt i dette tilfwlde. Er q # b
= 1i(B,B’), kan man af det lige beviste (med B,B’ i stedet for
P,P’) slutte, at 1i(B,Q) Ji 1i(B’,Q’). Derefter giver Desargues’
swtning anvendt p& linierne p(=a),b,q, at 1i(P,Q)# 1i(P’,Q’), i-
det man jo har 1i(B,P) ll 1i(B’,P’) ifelge bestemmelsen af P’ og
1i(B,Q) I 1i(B’*,Q’). Er endelig q = b, vaelges et punkt R uden for
linierne p = a og q = b (hvilket er muligt ifeplge J4). Det alle-
rede viste giver da dels 1i(Q,R) H1i(Q’,R’), dels 1i(P,R) Jj 11.
(P',R’), og af Desargues setning felger, at 1i(P,Q) Il 1i(P’,Q")
ogsd i dette tilfelde. Dermed er beviset for, at f er en trans-
lation, afsluttet. - At der ikke kan findes mere end een trans-
lation, ved hvilken A afbildes i A’, indses sdledes: Lad t vere
en sddan translation. Er P et punkt uden for 1i(A,A4°) = 1i(A,t(L)),
m8 t(P) ifelge T 2 ligge pd linien gennem P parallel med 1i(A,A7)
og ifelge T 3 pd& linien gennem t(A) = A’ parallel med 1i(A,P).
Men da der kun findes eet sidant punkt, nemlig P’, er t(P) = P’

= f(P).‘Dette viser, at t md stemme overens med f i alle punkter
uden for 1i(A,A’), Specielt er altsd t(B) = B’. Heraf sluttes nu
pd samme mé&de, blot med B,B’ i stedet for A,A’, at t(P) = P’ = f(P)
ogsé mé gmlde for hvert punkt P pd 1i(A,A’). Dermed er hovedsst-
ningen fuldstendig bevist.

Ved en translation t # e afbildes hver linie p p& en linie
t(p) Il p og hver plan ¥ pd en plan t(7) I % . Hver linie, som for-
binder et punkt med sit billedpunkt afbildes pa& sig selv, og alle
séddanne linier udger et parallelknippe, hvis retning kaldes trans-

lations- eller forskydningsretningen. En plan afbildes pa sig

selv, hvis og kun hvis den er parallel med denne retning.
Alt dette fplger nssten umiddelbart af translationens defi-

nition: Lad p vere en vilkarlig linie og P et punkt pé& p. For
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hvert andet punkt Q pd p gzlder da ifslge T 3, at t(Q) ligger pa
den med p parallelle linie p’ gennem t(P). Heraf sluttesy at p
afbildes ind i p’ ved t. P4 den anden side kan et punkt R uden

for p ikke have sit billede +(R) pa& p’, da jo linien gennem t(P)
parallel med 1i(P,R), p& hvilken t(R) m& ligge, ikke har andre
punkter end t(P) fmlles med p’. Da t afbilder E3 pa E3’ md hvert
punkt af p’ vere billede af et punkt af p. Dermed er vist, at t
afbilder p p4d p’. - Hvis og kun hvis t(P) ligger pd p, er p’ = p.
Ifelge T 2 er linjierne, der forbinder et punkt med sit billed-
punkt, indbyrdes parallelle, og idet der gennem hvert punkt i rum-
met gir en af dem, udger de et parallelknippe, som pastiet., -
Ladf;‘v&re en plan og P et punkt i den. Billedet +(Q) af et fra

P forskelligt punkt Q 17 ligger ifplge T 3 pd den med 1i(P,Q)
parallelle linie gennem t(P), altsi (§) i den medtﬁﬂparallelle
plan.qr’ gennem t(P). Planen W afbildes altsd ind i T 7. At t af-
bilder N pa Tri, ses som for linier. Hvis og kun hvis t(P) ligger

i ﬂ?, er N’ =T . Heraf sluttes rigtigheden af den sidste pé-

stand.
o

Translationerne danner en transformationsgruppeJ2 for E3.
S

Bevis: Da den associative lov gmlder for sammensstning af
afbildninger, drejer det sig kun om at eftervise Gl, G3 og G4
(side I,6,1 eller II,2,1). G3 er opfyldt, da den identiske afbild-
ning er en translation ifelge definition. G4 : Er t en translation,
vil ™1 vare en enentydig afbildning af E3 pa Es. At den er en
translation, felger af, at T1l-3 forbliver usndrede, nar de der
nzvnte punkter og dereg billedpunkter ombyttes. Gl: Lad t og t’
vere translationer. Det skal vises, at t’« t ogsd er en transla-
tion. Er t = e eller t’ = e, er intet at bevise. Det forudsmttes
derfor, at t # ¢ og t’ £ e. Br P og Q to forskellige punkter, fas

af T 3 for t og for %’, at
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11 (P,Q) W 11 (4(2),+(Q)) 211 (2 (£(P)), 4’ (6(Q))),
altsd, at T 3 gwlder for t’e t. Antag forst, at der findes et
fixpunkt, altsd et punkt P, for hvilket t’ @ +(P) = P. Da er +(P)
= t’—l(P), d.v.s. ved de to translationer t og t"L nar P samme
billedpunkt. Ifplge hovedsatningen stemmer de da overens, og fol-
gelig er t’¢ t = e, altsd en translation. Endvidere ses heraf, at
T 1 er opfyldt, ndr t’eo t £ e. At T 2 gwlder i dette tilfmlde,
ses sdledes: Lad P og Q vere vilkarlige punkter. Antag, at 1i
(P,t"(P)) og 11(Q,t"(Q)), hvor t" = t’e t, ikke var parallelle,
og lad R betegne deres sksringspunkt. Da T 3 allerede vides at
gelde for t", ville man have

1i(P,t"(P)) = 1i(P,R) } 1i(t"(P),t"(R)),
s&fremt P £ R. Heraf aflmses, at t"(R) mitte ligge pad 1i(P,t"(P)),
og dette gzlder selvfeplgelig ogséd, hvis R = P, Tilsvarende ses,
at t"(R) ogsd métte ligge p& 1i(Q,t"(Q)) og folgelig vere ske-
ringspunktet R. Men t"(R) = R ville vere i strid med, at T 1 g®l-

der for t". Antagelsen, at T 2 ikke g®lder, md altsd forkastes.

Dermed er smtningen bevist.

Gruppen‘§? er kommutativ.

Bevis: Lag t og t’ vmre translationer. Det skal vises, at
de er ombyttelige. Herved kan det antages, at begge er forskellige
fra e, da pastanden ellers er oplagt. Forst betragtes det tilfel-
de, hvor de har forskellige forskydningsretninger. Ifeglge hoved-
setningen er det tilstrzkkeligt at vise, at t’e $(P) = to t’(P)
for eet punkt P, idet translationerne t’at og t ot’ da md stem-
me overens. Under den gjorte antagelse ligger P,t(P) og t’(P) ik-
ke p& ret linie. Ifelge T 2 anvendt pd t’ er 1i(P,t(P)) § 1i(+t(P),
t'(t(P))), og ifelge T 3 anvendt pad t er 1i(P,t’(P)) || 1i(t(P),+.
(t’(P))). Heraf ses, at punkterne +’(t(P)) og t(t’(P)) ligger

begge pd den med 1i(P,t’(P)) parallelle linie p gennem t(P).
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Ombyttes rollerne af + og t’,ses, at disse punkter ogséd ligger
pad den med 1i(P,t(P)) parallelle linie p’ gennem t’(P). De fal-
der altsd begge i sksringspunktet mellem p og p’. Dette viser, ai
t’e t = tot’ 1 det foreliggende tilfslde. - Dernmst betragtes
det tilfelde, hvor t og t’ har samme forskydningsretning. Lad den--
ne vere representeret ved linien a, og lad A vsre et punkt péd a.
Da ligger ogsd t(A) pd a. Man velger et punkt B uden for a (J2).
Ifplge hovedsmtningen findes der en translation u, for hvilken
u(a) = B, og en translation v, for hvilken v(B) = t(A). Begge die-
se translationer har fra a forskellige forskydningsretninger, e
altsd ifelge det allerede viste ombyttelige med t’, og der gelder
veu = t (ifglge hovedsmtningen). Fplgelig er

t’et = tPeveu=vet’au=veuct’ = tet’.
Dermed er satningen ogsi bevist i dette tilfslde.

De translationer, som afbilder en given linie a pa sig selw

danner en undergruppe~5;(a) 137;.

De translationer, som afbilder en given plan ©4pd sig selv

ype——

{"ﬁ'—
danner en undergruppexfzﬁﬁ) i‘yB,

Det drejer sig her om to specielle tilfslde af en simpel

setning om transformationsgrupper (jfr. side I, 6, 1-2),
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Iad t # e vere en translation. Alle potenser tp, hvor p er
et helt tal forskellig fra O, har samme forskydningsretning. Med
andre ord, for hvert punkt P gelder det, at punkterne tP(P), pel,
ligger pd samme linie, nemlig 1i(P,t(P)). Ifplge T 2 fis nemlig
e 11LGETI(R), £ 7E(R)) N 1i(+72(R), t7H(R)) Hai(s7E(R), P Y

11(2,5(2)) IF 11(6(R), 7 () ¥ 21 (+2(R) , 2 (B WL . .,

og to p& hinanden felgende af disse linier har altid et punkt fel-
les. Folgelig falder de sammen. Betegnes denne linie med p, kan
dette ogsd formuleres séledes: Den af t frembragte cykliske under-
gruppe 157; er en undergruppe if7i(p).

For potenseéﬁgf t med vilkarlige heltallige eksponenter gel-
der potensreglerne
(1) tPo $9 = P19,
(2) (+9)4 = £P9,
(se side I,6, 7-8). Da gruppen:7; er kommutativ, gelder for vil-

kérlige translationer s og t og p& Z

(3) (t os)? = tPo sP.
Idet s og t er ombyttelige fés nemlig for p)» O
tesotesetose...otas
= totegsogsatose... ates
= totosotesSpsSe...abag = ...
= tete... etessese.,...08.

For p =0 er (3) rigtig, da e = eo e, og for p<£0 fis ved at an-
vende (3) med -p» 0 i stedet for p og ved at benytte (2) og
ot at

((408)™ )P = (57 t7H7P

= (s Po(t™H™P o gPo tP = P, &P,

(teas)™ =5
(tes)®

]

Hermed er (3) bevist for alle hele tal p.
I det folgende forudsmttes:

. A v . R
Enhver cyklisk undergruppe i ,, der frembringes af en fra
~
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den identiske afbildning forskellig translation, er af uendelig

orden.

(Det vil blive vist i den folgénde paragraf, at denne til-
syneladende komplicerede forudsstning er en folge af nogle simple
aksiomer. )

Af en tidligere bevist s@tning.(side II,2,12) kan da slut-
tes, at alle potenser tp, pe 7, af en translation t £ e er ind-
byrdes forskellige. Hovéds&tningén viser da, at det for hvert
punkt P gzlder, at punkterne tp(P),.pé Z, er indbyrdes forskelli-

ge.

Til enhver translation t og hvert vpositivt helt tal n fin-

des der en og kun een translation tnJ gsdledes at tnn = t,

Bevis: Er t = e, opfylder tn = e det stillede krav. Det an-
tages derfor, at t # e.lad P vare et vilkérligt punkt, og lad
punktet Q # P vere valgt sdledes, at 1i(P,Q) # 1i(P,t(P)). Med u
betegnes den translation, for hvilken u(P) = Q. Punktet R = u"(P)
er da forskelligt fra P, ligger pd 1i(P,Q), men ikke pd 1i(P,t(P)),
da disse to linier ellers ville falde sammen. Gennem Q lsgges li-
nien parallel med 1i(R,P(t)). Denne parallel mid skere 1i(P,t(P)),
da 1i(R,P(t)) geor det.Skeringspunktet kaldes S. Med v betegnes
den translation, for hvilken v(Q) = S. Det pastds, at t,=veu

opfylder det stillede krav, Idet S = tn(P) ligger pd 1i(P,P(%)),

ma, tnn(P) ogsd ligge pd denne linie. Af (3) féas tnn = v'au", alt-

o

sé
& %(P) = v (uN(P) = v (R).
Nu har v og v samme forskydningsretning, 88 at
1i(R,v"(R)) 1i(Q,v(Q) = 1i(Q,s),
og S var bestemt sdledes, at 1i(Q,S) Il 1i(R,t(P)). Heraf sluttes,
at vn(R) ogsd mé ligge pad 1i(R,t(P)), altsd at v (R) = tnn(P) mé,

vere skeringspunktet mellem 1i(P,P(t)) og 1i(R,t(P)), d.v.s.
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tnn(P) = t(P). Af hovedsmtningen sluttes da, at tnn = t, som pa-
stéaet. - For at vise, at der ikke kan findes mere end een trans-
lation, der opfylder kravet, antages, at bade tn og 8, 89r det.

Af tnn = 5.7 = t sluttes da ved hjmlp af (2) og (3), at
-1 l) -l)n

n -—
—-t Q(Sn n Py

n
n = (‘bng}S

n

e = tné'a(snn)

Men da alle potenser af en fra e forskellig translation er ind-
byrdes forskellige, kan (%t e sn-l)nkun vere lig med e = (tnc>sn_l)o
hvis tno sn—l = e, altsi b, = Sy Dermed er smtningen bevist.

Idet n og q er positive hele tal, betragtes de to transla-

tioner tq 0g tnq’ for hvilke tqq =1t og tnqnq = t, hvor t er en

vilkdrlig given translation. Det skal vises, at

Y np
t P ot
(4) L g
for hvert helt tal p. Ved hjzlp af (2) fés

] Pq ayp p
t = 1t = (% =
( q ) q ( q ) "

og

(o D)% = 1, 7P = (5, PP = P,
Da der ifelge den ovenfor beviste satning kun findes een trans-
lation, hvis g -te potens er tp, m8 (4) gelde. Hvert rationalt
tal kan skrives pa formen p/q, hvor pelZ og q€N. Hvis p/q er
uforkortelig, vil hver brek, der har positiv nsvner og er 1lig
med p/q kunne skrives np/ng, hvor n€N. Derfor kan man af (4)

drage den slutning, at tqp kun afhsnger af det rationale tal p/q.

Dette viser, at det er tilladt at definere

£/ - ¢ P,
q
idet (4) da udsiger, at +7/9 - tnp/nq,

For de saledes definerede potenser med rationale eksponen-
ter gelder de til (1), (2) og (3) svarende potensregler. Man har

nemlig for pyr&lh-og—g;—a-&N—

(tp/qj,tr/s)qsw;,(t‘;>ﬁ+.I\qS_+‘pqs$ 4.Tas
q s q S
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nemlig for p&€7Z og qe N

(tP/Q)q = (tqp)q = P

H

som vist ovenfor, og ved hjslp heraf og af (1),(2),(3) fas for
me€Z og neN: |

(+P/a 4m/nyan _ (gp/ayan, w/nyng _gpn mg _ypn + mg

og

(4P/a + w/ayan _ (P + mq)/qryan _ ypo + mq

Idet translationerne tp/qctm/n 08 tp/q + m/n sgdledes har den sam-

me gn-te potens, sluttes af sstningen ovenfor, at
(5) tP/a , ¢n/n _ (p/q + m/n

Endvidere haves
((+®/qym/nyqn _  p/aymg _ gpm

og
(vPm/qnyan _ gom

hvoraf som for
(6) (¢P/eyn/n _ ypu/an,

Endelig haves for to translationer t og s

(1) V0 = (to0g)P = (P4 sP

og
(+/% 6 gP/aya _ (gP/aya , (oP/0ya o 4P, P

hvoraf som fgr
(7) (4 as)P/ e _ ¢P/a, P/

Ifplge hoveds:tningen i begyndelsen af denne paragraf sva-
rer der til hvert punktpar (P,P’) en og kun een translation t =
TI’P y, » for hvilken t(P) = P’. Omvendt, givet en translation %,
findes der punktpar (P,P’), sdledes at t(P) = P’, og herved kan
P endda velges vilkarligt. Der foreligger altsd en afbildning kd
af mzngden 13232’<E3 af alle punktpar pa mmngden &MB af alle trans-

lationer. Denne afbildning giver anledning til en klasseinddeling
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af mengden af alle punktpar pad felgende médde (jfr. side I,4,6):
For en given translation t betragtes originalm&ngden‘qf_l(t),
d.v.s. mengden af alle punktpar (P,P’), for hvilke t(P) = P’, Af
det anferte fremgédr, at to forskellige sddanne originalmengder
er disjunkte, og at hvert punktpar tilherer en af dem. Mmngden
{ﬁy“—l(t),tGEEI;} af mmngder af punktpar er altsd en klasseind-
deling af EBVQEB. Hver af klasserne kaldes en vektor, Til hver
translation t svarer altsd en og kun een vektor, nemlig‘uf-l(t).
Denne betegnes med zt. Et punktpar (P,P’) betegnes i denne for-

bindelse med PP’E og angives p& figurer ved en pil fra P til P’,

At to punktpar PP} og QQ;’reprmsenterer (tilherer) samme vektor,
er en &kvivalensrelatioﬁ (jfr. side I,7, 11-12). Til betegnelse
af denne plejer man at bruge lighedstegnet. Man skriver altsa
PP = 00

ndr de to punktpar tilherer samme klasse, altséd samme vektor,
d.v.s. nér der findes en translation t, sdledes at P’ = £(P) og
Q' = t(Q). I stedet for‘Eﬁﬁé.y, hvor v er en vektor, tillader
man sig den ukorrekte skrivemade

B34

P :z

og siger, at PPj er vektoren v afsat fra eller bundet til punktet

P. Da en vektor er fuldstendig bestemt ved eet punktpar, der re-
prezsenterer den, giver skrivemdden ikke anledning til misforsta-
elser.

Idet msngden af alle vektorer betegnes med V3’ defineres en
enentydig afbildning;gﬁ:\ygrpé V3 ved til hver translation t at
lade svare vektoren Voo BEr ogsd t’ en translation og Tys den til-
svarende vektor, kaldes den til t’e t svarende vektor Vit o 4 for

summen af vektorerne v, 08 ¥, , man smtter altsé

Totop = Ly T Ty
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ey o 3
Er PP’ vektoren Vi afsat fra P, altsd P’ = t(P), og P’P" vektoren
b o 9 9 s M.‘-"; b
v, afsat fra P’, altsd P = t’(P’), vil PPY, hvor P" = t’(+(P)),
vere vektoren Yer Ty afsat fra P,
P& denne made er der defineret en kompositionsforskrift + i
V3’ og dette pad en sddan méde, at afbildningen 7?: t~w93% er ho-
<
momorf. Da ?ﬁ:1/3 ! V3(l—l), er den specielt en isomorfi af grup-
(-W o 3 « 3 .
pen (th,ﬂ) JoF:) (V3,+). Af en tidligere se&tning (side II,2,9 sverst
sluttes, at (V3,+) er en gruppe, og at den til det neutrale ele-
s
ment e ix/3 svarende vektor bestiéende af parrene PP, PEiEB, er
det neutrale element i V3. Denne vektor kaldes nulvektoren og be-

tegnes med 0. Endvidere svarer til den inverse t-l til en trans-

lation t vektoren v _1» Som i (V3,+) er invers til Vi Den beteg-

.t
nes derfor med -V, og kaldes den til Vi modsatte vektor. Det er

indlysende, at gruppen (V3,+) er kommutativ, da (Sé,ﬂ) er det.

Er n et positivt helt tal og t en translation, vil der ved
Sﬁtil " svare en sum af n ens vektorer Vi Det ligger neer at be-~
tegne denne sum med ny, eller V. (Begge betegnelser vil blive
n _ (t—l)n

brugt.) Tilsvarende vil der til ¢~ svare en sum af n ens

vektorer g For denne indferes analogt betegnelsen A yt(mn)

Almindeligt defineres et rationalt multiplum af en vektor Yy ved

Ztr: TV, = X1 reQ.
Med denne definition svarer der til reglerne (6),(5) og (7) for
translationers potenser med rationale eksponenter fplgende regler
for vektorers multiplikation med rationale tal, hvor u og v beteg-
ner vilkérlige vektorer og r og s vilkarlige rationale tal:

r(sv) = (rs)v,

(r+s)v = rv + sy,

r(u+v) = ru + rv.

Endvidere medfeorer definitionen, at
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lv=yv, Ox=0, (-xy-= -v,

idet det jo for den til v svarende translation t gzlder, at tl =

t og 10 = e, og at +7F er invers til %.

Sammenfattende kan siges, at msngden V3 af vektorer er or-
ganiseret ved %o kompositionsforskrifter. Den ene, betegnet med
+, er en kompositionsforskrift inden for V3’ sdledes at (V3,+) er
en kommutativ gruppe. Den anden er en "ydre" kompositionsforskrift
der til hvert par bestidende af et rationalt tal r og en vektor v
lader svare en vektor rv, der siges at fremgd af v ved multipli-
kation med r, sdledes at ovenstéende regler gmlder. Denne kompo-
sitionsforskrift er altsd en afbildning af Q><V3 ind i V3' Nar
V3 betragtes som organiseret ved begge kompositionsforskrifter,
skrives (V3,+,Q).

Der foreligger her et eksempel fra en klasse af organisere-~

de mengder, der bensvnes vektorrum eller linesre rum, og som spil-
ler en fremtredende rolle i det folgende og 1 matematikken og dens
anvendelser overhovedet. Ved et tallegeme L forstds en mzngde af
tal med fglgende egenskaber: L indeholder mindst eet fra O for-
skelligt tal, og a,bel medfeorer a+b¢ L, a-b& L, abel og, hvis
b # 0, a/b€L. Eksempler pd tallegemer er mengden { af rationale
tal, mengden R af reelle tal og mengden U af komplekse tal. Ved

et vektorrum over tallegemet I forstds en ikke tom msmngde V, hvis

elementer kaldes "vektorer", organiseret ved to kompositionsfor-
skrifter, den ene inden for V, betegnet som addition, den anden

fra L%V ind i V og betegnet som multiplikation, s&ledes at fol-

gende er opfyldt:
V1l: Vyu,v(uty € V).
ve: Vou,v(uty = v+a).

V3: Vou,v,w(u+r(v+w) = (u+v)+w).
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V4: HV_Q V(0 = ¥) .

v5: Yy Ig-v(w+(-v) = 0).

V6: VLa \’fvlr(ay =vaeV).

V7: Vioa,b Yw(alby) = (ab)y).

v8: Voa,b V. v((a+b)vy = av+by).

L
V9: Vi Vyu,v(a(uty) = autey).
V10:¥v(ly = ¥).
Af disse 10 regler udtrykker V1 og V6 blot, at det drejer
sig om kompositionsregler, og V2-5 udsiger, at (V,+) er en kom-

mutativ gruppe. Fra sstninger om grupper (side II1,2,1) vides, at

det neutrale element, "nulvektoren" O og den til v inverse, mod-

satte vektor er entydig bestemt. V7 er en slags associativ lov

for multiplikationen. (Da der ikke er defineret noget produkt af
vektorer, kan der ikke vare tale om andre former for associative
love, hvori der indgdr vektorer.) Der findes to vesentlig forskel-
lige distributive love, da faktorerne i et produkt kan, som i ek~
semplet ovenfor, vere elementer af helt forskellig art. De nmvn-
te regler Ov = 0 og (-l)v = -v kan vises at vsre konsekvenser af

V1-10 (se III,2, opg.6).

En delmsngde V’ # @ i V siges at vaere et (linemrt) underrum

i et vektorrum (V,+,L), hvis (V’,+,L) er et vektorrum. Nodvendig
og tilstrskkelig herfor er, at V1 og V6 er opfyldt med V’ i ste-
det for V. Nedvendigheden er oplagt, og tilstrmkkeligheden ses
sédledes: Regnereglerne V2-3 og V7-10 gzlder selvfplgelig i V’,
de de endog gwlder i V. Ifplge V6 og V1 og regnereglerne er for
en eller anden vektor ve V’

0= (1+(~-1))y = lv+(-L)veV?,

og
=y = _O."‘("l)l’. ev’,
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hvormed ogsd V4-5 er vist for V’.

Eksempler pd underrum i et vektorrum (V,+,L) er V'= ig},
Vi =V, V= %azia&ﬁb}»for enhver given vektor v eV.

I det ovenfor definerede vektorrum (V3,+,Q) danner mzngden
af nulvektoren og alle vektorer parallelle med en given linie

eller alle vekto=-

rer parallelle med en given plan et underrum.

Rettelse til side III, 2, 9:

De to sidste linier slettes.
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1)

2)

3)

4)

Pgvelser il kap., IIT, 2.

Givet to parallelle planeriﬁ_og W’ samt to linier a og b,

som ikke er parallelle med dem., Lad f betegne parallelprojek-
N F‘“ o {F»H . 0 - *
tionen af Il p& /I’ i retningen a og g parallelprojektionen
.
af W Pa ﬁri retningen b. Vis, at gof er restriktionen af
0y o .
en translation til I, Underseg, om denne pastand ogsd er rig-

tig, hvis{ﬁ'og U’ skerer hinanden.

Vis, at en enentydig afbildning t af rummet Eg pd sig selv er
en translation, nér den blot opfylder kravene Tl og T3, altsi
at T2 er en felge af de wovrige egenskaber ved en translation.

(Jfr. beviset for, at sammensmtningen af to translationer er

igen en translation, side III, 2,5.)

Lad s og t vere translationer. Danner Spg tqip,qfiz}ren un-

—
dergruppe i‘/é? Findes der linier eller planer, som ved alle

disse translationer afbildes pa sig selv?

Idet der i beviset for hovedsmtningen og for, at translatio-
nerne danner en gruppe, kun blev benyttet aksiomerne J1-8
(og konsekvenser deraf), gmlder disse sstninger ogsd for det

i ITIT, 1, opg. 6 definerede "rum" bestiende af 8 "punkter".

| Bestem for dette "rum" translationsgruppens orden, vis, at

alle fra den identiske afbildning forskellige translationer

er involutoriske, og opstil en gruppetavle.



5)

A. Tad R® betegne det n-dimensionale reelle talrum, altsd
mxngden af alle n-s@t af reelle tal., Idet x = (xl,...,xn) og
¥ = (yl,.‘.,yn) er elementer af R, defineres en addition i
R™ ved

X +y = (xl + Yy eeaX, F yn)
og en multiplikation med tal A€ R ved

lg==(lxl,..”lxn).
Vis, at (Rn,+,R) er et vektorrum. Underssg, om mengden af al-
le tals®t x, som tilfredsstiller en ligning af formen
OG Xt et X =:/3, hVOTFﬁl,---,0<n5/3 er givne reelle tal,
er et underrum. (Skeln mellem tilfsmldene/3 = O ogiﬂ3# 0)., Ge-
neraliser til msngder af talsst, som tilfredsstiller flere
ligninger af den angivne form.
B. Tad &Y betegne mengden af alle folger x = (xl,xz,...) af
reelle tal. Idet addition af to feolger og multiplikation af
en folge med et reelt tal defineres som for talsst, er
(RN,+,R) et vektorrum. Underspg, om folgende delmmngder af
RN er underrum deri:
a) Mangden af alle konvergente folger.
b) Mzngden af alle feolger, der konvergerer mod et givet tal.
c) Mengden af alle folger X = (Xl’XZ”">’ for hvilke rakken
X12 + x22+ ... er konvergent (Hilberts talrum).
C. Lad*&rﬁ betegne mengden af alle funktioner ¢#: M ind i R,
hvor M er en given mengde. Addition af funktioner og multi-
plikation af en funktion med et reelt tal defineres pd ssdvan-
lig méde. Vis, at (é;ﬁ,+,R) er et vektorrum, og underseg om
felgende delmwngderéZ:M i Ea; for de angivne definitionsmeng-
der M er underrum deri:

a) M vilkirlig, S5’y mengden af alle i M begrensede funktio-
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6)

ner;\szM mengden af alle funktioner t«s>§9(t), for hvilke
} P (t)| <k, t&M, hvor k er et givet tal.
-
b) M et topologisk rum, VL’M mxngden af alle i M kontinuerte

funktioner,

fﬂv—l""
c) M et interval i R, qf’M mengden af alle i M differentia-

ble funktionexr.

~d) M et interval i R, SruM mxngden af alle i M to gange dif-

ferentiable funktioner y = gﬁ(t), som tilfredsstiller diffe-
rentialligningen

y' o+ a(t)y’ + b(t)y = £(%),
hvor a(t), b(t) og f(t) er givne, i M definerede reelle funk-
tioner. (Betragt tilfmldet f(t) = O for t &M swrskilt .)
e) M =R, SZTM mengden af alle reelle polynomier, msngden af
alle polynomier af en given grad m, mzngden af alle polyno-
mier af hejst m-te grad.(heri indbefattes "nulpolynomiet",

d.v.s. funktionen, der er identisk 0).

Tad (V,+,L) vere et vilkarligt vektorrum. Vis fplgende (p&
grundlag af V1-10), hvor u og v betegner elementer fra V og

a og b tal fra L:

v for mindst eet, og da for alle,

It

a) a0 = 0 (d.v.s. v + a0
vev).

b) Ov = 0.

c) Lesningen til ligningen u + X = v, hvor u og v er givne,

betegnes med v - u. (Den eksisterer og er entydig bestemt,
da (V,+) er en gruppe.) Daer v — u = v + (-u).

d) (b-a)v = by - ay.

e) a(v-u) = ay - au.

f) av = 0 medforer a = 0 eller v = Q.
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7)

En afbildning h af rummet E3 ind i E3 defineres pad felgende

made: Givet et punkt C og et rationalt tal r. Til hvert punkt
—

PEEy lader man svare det punkt P’ = h(P), for hvilket CP’ =

—
rCP. En sadan afbildning kaldes en homoteti eller dilatation

(eller ogsd "multiplikation") med centrum C og multiplikator
T,
Vis, at hvis r # 0, vil h vere en enentydig afbildning af B
Pa E3’ og at h for r # 1 har et og kun eet fixpunkt.
Vis ,med benyttelse af regneregler for vektorer, at for hvil-
kesomhelst to forskellige punkter P og Q er 1i(h(P),n(Q))
1i(P,Q). Slut heraf for r # 0,1: For hver linie p er h(p)ll p,
og der gmlder h(p) = p, hvis og kun hvis p gir gennem C., For-
muler og vis det tilsvarende for planer.
I det folgende betegnes den ovenfor definerede homoteti med
hp o
Vis, at ({hr,oﬁré.Q\x{b},a) er en transformationsgruppe for
E3’ som er isomorf med (Q\u{O},~).
Lad t # e vere en translation og v den tilsvarende vektor.
Vis, at hr’cc>t og te hr,C er homotetier med multiplikatoren
r, og angiv deres centrer. Vis, at hr,C ot uhr’c'l
lation, og angiv den tilsvarende vektor.
Slut af disse resultater, at

({n, clreus{o}nrc EEB} U f/';,ﬁ)
og en transformationsgruppe med S?% som normal undergruppe

(se side II,2,6).

er en trans-
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§ 3. Om geometriens grundlag: Ordning og kontinuitet.

Denﬁvidere opbygning af den smdvanlige geometri krsver ak-
siomer, der blandt andet vedrerer punkters indbyrdes beliggenhed
péd en linie., Det drejer sig her om at give udsagn som "et punkt
ligger mellem to andre", "punkterne pé& en linie ligger 1 en be-
stemt orden", "en linie kan orienteres pd to mé&der" og lignende

et precist grundlag. Dette udgeres af sdkaldte ordningsaksiomer.

I det folgende betragtes mmngden af alle punktpar-gg?, be-
st3ende af to forskellige punkter, altsd mengden Ll= E3>€E3‘~Zﬁ,
hvor A = {ﬁ‘PéE‘B} er diagonalen i produktmengden (jfr. side I,
7,9). Ved at fastswtte at PP | Qo skal betyde, at 1i(P,P?) |
1i(Q,Q’), defineres Abenbart en zkvivalensrelation i.fl; thi re~
fleksiviteten og symmetrien er oplagt, og transitiviteten felger
af, at parallelitet mellem linier er transitiv. En skvivalens-
klasse bestar af de punktpar 55?, for hvilke linierne 1i(P,P?)
udger et parallelknippe. Idet et sddant knippe fastlemgges ved en
af sine linier a, betegnes den pigmldende klasse af punktpar med
Sqﬁa' De fire forste af de folgende aksiomer udtaler sig om en
relation inden for hver af disse klasser, medens det femte, som
ferst vil blive brugt senere, handler om forbindelsen mellem to
klasser. For denne relation, som beskrives ved ordene ensrettet

eller ens orienteret, bruges tegnet o, for dens negation modsgat

rettet eller modsat orienteret tegnet# , der skrives altsi hen-
—y ey
holdsvis PP’ e QQ’ og EE? ¢ EE?.
Or 1: For hver linieretning a er & en skvivalensrelation 1

1

a. :
o -
Or 2: For punktpar PP’, deea.fla er PP’ o 55% ensbetydende

med P’P £ QQ’.
) sy ) ey
Or 3¢ For punktpar PP’, QQ’e‘ﬁlb‘medf@rer PP’ = QQ?, at
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3 =3
PP’ 5 QQ’.
oy ~3
Or 4: For punktpar PP’,P’P" ¢ Ila medforer PP’ o P’P", at

B —
P £ P" og PP" e PP’,
— 3 — =
Or 5: Er PQ,RS ¢ Q1 og P’Q’,R’g’szjl.a, , og findes der li-
nier pllglir s, som hverken er parallelle med a eller a’,

séledes at P,P’¢ p, Q,Q0’¢ q, R,R’€ r og S,3’¢ &, da vil'Ea

- » >
©® RS medfere, at P’Q’ » R’S’.
En simpel konsekvens af aksiom Or 2 er, at der findes netop
: : . iy =3 :
2 zkvivalensklasser. Det udsiger nemlig, at PP’ og P'P herer til
forskellige klagser, og at hvert punktpar, som ikke tilherer sam-
—
me klasse som P’P, vil tilhere samme klasse som PP?, Endvidere
- - e
sluttes, at PP’ & QQ’ er ensbetydende med P’P » Q’Q. Hver af de

to klasser kaldes en orientering af parallelknippet kn(a). At

orientere knippet (eller dettes linier) vil sige at udvelge een

af disse klasser.

Aksiom Or 3 udsiger, at punktpar, der reprm:msenterer samme
vektor er ensrettede.
Aksiom Or 4 udsiger, at hvis tre punkter P,P’,P" ligger pd
- 1571 = .
samme linie, og P og P’P" er ensrettede, da vil P" vmre for-
ety Sy
skellig fra P og PP" vil vzre ensrettet med PP’, Den i forrige
paragraf (side III,2, 7-8) gjorte forudsstning, at alle (fra'(e}
forskellige) cykliske undergrupper i translationsgruppen 57; fol-
ger let heraf ved induktion. Lad t # e vsre en translation og P
et vilkarligt punkt. For hvert positivt helt tal n betegnes punk-
tet t7(P) med P . Det er tilstrmkkeligt at vise, at P # P; thi

|
i
|

dette medforer, at t # e for nel, og ifelge en s®tning om cyk=-

liske grupper (side II1,2,12) kan den af t frembragte cykliske

— —

gruppe ikke vere endelig. Antag, at P, . £ P og PP, © PP, _, for.
—p
et n>1. For n = 2 er dette rigtigt, idet P; = (P) # P, Da PP,
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= 5““?@ , altsd EE? = EWWME (ifelge Or 3) og derforgggi ®
n-l1"n 1 n-1n o o PPy

§;rf? (ifolge Or 1), fés af Or 4, at P, % P og Pé\”“M?P””(lfml-

ge Or 1). Dermed er induktionsbeviset fort.

Som en anden simpel folge af aksiomerne nmvnes, at ved en
parallelprojektion af en linie p&kn(a) pid en anden linie g€ kn(a)
vil et punktpar pd p afbildes pad et dermed ensrettet punktpar pid
q. Da p ”q , representerer de to punktpar nemlig den samme vektor.

Lad P,Q,R vere indbyrdes forskellige punkter pa en linie til-
hprende kn(a). HvisAES’@ 5ﬁneller, hvad der er ensbetydende her-

—f =
med, QP & RQ, siges Q at_ligge mellem P og R.

Iblandt tre indbyrdes forskellige punkter pd en linie fin-

des et og kun eet, som ligger mellem de to andre.

— ey
Bevis: Lad punkterne vsre P,Q,R. Hvis PQ © QR, kan der ikke
-3 ) -5 e
gelde PR o RQ; thi dette ville ifelge Or 4 medfere, at RQ © PR .
=3 e S
o PQ, altsd RQ © QR, i strid med Or 2. Tilsvarende sges, at P ikke
R I
kan ligge mellem Q og R, Hvis PQ # QR, haves PQ » RQ. Endvidere
- = e - - =
er enten PR ® RQ, altsd PQ o PR, altsd QP # PR og pastanden fol-
— — e N e
gelig rigtig eller PR $# RQ, altsd RP & RQ, altsd RP # 55 og pa-
standen ogséd rigtig i dette tilfmlde.
Svarende til hver af de to orienteringer af parallelknippet

kn(a) kan der defineres en total ordningsrelation i mengden af

punkter p& en vilkérlig linie pe kn(a) pd felgende méde: Lad orien-
teringen vere fastlagt ved punktparret E:?; pd p. Er Q og R, hvor
Q # R,punkter pd p, siges Q at komme fer R eller at g& forud for
R, 1 tegn Q<R, hvis QR =) P P Denne relation opfylder betingel-~
serne for en ikke refleksiv, total ordningsrelation (jfr. side I,
7, 14-15):

0 1: VpP(P-kP).

0 2: V,P,Q(P # QAP<Q == Q4 P).

0 3: V P,Q,R(P4Q~Q<R ==> P<R).
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0 4: \;/pP,Q(P # Q => P<LQvQ=<P).

For dette eftervises, bemsrkes, at O 2 er en folge af 0 1
og 0 3; thi er P # Q og P=XQ, og var ogsd Q=<P, ville man af 0 3
f4 P<P i strid med O 1. Det er altsd tilstraskkeligt at vise, at
01, 03 og 04 gelder. Ifplge definitionen forudsatter P<Q, at
P#£Q, altsd 0 1. At O 3 gelder, ses sdledes: Idet‘ia‘o Ez?i og“
R, 2

— )
® P P, hvoraf P<XR. At O 4 gelder ses sdledes: Antag, at P # Q

Y
og PKQ, altséd PQ # PPy. Da gwlder ifelge Or 2, at QP o PO 10

— ey . ' "E
medfeorer PQ © QR ifelge Or 1, fas af Or 4, at PR ® PQ

altsd QX P,

Det fremgdr umiddelbart af definitionen, at ordningsrelatio-

nen p& linien p forbliver usndret, nar det givne punktpar PoPl

> 4 , oy L,
erstattes med et andet P ’P.* » P P,; thi QR ¢ P_'P,’ er jo ifpl-~
o1 o1l o1
ge Or 1 ensbetydende med QR » POPl. Ordningsrelationen afhsnger
altss kun af den valgte orientering. Erstattes Poﬁl med et punkt-

par P ’P * £ PO 1 fas en anden ordningrelation ~’. Da i dette

— ey
tilfelde P, P’ s P ’Pl’, vil Q—<'R, altsd QR ® P ’P;’ ifslge Or 2
vere ensbetydende med R‘ ® PoPl’ altsd med R<Q, Ordningsrelatio-

nen <’ siges at vere den til < modsatte ordningsrelation, og

man skriver ogsd Q>R i stedet for Q -<’R.

Lad a og a’ vare to forskellige linier beliggende i samme
plan, og lad f : a pd a’ betegne en parallelprojektion i en fra
bédde a og a’ forskellig retning. Af aksiom Or 5 fis da, at hvis

. —_ % Sy

P, # Pl, Q # R er punkter pd a, vil QR » PP, medfere, at f(Q)f(R)

e f(Po)f(Pl). Med andre ord, tenkes en orientering, og dermed en |
—

ordning < , fastlagt pd a ved P Pl samt en orintering, og dermed

ey
en ordning < ’, pd a’ ved et punktpar PP T, v1l Q~<R.medf@re
1

£(Q) <’f(R) eller f(R)-—< £(Q), efter som f(Po)f(Pl) e P ’Pl’ el-

ler f(P P 5 ? P 'P; ’. Altsd:
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En parallelprojektion af en orienteret linie a pd en orien-

teret linie a’ er.en ordenstro afbildning af (a,<) pd (a’,<’) el-

ler pa (a’,’s), efter som de to orienteringer "svarer eller ikke

svarer til hinanden ved projektionen". Her betegner < og <’ de

til de givne orienteringer svarende ordningsrelationer pa a og
a’, og '>er den modsatte til=<’,

Umiddelbart felger dette ganske vist kun for linier a og a’
i samme plan. Men hvis de ikke ligger i samme plan, lzgges en med
a’ parallel og ens orienteret linie a" gennem et punkt pd a. Pa-
. rallelprojektionen f : a pa a’ kan da sammenszttes af to parallel-
projektioner, en af a pad a", pa hvilken det viste kan anvendes,
og en af a" pd a’, der ifelge en tidligere bemsrkning (forrige

gide, overst) er ordenstro.

Lad der vare givet to forskellige punkter P, og Pl pé en 1li-

nie p. Til hvert rationalt tal r findes der da et og kun eet punkt
Pr péd linien, séledes at

Pofr =T Poil’ |
nemlig punktet P = tr(Po), hvor t betegner den translation, for
hvilken t(PO) = Py, Ved r->P  defineres altsd en afbildning

99: Q ind i p. Det skal vises, athJer en_ordenstro afbildning

—_
af (0,<) ind i (p,<), hvor - betegner den til orienteringen PPy

hprende ordning pé& p.

Bevis: Ferst bemsrkes, at hvis ne N og Q og R er to forskel-
3
lige punkter pad p, vil nQR = aﬁi Dette blev vist ovenfor (med P

og P, i stedet for Q og R, side III,3, 2-3), Er r = m/n, hvor
3 >
m,ne N, et positivt rationalt tal, fas deraf PoPl/n e P P, idet

n Pb

-—-—-%
= P P., Endvidere haves
o"1l/n o 1
PP 253D _nop b
o'r = n “o1 - o1/
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e,

hvoraf man slutter tilsvarende, at POPr ® PoPl/n ° PoPl’ Er nur

og §,hvor r<s,rationale tal, fis af det viste med s«r i stedet

-« PR =T
for r, at P P, . ® P P, . Nu er POPSHr = Prps’ thi betegner t den
ved't(Ib) = P; bestemte translation, haves

r _ r _ LT i8~r .8 _

t (PO) =P, og ¢t (Ps—r) =t (t (PO)) =% (PO) = Pg.

Af r <s feolger altsa Prﬁs ® POPE, d.v.s. I}y<PS, hvormed pastan-

den er bevist.

Som bekendt gar man i den elementsre geometri ud fra, at
der findes enentydige, ordenstro korrespondancer mellem mzngden
af alle reelle tal og mmngden af alle punkter pa en linie. Eksi- ;
stensen af sddanne korrespondancer felger ikke af de hidtil op-
stillede aksiomer. Den sikres ved at tilfeje sdkaldte kontinui-~

tetsaksiomer. Her vil blive opstillet to. Det forste gar tilbage

til oldtidens grmske matematikere og benmvnes efter Eudoxos
(ca. =400 til -350) eller (historisk ukorrekt, men saglig ikke
uberettiget) efter Archimedes (-287 til -212). Det anskuelige ind-~

hold er felgende: Er der givet to liniestykker, findes der et po-

sitivt helt tal n, s8ledes at det ene liniestykke taget n gange
er steorre end det andet. Aksiomet formuleres her med benyttelse
af de indferte begreber sdledes:

K 1l: BEr PO 0g Pl forskellige punkter pa en linie, og er Q

et vilkérligt punkt p& linien, findes der et helt tal m, sa-

e el
ledes at der for det ved POPm = mPOPl bestemte punkt Pm gael~
d “% PP
er Q - <] otm*

Ved hjelp heraf bevises folgende sztning, der udsiger, at der

mellem to vilkdrlige punkter Q og R, Q # R, pd en linie ligger
mindst eet punkt Pr’ som ved den ovenfor indferte afbildning 5&
svarer til et rationalt tal r.

Br Pu £ Pl; Q # R punkter pi en linie, findes der et ratio-
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‘ 3y iy
nalt.tal r, sdledes at der for det ved PoPr = r P0P1 bestemte

punkt Pn gelder ngl@ PrRi

Med andre ord, mellem hvilkc somhelst to forskellige punk-
ter pd linien ligger mindst eet af de "rationale punkter" Pno
Disse ligger altsd "overalt tet" pd linien.

Beviset for denne setning flgres i flere skridt,

Porst bemezrkes, at enhver translation t bevarer orienterin-

e o
gen, Er nemlig Q,R to forskellige punkter, haves Qt(Q) = Rt(R),

altsd

—p > > >
QR + Rt(Q) = Rt(Q) + #(Q)t(R),

5 > > —
hvoraf QR = wW(Q)t(R), altsd specielt QR e t(Q)t(R), Heraf slut-

—
tes videre, at hvis en ved punktparret P0P1 orienteret linie
afbildes pd sig selv ved t, vil denne afbildning vere ordenstro;

. = - |
thi er Q og R punkter pd p og Q<XR, d.v.s. QR & POP1, fés
NPT - e 4
t(Q)t(R) e QR e POP1, altséd t(Q)<t(R),

vare
Lad nu P,P,,Q og R, hvor P_ 4 P, 0g Q + R,de givne punk-
-
ter pd linien, Uden indskrankning kan det antages, at QR & POP17
da dette ellers kan opnds ved ombytning af betegnelserne Q og R.

Ved den translation t, ved hvilken Q gir over i PO, vil R gé

. : "-ﬁ’? - o > :4
over 1 et punkt R', for hvilkeﬁ.Po ' = QR, altsa POR' = Pono
Det forste skridt bestdr i at vise, at der findes et positivit
helt tal n, sdledes at P1/h ligger mellem PO og R'. Ifelge K 1

anvendt pd R' og P1 i stedet for henholdsvis P1 og Q findes der

et helt tal n, s8ledes at der for det ved PORﬁ

——
n POR' bestem~
ey

VM' - 3

It

e e,

Da folgelig POR

-

> >
(-~ '
te punkt Rn:balder P Rn e PoP1°
slut-

(fes, at n > 0, Nu er

1

!

P ﬁ;+ P R? P RE P R! (P P P R!
01 1" T fop 58 MEo5 * 1/n )
—by —

0
t 1
n PP +nP R =PP +nP R,

il
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h £ P R? =n P Ra Heraf slutt t nP P PP P R!
vora n =0 Py Rt eraf sluttes, at nP 1/n @ FoFi & n 1/n ’

1
altsd da n > 0, at P0P1/h & P1/h E', hvilket er péstanden, Hvis

nu Q = P_ og dermed R = R', er smtningen allerede bevist,

0
Er Q # P, vises dernazst, at der findes et helt tal m, sé-

ledes at Q ligger mellem P(m—1)/h 08 Pm/h‘ Dertil bemerkes, at

K 1 anvendt med P1/h i stedet for P1 viser, at der findes hele

tal p, for hvilke

~3 732

<1> QPp/nQPo .

— . s —a o

Er nu P Q e P0§1’ fids (ifelge Or 4), at PoPp/h e PP, altsd at

p > 0, Betegner da m det mindste positive hele tal p, for hvil-

ket (1) gmlder, haves

> ey
(2) P(m—1)/hQ & P0P1 & QPm x
A — i,

Er derimod P Q # P P., fds P P 4 P P., altsd p < O. Betegner
o) o1 oTp/n F To 1

da m-1 det steorste negative hele tal p, for hvilket (1), altsé
— —_—
i dette tilfslde QPp/h & PoP1 gelder, fés ligeledes (2)., Af (2)
ses, at m har den gnskede egenskab,
Nu afsluttes beviset pé& felgende méde: Ved translationen
. _ _mr e
t, for hvilken t(Q) = PO og t(R) = R', fores P(m—1)/h 0g P§¢P

——y 3
over i punkter S og T, s8ledes at SPO & POT. Endvidere er ST =

m-1)/nom/n = Tot1/pr 21188, som nwvnt 1 begyndelsen af beviset,
g e~

O 0
—

e e e

SP = TP . Dette sammen med SP_ & P T viser, at P T & TP .
1/n 0 0 1/n
N 3 bestemt s&ledes, at P P, ., & P, ,R'y Ved hjelp af Or 4
u var n : ’ ot1/n 1/t JELD
— —

sluttes, at POT e TR', altsd at T ligger mellem P, o8 R'. Da
translationen t—1 er ordenstro, ma Pm/h ligge mellem Q og R.

Dermed er beviset for sstningen afsluttet.

I det andet kontinuitetsaksiom krzves, at mengden af punk-

ter p& en linie har en "kontinuitetsegenskab", der ganske svarer

AS
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til en velkendt ved mengden af reelle tal (jfr. Apostol: Mathe~
matical Analysis, side 7, Axiom 10), For at forenkle aksiomets
formulering indferes folgende definitions:

Lad uﬁiﬁ vaere en mengde af punkter pd en orienteret ret 1li-

nie, Findes der et punkt K p& linien, sdledes at X <K for hvert

X € c,{,(;’, giges 4 at vere fremadtil begrenset og K at vare gkran-
ke for ¢l .

K 2: Er G/ en ikke tom, fremadtil begrenset punktmengde pa.

en orienteret linie, s& findes der en skranke sup ¢4 for

C,vi{, som gér forud for enhver anden skranke For ¢4,

Den sidstnzvnte egenskab ved supuf{ kan ogséd udtrykkes sé—
ledes: Ikke noget punkt L= supcf.z p&d linien er skranke forcd,
d.ves, der findes mindst eet punkt X€ ¢, for hvilket L<X.

Det bemerkes, at det kan vises, at K 1 er en folge af K 2
(jfr. ov.). Man kan altsd nojes med det ene kontinuitetsaksiom
K 2,

P3 grundlag af K 2 kan felgende hovedsztning bevises:

Lad der vere givet to forskellige punkter PO og ]?1 pé_en

F—
linie p, og lad =< betegne ordningen hgrende til den ved PoP‘l

fastlagte orientering af p, Der findes da en og kun een Ordenstro

afbildning ﬁé{ﬁ_,f), pé (p,«), hvis restriktion til mengden Q af

rationale tal stemmer overens med den ved r«-%]?r bestemte,

Bevis: Ferst bevises eksistensen, Lad -:.;57 vere et vilkarligt

reelt tal, og lad Qg betegne mengden af alle rationale tal r < Qe

Mzngden
f,llg = {Prfrégg}
af punkter p& p er da fremadtil begranset; thi for et rationalt

tal s > gm haves Pr-\('PS for re Qg, da afbildningen r —3 Pr af Q
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ind i1 p er ordenstro, Ifglge K 2 findes der et punkt supcxé{?
med de i K 2 angivne egenskaber, Ssettes nu ﬁﬁ(%) = supc%zfg, fids
en afbildning §§§ 3 ind i p. Er f}specielt et rationalt tal,
haves @jensynlig sup Q%:: = g, altsd ?9(?) = P%" Det er derfor
tilladt at betegne§%>(%) med Pg for ethvert reelt tal.g. Dernsst
skal det vises, at glﬁ‘er ordenstro, Lad §> 0g 7 vare reelle tal,
§<‘?”, og lad a og b vere rationale tal, for hvilke <= < b <%
Da r-—--gpPr er ordenstro for reQ, haves Pa‘<Pb° Da r < a for

re Q?, fads af samme grund Pl;{Pa 'for disse r, hvilket viser, at

a
K2), Da be sz, haves Pbe c&{a—zw og folgelig Pb ;(SHpC:f(?: Bz—f.

P_ er skranke fors&’g. Heraf sluttes, at supéé/g) = P? < Pa (jfr.

Der gmlder altsé P‘S’ =P <P < P?, hvoraf P3< Py hvilket viser,
at afbildningen er ordenstro. Dette medferer, at den er enenty-
dig (jfr. side II, 1,10 nederst). Endvidere skal vises, at gﬁ

er en afbildning af R pd p. Lad altsd P vere et vilkdrligt punkt
af p. Med QP betegneé mengden af alle rationale tal r, for hvil-
ke Pr ~__<§ P.. Denne mengde er hverken tom eller hele Q, d.v.s. der
findes "rationale punkter" bade feor og efter P, Er ﬁemlig R et
vilkérligt andet punkt p& p, vil P ligge mellem R og det ved

ﬁ? = f?bestemte punkt S, og ifglge den foregdende sztning fin-
des der "rationale punkter" s&wvel mellem R og P som mellem P og
S. Endvidere ses, at talmsngden QP er begrenset opadtil; thi er

s et rationalt tal, for hvilket P"(PS, haves for hvert r‘E“QP’

at Pr j__f P<PS, altsd r < s, Talmengden QP har feolgelig en évre |
grense S. Lad u vere et rationalt tal, éom ikke tilherer QP’ |
for hvilket altsé P"(Pu, Ifplge den foregdende smtning findes

der et "rationalt punkt" P s&ledes at P-<PS—<.Pu. Man har da

r < s for hvert re& QP, altsé ? .:< s, da gy er den eovre granse for
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QP' Idet s < u, fés $z< u, Dette vil sige, at ethvert rationalt
tal, som ikke tilhzrér QP’ er stegrre end € , med andre ord,
mengden QP indeholder alle rationale tal mindre end eller lig
med ?, ﬁen heller ikke andre, da @ er dens gvre grense. Man
har altsé QP = Qg, og dette viser, at P svarer til.? ved den
indfegrte afbildning??° Dermed er eksistensen af en afbildning
af den gnskede art bevist,

At der ikke kan findes mere end een s8dan afbildning, er

indeholdt 1 felgende satning:

Lad p vere en orienteret linie og =< den tilhgrende ordnings-

relation., Er da <P og wto ordenstro afbildninger af (R,<) pa
o ,

(p,<), sdledes at ¢ (r) =y (r) for hvert rationalt tal r, da
‘ /

er(ﬁ:g.

Bevis: Lad ?'vare et reelt tal, og antag, at Q?(?) + yf(?),

f.eks, 99(§) <“¥f(?)g Idet ¢ afbilder pd p og er ordenstro, fand-
tes der da et reelt tal? > o for hvilket @ (7) = plg). Tor
et rationalt tal r, for hvilket g<r < 7", ville man da £§

Y =P < P@) =y ()

1 strid med, atyy'er ordenstro,

P& dette grundlag kan produktet af en vektor med et vilkdr-
ligt reelt tal defineres. Lad v vere en vektor, Hvig v = 0 de~
fineres %?’L’ :g)_g = 0 for g € 3. I det folgende antages, at v + O.
Idet punktparret PoP1 er en representant for v, betegnes den

—>
ved POP1 bestemte og orienterede linie med p. Ved den ovenfor

indferte afbildning gaf R p& p svarer der til tallet. ¢e R et

m—
punkt P? péd p. Er PéP{ en anden reprazsentant for v, altsd PSP{ =

POP1, og p' den derved bestemte og orienterede linie, haves en
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tilsvarende afbildning gﬁ' : (R,<) pd (p',<'). Szttes Pl = #' (o)
haves PéPé = PoPg’ hvilket vise! nedenfor, Idet den vektor, som

representeres ved POP , s8ledes er uvafhszngig af valget af repre-
—
sentanten PO§1 for v, kan §z;de£ineres som den ved POP§ repre-

genterede vektor., For rationale_g stemmer denne definition over-

ens med den tidligere,

m——— e .
At P'P! = POPg, ses sfledes: Ved den translation t, der fog-

0
rer P over?; P! , afbildes (p,<) ordenstro pd (p',<'), og man
har t(Pr) = P! for hvert rationalt r, Heraf sluttes, at to @
og ¢ er to ordenstro afbildninger af (R,<) p& (p',<'), som stem~
mer overens for rationale tal, Ifelge den sidst viste satning

er de folgelig identiske, Der gmlder altséd t(Pg) =Py for g e R,

:’0 t 1
o - — 1 . > . . [} 3
altsa POPO = %QF%’ hvoraf Pogé_ POPg (jfr. bemmrkningen péd side

I1T,3,7).

Det drejer sig nu om at vise, at mengden V3 af vektorer i
E3 med den indferte multiplikation med reelle tal er et vektor-
rum over de reelle tals legeme, med andre ord, at reglerne V1-10
( side III,2, 13-14) ogsd gelder, ndr de i V6~9 optredende fak-—
torer a,b er vilkdrlige reelle tal, Idet V6 er sikret ved defi-
nitionen af produktet, forbliver kun V7-9 at bevise.

Den indferte afbildning ?ﬁ: R p& p afhanger af og er fuld-
stendig bestemt ved de to giwvne pﬁnkter PO 08 P1 P& p, altsd de
to punkter, der svarer til tallene O og 1. Den betegnes nu med
SQP P1’ da ogséd tilsvarende afbildninger bestemt ved andre punkb—
pan?vil blive betragtet. Er R og S forskellige punkter, betyder
WDpg den af disse afbildninger pd 1i(R,S), ved hvilken R svarer

til 0 og S til 1. Det er endvidere hensigtsmessigt vedi%%R at
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forst4 den konstante afbildning, der til hvert reelt tal lader
svare punktet R,

Endvidere vil der vare brug for felgende hjmlpesztnings

Lad ¢ betegne en orienteret linie, C et fast punkt pd ¢ og
r + 0 et rationalt tal., Den "homoteti" (multiplikation) af g
med "centrum" ¢, der til punktet Q& g lader svare Q' = k):or(Q)
bestemt ved CTC?' =r 66); er da en ordenstro afbildning af (q,<)
péd (q,<) eller (q,>), efter som r > 0 eller r < O,

Dette indses séledess Er Q' et vilkarligt givet punkt pd

q og Q det ved = 56?7 CQ bestemte, vil h, (Q) = Q'; thi

0 = 2( 6% = ()31 = 1 - TP = T
ifeglge V7 (for rationale faktorer) og V10. Dette viser, at h,
er en afbildning pd q. Lad nu Q1 0g Qg, Q1<’Q2, vere to forskel-
lige punkter pd& q. For deres billeder Q1" 0g QZ',- ved h, haves
altsd, idet V9 gzlder for en rational faktor,

T CQy + T QuQp = 2(0Q) + QqQy) =T CQy = CQY

It

—» > .
= ] 101 = 1ol
- CQ1 + Q1Q2 =T CQ1 + Q1Q20

e > X
Herat sluttes, at r Q,Q, = 410} og folgelig at Q,Qy & Q04 el-

ler Q132 & Q{Qé, efter som r > 0 eller r < O, Dermed er ogsa

péstanden, at h , er ordemstro, bevist.

Idet A ,/AER 08 Y& Vs, gelder
UE AQaw) = Qux.

Bevis: Er v = 0, er dette rigtigt, da ifelge definition
?Q_ = 0 for hvert reelt tal < Lad v + 0, og lad 5;—1?1 vere en
representant for v. Den ved mﬁ;—i bestemte og orienterede linie

—
betegnes med p. Vektoren (2/,0 v representeres ved Po?‘»?_/,{_’ hvor
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Pau = ¥p P1(A5)' Vektoren A(gy) reprmsenteres ved §O(P As

hvor (P )\ = ??POPL(A), Det drejer sig altsd om at vise, at

(PF)A = Pkﬁf Dette vides at gelde for rationale };Ogtb. Endvi-
dere gmlder det for A = o, Porst antages, at A =1 4+ 0 er et
rationalt tal, som tenkes flast, Vedt;-m% Prﬁ~bestemmes da en af-
bildning af R p& p, Denne er sammensat aﬂ_ﬁ.~w'rﬁ, som er en or-
denstro aﬁbiidning af (R <) p& (R,<), hvis r > 0, og pa (R >),
hvis r < 0, og den ordenstro afbildning % O 1 (R <) pd (p,=)
eller (R,>) p& (p,~), hvilket kommer ud p& det samme. Heraf ses,
at ved den sammensatte afbildning v —ﬁ~PrH afbildes (3,<) or—
denstro p& (p,=<), hvis r > 0, og pd (p,*), hvis r < 0. Nu har |
afbildningen ti““*(Pc) de samme egenskaber. Den er nemlig |
h OifP D9 hvor h betegner homotetien indfgrt i ovenstdende

1
hgalpesatnlng, og ifplge denne er hr en ordenstro afbildning @f

(py,~) pé (p,<), hvis r > 0, og pad (p,*), hvis r < 0, I forbin~ |
delse med, at %POP1 aftbilder (R,<) ordenstro pd (p,~), fis her- |
af, at ﬁ.M@(P ) afbilder (R,<) ordenstro pad (p,<), hvis r > 0,

og pé (p,>), hvis r < 0, Idet de to afbildninger£¢~ﬂiPrﬁﬂog
ft“%(PP)r stemmer overens for rationale @;(da jo V7 gwmlder for
rationale,k,ﬁ), er de ifeplge den sidst viste smtning identiske,

deVeSs Prgkz (Pﬁ)r for alle reelle p og hvert rationalt r. Nu

tenkes det vilkarlige reelle tal E;fast, og man betragter afbild~

ningerne A ~+ P\F og A “%(Pﬁ)“ af R p& p. Her kan antages, at
V’* 0, da V7 gelder for = 0 ifglge definition. Afbildningen
\ ~» P, er sammensat af 1 ~?AMo0 og det ses som for

A Af“ ;K f*l & (f}POP']’ g ae o 3

at den afbilder (R,<) ordenstro pd (p,<), hvis V”> 0, og pa

(py>), hvis pb< O, Afbildningen 2~">(P§)A er ¢y PPJ og da PP «

PP, eller B P # PyP,s efter som (> 0 eller (P< , har den de

|
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samme egenskaber, Som vist, er P?@Lz (3;Q% for rationale A, og
man kan slutte som for, at dette m& gelde for alle reelle A,
Dermed er V7 bevist i alle tilfezlde.

Idet R};Liﬁ.og veVs, gelder
V8: (X + M)y = Ay + s,

Bevis: TFor v = O er dette ojensynlig rigtigt; det antages

—
derfor, at v + 0. Lad PyF, vere en representant for v. Den ved

e
POP1 bestemte og orienterede limie betegnes igen med p. Vektoren

M——-%- ,
(A + )y representeres ved PO%&+(0 hvor €é+[w:<?%OP1(A +1MJ. For
hvert fast A defineres ved/;c-§%é+yzen ordenstro afbildning af
(R,<) pa (p,<), da>¢¢~4,2+yaer en ordenstro afbildning af (R;<)

pé sig selv, Lad tﬁ betegne den translation, der fgrer P over

Sl
iP, . Vektoren,lv + v reprwsenteres da ved P t,(P , 1idet Ay =
2 S , OA
;Log/i.cv = P I Pjy._ tR(PO) ( = P t. (Pfu} Ved/uw—‘a»t&(P/u) de-

fineres igen en ordenstro aiblldnlng af (R,<) pa (p,<), idet
denne afbildning er tX ¢4?50P1’ altsé sammensat af en ordenstro
afbildning af (R,<) p& (p,<) og en ordenstro afbildning af (p,~)
pd sig selv. Envﬂ = r et rationalt tal, haves P, , = tr(€}0
for alle rationale A4 altsé og-sé& for alle realleﬁm. Da;lz,+fqz =
FV"+~2V) haves tf&P =1 (%M)’ og man kan slutte, at P 1+;¢
Rﬂiﬂ} for alle reelle ] og alle r%tlonalefg Ifplge den flere

gange benyttede s®tning mé dette da gmlde for alle reelle/Z.
Dermed er V8 bevist,

Tdeb 2 ¢ R og E’lé.vg9 gelder
V9: 1w+ wv) = u + Av.

Bevis: Er mindst een af vektorerne nulvektoren, er dette

pjensynlig rigtigt. Der antages derfor, at u + 0 og v + 0. Lad

s — ,
POP1’ Po@q 08 PR, repraesentere henholdsvis u,v og u + ¥. De
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P d ey . .
ved POP1 0g POQ1 bestemte linier betegnes henholdsvis med p og

d. Porst betragtes tilfzldet, hvor p %+ q. Da er R, & Pys thi

R, = P, ville betyde u + v = 0, altsd v = -u, og dette ville

1 0
medfere, at PO”P1 0g Q1 184 p&4 samme linie p = q., Ved POR1 besten
mes og orienteres fglgelig en linie, der betegnes med 1, Idet

kt 1 t ()
vektoren Au reprssenteres ved POP)? hvor P ?% P A) ligger
p& p, vektoren 1v ved POQ)f hvor Q, = q% 0, (X) 11gger P& q og

0
vektoren A (u + v) ved PORQ’ hvor RR sf%OR1(1) ligger pd r. Fé—

standen er, at

og dette er ensbetydende med, at Rl'ved parallelprojektionen i
retningen q afbildes i PR P& p og ved parallelprojektionen i
retningen p afbildes i Q/.L p8 q. Dette vides at gmlde for ratio-
naleJd . Betegnes for vilkérligt reelt A projektionerme af RRLi |
retningen q p& p og 1 retningen p pd q med henholdsvis thog R",é
vil de ved 1 —>R'y og 2 wmajRﬁ' bestemte afbildninger af (R,<) |
p& henholdsvis (p,~) og (q,<) vere ordenstro, da 2~m¢LRR 0g pro-
jektionerne er det. Idet ogsa 2-ﬁ§Pﬁ 08 1—3 Q4 er ordenstro,
fés Rﬁl” PR og R = Q2 for alle reelle A og dermed V9 i det be-

A
tragtede tilfmlde., Det resterende tilfelde, hvor p = q, altsi

specielt Q1€.p, kan fgres tilbage til de allerede beviste reg-
ler, Der findes her et tal??, sdledes at Q = B?’ altsd v = ?g.
Med benyttelse af V10, V7, V8 og V7 fas da

ACa +eu) = A((1+¢)u)

Au + (Aehu = Au + i‘t(?g) = Ju + 1v.

Il
It

Alu +v) = A(u + gg)
(A +2Ap)a

Dermed er V9 ogsd bevist 1 dette tilfmlde,

it
i
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Rettelsers:
o s vy . :
Side IITI,3,2, linie 8 f.,n. l®s “Jé er uecndelige, figl-" i ste-
e
det for "/3 fol-",
. - g g .
Side III,3,3, linie 13 f.,n., les "altsd RP ¢ PQ og" i stedet for
, =
"alts& RP & PQ og",
Side IIT,3,6, linie 9 f.n. les " er Q + By" i stedet for "em O,

m..—.*.',. ,,____m;}
linie 6 f.n., les "POQ" i stedet for "PoPm".
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@velser til kap, III, 3,

1) Lad P,Q,R,S vere punkter p& en orienteret linie,

2)

Vis, at hvis Q ligger mellem P og R, og R ligger mellem Q og
S, s& vil R ligge mellem P og S.

Vis, at hvis Q ligger mellem P og S, og R ligger mellem Q og
S, s4 vil R ligge mellem P og S.

Vis, at hvis bade Q og S ligger mellem P og R, og Q + S, =&

vil S ligge enten mellem P og Q eller mellem Q og R (men ik-

ke begge dele),

Er P og Q forskellige punkter i rummet, forstds ved det &bne

liniestykke IP,QL mengden af punkter pa 1i(P,Q), som ligger

mellem P og Q. Ved ]P,PL forstids den tomme mengde O,

Lad A,B,C vere punkter, som ikke ligger péd samme linie, #
planen, som indeholder dem, og p en linie i %, som ikke gdr
gennem noget af punkterne A,B,C, Vis, at hvis p n JA,BL £ 0
og p N IB,CL = @, =& g&ldeﬂ‘p;ﬁa]A,C[ + @. (Pasch's aksiom.

Dette kunne trede i stedet for Or 5, som beviset m8 baseres

pé.)

Lad 7 vere en plan og p en linie i 7+ I meEngden af de punk-
ter 1 7 , som ikke ligger pd& p, defineres en relation ved at

fastsztte, at punktet A stlr i relationen til punktet B, hvis
og kun hvis p f¥1A,B[ = @, Vis, at der foreligger en zkviva-

1ensre1atio£, og at der findes netop to zkvivalensklasser

(de ved p bestemte halvplaner af 7 ). (Benyt resultatet i op-—

gave 2. )

Gennemfor det tilsvarende for mmngden af de punkter i rummet,
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6)

som ikke ligger i en given plan.

Lad p vaere en linie, Idet en delmesngde af p kaldes &dben, hvis
den er foreningsmengde af (endelig eller uendelig mange) &b-
ne liniestykker jP,Q[ , P,Q¢ p. Herved bliver p et topologisk
rum (jfr. MA,9,1).

Vis dette, og underseg om der foreligger et Hausdorffrum.
Vis, at en translation, ved hvilken p afbildes pad sig selv,
er en kontinuert afbildning;

Vis, at en parallelprojektion af en linie pé en anden er en
kontinuert afbildning, hvis begge linier betragtes som topo-

logiske rum pd den angivne méde.

Et topologisk rum T kaldes sammenhsng.ende, hvis det ikke kan
Songe?

inddeles 1 to ikke torme, disjunkte og &bne delmsngder, med
andre ord, hvis der ikke findes &bne delmengder 01 08 02, son
opfylder betingelserne: O1 + g, O2 + 0, O1zﬁ 0, = @ og

0, u 0, = T,

Vis, at aksion K2 er ensbetydende med, at hver linie, opflat-
tet som topologisk rum (som angivet i opg. 4), er sammenhsn-
gende. (Dette vil sige, at aksiomerne inklusive K 2 medforer,
at linien er sammenhsngeude, og onmvenddb, aksiomerne eksklu-

sive K2 og forudsztningen, at linien er sammenhszngende, med-—

forer K2,)

Vis, at K1 er en folge af K2 og de gvrige aksiomer. (Antag,
at mengden {PﬂmneiN}°war begrenset fremadtil, og sgg at kom— |
me til en modstrid ved hjelp af ordningsaksiomerne og trans—

lationernes egenskaber,)
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§ 4., Vektorrum,

For geometriens opbygning fortsattes, ombales en rzkke
simple hegreber og smtninger, som vedrgrer vilkirlige vektorrum
For at lette oversigten gentages definitonen:

En mengde V kalies et vektorrum over et tallegeme L, hvis

der inden for V er defineret en kompositionsforskrift + samt en

kompositionsforskrift L XV ind i V, betegnet som multiplikation,

sédledes at felgende gzlder:

V1s For alle u,veVer u+ veV.

V2: For alle u,veV er u+v =V *+ U,

V3: For alle u,v,weV er u +(v+w) = (wtv)+ w.

V4: Der findes 1 V et element 0, sdledes at
v.+ 0 = v for hvert v eV.

V5: Til hvert v €V findes der et element ~veV, siledes at
v +(-x) = Q.

V6: For hvert a€ L og hvert veV er ay = vaeV,

V7: For alle a,bel og hvert veV er a(bv) = (ab)v.

»

V8: For alle a,b€L og hvert ve&V er (at+b)vy = av + bv.

1

V9: For hvert a€l og alle u,veV er a(uty) = ag_#— ay.
V10: For hvert v&€V er 1v = v.

Elementerne i v kaldes for vektorer og tallene i L i denne for-
bindelse hyppigt for gkalarer, Vektorrummet betegnes med (V,+,L)
Ved induktion ses, at V2,V3,V8 og V9 kan udvides til et
vilk8rligt (endeligt) antal af summander. Tilsvarende kan V7 ud-

vides til mere end to skalzre faktorer.
Idet V1-5 udsiger, at (V,+) er en kommutativ gruppe, kan

folgende sluttes umiddelbart af tidligere resultater
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(side IT,2, 1-2):

Der findes kun eet neutralt element, nulvektoren O, og til

hver vektor v findes kun een modsat vektor -v,

Der gelder forkortningsreglens u + w = v + w medferer u = v.

Por vilk&rligt givne u,v ¢V har ligningen u + X = v en 0g
kun een lesning, nemlig x = v +(-u), som ogsd skrives v — u.
Specielt er altsd 0 —v = ~-v og v - v = 0,

Af lpsningens entydighed sluttes specielt, at hvis x blot
for een vektor v tilfredsstiller ligningen v + x = v, 88 er x = Q

Hvad angdr vektorers multiplikation med skalarer, bemzrkes
forst, at ethvert tallegeme L indeholder alle rationale tal, I-
folge definition (side III,2,13) indeholder I nemlig mindst eet
tal a 4+ 0, alts& a/a =.1, altsd 1 + 1 =2, 2+ 1 = 3, ..., alt-
s84 alle positive hele tal, endvidere 1 - 1 =00g 0 = n = -n
for hvert n&N, altsd alle hele tal, og endelig m/n for hvert
me 7 og hvert ‘n‘e N.

Br nell, havés ifglge V8 og V10

ny = ({+1+...+1)z =1V + 1V +eeet 1V =V + ¥V +ouot ¥,

sdledes at nyv stemmer overens med den n-te "potens" af v i grup-
pen (V,+).

Der gmlder Ov = O for hvert v &V, sdledes at Ov er det neu-
trale element, altsd den O-te "potens" af v i gruppen (Vy+). I-
folge V10, V8 og V10 fds nemlig

v+ 0y =1z +0r=(1+0)y = 1L = ¥.

Endvidere gelder (-1)v = -w for hvert v €V; thi ifeglge V10,

V9 og det lige viste fas
v +(=1)y = 1v +(-1)y = (1-1)y = Oy, = Q.

Heraf og af V7 sluttes let, at (-n)v = n(-v), altsd at (-n)v
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for n€ N er den -n-te potens af v i (V,+).

Der gelder a0 = O for hvert tal a €L; thi ifglge V9 er
a0 + a0 = a(0+0) = aQ.,

Nulreglen: Af ay = 0 fglger a = 0 eller v = 0.

Bevis: Er a + 0, fis ifelge V10,V7 og det lige viste, at

- 1y = (4 =1 =15 =
v=1y = (z2)y = =(ay) = ;0 = 0.
Er EI,XQ,...,XQ‘Vilkérlige vektorer i V og a1,a2,..,,ap

vilkdrlige tal i L, fi8s en ny vektor i V ved at danne udtrykket

ATy AV, toeee ¥ oAV,

som kaldes en linearkombination af vektorerne v;+ Ifolge den

(som antydet udvidede) associative lov er parenteser overflgdi-
ge, og ifelge den (udvidede) kommutative lov er leddenes rmkke—
folge ligegyldig. S&danne linearkombinationer kan adderes, sub-
traheres og multipliceres med skalarer efter de sadvanlige reg-
ler, Dette gzlder ogsd for eventuelt optredende minustegn, idet
et led af formen -av jo ifglge dett sagte kan omskrives til (=1)
(av) = (~a)v, Flere led, der indeholder samme vektor som faktor
kan sammenfattes til eet (ifwlge V9). Alt i alt kan det siges,
anvendelsen af de n®vnte regneoperationer pd linearkombinatio-
ner forer igen til linearkombinationer.

Som allerede nsvnt (side III,2,14) siges en delmmngde V' 3 @
i V at vere et underrum i vektorrummet (V,+,L), hvis den orga- |

niseret ved de samme kompositionsforskrifter er et vektorrum

(V',+,L).

Fn delmengde V' af V er et underrum (V',+,L) i vektorrum~

met (V,+,1), hvis og kun hvis u + ve V' og aye V' for alle u,v €V

og alle ae L,
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Bevis: Betingelserne er ensbetydende med, at V1 og V6 galder for
V' i stedet for V. Dette viser deres ngdvendighed. Tilstrekke-
ligheden felger af, at de medferer, at 0 = v +(-1)v. og -v = (-1)v
horer ti1 V', ndr v&€V', sdledes at V4 og V5 er gyldige for V'.
De gvrige regneregler gelder i V', da de endog gelder i V,

Det ses umiddelbart, at V' = {g} og V! = V er underrum i
(V,+,L)

Er M & Ven vilkérlig mengde af vektorer, vil hvert under-
rum, som indeholder M, indeholde enhver linearkombination af
(endelig mange) vektorer tilhgrende M, P& den anden side danner
mengden af alle sddanne linearkombinationer selv et,underrum
V(M) thi summen af to af dem og produktet af en af dem med en
skalar kan igen skrives som en linearkombination af vektorer
tilherende M, Dette viser, at V(M) er det "mindste" underrum,

d
som indeholder M. Det kaldes det af M frembragte uéé}rum. Af o-

venstdende karakterisering af underrum fremgdr det, at felles-—
mengden for vilkdrlig (ogsd uendelig) mange underrum er ligele-
des et underrum., Heraf sluttes videre, at V(M) er fzllesmeng-—
den for alle de underrum, som indeholder M; thi V(M) er selv et
sddant underrum og er indeholdt i dem alle.

Er M specielt en mengde bestédende af endelig mange vektorer,
kan hver linearkombination af nogle af dem skrives som en line-
arkombination af dem alle, idet de eventuelt manglende kan til-
fogjes med faktoren O, Det af en endelig delmangde M frembragte

underrum bestdr altsd af alle linearkombinationer af samtlige

vektorer tilhgrende M.
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Eksempler pé& wektorrums

1) De 1 § 2 (side III,2,711) indferte vektorer i rummet By

vil blive betegnet som geometriske vektorer, ndr der er mulig-

hed for forvekslingem., Det blev vist, at de med den i § 2 ind-
forte addition og den i § 3 indferte multiplikation med reelle
tal danner et vektorrum (V3,+,R) over de reelle tals legeme., I
det felgende bestemmes dette vektorrums underrum. Med henblik

P8 senere anvendelser og ogsd for overskuelighedens skyld ten-
kes samtlige wektorer afsat fra et fast punkt O i EE’ nulpunk--

tet eller begyndelsespunktet. Hver vektor v i V3 tankes altsé

representeret ved et punktpar Bﬁi Herved hestemmes en enentydig
korrespondance mellem V3 08 E3’ idet der til hver vektor v sva-

rer et punkt, nemlig endepunktet P for reprasentanten 0P, og
red,

omvendt svarer der til hvert punkt P i E3 en vektor, nemlig den

<

e
OP representerede, Den kaldes stedwektoren for punktet P

(ud fra 0), Velges et andet punkt O' som nulpunkt, fis en anden
korrespondance. Stedvektoren for punktet P vil da vere 67% =
678 + 6?% Den fremgdr altsd af stedvektoren ud fra O ved addi-
tion af en af P uafha:ngig vektor.

I det folgende tenkes nulpunktet O fast valgt. For korthe-
dens skyld skelnes her ikke mellem en vektor og den stedvektor
ud fra 0, wved hvilken den reprssenteres,

Mengden VO bestdende af nulvektoren alene er som nmvnt et
und errum,

En mengde V1 E V3’ som bestlr af vekbtorer pd en linie gen-

nem 0 og som indeholder mindst een vektor u I 0, er et underrum,

hvis og kun hvis den bestér af samtlige vektorer pd linien, Det
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er 8benbart nedvendigt, at V1 indeholder alle vektorer tu,t& L,
P8 den anden side udger de et underrum, nemlig det ved u frem—
bragte, og er netop samtlige vektorer pé den ved u bestemte li-

nie gennem O,

En me&engde V2 S V3’ som bestlr af vektorer i en plan gennem

0 og dom indeholder to vektorer Wy 08 Usy der ikke ligger pé& san-

me linie gennem O, er et underrum, hvis og kun hvis den bestér

af samtlige vektorer i planen, Det er &benbart nedvendigt, at

v, indeholder alle vektorer tuy +obou,, t,5t,% Lo P4 den anden

side udgpr de et underrum, nemlig det ved u, og u, frembragte,

og er netop samtlige vektorer i den ved u, 08 U, bestemte plan,

Det er nemlig klart, at hver linearkombination af Uy 08 Uy lig-

ger i denne plan, og omvendt er hver vektor v i1 planen en sédan
By

ey
linearkombination, Det sidste ses s8ledes: Lad uy = 0Py Uy = 0P,

og V. ="66. TIdet 0,P P, ikke ligger P& samme limie, vil linien

’[7
gennem @ parallel med li(OPg) skere li(OP1) i et punkt Q', Da

er v, = OQI= OQ‘ + Q'd} og pastanden felger af, at 65% er et ska—
g e - :
lert multiplum af OP, = u,, og Q'Q || OF, er et skalert multiplum
e
af OP2 = Upe.
En nengde af vektorer, som indeholder tre vektorer U,y

0g 55’ som ikke ligger i samme plan gennem O, er kun et under-—
rum, hvis den er V3’ altsd bestir af samtlige vektorer, Det er
dbenbart nedvendigt, at den indeholder alle linearkombinatio-

ner t1g1 + tou, t tggg, t1,t2,t3€ L, P4 den anden side er en-

hver vektor v en sédan linearkombination. Lad Uy = 6u1, u, =

oy oty
u, =.0P, og v = 0Q. Idet O,P, ,P,,P, ikke ligger i samme

2% =3 3 1772273
plan og derfor O,P,J,P2 ikke pad samme linie, vil linien gennem

4—;}
0}

Q parallel med li(O,PB) skaere pl(O,P1,P2) i et punkt Q". Da er
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— e e e )
w = 0Q = 0Q" + Q"Q. Ifelge det ovenfor viste er 0Q" en linear-
e
kombination af U, 08 U, og Q"Q || OP3 er et skalert multiplum
R : .
af OP32,° Dermed er péstanden beviste.

TIdet de betragtede tilfelde udtemmer alle muligheder, er

hermed alle underrum i (V3,+,R) bhestemt,

2) Lad L vere et tallegeme og n et positivt helt tal. Meng-—
den I" af alle talswt X = (X1,...Xn), hvor x, € L for 1 = Ty...m,
kan orgamiseres til et vektorrum (I™,+,I) over L ved folgende
definitioner: Er x = (Xq,...,xn)eiLnﬂ y = (y1,...,yn)é ™ og
a€l, smttes

X+ y = (X1 + Y19-'-:Xn+ yn)’

ax (aX1,,;.,aX ) e
Det ses uden vanskelighed, at samtlige regler V1-~10 er gyldige,
idet O = (0,40450) 0g =x = (~X1,...,—Xn). Por n- = 1 fés legemet
L fortolket som et vektorrum over sig selv.

De vigtigste tilfwlde fés ved for L at velge mengden R af
reelle eller mengden C af komplekse tal, Man taler da henhéldsnA

vis om det n-dimengionale reelle eller komplekse talrum. Nar

denne benzvnelse, som jo ikke bringer +til udtryk, at det metop
drejer sig om X7 og O™ organiseret som vektorrum ved definitio-
nerne ovenfor,xkan give anledning til misforstdelser, vil der
blive brugt "talvektorrum" i stedet for.

Underrumnene i (I%,+,L) vil blive bestemt senere.

3) Lad M vere en vilkédrlig mmngde, og lad 5:& betegne meng—
den af alle funktioner definerede i M og med verdier i et tal-
legeme L., Denne mengde af funktioner kan organiseres til et vek-
torrun (E;&,+,L) pd folgende m8des Lad £ ¢ M ind 1 T og g ¢ M

ind i1 L vere to sé&danne funktioner og a et tal fra L. Ved £ + g
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forstds da den ved # —=> £(t) + g(t), t&M, og ved ag den ved

t —>ag(t), t&€M, bestemte funktion. Det er indlysende, at reg-
lerne V1~10 er gyldige. Nulvektoren er her funktionen, der er
konstanti 1ig med O,

Den sdledes definerede klasse af vektorrum er overordente

lig omfattende., Velges for M den endelige mengde {1,...,nﬂ1,

e
tas

M
—
M = N, mengden af naturlige tal, er y =L

= Ln, og vektorrummet bliver det under 2) omtalte, For
N, d.v.s., nengden
af alle talfelger med elementer fra L., Vektorrummene (R ,+,R)
og (CN,+,C) af reelle og komplekse talfglger har mange‘for éna~
1yseﬁ vigfige underrum, Det samme gslder, ndr M er et topologisk

eller metrisk rum, en delmzngde af R,0 eller et flerdimensionalt

talrum (se III,2,0v. 5).

Lad (V,+,L) vere et vektorrum. Endelig mange vektorer

11""’Xp fra V siges at vere linezrt afhengige, hvis der fin-~

des skalarecr XqyeeeyXy, som ikke alle er lig O, sdledes at

+ o8 = .

Hvis der ikke findes saddanne skalarer, med andre ord, hvis lig-

ningen kun tilfredsstilles af Xy Seee= X = O, siges vektorer-

ne at verne linesrt uvafhangige. En ligning af ovenstédende form

kaldes en linezr relation mellem de p vektorer; den kaldes ggent-

lig, hvis ikke alle koefficienter X1,..-,Xp er lig O.

At cen vektor v er linemrt afhsngig, altsd at der findes
en skalar x 4+ 0, sdledes at xv = 0, er ifglge tidligere resul-
tater (deriblandt nulreglen) ensbetydende med, at v = O,

Nér en del af vektorerne i et vektorsat er linesrt afhen-

ige, altsd specielt nér O forekommer blandt smttets vektorer,
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er hele ssttets vektorer linesrt afhsngiges; thi i en egentlig

linesr relation mellem en del af vekbtorerne, kan settets reste-
rende vektorer tilfegjes med koefficienten O, Dette er ensbety-

dende med, at ndr vektorerne i et set er linesrt uafhsngige,

vil vektorerne i hvert delsett ogsd vere det,

Vektorer zq,..,,zp er linesrt afhasngige, hvis og kun hvis

mindst een af dem er en linearkombination af de gvrige,

Bevis: Betingelsen er ngdvendig, Er nemlig X4V, + see T szp
=0 en egentlig linemr relation mellem vektorerne, altséd f.eks.
X, + 0, fas ved additiom af -X, ¥, P& begge sider og pafelgende
multiplikation med --1/X1

X2 EE
'_‘/:_1 = "";CTZ,] - ees "’X1 zpo

Betingelsen er ogsd tilstrekkelig. Er nemlig f.eks.

Yq = oo toeee t yp;ﬁ.p,
f4s ved addition af -y, = (--1)3_(_'_1 P4 begge sider
(=D)wy + youp + eee + Vp¥p = s
og dette er en egentlig lineer relation mellem vektorerne.
Herefter er to vektorer linesrt afhsngige, hvis og kun
hvis mindst cen af dem er et skalert multiplum af den anden,
Dette udtrykkes i reglen kort ved at sige, at en af vektorerne

er proportional med den anden.

Hvis en vektor v kan fremstilles som en linesrkombination:

af vektorer Zﬂf"”lp! hvis den altsd tilhgrer det af disse vek-

torer frembragte underrum, vil den fremstilling, altsd koeffien—

terne, vere entydig bestemt, ndr og kun nér Z19=°°s2p er line—

srt vafhengige,

Bevig: Tad
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vere to fremstillinger af v. Ved subtraktion fés

(XJl"y" )Y,—] toeeet (Xp_yp)z,p = 9,0
Er 11,...,zp linemrt uafhengige, kan heraf sluttes, at R
Xq=Yq Teoe= Xp-yp = 0, altsd at de to fremstillinger af vy stem-

mer overens, Dette viser, at betingelsen er tilstrakkelig. Fin-

des der en egentlig linesmr relation
Q = Z1_V=1 FTeest Zpy_;p,
fds ved at addere den til f.eks, den forste fremstilling af v

en fra denne forskellig fremstilling. Dette viser, at betingel-

sen ogsd er nedvendig,

Eksempler:
1) I rummet E3 tenkes valgt et begyndelsespunkt O, og de

geometriske vektorer tienkes reprasenteret ved stedvektorerne ud

fra O, Der gsmlder da:

To geometriske vektorer er linesrt afhsngige, hvis og kun

hvis de ligger pé& samme linie gennem O,

Tre geometriske vektorer er linesrt afhmngige, hvis og kun

hvis de ligger i samme plan gennem O,

Hvilkesomhelst fire geometriske vektorer er linesmrt afhsn-—

gige.
Bevis: Den ferste pdstand er indlysende; thi ifelge det

viste er udsagnet, at en af vektorerne er et skalert multiplum
af den anden, emsbetydende sdvel med, at de to vektorer ligger
pa samme linie gennem O som med, at de er linemrt afhemgige.-
Er tre vektorer V905V lineert afhsngige, altsd f.eks. Yz en
linearkombination af Y, 08 Vo vil 7 ligge i den ved ¥, o8 ¥,

bestemte plan eller linie, efter som v, 0871, ikke ligger eller
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ligger pd& samme linie gennem. O, Omvendt, ligger X4’KQ’25 i sam-—
me plan, vil enten ¥, 08 ¥, 08 dermed ogsé V1Y, Y VEre line~
ert afhengige eller ¥, 08 ¥, er linesrt uafhengige altséd ifel-
ge det allerede viste ikke beliggende pd samme linie. Da N e
folge forudsstning ligger i den ved v, 08 ¥, bestemte plan gen—
nem O, er Y5 en linearkombination aﬂ.yﬁ 08 Yo» altsd de tre vek-
torer ogsé lineart afhengige 1 dette tilfelde, - Er tre af fire
vektorer RN T linewrt afhsngige, er de det alle fire,
Antag, at 21,12,25 er linesrt uafhengige. Ifglge det allerede
viste ligger de da ikke 1 samme plan, og som vist tidligere er
v, en linearkombination af dem, De fire vektorer er altsd ogsé
linexrt afhengige i dette tilfielde,

2) Lad der vare givet vekborer

aq = (89585050 0008,4),

L
|

= (84598055 00es8,5),

° ]
°

8 = (a1n’a2n""’amn)

i et talrum (L™,+,L). En linesr relation
() Xq8q F Holp *oees t X8, =0

er da ensbetydende med

84Xyt A, toees tax, =0
(h) Bog¥y F BopXy T oaee v a5 X =0
811% + & %o + vee + ¥y = o,

som kan opfattes som et system af m homogene linexre ligninger
med de n ubekendte XyseeeX e Ved en lgsning til systemet forstis

et talsat (X1,...,Xn), for hvilket ligningerne er opfyldt. At
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vektorerne Bqsesesdy €T linesrt vathsngige er ensbetydende med,

at systemet kun har nullgsningen (O,.,.,O). At de er linesrt

afhengige er folgelig ensbetydende med, at systemet ogsd har

andre, egentlige lgsninger,

Det viser sig at vare hensigtsmessigt at betragte losnin-

gerne som vektorer i talrummet (Ln;+,L).

Fr x,a, + + x . a =0 o0g x'a, +s,s + x'a = 0 to linemre
12 TeeeT EpTy T2 08 Xpg ° n=n = =

relationer mellem Bqsevess fds ved addition en ny, nemlig

1 1 —
(X1 + x )21 +t oee + (Xn + Xm)in. = 0,

og ved multiplikation af den fgrste med en vilkdrlig skalar

kel
kX,]?,:,] + YR + I{Xn:in = 9_0
Heraf sluttes, at hvis x = (X1,...,Xn) og X' = (X{,...,Xﬁ) er

lgsninger til systemet (h), vil x + x' og kx ligeledes vare los-
ninger, altsas:

Msngden af lgsninger til et homogent linesrt ligningssy-—

stem med n ubekendte er et underrum: i talrummedb (Lni+,Ll,

At en given vektor b = (b1,...bm)ég(Lmﬂ+,L) er en linear—

kombination

af vektorerne ByreeesByy €T ensbetydende med det inhomogenc li-

nesre ligningssysten

a,‘,]X,] + a12X2 + PRV + a']nXm: b1
(ih) 8o1%y + BpoK, T oees oAy X = by,
81X t Ao toeee ta X = b

At dette ligningssystem har en legsning, er ensbetydende med,
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at vektoreren b tilherer det af gﬂ,...,gnlfrembragte underrum
i (Lm,+,L). Idet dette underrun ikke behever at vere hele vek-
torrummet, findes der ligningssystemer (ih), son ingen'lgsnin—
ger har,

Antag, at (ih), altsd (ih), har en lesning y, og lad x ve-
re en vilkdrlig lesning til (h), altsd til (h). Da er ogsd x + ¥
en lgsning til (ih), alts& (ih), hvilket ses ved at addere (h)
til (ih). Ved til een legsning y til det inhomogene system at
addere vilkarlige lgsninger x til det homogene, fés altsd igen
losninger til det inhomogene, og p& denne ndde f8s dem alle,

Er nemlig z en vilkérlig lesning til (ih), altsd z,8, + ... + 2,3,
= b, f8s ved at subtrahere (ih) fra denne ligning, at x =2 - ¥y
tilfredsstiller (h). I forbindelse med resultatet vedrerende
mengden af lesninger til (h) giver dette:

Hvis et inhomogent lineert ligningssystem med n ubekendte

har mindst een lgsning, fés alle lgsninger ved at addere ecn

af dem til alle lgsninger til det tilsvarende homogene systen.

Mengden af lpsninger til det inhonogene system fés altsd ved

at addere en og samme vektor til vektorerne i et underrum i

(1",+,1).

d
Idet et unfrrum i et vektorrum (V,+,L) kan opfattes som

en undergruppe i den kommutative gruppe (V,+), vil lesningsmeng-
den vere en sideklasse (se side II,2,5) til den undergruppe i
(Ln;+), sonm udgeres af legsningerne til det homogene systen.

Logsningsmengden vil derfor kunne kaldes for et "sideunderrum".

Om antallet af lesninger til (ih), og dermed (ih) kan si-

ges felgende:

Hvis b ikke tilhgrer det af a,;...,a freubragte underrun
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i (Lmﬂ+,L), findes der ingen lesninger, Hvis b tilheorer dette
underrum, findes der een lpsning eller uendelig mange lgsninger,
efter som Biyeeesd ©T lineart uafhsngige eller lineart afhan-
gige.

Sporgsmélet om, hvorledes det afgeres, hvilket af tilfelde.-
ne der foreligger ved et givet ligningssystem, og hvorledes even--

tuelle lgsninger findes, vil blive behandlet senere.

Lad (V,+,L) vere et vilkarligt vekbtorrum og M en delmsngde
af V. Der foreligger da to muligheder., Enten findes der et helt
tal r > 0, sdledes at hvilkewsomhelst r + 1 vektorer tilherende
M er lineasrt afhengige, medens der findes i M et szt af r vek-
torer, som er linemrt uafhengige, eller der eksisterer ikke no--
get tal med disse egenskaber, d.v.s, hvor stort et positivt helt
tal p man end velger, findes dexr mindst p vektorer i M, som er
linesrt uafhengige. I det forste tilfolde siges M at have ran-

gen r = rg M, og hvert szt af r linezrt uvafhsngige wektorer fra

M kaldes et maximals®t for M. I det andet tilfelde siges M at

have uendelig rang, og man skriver rg M = o< ,

Er mengden M et vektorrum, altsd et underrum (V',+,L) i
(V,+,L), specielt hele (V,+,L), kaldes dens rang for vektorrum—
mets dimension og betegnes med dim(V',+,L) eller kort dim V'.
Vektorrummet bestdende af nulvektoren alene har dimensionen O,
da der ikke findes nogen linear uafhengig vektor i det.

Ved en basis for et vektorrum (V,+,L) forstls en delmangde
B af V, s&ledes at hver vektor i V kan fremstilles pd en og kun
een mide som en linearkombination af vektorer tilherende B. (Me-

re udferligt: Er der givet en vektor v i V, skal der findes et
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og kun eett set af endelig mange vektorer tilherende B, sdledes
at v pd en og kun een mlde kan skrives som linearkombination

af disse tra O forskellige koefficienter. (Vektore fra B for—
synet med koefficienter O kan naturligvis tilfejes eller ude-

lades i en s&dan linearkombination.) Det er herefter klart, at

en mangde B € V er en bagis for (V,+,L), hvis og kun hvis den

]

frembringer hele rummedt og hvilkesgomhelst endelig mange vekto-

rer fra B er lineert uafhmsngige.

Man kan vise, at hvert vektorrum har en basis, Her vil det-

te imidlertid kun blive godtgjort for endelig-dimensionale vek-

torrum,

Ethvert maximalsat for en delmengde M af endelig rang r 1

et vektorrum er en basis for det af M frembragte underrum V(M).

Bevis: BEr ¥,50..,¥, et maximalset for M og v en vilkdrlig
vektor tilhgrende M, vil Vs sesl,, Y vere lineert afhengige., I
en egentlig linesmr rclation mellem disse vektorer kan koeffi-
cienten til v ikke vare O, da der ellers fandtes en egentlig
linear rclation mellem Vigoee sV Polgelig er v en linearkombi-
nation af Vi, ee.,v,. Ifolge defirtion @f V(M) er hver vektor

x € V(M) en linearkombination af vektorer fra M. Da nu hver af
disse er en lincarkombination aﬁ‘yﬂ,...,zr, fas ved indssttel-
se, at x er en linearkombination af V,,...,v,.. At denne frem-
stilling er entydig bestemt folger af, at disse vektorer er li-~
neart uvafhengige (jfr. side III,4,7). Dexr, med er péstanden be-
vist,

| Som specielt tilfelde fas, at hvert maximalsat i et ende~

lig~dimensionalt vektorrum er en basis for rummet, At omvendt

hver basis for et sddant rum er et maximalset, vil vise sig at
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vere en konsekvens af fplgende "udskiftningssatning':

Tad (V,+,L) vere et vilkarligt vekborrum, TqreoesLy vekto~

rer i V og V! det af dem frembragte underrum,., lad endvidere

g1,...,gp vere linemrt uafhengige vektorer i V', Da er p < 4,

0g der findes g = p blandt vektorerne 14,.0.,Zq, som sammen med

31"“’Ep frembringer underrummet V',

Bevis: Ifglge forudsetning er u, som vektor 1 V' en line-
arkombination af 14,.,.,zq. I denne md mindst een af vektorer-
ne zi»optr%de med fra O forskellig koefificient, da u, som vek-
tor i et st linesrt uafhengige er forskellig fra 0, Man kan
tenke sig vektorerne vy nummeret sdledes, at v, har en koeffi-
cient forskellig fra O. Da kan y, fés som en linearkombination
arf £1,ZQ,..,,1q. Men dette medfgrer, at hver vektor x i V! er
en linearkombination af disse vektorer; thi ifelge forudsztning
er x en linearkombination af VqseeerLys 08 deri kan vektoren Y4
erstattes med den linearkombination af 24,12,...,zq, som den i-

folge det sagte er lig med, I szttet 21,..,,zq kan altsé v, er- |

stattes med Yqs uden at det mister egenskaben at frembringe V',

Specielt er altsd U, en linearkombi-

nation af gq,zg,...,zqm I denne md mindst een af vektorerne

VyeeeyW optraede med fra O forskellig koefficient; thi ellers
ville u, og u, vaere linesert athsngige. Lad nummereringen v&re |
valgt sdledes, at dette gelder for Vo« Da kan y, skrives som li-

nearkombination af U. sUsneVosens sV og man ser som for, at dis-
_,,1’=..2’=.,,39 ’“’Q{’ I

se vektorer frembringer V', P4 denne méde fortssttes. Var nu
P > q, ville man fi&4 vektorerne 11""’lq erstattet med &1"“’2q’
og de resterende vektorer gq+1,,..,g ville vere linearkombina-

D
tioner af £49°"’Eq9 hvilket er umuligt, da 24,,..,gp‘er line~
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ert uafhengige. Dermed er sstningen bevist.
e

Udskiftningssstningen har en rakke vigtige konskvenser,

Bt st af vektorer 1 et n~dimensionalt vektorrum er en ba-

sis for rummet, hvis og kun hvis det bestéar af n linesrt uaf—

hengige vektorer,

Bevis: At betingelsen er tilstrakkelig er allerede vist,
idet den udsiger, at szttet er et maximalsaet, At den linesre
uafhaengighed er en nedvendig betingelse, er ligeledes vist, Lad
Tyreens¥y vere en vilkarlig basis for rummet og 34,...,gﬂAet
maximalset. Udskiftningssetningen (anvendt med V! = V) viser da,
at q > n. Men da n er maximaltallet af linesrt uafhengige vek-
torer , kan q ikke vere storre end n. Felgelig er g = n, som
pastiet,

Er M en vilk8rlig delmengde af et vektorrum, vil rg M ve-

re lig med dimensionen af det af M frembragte vektorrum V(M).

Bevis: Br rg M = 00, haves gjensynlig ogsd dim V(M) = &0,
Er rg M = r endelig, vil et maximalsset for M, som vist ovenfor,
vare en basis for V(M), antallet r af vektorer i smttet altsd

ifplge den foreglende setning lig med dim V(M),

Er Upreeoslly linesrt uafhengige vektorer i et n-—dimensio-

nalt vektorrum V, og er p < n, findes der vektorer gp+1,...,gﬁ

i V, s8ledes at sattet u,;,...,u er en basis for V.
._;l ? "“”l’l

Beviss Lad ¥qseee,V, VEre en vilkarlig basis for V. Erstat-
tes visse p af disse vektorer med Ypseeeslys fas ifglge udskifit—
ningssaetningen et set af n vektorer, som frembringer V. Ifolge
den foregdende sstning cer smttets rang lig med rummets dimension
n. De n vektorer, hvoriblandt g1,..o,gﬂy er altsd lineszrt uaf-

hengige og danner derfor en basis af den forlangte art.
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Eksempler:

1) Det geometriske vektorrum (V5,+,R) har dimensionen 33
thi der findes tre linesrt uafhazngige vektorer, nemlig tre vek-
torer, der afsat fra et begyndelsespunkt O ikke ligger i samme
plan, og p& den anden side er hvilkesomhelst fire vektorer 1i-
neert afhengige. Tre linesrt uafhzngige vektorer danner en basis
for rummet, Der findes et og kun eet underrum af dimensionen O,
nemlig det, der kun bestdr af nulvektoren. (Dette gzlder jo for.
hvert vektorrum.) Et underrum i (V3,+,R) har dimensionen 1,
hvis og kun hvis det bestdr af alle vektorer, der afsat fra be-
gyndelsespunktet ligger pd en og samme linie. Enhver fra nul-
vektoren forskellig vektor pd& denne linie danner en basis. Et
underrum har dimensionen 2, hvis og kun hvis det bestdr af alle
vektorer, der afsat fra begyndelsespunktet ligger i en og samme
plan, To linezrt uafh:ngige vektorer i denne plan danner em
basis.

2) For talsmttene
e, = (1,0,0,.04,0,0)

e = (091,0,0049090)

~=2
8,..1=(0,0,0,...,1,0)
En T (0,0,0, “°9Oy1)

og et vilkérligt talsst (a1,...,an) i talrummet (Ln5+,L) gelder

gjensynlig, at
a1§_1 + cco+an§=n:(a,], ) )o
Heraf ses, at hvert talsst er en linearkombination af &qseevsC

)
T

og at en linearkombination af disse talsset kun kan vere nulset-

o -
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tet, ndr alle koefficienter er O. Med andre ord, talsmttene g,
?

veesSy frembringer hele rummet og er lineert uafhengige. De
danner altsd en basis for (L°,+,L)., Dette rum har felgelig di-
mensionen n, hvilket harmonerer med benzvnelscen "det n~dimensi-
onale talrum”,

3) I rummet (LN,+,L) af alle talfplger med elementer fra I,
er hvilkesomhelst endelig mange af felgerne gy = (1,0,05400)y
8o = (04150,004)y « « » linemrt uafhaengige. Men de danner ikke
nogen basis, idet f. eks, folgen (1,1,1,...) ikke kan f4s som
en linearkombination af endelig mange af dem,

4) Polynomierne med reelle (komplekse) koefficienter danner
et underrum i vektorrummet af alle reelle (komplekse) funktioner,
der er definerede i mangden R af alle reelle tal (mengden C af
alle komplekse tal). Polynomierne 1, X, X2, «os danner en Basis
for dette underrum, som altsd har uendelig dimension. Ethvert
polynomium er nemlig ifelge definition en linearkombination af
endelig mange af funktionerne 1, x, X2, coey 08 en sddan linear-
kombination kon kun vere identisk O, nar alle koefficienter er
Q, da jo et egentligt polynomium kun antager vasrdien O for ende-
lig mange verdier af den variable., Polynomierne af hejst n-te
grad danner et underrum, for hvilket funktionerne 1, X, ... ,Xn

danner en basis. Det har altsd dimensionen n + 1.

Der findes uendelig-dimensionale vektorrum med ikke-nume-

rabel bagis




Coe v
et vfé {

1)

b a'[flj

!Z’i !1} /

3)
é/‘u M{; f!

4)

}
J)h ey \ﬁ
¢

@velser til kap, III, 4.

Underszg}om vektorerne 1 de fglgende wektorsset tilherende
de angivne vektorrum er linesrt athsngige, og fremstil i
bekreftende fald en af dem som en linearkombination af de
gvrige:

a) (<1,1), (2,2), (0,3) 1 (%,+,R),

b) (1,1), (141,0), (0,1-1) 1 (8%,+,8).

¢) (1,1,1), (0,2,2), (0,1,3) 1 (R?,+,R).

a) (1,0,1,0), (0,1,0,1), (1,-1,1,~1), (0,0,1,1) i (&*,+,k).

i
I

For hvilke tal t ers

a) vektorerne (1,%t) og (t,1) i (R2,+,R)

b) vektorerne (1,t,0), (+,0,1) oé (O,f,t) i (R3,+,R)
c) de samme vektorer i (63,+,C) ) |

linesrt afhzngige?

Angiv en betingelse, som tallene 8y 4 1= 1,000,
j = iyeeesty0pfylder, hvis og kun hvis vektorerne
(8,11, 0] 9 0 9 ewvoe ,;O),

(8'12, a229 O ’ “ e [ ] O)y

o

°

(a,ln, a2n9 agn 9 [ S 14 am).

i vektorrummet (Ln5+,L) er lineart uafhengige.
!

Vis, at hvis vektorerne 14,12,..°,zp i et vektorrum (V,+,L) |

er lineszrt uafhesngige, vil ogsd vektorerne 7, + av,,

12,...,2?, hvor a betegner et tal fra L, vere lineesrt uaf-

hmngige.
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5) Gelder det, at nar tre vektorer u, v, w i et vektorrum er
l

b/\ L34 ! . . s o
' linesrt uafhsngige, vil ogsé vektorerne v + w, W + u, u + W

vere linesrt uafhengige? Gelder det omvendte?

6) Vis, at to vektorer (X1,X2) og (yq,y2) i (L2,+,L) er line-
bas!
$ ert afhzngige, hvis og kun hvis X4V = Xp¥q = 0.

+




10)
b}’\ tllgj;'

11)

b fﬁﬁ

12)
/JALL;;J‘

13)

!
,{m,m g £

LA L

15)
l\)/w-(/!

(3,0,1,2) og (~1,2,0,-1).
Vektiorerne (1,0,0,0,404)y (0,1,0,0,444)y (0,0,1,0,404)y woe i
rumnmet (RN;+,R) af alle reelle talfglger frembringer et un-

derrum. Hvorledes kan det ses pd en talfelge, om den tilho-

rer dette underrum?

Lad (EZQR),+,R) betegne vektorrummet af alle funktioner
£(t), t€R. Punktionerne 1, cos %, sin t, oosgt, cos t sin %,
sinzt frembringer et underrum., Bestem dettes dimension, o0g

angiv en basis for det.

For hvert reelt tal ¢ og hvert reelt tal a >0 er a oos(t—ﬁ@
en funktion defineret for t&R, Vis, at alle sidanne funk-
tioner af t danner et vektorrum, bestem dettes dimension,

og anglv en basis for det,

Vis, at hwis et underrum V' i et vektorrum V af endelig di-
mension har den samme dimensi%dpn som V, s& er V' =V, Vis
ved angivelse af et eksempel, at dette ikke kan sluttes,

ndr V har uendelig dimension,

Lad V' og V! vere underrum i et endelig-dimensiomalt vektor-
rum V., Idet
dim V = n, dim V' = n', dim V" = n", dim(V'A V") = 7,

skal det vises, at r > n' + n" - n,

(Betragt tilfmldet r = 0 for sig. I tilfmldet r > 0 start

med en basis for v'ryVY,)

Lad Pn betegne vektorrummet af alle polynomier af hgjst n-te

grad af een reel (kompleks) variabel med reelle (komplekse)
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koefficienten., Lad der endvidere vare givett n + 1 indbyrdes
forskellige reelle (komplekse) tal Gty eyt Man betrag-
ter polynomierne

£, (6) = (b=t )e v (bt ) (bt )e e o (8)
for 1 = 0,1,e0syn, (Hvert af disse fremglr altsd af produk-
tet

£(t) = (t=t_)e o (bt )
ved udeladelse af een af faktorerne.)
Vis, at fiﬂt), i\: 0,1ye¢0yn, danner en basis for P_.
Vis, at der findes et og kun eet polynomium af hgjst n-te
grad, som for to;t1,...,tnxantager givne reelle (komplekse)
verdier A s8qseeeyB s 08 angiv dette polynomium (udtrykt

ved ﬁi(t)). (Lagrange's interpolations-formel,)

Bestem polynomiet p(t) af hejst tredie grad, sdledes at
p(-1) = 3, p(0) = 1, p(2) = -1 og p(4) = 2.

Benyt formlen til, at udlede fglgende relationer, der gslder
for vilkarlige indbyrdes forskellige komplekse tal og for

de angivne hele tal m:

n m
z: tl 0 for O <m<mw- 1
i=20 ,

fzﬂij 1 for m = n,.

t

Bestem dimensionen af vektorrummet (3%,+,R), og angiv en

basis for det. (Betragt forst tilfsldet n = 1.)

Vis, at vektorrummet (R,+,Q) har uendelig dimension. (Benyt,

at mengden Q af rationale tal er numerabel, eller opgavens

sidste resultat,)

Hvad betyder det for det reelle tal a, at 1 og a er linesrt
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uafthsngige i dette vektor rum ?

Vis, at 1, V2, ¥3 er linemrt uafhengige i (R,+,Q).

Vis, at log Pys oo ,log Prs hvor p1,...,pn.er indbyrdes
forskellige primtal, er linemrt uafhzngige i (R,+,Q). (Be-
merk, at hvis vektorer i et vektorrum over Q er linexrt af-
hengige, bestar der en egentlig linesr relation med heltal-

lige koefficienter mellem dem.)

Der betragtes kontinuerte reelle funktioner definerede i
intervallet O < x < 1, Bn séddan funktion siges at vare

stykkevis linezr , hvis der findes en inddeling af inter-

vallet, O = tb < t1 < eae < tn = 1, og ferstegradspolynomier

a.x+b., sdledes at
i i

't‘ :L:'],...,l’l,

f(x) = a;x + by for t; , < x i,

WA

e o = R . i = =1 a
aitl + &i_ a1+1t1 b1+1§ 1= 1,00,,0n~1

For n = 1 fis specielt de i hele intervallet linesre funk-

tioner,

Vis, at mengden af stykkevis linemre funktioner f(x) i

f‘w hY
0 <x <1, danner et vektorrum ( fs1,+,R).

For hvert tal t, O st <1

y €r
T < x <
gt(x) _ 0 or 0 =x <t
X -1 for < x <1
en stykkevis lineszr funktion i intervallet 0 < x < 1. Vis,

at funktionerne gt(x), Ozt< 1, sammen med konstanten

£ Y N .
gq(x) = 1 danner en basis For ( fsl,+,R). Dette vil sige,

at der til hver stykkevis linesr funktion f(x) findes et og
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kun eetl talset 0 = to < t1 < e < tn—1 < tn = 1 og et og
kun eet talset Cor Cqs eee s Cpy hvor Cqs sve 3y Cp 4 €T
forskellige fra 0, sdledes at

fi(x) = oogtO(X) + aee F Cngtn(x)'

(Benyt ved beviset for en sddan fremstillings cksistens
induktion efter antallet af ‘knzk' af f(x).)
For hvert t, 0 <t <1, er h(x) = |x - t| ligeledes en
‘stykkevis,linear funktion i intervallet. Vis, at disse
‘funktioner danner en anden basis for (j?g19+!R)9 altsd at
hver stykkevis linesr funktion f(x) har en og kun con frem-
stilling af formen

2(x) =d fx =t | + .00+ x -1,
hvor 0 = to < t1 < 4ee < tn =1 og d1, vos g dn—1 er for-
skellige fra 0., (Fremstil hver funktion gt(x) som en line-

arkombination af fumktioner ht(XL og omvendt,)
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§ 5, Indledning i den affine geometri.

Lad der vere valgt en basis £118p183 for det geometriske
vektorrum (V3,+,R). Hver vektor Zﬁivg har da en og kun een frem-
stilling af formen

Y=g T VeEs t Va8s,
og omvendt er enhver linearkombination af 8198p185 €1 vektor i
V3. Der bestér altsd en enentydig korrespondance mellem vekto-
rerne Ee{VB og talsmttene (v1,v2,v3)€:R3. Denne enentydige af-
bildning af Vy pé %> har folgende egenékaberz P11 summen af to
Vekﬁorér svarer suﬁmen af de tilsvarende talsat, d.v.s. hvis

u (u1,u2,u3), V&> (V1,V2,V3)

vil

U+ v e— (u1 VUt Vp,uy + VB),
Er a et reelt tal, gelder endvidere

ay ¢ (av,,av,,375).

Heraf sluttes let, at der til en linearkombination af geometri-
ske vektorer svarer linearkombinationen med de samme koefficien-
ter af de til vektorerne svarende talszt, og omvendt. Herved
kan underseggelser af det geometriske vektorrum feores tilbage
$11 undersegelser af talrummet R°.

I demme forbindelse kaldes en basis (31,22,25) ogsé for

et koordinatsystem for vektorrummet (V3,+,R) og basisvektorer-

ne g4:8py £ ogsé for dets grundvektorer. Tallene i det til en

vektor svarende talsat er vektorens koordinater. Tilsvarende

kan der i et underrum, som ikke bestdr af nulvektbtoren alene,
velges et koordinatsystem, altsd en basis, der alt efter under-

rummets dimension bestdr af een eller to grundvektorer., Betrag-
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tes kun vektorer péd en given linie, svarer der til hver vektor
“een koordinat, og man har en enentydig afbildning af mengden
af disse vektorer pd talrummet (R,+,R), d.v.s. mengden R af
reelle tal., Betragtes kun vektorer i>en given plan, svafer der
til hver vektor to koordinater, og man har en enentydig afbild-
ning af mengden af disse vektorer pé& talrummet (Rz,+,R).

Som omtalt i den foregdende paragraf (side iII,4;5) fas
en enentydig korrespondance mellem vekbtorrummet V5 og "punkt-
rummet" E3 ved at velge et begyndelsespunkt?!aﬁ:afs&tte alle
vektorer fra O og til hver sddan stedvektor at lade svare dens
endepunkt. Velges desuden et koordinatsystem_gzq,“emz,g.3 for vek-
torrummet V3’ fas en enentydig afbildning af punktrummet E3 pé
talrummet R3 ved til hvert punk?t XéiE3 at lade svare koordinat-
saettet (X1;X2,X3) for stedvektoren 6%. Tallene X 9Kpy Xz kaldes

punktets koordinater i det affine koordinatsystem (eller paral-

lelkoordinatsystemet)~(O;g1,92,g3). Man har altsé

0x +

0X = X184 Xp8p * X383
Tilsvarende forstds ved et affint eller parallel-koordinatsy-
stem i en plan B, et s&t (0331,22), hvor 0 er et vilk&rligt,
fast valgt punkt i B, og €418, er en basis for det underrum i
VS’ som bestér af de med E2 parallelle vektorer, Afsat fra O
er g, 08 &, altsd beliggende i E,, men ikke p& samme linie, og
for hvert punkt Xf.;_E2 haves

-
0K = X e, + X85,

11
hvor X, 08 X, er entydig bestemte reelle tal., Omvendt svarer
der til hvert talpar (X1,X2) et punkt X i planen, Ved et affint
koordinatsystem pd en linie E1 forstis et sat (O3;e), hvor O er

et fast valgt punkt pd linien og e em basis for underrummet i
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V3 bestédende af de med .E1 parallelle vektorer. Afsat fra O er

e altséd en fra O forskellig vektor pd E1, og for hvert punkt

X el, haves

1
6§:X23

hvor det reelle tal x er entydig bestemt. Omvendt svarer der

til hvert reelt tal x et punkt X pd linien. (Sattes P, = 0 og

representeres g‘ved”§;§1, or denne afbildning x —>» X = P dben~

bart den side III, 3, 9 og fwlgende omhandlede afbildning ?9af

R p& mengden af punkter pa& linien,)

| Det er vigtigt at skelne mellem en vektors og et punkts

koordinater. Forskellen gor sig gzldende dels ved overgangen

til et nyt begyndelsespunkt, dels ved translationer af rummet

(planen eller linien).

Lad (0394,32,33) 0g (0'321,22,35) vere to affine koordinat-

systemer med de samme grundvektorer, Er X et vilkarligt punkt,

haves

0% = 00 + 0% = 0% -00",
altsé

X{ =X, = 0y, Xé = X5 = Opy X% = X3 = 03
hvor (01,02,03) og (X1,X2,X3) er koordinatsettene for 0' og X
i det forstnesvante koordinatsystem og (x{,xé,xé) koordinatsattet
for X i det andet. P4 den anden side har en vektors~koordinater
ifelge definition ikke noget med valget af et nulpunkt at gere,
Dette bekraftes ogsd, ndr vektoren tznkes repra:senteret ved et
punktpar. Lad nemlig v vere en vektor med koordinatsattet

—
(V1yV2,V3) i koordinatsystemet (24,22923), og antag, at PQ = V.

Da fés

- e
= 0Q - OP,

—_ g
v = PQ = PO +

——

S
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altsd 1 koordinater

v - Dy i=1,2,3,

i 9
hvor p; 08 4; betegner koordinaterne for henholdsvis P og Q i
koordinatsystemet (0391,32,35). For disse punkters koordinater
p) og q! i systemet (0294,92,35) haves ifwlge ovenstdende
q'i~ pi = q;~ Py i overensstemmelse med at vektorens koordina-
ter ikke kan afhsnge af valget af nulpunktet. Er altsd et affint
koordinatsystem (0391,52,35) valgt, kan en vektors koordinater
1 koordinatsystemet (31,32,23) fés som differcnserne mellem ko=
ordinaterne for endepunktet og begyndelsespunktet af et vilkdr-
ligt punktpar, der reprezsenterer vektoren,

Lad der vere valgt et affint koordinatsystem (0;31,92,§3)¥
i rummet E3. Lad t vere en translation og a den til denne sva-—
rende vektor. Por det til et vilkadrligt punkt X svarende punkt
% = t(X) haves da

0% = 0X + XX = 0X + a,
altsd i koordinater (med nsrliggende betegnelser)
&i iéxi +oag, i=1,2,3,

Er v en vektor og PQ et punktpar, der reprasenterer den, vil
punktparret-gg, hvor P = £(P) og Q = t(Q), representere den sam-
me vektor, Dette kan sluttes let af translationernes egenskaber.

==
Men det fglger ogsd umiddelbart af, at den ved PO reprezsentere-

de vektor har koordinaterne

~

a; =Py =ay *a; - (py+ay) = ay - py, 1=1,2,3.
En vektors koordinater @sndres altsad ikke ved en translation af
rummet,

Lad 1 vere en linie i rummet, A et fast valgt punkt pd 1

og v + 0 en med 1 parallel vektor. Er da X et vilkarligt punkt
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-~
pd 1, findes der et reclt tal t, sdledes at AX = tv. Omvendt
vil vektoren tv for et vilkarligt reelt tal t afsat fra A ende
i et punkt X pd 1. For stedvektoren til X ud fra et fast valgt
nulpunkt O haves

-_

0X =0A + tv, t € R,
og nir t gennemlgber alle reelle tal, vil X gennemlgbe 1 pé en
‘séddan made, at hvert punkf P& 1 kommer med en og kun een gang.

Man siger, at der foreligger en linesr parameterfremstilling

af 1. Betegnes koordinatsattene for punkterne X og A i et affint
koordinatsystem (0;21,32,33) og for vektoren v i koordinatsyste-
met (g4,22,33) med henholdsvis (X1;X2,X3), (a1,a2,a3) 0g
(v1,v2,v3), fas
X = ay * oV, teR, i =1,2,3,

Man kan opfatte (A;v) som et affint koordinatsystem pd linien
1, hvor altesd A er nulpunktet, v grundvektoren og t koordinaten
til punktet X.

Omvendt, er der valgt et affint koordinatsystem i rummet
By, 0g er der givet to talsat (a1,a2,a3) 0g (v1,v2,v3) + (0,0,0),
vil msngden af de punkter, hvis koordinater er X = 8y + tvi,
hvor t& R, vere en ret linie, nemlig den, der er parallel med
vektoren‘med koordinaterne v, 08 gdr gennem punktet med koordi-
naterne 8

Med parameteren t fortolket som tiden angiver parameter-—
fremstillingen en javn bevagelse af punktet X pd linien, idet
6% for hvert tidspunkt t er stedvektoren til det sted, hvor
punktet befinder sig til dette tidspunkt. Bevzgelsens hastig-
hedsvektor er v.

Er en linie 1 bestemt ved to forskellige punkter A og B
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—
pd den, vil AB reprmsentere en fra nulvektoren forskellig vektor

parallel med 1, og man har derfor parameterfremstillingen

—5 —
0X = OA + tAB,
som med betegnelserne X = 6%, a = Bf‘og b = 63
kan skrives
x = (1-%t)a + th, t€R,
eller i koordinater
X, = (1—t)ai+ th,, t€R, 1 =1,2,3.

Indskrenkes t til intervallet O <t <1, fremkommer mengden af
punkter mellem A og B, altsd det "&bne liniestykke" ]A,B[. For
0 <t <1 fas det "afsluttede liniestykke" [A,Bl. For t>0 fés
den "abne halvlinie" ud fra A i retningen mod B, d.,v.s. mzngden
af punkter X pad 1, for hvilke K§ & Eﬁi For t<0 fas den modsat
rettede halvlinie, .som bestdr af de punkter X, for hvilke Eglé Kg.
Tages verdien t = 0 og dermed punktet A med, fés de tilsvarende
"afsluttede halvliinier". Mere alment gmlder det, at ndr t gennem-
lober et interval, vil punktet X gennemlsbe et liniestykke pd 1
eller en halvlinie, efter som intervallet er begrenset eller en-—
sidigt ubegrsnset.

-y
Er A og B forskellige punkter, siges et punkt P at dele AB

i forholdet f, hvor feR, hvis

¥ —
AP = fBP,
(Dermed er tillige bragt til udtryk, at P er et punkt pa& 1i(A,B).)

Er P det ved

-y — ey
OP = (1-t)0A + t0B, t €R,

bestemte punkt pd 1i(4,B), haves

e e >

AP = OP - 0A + (0B - OA) =tAB,
e i —
(£-1) (0B - 0A) = (t-1)AB.

il

—~ -3 >
BP = OP - OB

il

For t # 1 fas heraf, at
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AP = —— BP,
t-1 —

Hvert fra B forskelligt punkt P p& 1i(A,B) deler altséd AB i et
bestemt forhold, og er t den til P svarende parametervardi ved
den valgte parameterfremstilling, er delingsforholdet f = t/(t-1)
Punkterne mellem A og B, som jo fas for 0<% <ljde1er i et nega-
tivt forhold, punktet A deler i forholdet O, og punkterne uden
for liniestykket [A,Bj, som fé&s for t <0 og for t>»1,deler i et
positivt forhold. Der findes et og kun eet punkt P pd linien,

—
der deler AB i et givet forhold f # 1, nemlig det til parameter—

verdien t = f£/(f-1) svarende. For dette punkts stedvektor fis

0B = ==L 0& + == 0B
f-1 -1
og for dets koordinater
fbi - a;

Py = TF T i=1,2,5,

hvor a; og bi betegner koordinaterne til A og B. For f = -1 fés

midtpunktet af liniestykket [4,B].

Lad x = a + su, s¢R, og y = b + tv, te R, vere parameter-
fremstillinger for to linier 1 og m i rummmet. Her er u og v fra
O forskellige vektorer, a,x og b,y er stedvektorer til punkter
p& henholdsvis 1 og m, a og b til givne og x og y til variable.
Liniernes indbyrdes beliggenhed kan bestemmes pd felgende made:

1) Linierne 1 og m er parallelle, hvis og kun hvis u og ¥
er linexrt afhsngige.

2) Linierne 1 og m sksrer hinanden, hvis og kun hvis vekto-
rerne b - a, u 0og v er linemrt afhzngige, men u og v linezrt u-
afhzngige.

3) Linierne 1 og m er vindsksve, hvis og kun hvis vektorer-
ne b - a, u og v er linesrt uafhzngige.

I tilfeldene 1) og 2) ligger linierne i samme plan. Nedven-

dig og tilstrskkelig herfor er, at vektorerne b - a, u og v er



linemrt afhzngige. At finde skseringspunktet i tilfmldet 2) gir
ud pd at bestemme tallene s og t slledes, at a + su = b + tv,

altséd

o

- a-su+ %y = 0.
Da b - a, u og v er linesgrt afhengige, findes der tal qubwg som
ikke alle er O, for hvilke
Alb-2) +pu + vy = 0,

og her er A # 0, da u og v er linewrt uafhsngige. Multipliceres
med 1/4 , ses, at s = =4/A og t = V/A tilfredsstiller kravet., At
s og t er entydig bestemte (i overensstemmelse med, at linierne
kun har eet punkt felles) felger af, at u og v er linesrt uafhsn-
gige (jfr., side III, 4, 13-14). Opskrives ovenstéende vektorlig-
ning i koordinater, ses at opgaven gdr ud pad at legse et system
af tre (almindeligvis) inhomogene linesre lignihger med de to u-
bekendte s og t.

Lad % vere en plan i1 rummet, A et fast valgt punkt i i 0g
v’ og v" to linesmrt uafhsngige vektorer, der er parallelle med
97 . Er da X et vilkdrligt punkt i # , findes der reelle tal t’
og t", sdledes at X§ = t'v’ + t"vy", Omvendt vil vektoren t’v’+t"v"
afsat fra A ende i et punkt X pd 1. For stedvektoren til X ud fra
et fast valgt nulpunkt O haves

0X = Oh + t'v* + t"v", (%',t")€R?,

og ndr (t’,t") gennemlober hele talrummet Rz, vil X gennemlgbe 7
pé& en saddan made, at hvert punkt i 77 kommer med en og kun een

gang. Man siger, at der foreligger en linesr parameterfremstilling

af ?7} Betegnes koordinatssttene for punkterne X og A i et affint
koordinatsystem (0;91,92,23) og for vektorerne v’ og v" i koor-
dinatsystemet (§1,92,§3) med henholdsvis (Xl,Xe,XB), (al’a2’33)’

(vi,vé,v%) og (v",vg,v%)}fés
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2 .
x; =a; + v+ vl (t',t") € R, i =1,2,3,
Man kan opfatte (A3Z;Z") som et affint koordinatsystem i planen

.

Omvendt, er der valgt et affint koordinatsystem i rummet,
og er der givet et talszt (a1,a2,a3) samt to linexrt uafhengige
talset (vi,vé,v') 0g (v?,vg,vg), vil mengden af de punkter, hvis

3
koodinater er Xy = ay + t'vi + t"vg, hvor (t‘,t")e‘Rz, vaere en
plan, nemlig den, der gar gennem punktet med koordiﬁaterne ay
og er parallel med vektorerne med koordinaterne v{ og vg.
Er en plan 3; bestemt ved tre punkter A,B og C, som ikke
ligger p& samme linie, vil K% og K% representere to linezrt u-
afhsngige vektorer parallelle med ?7, og man har derfor parame-

terfremstillingen

—ty — —
0X = OA + t'AB + tYAC,

som med betegnelserne x = 6§9 a = Bi, b = 63; c = 68 og t =
1 -~ t' - t" kan skrives

x = ta + t'h + tlc, t 4+t + " =1,
eller i koordinater

X, = ta; + t'h; + t"ci, t 4+t + " = 1.
Her gennemlgber (4,t',t") alle de talsst i RB, for hvilke
t+ t' + t" = 1, Den overskydende parameter‘t, ved hvis indfeo~
relse der opnds sterre symmetri, kan naturligvis elimineres igen
ved hjelp af den sidstnsvnte ligning.

Iad x = a + su, seR, vere en parameterfremstilling for en

linie 1 og y = b + H'v! . thy (t',4") @R°, en parameterfrem-
stilling for en plan ?; « Linien 1 exr paréllel med planen, hvis

og kun hvis u er en linearkombination af v' og v". Idet disse

to vektorer er lineasrt uafhangige, er dette ensbetydende med,
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at u,v',v" er lineszrt afhengige. Nir og kun ndr desuden a - b
er en linearkombination af v' og v", altsd a - b,v',v" linesrt
athengige, ligger 1 i ¥’ ., Er dette tilfwldet, og er u =
uv' + u'v", a~b = a'v' + a"v", vil 1 i koordinatsystemet
(B;v',v"), hvor OB = b, have parameterfremstillingen

t' = a' + su', t" = a + su", s e R,
Linien 1 og planen # sk®rer hinanden, hvis og kun hvis u,v',v"
er linesrt uafhsngige, &t finde skeringspunktet gdr ud pé at
bestemme tallene s,t',t" siledes, at

-su + bty + v = a-b,
Der findes netop &t talsat (-s,t',t"), som opfylder denne ligw—
ning, idet u,v'v" danner em basis for wektorrummet (V3,+,R).
Opskrives vektorligningen i koordinater, fés et systemtaf’tre
(almindeligvis) inhomogene linezre ligninger med de ubekendte
s,t',t"", Dette system vides at have en og kun een lesning. Det

er klart, at det er tilstrekkeligt at beregne s.

En punktmengde K € E3 siges at vere konveks, hvis det for
hvilkesomhelst to punkter tilherende K gelder, at ogsd hele det
liniestykke, som forbinder dem, tilhesrer K. Er der valgt et be~
gyndelsespunkt 0, og fastlmgges punkterne ved deres stedvekto~
rer, kan denne definition ogsd formuleres sdledes: Er x og ¥y
stedvektorer til punkter i K, skal ogs& punkterne med stedvek-~
torerne (1-8)x + @y for 0 < 6 < 1 tilhgre K. Idet vi tillader
os skrivemdden x € K flor at udtrykke, at det punkt, hvis stedvek-
tor er x, tilhegrer K, kan definitionen kort skrives

%{g,x(o <@ <1 = (1-0)x + 6y ¢K).

(Bemerk, at den indferte skrivem8de kun har en mening for sted—
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vektorer ud fra et fast valgt nulpunkt,)

En mengde, der kun bestidr af eet punkt, regnes ogsd til de
konvekse. Det ses let, at hvert liniestykke (&bent, "halwdbent"
eller afsluttet), hver (&4ben eller afsluttet) halvlinie og hver
linie er en konveks mengde. Andre konvekse delmzngder af en 1li-
nie findes ikke, Endvidere er plamerne og naturligvis hele rum-—
met konvekse mzngder, Flere eksempler vil blive omtalt nedenfor,

Det folger umiddelbart af definitionen, at fzllesmengden

for en vilkdrlig mengde af konvekse mengder er en konvekse meng—

de, sdfremt den ikke er tom, Dette muligger folgende definitions

Ved en ikke tom punktmangdes konvekse hylster forstis flal-

lesmengden for alle konvekse mengder, som indeholder den, Er M
den givne punktmengde, betegnes dens konvekse hylster med konv U
Dette kan siges at vare den "mindste" konvekse mzngde, som in-
deholder M, idet det er indeholdt i enhver anden konveks meng-—

de, som indeholder M, Det er klart, at M' C M medferer, at

konv M' € konv M.

I fysikken har man ofte anledning #il at betragte punkter
til hvilke der er knyttet tal, S&ledes er en partikel, altséd
et legeme, der (i den pageldende undersegelse) kan betragtes
som meget lille, karakteriseret ved angivelsen af dens sted,
idealiseret til et punkt, og dens masse, altséd et positivt tal,
En "punktformet" elektrisk ladning er karakteriseret ved dens
sted, idealiseret til et punkt, og ladningens sterrelse, altsé

et reelt tal, Det til et punkt X knyttede ta&.$ kaldes i reg-—

len en skalar og siges at vere bundet til X, Ved et skalarsystem

forstds en endelig mengde (X1,ﬁ1),...,(Xr,g%) af punkter
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. - "?1

X1,,,¢,Xn,med til disse budne skalarer ﬁﬂ""’f&f Det forudszt-
tes 1 det folgende, at

ﬁ:§wh“ﬂ§+o,
Er der ("llagt ct begyndelsespunkt O, bestemmes ved

0X = E (ivl,]OX,]“*'ot-"'ﬁrO?r)
et punkt X, som er uafhengigt af dette valg. Dette sidste beror
pé&, at stedvektoren til X er en linearkombination med koeffici-
entsummen 1 af stedvektorerne til de givne punkter. Man har nem-

lig for et amdet begyndelsespunkt O!

%L(ﬁ167§1+...+ﬁiO'Xr)
= -g-;u(m(o'o + OX’?)+...+,L&I,(6'73 + 0X_))

Det s&ledes bestemte punkt X kaldes skalarsystemets midtpunkt

eller, ndr det drejer sig om et system af partikler med masser-

ne %H,...,g%, partikelsystemets massemidtpunkt eller tyngdepunkt
Den sidstnzvnte benmvnelse vil blive brugt i det folgende, nar
skalarerne er sterre end eller lig med O (og felgelig kan for=-
tolkes som masser),

Et skalarsystems midtpunkt sndres gjensynligt ikke, ndr al-
le skalarer multipliceres med et og samme fra O forskellige tal,
Specielt kan man multiplicere dem med 1/%" Derefter bliver deres
sum lig med 1. Man kan altsd ved bestemmelse af midtpunkter i
forvejen antage at skalarsummen er lig med 1, hvilket ofte med-
feorer forenklinger.

For et Skalarsystem;{(X1,ﬁ1),(X2,ﬁ2)}; hvor X, + X5yt L 0,

er midtpunktet X, bestemt ved

(25

1 it ad
0xX, +

Rty Tty T

EWN
0X =
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et punkt pa li(X yX,) og deler X1 i forholdet ".!“2/&‘1' For
i = O haves X = X10 Er e 2 0, Ho 2 0, ﬁﬁ + oy > O, vil X lig-
ge pd liniestykket EX1,X2?. Tyngdepunktet for to partikler lig-
ger altsd pé& liniestykket, der forbinder dem,

{ a‘ . . .

B {(Kyap)yeees Gprn)fs fben sty = (U1 0, o
{(Y1,ﬁ1),...,(Ys,Vé)§, Viteaot vy =¥ + 0, to skalarsystemer med
midtpunkterne X og Y, og er t{+‘v * O, vil skalarsystemedt

‘1(X19{t )}*-0;( :Lr) (Y yV»])yov-y(Y )}
have midtpunktet 2 bestemt ved

0Z = ﬁ*” Q§OX +H?OY)
Dette sluttes let af midtpunktets definition.

Tyngdepunktet X for et skalarsystem med positive skalarer

tilherer det konvekse hylster af mengden afl systemets punkter,

(Dette gmlder ogsd, ndr skalarerne blot vides at vere ikke-nega-—
tive, idet punkter, hvis tilhegrende skalarer er O, kan udelades
uden at tyngdepunktet andres,)

Bevis (ved induktion efter antal af punkter i systemet):
Bestdr systemet kun af eet punkt XT’ er tyngdepunktet identisk
med X1, og det samme gzlder for det konvekse hylster., Antag, at
setningen gelder for alle skalarsystemer med r-1 punkter, hvor

r > 1, og lad der vere givet et skalarsystemf{(X1,gj),...,(xr2ﬁry

hvorféi >0, 1 =1,404,7. Er X systemets tyngdepunkt og X' tyng-

depunktet af det delsystem, som fis ved at udelade <X1’Eﬂ)’ vil

X ifelge ovenstéende vere tyngdepunktet af systemet

{(X1,%1),(X',ﬁj) , hvor yﬂ = §2+...+?f. Af antagelsen folger,
X' konv §X2,...,Xr§r ¢ konv §X1,..,,Xr3.

Da ogsé X1é konv iX1""’Xr§’ og X ligger p& liniestykket

§X1X'}, fplger pastanden for det betragtede system med r punkter,



Der gzlder omvendt, at hvert punkt X i det konvekse hylster
af en endelig punktmengde {X1,...,Xr3‘er tyngdepunkt for et ska-
larsystem %(X1’§1>”"’(Xr’ﬁr)%’ hvor f; > 0, 1 = 1,.44,T, 08
g1+.,.+gr = 1, Sammen med den foregdende smtning udsiger dette,

at mengden af tyngdepunkter for de skalarsystemer, der fas ved

til punkterne X1""Xr at knytte alle mulige ikke-negative ska-

larer med summen 1, er identisk med konv {XT""Xr}'

Bevis: Mengden T af disse tyngdepunkter indeholder punkter-~

ne X1,...,Xr; thi hvert af dem fés ved at knytte 1 til det og

0 til de gvrige., Endvidere er T konveks, Lr nemlig X og Y to

tyngdepunkter bestemt ved

. sy —

OX = (10Xt ee ot 0% s flqtesette = 1)
oY 5%, + 4 0ot Y OX Fovuty, =1
Y = \4;10 1 so vr 1,,9, 3}1 4 e yr" 9

og er 0 <0 <1, flds ved multiplikation af den ferste vektorlig-
ning med 1-8, af den andcn med @ og pédfelgende addition
e g
(1-8)0X + @0y
sl ’ e B
= ((1-8)y,+0 V1)OX1+,..+((1—@)ﬁr+9\%)OXr.
Idet koefficicnterne (1—@)?3 + @yi er storre end eller lig med
0 (da by Z 0 og ¥, = 0) og har summen 1, viser denne ligning,
at det vilkarlige punkt p& liniestykket [X,Yj med stedvektoren
(1-0)0X + 80Y er et tyngdepunkt af den betragtede art., Idet T
altsd en konveks og indeholder §X1"“’Xr3’ gelder
konv iX1""’Xr% € T. P4 den anden side folger T ¢

konv %X1,...,Xr% af den foregdende satning., Dermed er pastanden

bevist,
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Den omtalte parameterfremstilling for en linie bestemt ved
to forskellige punkter A og B kan fortolkes sdledes: Mmngden af
midtpunkter af skalarsystemer {(A,l),(B,P)}, hvor (A,y)&;RZ 0g
A-+tb,# 0, er 1i(A,B). Underkastes skalarerne betingelsen A + =
1, vil hvert punkt pd linien vere midtpunkt af netop eet sidant
skalarsystem (idet der da findes et og kun eet tal t, for hvil-

ket X=1-t og @=1t). For X2 0, y O f&s liniestykket [4,B]

i overensstemmelse med, at dette er konv{A,B}.

Parameterfremstillingen for en plan bestemt ved tre punkter
A,B,C, som ikke ligger pa& samme linie, kan fortolkes tilsvaren-
de: Mmngden af midtpunkter af skalarsystemer {(A,A),(B,ﬁ),(C,v)},
hvor (A, v) € R 08 A+pm +V # 0, er pl(A,B,C). Underkastes
skalarerne betingelsen.,l+-y +¥ =1, vil hvert punkt i planen
vere midtpunkt af netop eet sddant skalarsystem. For A ¥ o,taggg

v > 0 fés konv{A,B,C}, trekanten ABC. Betegnes stedvektorerne
for A,B,C og X ud fra et nulpunkt O med a,b,c og x, har man fol-
gelig parameterfremstillingen

X = Aa +Hb + Ve, A20, uz0, vz0, At p+ v=l,
for trekantskiven. Ligger punkterne A,B,C pd samme linie, frem-
stilles herved det mindste liniestykke, som indeholder dem.

Lad der vsmre givet fire punkter A,B,C,D, som ikke ligger i
samme plan, og lad a,b,c,d betegne deres stedvektorer ud fra et
nulpunkt O. Vektorerne b - a,c - a og d - a2 er da line=rt uafhzn-
gige. Betegner x stedvektoren til et vilkarligt punkt X, vil fpl-
gelig x - a vare en linearkombination af disse tre vektorer:

x - a=b-a) + vie-a) + ¢ld-a),
hvor koefficienterne er entydig bestemte. Heraf fés
x= Aa+ub+ ve+ g d,
hvor A= 1 - - vV - § , altséd
A+ ﬁ,+’y +¢ =1
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Dette viser, at hvert punkt i rummet er midtpunkt af et skalar-
system {(A,l&,(B,&),(C,v),(D,g)}, og kun af eet med skalarsummen
1. Underkastes skalarene betingelserne A > O, tLg o,v 20, ?,z 0,
fés konv{A,B,C,D}, tetraedret ABCD., Ligger punkterne A,B,C,D i
samme plan, men ikke pa samme linie, fis en firkants- eller tre-
kantsskive,

Lad der vere givet et punkt A med stedvektoren a samt to
(tre) linemrt uafhzngige vektorer v og v’ (v,v’ og y"). Mmngden
af punkter X, hvis stedvektorer x er givet ved

X=a+ty+ Py (+t"y"), 0<t<1,0g%” £2,(0Lt"<1),

er parallelogrammet (parallelepipedet), som udspwndes af de fra

A afsatte vektorer v og v’ (v,v’ og ¥v"). paralllelogrammets vin-

kelspidser (parallelepipedets hjernespidser) er punkterne med

103
+
<
©
+
4“
o
0q
Ay
+
<
+
i<
o
®
o)
-
oy
o
o]
I
+
<

stedvektorerne a,

*+v'oga+ v+ v +y"), Parallelogrammets

— —

a+yv+y'a+

<

sider fas ved at smtte en af parametrene t,t’ konstant lig med
0 eller 1 (parallelepipedets sideflader og kanter fas ved at st~
te henholdsvis en eller to af parametrene lig med O eller 1).
Parallelogrammet (parallelepipedet) er det konvekse hylster af
mengden bestiende af vinkelspidserne (hjernespidserne). Parallelo-
grammet (parallelepipedet) er nemlig indeholdt i dette konvekse
hylster, idet dette gwlder for siderne (sidefladerne))og hvert
af parallelogrammets (parallelepipedets) punkter ses at ligge pé
et liniestykke, hvis endepunkter tilherer sider (sideflader).
Endvidere er parallelogrammet (parallelepipedet) en konveks punkt-
mzngde (ov. 13) og felgelig identisk med det konvekse hylster,

Er der valgt et affint koordinatsystem (0;91,22) i planen,
og er et parallelograms sider, altsd vektorerne v og v’, paral-

lelle med henholdsvis g, og &,, vil koordinatsmttene (Xl,X2) for
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parallelogrammets punkter udgere det ved ulighederne

aq < Xy <aqg + vy, as < X, < a+ Vé
bestemte interval i talrummet Rz, idet koordinatszttene for vek-
torerne a,v,v’ er betegnet med henholdsvis (al,ag),(vl,o),(o,vé)
og det er antaget, at v, o8 vé er positive (ellers skal visse
eller alle ulighedstegn vendes). Tilsvarende gmlder det, at hvis
eﬁparallelepipeds kanter er parallelle med grundvektorerne 1 et
affint koordinatsystem i rummet, vil koordinatssttene for paral-

lelepipedets punkter udgere et interval i talrummet RB.

Rettelser:
Side III, 4, 12 nederst., I ligningssystemet (ih) les Y19Tpseees¥,
i stedet for Xy9pXoseeasX e
Side III, 4, ov, 5-8, linie 2, l®s u + v 1 stedet for u + w,
Side III, 4, ev. 9-15, linie 2, l®s (0,1,0,0,...) i stedet for
( ,1,0,0,...). \
Side III, 4, ov. 15-17, linie 7 f.n. I bregkens nzvner lss
£,(t,) 1 stedet for £(t,).
Side III, 4, ov. 18. I sidste linie kan '"og omvendt" stryges.
Side III, 5, eov. 19-20. Efter linie 4 tilfej "eller er indbyrdes

parallelle™,
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1)

3)

4)

@gvelser til kap., III, 5.

I planen E2 tankes valgt et affint koordinatsystem (O;gl,gg)m
Angiv en parameterfremstilling for linien l1 genmem punktet
med koordinatsettet (3,2) og parallel med vektoren med ko-
ordinatssttet (-1,-2), for linien 12 gennem punkterne med
koordinatsattene (0,-1) og (-2,1) og for linien 13 gennem
punkterne med koordinatssttene (2,4) og (0,0). Bestem lini-—
ernes indbyrdes beliggenhed, og find eventuelle skarings-—
punkters koordinatset. (Tegn en figur - med et koordinatsy-

stem, som ikke netop er et szdvenligt retvinklet.)

I rummet E3 tenkes valgt et affint koordinatsystem

(03e,5e,565). Undersgg, om linierne givet ved parameterfrem-
84120183 ’

stillingerne
x1=5+s y1=3
X, = -2 - 8 0g Yo = 2 + 2%
Xy = -1 + s V3 = -1 + 2%

skerer hinanden, og bestem i bekreftende fald koordinatset-

tet for skeringspunktet.

Med P,Q,R betegnes midtpunkterne af siderne BC,CA,AB i en

i
trekant ABC. Vis, at AP + BQ + CR = Q.

Iad A,B,C,D vere fire indbyrdes forskellige punkter i rum-—
met, og lad P,Q,R,S betegne midtpunkterne af henholdsvis
ey = fK , . ~ 3
AB,BC,CD,DA, Vis ved regning med vektorer, at PQ = SR og

=y
QR = PS.

To punkter A og B i planen E2 har i et affint koordinatsy-
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6)

7)

stem koordinatsattene (5,2) og (-1,-1). Find koordinatset-
—>
tene for de punkter P og Q, som deler AB i forholdene -3

—
og 3. Bestem dernszst de forhold, hvori A og B deler PQ.

Lad A,B,P,Q vere indbyrdes forskellige punkbter pd en linie

N

g
B Punktparret PQ siges at dele punktparret AB harmonisk,

10
-~
hvis P og Q deler AB i numerisk lige store, men modsatte
—
forhold, altsi hvis der findes et tal f, sdledes at AP =
) — -
f BP og Ka = - £ BQ, Bemgrk, at hvis dette er tilfzldet,
—p —e

vil ogsd QP dele Kﬁ harmonisk, og vis, at Kﬁ deler PQ har-
monisk og angiv de +tilherende delingsforlold, Idet de to
y aktpar felgelig kan bytte rolle og det ikke kommer an pa

punkternes rekkefelge i de enkelte par, siges punktparrene

A,B og P,Q at vere harmonisk forbundne.

Vis, at der til indbyrdes forskellige punkter A,B,P, hvor

P ikke er midtpunktet af.zg, findes et og kun eet punkt Q,
sdledes at A,B og P,Q er harmonisk forbundne.

Lad punkterne A,B,P,Q have koordinaterne a,b,pq i et affint
koordinatsystem (O;e) p& linien. Vis, at punktparrene A,B
og P,Q er harmoniske forbundne, hvis og kun hvis tallene
a,bpdq er indbyrdes forskellige og

2(ab+pg) - (a+b)(p+tg) = 0.

Lad 0,A,B vere punkter, som ikke ligger pd samme linie, og
lad pumktet C vere bestemt ved Kg = 6%. Punktet D antages
at dele K% i forholdet f. Angiv de verdier af f, for hvilke
1i(0,D) og 1i(A,B) sksrer hinanden. For en s3dan verdi af
f betegnes disse liniers skaringspunkt med E. Find 6% og

— — —t .
OE, udtrykt ved a = OA, b = OB og f, samt det forhold, hvori
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E deler &ﬁ.

8) Med a,b,c betegnes stedvektorerne til en trekants vimkel-
spidser. Angiv parameterfremstillinger for trekantens medi-
aner, og vis, at disses skeringspunkt er punktet med sted-
vektoren %(gigfg).

Med a,b,c,d hetegnes stedvektorerne til et tetraeders hjer-
nespidser, Angiv parameterfremstillinger for de liniestyk-
ker, som hvert forbinder to modstdende kanters midtpunkter,
og for de liniestykker, som hvert forbinder en hjernespids
med medianernes sksringspunkt i den modstdende sideflade,
Angiv stedvektoren til et punkt, som ligger pd alle disse

liniestykker og bestem de forhold, hvori det deler dem.

9) I rummet tenkes valgt et affint koordinatsystem. Der er gi-

vet et punkt (2,-1,3%) samt to linier med parameterfremstil-

lingerne
X,'=1+S y1=2~2'b
X, = s 0g Vo = 0
Xz = -1 + 8 V5 = t.

Angiv en parameterfremstilling for planen, der gdr gennem:
det givne punkt og den ferstnevate linie,
Angiv en parameterfremstilling for linien, der gir gennem

det givne punkt og skarer begge de givne linier,

10) Lad der vere givet to windsksve linier 1 og m samt et tal
—
f 4 0,1. Man betragter alle liniestykker PQ, som forbinder
et punkt P pad 1 med et punkt Q pd m. Bestem mengden af (det

geometriske sted for) de punkter, der deler disse liniestyk-



Mat.1, 1960=61 AG III, 5, ov. 10=15

11)

12)

13)

14)

15)

ker i florholdet f£. (Benyt vektorielle parameterfremstillin-

ger for linierne.)

Vis, at en nedvendig og tilstrakkelig betingelse for, at tre
punkter ligger pd ret linie, er, at der bestdr en egentlig
linezr relation med koefficientsummen O mellem deres sted-
vektorer ud fra et vilkdrligt valgt nulpunkt.

Formuler og bevis en analog hetingelse for, at fire punkter

ligger i en plan,

Lad to planer vere givet ved parameterfremstillingerne X =
a+ s'u+ s"u"ogy=>b+ t'v' + thv", Angiv 1 form af ud-
sagn om lineamre afhsngigheder eller uafhangigheder mellem

de givne vektorer a,b,u',u",v',v" en nedvendig og tilstrzk-
kelig betingelse for, at 1) planerne skxrer hinanden, 2) fal-

der sammen.

Bevis den i..teksten fremsatte péstand, at parallelogrammer

og parallelepipeder er konvekse punktmengder,

Overfeor definitionen pd konveks punktmengde til det n-dimen-—
sionale talrum R".
Vis for hver af de fglgende uligheder, at mengden af de tal-

s®t (X1,...,xn)gl§a; som tilfredsstiller den, er konveks:

g et lx ) <
maX§X1,..,,Xn§ <,
2 2 2
<r.

X, FtaestX
1 T n

Her betegner r et givet positivt tal,

En punktmengde S g E3 siges at vere stjerneformet med hensyn
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16)

17)

18)

19)
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til et punkt A, hvis det for hvert punkt Xe& S gmlder, at
hele liniestykket {A,X] tilherer S. Vis, at mengden af de
punkter, med hensyn til hvilke en mengde S er stjerneformet,

er konveks, hvis den ikke er tom.

Afset fire (fem) punkter. i planen og konstruer tyngdepunktet

for skalarsystemet bestlende af disse punkter med skalaren

1 knyttet til hvert af dem,

Til en trekants vinkelspidser knyttes som skalarer de mod=-
siders

stéendéfiwngder. Angiv skalarsystemets tyngdepunkt.

Seg et analogt resultat flor et tetraeder.,

(Benyt fra gymnasiet kendte elementargeometriske smtninger.)

Angiv skalarer, som knyttet til en trekants vinkelspidser
udger et skalarsystem, hvis midtpunkt er 1) hegjdernes ske~
ringspunkt, 2) den omskrevne cirkels centrum. (Benyt trigo-

nometri,)

Lad ABC vare en trekant og P et punkt i dennes plan, som ik-
ke ligger pé nogen af linierne 1i(B,C), 1i(C,A), 1i(A,B).
Skeringspunktet mellem 1i(A,P) og 1i(B,C), mellem 1i(B,P)
og 1i(C,A) og mellem 1i(C,P) og 1i(A,B) betegnes med hen~
holdsvis A',B' og C', Er da f,g og h de forhold, hvori A'

e — —
deler BC, B' deler CA og C!' deler AB, gzlder fgh = ~1.

(Ceva's smtning.) (Benyt, at P er midtpunktet af et skalar-—

system, som fés ved at knytte passende skalarer til A,B og

C.)

Bevis ogsd den omvendte setning: Er ABC en trekant, og lig-
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20)

ger punkterne A',B' og C' pd henholdsvis 1i(B,C), 1i(C,4A)

og 1i(A,B) s&ledes, at produktet af de tre forhold, hvori
3 > —3

A', B' og C' deler henholdsvis BC,CA og AB, er lig med -1,

s8 vil 1i(A,A'), 1i(B,B') og 1i(C,C') g8 gennem samme punkt.

Lad {(X1’ﬁq)""’(xfﬂﬁ%{} vere et skalarsystem med et midt-
et

punkt X. Iad der endvidere vare givet en plan // og en linie
(“‘-/

p, som sksrer !, Idet X1y eee,X] betegner projektionerne af
o

XygeensX, p& // i retningen p, skal det vises, at midtpunk-

tet X' af skalarsystemet [(X%,ﬁﬁ),..,,(Xfﬁp%f} fés ved at

o
projicere X p& / i retningen p. (Benyt f.cks., et passende

affint koordinatsystem,)
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§ 6, Koordinattransformationer. Matricer,

Lad (V,+,L) vere et vektorrum af den endelige dimension n.
Er <§4"°"§n) en basig for rummet, svarer der til hver vektor
veV et talswt (v1,...,vn) og omvendt til hvert sddant talswmt en

vektor v, sédledes at

T o= V&g tes etV 8

Tallene V1""’Vn kaldes vektorens koordinater i koordinatsyste-
met eller med hensyn til basen (§1,...,§n). For denne enentydige
korrespondance mellem (V,+,L) og talrummet (L,+,I) gwlder sjen-
synlig, at hvis

u > (uq,...,un), v é—%&(va,...,vn)
og a €L, sa vil

U+ ¥ ey (W+v 00, u4v, ), -8y <> (avy...,av,).

Dette indebazrer specielt, at afbildningen er en isomorfi mellem
grupperne (V,+) og (Ln,+). Desuden svarer multiplikation med
en skalar til multiplikation med samme skalar. En sadan enenty-
dig korrespondance mellem to wvektorrum over samme tallegeme kal-
des ligeledes en isomorfi.

Det folger af egenskaberne ved en isomorfi mellem grupper,
og det bekraftes ogséd let direkte, at nulvektorerne i de to vek-
torrum svarer til hinanden, Endvidere er det klart, at der til
en linearkombination af vektorer i det ene vektorrum svarer line-
arkombinationen med de samme koefficienter af de tilsvarende vek-
torer 1 det andet vektorrum. Heraf kan sluttes, at der til line-
grt afhengige vektorer svarer linemrt afhsngige, og da dette gzl-
der begge veje, at der til linesrt uafhsngige svarer linesrt uaf-
haxngige. To vektorsat bestdende af til hinanden svarende vektorer
har altsd samme rang. Endvidere svarer der til et underrum i det

ene vektorrum gjensynlig et underrum i det andet, og disse to
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underrum har altsd samme dimension. Det ses heraf, at alle under-~

gogelser vedrerende det vilkirligt givme n-dimensionale vektor-

rum (V,+,L) efter valg af en basis kan feres over i undersegelser

af talrummet (I%,+,L).

g o ?MHHM; Man har imidlertid tit anledning til at skifte koordinatsy-

mﬁﬁwﬁ-ﬁﬁﬂﬂ stemet, d.v.s. ved siden af den oprindelig valgte basis (EH""’gn
at betragte en anden (§1,...,£n). En og samme vektor v €V vil da

(e) (e))

have (almindeligvis) forskellige koordinatset (v1 yevesVy
08 (v1(f),...,vn(f)) med hensyn til de to baser., Det drejer sig
om at finde relationen mellem disse koordinatsmt. Dette kan lade
sig gere, hvis man kender fremstillingerne af vektorerne i den
ene basis som linearkombinationer af vektorerne i den anden, med
andre ord, hvis koordinatssttene for vektorerne i den ene basis
med hensyn til den anden er givet., Antag forst, at

e = byqky + Ty 4 e+t dy

=
8p = Bypfy + Tpply 4 oeee o+ Bk
&n 7 t1n-f-1 t topfo + ottt Tty

hvor talssttene (t11,t21,...,tn1),(t12,t22,...,tn2),...,

1n’t2n""’tnn)’ altsd koordinatsmttene for vektorerne

€19€py 418, 1 koordinatsystemet (§1,£2,...,£n) er givet. Er da

(e) (e) (e),
=n

(t

en vilkdrlig vektor i V, fis ved indsmttelse
_ (e) (e), ... (e)
¥ (0gqvy 7T vy e e by

(e)

(e) i

(e) LN 2 ¥
+ (tmv1 + t22v2 + + t2nvn

s » o 4

+ (tn1v1(e> + tn2V2(e)+ et tnnvn(e))in'

Heraf sluttes, at koordinatssttet for v i koordinatsystemet
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Aol (o) (e) (e)
f e e e
Vﬁ( - 51474 ) + t12V2( okt Vn( )
) _ e e o e
Vo Tl = bV A BV + Ton'n
() _ (e) (e) _ ... (e)
Vn - tn1v1 + tn2v2 + + tnnvn y

Omregningen af en vilkarlig vektors koordinater til det nye koor-

dinatsystem sgker altsd ved hjslp af de n® tal tij‘

Nar der er valgt en bestemt nummering af vektorerne i de to
baser, fremtrmder disse tal i ovenstiende ligninger ordnet i et

kvadratisk skemsa

[ %19 B t1n\

Boq Top vt Toy

\tn1 tn2 T tnn)
med n "rgkker" og n "sgjler", Lignende g:lder f,eks. for koeffi-
cienterne i linesmre ligningssystemer, ndr der er valgt en bestemt
orden savel for de ubekendte som for ligningerne. Koefficienterne
i det homogene ligningssystem (h) (side III,4,11) fremtrmder i
det rektangulsre skema

%1 %92 777 Fqn )

o1 Pop "7T 8

L] L]

a 2n

a . e a }
me mn

2

med m rekker og n sejler. Et sadant rektahgul&rt, gpecielt kva-
dratisk skema kaldes en matrix eller, ndr det er nedvendigt at

angive antallet m af rskker og antallet n af sejler, en
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(m %xn)-matrix. Angdende brugen af dobbeltmerker ved betegnelsen

af matricers elementer har man vedtaget, at forste indeks an-
giver rmkkenummer og anden sejlenummer, Elementerne i en matrix
kan vere vilkarlige matematiske objekter. Men da andre elementer
end tal kun vil optrede undtagelsesvis, underforstés i det felgend:
ndr andet ikke udtrykkeligt fremhm:ves, at matricerne bestar af tal
fra det betragtede tallegeme L.

Det har vist sig at vare hensigtsmmssigt at indfere korte be-
tegnelser for matricer, Dette sker enten ved enkelte bogstaver,
som her for tydelighedens skyld vil blive dobbelt understreget,
eller ved at angive det "almene'" element samt de verdier, de to
merker gennemleber, Ovenstdende to matricer vil altsd f. eks.

kunne betegnes sdledes:

T = (t;.)

lJ 1,3:1’...n 4 f-A:': (QX{E)@:1’.cn,m;?:1!nooyn *
Talset, specielt koordinatsszt (lejlighedsvis ogsé set af vektorer)
kan betragtes som matricer med een rzkke, altsd (1 Xn)-matricer,

kaldet rskkematricer eller kort rakker, eller ogsd som matricer

med een sgjle, altsd (m x71)-matricer, kaldet sgjlematricer eller
kort ggjler., Idet det er vigtigt at skelne mellem de to fortolk-

ninger af et szt, indfores folgende betegnelser for henholdsvis

rekken og sojlen bestédende af tallene Xpg Xoy eee y X
%
*2
i_ = (X,] X2 c e Xn) ’ gl = : }
X
n

I de i denne paragrafs begyndelse opstillede udtryk for de
oprindelige basisvektorer €45 e+ 18, SOM linearkombinationer
af de nye §1, ‘oo ’in optreder de samme tal tij som i matricen
T, men ordnet som en anden matrix I', som fremgdr af T ved, at

dennes segjler og rskker skrives henholdsvis som rzkker og sejler,



Mat.l, 1960-61 AG TII, 6, 5

Alment hegrer der til hver (mxn) - matrix A = (aij)’ i =
lyweesmy J = Lyaeoynty, en (nxm) - matrix A' = (aji'),,j =

lyeesyny i =1,...,m, den transponerede af A, hvis rakker

0g sgjler er henholdsvis sgjlerne og rekkerne i A. Det er
klart, at den transponeredes transionerede (A')' er den op-

rindelige matrix A, For en sgjlematrix g, haves specielt

14

' =x og derfor ogsé X' =X
T E L=y

Inden for mengden M (L) af matricer med tal fra L
som elementer defineres to "partielle kompositionsforskrif-
ter, som ikke kan finde anvendelse pd hvilkesomhelst, men
kun p8 visse par af matricer. Desuden defineres en kompo-
sitionsforskrift fra L x M (L) w1 M(L).

For at begynde med den sidste, lad k vere et tal fra
L og A = (aij) en matrix, Produktet af k med A defineres

da som matricen, der fés ved at multiplicere hvert element

i é med k:
kA = Ak = (ka,.).
= = lJ
EI‘A_: = (alJ) 0og E = (b13>’ 1= 1,e-o,m§ j = l,..o;l’l,
to (mxn)-matricer, forstés ved deres sum (mxn) - matricen
A+ B = (aij + bij).

For matricer, som ikke stemmer overens i sdvel
rekke~ som sgjlea tal defineres ikke nogen sum. Hvad an-
gar regneregler for de to hidtil indferte kompositionsfor-
skrifter, er det tilstrekkeligt at bemsmrke, at for givne
m og n vil m&ngdenJ&m’n(l) af (mxn)-matricer med disse

kompositionsforskrifter danne et vektorrum over L, Tenker
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man sig nemlig en sédan matrices rakker sat i forlsngelse af
hinanden og elementerne fortlgbende nummereret fra 1 til mm,
bliver kompositionsforskrifterne‘identiske med dem for talrummet
(r™,+,1). Vektorrummet (;%myn(L),+,L) er altsd pd oplagt méde
isomorf med dette talrum., '"Nulvektoren" i dette vektorrum af

matricer er (mxn)-matricen, hvis samtlige elementer er 1lig O,

Den betegnes med O og kaldes nulmetrix, (Rekke- og ssjleantal
optreder ikke i denne betegnelse og mé altsd angives pé'en eller
anden made, hvis de ikke fremgdr af sammenhsngen, hvilket ganske
vist er tilfeldet i almindelighed.)

Den anden partielle kompositionsforskrift inden for meng-

den af matricer kaldes matrixmultiplikation. Br A en (mxn)-

matrix og B en (n xp)-matrix, dannes en (m ¥p)-matrix C = AB

pd felgende made: Idet

A = .. ). . B = )
= (ala)1:1yaoom;3:1’aaa,n ¥ = (ka)J:/],ea.,n;k:‘I,oon,p !
settes
8B = C = (e )i L msket,.uu,p
hvor
n
Cig = fm B3Py = FgqPypc T oeee T BB e

J=1
Man finder altsé& produktmatricens element i den i-te rwkke og

k-te sgjle ved at multiplicere hvert element i den fgrste fake
tors i-te r&kk%med det "tilsvarende placerede" element i den
anden faktors k-te sgjle og at addere alle disse produkter,
Produktet af to matricer defineres altsd kun, hvis den ferstes
sgjleantal er lig med den andens rzkkeantal. Kan produktet é&
dannes, vil produktet Eé i almindelighed ikke kunne dannes,

nemlig kun hvis rekketallet i A er lig med spjletallet i B,
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S
Det se/ogsd, at hvis AB kan dannes, vil g'é’ogsé kunne dan-
nes (med almindeligvis ikke A'B'), og der gmlder
(éé)' — _l.i'é'?

i ord: den trangponerede af et produkt af to matricer er lig med

de transponerede matricers produkt taget i omvendt orden. Dette

folger umiddelbart af produktets definition, idet rszkke-~ og sgj-
lenummer for et element i en matrix er henholdsvis dets spjle-
og razkkenumner i den transponerede matrix.

For matrixmultiplikationen gmlder den asgsociative lov: Er

A= (aij) en mxn)-matrix, B = (bjk) en (nxp)-matrix og C =
(Ckl) en (psq)-matrix, kan béde A(BC) og (AB)C dannes, og der
gxlder

A(BC) = (4B)C.
Elementet i den i-te rzkke og den l-te spjle i matricen é(gg)er

r‘ i
52;-1 #1j k:ﬁ: bjkckl’

1
og elementet p& samme pldds i matricen (AB)C er
J’— o
k e ( z;: 1] Jk>ckl
Pédstanden folger af, at begge disse summer kan omskrives til dob~

beltsummen
n D
A N
j23"1 'Zérq alJka kl°®
Br A = (a .) en (mxn)-matrix og B = (bjk) og C = (Cjk)

(nX p)-matricer, gmlder de distributive love i

AB + Q) = 4B + 40, (B + Q)4 = B4 + Oh.

Dette ses for den forstes vedkommende af

n
N ,

og tilsvarende for den andenﬁ
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Som ferste eksempler pd matrixregningens anvendelse n:vhes

felgendes
Det linesmre homogene ligningssystem (h) (side III, 4, 11) kan
med de ovenfor (side III, 6, 4) indferte betegnelser skrives

AX, :(_3_:! eller XA' =0

Formlerne (side III, 6, 3), som giver en vektors koordinater
i koordinatsystemet (gq...,gﬂ) udtrykt ved dens koordinater

i koordinatsystemet (31,...,gm), kan med nerliggende betegnel-

ger skrives

l(f) ? eller v(f) S e),

<
H<Z
H<I
III—ZJ

ogjlerne 1 matricen g er, som det fremgdr af dennes oprindelse
koordinatsmttene for vektorerne Cqeces, 1 koordinatsystemet
(21...,£ﬂ). Br der givet en tredie basis (gﬁ,.,.,gﬂ) i det
betragtede vektorrum, har man for vektorens koordinater i dette

system en tilsvarende matrixligning

hvor sgjlerne i matricen S er koordinatsszttene for vektorerne
£y5e0e,E, 1 koordinatsystemet (g,,..0,8).
Ved indssttelse fas med benyttelse af den associative lov

78 - sizy ) - ey

En kvadratisk matrix E = (é;j), hvor det sékaldte Kronecker-
( 1 for i=]

s, kaldes enheds~
10 for ifj 1 T

matrix. Er A = (aij) en {(myn)-matrix og E(m) og E(n> henholds-—

symbol J;j er defineret ved

vis (mxm)- og (nxn)-enhedsmatricen, gelder

G R
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Dette sluttes af :Z:Jngajk z: 'cgk for i = 1,4e0,m; k =
Tyeasne

Inden for m&ngden.oﬂgyn af alle (nxn)-matricer med elemen-—
ter fra tallegemet I er matrixmultiplikationen en kompositions-~
forskrift, og ifelge det viste er E et neutralt element for denne,
Som vist tidligere (side II,1,3) kan der ikke findes nogen anden
(nxn)-matrix ¥, for hvilken FA = AF for hver (axn)-matrix A.

Er A en kvadratisk matrix, kan man for hvert positivt helt
tal p danne potensen
AP = AnL A (p faktorer),

Szttes desuden
0

=
Hies)

s

gelder for enhver kvadratisk matrix A og vilkarlige ikke-negati-

ve hele tal p 08 q potensreglerne
+
épéq = ép q’ (ép)q — épq'

Derimod gmlder (ég)p = épgp kun hvis A og B er ombyttelige

(nxn)-matricer, d,v.s, kun hvis AB = BA.

En kvadratisk (nwn)-matrix é siges at have en invers eller

at vere regulsr, hvis der findes en (nx n)-matrix X, sdledes at

AX = XA = B, Idet matrixmultiplikationen er en associativ kompo-

sitionsforskrift, er X ifelge en tidligere swtning (side II,1,4)

entydig bestemt wed A, og man skriver derfor X = A“1. For en re-

guler matrix gelder altsi

-1 -1

AA A =

= 4"

=

il

Heraf seg, at hvis A er en regulsr matrix, er ogsi é-1 regulsr
og der gzlder
B
-

ih=g

AT det sagte sluttes umiddelbart, at mengden af regulere
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(nx n)-matricer med eclementer fra tallegemet L dammer en gruppe

med matrixmultiplikationen som komposition. Er nemlig A og B

regulere (nxn)-matricer, vil ogsé AB vere regulsr med 5“1é"1

som invers matrix, da jo

I
-
i
1
=
1
]
ifes]

1A = ama

e amrer 1t
===

1d
it
e

Matrixmultiplikationen cr altsd en kompositionsforskrift inden
for mengden af regulsre (n¥n)-matricer. Da ondvidere matrix-
multiplikationen er associativ, der findes et neutralt element,
nemlig E, som gjensynlig er regulsr, og enhver regulsr matrix
ifplge definition har en invers, der ogsd er regulsr, er de

fire gruppeaksiomer G1-4 (side II, 2, 1) opfyldt. Denne gruppe

kaldes den generelle linemre gruppe af graden n over tallegemet L

og betegnes med GL(n,L).

Ved anvendelse af sztninger om grupper fés specielt, at de

ovenfor nsvnte potensregler gelder for regulsre matricer med

vilkérlige hele cksponenter, ZEndvidere ses, at

1, =1 =1, =
(Ahpeeeh )7 = A7 o oidy Ay

for vilkdrlige regulere (n®n)-matricer é1’é2"“’ép'

Er A en reguler matrix, vil ogsd den transponerede A' vere

reguler, og der gelder

N = @

- T
At 47" = E sluttes nemlig (jfr. side III, 6, 7), at (47)'A = E,

fl

E, og tilsvarende fAs af A"'A = E, at A'(A7)" = E.

-

idet E!

il

Er A en regulsr (nxn)-matrix, B en (n# p)~matrix og ¢ en

=

(mx n)-matrix, findes der en og kun een (nx p)-matrix X og en
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og kun cen (m¥Xn)-matrix Y, sdlcdes at

AX = B, 4 = Co
Multipliceres nemlig den feorste ligning fra venstre og den anden
fra hegjre med é"1, ses at de eneste matricer, der kan vere lgs-

ninger til disse matrixligninger er

1 1

X=4"B, Y=0A,
Ved indssettelse ses, at de virkelig tilfredsstiller ligningerne.

En (nxn)-matrix é er reguler, hvis og kun hvis dens sgjler

2]1""’2|n er linemrt uafhsngige talsat,

Bevis: Terst bemsmrkes, at en linearkombination af sejlerne
i A med koefficienterné XypueesXy, kan skrives som et matrixpro-

dukt, nemlig

af1x1 t oeee t gfnxn = é§|y

hvor il betegner segjlematricen med elementerne X1?:::?Xn:

At sgjlerne i é er lineert uvafhengige er altsé enébetydende med,
at matrixligningen é§| = 9! kun har lesningen gl = Ql. Men
dette vil ifelge den foreglende sztning vere tilfwldet, nir é
er reguler, Dermed er vist, at sgjlernes linesre uafhangighed

er en negdvendig betingelse for, at A er reguler. For at vise

tilstrekkeligheden antages nu at sejlerne §1,...,§ln er lineert

vafthengige. Som vist tidligere (side ITI, 4, 17 - 19) danner
de n linesrt uvafhengige talsst 3]1”"’2]n en basis for det
n-dimensionale talrum Ln, d.v.s, hvert n-talset b, som tenkes
skrevet som cn sgjlematrix, kan pd en og kun een mdde skrives
gsom en linearkombination af dem:

2]1371 + .ee T 8
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Denne ligning er ikke andet end et linesrt inhomogent ligningse
system (ih) (side III, 4, 12) bestlende af n ligninger med
n ubekendte, som altsd under den gjorte forudsztning har en og
kun een lgsning. Systemet kan skrives

Ay|= by.

Er B en vilkarlig given (nxp)=matrix med sejlerne gl1""’£lp’

har altsd hver af matrixligningerne

i R 1
en og kun een legsning henholdsvis Z|1""’le’ Betegnes (nxp)-
matricen bestéende af disse sgjler med Y, kan de p matrixlignin-
ger sammenfattes til AY = B, Nér sgjlerne i A er linemrt uafhen-
gige, har denne matrixligning altsd en og kun een lgsming Y.
Anvendes dette specielt p&4 B = E, ses, at der findes en (nxn)-
matrix Y, séledes at AY = E, For at vise, at der for denne matrix
ogsé gmlder YA = E, multipliceres ligningen ég = E med é fra hej-
re, hvilket giver égé = EA = é. Denne ligning omskriwes til

AYA - A= ATA - 4B = A(Z - B) = Q.

Da ligningen AX , hvor X og 0 er (nxn)-matricer, kun har een

It
no

lgsning, nemlig X = 0, sluttes, at YA -~ E = 0, d.v.s. YA = E som
péstiet. Dermed er smtningen bevist,
Da den transponerede til en reguler matrix A, som vist oven—

for, ogsd er regular, kan sluttes, at en (nwxn)-matrix er regulsr,

hvis og kun hvis dens rskker er linesrt uwafhengige talszt,.




Idet vi vender tilbage til koordinattransformationerne, be-
tragter vi som fer to baser (91""’§n) 08 (£1"“’£n) for et n-
dimensionalt vektorrum (V,+,L). Tillader man sig ogsd at bruge
matricer med vektorer som elementer, kan ligningerne (side III,
6,2), som giver de oprindelige grundvektorer g5 udtrykt som line=-
arkombinationer af de nye ij’ sammenfattes til matrixligningen
n) = (i’l te -i:n)Z’
hvor matricen T = (tij) er regulser, idet dens ssjler er koordi-
natsxttene for de linesrt uafhzngige vektorer €ireees8 08 folge-

(_Qq Ovng

lig linezrt uafhszngige, Endvidere er
- (e) _ (f)
() = (g «.» _ezn)gl = (£, «v in)g'
fremstillingerne af vektoren v som linearkombinationer af de to
szt basisvektorer. P4 venstre side stdr (1% 1)-matricen, hvis ene~

ste element er vektoren v. I stedet for (v) kan man ogsé skrive

V.

Hvad angdr regning med matricer, hvis elementer er vektorer,
bemmrkes feolgende: To (m¥n)-matricer bestlende af vektorer fra
samme vektorrum (V,+,L) kan adderes, en sidan matrix kan multi-
pliceres med et tal fra L, og det feolger umiddelbart af de for
vektorrummet (V,+,L) gyldige regler, at ogsd disse matricer dan-
ner et vektorrum over L. Definitionen af et produkt af to matri-
cer kan uden videre overfores til det tilfslde, hvor een af fak-
torerne er en matrix, hvis elementer er vektorer. En (nxyp)-ma-
trix af vektorer kan altsd multipliceres med en (mXn)-talmatrix
fra venstre og en (pX q)-talmatrix fra hejre. Resultatet er i beg-
ge tilfelde en vektormatrix, og denne kan igen multipliceres med
passende talmatricer, o.%i&. Man kan altsd sige, at produktet af
flere tal- og vektormatricer kan dannes, nar de nedvendige betin-
gelser vedrgrende rekke- og sojleantal er opfyldt og hejst een

af dem er en vektormatrix. Den associative lov er ogsd gyldig her,g
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idet den regning, ved hvilken den blev bevist (side III, 6, 7),
bevarer sin gyldighed, ndr elementerne i een af de tre matricer
er vektorer. Begreberne "reguler matrix" og "invers matrix" de-
fineres ikke for vektormatricer,

Af den ferste af ovenstdende matrixligninger fas ved multi-
plikation med I~ fra hojre

(i ccof)z(g,’ gooe)$-1

1 =n -n

eller transponeret

'?'1' - ?’1
(1) M (2 A ’
L &

hvilket giver de nye grundvektorer som linearkombinationer af de
gamle, For en vektors koordinater i det nye system udtrykt ved

dets koordinater i det gamle system blev fundet (side III,6,8)

(2)

Man ger altsd, at der til hver overgang fra et givet koordinatsy-

[ -1 g},

stem (§1""’§n) i et n-dimensionalt vektorrum til et nyt svarer
en bestemt regulszr (nxn)-matrix I, ved hjelp af hvilken de nye
basisvektorer kan findes ud fra de gamle efter formel (1) og en
vektors nye koordinater ud fra dens gamle efter formel (2)., Om-
vendt, er der givet en basis (91""§n> samt en reguler (n #n)-
matrix T med elementer fra I, vil matricen (2"1)' eksistere, vare
regulsr og altsd have linesrt uafhangige sejler. Ved (1) bestem-
mes da n linemrt uafhsngige vektorer £1,.,.,in, altsd en basis,

og (2) giver en vektors koordinater i denne basis.

)

Gennemlgber v vektorrummet V, vil talssttet Xfe gennemlaobe

hele talrummet I7, og ved (2) er der givet en enentydig afbild-
ning af dette talrum pd sig selv. Da T jo er regulwr, findes der
til hvert talsst sz) et og kun eet talsz:t Zfe), til hvilket det

svarer, nemlig 2—1 Xff)'
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1)

2)

3)

@velser til kap., III, 6.,

Lad (0331,32) og (03£,,f,) vere to affine koordinatsystemer

i planen E,, sdledes at

£

Find g4 08 g, som linearkombinationer af iﬁ 08 ig*

En linie har i koordinatsystemet (0;91,22) parameterfremstil-

lingen

X, = 3 - %, X, = -2 + 2%,
Omregn denne til koordinatsystemet (O;£1,i2). |
Lad Q betegne punktet med koordinatsettet (3,-4) i systemet
(O;gj,gz). Angiv liniens parameterfremstilling i koordinat-

systemet (Q;i1,£2).

I et tredimensionalt vektorrum (V,+,L) er givet et koordinat-
system (91,92,§3). Vis, at de tre vektorer

£, =g +ag, +begy L, =&, + 08y Lz = ez,
hvor a,b,c er givne tal fra L, danner en basis.
Find koordinaterne til en vilkdrlig vektor v i koordinatsy-
stemet (21,§2,§3) udtrykt ved dens koordinater i systemet

(§1,§2,§3). Find ogsé omvendt de sidstnmvnte koordinater ud-

trykt ved de forstnmvnte.

I rummet E3 er valgt et koordinatsystem (O;§1,g2,§3). To pla~

ner har i dette koordinatsystem parameterfremstillingerne

X1=2+s' y1==3+2t'
X2 — gl gt yg = 1 + 2%"
XB = 1 -S" y3 = 1 b Zt' + 2t"l

Vis, at de er identiske. Til et punkt i denne plan svarer
altsd sdvel et parameterpar (s',s") i den forste som et para-
meterpar (t',t") i den anden parameterfremstilling. Find t'

og t" udtrykt ved s' og s".

|
|
[
!
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4) Beregn alle produkter med to faktorer, som kan dannes af

matricerne
A= )-1 0], B= ( ] 3*) ¢=01-11),D= ( )
3 2 ’ 1

a b d ~b
5) Beregn matrixproduktet. ( )( ) , hvor a,b,c,d beteg-
¢ diy-c a

ner vilkirlige tal.,

0 -1\

6) Beregn de indbyrdes forskellige potenser ( ) y hvor

1 0
p =0, 1, 2,.;.. Vis, at disse potenser danner en gruppe

med matrixmultiplikationen som komposition.

7) Beregn produkterne AL og AALT, s,tE R, hvor

cos t wgin ¥
ét = (

gin % cos t

Vis, at matricerne 4,,te& R, med matrixkompositionen som

komposition danner en gruppe, der er homomorft billede af

gruppen (R,+).

8) Reducer = S;&' 3 ¢ = é S5
iE;:ﬂ =T i3 Y ¢2¥w~ ij k1™ Yik 31 13,

.
hvor di‘ er Kronecker-symbolet,

ll

n
Reducer ogsé %;. 5 , hvor A = (a,, ) er en

(n % n)-matrix, og omskriv den fremkommende ligning til en

matrixligning.

9) Ved en diagonalmatrix forstds en kvadratisk matrix D = (dij)’

hvor dy; = 0 for ik,



10)

11)

12)

13)

Met. 1, 1960-61 ~ AG III, 6, ov. 9 - 13

Multiplicer en vilk8rlig (m Xn)-matrix med en diagonalmatrix
1) fra venstre, 2) fra hojre.
Er A = (aij> en (nXn)-matrix, forstds ved dens spor (engelsk
n
og fransk: trace) tallet tr A = 2 s
- i=1 ’

Vis, at der for en (mxn)-matrix B og en (nxm)-matrix ¢ gelder

tr(BC) = tr(CB).

Vis, at der for to vilkérlige (mxXn)-matricer A og B gmlder

(A + B)' = A%+ B! og (ké)' = kA' for hvert tal k.

En kvadratisk matrix B kaldes symmetrisk, hvis den stemmer
overens med sin transponerede, altsd hvis B' = B. En kvadratisk

matrix ¢ kaldes gksvsymmetrisk, hvis C' = -C (d.v.s. (-1)C).

Angiv cksempler pd symmetriske og skavsymmetriske (2%2)~- og
(3%x3)-matricer, som ikke er nulmatricer.

Vis, at AA', hvor A er en vilkérlig matrix, er symmetrisk.
Underseg, om der gelder AA' = A'A for hver kvadratisk matrix A.
Vis, at hvis A er en vilkdrlig (mxn)-matrix og B en symmetrisk
(skevsymmetrisk) (nxn)-matrix, vil 4 B A' vare symmetrisk
(skevsymmetrisk) .

Undersegg om matricerne BC + CB og BG - CB, hvor B er en symme-
trisk og g en skevsymmetrisk (nxn)-matrix, er symmetriske eller
skevsymmetriske.

Vis, abt hver kvadratisk matrix pd en og kun een méde kan frem-

stilles som en sum af en symmetrisk og en skavsymmetrisk matrix,

Vis, at der til en given (nx n)-matrix A med elementer til-

herende tallegemet L findes tal 60,01902,...,Cp fra L, hvor pim?’
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14)

15)

16)

17)

18)

ghledes at

2 P _
Co§+°1é+02é + oeeet cpé .—Q.

Med ggngetegnes den (mxn)-matrix, hvis elementer alle
er lig O med undtagelse af elementet 1 X -te rmkke og

A ~te spjle, som er lig 1.
Vis, at matricerne gaﬁl’ K= Tyaeesm; o= T,.00,n, danner
en basis for vektorrummet (ﬁ%,n’+’L) af (m~n)-matricer
med elementer fra tallegemet L.
Find for m =-nmatrixprodukterne Emﬁg 0g EERP’ hvor P =
(pij) er en vilkarlig (n xn)-matrix.
Bestem alle (n xn)-matricer g, der hver er ombyttelig med
alle (nxn)-matricer A, altsé sdledes at AP = PA for alle

disse matricer A. (Betragt eventuelt forst n = 2,)

Find en nedvendig og tilstrakkelig betingelse for, at en
b

d
det tilfaslde, at betingelsen er opfyldt, (Se ov.53.)

a
(2% 2)-matrix ( ) har en invers, og angiv denne for
C .

Under hvilke betingelscr har en diagonalmatrix en invers,

og hvorledes bestemmes denne, ndr betingelsen er opfyldt.

Vis, at hvis en symmetrisk (skev-symmetrisk) matrix (jfr.

ov. 12) har en invers, vil denne ogsd vare symmetrisk (skev-

symmetrisk) .

Vis, at en sksvsymmetrisk (3 x3)-matrix ikke har nogen

invers. (Vis, at sgjlerne er linesrt afhsngige). Seg en

generalisation,
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19)

20)

21)

En (nxn)-matrix A = (aij), hvis elementer er reelle tal,

siges at vare en ortogonal matrix, hvis A'A = E.

a) Angiv relationerne, som bestdr mellem elementerne aij

i en ortogonal matrix, og vis, at ]ai | < 1.

J
{oos t - -gin %
b) Vis, at sin t cos + for hvert reelt tal t er en orto-

gonal matrix,

c) Bestem tallene 843y o3y 8z3 sdledes, ab matricen

/@@ ~4/13  ayq
0 12/13 853
4/5 -3/13 I

bliver ortogonal,

d) Vis, at hver ortogonal matrix er regulsr. (Benyt, at
sgjlerne 1 en matrix é er linemrt uafhengige, hvis (og kun
hvis) man af ég‘ = gl, hvor g, er en swjlematrix, kan
slutte, at §| = gl.)

e) Vis, at hvis matricen A er ortogonal, er ogséd dens
transponerede é' ortogonal,

f) Vis, at de ortogonale (nXn)-matricer danner en under-

gruppe 0(n,R) i den generelle linemre gruppe GL(n,R).

Lad 8 betegne en skevsymmetrisk matrix, altsd en matrix,
for hvilken 8' = - 85, sdledes at E + 8 er reguler. Vis, at

A :(E - S)(E «~§»"1 exw ortogomals Find A for § =(2 Tg\ '
hvor s er et reelt tal.

En (nxn)-matrix A = (aij), hvis elementer er komplekse

tal, siges at vere uniter, hvis Eﬁé = BE. Her betegner
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den til A konjugeret komplekse matrix (§ij). En uniter

i

matrix med reelle elementer er ortogonal. Segg at genera-

lisere a), 4d), e), £) i ev. 19 til unitere matricer,

22) Angiv en (4% 4)-matrix bestdende af tallene % 08 -2,som er orto-

gonal og symmetrisk (d.v.s. lig med sin transponerede).

23) Lad z, = fi(yﬁ"‘°’yn)’ i=1,...,m, vere et szt af reelle

funktioner, der er definerede og differentiable i en &ben del-

mengde af R™. Ved swttets funktionalmatrix forstds (m¥n)-

Z.
. 1 .
matricen (553). Er vy = gj(xj,...,xp), j=1,e0eyn, et sot af
funktioner, som er definerede og differentiable i en &ben del-

i
mengde af RP 0og hvis verdisst (y1,...,yn) tilhorer defintions-
mengden for funktionerne fi, kan man danne s:ttet af sammen-
satte funktioner

Z. = fi(g1 (X,,,...,Xp),...,gn(x.],...,Xp)>.

i
Vis, at

dz, dz. Ay,

—t) = Lyl

(g = (570) (2.

24) TLad 4 vare en (2 X2)-matrix med elementer fra et tallegeme I.
Vis, at der ikke findes nogen (2X2)-matrix X med elementer

fra L, sdledes at AX - XA = B.

25) For et vilkérligt tal x og et positivt tal p defineres

() = Xamhle) o -

Vis, at éz = E, hvor A betegner ((n+1)X (n+1))-matricen
)J{d
(( 1) (i))i,j=0,1,...,n'

26) Vis, at (nwn)-matricen

A= (n'1/2exp(2ﬁiPQ/n))

’

p,q=0,1 ,.;.,1’1—1
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hvor i betegner den imaginmre enhed og n et givet positivt

helt tal, er uniter (jfr. ov. 21).

27) Matrixadditionen og matrixmultiplikationen er kompositions-

regler inden for mengden af alle reelle (2 2)-matricer

(aij), der opfylder betingelserne Byq = 8oy Byp = —Boq. Bf-
tervis dette, og vis at a +ib - (_g g) er en isomorf af-

bildning af de komplekse tals legeme pé& denne mmngde af ma-

tricer. (Jfr. side II,1,9-10.)

28) ILad A = (i’ g) vaere en talmatrix, og for hvert tal peN
& AP <a<p) b(p)). : . , -
s é c(p) clp); Opstil rekursionsformler til bestenm

melse af a(p),b(p),c(p),d(p) (d.v.s. formler som tillader at
beregne disse tal, nér a,b,c,d og a(p-1),b(p-1),c(p-1),d(p-~1)

kendes),
og d.

a, b, ¢
Find derefter a(p),b(p),c(p),d(p) udtrykt ved PpjvBestem samt-
lige reelle (2 X2)-matricer X , som tilfredsstiller lignin-

gen ép = X, hvor pelN er givet,

Rettelser til ovenstiende svelser:

@v. 2), linie 3: Lms £, = g, + cgy i stedet for £, = g, + ogg.é

@v. 13), linie 2: Les "hvor ey + 0 og p ;’ngn i stedet for

"hvor p < n2".

gv. 18), linie 2-3: Stryg "Ssg en generalisation".
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Rettelpe til III, 6, @v. 28,

De tre sidste linier erstattes med:
Pind derefter a(p), b(p), c(p), d(p) udtrykt ved p, a,b og d,
ndr det er givet, at ¢ = 0,
Bestem samtlige reelle matricer A :(ig g;), som tilfredsstil-

ler ligningen AP = A, hvor pE N er givet,

Rettelse til III, 6, ov. 19 c).

Les: 3/13 1 stedet for -3/13.
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§ 7. Iinezre afbildninger.

Lad der vere givet to vektorrum (U,+,L) og (V,+,I1) ,
over det samme legeme T, (De to additioner plejer man at bew-
tegne pa samme made, skent de jo er kompositionsforskrifter i
forskellige mengder.) Ved en homomorf afbildning f3:(U,+,L)
ind i (V,+,L) vil man forstd en afbildning, der opfylder fol-
gende betingelser:

LAT: Wi ,u, (£(uy + uy) = £(u, + £(w,)).

LA2: ‘s aﬁv%gi(f(ag) =a f(u)).

(Jfr. side II, 1, 9, hvor det dog drejede sig om mengder orga—
niseret ved to indre kompositionsforskrifter.) Homomorfe af-

bildninger af vekbtorrum kaldes i reglen linezre afbildninger,

linemre vektorfunktioner, tensorer eller (iser, ndr det drejer

sig om uendelig-dimensionale vektorrum) linezre operatorer., Sé-

danne afbildninger haren rekke vigltige egenskaber.

Billedet £(U') af et underrum U' i (U,+,L) er et underrum

i (V,+,L); thi TA1 og IA2 viser,at hvis vy = f(g1),zQ = f(gQ)
og v = f(u) tilherer £(U'), d.v.s. WUy, u€l’, vil v, + ¥, =

f(u, + u,) og ay = f(au) ligeledes tilhegre £(U'), da

u, tu, au € U', (Jfr. karakteriseringen af underrum side IIT,

4" 3 - 4)a
Ved induktion sluttes af LA 1 - 2, at
Ep) == a,]f(l'j;l) + e e + apf(};l_p)

flagumy + oue + a

for vilkérlige vektorer Eqs-°"ﬁp fra U og skalarer a1,...,ap

fra L, Idet
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£(0) = £(00) = 0£(0) = 0,
(hvor der er brugt samme betegnelse for nulvektorerne i U og i

V), ses, at linemrt afhmngige vektorer afbildes i linesrt af-

hgngige, med andre ord, hvis billedvektorerne f(gq),...,f(gp)
af vektorer i U er linesrt uvafhzngige, mé& vektorerne 21,,..,gp

vere linesrt uafhangige. (Derimod kan linesrt uafhsngige vek-
torer have linesrt afhsngige billedvektorer). Heraf kan sluttes

videre, at for hvert underrum U' i (U,+,L) gelder

dim £(U') < dim U'.

(Hvis dim £(U') =99, ckal dette betyde, at ogsd dim U' =ee.).
Findes der nemlig p linemrt uafhsngige vektorer i £(U') md der

ifelge det sagte findes mindst p linesrt uathsngige vektorer

10,

Eksempler pd linesre afbildninger:

1) Lad U vere talrummet L™ og V talrummet Lm, og lad der

vere givet en (mX n)-matrix A med elementer fra L, Er da g, et

talset fra I skrevet som sgjlematrix vil

I = &%)
vare en (m*1)-matrix, altsd et talset tilherende L. Ved denne
matrixligning bestemmes altsd en afbildning gl“ﬁ’ll af I™ ind i

", Denne afbildning er linemr; thi er X|0X|p € I? og

k kgsL, fés

1’
ACkyx) + kX p) = XAz )y + kphx),
2) Lad (U1+,R) vere vektorrummet best8ende af alle reelle

konvergente talfelger og V = R. Ved



(X1,X2,..a) ~ lim x;
i e

bestemmes ifplge regnereglerne for konvergente talfglger en
linesr afbildning af (U,+,R) pd (R,+,R).

3) Lad (U,+,R) = (V,+,R) vwré vektorrummet af alle i et
interval definerede og kontinuerte reelle funktioner (t).

Er da a et fast tal i intervallet, bestemmes ved
.t
p(t) — {g(v) dr
a

en lineer afbildning af (U,+,R) ind i sig selv.




Mat. 1, 1960-61 AG III, 7, 4.

4) Iad der vare givet p + 1 reelle funktionerixi(t),
i =0,150ee3p, af en reel variabel t, definerede i et interval
J. Iad endvidere (U,+,R) og (V,+,R) betegne henholdsvis vek-
torrummet af de 4 J p génge differéntiable og vektorrummet af

alle i J definerede funktioner @(t). Ved

D P

e T aTe(t).

@(t) — , mi(t) 2
1=0 dt

(hvor der ved do§%t)/dto forstés q%t))defineres da en linesr
afbildning af (U,+,R) ind i (V,+,R). Bn s&dan afbildning siges

at vaere en smdvanlig linesr differentialoperator af p-te orden.

(Tilsvarende afbildninger af vektorrum bestéende af funktioner

af flere variable betegnes som partielle linemre differential-

operatorer.)

TLad f:(U,+,L) ind i (V,+,L) vere en linemr afbildning.,

Mengden af de vektorer ue U, som afbildes i nulvektoren OgV,

udger et underrum (K,+,L) i (U,+,L), som kaldes afbildningens

kerne eller nulrum. Er nemlig Uy Uy 08 u vektorer i K og

ke L, har man

2ug+ uy) = 2w )i+ £(wy) =0+ 0 =0, flka) = kf(w) = k0 = 0,

altsd u, + u,€X og kuek, og heraf fglger péstanden (jfr. side III,
4, 3).

En nedvendig og tilstrekkelig betingelse for, at en linezr

afbildning f: (U,+,L) ind i (V,+,L) er enentydig, er at kermen K

kun bestér af nulvektoren.

Bevis: At betingelsen er ngdvendig, er indlysende, da jo
nulvektoren 1 V ved en enentydig afbildning ikke kan have mere

end'eet orginalelement., At den er tilstrazkkelig, ses s8ledes:
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Antag, at f(g1) = f(gQ), Da er
Pluy = ug) = T(uy + (-Duy) = £(w,) + (-1)2(w,) = £(u,) - £(1y)=0

Dette viser, at U, - gfeK. Ifglge forudsetningen er altsi
Uy - 4y = 0, davius, Uy = Uy SOM pastaéto

Br f:(U,+,L) ind i (V,+,L) en enentydig linesr afbildning,

er ogsd den omvendte f-1 linesr, linemrt uafhengige vektorer af-

bildes i linesrt uvafhengige, og for hvert underrum U' i U gelder

dim £(U') = dim U!',

Bevis: Lad v, = f(gq)g Y, = f(gg) og v = f(u) vere vilkér-

lige vektorer i £(U). Da fis ved hjelp af LAT-2
-1 -1 -1
f (Zq + XQ) = f (f(gq> + f(EQ)) = f (f(l_i1 + 22)3

_ o1 -1
=u, +u, =f (11) + f (12)

=1
og for en vilkdrlig skalar kel

£ ) = 27 (xE(w) = £ (20w)) = ku = k£ (v).
1

Dermed er vist, at £ opfylder ILA1-2, At linemrt uafhsngige

vektorer 1 U ved f afbildes i linezrt uafhangige vektorer i V,

1

felger af, at linemrt afhengige vektorer i V ved £ ' afbildes i

linesrt afhesngige vektorer i U, At dim £(U') = dim U, er her-
efter indlysende,

Setningen udsiger blandt andet, at en nedvendig betingel-
se for en linesr vektorfunktions enentydighed er, at hvert under-~
rum afbildes pd et underrum af samme dimension. Denne betingelse
er imidlertid ogsd tilstrmkkelig. Ifelge den foreglende sstning
er det endog tilstrskkeligt, at eet bestemt underrum, nemlig ker-

nen K, har samme dimension O som sit billedrum.
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Kernerne ved de ovenfor nevnte eksempler péd linemre afbild-

ninger er:

1) Lesningsrummet til det linemre homogene ligningssystem

2) M=ngden af felger, der konvergerer mod O.
%) Funktionen, der er konstant lig O i intervallet. Afbild-
ningen er altsd enentydig i dette tilfmlde.

4) Mzngden af lesninger til differentialligningen

i
1i=0 dt

Br (U,+,L),(V,+,5) og (W,+,L) vektorrum og f: (U,+,L) ind i

(V,+,L) og & (V,+,L) ind i (W,+,L) linemre afbildninger, vil

ogséd afbildningen g o f: (U,+,L) ind i (W,+,L) vsre linexr, For

Yy 45,4 €U cg k€L fas nemlig
g(f(yy +u,)) = g(f(u)) + £(w,)) = g(f(y,)) + alf(y,)),
g(f(ku) = g(kf(u)) = keg(f(u)).

Samtlige enentydige linesre afbildninger af et vektorrunm

(U,+,L) p& sig selv danner en transformationsgruppe. Dette folger

af, at den sammensatte af to saddanne afbildninger er af samme art,
at den associative lov gelder for sammensatning af afbildninger,
at den identiske afbildning er linesmr, og at den inverse til en

linexr afbildning ogsd er linesr,

Lad (U,+,L) vere et vektorrum af den endelige dimension n

ggv(§1,...,§n) en basis for det, Br da (V,+,L) et vilkdrligt vek-

torrum 0g ¥, ,...¥, vilkdrligt opgivne vektorer i V, findes der

en og kun een linesr afbildning f : (U,+.L) ind i (V,+,L), s8le~

deS a‘t f(gi) :y‘i’ 1:1,0-c,n0

Bevis: At der ikke kan eksistere mere end een sidan linemr

afbildning, ses pa folgende mide: Er u en vilkarlig vektor i U,



findes der en og kun een fremstilling

= e ' u
B = W2y Feeet UpBpe

Ved en linezr afbildning f, der opfylder kravet, md der fplgelig
til u svare vektoren

e,)

i

u,lf((g,}) +oaot U.nf(gn) = u1.Y.1 40t unzn‘

Den eneste afbildning, der kan opfylde kravet bestemmes altséd ved
u = u.,'_e_,":"l"ooo‘i*‘ ungn———-§ u,]y_.,] +o 00t u-nv .

P4 den anden side ses det let, at denne afbildning har de forlang

te egenskaber,
Antag nu, at ogsd (V,+,L) er af endelig dimension. Er denne
lig m, og er (i1""'£m) en basis for dette vektorrum, kan bil-

ledvektorerne v, = f(gi) P& en og kun een médde skrives som line-

arkombinationer
f(%) = aﬂ_% Foeot amj_f_m
fe,) = a, L, +oeut a £ .

Til hver linemr afbildning f : (U,+,L) ind i (V,+,L) herer der

altsd en (mxn)-matrix

hvis sgjler er koordinatssttene i koordinatsystemet (21,...,im)
for billedvektorerne f(gi) af basisvektorerne g4+ Den lige bevi-
ste swtning viser, at der til enhver (m xn)-matrix med elementer

fra L herer en og kun een linesr afbildning f : (U,+,L) ind i

(V,+,I) , sdfremt der er valgt baser i de to vektorrum,
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Betegnes koordinatsattet for en vektor ugU skrevet som

sgjle med.gl og koordinatssttet for vektoren v = £(u)€V skrevet

som s@jle med gl, har man ifglge ovenstdende matrixligningerne
(Y_) = (£1 s %)Zl = (f(9;1) LY f(gn))gl’

(£(7) wow () = (£, on0o £,)4,

hvoraf

(iﬁ .o im)gl = (£1 coe £m)églo
I denne ligning er s&vel den venstre som den hejre side en
linearkombination af vektorerne §4,.,.,£m. Koefficienterne er
henholdsvis elementerne i sgjlen.zl og 1 sgjlen.égl. Da
£4!"”’£m er linesrt uafhengige, kan man altsd slutte, at

.

T = hu

Herved bestemmes ifelge eksempel 1) en linemr afbildning af

talrummet (L%,+,L) ind i (I™,+,L)., Sammenfattende kan man

altsd sige:

Tad (U,+,L) vere et n-dimensionalt og (V,+,L) et m-dimen-—

gsionalt vektorrum. Ir der valgt en basis (24,...,§ﬁ) for U og

en basis (34,...,£m) for V, herer der til hver linesr afbild-

niﬁg £f:(U,+,L) ind i (V,+,1) en (mxXn)-matrix A med elementer

fra L, s8ledes at koordinatsszttet yl for billedvektoren

v = f(u)V er billedet af koordinatssttet 4 for ueU ved den

linosre afbildning y| = 4y af (T7,+,1) ind 1 (1%,+,1). Soj-

lerne 1 matricen é er koordinatsettene for billedvektorerne

£(eq)s+ee,fle,) i koordinatsystemet (£qreeesfy)e

Omvendt svarer der til en vilkérligt given (mXn)-matrix é

en linesmr afbildning af (U,+,L) ind i (V,+,L), nemlig den, ved

hvilken 94”‘?’§n afbildes pd de vektorer, som i koordinatsy-
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stemet (gq,..‘,gm) har_sgjlerne i A som koordinatset.

Billedrummet f£(U) ved en linemr afbildning af det n-dimen-—
sionale vektorrum (U,+,L) er et underrum i (V,+,L), der frem-
bringes af vektorsattet (f(gq),...,f(gﬁ)), da jo hver billed-
vektor v = f(u), us U, er en linearkombination af disse vektorer,
Ifglge en tidligere smtning (side III, 4, 17) er altsé

dim £(U) = rg(£(eq)y...,2(e )
(hvor vektorsettets rang er defineret som maximaltallet af
linesrt uafhengige blandt sattes vektorer)., Om denne dimension

har man fglgende satning:

Er £ en linesr afbildning af det n-dimensionale vektorrum

(U,+,L) ind i et vektorrum (V,+,L), og er K afbildningens kerne,

gelder
dim X + dim £(U) = n.
Bevis: I kernen K valges en basis (31"°"§k)’ hvor

k = dim X, Er k = n, afbildes alle vektorer u p&d 0, og man har
dim f(U) = O som pastdet. Er k < n, kan der til denme basis
fo;es vektorer Cpyqr 20187 s8ledes at der fremkommer en basis
for U, Det drejer sig om at vise, at maximaltallet af linezrt
uafhengige blandt vektorerne f(g1),...,f(gn) er n - k., Nu er

fle,) = .o = £(g) = O,
da Cqseeesly tilherer kernen, DPastanden kommer altsd ud pa, at
de n - k vekbtorer f(§k+1)""’f(3n) er linemrt uafhengige.

Nu er for vilkdrlige tal Uiy vew yu, Tfra L

Tuggq * oeee TG F Uy e F e )

= T(ugyq8ppq *oeee T upey) = e Eleg gy toeee +upfle).

|
|
i
!
1
|
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At denne vektor er nulvektoren, vil sige, at vektoren

e + e + e
Wiet185c+1 o T UpSn

tilherer K og folgelig er en linearkombination af Cqrenes8ye

Men da Eqanresfy €T linesrt vafthengige, kan dette kun veare

tilfeldet, hvis Uppq = oo =0, = 0. Heraf sluttes, at
f(gk+1),...,f(gn) er linewmrt uwafhengige. Dermed er sstningen

bevi st.

Dimensionen af billedrummet f£(U) ved en linemr af-

bildning f kaldes ogséd afbildningens rang.

Tdet man ved en matrices sgjlerang forstlr rangen af
settet af dens sejler, altsd maximaltallet af linesrt uaf-
hengige blandt sejlerne, vil rangen af en linesr afbildning
af et n-dimensionalt vektorrum ind i et m~dimensionalt veare
lig med sojlerangen af den (mxXn)-matrix, som den efter
valgaf baser i de to vektorrum bestemmes ved, Heraf og af
den foregdende setning f8s folgende resultat vedrerende

dimensionen af lgsningsrumnmet for et homogent linesrt lig-

ningssystems

Er A en (m¥n)-matrix, vil dimensionen af lgsningsrum-—

met for ligningssystenmet égl = Q, ned n ubekendte vere lig

n ~r, hvor r er sgjlerangen af matricen A,

Er r = n, altsd spjlerne i A linesrt uvafhsngige, findes
altsd kun nullgsningen i overensstemmelse med et tidligere
resultat (side III, 4, 11 - 12). Da sgjlerne i A tilherer

Lm, haves r <m, Er altsd m < n, findes der altid egentlige

lgsninger.,
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Kernen K for en linemr afbildning f:(U,+,L) ind i (V,+,L)
var defineret som originalmangden til nulvektoren Q0 i V og kan
derfor ogsa betegnes ned f*1(g). For en vilkarligt given vek-
tor d€V betragtes originalmsngden f"1(g). Hvis ¢ ikke til-
herer billedrummet £(U), er f"1(g) = @, Er 4e€f(U), findes der

altsd en vektor ceU, for hvilken f£(¢) = d, fés for hver vektor

ke K

Settes
g+t K=ic+ 1.2}12,'51{}9
haves altsd ¢ + K ¢ f~1(g). P4 den anden side sluttes af
u, cef™ (d), at £(w - o) = £(u) - £(c) =4 ~ 4 = 0. Heraf ses,
at u - c€K, altsd ueg + K, Dette viser, at £ (d)C e + K, og
folgelig
£7(a) = ¢ + K.

Originalmengden f—1(i) til en vektor 4 €V er enten tom eller et

"siderum” til kernen K, d,v.s, den fis ved til samtlige vektorer

i underrummet K at addere en fast (men vilkirlig) vektor

cef (a).

Anvendt pd denved en (mXn)-matrix é bestemte linesmre af=
bildning af ® ina 1 I giver dette den tidligere viste s®tning
om lposningsmengden for et inhomogent linesmrt ligningssystem
(side III, 4, 13).

Anvendt pd en linemr differentialoperator (side III, 7, 4,
eksempef% giver det setningen, at samtlige lgsninger til en
inhomogen linesr differentialligning fés ved at addere een af

dem til samtlige lgsninger til den tilsvarende homogene differen—

tialligning.,
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Tad der vere givet tre vektorrum (U,+,L),(V,+,L) og (W,+,L)
af dimensionerne n,m og p, og lad der vere valgt baser
(31,...,gm),(£4,.,.,£m) og (g1,...,gp) for disse rum. Koordinat-
settene for vektorerne uelU, veV og We W betegnes med

4,y og w. Er da f:(U,+,L) ind i (V,+,L) og g:(V,+,L) ind i

(W,+,L) linemre afbildninger og A (m%n) og B (pwn) de til~

svarende matricer, haves Z] = Ag, og gl = Ezl, hvoraf

¥ o= BAEI

som den til g ° f svarende matrixligning. Ved sammensstning af
linemre afbildninger multipliceres altsd de tilsvarende matricer
1 samme orden,

Tilsvarende eller ved hjelp heraf besvares spergsmélet om,
hvorledes den til en linesr afbildning herende matrix :ndres ved
koordinattransformationer i de to vektorrum. Lad (§1""’9n) 0g
(éﬁ"“’én) wvere to baser i det n-dimensionale vektorrum (U,+,L)
og (£1,...,£m) og (ﬁﬁ"“’im) to baser i det m~dimensionale vek-
torrum (V,+,L). Med nmrliggende betegnelser for koordinatssttene

for vektorer u€U og v&€V med hensyn til de nmvnte baser haves

o>
<>

| = 8y - =LY »

hvor 8 er en reguler (n %xn)-matrix og T en regulsr (m=xm)-matrix
(jfr. side III,6,14). Er nu £ : (U,+,L) ind i (V,+,L) en linesr
afbildning, som med hensyn til baserne (§1""’§n) 08 (21”"’im)

fremstilles ved matrixligningen

i<

Izéu ’

= $A§”12| ,

<>

Ved passende valg af baserne kan den til en vilkarligt gi-
ven linesr afbildning herende matrix 4 bringes pd en swrlig sim-

rel "normalform". Lad r betegne afbildningens rang. Man vslger
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en bagis (ér 1,,,.,§ ) for afbildningens kerne K og supplerer den

til en basis (81""’er’—r+1"“’§n) for U (jfr. side III, 4, 17).

Vektorsettet (f(gq),;s;,f(gn)) vides at have rangen r. Da "
~ "A._ A _ o _ A A _ A R _
f(§r+1) =i f(gn) = 0, md ﬁ1 = f(§1)"“'£r = f(§r> vere line
grt nafthengige. Settet (ﬁj,.ax,ﬁr) suppleres om fornedent til en
basis (fﬁ}...,ﬁm) for V. Idet den til afbildningen herende matri-
ces spjler er koordinatszttene for vektorerne f(§1)"“’f<§n) i

koordinatsystemet (£1:°'~’£m% fas for matricen

.Z\& - QI‘,I‘ Qr,n-r ,
Oz, v Qm-r,n—r
hvor Q » betegner (r Xr)-enhedsmatricen og 0 (p Xq)-nulmatri-

cen, Denne matrix betegnes 1 det fplgende med E%r). (Er f.eks.
r = m, falder de to nederste nulmatricer naturllgv1s bort, og til-
svarende gzlder for de andre gransetilfmlde r = 0 eller n.)

Heraf kan drages flere vigtige slutninger vedrerende matri- -
cer med elementer fra et givet tallegeme L:

Er A en vilkérlig (m Xn)-matrix, findes der en regulsr (mAm)-
matrix P og en reguler (n xXn)-matrix Q, siledes at PAQ = _éié
Med ovenstiende betegnelser vil nemlig P=TogQ=38 -1 opfylde
kravet.

Er A en (m xn)-matrix, P en vilkdriig regulsr (m» m)-matrix

og g en vilkdrlig reguler (nXn)-matrix, vil matricen PAQ have

samme sejlerang som A, Idet T = P og S = g-1 opfattes som koor-

dinattransformationsmatricer, vil nemlig A og PAQ kunne fortolkes
som matricer herende til den samme linemre afbildning. Begge ma- %
tricers sejlerang er altsd lig med denne afbildnings rang. . j

t
Det er indlysende, at den transponerede E( 3 = Eér% til ma-
’ ’

tricen E(r) har samme se¢jlerang som denne., Idet man ved en matri-
Bt §

ces rakkerang forstir maximaltallet af linesrt uwafhsngige blandt



dens rskker, gwlder altsd for matricen Eér%, at dens sojle- og
s

rekkerang stemmer overens. Af ovenstdende kan sluttes, at dette

gelder for enhver matrix A. Har A sejlerangen r og er P og Q re-

gulsre matricer, for hvilke PAQ = Eér%, fas nemlig Q'A'P' = Eér%a
i Ty - - - ke

Da P' og Q' ogséd er regulmre, sluttes, at A" har samme spjlerang

r som é. Altsa:

For enhver talmatrix A stemmer sgjlerang og rzkkerang over-

ens, og dette tal kaldes matricens rang og betegnes med rg A.

Serlige forhold geor sig gxldende ved linesmre afbildninger
af et vektorrum (U,+,L) ind i sig selv.

Har (U,+,L) endelig dimension n, herer der til sddanne afbild.-
ninger (nXn)-matricer 4. Velger man to baser i rummet og fremstil-
ler originalvektorerne i den ene og billedvektorerne i den anden,
gelder det ovenfor sagte naturligvis ogsd i dette tilfslde, Man
vil dog her almindeligvis foretrskke at fremstille original- og
billedvektorerne i den samme basis. Udfgres en koordinattransfor-

mation med den regulere (nxn)-matrix S, vil A nu blive erstattet

med §é§—1. En (n®n)-matrix B siges at were reguler-skvivalent
eller ligedannet med (nXn)-matricen A, hvis der findes en regu-
ler (n Xn)-matrix 3, sdledes at B = §é§~1. Skrives BeA, hvis det-
te er tilfeldet, er <~ faktisk en zkvivalensrelation i mengden af

alle (n% n)-matricer (med elementer fra I). Refleksiviteten fol-

-, Symmetrien felger af, at B = §A§_1 medforer

ger af, at A = EAE
A= g““g(s’”)‘1, Transiviteten feolger af, at B = §é§‘1 og C = gggmﬂ

medfprer

0 = 2845717 = (29)a(zs) .

Regulzr-gkvivalente matricer har samme rang.
Foreligger der en linesr afbildning af et n-dimensionalt vek-

torrum ind i sig selv, ligger det nmr ved passende valg af basis
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at sege at opnd en s8 sinmpel matrixfremstilling som muligt.
Forholdene er dog her betydelig mere indvinklet, end né&r to
koordinattransformationer er til r&dighed. Man kan opstille
visse normalformer, som imidlertid ikke er s& simple som den
ovenfor nmvnte. Spergsmalet vil kun blive behandlet under visse
specielle forudsmtninger.

TLad (U,+,L) og (V,+,L) igen vere vilkarlige vekborrum.
Er £ og g to linemre afbildningeraf (U,+,L) ind i (V,+,L), for-
stds ved deres sum f + g afbildningen, der til u &«U lader svare
f(u) + g(u) &V, Det er indlysende, at £ + g ogsd er en linesr
afbildning. Er k et vilkérligt tal fra L, forstids ved kf den
afbildning, der til u€U lader svare kf(u)€ V. Ogsd denne af-
bildning er @jensynlig linemr. Med disse kompositionsforskrifter
danner de linemre afbildninger af (U,+,L) ind i (V,+,L) et vek-
torrum,

Har (U,+,L) og (V,+,I) endelige dimensioner n og m, 0g
velges en basis i hvert af de to rum, svarer der til linemre
afbildninger f og g (m 'xXn)-matricer é og B. Til £ + g og

kf vil da svare henholdsvis A + B og kA, Br nemlig (31’°°"§m)
den valgte basis for U, vil billedvektoren af e ved £ + g og
ved kf vere henholdsvis f(gi) + g(gi) og kf(gi). Sgjlerne i

den til £ + g svarende matrix fas altsd ved at addere tilsvarende
spjler i é og B og sejlerne i den til kf svarende matrix ved

at multiplicere sgjlerne i é ned k, Idet der (efter at baserne
er valgt) bestdr en enentydig korrespondance mellem de linemre
afbildninger og matricerne, sluttes, at vektorrummet bestiende

af alle linemre afbildninger af (U,+,L) ind i (V,+,L) er iso-
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norft med det tidligere (side III, 6, 5) omtalte vekterrum

-ﬁnanL) af (mAxn)-matricer med elementer fra I,
’ .

Er specielt U = V og benyttes den samme basis ved frem—
stillingen af original- og billedvektorerne, strekker sig denne
isomorfi videre, idet der nemlig til sammensatningen g o f af
to linemre afbildninger af (U,+,L) ind i sig selv svarer pro-
duktet Eé af de to til f og g herende matricer é og B (se side
IIT, 7, 12)., Idet f er en enemydig linesr afbildning af
(U,+,L) pd sig selv, hvis og kun hvis den tilsvarende matrix er

regulsr, ses, at gruppen af enentydige linemre afbildninger af

et n-dimensionalt vektorrum (U,+,T) p8 sig selv (jfr. side III,

7, 6) er isomorf med den generelle linemre gruppe GL(n,L)

(jfr. side III, 6, 10).

Dybere géende undersggelser af linesre afbildninger ba-
seres pd de vigtige begreber "egenvektor" og "egenverdi"., Lad

(Vy+,L) vere et vilkdrligt vektorrum ¢ (U,+,L) et underrum i

dette., En veklor u + O fra U siges at vere en egenvektor for
den linemre afbildning f:(U,+,L) ind i (V,+,L), hvis dens
billedvektor f(u) er proportional med den selv, hvis der altsé
findes et tal AE L, sdledes at
flu) = Au.

Tallet Akaldes den til egenvektoren u herende egenverdi. Op-
gives tallet Avilkarligt, vil der i almindelig ikke findes
nogen fra O forskellig vektor u, som tilfredsstiller ligningen.

Betegnes den identiske afbildning af U péd sig selv med e,
vil

f;{‘= f -~ »e
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vere en linesr afbildning af (U,+,L) ind i (V,+,L), og lig-
ningén kan skrives f?m(&) = 0. Heraf ses, at hvis kernen K?a
ved afbildningen f}hindeholder fra O forskellige vektorer, vil
disse og kun disse vare egenvektorer med egenverdien 4, Heraf
sluttes for det feorste, at \ er en egenverdi, hvis og kun hvis
dim KR. > 0, og for det andet, at de til en egenverdi )\ herende
egenvektorer sammen med O udger et underrum, nenlig K?%, som
kaldes det til ) herende egenrum. Dets dimension kaldes multi-

pliciteten af egenverdien e og betegnes med mlt A. . Et ta&.?b,

som ikke er egenverdi, siges at have multipliciteten 0. Man

har da for hvert tal A &£ L, at mlt A = dim Kﬁ_ .
Som simple eksempler kan nmvnes folgende:
Er k et fast tal fra L, vil ke, hvor e betegner den iden~
tiske afbildning af U, have h = k son eneste egenverdi, og det

tilhgrende egenrum er hele rummet U,

Lad (U,+,R) vere det tredimensionale geometriske vektorrum,
U' et endimensionalt og U" et todimensionalt underrum, som ikke

indeholder U', Afsat fra et og samme punkt O vil vektorerne

i U' ligge p& en linie p og vektorerne i UY i en plan 7™, som

skerer p, Ved til hver vektor u ¢ U at lade svare dens parallel
1 retningen

projektion f(u) p& 7 'defineres en linesr afbildning af (U,+,L)

ind i sig selv. Den har O som egenverdi med U' som egenrum og

1 som egenverdi med U" som egenrum. Der gelder altsd mlt O = 1

og mlt 1 = 2, Der findes ikke andre egenvektorer; thi projek-

tionen f(u) af en vektor u, som hverken tilhgrer U' eller U",

er ikke parallel med d.

Lad (V,+,R) vere vektorrummet bestdende af alle i R define-

rede reelle funktioner ¢ (t) med perioden 29, og lad (U,+,R)
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vzre underrummet bestéende af de to gange differentiable blandt
disse funktioner, Ved tilg& U at lade svare den anden aflede-
de ¢ " fas en linesr afbildning af (U,+,R) ind i (V,+,R). For at
bestemme denne linemre differentialoperators egenvwrdiﬁ%é "egen-
funktioner" leses differentialligningen ¢ " =A ¢ for et vilkér-
ligt givet reelt tal ;L ., Det vides, at forA > 0 er lesningerne
ikke periodiske, Man kan derfor foruds&ttejl < 0i Smttes th —kz,
hvor k > Q, kan lesningerne skrives

#(t) = c, + oot - for k = O,

¢ (%)

hvor e¥ 0g ¢, er arbitrere reelle konstanter, Blandt lgsningerne

1l

cyco8 kt + cosin kt for k > 0,

for k¥ = O er kun konstanterne ﬁﬂ(t) = ¢, periodigke med perioden
27, Idet disse danner et endimensidnalt underrum, er A = 0 egen-
verdi med multipliciteten 1 og de fra O forskellige konstanter

som egenfunktioner; Lesningerne for k > O er periodiske med perio-
den 2%, hvis og kun hvis k er et helt tal p = 142,.+id ¢ Tallene
A= -p2, P="1,2,00s, 0g kun disse; er altsd ligeledes egenverdi-
ery Egenrummet herende til 3p2 bestér af funktionerne .

c,c08 pt + c,sin pt, Da cos pt 6g sin pt er linemrt uafhmngige
(ikke proportionale), har hvert afidisse egenrum dimensionen 2,
dgvas) mlt(uﬁg) = 2 for p = 1}2,3:. ‘

Begnvektorerne Uyseee,u, horende til indbyrdes forskellige

egenverdier }‘1""’Ap for en linemr afbildning er linesrt uafhen-
gige.

Bevis: Lad r betegne rangen af szttet (31,...,gp). Det drejer
sig om at vise, at r = p. Antag, at r < p. Nummeringen af egenvek-
torerne (og de tilherende egenvardier) tenkes valgt sdledes, at
Yypeeeld, €T linewrt uafhsngige, altséd danner et maximalsst., Da er

L en linearkombination
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p*k1u1 +o-o+k r

For billedvektoren f(gp) fés

f(gp) =lpp_p =kAu + ...+ klu.
Sammen med den foregdende ligning multipliceret med;{p giver det-
te

k, (;a,10 =208y e+ kr(;;p - Xyl
Iwmafk#Apvlj)z...=kﬁlp-}T)=0,ma%,“.&Terlu
nexrt uvafhxngige, og folgelig k1 = see = kr = O, deveS. Ep = 0,
dajkﬂ,»;m;)p»er indbyrdes forskellige. Dette strider imidlertid
mod; at Ep som egenvektor er forskellig fra Q. Dermed er seinin-
gen bevist,

Som en umiddelbar konsekvens af smtningen (eller ogséd let

direkte) fds, at to egenrum herende til forskellige egenvardier

har kun nulvektoren fzlles,

ET:R1:‘~-,AP indbyrdes forskellige egenvardier med multipli-

citerne m,l,...,mp for en linezr afbildning f, og vaslges for i =
Teesep en basis for det tilei herende egenrum Ki, vil de
My + ese + I sdledes valgte vektorer vzre linesmrt uvafhsngige.
En linearkombination af disse vektorer med koefficienter , som
ikke alle er O er nemlig en sum By o+ oeee + Uy hvor u, tilherer
Ki’ og ikke alle u, er lig 0. Ifplge ovenstaende smtning kan en
sddan sum ikke vsre nulvektoren. Dermed er pastanden bevigt,

I eksemplet ovenfor omhandlende differentialoperatoren w
dz/d‘b2 anvendt pa funktionerne med perioden 2’P’dannex'¢7(t) =
en basis for det til egenverdiend = 0 hsorende egenrum og funktio-
nerne cos pt, sin pt en basis for det til;k == -p2 herende egen-—
rum, Af det lige beviste feolger den vigtige kendsgerning, at hvil-
kesomhelst endelig mange blandt funktionerne

1,c0s8 t,sin t,cos.2t,sin 2t,...,cos pt,sin pt,...

er linemrt uafh:ngige.
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Nu betragtes specielt et vektorrun (U,+,L) af den endelige
dimension n og en lineszr afbildning T af dette ind i sig selv.
Velges der en basis for U, svarer der til f en (n Xn)-natrix é,
sdledes at Zl = ég,, hvor gl 0g X] son for betegner koordinat-
settene (nu i samme koordinatsysten) for ugU og v = £(u) ¢ U,
At talledt }HﬁlL er en egenverdi, er ensbetydende med, at lig-
ningen éu' = ﬁ.gl eller

(A -A By =

o

|

har en lgsning gl % g,n Logsningsrurmet til dette homogene
lineere ligningssysten er det til A herende egenrum og har ifplge
en tidligere swmtning (side III, 7, 10) dimensionen n - rg(A - A E)
Folgelig gmlder for hvert reelt tal T

mltA =n - rg(d - X E).
Dette tal er nul, hvis og kun hvis matricen é - A E er reguler.
Afbildningens (eller matricen é's) spektrun, d.v.s. nengden af
dens egenverdier, bestar altsd af de tal . , for hvilke
matricen A - A E er ginguler, d.v.s. ikke reguler.

Af den foreglende satning felger, at en afbildning af den
her betragtede art hejst kan have n indbyrdes forskellige egen-—
vardier ﬁ~1,..ﬂ, }Lp,p <n. Er Typ e oo sty egenverdiernes multi-
pliciteter, haves endda

Dy + oeee F mp < n;
thi velges i hvert af egenrummene en basis, fas ialt Iy P mp
vektorer, sor ifeplge det viste er linemrt uafhsngige. Suppleres
(onn fornedent) disse vektorer 34,oon,gq, hvor ¢q = I, + e + mp,
til en basis (gq,oaa,gﬂ) for U, vil den tilhgrende matrix A have
en form, der kan beskrives cfledes: I de g ferste spjler er alle

elementer uden for hoveddiagonalen (diagonalen fra gverste venstre
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til nederste hojre hjorne) lig 0, og i diagonalen st8r egenver-
dierne hver sd mange gange son dens multiplicitet angiver.
De resterende n - q sojler kan der ikke siges noget on.,

Er specielt surmen af egenverdiernes multipliciteter,
altsd q, lig med n, findes der en basis, son kun bestdr af
egenvektorer, og den til afbildningen herende natrix vil da vere

en "diagonalnatrix™ ned egenverdierne i hoveddiagonalen, hver

taget med s& mange gange son dens nultiplicitet angiver, og
nuller pd de evrige pladser, Der gmlder altsd (jfr. side III,
T, 14):

Hvis en (nxn)-natrix har egenverdier, hvis multipliciteter

har summen n, er den regulsr-skvivalent med en diagonalnatrix.

Rettelse:

I1T, 7, ov, 5 slettes. Den der fremsatte pastand er forkert,
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1)

2)

AG III, T,0v. 1 = 2

gvelser il kap. III, 7.

Lad (V2,+,R) betegne det todimensionale vektorrum be-
stdende af alle geometriske vektorer i en given plan,
og lad (91,22) vaere en basis for det.

a) En linesr afbildning f:V, ind i V, bestemmes ved

£(gq) = eosT(ey) = g+ Angiv afbildningens matrixfrem-

s1il1ling. Bestem sambtlige vektorer u, for hvilke f(u) = u.
Afs®t to basisvektorer (ikke netop lige store og vinkel-
rette pd hinanden) samt en vilkdrlig vektor u ud fra et
punkt O i planen, og konstruer billedvektoren £(u) afsat
fra O,

b) Gennemfer det tilsvarende for afbildningerne f1,f2,f3
bestemt ved f1(§4) = ge,f1(g2) = “Eq’fg(ﬁq) = =84,
f2(92) = -gQ,f3(21) =-§2,f3(g2) = g4+ Vis ved hjelp af

matrixregning, at de tre afbildninger sammen med den

identiske afbildning danner en cyklisk gruppe af ordenen 4.

Ved
Xq
(71 .
2
y2 = 0 1 1 =1
bid
¥z 1 o 1 1 3

bestemmes en linemr afbildning £ af &t ina 1 RO, Angiv
en basis for billedrummed f(R4), og bestem en basis for
afbildningens kerne (altsd en basis for lesningsrummet

for det linesre homogene ligningssystem, der fremkommer,

nir man setter y, =y, = Y3 = 0).
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3) PFind samtlige lesningsset til det homogene linemre lig-

ningssystem
aagxg + a2X3 = 0
a3x1 - 84Xz = 0
~a,X, * a,X, = 0, .

hvor talssttet (a1,a2,a3) + (0,0,0) er givet. (Jfr. III,

6, ov. 18, og vis, at derblandt koefficientmatricens sgj=

ler findes to linesrt uafhangige.)

4) Om en linesmr afbildning f af et n~dimensionalt vektorrum
ind i sig selv forudsmttes, at hver vektor u + 0 er en
egenvektor, d.v.s. til hver vektor u + O svarer der en
skalar k(u), den til u herende egenverdi, séledes at
f(u) = k(uw)u. Vis, at k(u) ikke kan afhenge af u, og
angiv afbildningens matrixfremstilling i en vilk8rligt

valgt basis for rummedt.

5) Om en linesmr afbildning f af et todimensionalt vektorrum
ind i sig selv forudsattes, at der findes en egenvektor a,
dl tsd en vektor a + 0 og en skalar ), sdledes at f(a) = Aa.
Vis, at hvis A4 1, findes der (mindet) en fra a linewrt
uathengig egenvektor b, Underseg, om man kan drage samme
slutning, hvis A = 1., (Benyt f.cks. en basis bestdende

af a og en anden vektor,)

A Y

6) En linesr afbildning f af vektorrummet (RN,+,R) af alle
reelle talfglger ind i sig selv defineres ved
(u4]9u2’coo) (V,',Vz’nao)’

hvor
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1 .
'V'i:.‘j—"(u,]'l",.."!‘ui), l=1,2,neo .

Vis, at f er en enentydig afbildning af RN pa sig selv,

og angiv den inverse afbildning. |

Vis,at ved restriktionen af £ til underrummet bestdende

af alle konvergente talfelger vil dette underrum afbildes
ind i, men ikke pa& sig selv.

Ebette gédr ud pd at vise, at hvis fglgen (u1,u2,...) er
konvergent, vil ogsé (v1,v2,,..) vere konvergent (med

t [gelder.

samme graenseverdi), og at det omvendte ikke generelt |

(Beviset for den ferste pastand er ikke helt simpelt)]

Med GRn betegnes vektorrummet af alle reelle polynomier af
hejst n~te grad., Ved til polynomiet
p(t) = py + Pyt + p2t2 Feee ¥ pntn, teR,

at lade svare dets differentialkvotient fis en linesmr afbild.
ning D : j?n ind i ﬁ?n. Angiv afbildningens kerne og billed-
rummet D( f{?n). Find afbildningens matrixfremstilling, idet
der som basis benyttes (1,t,t2,...,tn). Angiv kernen og bil-
ledrummet ved afbildningen D2, og bekrsft ved matrixregning,
at D° er afbildningen, der til et polynomium p(t) lader sva-
re debs anden afledede,
Idet h er et givet reelt tal, defineres ved Fh(p(t)) =
p(t + h) en afbildning F, : J, ind i ‘Pn. Vie, at den er
en enentydig linesr afbildning af ﬂbn pa T;, og find dens
matrixfremstilling i den nmvnte basis. (Begynd med at bestem-
me de til basispoljnomierne svarende polynomier.)
Vis, at polynomierne

500 =, (1) o g (en) (5=2h) o+ (4=(im1)h), 1 = 1,0..,n,

danner en basis for 73n. Angiv matrixfremstillingen for den
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pjensynlig linesre afbildning ZKh : S?n ind i «/ bestemt ved

Zﬁh(p(t)) = p(t+h) -p(t) og for afbildningen F, i denne basis.

8)

Lad (V,+,R) betegne vektorrummet béstéende af alle reelle funk-
tioner ?Q(t), som er definerede i intervallet 0 < t < %/ . Lad
endvidere (U,+,R) betegne underrummmet bestiende af de to gan-
ge differentiable blandt disse funktioner, for hvilke desu-
den gﬁ(o) = 9§(3) = 0, Ved til gﬁ(t) at lade svare ?ﬁ"(t) de~
fineres en linesr afbildning af (U,+,R) ind i (V,+,R). Bestem
denne afbildnings egenverdier og tilherende "egenfunktioner",
d.v.s. de reelle tal A, for hvilke der findes en funktion
9§(t)é U, som ikke er identisk O og for hvilken ?ﬁ"(t) =
R.?O(t), samt for hver sé&dan verdi af A de pigwldende funk-
tionerdBegynd med at bestemme samtlige lesninger til differen-—

tialligningen ¢2" -~ A¢0 = 0 for et vilkdrligt A .)

En linemr afbildning af et tredimensionalt vektorrum (U,+,L),
hvori der er valgt en basis (§4,§2,§3), ind i et todimensio-
nalt vektorrum (V,+,L), hvori der er valgt en basis (i1,£2),

er med hensyn til de nmvnte baser givet ved

hvor a er et givet tal, Angiv for hver verdi af a afbildnin-
gens rang r. Bestem dernmsst nye baser i de to rum, sdledes

at den til afbildningen herende matrix antager normalformen
med (r)(r)-enhedsmatrioen i everste venstre hjerne og nuller
pé& alle andre pladser, Angiv ogsd de tilsvarende regulsmre ko-
ordinattransformationsmatricer g og I og gennemfer en kontrol

ved at udregne T A §"1, hvor A er ovenstlende (2X3)-matrix.
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10)

Lad (U,+,L) vere et vilkirligt vektorrum ogfen linemr af-
bildning af (U,+,L) ind i sig selv.

Vis, at hvis f er involutorisk, d.v.s, f2 den identiske af-
bildning, vil 1 og =1 vere de eneste tal, der kan vere
egenvaerdier for f,

Vis, at hvis f er idempotent, d.v.s. f2 = f, vil O og 1
vere de eneste tal, der kan vere egenverdier for f.

Antag dernmst, at (U,+,L)har den endelige dimension n. Vis,
at det da for enhver involutorisk eller idempotent afbilde
ning f gelder, at summen af egenverdiernes multipliciteter
er lig med n., (Pastanden gér, som det let ses, ud pa, at
hver vektor u €U kan fremstilles som en linearkombination
af egenvektorer, Benyt f.eks. i det involutoriske tilfelde,
at

w= (@) ¢ - tw)
og 1 det idempotente, at

w=(uw~=2(w) + £(u).)
Giv i det tilfslde, hvor U er det tredimensionale geometriske

vektorrum, en geometrisk beskrivelse af alle involutoriske

og idempotente afbildninger.




§ 8. Affine afbildninger,

I denne paragraf underspges en klasse af afbildninger af
punktrummet E3, en plan E2 eller en linie E1 ind i EB"

En afbildning ¢ ind i EB’ hvis definitionsmengde M er EB’

en plan B, eller en linie E1, kaldes en affin afbildning, hvis

den opfylder felgende betingelses

AN VP, QRS VN (BS = 280 = RS = Ml P)p(Q) ).

For A = 1 kraver dette specielt, at hvis to punktpar ﬁg
og Eaérepr&senterer samme vektor, skal de to billedpunktpar lige-
ledes reprm:sentere samme vektor. Dette vil sige, at en affin af-
bildning tillige bestemmer en afbildning f¢; af det tre-, to-
eller endimensionale vektorrum V(M) bestlende afl alle geometriske
vektorer i M ind 1 det geometriske vektorrum V3° Er nemlig
v & V(M), og er ﬁaz hvor P,Q € M, en reprmsentant for v, vil
ﬁ?(?7?5fdb representere en vektor, som kun afhenger af vektoren v,
men ikkeaf den for denne valgte reprmsentant, og som derfor kan
betegnes med f?.(z), Af AA felger umiddelbart; at f? (;gl) =
Aty (v) for hver vektor v & V(M) og hvert reelt tal A, Endvidere
gelder f§~(g +v) = %ﬁ (w) + gﬁ (v) for hvilkesomhelst to vek-
torer u, v ¢ V(M)., Reprmsenteres nemlig g'ved'fa 0g X_ved’§§:
vil u + v reprazsenteres ved ?ﬁ. Da endvidere

FEV Q) + (O F R = g (2) p (B,

og g}(P};ﬁ(QF, ¢:(Q)7§(Rj?og %,(P)YQ(R7'reprasenterer henholdgvis

#

Ty (), i (v) og £y (u + ) er pastanden rigtig. Til hver affin
afbildning ¢ af i:rldiE3 horer altséd en linewr afbildning %@
af vektorrurmet V(M) ind i Vs, som vil blive betegnet som den

vedyﬁ inducerede linesre vektorfunktion.
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Omvendt, lad der vare givet en linemr afbildning f£:V(M) ind
i VS’ et punkt A& M og et punkt A' & E3' Der findes da en og
kun een affin afbildningg::M ind 1 E3’ for hvilken Af(A) = A",
og som inducerer f. FEr nemlig X et vilkérligt punkt i M og
X = K% dets stedvektor ud fra A, er det punkt X', hvis stedvektor
ATX' ud fra A' er £(x), det eneste der kan vare billedpunkt af X
ved en affin afbildning af den forlangte art. Smttes pd den anden
side ¢3(X) = X', féds en affin afbildning af M ind i E3° For at
vise dette betragtes fire punkter P,Q,R,S 1 M, for hvilke
'ﬁé :;lf@i hvor "\ er et reelt tal. Disse punkters billedpunkter
ved den lige definerede afbildning.?>betegnes med P',Q',R',S"',
Idet

B¢ = Y - 7, R = i§ - X,

haves p& grund af lineariteten af vektorfunktionen f

£(70)
RS

£(RS)

2(iQ) - £(BB) = K57 - iF - P

1

4 e ] J— excnaria e
£(AS) - £(AR) = A'8' - TRV = R7§Y,

1t

og derfor
Ri57 = £(8) = £(\F) = Ae(FD) =AFG,
hvormed péstanden er bevist.
Disse resultater sammenfattes til folgende satning:

Lad M betegne punktrummet EB’ en plan E2 eller en linie E1,

Lad endvidere V(M) betegne det tre—, to- eller endimensionale

vektorrum bestdende af de geometriske vektorer i M., Enhver affin

afbildning« :M ind i E3 inducerer ved %ﬁ (5@) :§?(P)¢>(Qf?gg

linesr vektorfunktion £? ¢ V(M) ind i V3' Omvendt induceres en-

hver linexr vektorfunktion f:V(M) ind i V5 af mindst en affin

afbildning af M ind i EB’ og denne er entydig bestemt, hvis der

foruden f foresgkrives billedpunktet for eet punkt af M.
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Lad n = 1, 2, 3 betegne dimensionen af V(M), og lad der
vere valgt en basis (31,,..,gﬂ) for V(M), Som vist tidligere
(side III, 7, 6 - 7) findes der netop een linesr vektorfunktion T,
for hvilken f(gj) = 11,.°,,f(§ﬂ) = V,, Avor v,,...,v, er vil-
k8rligt opgivne vektorer i V3' Er endvidere AO et punkt i M og

Aé et punkt i EB’ findes der altséd en og kun een affin afbild-

ningg}:M ind 1 ES’ sdledes at

3 _— t _ _
?L:(Ao) -—AO ? ;}]}(_e;]) - l’]’."’f‘%}}(in) __‘Z:no

Afsettes vektorerne Cqreeesly fra AO og vektorerne YiseeosVy

fra Ag , 0g sattes

- 3 = TR _ ATV R
S = Aohqs ey = Ahys Wy = AGhyy e el = Aoy,

ses, at de n:vnte opgivelser kommer ud pd for den affine af-

bildning¢ at foreskrive billedpunkterne A',Ad,.,.,A' af punkterne
0’1 n
lineere

Ao’A1""’An‘ Tager man 1 betragtning, hvad den forudsatte/uaf-

hengighed af EqrweesSy betyder for den indbyrdes beliggenhed af

punkterne Ao’A1""’An’ f8r man:

I, Der findes en og kun een affin afbildning « af en linie

E1 ind i EB’ ved hvilken der til to givne forskellige punkter AO

g§4A1 Eé.E1 gvarer to vilkirligt givne punkter ¢3(A5}: Aé og

plhy) =43 L Bs.

II, Der findesen og kivn een affin afbildning ¢ af en plan

E2 ind i EB’ ved hvilken der til tre givne punkter Ao’A1 og A2

i Eg, som ikke ligger pa samme linie, svarer tre vilkdrligt givne

punkter P (AO) = Ag,gﬁ(A1) = A{ gg;ﬁ(Az) = Aée
I1II, Der findes en og kun een affin afbildningdaf rummet E3

ind i sig selv, ved hvilken der til fire givne punkter AO,A1,A2

08 A3 l'EB’ gom ikke ligger i samme plan, svarer fire vilkérligt

givne punkterf?(Ao) = Ag,?ﬁ(Aj) = A{,¢z(A2) = A} Qg;ﬁ}(AB) = A%.
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Idet de tre tilfelde igen behandles sammen, velges AO som
begyndelsespunkt og gy = AOA1,...,gﬂ = AOAn som grundvektorer
for et affint koordinatsystem i M. Er da (X1,,..,Xn) koordinat-

settet for et vilkarligt punkt X e M, haves

e Y e N ad
AKX = X1AOA1 Toese X AA = gy toeee t XL

For billedpunktet X' = ©(X) ved en affin afbildning @ af M gelder
da med de ovenfor indfegrte betegnelser
AX = £, (A X LAY + A +

ot T 7Y (AK) = xgAghy + oow + MIAL = X7y 4 Luw F XV

Omvendt vil der ved denne ligning for vilkarligt opgivne punkter

Aé,A{,...,Aﬁ i E3 bestemmes en affin afbildning X — X' af M ind

i E3’

Ved rangen af en affin afbildning forstads rangen r af den

inducerede linezxre vektorfunktion f@ , alts8d maximaltallet af
linewrt vafhengige blandt vektorerne v, = fy (gq)yeees¥, =
f@ (gn). Men har gjensynlig r <mn., Der kommer altsd kun ver-
dierne r = 0,1,2,3 i betragtning.

Err =0, dovys. ¥y = co0 =V, =0, bestdr billedmengden
¢(M) kun af punktet Aé. Da M indeholder mere endleet punkt, er

afbildningen ikke enentydig.

Er r =1, alts& n = 1, 2 eller 3, og er f.eks, vy + 0, vil
de gvrige vektorer v (i tilfmldet n > 1) vere skalmre nultipla
af Vi Billedmengden y(M) er da den med V4 parallelle linie gene
nem Aé. At hele denne linie kommer med, ses ved at lade X, gennem-
lgbe mengden af reelle tal og at satte eventuelle andre X, = O.
Hvis n > 1, er afbildningen ikke enentydig, idet ViseossV, da er
linewrt afhengige og ovenstiende fremstilling af Ag?ﬁ Tolgelig

ikke entydig bestemt. I tilfeldet n = r = 1 foreligger en afbild-
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ning af en linie B, pd en linie B} = SQ(E1). Velges Al som begyn-

delsespunkt og KZZ? = ¥, som grundvektor for et affint koordinat-

system p& B!, far billedpunktet X' = QQ(X) for et punkt Xi£E1 sam-~
me koordinat Xy, Som X har med hensyn til koordinatsystemet

—
A

(AO;AO 1). Heraf ses, at afbildningen er enentydig i dette tilfel-

de.

Er r = 2, alts& n = 2 eller 3, og f.eks. ¥, 08 ¥, lineesrt
nafthengige, vil 23 (1 tilfsldet n = 3) veEre en linearkombination
af Yy 08 Yo Billedmengden §ﬂ(M) er da den med Y, 08 ¥, parallelle
plan gennem Aé. At hele denne plan kommer med, ses ved at lade
(X1,X2) gennemlpbe mengden af reelle talpar og i tilfeldet n = 3
at sxtte X3 = 0, Hvis n = 3, er afbildningen ikke enentydig. I til-
feldet n = r = 2 foreligger en afbildning af en plan E2 pad en plan

> —
B) = 79(E2). Velges Al som begyndelsespunkt og AlA} = ¥, og ALAL
= ¥, s0m grundvektorer for et affint koordinatsystem i Eé, far
billedpunktet X' = "7‘0(}{) for et punkt X€E, samme koordinatpar
(xq,x2), som X har med hensyn til koordinatsystemet (AO; A;i1’AoAn)
Heraf ses, at afbildningen er enentydig i dette tilfslde,

Hvis r = 3, altsd ogsd n = 3, er vektorerne ¥y ¥y 08 ¥y li-
nexrt vafhsngige. Billedpunktet X' = SQ(X) for et punkt XEE3 har
da samme koordinatset med hensyn til det affine koordinatsystem
(Aé;z1,22,y3), som X har med hensyn til koordinatsystemet

(Ao;g1,32,§3). Heraf ses, at der foreligger en enentydig afbild-

ning af E3 P& sig selv.,

Lad M igen betegne em linie E1, en plan E2 eller rummet E3’

thend s

0og lad n vere henholdsvis 1, 2 eller 3, Lad endvidere M' betegne

2
1, 2 eller 3, T M veelges et affint koordinatsystem (Ao;gq,...,gn)

2
en linie E%, en plan E! eller rummet EB’ 0g lad m vere henholdsvis
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og i M' et affint koordinatsystem (Bo;£1""’£m)' En affin afbild-
ning 99 ¢+ M ind 1 M' te®nkes bestemt ved billedpunktet‘Aé = gﬁKAO)
samt den inducerede vektorfunktion f§g' Er

—

AOX = _)S = X1§1 4+ oo + Xngn

stedvektoren ud fra A  for et vilk8rligt punkt X i M og

— — .

Bvo =2a= a1iﬁ toeee v AL, BY =¥ = y1£1 toeee Vo
stedvektorerne ud fra B for henholdsvis A! = 99(AO) og Y = gﬁ(x),
haves

g;§J= 2+ fﬁp(§)~

Den linesre vektorfunktion fq? har med hensyn til de to baser
(§q"‘°’§n) 0g (i%,...,in) en matrixfremstilling y| = égl , hvor
A er en (mxn)-matrix, hvis sejler er koordinatssttene for v, =

f$9(§1)""’zn = f #xgﬂ) i koordinatsystemet (i1""’£m)' Idet

T N 4l
§;=:’Q_~;=(: A R
Zn \am/ Im
har man felgende matrixligning for den affine afbildning ?9:
Y| = 2] + A%,
Omvendt bestemmer enhver matrixligning af denne form en affin af-
bildning af M ind i M', Afbildningens rang stemmer overens med
rg A,
Der foreligger en enentydig afbildning 99 af M pa M', hvis
0og kun hvis m = n = rg é, altsd hvis é er kvadratisk og regulsr.
Er M' = M, altsé sﬁ en afbildning af M ind i sig selv, er A
ligeledes kvadratisk (men ikke nedvendigvis regulmr). Ved en sé&dan
afbildning vil man i reglen fremstille original- og billedpunkter
i samme koordinatsystem, altsd vmlge B, = A, i}:TE%%in = 8,
Ved overgangen til nye koordinatsystemer (ﬁo;§1,...,§n) og

(ﬁo;ﬁ1,...,§m) i henholdsvis M og M' fas for den samme affine af-
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bildning ¢/ en ny matrixligning. Betegnes med S den regulare

(n % n)-natrix, hvis sejler cr koordinatsmttene for de oprinde-
lige grundvektorer g,,...,c 1 den nye basis (éq,...,én) og med
| koordinatsettet for punktet Ao i det oprindelige koordinat-

systen (Aoggq,,..,gﬂ), haves relationen

114>

| = Bl - g

mellen koordinatsmttene X 08 gl for et punkt X & M i henholdsvis
det oprindelige og det nye affine koordinatsystem; thi X ~<§'
er det oprindelige koordinatsat for vektoren X;%i hvis nye

koordinatsast er g Med tilsvarcnde betegnelser gslder for over-

.

gangen fra det oprindelige til det nye koordinatsystem i M'

IF<>
3

| = 2y -2
Af | = 2' + égl og de to koordinattransformationsligninger fés
efter en kort regning

I = Ilg - &) + Ag)) + 148
som matrixligning for afbildningens i de nye koordinatsystemer,
Ved passende valg af disse kan matrixligningen bringes péd samme
simple normalform som ved en linezr afbildning af vekbtorrum
(side III, 7, 13). Velges nenlig for BO specielt billedpunktet
f (AO) af A, antager matrixligningen formen | = égl, 0g Si-
tuationen bliver formelt den samme som ved linesre afbildninger,
ndr kun de to set af grundvektorer endres, men begyndelsespunkter-
ne bibeholdes. Drejer det sig om afbildninger af M ind i sig
selv, og vil man benytte det samme koordinatsystem for original-
og billedpunkterne, kan noget tilsvarcende kun opnds, hvis af-
bildningeng? har mindst eet fixpunkt, d.v.s., hvis der findes

et punkt A, for hvilket '?(A) = A, Et sddant kan da ned fordel

benyttes som begyndelsespunkt, Forenklinger af matricen A opnés
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ved at velge eventuelle egenvektorer for den inducerede linez:re

vektorfunktion som grundvektorer (jfr. side III, 7, 20 -~ 21).

Er P E5 ind i E3 en affin afbildning og E2 en plan, vil
restriktionen af ¢ til E2 vere en affiin afbildning af E2 ind 1
E3° Dette folger umiddelbart af den definerende betingelse AA,
idet denne jo forbliver opfyldt, hvis kun punkter P,Q,R,5 be-
liggende 1 planen E2 tages 1 betragtning. Tilsvarende gslder
for restriktionen af en affin afbildning, der er defineret i
rurmet eller i en plan, til en linie E1, Billedmengden ved en
affin afbildning af en plan (en linie) er som vist ovenfor, en
plan, en linie eller et punkt (en linie eller et punkt) og dette
gelder altsd ogsd, ndr planen (linien) kun er en del af afbild-
ningens definitionsmengde.

Lad M igen betegne rummet EB’ en plan E2 eller en linie E19
og lad gizM ind i E3 vere en affin afbildning. En linie ag;M
tenkes fastlagt ved et punkt A og en vektor u + O pa den,

Velges et begyndelsespunkt O 1 M, og betegnes et variabelt punkt
péd a med X, haves altsd parameterfremstillingen

6§’: B + tu

for a. Tor billedpunktet Y’::y(X) f4s da med betegnelserne

0' =¢(0), B=y(A) og v = f({;,(g):

I —~ —

0'Y = f?(OX) = 0'B + tv.

Er v & 0, er dette igen en parameterfremstilling for en linie b.
Der foreligger en enentydig afbildning af a pad b, og tilsvarende
punkter pd de to linier herer til samme parameterverdi t. Heraf

(eller ogs& direkte af AA) kan drages fplgende slutning: Er

X19X2’X3 tre indbyrdes forskellige punkter pad a og Y1’Y2’Y3
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—
deres billedpunkter pa&d b, vil Y3 dele Y1Y2 i samme forhold sonm
R o Y JU— 4
X3 deler X1X2; thi velges A = X1, altsa B = Y1, og B = X1X2,

At

altsd v = Y1 51 08 betegnes den til X3 og Y3 hegrende parameter-
verdi med t, haves for begge delingsforhold f = t/(t-1) (se

side III, 5, 6~7)., Da vektoren v = f%(gf§%%stlagger retningen
af b, kun afhenger af vektoren u, som fastlemgger retningen af a,
men ikke af punktet A, ses, at de med a parallelle linier i M
afbildes p& linier, der er parallelle (eventuelt sammenfaldende)
med b.

Er v = £ (u) = 0, afbildes a p& et punkt, og det samme
4g&lder da for hver med a parallel linie i M, Mmngden af de sé-
ledes fremkommende punkter er billedet f(M) af hele M, udgor
altsd en plan, en linie eller et punkt, idet @(M) = By jo er
udelukket ved en ikke enentydig affin afbildning.

Lad M nu betegne rummet E3 eller en plan E2. Med til-
svarende betegnelser tenkes en plan x i M fastlagt ved et
punkt A og to linesrt uvafhengige vektorer by 08 Wy Man har da
parameterfremstillingen

6§ =*5K + t1£ﬂ + t,u,
for x . Tor billedet Y = Q(X) findes

7Y = BTﬁ + t114 + tzzQ,
hvor v, = f?(g1) 0g ¥, = f{P(EQ)° Er v, og ¥, linemrt uafhangige,
er billedet af & en plan.ﬁ » Afbildningen er enentydig, og til-
svarende punkter i de to planer hgrer til samme parameterpar

(t1,t2). Planer i M, som er parallelle med & afbildes p& planer
parallelle med f3
Er v, og ¥, lineert afhmngige, men f.eks. v, 0, altsa

v, et skalert multiplum af Vs €T billedet af & en linie med
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retning Y,y 08 det samme gslder da for alle med ¢ parallelle
planer i M. TForeningemengden af de linier, der sdledes frem-
kommer, er f(M), altsé en plan eller en linie, idet (M) = E3 jo
er udelukket ved en ikke enentydig affin afbildning.

Er v =Y = 0, vil billedet af & vaere et punkt, og det
samme gslder da for alle med & parallelle planer i M. Mengden
af de sédledes fremkommende punkter er @(M), altsd en linie eller
et punkt, da rangen af<P 1 dette tilfelde hojst kan vere 1.

Af det, der blev sagt om affin afbildning af en linie,
foplger umiddelbart, at et liniestykke PQ ved enhver affin af-
bildning afbildes pd et liniestykke eller p& et punkt. Heraf

sluttes, at enhver konveks mengde afbildes pd en konveks mzngde

(fr. side III, 5, 10).
Er M igen definitionsmengden for en affin afbildning ¢
og er der givelt et skalarsystem
(X1,tff1>9au0,(Xp;r-5p)9 ff =ff;1 + a.a+tl—"p:’:o,
hvis punkter tilherer M, fas et nyt skalarsystem (YT’ﬁH)’°°"(Yb’ﬂp)

ved til billedpunkterne Y, = ‘?(Xi) at knytte de samme skalarer

s (Jfr, side III, 5, 11-12,) Dette ckalarsystem siges at
vaere billedet ved ‘F af det givne system. Velges 1 M et begyn-
delsespunkt O, haves for det givne systems midtpunkt X
- L., 0% + + g (

o = #(&10151 {#pd')?p),
Idet (0) =0' og (X) =Y, fas
s, _ e _ 1 m' e 4
Of? = f (OX) = ?V((:L,lom‘?;] + e +ﬁpO'Yp)’

hvoraf ses, at ved enhver affin afbildning afbildes et skalar-

systems midtpunkt i billedsystemets midtpunkt. Specielt gzlder

dette for tyngdepunkter (ikke-negative skalarer). Heraf kan

sluttes videre, at det konvekse hylster af en endelig punktmengde
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afbildes pd billedmengdens konvekse hylster (jfr. side III, 5,
11 og 14)., Séledes vil en trekant afbildes pd en trekant, et
liniestykke eller et punkt, og tilsvarende gzlder for et tetra-
eder, et parallelogram 0.8.V.

AT serlig interesse er de enentydige affine afbildninger
af en linie, en plan eller rummet pd sig selv. Lad M igen be-
tegne en sé&dan definitionsmengde. Det fremgér af diskussiomen af
de enekelte tilfszlde (side III, 8, 4-5), at en affin afbildning
af M pd sig selv nepdvendigvis er enentydig° Er ¢ og y affine
afbildninger af M pad sig selv, vil ogsé Ve vere en sddan
afbildning. Dette sluttes direkte af AA., ZEndvidere er det
blevet vist, at den inverse til en enentydig affin afbildning er

en affin afbildning. Da den identiske afbildning gjensynlig er

affin, ses, at de affine afbildninger af M pd sig selv danner en

transformationsgruppe, der kaldes den affine gruppe for linien,

planen eller rummet.

Lad der vere valgt et affint koordinatsystem (Ao;gq,.ouggﬂ)
i M. En affin afbildningf?:M ind 1 M har da en matrixligning
af formen
I| =8 "2
hvor gl,gl og Zl er koordinatszttene for henholdsvis billed-
punktet¢?(Ao), originalpunktet X og dettes billedpunkt Y =#(X),

og hvor A er en (n A n)-matrix, Eventuelle fixpunkter ved g har

koordinatset §,, som tilfredsstiller ligningen
£ =g * iz,
Denne kan omskrives tildet inhomogene linemre ligningssysten

(4 - Blx) =-2),
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son vides at have netop een lesning x| = - (é - @)"1%’,

hvis og kun hvis A - E er regular, d.v.s. hvis og kun hvis ma-
tricen é, og dermed den inducerede linemre vektorfunktion ikke
har egenverdien 1, Har é egenverdien 1, er altsé é - B ikke
reguler, vil ligningssystemet have uendelig mange eller slet
ingen lesninger,Ifeslge et tidligere resultat (side III, 4,13)
fés de eventuelle legsninger ved til een af dem at addere samt-
lige lesninger til det tilsvarende homogene system. De sidste
udger egenrummet herende til egenverdien 1 for den inducerede
linesre vektorfunktion %ﬁ’ Stedvektorerne for fixpunkterne fés
altséd ved at addere stedvektoren for eet af dem til vektorerme 1
et underrum i V(M). De udger altsd et sideunderrum, hvilket i
det foreliggende tilfslde betyder, at mazngden af fixpunkter er
en linie, en plan eller hele rummet, efter som egenrummets di-
mension, d.v.s. multipliciteten af egenverdien 1,er 1, 2 eller

%, Man har altbtsé:

Hvis mengden af fixpunkter ved en ikke identisk affin af.-

bildning w:M ind i M ikke er tom, bestdr den, hvis M er en linie,

af eet punkt, hvis M er en plan, af eet punkt eller een linie,

og hvis M er hele rummet, af eet punkt, een linie eller een plan.

Dette kan ogsé indses pd fplgende made: Antag, at(g har to

forskellige fixpunkter F, og FZS Tinien, der forbinder dem, m&

1
da afbildes ind 1 sig selv, og denne afbildning er som restriktion
til linien af en affin afbildning selv affin. Men der findes

kun een sddan afbildning af linien, ved hvilken F1 svarer til

F1 0g F2 til F,, nenlig den identiske, Hele linien bestér altsd

af fixpunkter, Tilsvarende ses, atv hvis en affin afbildning har

tre fixpunkter, som ikke ligger pd samme linie, (fire fixpunkter,



Mat, 1, 1960-61 AG ITIL, 8, 13

son ikke ligger i samme plan,) vil hele den af dem bestemte

plan (hele rummet) bestd af fixpunkter,

Eksempler:

1) Translationer af rurmet (og folgelig ogsd deres restrik-
tioner til en plan eller en linie) er gjensynlig affine afbild-
ninger., De er karakteriseret ved, at den inducerede lineere
vektorfunktion er den identiske. Matrixligninger for transla-
tioner har formen Xl = g, + §,° Tkke identiske translationer
har ikke nogen fixpunkter,

Det ses, at hver affin afbildning ¢:M ind i E3 kan sammen--
settes af en affin afbildning %F:M ind i M med et vilkérligt
opgivet fixpunkt F & M og en translation ¥ . Valges P som be-

gyndelsespunkt for et koordinatsystem i M, aflmses dette nemlig

umiddelbart af den tilsvarende matrixligning y' = Q’ + Axy. Man
har @ = T‘eg&,, hvor g har matrixligningen gl = égl 0g T mna-
trixligningen y, = @| A

2) Bn enentydig affin afbildning @ af rummet E3 vé sig selv,
hvis inducerede linesmre vektorfunktion f@ bestar i multiplikatio-
nen af vektorerne med et fast reelt tal g + 0, kaldes en homoteti.
For ¢ =1 fés en translation; en sidan regnes altsd til homoteti- :

erne. Vektorfunktionen f , har egenvsrdien ¢ med hver fra O for-

¢
skellig vektor som tilherende egenvektor. For ¢ # 1 findes der
altsd ifplge det ovenfor viste netop eet fixpunkt F, og afbild-

ningen er en "multiplikation" med © ud fra F.

Fremstilles originalpunkterne X og billedpunkterne Y i sam-

me koordinatsystem i EB’ har matrixligningen for en homoteti

formen
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Omvendt vil enhver matrixligning af denne form med ¢ $ 0 fren-

stille en homoteti. Por den inverse afbildning §;1 fés

{Ee

l :—%~§! + %’¥,; derme er altsd ligeledes en homoteti. (Dette
sluttes ogséilet direkte af definitionen, nédr det bemerkes, at
den ved ¢§~1 inducerede linemre vektorfunktion er (f@)—1d
Er v en homoteti,som.med hensyn til det samme koordinatsystem
fremstilles ved matrixligningen

2| = by oy

f8s for den sammensatte afbildning e w fremstillingen

L]

Z| =B +G2) T O9Z
Heraf aflmees, at e er en homoteti. (Ogsd dette sluttes
let direkte af definitionen, nér det bemsrkes, at f?@? = f%é f@g)
Disse resultater viser, at homotetierne i E3 danner en under-
gruppez%% i den affine gruppe.

Analogt defineres homotetier i en plan eller pd en linie.
Homotetierne i en plan danner en undergruppe?ﬁz i planens affine
gruppe. Enhver affin afbildning af en linie p& sig selv er en
homoteti.,

3) En fra den identiske forskellig affin afbildning P af

en plan pa sig selv kaldes en (aksial) affinitet, hvis dens

fixpunkter udger en linie., Denne linie kaldes dens akse., Der
findes en og kun een affinitet med en given akse a, ved hvilken
der til et givet punkt P uden for a svarer et fra dette forskel-

ligt, givet punkt P' uden for a., Vslges nemlig to forskellige

punkter AO og A1 pa a, findes der jo netop een affin afbildning
af planen, ved hvilken der til de tre punkter AO’A19P9 som ikke
ligger pé& samme linie, svarer henholdsvis AO,A1,P', og ved denne

afbildning er alle punkber ps 1i(A09A1) = a fixpunkter., Der
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skelnes mellem to tilfelde: I) 1i(P,P') skerer a, II) 1i(P,P')||a.
I tilfeldet I lad A vere de to liniers skeringspunkt. Idet
© (L) = A og giP) = P', afbildes 1i(P,P') = p pd sig selv. Det
sarme gelder da for enhver med p parallel linie g3 thi dens bil-
lede ?(q) mé vere parallel med.?(p) =p || a4, og skeringspunktet
mellen ¢ og a afbildes pa sig selv, Endvidere afbildes hver med
a parallel linie pa en med @(a) = a parallel linie. De med a
parallelle vektorer er egenvektorer til egenvardien 1, og de ned

"affinitetsretningen”, d.v.s. retningen af p, parallelle vektorer

er egenvektorer til en egenverdi A , som er forskellig fra 1, da
P+ P, Velges A som begyndelsespunkt sant & P& a og gy = AP
som grundvektorer for et koordinatsystem i planen fds som matrix-
ligning for afbildningen
!
,ygf 0 A \ij .

Tallet } kaldes hyppigt affinitetsforholdet,

T tilfzldet II afbildes p = 1i(P,P') || a pd sig selv; thi
¢ () || W(a) = a, 0g P o ?(p) har punktet P' fmlles. ILad Q vare
et punkt, som hverken ligger pé a eller pd p. Er A skerings-
punktet mellem 1i(P,Q) og a, haves AQ = k AP, hvor k + O er et
reelt tal. TIdet ¢(4) = A, ?(P) = P' og ?(Q) betegnes med Q', fas
heraf Ef' =k Kf'o Subtraktion af de to vektorligninger giver
Q0" = k PB', alted q = 11(Q,Q') || 1i(2,P') || a. Heraf sluttes,

at hver ned a parallel linie q afbildes pd sig selv. "Affini-

tetsretningen'" falder her sammen med aksens retning. FEn sidan

affinitet kaldes hyppigt en lige affinitet., Hver med a parallel

vektor er egenvektor til egenverdien 1, og der findes ikke andre
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egenvektorer, Valges et punkt A pd a som begyndelsespunkt sant
4 pd a og Ep = EP son grundvektorer for et koordinatsystem i

planen, antager affinitetens matrixligning formen

5’15 1o [X’&E
I2 0 1/ \Xe"J ’
hvor (%,1) er koordinatsmttet for P' i det valgte koordinat-
system, Velges specielt ey = f?', féds 2 = 1.

En ikke identisk affin afbildning ¢ af rummet pd sig selv

kaldes en affinitet, hvis dens fixpunktmengde er en plan X,

affinitetsplanen, Der findes netop een saden afbildning med en

given affinitetsplan ¢ , ved hvilken der til et givet punkt P
uden for &« svarer et vilkarligt givet punkt P' uden for o .,

Der skelnes igen mellen tilfmldet, hvor p = 1i(P,P') skerer = ,
og tilfeldet hvor p ]]m.a Det vises som 1 planen, at hver med

p parallel linie afbildes pa& sig selv. Disse liniers retning

kaldes igen affinitetsretningen. I begge tilfelde er alle med &
parallélle vektorer egenvektorer til egenverdien 1, som altsd har
mulbipliciteten 2 (da denne kun er 3 ved den identiske afbildning).
I det forste tilfelde er desuden vektorerne parallelle med af-
finitetsretningen egenvektorer til en egenverdi A + 1, medens
der i det andet ikke findes andre egenvektorer. Ved passende

valg af koordinatsystemet kan matrixligningerne i de to tilfmlde

bringes pd formerne

;] = % 3; f ;o= § Ev g
s2) =0 of%xgg,iyzj o Ofihgf :
; : WAL i / ;

yB;’ PO O A Xaf 1 yg;f %O 0 1 g; X3j
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4) Parallelprojektioner af rummet pd en plan eller en linie,

af en plan pa en plan eller en linie, af en linie pd en linie
er affine afbildninger.

5) I den sékaldte deskriptive geometri udvikles metoder til
afbildning af rumfigurer ved tegninger, som enten kan tjene til
at aflese en figurs mdl, f.eks. som grundlag for fremstillingen
af en genstand, eller til at give et anskueligt billede af rum-
figurem. Her spiller affine afbildninger af rummet pé en plan

en fremtredende rolle., De sdkaldte aksonometriske afbildninger,

sor1 1 reglen tjener det sidstnevnte formél, defineres s8ledes: I
rummet velges et koordinatsystem,(A;gq,gg,gﬁ) (i bekvem belig-
genhed i forhold til den figur, der skal afbildes). I tegne-
planen velges billedpunktet B af A samt billedvektorerne qulgégaf
©1180185 (bedst s8ledes, at ikke to af dem er linemrt afhsmngige).
Derved bestemnes, som vist, netop een affin afbildning af rummet
pd& tegneplanen, Til punktet X i rummet, hvis stedvektor ud fra
A er

B = xpeq + %pgp + Xze,
svarer herved punktet Y, hvis stedvektor ud fra B er

B - + +

= XV, XpVs X Vs s
To punktmengder I og M i rurmet (i samme plan, pa samme

linie) siges at vere affin-ekvivalente (eller kort affine), hvis

der findes en enentydig affin afbildning af rummet (planen, 1i-

nien) pd sig selv, ved hvilken L afbildes pd M. At der virkelig
foreligger en mkvivalensrelation, feglger umiddelbart af, at de

pégsldende affine afbildninger danncr en gruppe. Hvilkesomhelst

to tetraedre, hvilkesomhelst to trekanter, hvilkesomhelst to
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1iniestykker er affin-mkvivalente. To punktnengder ;A B, C} 0g

A' '? , hver bestdende af tre forskellige punkter P& sarme
linie er almlndeligvis ikke affin-skvivalente. Npdvendig (og,
som man let ser, ogséd tilstrakkelig) for, at der findes en

affin afbildning ¢ , for hvilken¢(A) = A', ¢ (B) = B' og

et e 5

d(C) = @', er, at 0' deler A'B' i sarme forhold som C deler

ﬂﬁ» Dette forhold siges at vare en affin-invariant af mengden
%A,B,Cf, Egenskaben ved en punktmengde L at vaere konveks er
affin-invariant, d.v.s. enhver med L affin-skvivalent mengde har

den samme egenskab., I den affine geometri studeres de affin-

invariante egenskaber ved de geometriske figurer.
To punktmengder L og M i rummet (i samme plan) siges at

vere homotetiske, hvis der findes en homoteti i rummet (planen),

ved hvilken L afbildes pd M. Idet de péagsldende homotetier
danner en gruppe, defineres herved en smkvivalensrelation mellen
punktmengder., I den elementsere geometri siges homotetiske

punktnmengder at vere "ligedannede og ligedan beliggende'.
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1)

2)

3)

4)

@velser til kap. III, 8.

P4 en linie E1 er valgt et affint koordinatsystem. En affin

afbildning af E1 pé sig selv er bestemt ved, at de to punkter
med koordinaterne p og ¢, hvor p # q, har billedpunkter, hvis
koordinater er henholdsvis p' og q'. Find afbildningens "ma-

trixligning".

I en plan E2 er valgt et affint koordinatsystem. En affin af-
bildning 99 af E2 ind i sig selv er bestemt ved, at punkterne
med koordinatssttene (1,1),(1,2),(2,-1) har billedpunkter, hvis
koordinats®t er henholdsvis (0,3),(0,0),(2,-2). Find afbild-
ningens matrixligning. (Begynd f. eks. med at bestemme matrix-
ligningen for den inducerede linesre vektorfunktion.)

Bestem den inducerede linemre vektorfunktions egenverdier og
egenvektorer, og angiv et koordinatsystem, i hvilket den affi-

ne afbildnings matrixligning bliver swrlig simpel.

I en plan E2 er givet to hinanden sksrende linier l1 og l2
samt to punkter P og P', som ikke ligger pad nogen af disse li-
nier, Vis, at der findes en og kun een affin afbildning af E2
péd sig selv, ved hvilken P afbildes p& P' og hver af linierne
1, og 1, 1) pd sig selv, 2) pd& den anden,

Find i hvert af tilfeldene afbildningens matrixligning i des%
affine koordinatsystem med liniernes sk&ringspunkt,som begyn~- -
delsespunkt og grundvektorer 91 08 &, pa henholdévis l1 0g 12,
der er valgt sdledes, at P har koordinatssttet (1,1). Koordi-

natsettet (p1,p2) for P' tmnkes givet.

I en plan E2 er givet tre punkter Aj'Az'AS’ som ikke ligger
pad samme linie. En affin afbildning ?): E2 pa E2 bestemmes
ved §Q(Aj) = Ao, go(Az) = A3,<p(A3) = A . Angiv et fixpunkt

F for afbildningen, og vis, at der ikke findes andre.
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7)

8)

9)

Angiv afbildningens matrixligning i det affine koordinatsystem

-
(F;FL, ,FA,).

I rummet E3 er givet fire punkter A A AB’A4’ som ikke lig-
ger i samme plan, Find for den ved g?(A1) = Ay, §9(A2) = Ay,
$0LA3) = Ay, gﬁ(A4) = Az bestemte affine afbildning Pt E
pa E3 mengden af fixpunkter samt egenvektorer og egenvardier,
(Underseg, hvorledes midtpunkterne af de seks liniestykker,

der forbinder de givne punkter, afbildes ved 9&.)

I en plan E2 er givet tre punkter AO,A1,A2, som ikke ligger
pé samme linie, samt et punkt Aé + A,, som ikke ligger pid
li(Ao,Aq). Ved ?Q(Ao) = A, 9&(A1) = A, 99(A2) = Al bestem-
mes en affinitet med aksen li(AO,Aj). Konstruer billedet af
en vilkarligt opgiven trekant 1) hvis li(Az,Aé) sksrer
1i(4,,4,), 2) hvis 11(4,,45) | |13(4 ,4,).

Lad E1 0g E% vere to linier, der sksrer hinanden, og lad der
vere givet en affin afbildning;gﬂ: E, ind i E%. Vis, at 99 kan
sammensattes af en translation, ved hvilken E1 afbildes pa

sig selv, og en parallelprojektion af E1 ind i E%.

I en plan E2 er givet en affinitet 99 med aksen 1. Vis, at der
findes en plan Eg, s8ledes at 99 kan sammenszttes af en paral-

lelprojektion af E Pé E' 0g en 5%éllelprogektlon af Eé Pé E2

Konstruer et aksonometrisk billede af en terning og af et re-
gulert oktaeder. (Bt smdvanligt retvinklet koordinatsystem i
rummet tenkes anbragt i hensigtsmmssig beliggenhed i forhold
til terningen eller oktaedret. De tre grundvektorers billed-

vektorer i planen vslges s8ledes, at ikke to af dem er line=zrt

afhengige.)
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10)

11)

12)

13)

Bt polyeders 15 hjernespidser har i et koordinatsystem

(03 g1,22,93) (som man bedst tenker sig swdvanligt retvinklet)
koordinatswzttene 4(0,0,0),B(2,0,0),¢(2,1,0),D(1,1,0),E(1,37,0),
F(o,B,o),A1(o,o,1),B1(2,0,1),01(2,1,1),D1(1,1,1),E1(1,3,1),.

F (0,3,1),6(5/2,1/2,3/2),0(1/2,1/2,3/2),1(1/2,5/2,3/2). Polye-~
dret har 13 sideflader: ABCDEF,ABB1A1,BCC1B1,CDD101,DEE1D1,
EFF.E ,FAAF.,A B GH,B C G,C D HGDE IHEF I,F A HI, Tegn

et aksonometrisk billede af polyedret., (Vaelg billedvektorerne

e!,el og el af e, ,e, og e, omtrent som angivet.pd nmste side.)
=11=2 3 =1?=2 =3

Seg nedvendige og tilstrzkkelige betingelser for 1) at to tra-
pezer i planen, 2) to firkanter i planen, 3) to tresidede pris-
mer, 4) to tresidede dobbeltpyramider er affin-skvivalente,

(Ved en tresidet dobbeltpyramide forstés her et polyeder sam-

r

mensat af to tregéedre, som har en sideflade felles og ligger

p& hver sin side af denne.)

Spg nedvendige og tilstrzkkelige betingelser for, at en seks-~
kant i planen er affin-skvivalent med en regulsr sekskant. Kon-
struer en sddan sekskant, nir tre pd hinanden felgende af dens
vinkelspidser er givet vilkérligt, dog sdledes, at de ikke lig-

ger pa samme linie.

Samlingen af alle affine afbildninger af rummet péd sig selv,
ved hvilke en given delmsngde D af E3 afbildes pd sig selv,
danner en transformationsgruppe GD. Bekreft dette., Vis, at hvis
D er en endelig mengde {Aj,...,Aé}, findes der et punkt, som

er fixpunkt for alle afbildninger tilherende GD. Vis, at hvis
det desuden forudssttes, at D ikke er indeholdt i en plan, vil
GD vere af endelig orden, og angiv et kun af q afhsngigt over-

tal for denne orden.
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14) Vis, at hvis en affin afbildning q} : B ind i By er af ende-
lig orden, d.v.s. hvis der findes et positivt helt tal p, sé-
ledes at ¢ er den identiske afbildning, vil den afbilde By
pad sig selv, have mindst eet fixpunkt, og tallene 1 og -1 vil
vare de eneste (reelle) tal, som kan vere egenverdier for den

ved ¢ inducerede linesmre vektorfunktion.

15) Vis, at gruppen i;; af translationer i rummedt E3 danner en nor-
mal undergruppe i gruppen af alle affine afbildninger. (Jfr.
side II,2,6, Det drejer sig om at vise, at hvis ¢ er en trans-
lation og 5& en vilkarlig affin afbildning af E3 pé sig selv,
vil 990 T o g9_1 vere en translation.)

Vis dernzst, at der bestdr en enentydig korrespondance mellem
sideklasserne til J?; og de af de affine afbildninger induce-~
rede linesre vektorfunktioner,

Underseg, om gruppen cé?B af homotetier i E2 er en normal un-
dergruppe i gruppen af alle affine afbildninger af E3 pd sig

selv,

10)

1o
\,
/i

Aoy
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§ 9, Linearformer. Linemre uligheder.,

De linemre afbildninger af et vektorrum (V,+,L) ind i tal-
legemet L, opfattet som det endimensionale vektorrum (L,+,L), kal-

des linearformer eller (issr ndr V er uendelig—dimensionalt) li-

negre funktionaler i (V,+,L). En sddan er altsd en i V defineret

funktion /\ med verdier i L, som for alle vektorer V1Y X EV 0g
alle tal a& L opfylder betingelserne

Ayy+,) = Nxy) + MNyy), Ney) = a/Alx).
Den konstante funktion, der for hver vektor v&V har vardien O,
er gjensynlig en linearform. Den kaldes nulformen eller pulfunk-

tionalen og kan uden fare for misforstielser betegnes med O.

Eksempler:

1) Ted (V,+,L) vere talrummet (I",+,L), og lad der vare gi-
vet et talswt (11,...,)n), hvis tal tilherer L. Ved til vektoren
v = (v1,...,vn)e:Ln'at lade svare tallet

Ay) = }1v1+...+,1nvn

fés en linearform, Nulformen fremkommer, hvis og kun hvis
,11=...=}n = 0, Det vil fremgd af en sstning nedenfor, at hver li-
nearform defiheret i I” er et sddant homogent ferstegradspolyno-
mium,

2) Lad V betegne mengden af alle komplekse talfelger
(vysV5yes.), for hvilke rekken |v1|+]v2|+... er konvergent, d.v.s.
for hvilke rzkken Vi+Votees €T absolut konvergent. Med de s&d&an~
lige definitioner |

(u1,u2,...) + (v1,v2,...) = (u1+v1,u2+v2,...),

‘a(v1,v2,,,.) = (av1,av2,...)

er V et vektorrum (et underrum i (CN,+,C)); thi er rakkerne

Uy HlUstees 08 Vo+Votees absolut konvergente, vil ogsé



Mat.1, 1960-61 AG III, 9, 2

(w7 )+ (uptvy)+e oo vere det, idet lug+vi | < uyl+|vyl, og for
hvert tal a€l vil av,+avyt. .. VEre absolut konvergent, nar

va+v2+... er det.

Er (3 ,2 ,+..) en begrenset feolge af komplekse tal, vil rek-

ken i V +1 Vate.. fOor hver folge (vq,vz,...)EEV vere konvergent

2
(endda absolut konvergent). Ved til (Vﬁ,vz,...)é’v at lade svare
det komplekse tal

zﬁd Vosees) = i1Vﬁ + 32v2+...
defineres en linearform i (V,+,l).

3) Lad [a,b]C R vere et interval, og lad (V,+,R) vere vek-
torrummet af de i [a,b] definerede kontinuerte reelle fumktioner.
For en given reel funktion & af begrenset variation i [a,b] er da

b
Z\(£) =i§;f&X, fe v,

en linesr funktionalw(V,+,R).

Er.zl1,fié og Z\ linearformer i et vektorrum (V,+,L) og k
et tal fra L, vil de ved X~*~%431(Z) ¥ 4ﬂ2(y) 0g v —3 kA(v)
definerede funktioner A, + £ og kA fra v $i1 T oged vere 1i-
nearformer (jfr. side III, 7,15). Linearformerne i (V,+,L) dan-
ner altsé et nyt vektorrum (et underrum af funktionsrummet
(?{,,+,L) indfert side III,4,7). Det kaldes det til (V,+,L) duale
vektorrum og betegnes med (V¥ 4,1). (I uendelig-dimensionale vek-
torrum over de reelle eller komplekse tals legeme indferes i reg-
len topologier, og man har ofte anledning til specielt at betrag-
te de kontinuerte linearformer., Ved et sddant vektorrums duale
forstés derfor almindeligvis vektorrummet bestdende af alle kon-
tinuerte linearformer. Det her betragtede, bestéende af alle 1li-

nearformer overhovedet, betegnes da som det "algebraisk duale").
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Nulvektoren i det duale vektorrum (Vﬁi+,L) er naturligvis nul-
formeh.

Linearformer fkj,..o,/\p er linemrt afhzngige, hvis og kun
hvis der findes k1,o..,kp i L, som ikke alle er 0, s8ledes at
k11\1+...+kprp er nulformen, d.v.s. sdledes at

k1fi1(z)+,..+kpj\,p(z) =0

for hver vektor v& V. Det er herefter klart, hvad begreber som
linesr uafhsngighed, maximalset, rang kommer til at betyde, nér
talen er om smt af linearformer.

Lad linearformen /\.v&re forskellig fra nulformen, hvilket
kort skrives /\ + 0 (medens /\ (v) + 0 betyder, at den til v sva~
rende verdi af fx er forskellig fra 0). Verdimmngden ved,j\ er da
hele tallegemet L, d.v.s. /i~er en afbildning af V péd L. Br nemn-
lig a en vektor, for hvilkean\(g) + 0, og gennemlgber k hele
tallegemet L, vil Jﬂ(kg) = kj\lg) ligeledes gennemlebe hele I,
Nulrummet eller kernen ved.fi, altsd /l—j(O), d.v.s, underrummedt
bestdende af alle v€V, for hvilke /A(v) = 0, er da ikke hele
rummet V, og for hvert be L er j\_1(b), d.v.s, mengden af alle
vV, for hvilke A (v) = b, et sideunderrum +i1 A~ (0) (j£r.
side III,7,11). Bt s&dant sideunderrum fk_1(b), specielt altsé
nulrummet.ﬁ.~1(0), kaldes en hyperplan i V. Ligningen A (v) = b,
der for et givet b€ L tilfredsstilles netop af alle ve L' (b),

kaldes hyperplanens ligning.

Lad der vere givet en linearform A + 0, og lad a(f0) vere

en fast valgt vektor, for hvilken A(a) + 0. Hver vektor v eV

kan da pd en og kun ecen made skrives pad formen

+X 2, v, e AT(0),x€ I,

Y=y,

altsd som sum af en vektor Y i nulrummet og en vektor propor-

tional med a. Med andre ord V er den direkte sum af nulrummet
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[1-1(0) og det af a frembragte endimensionale underrum V(a):
v=A"0) @ v(a)

(jfr. side III, 4, 20). Dette sluttes af, at der for™®e L gelder
Nu-ga) = Alx) -xAa) = 0,

altsd v = ¥ ~gxg¢ajxf1(o), hvis og kun hvis X = A(v)//A(a).

Dette giver tillige udtrykket
Ax)

for parallelprojektionen i retningen a af den vilkarlige vektor
ve V pd hyperplanen f\_q(O) (jfr. side III,4,21).

To linearformer S\ + 0 og /' £ 0 har samme nulrum, hvis og

kun hvis de er linesmrt afthmngige, hvilket her vil sige proportio-

nale. At proportionale, fra nulformen forskellige linearformer
har samme nulrum. Det omvendte folger af, at hvis A 0g /L' nar
samme nulrum, medfegrer /X(Xo) = 0, at j\'(zo) = 0, Af det fundne

udtryk for v fas da nemlig

N () —-ﬁ% A (a) = o,

hvoraf pistanden aflmses, idet 4 '(a)/A(a) er uafhengigt af v.
Som originalmsngder til elementerne i billedmsngden L ved

afbildningen /L danner hyperplanerne Jﬂfq(b), b&€1L, en klasse-

inddeling af V (se side I1,4,6), d,v.s. to hyperplaner4f\“1(b1)

og j&“1(b2) er disjunkte eller identiske, efter som b, 1 b, eller

b1 = b2, og hver vektor v& V tilherer een af hyperplanerne, Man

siger, at originalmsngderne ved en linearform /% + 0 danner et

bundt eller en skare af parallelle hyperplaner.

To fra nulformen forgkellige linearformer begstemmer den Sam-

ne skare af parallelle hyperplaner, hvis og kun hvis de er pro-

portionale.
Bevis: Lad /L og A' = kA, hvor k + 0, vaere to proportio-
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-nale linearformer. Af /\ (v) = b feolger da /\' (v) = kb, og
omvendt. Dette viser, at !x-"1(b) = 1\3'1(kb) for €L, altsd at
N og /' bestemmer de samme hyperplaner. Omvendt, hvis /A og A'
bestemmer de samme hyperplaner, har de specielt samme nulrum og
er ifelge det ovenfor viste proportionale.

Det er muligt og ofte hensigtsmmssigt at bestemme en fra
nulformen forskellig linearform ved en "figur" i selve vektorrum-
met V. ILad /A + 0 vere en linearform, Nulrummetxﬂ,_1(o) og side~
underrummet A —1(1), som udgeres af de vektorer i V, for hvilke
xﬂ.antager verdien 1, er to disjunkte, parallelle hyperplaner,
hvoraf den ferste indeholder nulvektoren., Ved disse to hyperpla-
ner er linearformen fuldstendig bestemt; med andre ord, hvis det
for to linearformer /A og ' gmlder, at A ~1(0) =J«;'—1(O)‘Og
/\“1(1) =_/\'_1(1), gelder A =_A'., Idet Alog /L' har samme
nulrum, er nemlig som vist A' = k,/i, hvor k& L, og for en vek-
tor v, for hvilken/\(v) = A'(x) =1, fés

1=/ =k A(x) = k.
Der foreligger her en vis analogi med bestemmelsen af en geome-
trisk vektor (specielt en stedvektor) ved et punktpar (ved et
punktpar med nulpunktet som feorste punkt). Linearformerne, d.v.s.
vektorerne i det til V duale vektorrum V¥ kan altssd fremstilles
i V ved par af parallelle hyperplaner., De kaldes i denne forbin-

delse ofte for kovariante vektorer i V, medens de vektorer, der

ifplge definition udger V, da benmvnes kontravariante vektorer.

Motiveringen for disse bensvnelser vil blive omtalt nedenfor.

Det forudsmttes nu, at vektorrummet V har den endelige dimen-~
sion n, Idet billedet af V ved en linearform A, + 0 er det endi-

mensionale vektorrum (IL,+,L), har kernen f\"1(o) dimensionen n-1
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(se side III, 7, 9). Idet man tilskriver siderwmiene til et un-
derrun den samme dinension son dette (dimensioncns definition,
side III, 4, 14, vedrprer kun underrun), kan nan sige, at hyper-
planerne i et n-~dimensionalt vektorrum er (n-1)-dimensionale.
(Er din V = oo, vil ogsé EX"1(O) vere uendelig-dimensionalt.
Det faktum at billedrummet ved A er endimensionalt og derned,

at kernen J\—1(O) har en dinension, "der er 1 mindre end rum-

nets", plejer nan at udtrykke ved at tilskrive hyperplanen

f\~1(0) kodinensionen 1.)

Lad der vere valgt en basis (34,,,.,3ﬂ) i det n~dinensionale
vektorrun (Vn,+,L)° Er /N en linearform, gelder for hver vektor

L= Ve Toeee T8, € Wy
at
= A
AW = v, Neg) + -oe + v, A\ g).
Det ses heraf, at linearformnen er entydig bestent ved de verdier,

den amager for de n linesmrt uafhengige vektorer 8y Er der pa

den anden side givet vilkarlige tal By ooy fra L, og lader
man til vektoren v = viey t ... t v e svare tallet
Alx) = BV T e BTy
fés ojensynlig en linearforn, og for demne gmlder, som det let
bekraftes, at
A(_e_:i) =a19 i=19«.991’l°
Heraf sluttes:

I et n-dinensionalt vektorrun (Vn,+,L) findes der en og kun

cen lincarforn, son for n givne linesmrt uvafhengige vekborer an-—

tager givne verdier fra L,

Dette kan opfattes son et specielt tilfelde af satningen onm

bestermelsen af en linemr afbildning af et vektorrun ind i et andet
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(side III, 7, 6). Koefficiemsmttet (a1,o,e,an) er ikke andet
end den til afbildningen heorende natrix, som 1 det foreliggende
tilfelde er en rakke;

Af ovenstiende aflmses endvidere, at efter valg af en ba-
sis i Vn er linearfornerne netop de honogene ferstegradspolynoniex
1 den variable vektors koordinater. Der bestldr altsd en enen-
tydig korrespondance nellen linearfornerne og koefficlentssttene
(aT,...,an), Da dennc pjensynlig er linesr, kan sluttes, at det
til et endelig-dinensionalt vektorrum Vh duale vektorrun Vf er

. n . . n
isonorft med talrurmet L. Da ogsa Vn selv er isomorft med L7,

gelder: Hvert endelig-dinensionalt vekbtorrum er isomorft med sit

duale, (For uendelig-dimensionale vektorrun gelder ikke noget

tilsvarende.) Koefficientsattet (a1,.,°,an) for en linearforn

Nv) = 84V, T e t BT

kan opfattes som koordinatsset for vektoren /i det duale run

o . ) ¢
V. , hvis man son basis for dette run velger (gﬁ,..,,g;), hvor

oy . .
gq,gs,.o.,gz’betegner linearformnerne ned koefficientsattene
(150560050), (037,00050)5444,(0,0,4,0.,1). PFor disse linearfor-

ner gslder folgelig
- ¥ -
e (ej) = 5
%

og de er herved fuldstendig bestente. Anderledes udtrykt, e

er

den linearform, der til vektoren v = Vi€t eee TV EY lader

svare dens i-te koordinat Vi altsé,gif(z) = vy. Til hver basis

(24’°°”§n) for V_ herer sdledes en bestent basis (gj,.o.,g;)

for V, , son kaldes den $il (g,,...,e ) duale basis.
Son nevnt ovenfor, kaldes linearformerne ogsad for kovari-

ante vektorer i Vn‘ Disse kan ganske son de kontravariante

vektorer, d.v.s. vektorerne, der udger Vn’ bestemmes ved koordi-
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natset bestiende af n tal. Forskellen imellen den treder inid-
lertid fremn, nar der skiftes basis 1 Vn' Med de tidligere be-
tegnelser (side III, 6, 13) lad en ny basis (£1""’£n) vaere
bestent ved

(2‘1"“9‘21’1) = (£19°“9£n)g9
hvor T er en reguler kvadratisk natrix. For koordinatsettene

(e) 08 ff) for en vektor v & Vn ned hensyn til de to baser

s
<

gelder da (jfr. side III, 6, 14)

(0 _ g yfe)

Lad /\ vere en linemrforn, og lad g(e) 0g ggf) betegne koeffi-

—

o

n<
=3

v

cientsettenc, skrevet son rakkematricer, ved fremstillingerne af
Z\ son honogene forstegradspolynonier, ndr henholdsvis (31"°°’§n

o0& (£1,.,°,£ﬁ) benyttes sonm basis. Man har da for hver vektor

Y eV,
AlL) =g
altss

a

v

(e) fe> N COP zfe)
Da dette gelder for hver‘sajlematrix Xfe)y kan man slutte, at

(£)y

2% = 4

eller udferligere
(age),...,aée)) = (agf),,,,,a£f>)go

Det ses, at denne transformationsformel har samme forn son den
for basisvektorerne. Koefficicentssttene for lincarforner trans-—
formeres ned (p4 sarme m&de som) basernc; derfor mvnet kovariant
vektor for en linearforn. Derinod transformneres koordinatset-
tene for vektorer péd en anden, ‘modsat® mide., Omskrives nemlig
den pagmldende ligning for sammenligningens skyld ved at g& over

(e)

til de transponerede natricer og at lese med hensyn til v 5
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Jvelser til kap. III, & 9.

I rummet E, med basis (g1,§2,93)er givet vektoren v med ko-

ordinatsattet (2,-1,3) og vektoren a med koordinatszttet

(1,05“3)‘
Idet A er den ved
A(gz) = 1

bestemte linearform, skal man vise, at A(a) £ 0 og skrive

v p& formen

(1) v = v+ aa,

hvor A<Xo) = 0.

Bestem samtlige linearformer A' for hvilke en opspaltning af

¥ pa formen (1) giver det samme v, € A'-1(O).

Bevis, at ethvert underrum i et endeligdimensionalt vektorrum

er gennemsnit af endelig mange hyperplaner.

Vis, at vektorrummet (V,+,L) er isomorft med et (=gte eller
uzgte) underrum af (V¥*,+,L).

Lad (V,+,L) vare et endeligdimensionalt vektorrum og V' og
V" to underrum i V, og lad U betyde det af V' u V" frembrag-
te vektorrum.
Vis, at

dim U + dim (V' n V") = dim V' + dim V".
Find v. hj. heraf dimensionen af det af V'u V" u V" frem-
bragte vektorrum udtrykt ved dimensionerne af V', V', V" ,
Vi v, vViavm, vt n V" oog V' n V't A VM,

Spg at generalisere resultatet.
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§ 12, Bilinesre og kvadratiske former.

Lad der vare givet to vektorrum (U,+,L) og (V,+,L) over sam-
me tallegeme L. En funktion B ¢ U x V ind i L siges at vare en

bilinesr form (bilinearform), hvis den for alle u,u,,4,€ U, alle

Y,¥,,Y,&V og alle Q,%&eL opfylder folgende krav:

BIA B(uy+1,,¥) = B(u,,¥) + B(u,,¥),
BL2; B(Au,v) = AB(u,v),
BL3: B(g,z1+22) = B(g_,y:1) + B(Eszg),
BL4 B(E:M) = FB(E:.Y)’

med andre ord, hvis B(u,v) for hver fast vektor veV er en linear-
form i U og for hver fast vektor ue€ U en linearform i V (jfr. si-
de I11,9,1). Er der givet en bilinesr form B(u,v), vil der altsd
til hver vektor yeV svare linearformen /\_ bestemt ved, at/A_(u) =
B(u,v). Der foreligger altsd en afbildning—y~wu9;&v af V ind i—Aet
$il U duale rum U (se side 111,9,2). De to sidste—af ovenstlende
ligninger udsiger, at denne afbildning er linesr, Er der omvendt
givet en linesr afbildning z-mggﬁv af V ind i U%; for hvilken alt-
sé./KK1+z2 = AEYq fzﬁzg ogxfﬁﬁz :;AK§, f&s en bilinearform ved at
definere B(u,v) = f&v(g). P4 tilsvarende m&de kan en bilinemr form

fortolkes som en linezr afbildning af U ind i v,

Eksempler:

1) Lad (U,+,L) vere det m-dimensionale talrum (1™, +,L) og

(V,+,L) det n-dimensionale talrum (L7,+,L), og lad der vare givet
med

en (mxn)-matrix B = (bij)VSiementer fra L. For u = (uq,...,um)fflm

og ¥V = (v1,...,jn)elfler da

m 43
B(u,x) = ), 9. bj.u v,=u By
=B = BT IR Bl

en bilinearform., Af en smtning nedenfor vil det fremgd, at enhver
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bilinesr form defineret i endelig-dimensionale vektorrum efter
valg af baser i disse kan fremstilles pé& denne made,

2) Lad (U,+,0) vere vektorrummet bestéendevaf alle komplekse
talfelger u = (u1,u2,a..), sdledes at rskken Uy + Uy o+ oees OT ab-
solut konvergent, og lad (V,+,0) vere vektorrummet bestdende af
alle begrznsede komplekse talfplger v = (va,vg,...). For ueU og
veV er da rzkken

B(u,¥) = wv, + UV, + e
konvergent og definerer en bilinesr form i UxRV (jfr. eksempel 2)
side III,9,1).

3) Lad (U,+,R) og (V,+,R) henholdsvis vere vektorrummet be-

stdende af alle reelle kontinuerte funktioner f(x) defineret i

a < x <Db og alle reelle kontinuerte funktioner g(y) defineret i

A

¢ <y <d. Br der givet en reel funktion K(x,y), der er defineret

A

og kontinuert i rektanglet a < x<b, c<y<d, vil

K(x,y)f(x)g(y) dx dy

e gt

b
B(f,g) = {

a

vere en bilinesr form defineret i UV,

I det felgende forudssttes, at (U,+,L) og (V,+,L) har de en-
delige dimensioner m og n. Lad der vere valgt basger (91,...,§m)
08 (iﬁ""’in) i henholdsvis U og V. Idet

= e ° e = ce e f
4= weteeetu e, ¥ Xﬁﬁfk. +v, £

fas for en bilinesmr form B(u,v) ved gentagen anvendelse af BL1-4

n
B(u,v) = y . » Ble.,f)u.v, .
i=1 :{T—.—"{ 1°=d 17

Swttes
) :_329

Blegody) =b55 5 (ygdig L myi=1,..0n = 2

J 1J

kan dette skrives som matrixligningen
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B(u,v) = u_B R

Heraf ses, at en bilinearform er fuldstendig bestemt, ndr de ver-
dier, som den antager for de mn par (gi,ij) af basisvektorér, alt-

s (m Xn)-matricen B kendes. Omvendt vil der for en vilkérlig op-

given (mXn)-matrix B = (bij), bijGiL, ved ovenstdende matrixlig-

ning defineres en bilinearform B i UxV, for hvilken B(gi,ij) =
b... Vi har altsé:
1]
Tad (U,+,L) vere et m-dimensionalt og (V,+,L) et n-dimensio-

nalt vektorrum., Er der valgt en basis (91""’§m) for U og en ba-

sis (21"“’£n) for V, hprer der til hver bilinearform B defineret

i UV en (mxn)-matrix B med elementer fra L, sdledes at dennes

verdi B(u,v), velU) veV, er givet ved g_@yl, hvor u_betegner

koordinatssttet for u sgkrevet som rzkke og Xl koordinatsettet for

v skrevet som spjle.

Omvendt svarer der til en vilkarligt given (m¥X n)-matrix E

en bilinearform givet ved B(u,v) = u_Bv

Som omtalt tidligere (side III,7,8) svarer der pé& lignende
mé&de til hver linesmr afbildning af et n-dimensionalt ind i et m-
dimensionalt vektorrum en (m xn)-matrix, og omvendt. Efter valg
af baser i de to vektorrum U og V kan altsd en og samme matrix
fortolkes som hidrerende savel fra en bilinearform defineret i
UXV som fra en linesr afbildning af V ind i U, Forskellen mellem
de to fortolkninger viser sig imidlertid ved overgangen til andre
baser i de to vektorrum. Af formelle grunde er det her at foretrsk-
ke at antage koordinattransformationsformlerne lest med hensyn
til de oprindelige koordinater. De kan da skrives

gl=§ﬁ|, 1_{'=_'-Ei7},

hvor g' 08 2' er de nye koordinats®t for u og v, og hvor S er en

regulsr (mxm)-matrix og T en reguler (nxn)-matrix. Ved trans-
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', altsd

lles
flee

ponering af den ferste ligning fés u_ =

[Ifes;
I3
li<>

B(u,y) =1

By =& 8

Heraf ses, at matricen, som ved de nye baser hgrer til bilinear-

formen, bliver

1o
i
fite

"BI.

[?or den ved B bestemte linemre afbildning g, =B g‘ af V ind 1

U ville B ved de samme koordinattransformationer blive erstattet
med §"1§ T, Hvis der til en bilinearform i Ux V og til en linewr
afbildning af V ind 1 U ved et bestemt valg af baser 1 U og V ho~
rer den samme matrix, vil der altsd ved valg af andre baser i al-
mindelighed here forskellige matricer til dem. Uden at gé ind pa
enkeltheder skal det bemmrkes, at der dog bestlr en neje sammen-
heng mellem de to transformationslove. Som bemsrket ovenfor, kan
en bilinearform fortolkes som en linesr afbildning af V, ikke ind
iU, men i det duale rum U%i ved hvilken der alts& til hver (kon-
travariant) vektor i V svarer en kovariant vektor i U, Forskellen
i transformationsloven fremkommer ved, at en koordinattransforma-
tion i U bestemt, som ovenfor, ved matricen S bevirker en koor-

' .
dinattransformation med matricen S 1 i det duvale rum Uﬁé(se Sim

de III,9,8).]

1o

Da g' og I er regulmre matricer, har B og samme rang r
(se side III, 7,13). Dette tal afhmnger altsd kun af den givne
bilinearform, men ikke af valget af baser. Det kaldes derfor bili-

nearformens rang og kan betegnes med rg B. En af basisvalget uaf-

hengig bestemmelse af r fis ved at bemmrke, at n-r er dimensionen
af kernen ved den til bilinearformen hegrende linesmre afbildning
af V ind i U¥, Ved denne svarer der nemlig til vektoren med koor-
dinatssttet Zl linearformen med koefficientssttet gg’ (skrevet

som spjle). Kernen, som jo bestir af de vektorer Xl, til hvilke
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der svarer nulformen, udgeres altsd af lesningsrummet til det ho-
mogene linemre ligningssystem B Xl = Ql, som har dimensionen n-r,
som pastidet. Idet de to vektorrum kan bytte rolle, gmlder felgelig:

BEr B(u,v) en bilinearform defineret i UAV, hvor (U,+,L) er

et m-dimensionalt og (V,+,L) et n-dimensionalt vektorrum, o0g er

r = rg B dens rang, vil de vektorer veV, for hvilke B(u,v) = O

for alle ueU, udgere et (n-r)-dimensionalt underrum i V og de vek-

torer u €U, for hvilke B(u,v) = 0 for alle veV, et (m-r)-dimen-

gionalt underrum i U, Disge underrum kaldes bilinearformens nul-

rum i henholdsvig V og U,

I det feolgende antages specielt, at (U,+,L) og (V,+,L) er
det samme vektorrum., Som betegnelse for det velges (V,+,L). Ind-
til videre forudsmttes derimod ikke, at det har endelig dimension.
En bilinearform defineret i VAV kaldes kort en bilinearform i V,

Restriktionen af en bilinearform B i V til diagonalen i VAV,
altsd B(v,v), veV, kan betragtes som en funktion defineret i V
med verdier i L. Br TyreeesXy vektorer fra V og A1,...,1p tal fra
L, fas ved gentagen anvendelse af BL1-4

B6112%+...+Apzp,qu1+...+lpzp)
n
-5 J%B(y.i,zj)lilj .

For hvert fast szt af vektorer 21,...,zp er dette et homogent an-
dengradspolynomium, en kvadratisk form, i de variable 11,...,2p.
Tenker man specielt pa linemrt uafhengige vektorer y%,...,zp 0g
opfatter disse som basisvektorer for det af dem udspwndte p-dimen-
sionale underrum og dermed 11,...,kp som koordinater fof dettes
vektorer, udsiger det fundne resultat felgende: Inden for hvert

endelig-dimensionalt underrum af V og for hvert valg af basis i
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dette er B(v,v) et homogent andengradspolynomium i koordinaterne
for vektoren v.

Bn funktion defineret i et vektorrum (V,+,L) og med verdier
i L, som har den omtalte egenskab kaldes en kvadratisk form i V.
Det vil vise sig at vere tilstrakkeligt at krave ovenstéende for
to vektorer. Dette leder til felgende definition:

En funktion Q ¢ V ind i L kaldes en kvadratisk form i V, hvis

der til hvert par u,v af vektorer fra V findes tal a,b,c fra I,
ééledes at

(1) QAu +py) = aX 4 2bA s + O/.L2

for alle l,fLelu (Faktoren 2 er tilfejet af formelle grunde.) Koef
ficienterne a,b,c afhsnger naturligvis af u og v. Ved at sztte
A= T =0 og A= O,p= 1 fhs

(2) a = Q(u), c = Q(x),

og A = 1, pe=1 giver derefter

(3) 2b = 2b(u,v) = Q(u + ¥) - Q(u) - Qy).

Det ses heraf, at

(4) b(v,u) = b(u,v).

Det blev vist ovenfor, at restriktionen B(v,v) af en bilinear-
form B(u,v) til diagonalen i VXV er en kvadratisk form. Der gml-
der imidlertid ogséd det omvendte, nemlig at enhver kvadratigk
form Q(v) kan fés pa denne mdde. Det vil nemlig vise sig, at
b(u,v) er en bilinearform, og at b(v,v) = Q(v). Denne bilinear-
form har desuden symmetriegenskaben (4), der giver anledning til
definitionen:

En bilinearform B i et vektorrum V siges at vaere en symme-~

trisk bilinearform, hvis

B(v,u) = B(u,v)

for alle par u,v af vektorer i V,
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Herefter kan den smtning, der skal bevises, formuleres pa
folgende made:

Til hver kvadratisk form Q i et wvektorrum V findes der en

og kun cen symmetrisk bilinearform B i V, séledes at B(v,v) =

Q(v) for alle v&V; og omvendt, for hver bilinearform B i V er

B(y,v) en kvadratisk form.

Bevis: Ferst vises, at b(v,v) = Q(v). Af (1) for A = 0 og
(2) fas
(5) Qfur) = @%0(x)
for alle/LLEL. Herefter giver (3) for u = v
2b(v,v) = Q(2¥) - 2Q(x) = 2Q(v).
Dernmst vises, at b(u,v) er en bilinearform, og dermed eksisten-
sen af en bilinearform af den onskede art, P4 grund af (4) er det
tilstraekkeligt at vise, at BL1-2 gmlder for b. - Ifelge (1) med
/Az 1 og (2) har man
Qu+y) = Q@)A° + 2b(u, WA + A,
men ogsa
QAu+y) = Qdu) + 2b(Au,¥) + Q).
Med benyttelse af (5) fés heraf ved subtraktion
(6) b(Au,x) = Ab(u,yv),
altsd BL2, - Ved i (3) at erstatte v med -v og at benytte, at
b(u,-v) = -b(u,v) ifelge (4) og (6), féds en ligning, der sammen
med (3) ved addition og subtraktion giver
(7) Q(uty) + Qu-¥) = 2Q(u) + 2Q(x),
(8) 4b(u,v) = Qlu+y) - Q(u-v).
Ved hjwlp heraf kan BL1 bevises pd felgende madde: For vilkarlige
vektorer 4,94, 08 ¥ fra V fas med betegnelserne
x=u +Uyy Y=Y -4,

at



8b(uy,x) + 8b(uy,v) = 4b(x+y,¥v) + 4b(z-y,¥)
= Q(x+y+v) - Q(x+y-v) + Q(z=y+¥v) - Q(z-y-v)
2Q(x+¥) - 20(x-¥) = 8b(x,¥) = 8b(u,+u,,v).

it

Her er benyttet: (6) ved det forste skridt, (8) ved det andet,
(7) ved det tredie, hvorved to led 2Q(y) hever hinanden, og en-
delig (8) ved det sidste. Dermed er cksistensen af en bilinearform
med de forlangte egenskaber bevist. - At der hojst kan findes een
symmetrisk bilinearform i V, hvis restriktion til diagonalen i
VXV er en given kvadratisk form, felger af, at der for en sym-
metrisk bilinearform B gmlder
B(u+v,u+y) = B(u,u) + 2B(u,v) + B(¥,¥).

Heraf sluttes nemlig, at bilinearformens verdi B(u,v) for det
vilkarlige par u,v af vektorer kan udtrykkes ved verdier, som
formen antager pé& diagonalen i VXV, To symmetriske bilinearformer,
som stemmer overens pd denne diagonal er altsd identiske., - Idet
det allerede blev vist (side III,12,5), at enhver bilinearforms
restf%tion til diagonalen i VXV er en kvadratisk form, er beviset
for setningen hermed afsluttet.

Af smtningen fremgdr den allerede fremsatte pastand, at det
for hver kvadratisk form Q gzlder, at Q(Aﬁz1+...+Apo), hvor
\'J ,...,XP er vilkarlige, fast valgte vektorer, er et homogent an-

=1
dengradspolynomium i A1,a°.,?pé;L; thi dette vides at gwlde for
en bilinearforms restriktion til diagonalen i VXV,

Den symmetriske bilinearform, som ifelge smtningen herer til
en given kvadratisk form Q, og som kan bestemmes ved hjzlp af (3)

eller (8), siges at fremgd af Q ved polarisering. Ved underspgel-

ser af kvadratiske former spiller de tilherende symmetriske bili-
nearformer en fremtradende rolle. En kvadratisk form vil derfor
i almindelighed blive betegnet B(v,v), hvor B er en symmetrisk

bilinearform.
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Har vektorrummet V den endelige dimension n, svarer der til
hver bilinearform B i V efter valg af en basis (gﬁ,...,gn) en

kvadratisk matrix

B = (bij

)

i,9=1,...,n +  Pij = Blegsey).

Bilinearformen B er symmetrisk, hvis og kun hvis den tilherende

metrix B er symmetrisk. Er nemlig B symmetrisk, gelder B(gi,gj) =

B(e.,e.), altsd b.. = b... Det omvendte felger af, at (1% 1)-matri-
=J =1 1] Ji cen
B(w,x) = u By,
er lig med sin transponerede., Hvis B' = B, har man altsd

B(w,v) = (g By))' = vy B'w =y By = Blz,u).

Br B en vilkirlig bilinearform og B den tilsvarende matrix,

fa&s for den kvadratiske form

B(Y.:E) = v By

!
A

< )
= b..v." + z (b, + b.,)V.V..
 ii'd = A ji’'i’j

Er B symmetrisk, kan dette skrives

B(v,v) = 2;: biiv.l2 + g;; Zbijvivj.
Af det ovenfor viste feolger blandt andet, at hver kvadratisk form
i V kan skrives pad denne méde, altsd at den er et homogent anden-—
gradspolynomium i vektorernes koordinater., Ved polarisering af
en kvadratisk form givet p& denne méde fés

<~
B(u,v) = ; bjjusvy + i< bij(uivj * ujVi)

n
o

= Ay bo.uv, .
3=

Lad (V,+,L) igen vere et vilkdrligt (ikke nedvendigvis en-

delig~dimensionalt) vektorrum, og lad B vzre en symmetrisk bili-
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nearform. Ovenfor (side III, 12,5) blev en bilinearforms to
nulrum omtalt. Idet bilinearformen B er symmetrisk, bliver
disse underrum identiske; thi

{ul vVY_(B(EaX) =0)t = {y| "Y?’jvl_l_(B(E,y_) = 0)} = Ny,

hvor der tillige er indfert betegnelsen NB for den symmetriske

bilinearforms nulrum.

Bn vektor u &€ V siges at vere konjugeret til en vektor v &« V

med hensyn til den symmetriske bilinearform B, hvis

B(u,v) = 0.
Da B(u,v) = B(v,u), defineres herved en symmetrisk (men almin-
deligvis hverken refleksiv eller transitiv) relation i V. Der
er altsd mening i at tale om to med hensyn til B konjugerede
vektorer.

De til en given vektor u, konjugerede vektorer v udger et
underrum i V, nemlig kernen
Ka(u,) = {x|B(u,,¥v) = 0f

for linearformen B<EO’E)- Dette underrum er hele V, hvis Eo&.N y
0og ellers en hyperplan (se side III, 9,3). Det er klart, at

Np ¢ Kpla,)
for enhver wvektor u,- Er der givet en mengde M af vektorer i V,
vil de vektorer v, som er konjugerede til hver vektor u¢ M, ud-

gore et underrum, nemlig

Ky (M) = lQMKB(E) .

Det vil blive kaldt det fuldstemndige til M konjugerede underrum.

Idet man af B(u',v) = 0, B(u",v) = 0 for X, A" & I kan slutte,
at B(A'w' + A"u",v) = 0, vil vektorerne i det af M frembragte
underrum V(M) vere konjugerede til de samme vektorer som vek-

torerne i M. Der gwmlder altsé
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'KB(V(M)) = Kg(M).

Kaldes to underrum V' og V" i V konjugerede underrum med hensyn

til den symmetriske bilinearform B, hvis
V!V’Z' an_‘l"(B(Z',X") = O),

gelder gjensynlig, at hvert af to konjugerede underrum V' og V"

er indeholdt i det andets fuldstsndige konjugerede underrun.

Det forudszttes nu, at vektofrummet (V,+,L) har den endelige
dimension n. Det feolgende gdr ud pd ved passende valg af en
basis at simplicifere den til en given symmetrisk bilinearform B
herende matrix B. Forst bemsrkes, at hvis en basis (31,...,§n)
bestar af parvis konjugerede vektorer, vil B vare en diagonal-~
matrix, Man har da nemlig

by = B(gi,gj) =0 for i % j,

og for bilinearformen fés

B(u,¥) = u ¥| = é%f»-biiuivi‘

Det skal vises, at der altid findes en sddan basis:

For hver symmetrisk bilinearform B i et n-dimensionalt vektor-

rum (V,+,L) findes der mindst een basis (91""'9n) bestiende

af vektorer, som er parvis konjugerede med hensyn til B,

Bevis (ved induktion): For n = 1 er péstanden intetsigende,

men rigtig. Det antages, at setningen gzlder for (n-1)-dimen-
sionale vektorrum. ILad B vare en symmetrisk bilinearform i det
n-dimensionale vektorrum (V,+,L). Hvis rg B = 0, d.v.s,
B(u,v) = 0 for alle u og v, er pistanden rigtig, idet hvilkesom-
helst to vektorer er konjugerede., Er rg B > 0, findes der mindst
een vektor €4 for hvilken B(g1,g1) + 03 thi var den kvadratiske
form B(v,v) identisk 0, ville

4 B(u,v) = B(u +¥,uwt+y) - B(u-yu-v)
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ligeledes vaere identisk O i strid med rg B > 0. Underrummet
Kf(gq) bestéende af de til =N konjugerede vektorer er en hyper-
plan, altsi (n-1)-dimensionalt (og ikke hele rummet V, da &
ikke kan tilhere dette underrum). Restriktionen af B til
KB(EH))<KB<91) er 3benbart en bilinearform B1, og to vektorer

i KB(§1)’ som er konjugerede med hensyn til Bq, er det ogsd med
hensyn til B. Ifelge induktionsforudsatningen findes der en
basis (92,...,gn) for KB(91) bestdende af vektorer, som er par-
vis konjugerede med hensyn til B1, altsd B, Ifelge definitionen
af Kﬁ(gﬂ) er alle disse vektorer konjugerede til g,. Swsttet
(§1,...,§ﬁ) bestér altsé af parvis konjugerede vektorer., At
det er en basis, felger af, at hver vektor i V kan skrives pa
formenixg, + ¥y, hvor v, & KB(gq) og W& L(se side III1,9,3).
Dermed er smtningen bevist.

Heri er indeholdt en sstning om symmetriske matricer. ILad
g vere en symmetrisk (nxn)-matrix med elementer fra L. I det

n-dimensionale vektorrum (V,+,L), hvori der er valgt en vilkér-

lig basis (21""?9n)’ defineres ved
B(u,x) = u By
en bilinearform. ILad (§1""’§n) vere en basis bestdende af
vektorer, som er parvis konjugerede med hensyn til B, Der findes
da en reguler matrix I, sdledes at
(é1 el én) = (g «». g))T.
For koordinatszttene gl og 2' for vektorerne u og v i den nye

basgsig haves da

~ N

B = 2y, v = LY.

Den til B herende matrix bliver
B =1L,
(jfr. side III, 12,%-4), og denne er en diagonalmatrix. Der

gxlder altsd:
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Til hver symmetrisk (n¥n)-matrix Q med elementer fra et

tallegeme I findes der en regulsr (nxn)-matrix T, sdledes at

g'gg er en diagonalmatrix.

Denne diagonalmatrix vides at have samme rang r som B. Fol-
gelig er netop r blandt de n diagonalelementer forskellige fra 0.
Det er klart, at de nye basisvektorer kan nummereres sdledes, at
dette gwlder for de r feorste diagonalelementer.

I det folgende betragtes de to specielle tilfmlde, hvor L
er henholdsvis de komplekse tals legeme ( og de reelle tals
legeme R, I begge disse tilfmlde er det muligt at opnd skarpere
resultater,

Lad (Vg+,C) vere et n-~dimensionalt vektorrum over de kom-
plekse tals legeme, B en symmetrisk bilinearform af rang r iV

og (91""’§n) en basgis, for hvilken

b, = B(gi,g.) + 0 for i =1,...,r,
by = B(el,_l) =0 for i = 1T 4+ 1,.04,0,
by = B(gi,gj) =0 for i £ j.
Der findes komplekse tal Byreeesfps sdledes at
2 ,
biigai =1 forl=1yool,r-

Vektorssttet (@191"“’?rgr’9r+1""’9n) er da en ny basis, og
idet
B(ﬁ._l,ﬁl_l = [ B(el,e ) = 1 for i = 1,...,1r,

vil den matrix, som i denne basis heorer til B vare en diagonal-
matrix, hvis r ferste diagonalelementer er lig 1 og de eovrige
lig 0. For bilinearformen fas i dette koordinatsystem

B(u,v) = WV e WV
Ved passende valg af en basis kan altsd hver kompleks symmetrisk

bilinearform af rang r bringes.pd denne "normalform,
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Idet B, . o8 Qp q betegner henholdsvig (rx r)-enhedsmatri-
a4 Yy
cen og (pxq)-nulmatricen, kan den setning om komplekse matricer,
som dette er ensbetydende med, formuleres pad fslgende méde:

Til hver kompleks symmetrisk (nxn)-matrix findes der mindst

een reguler kompleks (nxn)-matrix T, sdledes at

‘gr,r Qr,n—r
T =

T'

{jes}

Qn,r,r Qn—r,n—r

Ved reelle symmetriske bilinearformer bliver det analoge
resultat ikke helt sa simpelt, idet den tilherende kvadratiske
forms verdiers fortegn kommer til at spille en rolle.

Lad (V,+,R) vere et n-dimensionalt vektorrum over de reelle
tals legeme, B en symmetrisk bilinearform af rang r i V og

(&1s400y8,) en basis, for hvilken

:!:O fOI‘i—‘—"’ PP &
by = Blegrey)s S

=0 for i = r+1,...,n,
byy = B(gi,gj) =0 for i + 3.

Antallet af poeitive blandt tallene b11""brr betegnes med p.
De ovrige q = r - p er da negative. (Det udelukkes ikke, at
p = 0 eller ¢ = 0.) Det kan antages, at basisvektorerne er
nummererede pd en sédan made, at

>O fOI‘i'—'—"l,o-.,p,
i’gi)
< 0 for i = p+l,.0ea,r.

by = Ble

Der findes da reelle tal ﬁ%,...,ﬁr, s8ledes at
. 2 ]
Piifi = {

1 for i =15.4..,p

"'1 fori=p+1,ooo,rc

Med vektorssttet (ﬁ1§1,...4§§T,§T+1,...,§n) som basis vil den
til bilinearformen B herende matrix vsre en diagonalmatrix,
hvis to feorste diagonalelementer er lig 1, de nxste g = n - r

lig -1 og de gvrige lig O. For bilinearformen fas i dette
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koordinatsystem

B(u,x) = UgVy H e WV = U Vg e = WV
Ved passende valg af en basis kan altsd hver reel symmetrisk
bilinearform af rang r bringes pd en sddan form., Nu findes der
uendelig mange koordinatsystemer, for hvilke dette gzlder; thi
vektoren (=H kunne velges frit blandt vektorerne v, for hvilke
B(v,v) > 0, hvis s8danne findes, og ellers blandt dem, for
hvilke B(v,v) < O (det oplagte tilfmlde r = O ladet ude af be-
tragtning). Der rejser sig derfor spergsmélet, om antallet p

af led med plustegn er uafhsngigt af koordinatsystemet. At

dette er tilfzldet (Sylvester's smtning) vil blive bevist ved

angivelsen af en af koordinatsystemet uafhsngig bestemmelse af
tallet p.

Til dette formdl indferes felgende definitioner:

Den til en symmetrisk bilinearform B i et vektorrum (V,+,R)

horende kvadratiske form siges at vere positiv definit eller kort

positiv (negativ definit eller kort negativ) i et underrum V' i V,

specielt hele rummet V, hvis B(v,v) > 0 (B(v,v) < 0) for alle
vektorer v + O fra V', Den kvadratiske form siges at vere posi-

tiv_semidefinit eller kort ikke-negativ (negativ semidefinit eller

kort ikke-positiv), hvis B(y,v) > 0 (B(y,v) < 0) for alle vek-
torer v fra V',
Et underrum, hvori den kvadratiske form er positiv definit

(negativ definit) kaldes et positivitetsrum (negativitetsrum) for

formen. Det bemsrkes, at hvis der overhovedet findes en vektor v, i

for hvilken B(v,v) > 0, vil det af v bestemte endimensionale un- i

derrum vere et positivitetsrum, da |
B(kv,kv) = k2B(z,z) >0

for hvert reelt tal k # 0. Formen er altsd negativ semidefinit,

hvis der ikke findes andre positivitetsrum end {Q} . AT
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B(u,u) > 0 og B(v,v) > O kan man almindeligvis ikke slutte, at
det af u og v udspzndte underrum er et positivitetsrum. Da nega-
tivitetsrummene for B er positivitetsrummene for formen -B, over-
fores alt, hvad der blev sagt om disse, uden videre til negativi-
tetsrummene,

Lad P vere et positivitetsrum, Q et negativitetsrum og
NB nulrummet for en symmetrisk bilinearform. Det skal vises, at
det af de tre underrum frembragte underrum af V er deres direkte
sum (se side III, 4, 20). Tilstrmkkelig herfor er, at man af

Yp+¥g*t ¥y = (0]
MmrngF,EfQ,zNéN, kan slutte, at
Ip = .YQ =¥y = 0.

At dette er tilfmldet fplger sdledes: Man har

B(y 9ZP) = B(‘KPs‘KP) = B(YQ + Yye¥g + X )

= B(ug,vq) + 2B(¥qyy) + Blypyy) = Byg,¥g),
da B(¥,¥y) = O for hver vektor veV. Nu er B(¥p,¥p) 2 0 og
B(IQrKQ) < 0, altsé begge disse verdier lig 0. Idet den kvadra-
tiske form er positiv definit i P og negativ definit i Q, felger
heraf vp = v, = 0 og dermed ogsd vy = 0. Har vektorrummet (V,+,R)
den endelige dimension n, og betegner r den givne symmetriske
bilinearforms rang, har nulrummet NB dimensionen n-r, Nu er

dim(P+Q+NB)=dimP+dimQ+n-r
(se side III, 4,21-22), og denne dimension kan ikke vemre storre
end dim V = n. Heraf fas
dim P + dim Q <r

for hvert positivitetsrum P og hvert negativitetsrum Q.

Det storste naturlige tal, som forekommer som et positi-

vitetsrums (negativitetsrums) dimension, kaldes den kvadratiske

forms eller ogsd den symmetriske bilinearforms positivitetsindex
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(negativitetsindex) og betegnesmed ind+B (ind B). Et positivitets-
rum (negativitetsrum) af dimensionen ind+B (index B) siges at
vere maximalt. Der findes almindeligvis uendelig mange sé&danne
underrum., Af det viste folger, at
ind+B + ind B < rg B.
Her gelder imidlertid lighedstegnet. For at vise dette benyttes,
at der findes et koordinatsystem (91”“’9n)’ i hvilket den kva-
dratiske form er givet ved
B(v,v) = v{2+ cee + vpg— Vp+12 - e = vrz,
hvor r = rg B. Det ses umiddelbart, at det af (§1"“’§p) udspzndte
underrum er et positivitetsrum og det af (gp+1,n..,§T) udspsendte
et negativitetsrum for formen. Dette viser, at
p < ind+B, q = n-r < ind B,
hvilket sammen med ovenstiende ulighed giver
r=p+4qgc< ind+B + ind B < rg B = r.
Heraf fas
P = ind+B, q = ind_B, ind+B + ind B = rg B,
altsd den gnskede, af koordinatsystemet uvafhzngige fortolkning
af p og q og dermed Sylvester's setning. Resultaterne formuleres
sdvel som en smtning om reelle symmetriske bilinearformer som en
setning om reelle symmetriske matricer:

Til hver symmetrisk bilinearform B i et n-dimensionalt

vektorrum over de reelle tals legeme findes der baser, i hvilke

B(u,v) = WV o+ eee upvp - up+1vp+1 - . - up+qvp+q‘

For alle sd&danne baser er tallene p og g de samme, hnemlig hen-

holdsvis formens positivitetsindex ind+B og dens negativitetsin-

dex ind B, og p + g er formens rang rg B.

Til hver reel symmetrigk matrix Q findeg der reelle
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regulere matricer T, s8ledes at I'BT er en diagonalmatrix, hvis

diagonalelementer er 1, -1 eller 0. For alle disse matricer 2

har g'gg det samme antal elementer lig 1 og det samme antal lig

-1, 0g disse to antals sum er lig med rangen af g.

De fundne resultater tillader en anden betydningsfuld for-
tolkning.
Tad (V,+,L) vere et vilkdrligt vektorrum og v v = f£(v)
en linesr afbildning af V pa sig selv. Er da B(g,z) en bilines&r
form 1 V, wvil
B.(%,%) = B(£™ (4),27(2)
som det umiddelbart ses, ligeledes vare en bilinesr form i V., Den
siges at fremgd af eller at svare til B ved afbildningen f. Man
har ogsd
B(u,v) = Bp(£(u),£(x)) ,
hvsgf ses, at billedvektorerne ved f af to med hensyn til B kon-
jugerede vektorer er konjugerede vektorer med hensyn til Bf. End-

videre er det klart, at hvis en af formerne er symmetrisk, er den

anden det ogsa.

En bilinearform B siges at vere linegr-zkvivalent med en bi-
linearform B, hvis der findes en enentydig linesr afbildning f
af V pd sig selv, sdledes at B = Bes altsd hvis B fremgér af B
ved en eller anden afbildning af den betragtede art, Det er let
at vise, at der foreligger en mkvivalens relation i memngden af
bilinearformer i V. Specielt falder altsd mzngden af symmetriske
bilinearformer i skvivalensklasser. Ved hjslp af de fundne sstnin-
ger kan disse klasser let angives for endelig-dimensionale vek-

torrum over de komplekse eller de reelle tals legeme.
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Lad (V,+,L) vere et vektorrum af den endelige dimension n,
og lad der vere valgt en basis (31""’9n)‘ En enentydig linesr
afbildning f af V pa sig selv er da bestemt ved

i| = 4vy»
hvor é er en regulsr (ni¥n)-matrix og ¥| 0g ﬁ[.koordinatsattet for
henholdsvis v €.V og f(v). Er nu B en symmetrisk bilinearform i
V, altsa
B(u,v) = u_ By,

hvor B er en symmetrisk matrix, fas (med nerliggende betegnelser)
for den til B ved afbildningen svarende form Bf
A8,3) =5 (a7 pa™

Lader man her A og dermed ogsé é’1 gennemlebe alle reguls:re

B E )

(n¥n)-matricer med elementer fra I, fis netop alle med B linemr-
wkvivalente symmetriske bilinearformer.

Br L specielt de komplekse tals legeme {, og har B rangen r,
findes der ifplge en af de viste smtninger en kompleks regulsr
matrix A, sdledes at

Bf(ﬁ,i) = ﬁ1§1 Foees F ﬁr%r‘
Dette viser:

Hver kompnleks symmetrisk bilinearform af rang r er linesr-

swkvivalent med den form, som i et vilkarligt valgt koordinatsy-

stem er givet wved

.0 A .
U.,IV,' + +uI‘I‘

Idet linesmr-zkvivalente bilinearformer har samme rang, sluttes

heraf: To komplekse symmetrisgke bilinearformer er linesr-skviva-—

lente, hvig og kun hvis de har samme rang. Der findes altsa

n + 1 xkvivalensklasser svarende til verdierne r = 0, T1,¢4.,0.
Er L de reclle tals legeme R, 0og har B positivitetsindex p

og negativitetsindex q, findes der ifplge en af de viste swmbtninger
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en reel regulsr matrix A, siledes at

L4 * . - * *

Bf(H’z) = U_,]V,] 4+ cee + upvp -— U‘p+1vp+’]— coe = up-l-qvp+q.
Dette viser:

Hver reel symmetrisk bilinearform med positivitetsindex p og

negativitetsindex g er linemr-skvivalent med den form, som i et

vilkarligt valet koordinatsystem er givet ved

WV o+ e+ upvp - upﬂvp+1 ~ e up+qvp+q‘
Da et positivitetsrum (negativitetsrum) for en reel symmetrisk
bilinearform ved en enentydig linesr afbildning f af V pd sig selv
afbildes pd et positivitetsrum (negativitetsrum) for den tilsva-
rende form Bf, har linemr-skvivalente former samme positivitets-
index og samme negativitetsindex. Man har felgelig: To reelle

symmetriske bilinearformer er linesmr-skvivalente, hvis og kun

hvis de har samme positivitetsindex og samme negativitetsindex.

Der findes altsd (n+1)(n+2)/2 skvivalensklasser svarende til
parrene (p,q) af hele tal,for hvilke O <p<n, 09 <n,p+qg < 0.
I stedet for tallene p = ind+B 0g ¢ = ind_B bruges hyppigt rangen
rg B = p+q og formens sakaldte signatur sgt B = p-g som kendetegn
for klassen., Disse fire tal kaldes den reelle symmetriske biline-

arforms invarianter ved lijemre afbildninger., Ved to af dem er

formens klasse bestemt,

En symmetrisk bilinearform B eller den tilherende kvadratiske
form siges at vere udartet eller gingulsr, ndr rg B < n, og ikke-
udartet eller regulsr, ndr rg¢ B = n. Ved p = n (q = n) karakteri-
seres de positiv definite (negativ definite) reelle kvadratiske
former. Disse er ikke-udartede. De positiv (negativ) semidefinite
reelle kvadratiske former er karakteriseret ved q = 0 (p = 0).

Hvis s&danne er ikke-udartede, er de positiv (negativ) definite,
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Som vist ovenfor herer der efter valg af et koordinatsystem
i W}+,R) til linemr-gkvivalente symmetriske bilinearformer B og
B, matricer B og @, for hvilke B = (é’1)'gé_1, hvor A er den til
den linesmre afbildning herende matrix. For determinanterne fas

det B = (det 471)%et B.

Idet det B er O eller forgkellig fra O, efter som B er udartet
eller ikke-udartet, sluttes heraf, at det B = det B = 0, hvis
rg B <n, og at det § og det B har samme fortegn, hvis rg B = n.
Antages B at have ovengtéende normalform, ses dette fortegn i
det sidste tilfmlde at vere (~1)% = (-1)*P, Der gzlder altsd

uafhszngigt af det valgte koordinatsystem: Matricerne herende til

linesr-skvivalente ikke-udartede reelle symmetriske bilinearformer

har determinanter med sammc fortegn, nemlig (=1)%, nvor g er

formernes negativitetsindex. Specielt haves: Matricerne herende

til positiv definite kvadratiske former har positive determinanter.

For positiv semidefinite former kan sluttes at determinanterne er

sterre end eller 1lig med O.

En interessant anvendelse af disse resultater fas péd felgende
méde: Lad (V,+,R) vere et vilkdrligt (endelig-eller uendelig-
dimensionalt) vektorrum over de reelle tals legeme, og lad der

vere givet en positiv semidefinit kvadratisk form B i V. For

el
ot

vilkarligt givne vektcrer Vs eoesV fra V er da

8. 2
B(,Z X-V.p‘;’“‘X-X-) = Z B(Xj_:.Y-) XX = 53(22932) ’
i, =1 o

hvor XypeenyXg O reelle tal, ogséd en positiv semidefinit kva-
dratisk form, nemlig i talrummet (2°,+,}). Br B positiv definit
og vektorerne v,,...,v, linesrt uafhengige, er A(x,x) > 0 for

P

alle x = (xg,...,7,) + 0, altsd 3 ligeledes positiv definit.

Er vektorerne VqgeeesVg linesrt afthengige, findes der et talsst

X £ 0, for hvilket x ¥ +...4x v = Q, altsd f(x,x) = 0.
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I dette tilfelde er formen @ felgelig ikke positiv definit, og
idet den er positiv semidefinit, nedvendigvis udartet. I for~
bindelse med ovenstdende resultater vedrerende de til positive

kvadratiske former heorende determinanter f&s heraf Gram's set-—

nings

Br (V,+,R) et vilkarligt vektorrum over de reelle tals legeme

og B(v,v) en positiv semidefinit kvadratisk form i V, gelder for

vilkdrlige vektorer TyseeesXy fra V

Aet(B(y;,v5)); 49 ..., 2 O

En nepdvendig betingelgse for, at vektorerne 21,...,ys er linesrt

afhengice, er at lighedstegnet gmlder., Hvis B er positiv definit,

er denne betingelse ogsad tilstrekkelig.

I det specielle tilfxlde s = 2 fremkommer Cauchy-Schwarz's

ulighed:
2 .
B(z1 ’22) i__ B(}_T1 9_1) B(Z2;22)'
Br B positiv definit, gmlder lighedstegnet, nfr og kun nadr vek-

torerne Yy 08 ¥, er linemrt afhengige.
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1)

2)

3)

@gvelger til kap. III, 12.

Find parameterfremstillinger for nulrummene for den i
2% R definerede bilinearform
uﬂv1+4u2v1+2u3v1+3u1v2-2u2v3—u3v3+u1v4,

0g angiv dens rang.

Er B en bilinearform defineret i de vilkarlige vektorrum
(U,+,L) og (V,+L), udger de vektorer v &V, for hvilke
B(u,v) = 0 for alle u ¢ U, formens nulrum i V. Tilsvarende
defineres nulrummet i U,

Hvilke talfelger udger nulrummene for den i eksempel 2
(side III, 12,2) definerede bilinearform?

Hvilke funktioner udger nulrummene for den i eksempel 3
(side I1I,12,2) definerede bilinearform, ndr den givne
funktion K(x,y) er positiv i hele sin definitionsmengde?
Hvad kan der siges om PFourierrskkerne for de funktioner, som
udger nulrummene, ndr a = ¢ = -#, b = d =/og K(x,y) =
sin(2x-y)?

Bilinearformerne i et vektorrum (V,+,L) danner (med de sed-
vanlige definitioner af suﬁmen af to af dem og produkt af en
af dem med et tal fra L) et nyt vektorrum (W,+,L).

De symmetriske bilinearformer i (V,+,L) danner et underrum

i W. Det samme gelder for de antysymmetriske bilinearformer.

(En bilinearform B i V siges at vere antisymmetrisk eller

alternerende, hvis B(v,u) =-B(u,v) for alle u og v fra V.)

Vis, at W er den direkte sum af de to nmvnte underrum (d.v.s.
at hver bilinearform i V pé& en og kun een méde kan skrives
som en sum af en symmetrisk og en antisymmetrisk bilinear-

form).
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4)

5)

6)

Bestem dimensionen af W og af de to underrum, ndr V har
dimensionen n.

Visg, at en bilinearform B i et vektorrum (V,+,L) er anti-

symmetrisk, hvis og kun hvis den tilhgrende kvadratiske

form B(v,y) er identisk 0.

T et todimensionalt vektorrum (V2,+,L) er hvert arealmdl

en antisymmetrisk bilinearform af rangen 2.(Se side III,
10,2,) Findes der andre antisymmetriske bilinearformer i

et sddant vektorrum ?

Hvilke werdier kan rangen af en antisymmetrisk bilinearform

i et tredimensionalt vektorrum (V3,+,L) antageé Er P et
volumenmdl og a en fast valgt vektor i Vg, vil F(a,u,v)

vere en antisymmetrisk bilinearform i V3' (Se side III,10,12.)
Kan hver antisymmetrisk bilinearform i V3 fdg pa denne

mide?

Vis, at en bilinearform defineret i to endelig-dimensionale
vektorrum er et produkt af en linearform i U og en linear-

form i V, hvis og kun hvis dens rang er 1 eller 0.

Polariser de kvadratiske former

vV, = Vé, VoVz + VgV, + VTV,

(v +V,+v3) 2, (vy+2v,) (v, ~v)
i (R3,+,R), 0og angiv for hver af dem rangen og den tilhe-
rende symmetriske matrix.
Bestem endvidere for hver af de fundne bilinearformer det
fuldstendige konjugerede underrum til det af vektorerne

(1,-1,0) og (0,0,1) udspzndte underrum.

Bestem en basis for vektorrummet (03,+,C), med hensyn til

hvilken bilinearformen
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9)

10)

11)

12)

13)

u2v2 - iu2v3 - iu3v2

antager normalformen.

Bestem en basis for vektorrummet (R4,+,R), med hensyn til
hvilken den kvadratiske form

2 2

v," o+ 4v1v4 -~ 2v2v3 + 2v2v4 + 2v3v4 + 4v4

antager normalformen.

Bevis felgende sztning: En kvadratisk form i et endelig-
dimensionalt vektorrum over de komplekse tals legeme er et
produkt af to indbyrdes og fra nulformen forskellige linear-
former, hvis og kun hvis dens rang er 2, og den er kvadratet
péd en fra nulformen forskellig linearform, hvis og kun hvis
dens rang er 1.

Opstil en tilsvarende sstning for kvadratiske former i vek-

torrum over de reelle tals legeme.

ILad (V,+,R) vere et vilkérligt vektorrum over de reelle
tals legeme og B en bilinearform i V.

Vis, at hvis vektorerne Viseees¥g €T parvis konjugerede og
B(yﬁ,ya) >0, .. ,B(y,,v,) > 0, vil disse vektorer vsre
linesrt uafhengige, og det af dem udspsndte underrum vil

vere et positivitetsrum for B,

Lad B vere en bilinearform med positivitetsindex 1 i et
vektorrum (V,+,R). Vis, at der for to vektorer u og v, for
hvilke B(u,u) > 0 og B(v,v) > 0, gwlder uligheden

B(u,1)° > B(u,u) B(x,v).

(Betragt B(AW +pe¥, AU + px), A, p €R.)

Lad M vere en vilkirlig reel (mxn)-matrix. Vis, at den
kvadratiske form med (n xn)-matricen M'M er positiv semide-

finit, og at den er positiv definit, nér og kun nér rg M = n.
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14)

15)

16)

17)

Vis, at der til hver reel symmetrisk (nXn)-matrix B, hvis
tilherende kvadratiske form er positiv definit, findes en

reel reguler (nxn)-matrix M, siledes at M'M = B.

Vis, at hvis B er en reel symmetrisk matrix, hvis tilherende
reelle kvadratiske form er definit, vil alle hovedunderdeter-
minanter i B vxre forskellige fra O. Bestem disses fortegn,

ndr formen er positiv definit, og ndr den er negativ definit.

Angiv nedvendige og tilstrmkkelige betingelser, som de

reelle tal a,b,c md opfylde, for at den reelle kvadratiske

form med matricen (a b

b O)er positiv (negativ) definit.

Underseg, om der findes reelle tal a,b,c, sdledes at den

reelle kvadratiske form med matricen
a b c
b ¢ a
¢c a b

er positiv definit.

Bekrzeft ved hjelp af Gram's setning, at funktionerne 1,
cos t, sin t, cos 2%, sin 2%, ... , cos pt, sin pt i inter-

vallet (-7, 7] er linesert uafhsngige. (Jfr. side III,7,19.)

Lad & betegne en reel voksende funktion defineret i et inter-

val {a,b]. Ved denne funktions i-te moment forstés

b
c.:SthwL i

it

i O,1,anoo

a8

Vis, at der gelder ulighederne
2
€2i-1. = ®2i-2 %2i
Vis endvidere, at der for determinanterne

i = 1,294a09

=de‘t(0. k=1, 2, oo 9

k l+j)i,j=0,1,000,k"1’
gelder felgende: Enten er Dk > 0 for alle k, eller der findes

D

et naturligt tal m, sdledes at Dk>0 for k<m og Dk=O for kzm.
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18)

Det sidgtnzvnte tilfmlde indtrzffer, hvis og kun hvis

funktionen © kun antager endelig mange forskellige vsrdier

(er stykkevis konstant).

Om en reel funktion f defineret i en &ben delmmngde LL af
R® forudssttes, at den har kontinuerte partielle afledede
D;.f, i, = 1,...,n, af anden orden. Iad a = (8,,+.4,3,)

J
vare et punkt i £2 , for hvilket funktionens ferste differen-

tial er nulformen, altsd
n

df(a,dx) = D.f(a)dx, = 0
=S ; i i
i=1
for alle dg;(dx1,...,dxn) ¢ R". Bevis folgende: En nedven-
dig betingelse for, at f har et lokalt minimum (maximum)

i a er at det andet differential

n
a°f(a,dx) = 3 D, £(a) dx;dx,
i, J=1 l

er en positiv (negativ) semidefinit kvadratisk form. En
tilstrekkelig betingelse er, at denne kvadratiske form er

positiv (negativ) definit.
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§ 13, Kvadrikker,

I denne paragraf betragtes bilinesre og kvadratiske former
i det geometriske vektorrum (V3,+,R) og dens underrum. Alle vek-
torer taznkes afsat fra samme punkt O 1 punktrummet E3, planen
E2 eller linien E1. (Det uinteressante endimensionale tilf®lde
tages under tiden med af formelle grunde.) Formerne bliver da
funktioner af stedvektorer og derved af disses endepunkter. For
1 videst mulig udstrzkning at kunne behandle det todimensionale
og det tredimensionale tilfslde under eet, tales om det n-dimen-
sionale punktrum En. (Bt s&dant kan defineres for hvert natur-
ligt tal n. Men de fglgende resultater er med "vektorer" i ste-
det for '"punkter" gyldige i vektorrum af vilkarlig endelig di-
mension over de reelle tals legeme.)

Lad B(é,g) vere en kvadratisk form og ¢ et reelt tal. Mazng-
den af de punkter x € En’ for hvilke

B(x,x) = c

kaldes en centrumskvadrik (for n = 2 keglesnit med midtpunkt,

for n = 3 keglesnitsflade med midtpunkt). Idet nemlig B(-x,-X) =

B(x,x), har denne mzngde (for si vidt den ikke er tom) nulpunktet

gom midtpunkt. Idet tilfeldet rg B = O er ganske uden interesse,

forudssttes i det fglgende rg B > O.

Ved en homoteti x - y = mx, m & O, vil kvadrikken B(x,x) = ¢

afbildes i kvadrikken B(y,y) = nc. Heraf ses, at for ¢ = 0, af-
bildes kvadrikken pa sig selv ved hver homoteti med centrum O,
Med andre ord, hvis et punkt x 1 0 tilfredsstiller ligningen
B(x,x) = 0, vil alle punkter pd linien, der forbinder 0 med x
ogsa ggre det. Kvadrikken

B(x,x) = 0

bestar altsd enten kun af 0, nemlig hvis og kun hvis B er defi~-
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nit, eller den er en foreningsmangde af rette linier gennem 0.

Den kaldes en andengradskegle og linierne gennem Q; som denh be-

star af, dens frembringere. Endvidere kan sluttes, at alle kva-

drikker B(x,x) = c, hvor B er fast og c gennemlgber alle positi-
ve tal, er indbyrdes homotetiske, og det samme gzlder for kvadrik-
kerne, der fas for negative c.
Lad der vere givet en kvadrik B(x,x) = ¢ og en ret linie
med parameterfremstillingen
x=ga+ty, ¥v40, tek
Eventuelle fellespunkters parameterverdier er da rgdderne i lig-
ningen
B(a+ty, a+rty) = B(a,a) + 2t B(a,v) + t° B(z,v) = c.
Hvis
(B(z,a) - ¢)B(x,x) > Bla,1)°
eller B(a,a) ¥ ¢, B(a,v) = B(x,x) = O,
og kun 1 disse tilfalde, findes der ingen fzllespunkter. I de
andre tilfzlde kan det antages, at a er et fellespunkt, altsé
at
B(a,a) = c.
Ligningen bliver da
t(2B(a,y) + t B(¥,x)) = O.
Nar B(a,v) + 0 og B(v,v) 4 O og kun da, findes der foruden
roden t = 0, der svarer til fzllespunktet a, en og kun een fra

denne forskellig rod

B(g,x¥)
Linien har alts& to punkter g og a - 2 ﬁTETET v felles med kva-

drikken, Liniestykket, der forbinder de to punkter, kaldes en
korde, Kordens midtpunkt har stedvektoren

B(a,¥)

L= 2 By
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og for denne findes

B(a,¥)

Blm,x) = Bla,x) - g5y Blw,x) = 0.

[

Heraf sluttes: Midtpunkterne af de med en vektor v + O parallel-

le korder ligger i den til v konjugerede hyperplan gennem O.

(At det fuldstendige til v konjugerede underrum er en hyperplan,
fglger af B(v,v) % O.)

Dernzst betragtes tilfmldet B(a,v) ¢ O, B(v,v) = O. Da
v + 0, kan det kun foreligge, nir B ikke er definit. Linien er
altsa parallel med en frembringer af keglen B(g,g) = 0, og vek-
toren vy p& linien er ikke konjugeret til a. Ligningen reduceres
da til en fgrstegradsligning, der kun har roden t = 0. Linien
har altsé kun punktet a fzlles med kvadrikken.

Er B(a,v) = 0, men B(v,v) + O, er altsd v konjugeret til
a, men ikke parallel med nogen frembringer af keglen B(x,x) = O,
foreligger der en andengradsligning med dobbeltroden t = O, Lini-
en har kun punktet g felles med kvadrikken og kaldes en tangent
til denne i punktet a. Dette punkt kaldes tangentens rgrings-

punkt. Motiveringen for denne betegnelse vil blive givet neden+

for.,
Er béde B(a,v) = O og B(v,v) = O, hvilket kun kan indtref-

fe, ndr B ikke er definit, er ligningen opfyldt for alle t € R.
Hele linien tilhg¢rer altsa kvadrikken og kaldes en frembringer
af denne af grunde, som vil blive omtalt senere. Frembringerne
regnes med til kvadrikkens tangenter. Hvert af en frembringers
punkter betragtes som et rgringspunkt.
Det fremgar af det sagte, at en linie er tangent til en

kvadrik i et punkt g, hvis og kun hvis B(a,v) = O for hver vek-
tor v p& linien, altsd hvis og kun hvis vektorerne pa linien er

konjugerede til vektoren g. Disse vektorer udggr det fuldstan-
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dige til g konjugerede uniderrum, nér alle tangenter i a tages i
betragtning., Hvis a ikke tilhgrer nulrummet for formen B, vil
det konjugerede un&errum vere en hyperplan, og tangenterne i a
vil udggre den med denne parallelle hyperplan gennem a, kvadrike
kens tangenthyperplan i punktet a. I de punkter a ph kvadrikken,
som tillige tilhgrer nulrummet, og som kaldes kvadrikkens singu-

lsre punkter, defineres ikke nogen tangenthyperplan. Tangenterne

i et sadant punkt udfylder hele rummet. Singulsre punkter kan pa
grund af B(a,a) = c kun forekomme, ndr ¢ = 0, Rltsd nir kvadrikken
er en kegle. Toppunktet a = Q0 er i hvert fald et singulart punkt.
Men der kan ogs& forekomme andre. Det ses umiddelbart, at hver
tangenthyperplan til en kegle indeholder alle singulzre punkter,
altsd hele nulrummet for formen B.

Lad a vaere et regulert (d.v.s. ikke singulsrt) punkt pad en
kvadrik B(x,x) = c. Bt punkt & vil ligge i tangenthyperplanen
i a, hvis og kun hvis vektoren £ - a er konjugeret til g, altsa
hvis og kun hvis

B(a,£-a) = B(as£) - B(a,a) = B(a,£) - ¢ = 0.
Tangenthyperplanens ligning kem fglgelig skrives

B(Qﬁi) = Co.
At den her givne algebraiske definition af tangenthyperplanen
harmonerer med den i analysen givne, ses pd fglgende madde: Lad
x(7), & ¢ T { B, vere en parameterfremstilling for en fra a ud-
gdende kurve, der forlgber pd kvadrikken, s& at x(a) = g og
B(x(7),x(t)) = ¢ fora ¢ T ¢ B.
Man har da fora < 7 ¢ B
B(x(7),x(z)) - B(x(a),x(a))

) T -0

_)_;_(q,')-gc_(oc)> , B(;.C(T)-_Js(a) , z(oc)> .

o)

=B<£Cr),

T - T -0
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Antages, at
x(7)-x() ,
=x"(a).

lim
T30, T-0

eksisterer, altsa a@ kurven er differentiabel i punktet g(a) = 8,
vil den hgjre side/g&enstéende ligning for 7 — a konvergere mod
2B(x(a),x'(a)). Indfgres et koordinatsystem i E,, ses nemlig
B(x,y) at vere en kontinuert funktion i B x & = 2°® ned hensyn
til dette talrums sazdvanlige topologi. Man har altsi B(a,x'(a)) =
0, hvilket viser, at hvis x'(a) £ O og kurven fglgelig har en
tangent i a, vil denne tangent ligge 1 tangenthyperplanen.

Lad B(x,x) = c, hvor ¢ + 0, vare en kvadrik. Antag, at der
p& keglen B(x,x) = O findes et punkt b + 0, som ikke tilhgrer
nulrummet for formen B. Det skal vises, at den gennem b géende
frembringer af keglen er en asymptote for kvadrikken B(g,&) = Co,
Der findes mindst een vektor u, for hvilken B(u,u) + 0, og
som ikke er konjugeret til b, som altsd hverken ligger p& keglen
eller i keglens tangenthyperplan i b; thi der findes i hvert fald
en vektor u, for hvilken B(b,u) %+ 0, da b ikke tilhgrer nulrum-
met, og hvis B(u,u) skulle vare O, vil f.eks. u + b 1 stedet for
u som det let ses opfylde de stillede krav, Lad nu u vare en
sddan vektor og B et reelt tal. Linien med parameterfremstil-—
lingen

x = Bb + ry, t € R,

skerer da kvadrikken i to forskellige punkter, ndr |B] er til-
straekkeligt stort. Andengradsligningen
B(Bh+tu,fh+tu) - ¢ = t°B(u,u) + 2t8B(k,u) - ¢ = O
har nemlig to indbyrdes og fra O forskellige r¢dder, nar

cB(u,u) < B2B(b,u)?.

For hvert B, der opfylder denne betingelse, betegnes rgdderne med

t,(B) og t,(B), sdledes at |t,(8)] < |t,(8)].
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Idet

B(k,u) c
ty(B) + 5,(8) = -28 55 g) t, (B)t,(B) = - ICROE

er
1
C 2

altsa t1(ﬁ) begrenset som funktion af B, og

1(8) + (801 = |4, (B) - tﬁé%(ll,yl)l @ for Bl o

Heraf sluttes, at t, (B) = 0 for |B] - ~. Vektoren t, (B)u for-
binder punktet b pad keglens frembringer med et punkt pd kvadrik-
ken B(x,x) = ¢, og da denne vektor konvergerer mod O for

|B] —» «, er frembringeren altsd asymptote til kvadrikken s&vel

for B » « som for B - —~. Af denne grund kéldes keglen B(g,g) =0
i de tilfalde, hvor den har punkter, som ikke tilhgrer nulrummet
for formen B, for den til kvadrikkerne B(x,x) = ¢ hgrende asym-

ptotekegle.,

Lad B(x,x) = c vere en vilkarlig kvadrik, og lad H betegne

en hyperplan gennem nulpunktet, som ikke er tangenthyperplan til

Da findes der en linie 1 gennem nulpunktet,

keglen B(x,x) = O.

som er konjugeret til, men ikke beliggende i H, og kvadrikken

skares af de med H parallelle hyperplaner i1 centrumskvadrikker

med centrer beliggende pa 1,

Bevis: Fgrst bevises, at der findes en vektor a, som er kon-
jugeret til, men ikke beliggende i1 H, Indeholder H ikke hele
nulrummet, vil en vilkarlig vektor a i dette, som ikke ligger i H,
opfylde kravet. Antag nu, at hele nulrummet tilhgrer H. Da dets
dimension er n - r, hvor r = rg B, kan der velges en basis
(gqya.n,gnﬂq) for H, hvis n - r sidste vektorer udspznder nulrum-—
rumet. Denne basis suppleres med en vektor €n til en basis for

hele rummet. En vektor

v = V,e, + o + v e
- 4 =1 °* n=n
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er da konjugeret til H, hvis og kun hvis ligningerne
B(g,gi) = V1B(21§i) + eeo F vnB(gn,gi) = 0
er opfyldte for i = 1,..4yn=-1. De n-r sidste af ligningerne er imid-
lertid opfyldt for alle vektorer vy, idet €psee o8y g tilhgrer
nulrummet. Disse ligninger kan fglgelig udelades, s& at der fore-
ligger et system af r - 1 linemre homogene ligninger med de n
ubekendte VyseeosV e Lgsningsrummet har altsd mindst dimensionen
n-r+ 1., Det md derfor indeholde en vektor a, som ikke til-
hgrer nulrummet. Denne vektor a kan heller ikke ligge i H; thi
da B(X,g) = 0 for alle vektorer y € H, ville man ellers ogs& have
B(a,a) = 0, og H ville vare tangenthyperplan til keglen B(x,x) = O
i strid med forudsstningen. Dermed er eksistensen af en vektor g
med de gnskede egenskaber bevist. PFor et vilkarligt reelt tal o
betragtes nu den med H parallelle hyperplan Hd med parameterfrem-
stillingen
X = oa + §* s ™ ¢ H.
Stedvektorerne for fellespunkterne af ﬁx og kvadrikken B(x,x) = ¢
er altsd dem, der tilfredsstiller ligningen
B (aa+d oarg*) = o°B(a,a) + B(#*,x*) = ¢,
hvor det er benyttet, at B(a,x*) = 0 for ¥ € H., Nu er B(x* ,x*)
ikke andet end restriktionen af B(g,g) til H, altsd en kvadratisk
form i H. Skrives ligningen
B(x*,¥) = ¢ - aB(a,a),
ses, at fellesmengden er en kvadrik med centrum x* = 0, d.v.s.
X = da. Centrerne svarende til de forskellige vaerdier af a ligger

altsd p& den ved a bestemte linie gennem Q. Dermed er satningen

bevist.

Fellesmengden af en kvadrik og hyperplaner, som er parallel-

le med en tangenthyperplan til den tilhgrende asymptotekegle, vil

blive unders¢ggl senere.
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Lad B(x,X) = ¢ igen vaere en vilkdrlig centrumskvadrik og

b et ikke singulart punkt péd den. For de punkter x, som er fal-
les for kvadrikken og dens tangenthyperplan i punktet b galder
da

B(x,x) = c, B(ksx) = ¢
(se side III,13,4). Heraf fas

B(x-b,x-b) = B(x,x) - 2B(k,x) + B(k,b) = O.
Vektorerne x* = x-pb fra ré¢ringspunktet til fzllespunkterne for
kvadrikken og tangenthyperplanen tilfredsstiller altsa lignin-
gen B(x*,x*) = 0, som fremstiller en kegle i tangenthyperplanen,
hvis den ilZs er opfyldt for alle x* i tangenthyperplanen. Heraf ses,

at der i et bundt af parallelle hyperplaner, som ikke er paral-

lelle med en tangenthyperplan til keglen B(x,Xx) = O, hgjst kan

findes to tangenthyperplaner til kvadrikken B(x,x) = c. Med oven-

stédende betegnelser kan nemlig Ha kun vere tangenthyperplan, nar
o tilfredsstiller ligningen

c - azB(Q:Q) = 0,
dsves., nar

B(og,og) = c,
altsd punktet og ligger p& kvadrikken., For et sédant o er Ha vir-
kelig en tangenthyperplan; thi for hvert punkt_§ i Ha gelder

B(og,&) = B(ag,og + (§-oa)) = B(og,0a) = c,

da dem med Ha parallelle vektor &-aa er konjugeret til g.

Lad f vere en enentydig linesr afbildning af vektorrummet
(Vn,+,R) pa sig selv. (En sédan kan ogsd opfattes som en affin
afbildning af punktrummet p& sig selv, ved hvilken nulpunktet sva-
rer til sig selv.) Ved f svarer der til.en symmetrisk bilinearform
B en symmetrisk bilinearform By, for hvilken

Be(f(u),f(x)) = B(u,x)
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for alle u,y € V, (se side III,12,18). Billedpunktet f(x) af et
punkt x p& kvadrikken B(x,x) = c ligger altsd p& kvadrikken
Bf(i,i) = ¢, og hvert punkt x p& denne er ifglge definitionen
af Bp billedpunkt af et punkt x = f_1(i) p& den fgrste. Ved f
afbildes altsd kvadrikken B(x,x) = ¢ p& kvadrikken Bf(é,i) = c
og altsd ogs& asymptotekeglen for den fgrste pd asymptotekeglen
for den anden. Lad B(g,g) = ¢ vere ligningen for tangenthyper-
planen til B(x,x) = ¢ i punktet a. For billedpunkterne g = f(a)
og § = f(g) gelder da Bf(éaé) = ¢, Heraf sluttes, at den givne
tangenthyperplans billede, som Jo er en hyperplan, m& vare tan
genthyperplanen til Bf(g,é) = ¢ 1 det til rgringspunktet g sva-
rende punkt. Endelig mindes om, at med hensyn til B konjugerede
vektorer afbildes i med hensyn til Bf konjugerede vektorer.
Multipliceres en ligning for en kvadrik med et fra O for-
skelligt tal, fads en ligning af samme form, som fremstiller den
samme kvadrik. Enhver centrumskvadrik har derfor en ligning af
en af formerne B(x,x) = 1 og B(x,x) = 0. Af s@tningen om linezr
~gkvivalens af reelle symmetriske bilinearformer (side III,12,20)

fas da: Hver centrumskvadrik kan ved en enentydig lineasr afbild-

ning overfgres 1 en, der i et vilkirligt valgt koordinatsystem

har en ligning af en af formerne

2—...-—}(

2 2 _ 2 _ {1

Dette leder til den fglgende sdkaldte affine klassifikation af

centrumskvadrikkerne i en-, to- og tredimensionale reelle rum:




Mat. 1, 1960-61 AG III, 13, 10

Oversigt over centrumskvadrikkerne

i en- , to- og tredimensionale rum.

B(x,x) = 1 B(%,x) = 0
n|rg Blsgt B ligning navn ligning navn
1 1 1 X 2 =1 unktpar
1 =1| Ppunstp © 2 _o| dobbelt-
2 1 B punkt
-1 =%, =1 @
ol 2] 2 || x%x,° =1| ellipse
1 ¥ = P } L 2,. 2 _o| dobbelt-
) ""X1 2"X22 =1 @ 1 2 punkt
2 2 _ 2 2 _~|par af ska-
0 Xy "%p =1 hyperbel X %2 =0 ende linier
y ’ 2 _q |Par af paral
Xy =11e11e 1linier } L2 _o| dobbelt-
-1 —x12 =1 @ 1 linie
2 .
3 3 3 x, “+x."+x, =11 ellipsoide
L }x 2 4%, 24x,2=0| dobbelt-
2 2 1 2 3
-3 |Imxy Tmxy T mxg = @ punkt

2 2 2 hyperboloide
med eet net|\} o 2 2_,|keglesnits-
hyperboloide 1 2 3~ kegle

ol “Xy TEy X =11 med to net
2 elliptisk
N I IR =1 T eylinder 2 2 dobbelt-
5 x 2-x > _ p Xy +Xo =0 linie
1 2 -
2 2 _, | hyperbolsk 2 2 _~|par af ske&-
0 Xy %o =1 cylinder Xy =g =01 ende planer
y ’ x 2 -1 par af paralk
1 lelle planer ]x o 0 dobbelt-
-1 _X12 -1 & 1 plan
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gvelser til kap III, § 13.

Angiv for hvert af de i oversigten (side III,13,10) opfgrte

kvadrikker mengden af dens singulare punkter.

Vis, at planen med ligningen 2x1 - 2x2 - 3x3 = -8 er en tan-
gentplan til keglesnitsfladen med ligningen Mx12 + x22 - 9x32 =

16, og find rgringspunktets koordinatsast.

Find ligningerne for de tangentplaner til keglesnitsfladen
med ligningen 2x12 - 6x22 + 3x32 = 5, som hver gir gennem

de to punkter med koordinatszttene (O,%,1) og (3,—%,—1).

Lad B(x,x) = 1 vere ligningen for en ellipse (ellipsoide)
og p og g stedvektorer til to forskellige punkter pé& denne.
Vis, at linien, der forbinder disse punkter, er en tangent
til ellipsen (ellipsoiden) med ligningen B(x,x) = %, hvis
og kun hvis vektorerne p og g er konjugerede med hensyn til

formen B.

En ellipsoide, en hyperboloide med eet net og en hyperbolo=
ide med to net, som antages at have de i oversigten (side
I111,13,10) angivne ligninger, skares med de med koordinat-
planerne parallelle planer. Beskriv og diskuter snitkurver-

ne. Angiv specielt eventuelle tangentplaner blandt de betrag-

tede planer samt deres fellesmengder med fladerne.

Vis, at der 1 en plan findes et og kun eet keglesnit, som
har et givet centrum O og som gar gennem tre givne, fra O
forskellige punkter, som ikke ligger p& samme linie gen-

nem O.

I rummet er givet et tetraeder P1P2P3Pu. Midtpunktet af kan-

ten Pin betegnes med Mij’ De tre forbindelseslinier af
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modstéende kanters midtpunkter gér gennem samme punkt O. Der
findes en og kun een ellipsoide med centrum 0, som gar gen-
nem de seks punkter Mij’ og med hensyn til hvilken vektorer-

ne Gl 5,

drets seks kanter er tangenter til denne ellipsoide.

6M13 og 6M1M er parvis konjugerede., Vis, at tetrae-

Lad B(x,x) = ¢ vere ligningen for en centrumskvadrik og p

et punkt, som ikke ligger p& denne. Vis, at hvis der gennem
p gér tangenter til kvadrikken, vil deres rgringspunkter lig-
ge i en hyperplan, der er parallel med den til stedvektoren
p konjugerede hyperplan.

Formuler og bevis en tilsvarende s®tning om tangenter, som

er parallelle med en given vektor,

Om den kvadratiske form B(x,x) antages: a) at den er positiv
semidefinit, b) at den har positivitetsindex 1. Angiv i hvert
af de to tilfelde typerne af de kvadrikker i en-, to- og
tredimensionale rum, som har en ligning af formen B(g,g) =1,
Vis i tilfzldet a), at mazngden

x | B(x,x) <1}
af kvadrikkens "indre punkter'" er konveks.
Vis i tilfmldet b), at maengden af " densne grens (det ene
nets) indre punkter", d.v.s.

{x | B(x,x) >1 A B(a,x) > 0},

hvor a er en fastvektor, for hvilken B(a,a) > O, er konveks.

Vis, at hvis en keglesnitsflade ska&res af en plan mw 1 en hy-
perbel, vil den med 7 parallelle plan gennem fladens centrum
sksre dennes asymptotekegle i to linier, der er parallelle

med hyperblens asymptoter.
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B 7Y I Y
Vlgrod i Ml o,

§ 14. Vektorrum med indre produkt.

Lad (V,+,L) betegne et vektorrum over de reelle eller de
komplekse tals legeme. (I det fglgende er altsd L = R eller
L =C.) I et sadant vektorrum kan man pa mangfoldig méde til~
skrive hver vektor x en "lzngde" |lx||, d.v.s. man kan definere
en funktion x - ||x|| fra V til R. Til denne vil man stille visse
krav, der medfgrer, at den kan betragtes som en naturlig gene-
ralisering af en geometrisk vektors lengde i sadvanlig forstand.

Det har vist sig at vare hengigtsmessigt at forlange:

N1 vox,y [z + xlh ¢ il + llgh].

N2: vox Von [l = i8Izl
N3: vx (x40 = lzll 4 0ol
Af N2 sluttes, at |[ofl = [logll = 0, og at |l-xll = lI(-1)xll = lIxll.

Ved hj=lp af N1 fas da
lxll = 20zl + H-xID 2 #iz - =zl = o.

Dette sammen med N3 viser, at

0 T
Il {> or
= 0 for

+ 9,
= Q.

N

En funktion fra V til R med disse egenskaber kaldes en norm og

et vektorrum sammen med en bestemt valgt norm et pnormeret vek-

torrum. Et sidant betegnes med (V,+,L,| II).
Et normeret vektorrum bliver til et metrisk rum ved den
nerliggende definition

dist(x,y) = llz - zll,

idet jo
dist(x,x) = |llx - zll = 0,
aist(g,y) = lly - zll > 0 for x 4 ¥,
dist(y,x) = llx - xll = llx - zll = aist(z,3),
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I

dist(x,z) = llz - zll = llz - x + ¥ - zl

[i7aN

lz - xll + llz - 2l

H

dist(x,y) + dist(y,z).
Derved bestemmes tillige en topologi i V, for hvilken kugle-
omegnene

K(a,r) = {x €V | llx - all < r}

med centrum a € V og radius r € §+ danner en basis.

Eksempler:

1) De endimensionale talvektorrum (R,+,R) og (&,+,0) er
normerede vektorrum med den numeriske verdi som norm.

2) I de n-dimensionale talvektorrum (R%,+,R) og (&%,+,0)
kan man for hvert tal p > 1 definere en norm, den sékaldte p-norm,

ved for hver vektor X = (x1,.o.,xn) i R® eller 0" at satte

Izl = Clxg 1P+ en 4 (1 |P)17/P,
At N2 og N3 er gyldige, er klart. At N1 gelder, er ensbetydende
med Minkowski's ulighed
(2lx, + 3,192 ¢ 5l 1Y/ 4 (3 |y, D)7,
hvor summationerne over 1 udstrakkes fra 1 til n. Den kan be-

vigses pa& fglgende made: Fgrst bemzrkes, at funktionen tp, t > 0,

i

for hver konstant p 2 1 er konveks, d.v.s. at
((1-0)t, + vt )P < (1-1})top + Ut

for to 20, t, 2008 0 <V <1, Dette, og at lighedstegnet,

1
nar p > 1, kun gzlder for to = t1 vil blive vist nedenfor. Idet
Minkowski's ulighed ¢jensynlig er opfyldt med lighedstegnet,
hvis x = O eller y = O, kan man antage, at “X”p > 0 og

lgll, > 0. SBettes

|Xi| " lyi' 5 = “M“E o

Tl Mg, T el

.t
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og summeres over i fra 1 til n, fas
P s b
gl + Il )™ 2 Clxg |+, 1P ¢ 4
og heraf ved at oplgfte til (1/p)~te potens pa begge sider
~1 py1/p
Cllgll, + lxll,) ™ (=l + Iy 1)5) <1,
altsa
py1/p
(2(1x; 1)%) < lizll,

il < |Xi| + Iyil er Minkowski's ulighed hermed bevist.

Nar p > 1, er det ifglge det sagte ngdvendigt for lighedstegnets

+ o
vl

Da Ixi + ¥

gyldighed, at

I-Xil = lyil fOl“ i-"—" 1,...,1‘1.
sl il
Deusden er det ngdvendigt, at Ixi + yil = lxil + lyil for

i=1,.6.,n, altsd at tallene X; 08 ¥y har samme argument, sa-
fremt de begge er forskellige fra O. I sa fald er altsi
yi/x:.L > 0, sd at Iyil/Ixil = yi/xi. Den fgrste betingelse giver
da

% lxlly, = vy llxll,
hvilket ogsd gelder, nar Xy =¥y = Oy En ngdvendig og, som det
let ses, ogsd tilstrmkkelig betingelse for, at lighedstegnet i
Minkowski's ulighed med p > 1 gelder for to vektorer X og ¥y er,
at mindst een af dem er Q eller de er proportionale med en positiv
proportionalitetsfaktor.

Den ovenfor benyttede konveksitet af funktionen tp, t 2 O,
fglger af, at dens afledede ptp—1 er voksende, ndr p > 1, og
strengt voksende, ndr p > 1., Der gelder nemlig, at hver i et
interval J € R defineret reel, differentiabel funktion ¢ med
voksende afledet ¢' er konveks i J, d.v.s. at der gazlder

p((1-0)t, + wty) < (1) 9 (b)) + vo(t,)

for t ,t, € §J og 0 < v < 1. Er ¢'(t) strengt voksende, gmlder

1
lighedsteg et kun for to = t1.
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Bevis: Man kan antage, at to < t1, da der ikke er noget at be~

vigse for to = t1. Ssttes

ty = (1~0)t0 + Uty ,
haves

) >0, t, -t

) g = (1—0)(t1~to) > 0,

ty =ty = u(¢1 -t

og pastanden

(1-v+)e(t,) ¢ (1-0)e(t)) + vo(t,)

0

kan omskrives til

plty) - p(t) o(t) - olt,)
t, =t t, - T,

Ifplge differentialregningens middelverdisztining er den venstre

side 1lig med @’(TO), hvor t_ < 7, < t,, og den hgjre side lig
med. @'(mq), hvor t, < 7, < t,. Da ¢ < 7, ogaltsh @'(TO) <
@’(11) ifglge forudsmtning, er pastanden hermed bevist. Det ses
ogsd, at lighedstegnet ikke kan gzlde, nir o' er strengt voksende.,

Til de indfgrte p-normer i rummene (R",+,R) og (&%,+,08)
fgjer sig endnu en pa& naturlig mé&de, nemlig

Il = maxflxg |yeeny lx, )1

Det bekraftes umiddelbart, at N2 og N3 er opfyldt, og gyldigheden
af N1 sluttes let af lxi+yil < lxil + lyyl. Betegnelsen | ||

er motiveret ved, at der for hver fast vektor x galder

vin gl =l
P — o

Dette ses af den for x e QO gyldige omskrivning

x, |[P\1/
Izl =t () 20

Summen i parentsen har nemlig for hvert p 2 1 en vaerdi stgrre
end eller 1ig med 1 og mindre end eller 1lig med n. Dens
(1 /p)-te potens konvergerer alts® mod 1 for p — .

De med p-normen forsynede vektorrum (&™,+,R) og (C%,+,0)

betegnes med henholdsvis 1p(n,R) og 1p(n,C)° De normerede rum
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1p(n,ﬁ) for de forskellige vardier af p er indbyrdes forskelw
lige, skognt det underliggende vektorrum er det samme. Tilsvarende
gelder for 1p(n,C).

De vigtigste specielle tilfalde er p = 1, P = 2 08 D = w.

3) For et fast reelt tal p > 1 betragtes mzngden af de

reelle eller komplekse talfglger X = (x1,x2,...), for hvilke
Elxilp er konvergent. (Her som i det fglgende udstrmkkes summa-
tionen over i fra 1 til e.) Er E]Xilp og Elyilp konvergent, vil
ogsa Elxi + yilp vere konvergent, og der gelder Minkowski's ulig-
hed i den ovenfor angivne form. Dette segsg'uligheden for raek-
kernes n fgrste led pad hgjre side at lade n g& mod «, af den

fremkomne ulighed at slutte konvergensen af Z(IXiI + Iyil)p og

derefter at lade n ga mod « pa& venstre side. Mzngden af fglger
X = (x1,x2,...), for hvilke Elxilp er konvergent, er et vektor-
rum, nemlig et underrum i vektorrummet af alle réelle henholdsvis
komplekse talfglger, og

- py1/p
p = (Elxil )

er en norm deri. Man far sdledes normerede vektorrum 1P(R) og

Izl

1p(C). Mzngden af reelle eller komplekse talfglger, som hver
for sig er begrenset, danner ligeledes et vektorrum, og i dette
er
”&“w = SUPE'X1': |X2|,..-;,

en norm. Forsynet med denne norm betegnes det med henholdsvis
1 (R) og 1_(0).

}) Lad M vere en vilk&rlig mmngde og (B(M),+,L) vektorrummet
af alle begramnsede funktioner ¢:M ind i L, hvor L er &k eller C.
Det er let at se, at

lell, = sup lo(t)]
t €M

er en norm i dette vektorrum. Er M et topologisk rum vil de i M

kontinuerte, begransede funktioner danne et underrum C(M) i B(M),



og H‘Hoo vil ogsd vere en norm i dette. I vektorrummet af alle

kontinuerte funktioner ¢ i et afsluttet interval [a,b] c R er

lell, = (fbucp(t),pdt)ﬂ/p
a

for hvert p > 1 en norm, idet Minkowski's ulighed
lossll, s lolly + Iyl

ogsd gmlder for integraler. Den kan bevises pa samme m&de som
for endelige summer. Det med denne p-norm forsynede vektorrum
af de kontinuerte funktioner i [a,b] betegnes med Cp[a,b]. Det
er imidlertid muligt at definere H¢Hp for en mere omfattende
klagse af funktioner, nemlig alle i [a,b] madlelige funktioner,
for hvilke |o(t)|® er Lebesgue-integrabel. At mengden af disse

funktioner er et vektorrum, fglger af Minkowski's ulighed. Den-

ne udsiger tillige, at H¢Hp opfylder N1. At N2 er gyldig er klart.

Derimod er N3 ikke opfyldt, idet man af /Igo(t)lpdt = 0 ikke kan
slutte, at ¢o(t) = 0 i hele intervallet, men kun p& nzr en nul-
mengde. Man indfgrer derfor en skvivalensrelation i den betrag-
tede funktionsmazngde ved at satte ¢ ~ ¢, hvis ¢(t) - ¢o(t) =0
for alle t € [a,b] med eventuel undtagelse af en nulmasngde. Man
viser let, at ¢ ~ ¢ medfgrer Ao ~ N for N € L, og at o4 ~ ¢y
08 ¢p ~ ¢2 medfgrer Pyt Py ¢1 + ¢2. Heraf kan man slutte,

at mengden af mkvivalensklagser med n®rliggende definitioner

af sum og produkt med et reelt eller komplekst tal danner et vek-
torrum, Da ¢ ~ ¢ endvidere medfgrer H¢Hp = H¢Hp, afhsnger ”¢“p
kun af den skvivalensklasse, som ¢ tilhgrer, og ses let at vare
en norm i vektorrummet af mkvivalensklasser. Det sadledes defi-
nerede normerede vektorrum betegnes med Lp[a,b]. Rummene Lp for

p 2 1 undersgges i madl- og integralteorien.
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5) En sarlig betydningsfuld klasse af normerede vektorrum,
som vil vere hovedemnet i denne paragraf, defineres pa fglgende
made: Lad (V,+,R) vare et vektorrum over de reelle tals legeme
og B(x,x) en positiv definit kvadratisk form i V. Da er
x - |xll = B(ﬁ,ﬁ)% en norm 1 V., At N er opfyldt, fglger af
Cauchy-~Schwarz's ulighed (side III, 12, 22), idet
B(x+y,x+y) = B(x,x) + 2B(x,x) + B(L,x)

I

x + I
B(x,x) + 2B<§,.&)J§B(x,x)% + B(y,x)
(B(x,2)% + B(z,1)®)° = (lzll + lylH2.

A

il

At N2 er opfyldt, aflmses af
Mall® = BOw ) = WB(x,x) = Wllzl%,

og at N3 gmlder, fglger af B(x,x) > O for x + Q. Da

B(x+y,x+y) + Blx-y,x-y) = 2B(x,x) + 2B(g,x)
for den kvadratiske form B, har man
(*) Iz + 2P + Uz - 2 = 2020® + 20zl
Dette kan opfattes éom en generalisering af den elementzrgeome-
triske s®tning: I et parallelogram er summen af kvadraterne pa
diagonalernes lengder lig med summen af kvadraterne pd sidernes
lengder. Beviset for denne s@tning kan fgres ved hjslp af
Pytagoras' smtning. Det specielle tilfzlde, hvor parallelogram-
met er en rombe (|lx|| = lyll) er s& godt som ensbetydende med
denne sztning. Man kan omvendt vise, at hvis (*)gmlder i et
normeret vektorrum over de reelle tals legeme for alle par X,¥y
af vektorer, for hvilke ||x|| = |lyll, s& er kvadratet p& normen en
positiv definit kvadratisk form. De betragtede normerede vektor-
rum udmsrker sig altsid ved, at der i dem gmlder Pytagoras' sat-
ning ganske som i det szdvanlige "euklidiske rum'. Blandt de
ovenfor omtalte "p-rum" er de reelle for p = 2, men ikke for

nogen anden vardi af p, af denne art.



Lad (V,+,L,|| ||) vere et vilkarligt normeret vektorrum. Som
allerede nzvnt, er V med dist(x,y) = |ly-x| et metrisk, og der-
med ogs& et topologisk rum. I dette er normen |jx|| en ligelig
kontinuert funktion. Dette afleses af uligheden

Hgllh - kil g lly - Il = aist(x,x),
som fglger af
e - =l + izl 2 lyll,  lx - xll + lgll = .
Af normens kontinuitet fglger, at {x € V | [lx - all ¢ r}, hvor
r € R+, er afslutningen K(a,r) af kugleomegnen K(a,r). S3vel kug-
leomegnene som deres afslutninger er konvekse mazngder. (En mangde
M ¢ V kaldes konveks, hvis det for alle x,y € M og alle tal
v € [0,1] gmlder, at (1-0)x + vy € M.) Er nemlig x,y € K(a,r),
altsd |x - all < r og |l - gll < r, haves
H(1-v)x + vz - all = [(1-v) (x-a) + v(z-a)ll
< M(1=0) (z-a) ll + [ho(x-2) |l
= (1-v)llz-all + vllg-all < (1=2)r + vr = r,
Tilsvarende bevises péstanden for K(a,r).

To normerede vektorrum (V,+,L,]|| [|) og (V',+,L,]|| ||') siges
at vere isomorfe, hvis der findes en enentydig linesr afbild-
ning £ af V pa V', s8ledes at

el = 1zl
for alle x € V. Idet f er linezr, sluttes heraf, at
le(x) - £(@II' = llx - xll,
altsd f er en isometrisk, d.v.s. afstandsbevarende afbildning.
Det er klart, at den siledes definerede isomorfi mellem normere-
de vektorrum er en skvivalensrelation. Isomorfe normerede vektor-

rum har "samme struktur' og adskiller sig kun i betegnelserne.

1

En isomorfi f og dens inverse f ' er gjensynlig kontinuerte af-

bildninger.

En linesr afbildning (operator) f af et normeret vektorrum
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(V,+,L) ||) ind i et normeret vektorrum (V',+,L, | ||I') behgver
ikke at vare kontinuert. Men der gmzlder, at hvis afbildningen T
er kontinuert i Q, er den kontinuert i1 hele rummet V. Hvis der
nemlig til hvert positivt tal e findes et positivt tal 4, siledes
at

iex) ' ¢ e for [zl <
fds for hver fast vektor g € V

le(z) - £(2)lI' = IFE(x - 2)lI' ¢ & for |x - al < d.

En linemr afbildning (operator) f af et normeret vektorrum
(Vy+,L, || |I) ind i et normeret vektorrum (V',+,L,| (I') siges at
vere begrenset, hvis der findes en konstant M, siledes at

e () 1" < Mgl for x €V,

eller, hvad der kommer ud p& det samme,

sup [IF(x) ' < M.
Izl

Af denne definition fremgir umiddelbart, at hver begraznset 1li-
nesr afbildning er kontinuert. Der gzlder imidlertid ogsa det
omvendte. Er nemlig f kontinuert, findes der et tal & > O, sé-

ledes at |[f(x)|l' ¢ 1 for |x]| ¢ &, og for ||| < 1 har man da

@I = Gl = Je(all' < 3
Hver linemr afbildning f af et endelig~dimensionalt norme-
ret vektorrum (Vn,+,L,H ) ind i et normeret vektorrum
(V',+,L, ] |I') er_kontinuert.

Beviset baseres pa fglgende specielle tilfalde:
Lad 11(n,L), hvor I = R eller &, vare det ovenfor (side III,
14, 2-L4) indf¢rte normerde talvektorrum L' med normen

H(x1,,..,xn)ll1 = |x1| Foeet Ixnl.

Lad der endvidere vare valgt en basis (e, ,ese,e ) for V.. Med [0
=1 -n n
betegnes den enentydige linemre afbildning af 11(n,L) pa

(Vs+,Lsll 1), ved hvilken der til talsattet (Xy50000x) € Lt
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svarer vektoren Xy8y teeot X 8 € Vne Denne afbildning ¢ er be-

granset, altsd kontinuert, da

lbeygy et xpe | € by Ll Il +eeet I llle, |

n-m

[LV4N

M(|x

verns ey |

den inverse afbildning ¢—1z(vn,+,L,H 1) pa& 11(n,L) er begranset,

A

1I Foaoot ]xnl),

!. Ikke helt s& oplagt er, at ogsé

hvor M = max{[@1l

altsd kontinuert, hvilket vil sige, at der findes en (ngdvendig-
vis positiv) konstant M*, siledes at

"
|Xﬂ tres et MnlgMHy§1+“u+g§%H

for alle (X1""’Xn> € L", Szttes

X4

y; =
17 Txy [ reeer x|

fOI‘ i = 1,0nc’n,

ses dette at vaere ensbetydende med

inf lly,e, +eeet y. e |l > O,
_ 11 n=n
|y1|+...+!yh| = 1
Nu er Hy1§1 toeet yngnH = H¢(y1,...,yn)H en kontinuert funktion,
da s&vel ¢ som normen || || er kontinuert. Da "enhedskuglefladen"

§(y1,---,yn) | |y1| Tooot |yn‘ =1} - 11(1’1,]:1)

er afsluttet og begrasnset, altsid kompakt, har funktionen
H@(y1,...,yh)H pa denne et minimum. Da g,,...,g, er lineasrt
uafhengige, er y &, +...+ y e 4 0, altsd Hy1g1 oot yngnH > 0,
nér |y1| +ae ot |yn| = 1. Minimet m& altsd vere positivt. Dermed
er viat, at ogsé ¢-1 er kontinuert.

Herefter kan pastanden, at hver linesr afbildning f :
(Vn,+,L,H 1) ind i (V',+,L,|| ||') er kontinuert, bevises pa fgl-

gende made: I V. valges en basis (91""’9n)' For hver vektor

X84 *esot X € gaelder da

it

! !
Hf(x,'_@_1 Fouok xngn)H quf(gq) Fao ot xnf(gn)H

' ’ tor ok
< M (|x1| Foeoot |x |) < M'M Hx1§_1 Fooat Xngn”’

2 n
hvor M' = maxi”f(g1)H',...,Hf(gn)uif og M* er den konstant, hvis

1PN
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eksistens blev vist ovenfor. Afbildningen f er altsa begranset
og dermed kontinuert.

Er (Vn,+,L,H 1) og (V£,+,L,H [I') to vektorrum over samme
legeme R eller U og af samme endelige dimension n, vil hver en-
entydig lineazr afbildning f af Vn pa VA vere en homeomorfi, idet
den selv og dens inverse ifglge det viste er kontinuerte., Ved at
anvende dette pa den identiske afbildning ses, at alle normerede
vektorrum med samme underliggende endelig-dimensionale vektorrum
(Vn,+,L) er indbyrdes topologisk skvivalente. De forskellige
normer i et sddant vektorrum bestemmer altsd samme topologi. Fof
uendelig-dimensionale rum gslder ikke noget tilsvarende.

Lad nu (V,+,L)| ||) igen vere et vilkarligt normeret vektor-
rum,., Linearformerne i V er lineare afbildninger ind i det endi-
mensionale vektorrum (L,+,L). Forsynes dette med den numeriske
vaerdi som norm, kan man specielt betragte de kontinuerte linear-
former. Disse udggr, som det let ses, et underrum V' i det til
V (algebraisk) duale rum V¥ (se side III, 9,2). Har V endelig
dimension, er V! = V* ifglge det viste. I uendelig-dimensionale
vektorrum kan der findes ikke-kontinuerte linearformer. (Som et
simpelt eksempel n®vnes rummet 01[a,b] af de i intervallet [a,b]

kontinuerte funktioner ¢ med normen

b
llell, = / lp(t) lat.

a
Lader man til hver funktion ¢ i dette rum svare den vardi o(c),
som den antager for et i forvejen givet tal c € [a,b], fas en
linearform. Denne kan ikke vazre begrsnset, da der til hvert nok
s& stort positivt tal K findes kontinuerte fumktioner ¢, for hvil-

ke |¢(e)| > K, men /|¢(t)|dt ¢ 1.) Er A en begrznset linearform

iV, szttes
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IAllt = sup [A(x) .
i<

Herved defineres der en norm i V', Er nemlig A.1 og A2 to linear-

former 1 V, galder

< (4G 140G0)
< la, (x)] + sup  [A(x)|

sup
llzll<

llay 1T+ lafl®.

llxllgt

1l

BEndvidere gmlder for hvert tal N€ L

Iallt = sup  [NA(x) ] = [N sup  [A(x) | = INHIANY
[l lzll<1

Endelig medfgrer

lall™ = sup |A(x)] = O,
x|1<1

=

at A(x) = O for alle x € V, for hvilke [lx|| { 1. For en vilkér-
lig vektor y 4 0, fis da ligeledes
Mz) = Ivla(pe) = o
D = () = o
Dermed er N1-3 eftervist. Det normerede vektorrum (V',+,L,| ||*)
af de kontinuerte linearformer i V kaldes det til (V,+,L,|| ||)

norm-duale.

Som et fgrste eksempel betragtes rummet 11(n,L), hvor L =

R eller &. Hver linearform A i 11(n,L) er et homogent fgrstegrads-

polynomium
AMx) = NEy o+ eee v NX
(se side III, 9, 6-7). Ifglge definition er

Al = I?x,lx1 + oees 4 %nxnl.

b
ix1l+...+|xn1 <1
nl < 1 har man
Nz + eee + XL Cmax{IN L eees I 1

og er I%i| det stegrste, eller et af de stgrste, blandt tallene

For lx1| + oeee + X



|x1l,...,l%nl, gelder lighedstegnet for x,=...=x; , = 0, x; = 1,
X =eee=X, = O. Dette viser, at

lAllt = maxfn |,.0e, N1

Lader man altsd til hver linearform svare dens koefficients®t,

i+

fas en isomorf afbildning af det til lﬂ(n,L) norm-duale vektor-
rum pa lw(n,L).
Som andet eksempel betragtes rummet lz(n,L), hvor L = R
eller C. Hver linearform i 12(n,L) kan skrives
AE) = NI FedN X,
og ifglge definition er

T = p B
”A“ - Sup I?\1 X,] + v .+7\nX

I/l ol

1
2+...+xn2)2. Nu gelder for x|, = 1

I ey T wor I x|
(I Preer I 122 = 1l

ifglge Cauchy-Schwarz's ulighed, og for et givet st A =

hvor ”22“2 = (X1

I}WX1+”’+%thI

HAN [I7AN

(%1,...,An) gelder begge lighedstegn, nar
P

X, = 1"'9 i=1,oo¢9n,
17 NG

hvor 71 betegner det til \; konjugeret komplekse tal. Dette vi-
ser, at

all* = 1l
Lader man alts& til linearformen A svare koefficientszttet ),
f&s en isometrisk afbildning af det til lz(n,L) norm-duale vek-
torrum pa lg(n,.L)° Heraf sluttes, at det normerede vektorrum
lz(n,L) er isomorf med sit norm-duale. E

{
I nogle tilfelde kan uendelig-dimensionale normerede vektor-

rums norm-duale bestemmes pa lignende méde, f.eks. for fglge-
rummene 1 (L), 1 ¢ p < =, derimod ikke for 1 (L). For funktions-

rum er bestemmelsen 1 almindelighed vanskeligere.



Bt normeret vektorrum (V,+,L,| ||) siges at vare et Banach
-rum, hvis det er fuldstendigt. Dette betyder fglgende: Til hver

fundamentalfglge, d.v.s, til hver fglge x, €V, i € N, for hvil-

ken

Yy e Fm (1,3 >m =k -zl el
+

findes der en vektor x € V, slledes at lim “&i - x|l = 0. Alle
i =0
endelig-dimensionale normerede vektorrum er Banach-rum. (Dette

er en fglge af Bolzano-Weierstrass' s@tning.) Endvidere kan det
vises, at f.eks. f¢1gerumm€nelp(ﬁ) og lp(@), 1 {p < e, samt
funktionsrummet C[a,b] af alle i det afsluttede interval [a,b]
kontinuerte funktioner ¢ med normen ||| = max _|e(t)}|, er Ba-

€la,b
nach-rumn.

Der gelder endvidere, at det norm-duale (Vt,+,L,] ||t) til

et vilkadrligt normeret vektorrum (V,+,L,|l |} er_et Banach-rum.

Bevis: Lad Ai’ i< N, vere en fundamentalfglge af linearformer
i V. Til hvert & > O findes der altsd et m € N, sdledes at

A, = AT = sup |A(x) - A ()] (& for i, > m.
J 1 x|l<1 9 *

For hvert fast x haves da
Iny(2) - &5 (@) g el

for de samme 1,j. Talfglgen Ai(g) er alts& konvergent for hvert
x. Dens granseverdi betegnes med &(x). Det drejer sig om at vise,
at den sdledes definerede funktion ¢ : V —» L er en kontinuert
linearform, og at “Ai - &||' kxonvergerer mod O for i — c«. For
NELer Ai(%g) = %Ai(g), altsd for hvert fast x

e(nx) = lim A, (Ax) = lim My (x) = Me(x).

i—s00 100
For hvert par x,y € V er Ai<5 + y) = Ai(ﬁ) + Ai(y), altsa
®(x + y) = lim A (x + x) = Mm(A(x) + A, (x)) = o(x) + o(y).

Dermed er vist, at ® er en linearform i V. Af



la,(2) - &) <. for i,j >m
og hvert x, for hvilket [[x|| { 1, f4s ved granseovergangen i - o

at

[IVaN

18, (x) - 2(@)] < e for x|l £ 1, § > m.
Heraf sluttes for det fgrste, at

la5(x) - (@) I" = sup [Ay(x) - (x)| ¢ e for j >m,
lxllgt Y

hvilket viser, at

Lim [|As(x) - o(x)]l = 0,

oo

og for det andet, at der for |x|| < 1, et fast € > 0 og et fast
j > m g®lder

le(z) 1 ¢ 1a5(2) 1 + 1a5(x) - (@) ] ¢ Ayl + e,
hvilket viser, at & er begranset og dermed kontinuert.

Med henblik pé& senere anvendelser tilfgjes fglgende bemasrk-
ninger:

Er V' et underrum i et normeret vektorrum (V,+,Ll| ||), vil
restriktionen af || || til V' vzre en norm i V', og ndr andet
ikke fremhaves, betragtes underrummet som normeret ved denne,

Afslutningen V' af et underrum V' i et normeret vektorrum

(V,+,L,]| I) er_et_underrum. Er nemlig u,v € V', findes der fgl-

ger U; s i €N, og Yo i€ N, af vektorer i V, som konvergerer

mod henholdsvis u og v, for hvilke altsé

lim Ju; - ull = 0, lim |y, - xll = 0.
1—v00 i 00
Heraf sluttes, at ogsa
H(ug+xy) - (wrn) ] & Ty -ull + -2l
og for hvert AER
Iz -Nell = INHlzg -2l

konvergerer mod O. Dette viser, at ogsh u + v € 7' og v € V',

! t
da u, ¥y € V'iog WXi € V',
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Hvert fuldstendigt underrum, altsd specielt hvert endelig-

dimensionalt underrum, i et normeret vektorrum er afsluttet.

Lad V' vere et fuldstendigt underrum i det normerede vektorrum

(Vo+,L,]l II), og lad v vaere en vektor i underrummets afslutning

V'. Der findes altsd en fglge Vs 1€ N, af vektorer i V', for
hvilken ||lv - Ki”‘* O for i —» «, Denne fglge er en fundamental-

fglge. Pa grund af fuldstendigheden af V' konvergerer den mod

en vektor i V', Da vektoren, mod hvilken den konvergerer, er v,
mé v tilhgre V', Dette viser, at V' er afsluttet.

Hvert afsluttet underrum i et Banach-rum er et Banach-rum,

Er nemlig V' et afsluttet underrum i det fuldstendige normerede
vektorrum (V,+,L,|| ||), vil hver fundamentalfglge af vektorer i

V' konvergere mod en vektor i V, og denne vektor m& tilhgre V',

da V! er afsluttet.

En delmsngde T af et normeret vektorrum (V,+,R,| ||) siges
at vere total, hvis det af T frembragte underrum V(T) er overalt
tet 1 V. Dette betyder, at der til hver vektor x € V og hvert
tal € > O findes en linearkombination %111 T oees * %SXS af en-
delig mange vektorer tilhgrende T, sidledes at

Iz = Oy + oo +2x) Hl < e
Er hvilkesomhelst endelig mange vektorer i en total m&ngde T
linesrt uafhaengige, vil T vare en basis for underrummet V(T) og

kaldes da en tilnmrmelsesgbasis for hele rummet V. En basis for

V er naturligvis ogs& tiln®rmelsesbasis. I endelig-dimensionale
rum gelder ogsd det omvendte; thi det af en tilnarmelsesbasis T
frembragte underrum er da afsluttet og, idet det er overalt tat

i hele rummet, identisk med dette.

Som et vigtigt eksempel nevnes: I rummet Cw[a,b] af alle
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i det endelige interval [a,b] kontinuerte reelle funktioner ¢
med normen

loll, = sup _ Jo(t)]
€la,b

er mengden {1, t, t2, ...} af restriktionerne til [a,b] af den
variables potenser med ikke-negative eksponenter en tilnsrmel-

sesbasis., Dette er ensbetydende med Weierstrass' approksimations-

s@tning, som udsiger, at der til hver i [a,b] kontinuert funk-
tion ¢ og hvert tal ¢ > O findes et polynomium
s .
%O+%1t + ees * %St , s8ledes at
lo(t) = (NS#NE + oo + xStS) | < e for t € [a,b].

Setningen skal ikke bevises her.
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1.

@velser til kap., III, § 1L,

Bestem samtlige normer i de endimensionale talrum (R,+,R)
og (Cy+9b)'

Vis, at der for hver vektor x = (X1”"’Xn) i de n-dimensio-
nale talrum (R%,+,R) og (&,+,0) gmlder
l=ll, 2 Nzl

nédr 1 { p < q  «~, og angiv de vektorer, for hvilke de to
normer stemmer overens. (Betragt fgrst vektorer, for hvilke

X ‘—-‘10

lally = 1) 2
Skitser "enhedscirklerne" “5”p =1 for p = 1,2,3,00 1 (R,+,R).
Med (C1[a,b],+,R) betegnes vektorrummet bestdende af de i in-
tervallet [a,b] differentiable reelle funktioner med konti-

nuerte afledede., Vis, at der ved

ol = sup Je(6)] + sup e’ ()]
t€la,v] t€la,b

for ¢ € C1[a,b] defineres en norm i dette vektorrum.

For givne, i [a,b] kontinuerte og i Ja,b[ positive funktioner

p 0g g er ogsa
b 1
wn=U wumww2+«www%ay

en norm i det betragtede vektorrum. Bevis dette.

Lad K vere en konveks delmzngde i et vektorrum (V,+,R) over
de reelle tals legeme., Det forudsazttes, at der til hver vek-

tor x € V findes mindst eet tal t > O, sdledes at tx € K |

(d.v.s. pa hver halvlinie ud fra O ligger mindst eet fra Q

forskelligt punkt tilhgrende K). Vis, at funktionen

F(x) = inf T, x €V,

tx€K, 50

opfylder N1 og N2 for N > O,
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Vis, at F er en norm, hvis X er symmetrisk med hensyn til O
(d.v.s. hvis x € K medfgrer, at -x € K) og der til hver vek-
tor x 4 0 findes et tal t > 0, sfledes at tx ¢ K (altsd K

ikke indeholder nogen halvlinie ud fra 0).

5. De 1 et interval [a,b] definerede reelle funktioner af begran-
set variation danner et vektorrum BV[a,b] over de reelle tals
legeme., Vis, at man ved til hver funktion a € BV[a,b] at lade
svare dens totale variation Vd(a,b) fAr en norm i dette vek-
torrum.

6. Vektorrummet (01[a,b],+,R) af alle i intervallet [a,b] dif-
ferentiable reelle funktioner med kontinuerte afledede er et
underrum i vektorrummet (Cla,bl,+,R) af alle i [a,b] konti-
nuerte reelle funktioner. Ved til hver funktion ¢ € 01[a,b]
at lade svare dens afledede ¢' fas en linezr afbildning

D:C1[a,b] pa Cla,b]. Forsynes Cla,b] med normen

”‘/’”M = Sup ly ()1, ¢ € cla,p],
tela,b

og underrummet 01[a,b] med denne norms restriktion, er D ikke
kontinuert. Forsynes derimod 01[a,b] med normen || Hi1)

(se opg. 3) vil D vere en kontinuert afbildning af dette nor-
merede vektorrum p& Cla,b] med normen || ||_. Bevis disse

phs tande.

7. Vis, at mzngden U af reelle talfglger (x1,x2,...), for hvilke

;ﬁ izxi2 < oo,
i=1
er et underrum i talfglgerummet IZ(R).
Vis, at der ved
(x1,x2,...,xi,...) - (x1,2x2,...,ixi,...)

defineres en linemr afbildning af (U,+,R,| |I,) p& 1,(R), som

ikke er begranset.
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8.

10,

11

Bestem de norm—-duale til de endelig~dimensionale normerede

vektorrum 1m(n,P) og ;”(n,C).

 Bestem de norm-duale til rummene 1p(n,R) og ;p(n,C) for

1 ¢ p < » ved hjelp af Holder's ulighed
1
22,3, ¢ (1=, P) 7P (zly, 1D1/T,

som er gyldig for 1 < p < =y 1/a =1 ~ 1/p og alle par af

komplekse talsat (x1,....xn), (y1,...,yn). Lighedstegnet gml-
der, nadr og kun nar téiémttene opfylder fglgende betingelser:
Tallene X440 I =1,.00,n, er reelle og enten alle ikke-nega-—
tive eller alle ikke-positive, og talszttens lxi!p og Iyilq,

i=1,...,n, er proportionale.

For at bevise Holder's ulighed slut af, at funktionen -log t,

t > 0, er konveks, at
o1/pe1/a < 8/p + t/q for s,t » O,
og indsst 8 = |x;|P/2]xy]P og t = |yy|Y/5]y,l%
Vis, at hver kontinuert linearform A i ta1f¢1gérummet 1P(R),

hvor 1 ¢ p < =, har en fremstilling af formen

A(X,] ,Xz,..‘.) = E 7\1}(1,

=1
hvor (%1,%2,..,) er en reel talfglge, sdledes at den uendelige
rokke pa& hgjre side konvergerer absolut for hver talfglge
(x1,x2,...) € 1p(1?~2)°
Bestem det norm~duale til rummet lp(P).
De reelle talfglger, som hver for sig kun har endelig mange
fra O forskellige elementer, udggr et underrum (U,+,R,|| || ) 1
talfglgerummet 1_(R). For hver reel talfglge (X1,%2,...) defi-

neres ved
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12

13.

4.

oo
A(x1,x2,.,.) = }L}ixi
i=1

en linearform A i U. Vis, at hver linearform i U har en sadan

fremstilling.

Vis, at det til (U,+,R,|| || ) norm-duale rum er isomorft med

1, (R).

De reelle talfglger, som konvergerer med O, udggr et U om-
fattende underrum (V,+,R,|| || ) 1 1_(R). Vis, at dette har sam-

me norm-duale rum som (U,+,R,|| Hw).

Med  C [a,b] betegnes vektorrummet af alle i inter-
vallet [a,b] kontinuerte reelle funktioner med den numeriske
verdis supremum som norm. For hver i [a,b] defineret reesl

funktion o af begranset variation bestemmes ved

Alp) = /bﬁadoc, 9 € Cla,b]
a

en linearform A i dette rum. Vis, at den er begrmsnset, og
find dens norm. (At hver kontinuert linearform i det betrag-
tede rum har en siddan integralfremstilling, er indholdet 1

en setning af F. Riesz, hvis bevis er ret vanskeligt.)

Lad (V,+,R,| ||) vere et normeret vektorrum over de reelle

tals legeme. Med A betegnes en fra nulformen forskellig line-
arform i dette rum. Vis, at hyperplanen A(x) = O er en afslut-
tet delmengde af V, hvis og kun hvis A er kontinuert.

Vis, at en hyperplan, som ikke er afsluttet, er overalt tat
iVv.

Er M en delm®zngde og v en vektor 1 et normeret vektorrum

(V,+,L,]| ||), defineres afstanden mellem M og v ved

|

dist(M,v) = inf |lv - x
X €M
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15.

16.

17.

Vis, at hvis M er en hyperplan H med ligningen A(x) = O,
hvor A er en fra nulformen forskellig, begr@#nset linearform,

gelder

dist(H,v) = latv)] ,

- [

(Benyt, at hvis v § H, kan hver vektor i V skrives som line-
arkombination‘af v og en vektor 1 H; se side 111,9,3.)
Er M en afsluttet delmengde og v en vektor i et endelig-
dimensionalt vektorrum, fihdes der mindst een vektor X, € M,
for hvilken ||y - xl = dist(M,v). I uendelig-dimensionale
rum er dette ikke altid tilfaldet. I det i opg. 11 indfgrte

normerede vektorrum (U,+,R,|| || ) er

X
=0

>~
5l

2
1

S
il

ligningen for en afsluttet hyperplan H. Nar v € U ikke til-
hgrer H, findes der ikke nogen vektor b9 € H, for hvilken

[v - x || = daist(H,v). Bevis dette.
——. .—O —

Vis, at alle talfglgerum 1P(P) og lp(C), 1< p ¢ e, er
Banach-rum.

Lad T vare et topologisk rum og CW(T) vektorrummet af alle i
T definerede, begraznsede og kontinuerte reelle funktioner
med s-normen. Vis, at Cw(T) er et Banach-rum.

Rummene Cp[a,b], hvor [a,b] er et interval og 1 { p < =, er

derimod ikke fuldstmndige. Bevis dette for p = 1.

Lad (V,+,L,]| |[), hvor L stdr for R eller C, vare et vilkArligt
normeret vektorrum og (V',+,L,|| ||') dets norm-duale. For en
fast vektor v € V defineres en funktion i V! ved til hver

begranset linearform A p& V at lade svare den verdi A<K): som
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den antager for v. Vis, at denne funktion goV:VT ind i R er

en begranset linearform, altsd et element af det til V' norm-

duale rum V', hvis norm

th - g
H¢XH = HAH?§1 [A(y)]

tilfredsstiller uligheden HgavllH < v
Ved til hver vektor at lade svare linearformen Oy fa4s en na-

turlig afbildning £:V ind i Vit, Vis, at f er linezr.

Det er en konsekvens af en fundamental sztning, Hahn-Banach's

setning (som her benyttes uden bevis), at der for hver vek-

tor v € V findes en begranset linearform A € V', for hvilken

IAllt = 1 og |A(y)| = |lx]l. Slut heraf, at Hgoy_HH = |lxll, og

dermed at £ er en isomorf afbildning af (V,+,L,|| ||) pd et
underrum i (VH1,+,L,|| /IT1).

Hvis dette underrum er hele rummet V'', altsd f en isomorf
afbildning af V pad V', siges det normerede vektorrum

(V,+,L,|| II) at vere (norm-)refleksivt. Et s&dant er ngdven-

digvis et Banach-rum., Alle endelig-dimensionale normerede

vektorrum samt fglgerummene 1p(L), 1 < p < =, er refleksive,
Underrummet i 1w(R) bestlende af alle reelle talfglger, som
konvergerer mod O, er et eksempel p&d et Banach-rum, som ikke

er refleksivt. Bevis disse pistande, (Benyt bl.a. opg. 10

og 11.)
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§ 15, Vektorrum med indre produkt.

I det f¢glgende betragtes normerede vektorrum (V,+,P,” ”)

1
over de reelle tals legeme med normen |xll = B(x,x)?%, hvor B(x,x.

er en positiv definit kvadratisk form i V. Til denne kvadratiske

form h¢rer en symmetrigk bilinearform B(x,y). Den vardi, som

denne bilinearform antager for et par af vektorer x og y, kaldes

de to vektorers indre produkt og betegnes x*y. I stedet for x°x

skrives ogsa gz. Idet det indre produkt er en symmetrisk biline-

arform, hvis tilh¢grende kvadratiske form er positiv definit, har

det T'glgende egenskaber:

IP3: Vph Vyx,x [(Nx)+x = Nx-x)].

IPu: Vox [x 40 = x°x > ol.

Omvendt vil et indre produkt, d.v.s. en funktion x*y fra V x V
til R med disse egenskaber vaere en symmetrisk bilinearform, hvis

tilhgrende kvadratiske form x*°x er positiv definit. De betragte -

de normerede vektorrum kaldes derfor for reelle vektorrum med

indre produkt, de endelig-dimensionale ogsé for ecuklidiske vektor-

rum og de uendelig-dimensionale Banach-rum iblandt dem for reelle

Hilbert-rum. Et vigtigt eksempel pad et Hilbert-rum er fglgerum-

met 12(R).

I det ved aist((x,x),(x',x")) = lx'-zll + llx'-xll for x,¥,x',
y' € V metriserede rum V x V er det indre produkt en kontinuert

funktion; thi ved hjslp af Cauchy-Schwarz's ulighed f&s for a,b,

X,y Vv
lx'y - a2l = [(z-2)"(g-R) + a*(z-b) + b (x-a)l
¢ Hz-a) (zg-p)| + la-(z-p) | + |- (z-2)|
< llz-alllz-ll + llailliz-2ll + lellliz-all ,
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og dette er mindre end eller 1lig med et vilkarligt tal

e € ]0,1[, nar

lx - all + llg - &l ¢ ;:7Enﬁjﬁnr .
Specielt fremhaves, at for hver fast vektor a € V er linear-
formen a8°*'x, x € V, kontinuert. Heraf fglger videre, at en
hyperplan med en ligning af formen g¢°'x = a, o € R, som original-
mengde af o ved den kontinuerte afbildning x - a*x af V ind 1
R er en afsluttet delmangde af V.
To med hensyn til bilinearformen X°y konjugerede vektorer
x og ¥y, for hvilke altsa
£y =0,

siges at vere ortogonale. Den eneste vektor, som er ortogonal

til sig selv, er Q0. Bilinearformens nulrum bestdr altsd kun
af nulvektoren. (Jfr. side III, 12, 10.) EBr M og N delmmngder
af V, sadledes at

VX Y [y = 0],
giges M og N at vere ortogonale, og man skriver

M | N,

Det fuldstezndige til M konjugerede underrum (side III, 12, 10),
som altséd bestar af alle vektorer, som hver for sig er ortogo-

nal til alle vektorer i M, kaldes det fuldstazndige til M orto-

gonale underrum og betegnes med Mi. (Det understreges, at

brugen af orden '"fuldstendig" i denne forbindelse naturligvis
ikke har noget at ggre med dets brug i "fuldstendigt metrisk
rum".) For hver mangde M ¢ V er underrummet Ml en afsluttet
delmsngde af V. For hver vektor v € M er nemlig hyperplanen

{x | ¥x*x = 0} afsluttet, og M-L er fellesmengden for disse hyper-

planer. Det er klart, at det fuldstendige til Ml ortogonale
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underrum Mil indeholder M, altsd det af M frembragte underrum
V(M) og dermed dettes afslutning V(M). For hver mengde M ¢ V

gelder altsa

Lad U vaere et afgluttet underrum i et Hilbert-rum V, og

lad v vere en vilkérlig vektor i V., Da findes der en og kun een

vektor u € U, séledes at
r-uly,

og llv - uller_afstanden mellem v og U i den forstand, at

lv = ull = min llyx - x|
xe€VyU

Bevis: Opfylder bade u og u' kravet, er
(x-u)-(x-u)=u"-u | U,
altsd specielt u' - u ortogonal til sig selv, hvoraf u' - u = 0.
Der findes alts#d he¢jst een vektor u af den forlangte art. Idet

der indfgres betegnelsen

d = inf H,Y_ "E” ’
Xxe4u

bevises fgrst eksistensen af en vektor u i U, for hvilken
lx - ull = a.
Der findes en fglge x;, i € N, af vektorer i U, sdledes at

lim |lv - x. || = 4.
. - =1
1l — oo

Det skal vises, at denne fglge er en fundamentalfglge. Der gel-
der

2 2 2 2
-5l = 2lly -7 e 2lly - o2yl - by - 2z + ozl

(ifr. (%), side III, 14, 7). Idet (v - ngZ konvergerer mod a°

for k — e, findes der til hvert tal €> 0 et tal m € N, séledes

at
Hv - X]“2 < 4™ + &e for k > m
— — , p—1 °
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Da endvidere %<§i + gj) tilhgrer U, er ifglge definitionen af 4
-1 2 2
lx - 2(x; + )7 2 4%
For i,j > m fas altsa
2 2 12 2 12 2 2
”?_{,J"?_{_l“ S_Z(d +Ll-€)+2(d +E€)"‘Ll-d—€’
hvoraf sluttes, at x;, 1 € N, er en fundamentalfglge. Da rummet

er fuldstandigt, findes der en vektor u, mod hvilken den konver

gerer, Idet .9 € U, og U er afsluttet, m& u tilhgre U. Endvidert

mé g=lde

lx - ull = a,
da normen er en kontinuert funktion i V., At v - u er ortogonal
til hver vektor x i U, fglger sdledes: Idet d er den mindste

afstand mellem v og en vektor i U, galder

altsd

for hver vektor x € U og hvert tal A€ R. Heraf fis
2(y = u)ex ¢ %&2 for N> O,

2(y - u).x 2 %g? for N< O,

og grenseovergangen A - 0 giver
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Vektoren v - u er altsd ortogonal til alle vektorer i U. Dermed

er satningen bevist.

Den vektor u, hvis eksistens og entydighed er blevet be-

vist, kaldes ortogonalprojektionen af vektoren v pid det afslut-

tede underrum U. Den til U ortogonale vektor v - u kaldes ogsa

en normalvektor til U. Da hver vektor v ifglge smtningen pé en

og kun een made kan fremstilles som en sum af en vektor u € U

og en vektor vy - u € Ul, er V den direkte sum af disse to under-

ram (jfr. side III, L4, 20): For hvert afsluttet underrum U i et

Hilbert-rum V gzlder

U@U'I‘-':V,

og Ul siges da at vere det ortogonale komplement til U. Under

disse forudsatninger gzlder endvidere
U‘U‘=U.

Er nemlig v en vektor ortogonal til Ui, har den ifglge sztnin-
gen en fremstilling v =y - u + u, hvor u € U og y-u € Ul. Man
har da v*(v-u) = 0 og u*(y-u) = 0, hvoraf (z—g)z = 0, altsd v =
u € U, Dette viser, at det ortogonale komplement til Ul er U,

Afbildningen Py ¢ V ind i U, ved hvilken der til hver vek-
tor ¥ € V svarer dens ortogonalprojektion u pa U, er parallel-
projektionen af V p& U parallel med U-L (jfr. side III, 4, 21).

Den kaldes ortogonalprojektionen af V pad U. Den er idempotent,

deVaSe
Py © Py = Py »
og for de to projektioner p; og pUi gelder
py o Pyl = Q,
hvor O stir for den afbildning, der til hver vektor lader svare

nulvektoren, samt

Dy * pUl = @,
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Det sidste udsiger, at hver vektor v er summen af sin projektion
u pad U og sin projektion pé Ul, med andre ord, at projektionen
al’ v pa vl er v - u. Dette sluttes af, at u € U ifglge U = Uli
er ortogonal til hver vektor i Ul.

Ortogonalpro jektionen Py €r en kontinuert (og som parallel-
projektion) linesr afbildning af V ind i sig selv. Idet der for
u = py(y) gelder u.(y-u) = O, har man nemlig

py(w)® = a° v’ + (zw)® =y .

Det betragtede afsluttede underrum antages nu specielt at
vere en hyperplan H, altsa nulrummet for en fra nulformen for-
skellig linearform A. Er v en vektor, for hvilken A(v) # O, som
altsd ikke tilhgrer H, og u dens ortogonalprojektion pd H, vil

- u vare forskellig fra 0 og ortogonal til H. For hver vektor

i<

x € H gelder altsé (v - u)+.x = 0. Omvendt vil hver vektor y,

som opfylder denne ligning, tilhgre H. Som vist tidligere

(side III, 9, 3) kan y nemlig skrives pad formen
L=x+oaly-u),

LY

hvor x € H og o« € R, og da

it

(x-w-xy=(-uwzx=0,
sluttes heraf, at a(v - 3)2 = 0, altsd a = 0, altsd y = x € H,
som pastdet. De to linearformer A(x) og (v - u).x har fglgelig
samme nulrum H. Dette medfgrer, at de er proportionale (se side
ITI, 9, 4), d.v.s., at der findes et reelt tal N, saledes at
Alx) = Ny - u)ex for x € V.
Settes N(y - u) = a, har man altsd
A(x) = a-x for x € V.
Denne fremstilling af A viser specielt, at A er kontinuert. Da

omvendt en kontinuert linearforms nulrum er en afsluttet, kan

man slutte af det viste, at hver fra nulformen forskellig kon-
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tinuert linearform har en sidan fremstilling som indre produkt.
Da 0.x = O for alle x € V, galder dette ogsd for nulformen. End-
videre bemarkes, at denne fremstilling er entydig bestemt, altsa

at der til en given kontinuert linearform A kun kan findes een

vektor a, sdledes at A(x) = arx for x € V, Af a.x = a'.x for
alle x € V, alts& specielt for x = a' - a, fglger nemlig
(a' - Q)Z = 0, altsd a' = a. For normen [[A|l' af linearformen

A(x) = a-x findes
Iallt = sup  fa-x] = llall,
izl <

idet der i Cauchy-Schwarz's ulighed |a-x| ¢ llallllxll gelder 1ig~

hedstegnet for x = a/l|lal]l. Dermed er vist:

For hver kontinuert linearform A i et Hilbert-rum (V,+,R,|| ||)

findes der en og kun een vektor a € V, gdledes at A(x) = a-x

for x € V. Ved til A at lade svare a defineres en isomorf af-

bildping w af det norm-duale rum (V',+,R,|| {|*) pa (V,+,R,] ().

Afbildningen # kan beskrives geometrisk pa& fglgende made:
Som omtalt tidligere (side III,9,5) bestemmes en fra nulformen
forskellig linearform A ved de to parallelle hyperplaner A_1(O)
og A—1(1). Er A kontinuert og fremstillet som indre produkt a-+x,
drejer det sig om hyperplanerne med ligningerne a+X = 0 og a*xX = 1.
Vektoren g/“é“z er normal til hyperplanerne, og idet g-g/“g”z =1,
vil den, "afsat fra begyndelsespunktet, ende i hyperplanen a.x =
1", Dens langde 1/|lal] er 1lig med '"hyperplanernes afstand'", Den til
A svarende vektor a er altsd den fra A1) moa A71(1) rettede
normalvektor til A—1(O), hvis lengde er lig med den reciprokke.
verdi af afstanden mellem de to hyperplaner. At hyperplanen A_1(1)
har ligningen a*x = 1, viser, at a er denne hyperplans pol med
hensyn til enhedskuglen 52 =1, som jo i vektorrum med indre pro-

dukt er en kvadrik., Afbildningen W—1 kan altsa fortolkes som po-
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lariteten med hensyn til enhedskuglen.

Da de endelig-dimensionale euklidiske rum er fuldstendige
og alle deres underrum afsluttede, gelder de omtalte sztninger

for alle underrum i s&danne rum.

Lad (V,+,R,|| ||) vere et vilkérligt vektorrum med indre pro-

dukt. Fra O forskellige, parvis ortogonale vektorer u,, Uppeoesly

iV, for hvilke altsé

- P30 = 1,e00,8,

+ 0 for p=o

=0 for p 4 o
er linemrt uafhengige. Af A u,+...thu, = 0, hvor N ,...,N  er

. . . y s . 2
reelle tal, fas nemlig ved indre multiplikation med Y at Nﬁ%r

= O, altSé 7\0_ = O fOl"O‘ = 19000,50

En indiceret mengde u , v € J, af vektorer fra V, hvor J er

en endelig eller uendelig indexma:ngde, kaldes et ortonormalt

system, hvis
1 for v =k

Syt T {O for v % « S
Et ortonormalt system i et endelig-dimensionalt vektorrum med
indre produkt kan kun besta af endelig mange, nemlig hgjst n
vektorer, ndr n er rummets dimension. I talfglgerummet 12(R)
danner vektorerne (1,0,0,...), (0,1,0,¢4.), (0,0,1,404), «0o €1
numerabelt ortonormalt system, Der findes vektorrum med indre
produkt, som har ikke-numerable ortonormale systemer.

Et ortonormalt system i et vektorrum V, som tillige er en

basis for V, kaldes en ortonormal basis. I det af et ortonormalt

system frembragte underrum er det en ortonormal basis, idet

hvilkesomhelst endelig mange vektorer i systemet er linesmrt uaf-

hengige.



Mat.1, 1960-61 AG ITI, 15, 9

Lad Uy 1 = 1,eeeyr, vere et endeligt ortonormalt system i
et vektorrum V med indre produkt og v en vilkirlig vektor 1 V.
Ortogonalprojektionen v' af v p& det af Yyssee,u, udspandte un-
derrum U er den linearkombination %1g1+...+%rgr, for hvilken

MR G VI PE Y N O R - For i = 1,e004,T,
Ifglge de tidligere resultater findes der et og kun eet sat
(%1,...,%P), for hvilket kravet er opfyldt. Dette bekraftes og-
. A T
s8 let direkte: Indre multiplikation af differensen pa venstre
side med uy viser, at kravet er opfyldt, hvis og kun hvis
}\i:z'Ei, i:1,ooo’rn

Ortogonalprojektionen af v péd det af ortonormalsystemet

(4yseee,u,) udspendte underrum U er altsd
t . .
v o= (vru)y et (e Ju .
Tallene Yelyseresyed, €0 koordinaterne for vektoren v' i den
ortonormale basis (Eﬂyooo,gr) for U. Hvis v € U, altséd v' = v,

er disse tal koordinaterne for vektoren v selv.,

1l

Da (v - v')-v' = 0 og (v - v')°y 0, fas
1)2 ’):ZZ—V'-_Y_

il

(v -v") (v - ¥

r
T
= 3" - Zij<z-gi)2 2 0.

1=

(v - x

—

Denne ulighed er et specielt tilfwlde af Bessel's ulighed, som
omtales nedenfor. Lighedstegnet gelder, nir og kun ndr v = X';Ww“*
altsd nir og kun nadr v € U, Kvadratet pd normen (lzngden) af en
vektor i rummet U med den ortonormale basis (91”°"Er) er alt-
s& 1lig med kvadratsummen af vektorens koordinater med hensyn til
denne basis.

At |ly = v'l| er den mindste afstand mellem v og en vektor x

i U (se side III,15,3), altsd at

v -zl 2 llx - ="l for x € U,
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bekraeftes ogséd let direkte 1 det foreliggende tilfazlde. Idet
X - y' € U, har man nemlig (v - v')+(x - v') = 0 og fplgelig
(x-x)%=UWx=-v")~-(x-3"))"

=(x-v"P® +(x-3")2 2> &~-v)*,

1l

1<

hvor lighedstegnet kun gazlder for x = X" Dette resultat kan
ogeh formuleres siledes: Blandt alle linearkombinationer

= XUy + oo + X0
af ortomormalsystemets vektorer tilnmrmes v bedst af den med
koefficienterne x, = v-u,, nir afvigelsen méles ved normen af de

to vektorers differens. Tallene v-u; kaldes Fourier-koeffici-

enterne for vektoren v med hensyn til ortonormalsystemet
(31,...,EP).

Det antages nu, at der findes et numerabelt or tonormalsy-
stem (31,32,...) i rummet V. Er v en vilkarlig vektor i V,

sluttes af det lige viste, at der for hvert r € N gelder

lx - Z (xeu )yl = Z veu,)® 2 O,

N

Heraf ses, at den uendelige rakke 2(z~gi)2 med ikke-negative

led er konvergent, og at der gzlder Bessel's ulighed

o
ngzévz-

1:

Lighedstegnet gmlder, nar og kun nar fglgen af vektorerne

r ‘
v = > (¥+u, )y, r € N,

konvergerer mod V.
Konvergensen af rskken Z(Xogi)a medfgrer, at Y. T € N, er

N

er en fundamentalfglge. For p < ¢ har man nemlig -
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v - v |I° = ( Qﬁ(v.u')u . y G
Y mpl = )\ 08y ) =) (v )T,
i=p+1 i=p+1

og for hvert tal € > O findes der et tal m € N, siledes at sum-
men pa hgjre side er mindre end eller lig med 82 for g > p > m.
Vektorerne Y. er lig med afsnittene af den uendelige rzkke

Z(E'Ei)gi' Hvis der findes en vektor v', mod hvilken Y. TE N,

konvergerer, siges denne sékaldte Fourierrskke for v med hensyn

til ortonormalsystemet (31,22,,,3) at vere konvergent, og man

gkriver

Vektoren z' tilhgrer afslutningen U af det af ortonormalsystemet
(31,22,...) udspandte underrum U og er ortogonalprojektionen af
v pé T, For hvert r € & og hvert i ¢ r har man nemlig ifglge be-
stemmelsen af vektorerne v ., at (v - zr)-gi = 0, og for r = o
f4s heraf (v - v').u; = O for hvert 1 € N, altsd v - v' | U og
dermed v - v' | U. BEr det betragtede vektorrum specielt et

Hilbert-rum, altsd fuldstendigt, er hver vektors Fourierrazkke

konvergent.

Af sgrlig interesse er de tilfslde, hvor man har lighed i

Bessel's ulighed, hvor altsd "Parseval's formel"

vll® = >"‘ (xou,)?

1

N
1l

gelder. Ngdvendig og tilstrmkkelig herfor er (som nzvnt ovenfor ),

at fglgen v, T € N, konvergerer mod v, altsi at

i<
i

—_
B
o
]

Dette kraver, at v € U. Omvendt ken af v € U sluttes, at
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Parseval's formel gazlder for v: For hvert tal € > O findes der
da en vektor x € U, altsd en linearkombination X =
Xy oeen + X U séledes at |[v - x|| ¢ €. Nu kan x for hvert
r 2> s opfattes som en linearkombination af Upseerslys idet de

s sidste vektorer tenkes tilfgjet med O som koefficienter.

r
Da y, er ortogonalprojektionen af v pa det af (21""’Er) ud-
spand te underrum, er
Iy - xll ¢ lly -zl <e for r 2 s.
Dette viser, at Vs T € N, konvergerer mod v. Sammenfattende kan
man altséd sige: Hvis en vektor v € V for et givet ortonormalsy-
stem opfylder en af betingelserne
1) v € T,
2) Parseval's formel galder for v,
3) Fourierrskken for v er konvergent med summen v,
opfylder den ogsa de to andre,
En ngdvendig og tilstrazkkelig betingelse for, at 1), 2) og
%) gzlder for alle vektorer i V, er ¢jensynlig, at U = V. Dette
kommer ud pa, at (g1,22,...) er en tilnmsrmelses basis for V (se

side III,14,16). (En s&dan kaldes i denne sammenhzng ofte kort,

men ukorrekt, for en ortonormal basis.) Man har altsa fglgende sat-

ning:

Hvis et numerabelt ortonormalsystem (91,32,...) i et vektor-~

rum V med indre produkt har en af fglgende egenskaber, har det

ogsd de to andre:

a) (31,32,...) er en tilnmrmelsesbasis for V.

b) Parseval's formel

)2+ *» 00

2 2
v o= (vewy)” + (3w,

gaelder for hver vektor v € V.

c) For hver vektor v er_ Fourierrmskken konvergent og

X = (Y-..I.J‘.)I )E)I + ('Y'OP;Q)EQ T osee e
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Er systemet (31,32,.,.) en ortonormal tilnsrmelsesbasis

for V, vil det vere maximalt eller fuldstandigt (en tredie an-

vendelse af ordet inden for dette omride). Dermed menes, at der
ikke findes noget ortonormalt system, som indeholder (31,32,...)
som mgte delsystem, eller, hvad der kommer ud p& det samme, at
der ikke findes nogen enhedsvektor i V, som er ortogonal til al-
le vektorer Yy i € N, Af Parseval's formel afleses nemlig, at
den eneste vektor v, som er ortogonal 'til alle vektorer u,, hvis
Fourierkoefficienter y-u, alts& alle er 0, er nulvektoren O.

Man kan imidlertid ikke slutte det omvendte; det kan h:nde, at
et maximalt ortonormalsystem ikke er en tiln®rmelsesbasis. Det-
te beror pa, at afslutningen U af det af systemet frembragte un-
derrum kan vare forskellig fra V, uden at nogen egentlig vektor
i V er ortogonal til U. Er V et Hilbert-rum, kan dette dog ikke
indtraffe. Hver vektor v € V har da nemlig en ortogonalprojek-
tion v' pad U (side III,15,3 og 5), og hvis v ikke tilhgrte U,
havde man v - v' = 0 og v - v' | U. Systemet

((x - x")/llv = x'll, vysu5,...) ville da vere ortonormalt og
(21,32,...) ikke maximalt. Ovenstéende sztning kan altsd supple-
regs med:

Et numerabelt ortonormalsystem (31,22,...) i et Hilbert

-rum har egenskaberne a), b) og c), hvis og kun hvis det er ma-

ximalt.

At et numerabelt ortonormalsystem er maximalt, er som nmvnt
ensbetydende med, at O er den eneste vektor 1 V, hvis samtlige
Fourierkoefficienter med hensyn til systemet er O. Dette er igen

ensbetydende med, at den sikaldte entydighedsssztning gelder for

systemet: To vektorer med de samme Fourierkoefficienter stemmer
overens. I Hilbert-rum gelder altséd denne sztning for et nume-

rabelt ortonormalsystem, hvis og kun hvis det har en af egenska-
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berne a), b) og c).

Som allerede valget af benmvnelserne antyder, finder de
omtalte smtninger om numerable ortonormalsystemer anvendelsge i
teorien for periodiske funktioners "trigonometriske" Fourier-
rekker. Man betragter vektorrum bestaende af reelle funktioner
med en given periode, f.eks. alle kontinuerte funktioner med

perioden 27. Er f og g to sadanne, defineres deres indre pro-

dukt ved

o
fog = / (t)g(t) at.

0]

SIS

Derved fas, som det let bekrzftes, et vektorrum V med indre pro-

dukt, Funktionerne
1
272, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, ...
danner et ortonormalsystem i dette rum. Pourierkoefficienterne

for en funktion £ med hensyn til dette system er

2

3 g P74 1
2728, = ;4/ 272f(t) dat, a, = = / f(t)cos vt 4t
0 0

v :1,2,000,

y 2
b, == / £(t)sin vt dt
‘0
og Fourierrzkken bliver

l * " 03
z8q *+ a,cos t o+ b181n t o+ a,c08 2t + b2s1n 2t + 0o

Idet n € N, indfgres betegnelsen
n
_ 1 .
sn(t) = zay + ;;:(avcos vt + b sin vt)
V=
for dens afsnit, og desuden szttes so(t) = %ao. I analysen bevi-

ses, at fplgen af rekkens middelsummer
i-1

(1) = F ) e(®)

n=0
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konvergerer ligeligt mod f£(t) (Fejér's s®@tning). For hvert tal
€ > 0 findes der altsd et tal m € N, siledes at

sup |f(t) - Mi(t)I < ¢ for i > m.
ogt¢om

Nu gelder for hver kontinuert funktion g, at
' P 5 %
lell = (7 [ "a(+)%at)” g vz ow |a(o)],

m
Jo ogtgom

Anvendt pa g(t) = £(t) - Mi(t) giver dette

e - MiH < a2 for i > m,
og da funktionerne Mi er linearkombinationer af ortonormalsy-
gstemets funktioner, viser denne ulighed, at systemet er en til-

n@rmelsesbasis. Ifglge den beviste satning gzlder altsé Parse-

val's formel

oo

2
1 2., 4. 2 2 2
p / f(t)7at = a,” + g,(av + b, )

0 v=1

og PFourierrskkens afsnit S, konvergerer mod f i den forstand,
at [|f - an‘» 0 for n — e, Man siger, at afsnittene konverge-

rer 1 norm eller i middel mod f for at understrege, at dette

ikke medfgrer, at sn(t) for hver verdi af t konvergerer mod
f(t)., Det sidste er uden yderligere forudsaztninger om funktio-
nen £ (f.eks. stykkevis differentiabilitet) heller ikke rigtigt.
For dyberegaéende undersggelser over trigonometriske Fourier-
rekker er det imidlertid hensigtsmassigt at l:gge rummet
L,[0,27] (jfr. side III,14,6) til grund.

Som allerede nevnt, findes der vektorrum med indre produkt,
som har ikke-numerable ortonormalsystemer., Lad V vare et saddant
rum og u o, b € J, et ortonormalt system, hvor indexmzngden J
ikke er numerabel. Er (Ebi’ cee ,HLP) et vilkarligt endeligt

dels®mt og v en vilkdrlig vektor i V, har man ifglge Bessel's

ulighed
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)2 + eee T (V'u )2 g V2.
L1 - —Lr - -
Antallet af de Fourierkoefficienter yeu for hvilke

(v-u

IZ'ELI > llwll/n, er altsd hejst lig med n2, n&r v 4 0. Heraf kan
sluttes, at delmzngden

J, = L€ J | vou, { 0}

af indexmangden J er hgjst numerabel, endvidere, at rakken
%(veu )2 med positive led, hvor . gennemlgber J_ og leddenes
L A

orden er ligegyldig, er konvergent (s&fremt den er uendelig),
og at Bessel's ulighed

\ 2 2

L(x-ab) $x

LEJZ
gelder., Om lighedstegnets gyldighed har man sztninger, som
ganske svarer til dem for numerable ortonormalsystemer, og som
bevises p& samme made. Vektorrum med indre produkt, hvori der

findes ikke-numerable ortonormalsystemer,. finder anvendelse 1

H. Bohr's teori for nastenperiodiske funktiener.

Hidtil har spgrgsmalet om eksistensen af ortonormale til-
narmelsesbaser 1 et forelagt vektorrum med indre produkt ikke
veret bergrt, Den fplgende sa:tning indeholder et positivt svar
for de rum, der har en hgjst numerabel tilnmrmelsesbasis. Ogsa
i alle andre vektorrum med indre produkt eksisterer der orto-
normale tiln®rmelsesbaser, men dette vil ikke blive bevist her.

Lad V vere et vilkarligt vektorrum med indre produkt, og

lad (v,,¥ps...) vore et endeligt eller numerabelt sat af vek-

torer i V, s&ledes at hvert endeligt delszt er linemrt uaf-

hengigt., Da findes der i V et ortonormalt system (21,32,...)

med samme indexmsngde, saledes at (21”"’Er) for hvert r til-

hegrende indexmengden frembringer det samme underrunm Ur som

<E1,000,Xr)o
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Bevis: Idet v, + 0, vil smttet bestéende af vek toren u, =
X1/”Zﬂ” vare et ortonormalsystem, som frembringer det samme
underrum U1 som ¥, Antag, at der for et r tilhgrende index-

mengden eksisterer et ortonormalsystem (E1,...,ET), sédledes at

(31,...,gp) for hvert p ¢ r frembringer det samme underrum Up
som (gﬁ,...,xp). Findes der nu i det givne smt en vektor v .,

vil vektoren

Hppq = Zpgpq 7 (~r+1'u )u T (zr+ Er)ll-r
vare ortogonal til Uysees,u, 0g tilhgre Ur+1' Endvidere er

Wy 4 0; thi ellers ville V.4 VBTE en linearkombina tion af
ypeeesly, 08 altsé tilhgre U i strid med forudsm:tningen. Sattes

Y,pq = +1/H r+1“’ fas fglgelig et ortonormalsystem

(4yseensd, 4) tilhgrende U, ,. Da dets vektorer er lineart

unafhengige, ma det udspende Ur+1‘ Satningens pastand fglger nu

ved induktion.

Den i beviset angivne fremgangsmide tillader ud fra det

givne sat (11,12,...) successivt at bestemme ortonormalsystemets

vektorer Uy sl eee 08 kaldes Gram—-Schmidt's ortogonalisering.

Som en umiddelbar anvendelse f&s: Hvert endelig-dimensio-

nalt vektorrum med indre produkt har ortonormale baser; thi ud

fra en vilkarlig basis f&s ved ortogonalisering en ortonormal
basis,

Lad (Vn,+,R,H II) vere et vektorrum med indre produkt og den
endelige dimension n, og lad (§1""’§n) vere en ortonormal ba-
sis for det. Lader man til den vilkarlige vektor

X 1e1+...+xne € Vn
svare koordinatsmttet (X1""’Xn)’ f4s en enentydig linear af-
bildning af V, p& talrummet 12(n,R). Da

2 2 2
”22” = X1 +000+Xn ’



Mat.1, 1960-61 AG IITI, 15, 18

er denne afbildning isometrisk. For to vektorer x og y fra Vn
finder man med nsrliggende betegnelser

Koy = X0 F oo + XV
hvilket viser, at afbildningen er en isomorfi i den forstand,
at hvilkesomhelst to vektorer i V. afbildes p& vektorer i IZ(R)

med samme indre produkt. Der gelder altsd: Hvert n-dimensionalt

vektorrum med indre produkt er isomorft med talrummet lZ(P).

Alle n-dimensionale vektorrum med indre produkt er indbyrdes
isomorfe,

Lad (V,+,R,]|| ||) vere et uendelig-dimensionalt vek torrum
med indre produkt, som har en numerabel tilnamrmelsesbasis. Ved
ortogonalisering fas af denne en numerabel ortonormal tilnzrmel-
sesbasis (91’92"">’ For en vilkarlig vektor x € V galder med
betegnelsen x; = x-g; Tor Fourierkoefficienterne Parseval's

formel

x %= x,% + x,°
il -‘-,,] X2 L2 2 B

Denne viser, at der ved x - <X1,X2,...) defineres en isometrisk,
altsd kontinuert, linemsr afbildning af V ind i fglgerummet

12(R). Heraf sluttes, at hvert vektorrum med indre produkt, som

har en numerabel tilnermelsesbasis, er isomorft med et under-

rum i 1,(R).

Er det betragtede rum fuldstsndigt, altsd et Hilbert-rum,
vil det vzre isomorft med hele rummet 12(R). Dette kommer ud
pa, at hver fglge tilhgrende 12(R), altsd hver fglge med kon-
vergent kvadratsum, er fglgen af Fourierkoefficienterne med hen-
syn til (§1,§2,...) for en vektor i V. For at bevise det betrag-
tes for en given fglge (X1,X2,...> € 12(R) vektorfglgen

= X

x e, + 0. + X €, r € N,
=p 11 r=r

For p,q € N, p < q, har man
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D o 2 o
lxg = 517 = ( Z Xi?-i> =) x5 .
i=p+1 i;p+1

Da rwskken zxiz er konvergent, findes der til hvert > 0 et tal
m € N, sfledes at summen p& hgjre side for g > p > m er mindre
end eller lig med e, Heraf sluttes, at fglgen x,, T € N, er en
fundamentalfglge. Da V er fuldstandigt, konvergerer den mod en
vektor x € V., Denne har Fourierkoefficienterne Xy j € N; thi
for r > j er §r°gj = Xj’ 0og for r - o fas heraf pa grund af det
indre produkts kontinuitet, at §-§j = Xy

Der gmlder ogsd det omvendte., Hvert vektorrum med indre pro-
dukt, som er isomorft med 12(P), er fuldstendigt. Idet isomorfien

mellem de to rum er en kontinuert afbildning, fg¢glger dette af, at

12(R) er fuldstendigt,hvilketksn indses p& fglgende made: Lad

(1) _ (L) () (1))

X = (x) 7y X5 Theen X Ty
§(2> = (x§2), x§2>,...,X§2),,o.)
é(p) _ (Xgp)’ Xép)’o;.,xi( ee)

vere en fundamentalfglge af vektorer i IZ(P). For hvert g > O

findes der alts& et tal m € N, s@ledes at

(8 - ()2 ia (Xi(q) _ Xi(p))2 ¢ &2

=1
for g > p > m. Da den uendelige rskkes led er ikke-negative,
gozlder uligheden for hvert af dem. Man har altsa
%, (D - @) o

for de nzvnte p og g, og dette viser, at Xi<r), r € N, for hvert
fast 1 € N er en fundamentalfglge af reelle tal. Den har altsa
en grensevardil Xy Det skal vises, at fglgen X5 ic€ N, er en
vektor i lQ(R), altsd at den har konvergent kvadratsum, og at

(r)

den givre fglge X , r € N, konvergerer mod den. Af ovenstiende
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ulighed for den uendelige rakke fas for hvert j € N
2 2
i(xi@ ok @02 2,
i=1

0g grenseovergangen q — « giver

]
) (e - Xi<p>>2 S &

for hvert p > m. For j - « fas heraf, at fglgen Xy - xi(p),
i € N, tilhgrer 12(R), og da ogsd §<p> c 12(P), kan sluttes, at
x = (x1,x2,.o,) € 12(R), og tillige at ||x - E(p)” < e for p > m,

Dermed er fuldstendigheden af lz(R) bevist.

Riesz-Fischer's satning (som ikke skal bevises her) udsiger,

at rummet Lg[a,b] (jfr. side III,14,6) er fuldstendigt og iso-
morft med 12(P).
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Pvelser til kap. IIT, § 15.

Undersgg om bhilinearformerne
B1 (229_2) = 2X1 y»] +2X y +2X3y3 2y3 3y2+X3Y1 X y3 3’2 2y1 s
hvor x = <X1,X2,X3) og ¥y = (y1,y2,y3), er indre produkter i

talrummet Rj.

Lad (V',+,R,{| ||') og (V',+,R,|l ||'") vere vektorrum med indre
produkt. Idet x',y' € V' og x",y" € V", bliver V' x V" ved

definitionerne

(x',z") + (zhx") = (x'+x',x"+y"), Nzx',x") = Ox',N\x")
for N € R til et vektorrum. Vis, at (V' x V',+,R,|| ||), med
normen || || defineret ved

Gz = (2 + fzv2)?

ligeledes er et vektorrum med indre produkt.

Om et normeret vektorrum (V,+,R,|| ||) forudsmttes, at

2 2
2(/1zl1" + llzl™)
for alle x,y € V. Vis, at (V,+,R,|| ||) er et vektorrum med

i

Iz + gli® + llx - ylI°

. . o 2 2
indre produkt [nemlig %(|lx + gl - [IxlI° - llxlI®) 1.

Vis, at der for hvilkesomhelst to vektorer x og y i et vek-

torrum med indre produkt gslder
2

Izl + lgl®.

il

x|y = lx+yl==llx -zl = lx+zl°

Vis, at ndr a og b er to forskellige vektorer i et vektor-
rum med indre produkt, vil mzngden af de vektorer x i rum-
met,for hvilke ||x - all = |lx - bll, vere en afsluttet hyper-
plan.

Lad U1 og U2 vere underrum i et vektorrum V med indre pro-

dukt. Idet v(U1 U U2) betegner det af U, U U, frembragte
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underrum, gelder
1_yl 1
v(U, U Ut = UL Ut
Bevig dette, og ¥ unders¢gg, om ogsd ligningen
L 1 il
(U1 N U2) = V(U1 v U, )
er almengyldig.

7. Med 02[—1,1] betegnes vektorrummet af alle i intervallet

[-1,1] definerede reelle og kontinuerte funktioner med det

indre produkt 4

w¢=/fﬁW&)M-

Vis, at rummet ikke er fuldstaendigt.

De ulige funktioner i 02[—1,1], som altsé opfylder o¢(-t) =
-p(t) for -1 ¢ t ¢ 1, udggr et underrum U. Bestem underum-
met Ul,

Vis, at underrummet bestédende af funktionerne ¢, for hvilke

p(0) = 0, er overalt tet i C,[-1,1].

8, Lad U vaere et afsluttet underrum i et euklidisk eller Hil-
bert-rum (V,+,R,|| ). Vis, at der til hver vektor x € V fin-
des en og kun een vektor x° € V, saledes at x - x| Uog
t(x + x") € U.

Vis, at der ved x — ﬁ* defineres en isometrisk afbildning af

V pa sig selv (spejling i underrummet U).

9, Find ortogonalprojektionen af vektoren (1,1,1,1,1) p& det af
vektorerne
(1’0’1:130)’ (2919031’1>3 (192’09"131>

udspendte underrum i talrummet 12(5,R).

10. I et vektorrum med indre produkt er

LY

X =a+su, 8€ER, y=5b+ tvy, tE€R,
hvor a, U, b, ¥ er givne vektorer, u 0, v + 0, parameter-
fremstillinger for to linier. FPind den mindste afstand mellem

linierne udtrykt ved de givne vektorer.
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11, Vis, at mazngden af de funktioner ¢ € 02[—1,1} (ifr. ¢v. 7),

for hvilke ;
/ o(t) dt = 0,
0

er et afsluttet underrum U C 02[—1,1]. Vis endvidere, at
vl - g.
12, Anvend Gram-Schmidt's ortogonaliseringsmetode pa vektorerne
(9,12,0,-20),  (-1,-18,0,20), (7.5=2L453,20)
og bestem derved en ortonormal basis for det af disse vek-
torer udspzndte underrum U i talrummet lz(u,ﬁ). Angiv ogsé
en ortonormal basis for Ul.
Opstil matrixligningerne [med hensyn til basen (1,0,0,0),
(0,1,0,0),(0,0,1,0), (0,0,0,1)] for ortogonalprojektionerne
Py 08 pUl af lz(u,R) pad U og U-]-° (Som kontrol kan Py°Py. = Py
onpUl = 0 og py + pUl = e verificeres ved matrixregning.)
13, FPind ved ortogonalisering en ortonormal basis for det af
funktionerne 1, t, £2 udspandte underrum i Gz[—1,1] (ifr.
¢v. 7), og bestem Fourierkoefficienterne for t2 med hensyn
til det fundne system.
Vis, at funktionerne

4
§Dn(t) (n + ‘%)2 Pn(t)y n=0,1,2,e0a,

it

hvor
P (t) = (2%n1)7D™(¢% - )P

er de sakaldte Legendre-polynomier, danner et ortonormalsy-

stem i 02[—1,1]. (Begynd med at vise, at P_(t) er ortogonal
til alle polynomier af hgjst (n-1)-te grad.) Af Weierstrass'
approksimationssstning sluttes, at ortonormggystemet er en
tilnzgrmelsesbasis.

14, Med Cz[a,b;c,d] betegnes vektorrummet bestédende af alle i

rektanglet [a,b] x [c,d] definerede og kontinuerte funktioner
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15.

16.

17

18.

19",

f(s,t) med )
l£1l, = (/b/cdf<s,t>2as atf

som norm. Vis, at hvis @i(s), i €N, og ¢j(t)9 j N, er

a) ortonormalsystemer, b) tilnzrmelsesbaser for henholdsvis
Cg[a,b] og 02[c,d], vil @i(s)wj(t), i,j € N, vere a) et orto-
normalsystem, b) en tiln®rmelsesbasis for Cz[a,b;c,d]a

Vis, at hvis u;» 1 € N, er en numerabel ortonormal tilner-
mel segbasis for et vektorrum med indre produkt, gzlder for
hvilkesomhelst vektorer X og y i rummet den generaliserende

Parseval's formel

Xy = }—\ (_}_(_'Ei)(Z'll_l)"
=1

Vis, at enhedskuglen {x € V | [lzll < 11 i et uendelig-dimen-

sionalt vektorrum V med indre produkt ikke er kompakt.

Er den delmzngde af fglgerummet 12(R), som bestidr af fglgerne

(xﬂ,xz,o..) med in2 < e ogx; >0 foric N, aben?

Lad C2]a,b[ og 01]a,b[, hvor —e { a < b { =, betegne de nor-
merede vektorrum bestlende af de i intervallet Ja,b[ konti-

nuerte funktioner ¢, for hvilke henholdsvis

b b
ngon;:/ p(t)%at oz ol =/a|¢<t>|dt

eksisterer. Undersgg i hvert af de tre tilfzlde
oo { 8 < b < ooy a = =, Db = oo, a =0, b = o,

om et af disse rum er et underrum i det andet.

Der er givet en reel funktion w(t), som er defineret, kon-
tinuert og positiv i det &bne interval Ja,b[,
hvor w=e ¢ a < b ¢ e, og for hvilken integralerne

b n
/ w(t)|t]| dt, n=0,1,2,...,
a
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alle er konvergente. I vektorrummet Pla,b[ bestiende af de

reelle polynomiers restriktioner til intervallet Ja,b[ de-

fineres et indre produkt ved

b
peq = [ w(t)p(t)q(t)dt.
Ja

Vis, at dette vektorrum med indre produkt har en og kun een
ortonormal basis (¢0’¢1"")’ sfledes at ¢, for hvert
n=20,1,.., €r et polynomium af n-te grad, hvori t" har en
positiv koefficient.

Vis, at polynomiet Pp har n forskellige reelle rgdder, som
alle ligger i intervallet la,b[. (Benyt, at der findes po-
lynomier af (n-1)-te grad, som har n-1 foreskrevne rgdder.)
De til visse specielle "'vagtfunktioner" w hg¢rende ortonormal-
systemer af polynomier spiller en fremtrsdende rolle i ana-—

lysen og dens anvendel ser.

For a = -1, b =1, w(t) = 1 fas de ovenfor (gv. 13) omtalte

polynomier, som fremgar ved normering af Legendre-polynomi-
erne Pn(t)° 1
For a = -1, b = 1, w(t) = (1—1:2)'"E fas
-1 ~L
@O(t) =7 2, @n(t) = (%W) zTn(t), Nn=1,2,000,

hvor
01,2500,

i

Tn(t) = cos(n Arccos t), n

er de sakaldte 6éby§ev—polynomier.

For a = 0, b = o, w(t) = GMt fas

9, (t)

il

-1
n! Ln(t),
hvor
L (t) = e (tRe 7YY, n o= 0,1,2,.4.,

er de sékaldte Laguerre-polynomier.
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—t2
For a = =w, b = w, w(t) = e ¥ ras

1
p, (%) = CSV) *H (%), n = 0,1,2,000,
hvor
2 —t2
H () = (-1)%" p%*

er de sékaldte Hermite-polynomier,

Eftervis, at disse polynomfg¢lger er ortonormalsystemer

hgrende til de angivne vegtfunktioner,
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$ 16. Linemre operatorer i vektorrum med indre produkt.

Lad (Vh,+,R,H [|) vere et vektorrum med indre produkt, som
har den endelige dimension n. Som vist ovenfor, har et sadant
rum ortonormale baser. Med henblik pé anvendelser i det fglgende
betragtes koordinattransformationer svarende til overgangen fra
en ortonormal basis (21””’9n) til en anden (£1,u..,£n). Er T
koordinattransformationsmatricen, for hvilken

(eg vevgy) = (£ oo £)T,
vil dens s@¢jler 2[1""’§!n vere koordinatsattene for vektorerne
&qse+++,8, 1 koordinatsystemet (£1,,..,£n) (se side II1I1,6,2 og
13). Nar (£1,...,£2) er et: ortonormalsystem, har man
8y°8 = <§Ii>'£|k = By Toeee F bty

for i,k = 1,44.,n (se side II11,15,18). Hpjre side er elementet

pa pladsen i,k i matricen T'T. Heraf ses, at ogsé(§1,...,§n) er

et ortonormalsystem, altsd at 8578, = &ik for i,k = 1,.0.,0,

hvis og kun hvis

{Res]

o

T'

3

En (ngdvendigvis kvadratisk) matrix T, som tilfredsstiller denne

ligning, kaldes en ortogonal matrix. En sadan er altsa karakteri-

geret ved, at dens sgjler danner et ortonormalsystem i talrum-
met lg(ngiz)°
Da matricerne T' og T har samme determinant, fas for en

ortogonal matrix (det 2)2 =1, altsa

det = &1,

g

Alle ortogonale matricer er fglgelig regulsre. Af ligningen

P'T = T fAs ved multiplikation med T | fra hgjre
D=1,

altsé: En ortogonal matrices inverse er lig med dens transpo-

nerede, Ensbetydende hermed er, at hvert element tij i en orto-
gonal matrix T er lig med sit komplement Tij’ hvis det g =1, og

-t
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lig med ~T, s» hvis det T = -1 (jfr. side III,10,20).

1J
Er T ortogonal, har man
r'p =1 =107 =1t = (2D = B,

hvilket viger, at g' ogsd er ortogonal, altsé: En ortogonal

matrices transponerede, altsd dens inverse, er ortogonal.

Anderledes udtrykt, hvis en kvadratisk matrices sg¢gjler danner

et ortonormalsystem i 12(n,R), gelder det samme om dens rskker,

og omvendt.

Er (n x n)-matricerne g og T ortogonale, har man

(gg)tgg - g!zvgg = Q'S = E

altsa: Bt produkt af to ortogonale matricer er en ortogonal ma-—

trix. Idet E og en ortogonal matrices inverse er ortogonale,
sluttes heraf, at de reelle ortogonale (n x n)-matricer danner
en undergruppe i den generelle linemre gruppe GL(n,R)(se side

I11I1,7,16). Den kaldes den ortonale gruppe og betegnes med

0(n,R). De "egentlig ortogonale matricer" med determinanten 1

danner en undergruppe O+(n,R) med indeks 2 1 denne, Den fra

undergruppen forskellige sideklasse udggres af de ''uegentlig

ortogonale matricer" med determinanten -1,

Lad N vere en karakteristisk rod for den reelle ortogonale
matrix T, altsd en (reel eller kompleks) rod i ligningen

det(g—%@) = 0, Det homogene linemre ligningssystem

)

har da en (reel eller kompleks) lgsning x| )

ISR
I

H

=

5
1

>
iy

114

. Ved at g& over

til de konjugeret komplekse tal pa& begge sider af lighedsteg-

net fas 2%} = XXI {da T er reel), altsd i transponeret form
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HES

T = RZ_.
Sammen med den oprindelige matrixligning giver denne

L]

X% = 2I'Ix = AR

}2 > 0, sluttes heraf, at R\ = |7\|2

= 1, altsd: En reel ortogonal matrices karakteristiske rgdder

er (reelle eller komplekse) tal med den absolutte verdi 1.

Da det(g -~ %g) er et polynomium medreelle koefficienter,
kan man slutte, at hvis det har en kompleks rod %o’ vil ogsa
det konjugeret komplekse tal XO vere red. Der gmlder mere pre-
cist, at de to tal er rpdder med samme multiplicitet. Dette kan
seg saledes: Er N, en rod med multipliclteten m i et polynomium P
med reelle koefficienter, har man

P(N) = (n = 2 )"a(n), e T,
hvor @ betegner et polynomium, som ikke har roden xoa Antages
nu fgrst, at A € R, vil den venstre side vare reel, og man f&r
ved overgang til de konjugeret komplekse tal
P(N) = (N - R )M0, N € R,

hvor Q betegner polynomiet, der fremgar af Q ved at erstatte
koefficienterne med de konjugeret komplekse tal. De to polyno-
mier, som ifglge den sidste ligning stemmer overens for alle
reelle tal N\, md vere identiske, da deres differens ellers ville
vere et egentligt polynomium med uendelig mange rgdder. Lig-
ningen viser altsa, at XO er rod 1 P med en multiplicitet, der
er mindst m. Ved at lade %0 og XO bytte rolle ses, at den heller
ikke kan vere stgrre end m. Dermed er pastanden bevist,

Anvendt pé det karakteristiske polynomium for en ortogonal
matrix giver dette sammen med den foreglende sztning: 1 og -1
er de eneste reelle tal, der kan vere karakteristiske rgdder
for en ortogonal matrix; eventuelle ikke-reelle karakteristiske

rgdder optrader i lige antal og kan samles i par af indbyrdes
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konjugeret komplekse tal med den absolutte verdl 1. For hvert
s&dant par findes der et reelt tal o (som ikke er entydig be-

stemt), s@ledes at parrets tal kan skrives ela,enla.

Lad p > 0 og g > O vere rodmultipliciteterne af henholds-
vis 1 og —1.LIdet en matrices determinant er lig med de karak-
teristiske rg¢dders produkt (se side III,11,18) og to konju-
geret komplekse tal med den absolutte verdi 1 har produktet 1,
finder man for en ortogonal matrices determinant

dget T = (-1)%

Heraf ses, at hver uegentlig ortogonal matrix har den karakte-

ristiske rod -1. Er g en ortogonal (n x n)-matrix, hvor n er

ulige, vil dens karakteristiske ligning vare af ulige grad og
fgplgelig have et ulige antal reelle rgdder, d.v.s. p+qg vil vere
ulige. Hvis det T = 1, altséd q lige, m8d p vere ulige, altsé:

Hver egentlig ortogonal matrix af ulige orden har den karakteri-

stiske rod 1.
De ortogonale (2 x 2)-matricer lader s lg let fremstille

ved hjslp af en parameter o. Idet

> 5 5 5
Syt by =, bt =, byt bt = 0,

findes der reelle tal o og B, sdledes at

t,, = cos X, tyy = 8in «a, t12 = sin g, to, = cos g,

11
og disse to tal md tilfredsstille ligningen

cos o sin B + sin o cos B = sin(a + B) = O.
Heraf fé4s 8 = -o + pry, P € Z. For lige p og ulige p fas hen-
holdsvis

/cos o -gin a> o (cos a sin a>
\sin « cos o w8in o ~-Ccos q
Det ses umiddelbart, at begge matricer er ortogonale for enhver
reel verdi af o, den fgrste egentlig, den anden uegentlig. Den

1o -ig

fgrstes karakteristiske rgdder er e og e ; den andens-1 og 1.;
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Lad (V,+,R,]|| ||) vere et vilkérligt vektorrum med indre pro-

dukt, og lad f vere en linexr og isometrisk afbildning af V ind

i sig selv, altsa en linezr afbildning med den egenskab, at
Hf(g)“ = ||z|| for alle x € V. En sadan afbildning er gjensynlig
begrenset, og den er enentydig, da jo £(x) = £(y), altsa

O. Idet man for X,y €

il

le(x) - £(g)|| = 0, medfgrer, at |lx - yl

V har

xey = #z + 31 - 1= - 1gl®)
kan man endvidere slutte, at hvis f er isometrisk, gzlder

£(x)-f(y) = x-y for x,y € V.

Specielt fé&s heraf, at et ortonormalsystem afbildes pa et orto-
normalsystem. Er rummets dimension endelig, vil en ortonormal
basis ved f blive afbildet pad en ortonormal basis, altsa V
pd sig selv. I det uendelig-dimensionale tilfmlde forholder det
sig anderledes. Ved (Xq,Xz,...) - (O,x1,x2,...) defineres en
line@r isometrisk afbildning af IQ(R) ind i sig selv, hvor bil-
ledrummet er hyperplanen bestiéende af de talfglger tilhgrende
12(P), hvis fg¢rste element er O.

Linesre isometriske afbildninger af et vektorrum V med in-

dre produkt pa sig selv kaldes ortogonale operatorer i V. En

sddan har en 1 hele rummet defineret invers afbildning, og denne
er &benbart ogséd en ortogonal operator., Bema:rkes desuden, at
savel den identiske afbildning som den sammensatte af to orto-
gonale operatorer er ortogonale operatorer, ses, at de ortogo-
nale operatorer 1 V dannerven gruppe.

Det foruds attes nu, at det betragtede vektorrum har den
endelige dimension n. Det betegnes derfor med V . Br (31""’§n)

en ortonormal basis for V , bestemmes en linesr afbildning X =

f(x) af V., ind i sig selv ved en matrixligning af formen
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hvor x| o8 'g' betegner koordinatsmttene for x og X skrevet som
spjler og A en reel (n x n)-matrix. Afbildningen £ er en orto-
gonal operator, hvis og kun hvis X.X = x.x , altsa

x A'Ax, = x X

for alle X Denne ligning udsiger, at de to kvadratiske former
i ®" med de symmetriske matricer é’é og g er ldentiske. Dette er
ensbetydende med, at de tilhgrende symmetriske bilinearformer
er identiske (jfr. side III, 12, 7) og altsd med

A'A = E .

Dermed er vist: En linecar afbildning af et endelig—~dimensionalt

vektorrum med indre produkt ind i sig selv er c¢n ortogonal ope-

rator, hvis og kun hvis den med hensyn til en ortonormal basis

bestemmes ved en ortogonal matrix. Heraf sluttes videre, at

gruppen af ortogonale operatorer i et n-dimensionalt vektorrum
med indre produkt er isomorf med den ortogonale gruppe O(n,R).
Ved overgangen fra den ortonormale basis (91”°°9n) til en

anden ortonormal basis (f,,...f ) bestemt ved

) = (51 cee £ )T,

(g, «ov € Pl

=n
hvor altsd T er en ortogonal matrix, erstattes den til en linesr

afbildning v, - V, herende matrix A med

- .

To matricer A og B siges at vere ortogonal-gkvivalente, hvis der

findes en ortogonal matrix T , sdledes at B = TAT', (Denne re-

lation mellem (n x n)-matricer epr virkelig en skvivalensrelation; [

den er refleksiv, idet A = EAE' og E er ortogonal, den er sym-—

T5(2)7" -

metrisk, idet man af B = TAT' kan slutte, at A = T

@—15(2—1)'9 og T T er ortogonal, den er transitiv, idet man af
B = TAT' og C = UBU', hvor ogs& U er ortogonal, kan slutte, at |
C = UTAT'U' = (UT)A(UT)', og UT er ortogonal.) Ortogonal@kviva- ?

lens giver anledning til en finere klasgseinddeling af de kva-
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dratiske matricer end regulerskvivalens. Som ved denne foreligger
der opgaven i hver klasse at finde en szrlig simpel reprssentant,.
Anderledes udtrykt drejer det sig om til en given linesmr afbild-
ning af et gndelig~dimensionalt vektorrum ind 1 sig selv at be~
stemme en ortonormal basis, med hensyn til hvilken den til af-
bildningen herende matrix far en simpel "ndrmalform", Denne op-

gave vil her blive behandlet for visse specielle typer af afbild-

ninger.,

Selv om man kun er interesseret i de her betragtede vektor-
rum over de reelle tals legeme, er det af formelle grunde ofte
hensigtsmessigt at inddrage vektorrum over de komplekse tals
legeme, Dertil kommer, at disse rum har stor selvstsndig interesse,
ikke mindst pd grund af deres anvendelser i kvanteteorien., Lad

(V,+,0) vare et vektorrum over de komplekse tals legeme, HEn

funktion x*y fra Vx V til U kaldes et indre produkt i (V,+,0),

hvis den opfylder

————

IP1#: VyX,y (g% = 23]

—

samt IP2-4 (side III, 15,1), (Overstregning betyder kompleks
konjugering.) Dette indre produkt er altsd ikke symmetrisk,
Af IP1* og IP3 sluttes, at

x (Ng) = Nz-g),
hvilket viser, at et komplekst indre produkt heller ikke er en
bilinearform; det er ikke linesrt i den anden faktor, idet en
talfaktor til denne erstattes med den konjugeret komplekse, nir

den trader uden for produktet. En funktion H(x,y) fra VxV +il U,

som opfylder de til IP1%, IP2 og IP3 svarende krav
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HF: vox,y [H(g,x) = BE&,3) 1.
HF2: vyx',x",y [H(x'+x",3) = H(x',x) + H(z",x)].
HF3: VoR VyZ,Z [HONEZ) = NE(x,3)]

kaldes en Hermitesk symmetrisk form eller kort en Hermitesk form

i V. En sd8dan forms restriktion til diagonalen i Vx V, altsd
H(x,x), er en reel funktion i V, idet H(x,x) = H(x,x) ifslge

HF. Pormen H siges at vere posgitiv semidefinit, hvis H(x,x) Z O

for alle x € V, og positiv definit, hvis H(x,x) > O for x f O.

Et indre produkt i et komplekst vektorrum kan herefter defineres
som en positiv definit Hermitesk symmetrisk form. Med henblik pa

en anvendelse nedenfor bemmrkes, at Cauchy-Schwarz's ulighed

|H(x,x)|° S H(x,x)H(z,z)

gxlder for hver positiv-semidefinit, Hermitesk symmetrisk form,
Dette kan ses pd felgende méde: Til givne x,y € V bestemmes det
komplekse tal ¢ sdledes, at cc = lc[2 =1 og |H(x,y)| = cH(z,¥).
Da er

H(ex,cx) = ccH(x,x) = H(x,x),

|H(x,y)| = H(ex,y) = H(cx,y) = H(y,cx),

li

og for N,u € R fas

H(Nex +4 ¥, Nex + 1Y)
=%2H(2s,zs> + 2N H(x,¥) | +/~‘2H(x,:z).

Uligheden folger af, at dette er en reel, positiv semidefinit
kvadratisk form i de variable N og .

Lad (V,+,0) vare $t komplekst vektorrum med et indre produkt
x+y. Da er lxll = (z‘g)g en norm i V. At kravene N2 og N3 til en
norm (side III, 14,1) er opfyldt, er klart. At ogsd N1 er gyldig,
ses ved hjslp af Cauchy-Schwarz's ulighed som i det reelle til~

felde (side III, 14,7):
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(x+y) (24+Y) = XX + XY + ¥'X + Y'Y

XX+ Xy + XY+ Y'Y

il

Iz + g

i

FA

xx + 2|xy| + 4

A
—~ I

x4+ 2(xx)2(yy)2 + vy
Izl + lzlh2.

it

Det med denne form forsynede komplekse vektorrum (V,+,0,[ | )

kaldes et unitmrt rum, og hvis det er uendelig-dimensionalt

og fuldstendigt, et komplekst Hilbertrum. Eksempler pd unitere

rum er talrummene lg(n,C) og talfeplgerummet 12(0) med de indre

produkter

I

KyFq o oeee X V0

‘Y
T E KTy XpYp b e

I

(jfr. side III, 14,4-5). Bndvidere kan nmvnes rummet Cz[agb]
af de kontinuerte funktioner fra intervallet [a,b] til ¢ (se

side III, 14,6) med det indre produkt

b
ooy = / g(£)F(ETat.

a

To vektorer x og y i et unitert rum siges at vere uniter-
ortogonale eller, hvis misforstdelser er udelukket, blot orto-
gonale, nér x+y = 0. Alle i §15 omtalte begreber, smtninger og
beviser vedrerende reelle vektorrum med indre produkt kan nmsten
uden @ndringer overferes til unitere rum. (I stedet for kvadrat-
summer af reelle tal, som i Besgel's ulighed, treder her kvadrat-
summer af komplekse tals absolutte verdier. I anvendelsen pa
periodiske funktioners Fourierrmkker (side III, 15,14-15) er-
stattes det trigonometriske ortonormalsystem med det unitere

| '
ortonormalsystem (27) ge2wv19v € Z.) Her vil kun blive benyttet,
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at ortogonaliseringen af et endeligt szt af linesrt uafthsngige
vektorer kan gennemfsres pad ganske samme made som i det reelle
tilfelde, at der folgelig eksisterer unitsr-orgonormale baser
i ethvert endelig-dimensionalt unitsrt rum, og at hvert uniter-

ortonormalt system i et sddant rum kan suppleres til en uniter—

ortonormal bhasis.

BEr (91""’9n) en uniter-ortonormal basis i et n-dimensio-

nalt unitert rum (Vn,+,C,H [|), fas for det indre produkt af to

vektorer

= X8+ eee ¥ XSy L5 J98g 4 e V8

XY= XYy A oees + XY
Som ovenfor i det reelle tilfmlde (side III, 16,1) ses: Er
(£45044,£,) en uniter-ortonormal basis og

(.e_«] ”’e):(f

vil ogsa (91""’§n) vere unitsr-ortonormal, hvis og kun hvis

den komplekse (nx n)-matrix U tilfredsstiller ligningen

t

i
e}
it

[ifes!

4

der udsiger, at sgjlerne i U danner et uniter-ortonormalt system
i talrummet lg(n,b). Her betegner g matricen, hvis elementer er
kompleks konjugeret til de tilsvarende elementer i U. Idet B

er reel og Ul = ﬁ’, er ligningen ensbetydende med

'

il
{le:
i
iles

Matricerne, der tilfredsstiller den, kaldes unitere matricer,

De reelle iblandt dem er przcis de ortogonale.
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For en uniter matrices determinant fas

altsé |det U| = 1. Bndvidere har man g_1 =

il

', altsa

hvoraf ses, at en unitesr matrices inverse ogsé er uniter. Som

for ortogonale matricer beviseg, at produktet af to unitere ma~

-

i

-

H

for to

1

Il

tricer er uniter. (Herved benyttes, at der gelder gg =

!

matricer, hvis produkt kan dannes.) De unitere (n xn)-matricer

danner altsd en gruppe, den sdkaldte unitere gruppe U(n),
Ved overgangen fra en unitsr-ortonormal basis (917"'9§m)

til en anden unitsr-ortonormal basis <£1""’£n> bestemt ved
(_@_,] e g_n) = (i,l “ s _f_n)g,

hvor altsa g er uniter, erstattes matricen A, der herer til en
linemr afbildning af (V ,+,0,ll ) ind i sig selv,med U A vl =

U A g’. Dette giver anledning til begrebet uniter-zkvivalens

mellem komplekse (nx n)-matricer. Matricen 4 siges at vmre

uniter-gkvivalent med matricen B, hvis der findes en uniter

matrix U, séledes at B = U A U'. At der virkelig foreligger en
gkvivalensrelation, ses som for ortogonal-mkvivalens. Herom

gelder folgende swtning:

Enhver kompleks (nx n)-matrix er uniter-skvivalent med en

trekantsmatrix med nuller under hoveddiagonalen,

Bevis ved induktion: For n = 7 er intet at bevise, Lad é

vere en (nxn)-matrix og )ﬂ en af dens karakteristiske rodder,

Der findes da en sgjle 2 4 + Q, , sdledes at ég’1 :7\12'1,
Denne sejle kan antages at vere normeret, altsé at opfylde

21_u|1 = 7. Der findes sojler glz,...,gln, gom sammen med g|1
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danner en unitsr-ortonormal basis for lg(n,b) (ortogonalisering).

Matricen U med disse sejler er da uniter, og man fér

ez

1
|

hvor delmatricerne 2_ 0g § er henholdsvis af typen 1x (n-1) og

U'A U =

o >
ifes)

(n=1)x (n-1). Den forste sojle 1 A U er nemlig é211 = 7“2|1 ,

nal

og multipliceres rzkkerne gj— i U' med den, féas %ﬂgj-2|1 = %1&j1'
Matricen A er altsd uniter-skvivalent med matricen pa ovenstdende
lignings hejre side. Det er altsd tilstrzkkeligt at vise, at denne
matrix er uniter-skvivalent med en trekantsmatrix. Forudssttes nu,

at pdstanden er rigtig for (n-1)x (n-1)-matricer, findes der en

' er en trekants—

I<dl

uniter (n-1)x (n-1)-matrix ¥, sdledes at V B
matrix med nuller under hoveddiagonalen., Det ses umiddelbart, at

(nx n)-matricen

CAVESR'S 1o\l 1o
0/ v/ 9 B gz flge /g T
(el
0 VBV

Idet den sidste matrix er en trekantsmatrix, er sstningen her~
med bevist,

Da en trekantsmatrices diagonalelementer er dens karakte—
ristiske redder, og regulsr-skvivalente (altsd specielt uniter-
zkvivalente) matricer har samme karakteristiske polynomium, vil
diagonalelementerne i enhver med en matrix A reguler-gkvivalent

trekantsmatrix vere de karakteristiske redder for é. AT induk~




tionsbeviget fremgdr, at man kan opnd, at de karakteristiske
rodder optrader i trekantsmatricens diagonal 1 en vilkarlig
valgt orden,

Hvis en reel matrix ikke har lutter reelle karakteristiske
redder, kan den herefter i det reelle talrum (R™,+,R) ikke vere
reguler-skvivalent (og dermed specielt ikke ortogonal-mkvivalent)
med en trekantsmatrix. Der gelder imidlertid:

Bn reel (nx n)-matrix er ortogonal-skvivalent med en tre—

kantsmatrix, hvis og kun hvis alle dens karakteristiske redder

er reelle,

At betingelsen er nedvendig, fremgdr af det sagte. Tilstrek-
keligheden kan indses ved at gennemgd ovenstiende bevis for det
komplekse tilfeldes Er A og %1 reelle, kan sgjlen g|1 valges
reel og suppleres til en ortogonal matrix, og induktionsslut-—
ningen forlgber da som feor.

Af sxrlig betydning er spergsmédlet om matricers mkvivalens
med diagonalmatricer, I det komplekse omrade tillader det et
gsimpelt svar.

En kompleks kvadratisk matrix A kaldes en normal matrix, hvis

| - '

4

b
]
=]
=

?

altsd hvis den er ombyttelig med den transponerede konjugeret
komplekse, Specielt er en reel matrix normal, hvig og kun hvis

den er ombyttelig med sin transponerede.

Hver med en normal matrix unitsr-skvivalent matrix er normal.

Bevis: Er A normal, U uniter og B =U A U', altsd B' = UL'T",

har man
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(En med en normal matrix reguler-skvivalent matrix behgver
: . (10 T Iy Oyl Iy=1 o1 =1y
ikke at vere normal; (O O) er normal, men (O 1)(O O)(O 1) = (O o’

er ikke normal.)

En trekantsmatrix er normal, hvis og kun hvis den er en

diagonalmatrix.

Bevig: At hver diagonalmatrix er normal, er indlysende.

Antag, at
aL11 Byp ee aﬂn
0 a ca &
é - ) 22 :2n

O
Oooe
Iy

er normal, altsé at

a'/],] a12 e & & a/’n ] . O
O a22 a4 s @ a2n . 0 O
O O L ] - nn LI 3 anl’]_
* o 0 O « &9 a1n
_ eeo O 0 a22 cee 8oy
: %nn 0 eee Bpp

Udregning af det feorste diagonalelement i de to produktmatricer

giver
2 2 2 2
R R L e LRI
altsd Byp = ees = 8y, = 0. Derefter fas for det andet diagonal-
element
lagol # + lagsl® 2] % = lagyl?
L L R T - R PP

altsd Bog T oev T Apy = 0. Ved at fortsstte pa denne made ses, at

alle elementer over hoveddiagonalen i A mé& vare lig O,
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Af de beviste smtninger felger nu umiddelbart:

En kompleks kvadratisk matrix er unitsr-skvivalent med en

diagonalmatrix, hvis og kun hvis den er normal.

Bevis: En normal matrix er uniter-zkvivalent med en tre-—
kantsmatrix, som m& vere normal, altsd en diagonalmatrix. Om-
vendt, en matrix, som er uniter-szkvivalent med en diagonalmatrix,
m& vere normal, da diagonalmatricen er det.

Er A en normal matrix og U en uniter matrix, for hvilken
E' U er diagonalmatricen A med de karakteristiske redder

%ﬂ""’%h for A som diagonalelementer, har man

47~

g
>

Denne ligning udsiger, at sejlerne i U danner et uniter-ortonor-
malt system af egenvektorer for den ved matricen A bestemte 1i-
newre afbildning af lg(n,b) ind 1 sig selv. Nar de karakteristiske
redder for A kendes, kan altsd sejlerne i U bestemmes som los~
ninger til linesre ligningssystemer,

Til klassen af normale matricer heorer vigtige, mere specielle
klasser af matricer. Det fremgdr umiddelbart af definitionerne,
at hver uniter matrix er normal. Endvidere er hver Hermitesk

symmetrisk matrix, d.v.s. hver matrix 4, for hvilken g' = A,

pjensynlig normal. Det samme gslder for hver Hermitesk sksvsymme-—

trisk matrix, d.v.s. for hver matrix 4, for hvilken E' = =4,

Specielt er altsd blandt de reelle alle ortogonale, symmetriske
og skevsymmetriske matricer normale. (Bemzrk, at den symmetriske,

men ikke reelle matrix (1 é) ikke er normal.)

Hvis en matrix A har en af egenskaberne at vere unitzr,

Hermitesk symmetrisk, Hermitesk sksvesymmetrisk, vil enhver med

A uniter-skvivalent matrix have den samme egenskab.
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Bevis: Br A uniter, felger dette af, at et produkt af uni-
i:éf

I |

tere matricer er uniter. Er é Hermitesk symmetrigk, altsd

og U uniter, har man

(TETT)" =

t
H

=]
I
5=
hal
g
1]

-1

i

som pastiet. P4 samme made sluttes i tilfxlde af Hermitesk skaov-

symmetri.,
For reelle matricer f&s heraf:

Hvig en reel matrix A har en af egenskaberne at vere orto-

gonal, symmetrisk, skevsymmetrisk, vil enhver med A ortogonal-—

gkvivalent matrix have den samme egenskab.

En diggonalmatrix er &benbart uniter, hvis og kun hvis dens
diagonalelementer har den absolutte vsrdi 1. Da hver uniter ma~
trix ifelge det viste er uniter-skvivalent med en sddan diagonal-
matrix, kan sluttes, at en uniter matrices karakteristiske rodder
er tal med den absolutte verdi 7.

En diagonalmatrix er Hermitesk symmetrisk, hvis og kun hvis
den er reel. Dette i forbindelse med de foregiende smtninger
givers:s

fn kompleks matrix er uniter-skvivalent med en reel diagonal-

matrix, hvis og kun hvis den er Hermitesk symmetrisk. Hver Her-

mitesk symmetrisk matrix har lutter reelle karakteristiske rpdder.

For reelle matricer fAs specielt:

I'm reel matrix er ortogonal-skvivalent med en diagonalnmatrix,

hvig og kun hvis den er symmetrisk, Hver reel symmetrisk matrix

har lutter reelle karakteristiske redder.

Denne vigtige setning vil nedenfor blive belyst, bevist og

generaliseret til uendelig-dimensionale rum ud fra et andet

synspunkt,
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Forst omtales imidlertid en anvendelse af ovenstdende re-
sultater p&4 en undersegelse af de ortogonale operatorer i et
endelig~dimensionalt reelt vektorrum (V, ,+,R,|| ||) med indre
produkt.,

IV, velges en ortonormal basis <§4"“’9n)‘ En ortogonal
operator f:Vhf» Vh»bestemmes med hensyn til denne ved en orto-
gonal matrix é. Denne er uniter-skvivalent med en (nx n)-diago-

nalmatrix af formen

hvor E* betegner en ((n-2r)x (n-2r))-diagonalmatrix, med diago-

nalelementer, der er 1 eller -1, og

eia 0 N
ey = 4 ’ o €
=a 0 e i ’

(jfr. side III, 16,3-4). Idet
1 1 i
.h.. = )
="V2 1 =i
findes
=, B
Bleh=d,
hvor
cosa -sin o
d_ = .
= .
sin o cos o
Man har derfor
] o o
E E” B E
Q go(i g = gﬁ oci
h e ' E
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Jvelser til kap. III, § 16.

Bestem en reel ortogonal (3 x 3)-matrix, hvis fgrste sgjle

bestar af tre lige store tal, eg hvis determinant er 1lig 1.

Med 3, T og U betegnes reelle matricer, som er henholdsvis
aff typen m x my n x n og m x n. Vis, at den af disse og

g U

(n x m)-nulmatricen sammensatte matrix <O T> er ortogonal,

n

hvis og kun hvis U = O og § og T er ortogonale.
Vis, at en ortogonal trekantsmatrix er en diagonalmatrix, og

angiv alle reelle ortogonale diagonalmatricer.,

Lad <91""’9n) vere en ortonormal basis 1 et n-dimensio-
nalt vektorrum med indre produkt og w en permutation af
f1,000,nl. Beskriv den ortogonale koordinattransformations-
matrix EW svarende t1l overgangen til basen <§w(1)’°’°’97(n)
"Permutationsmatricerne" EW, T € Sn’ danner med matrixmul-
tiplikationen som kompositionsforskrift en gruppe, der er
isomorf med Sn.

Bestem alle ortogonale (n x n)-matricer, hvis elementer er

hele tal, og vis, at de ligeledes danner en gruppe. Beskriv

de koordinattransformationer, som de svarer til.

Vis, at en reel skavsymmetrisk matrix 8, alts& en matrix S,
for hvilken $' = -8, ikke kan have fra O forskellige reelle
karakteristiske redder. Slut heraf, at E - 5 er regulsr.
Vis, at for hver reel skevsymmetrisk matrix 3 er matricen
T=(E+ 8)(E - §)—1 ortogonal, dens determinant er 1, og

+ E er regulsr.

I

Vis, at hver reel ortogonal matrix med disse egenskaber har

en og kun een sidan fremstilling. (Cayley's parameterfrem-—

stilling for de ortogonale matricer.




Mat. 1, 1960-61 AG III, 16, ¢v. 5-6

5. Lad (§1,§2,§3) vare en ortonormal basis for det tredimensio-

nale euklidiske rum (V3,+,R,H [[), og lad £ vaere en linemr af=~
bildning af rummet ind i sig selv. Vis, at den til f hgrende
matrix é er skavsymmetrisk, hvis og kun hvis hver vektor v €

V. er ortogonal til sin billedvektor f£(v).

3

Lad f vare en afbildning med positiv rang, som har denne egen-
skab. Vis, at der findes en og kun een vektor a, sbledes at
F(y) er ortogonal til a for hver vektor v, og at
Fa,v,t(x)) = £(x)?,
hvor P betegner det volumenmdl i rummet, for hvilket
F(§1’§2’§3> = 1.
Angiv elementerne 1 é udtrykt ve# koordinaterne for a. (Vektor-
produkt: £(v) = a x v, nér (31,92,93) er et hgjresystem.)
Der er givet reelle tal d1, d2, d3 og o, s@ledes at
Q24-%2+<%2=1.

Med Q betegnes matricen

0 =43 dg
]:2 = < ds 0 "'d-_x_>.
-4, 4 O

Vis, at (3 x 3)-matricen

P=FE+sinaD+ (1 - cos cx)Q2
er ortogonal,
I det tredimensimnale euklidiske rum (V3,+,R,H [I) velges en
ortonormal basis (91,92g3). Matricen P bestemmer da en isome’ri
f af rummet. Vis, at denne (nér alle vektorer tznkes afsat fra
semme punkt) bestdr i en drejning, hvis akse er bestemt ved
vektoren d med koordinatsattet (d1,d2,d3) og hvis drejnings~’
vinkel er a.
Find billedvektoren f(z) af vektoren v udtrykt ved v, 4 og o.

(Benyt vektorprodukter; jfr. ¢v. 5.)
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7o

9.

I et n-dimensionalt vektorrum med indre produkt velges en or-

tonormal basis <§1’§2’°"’§n)' Med F betegnes det volumenmél

i rummet, for hvilket F(§1""’§n> = 1. Vis, at for vilkarlige

vektorer ¥,; ... , ¥ €T
’F(Y_qy'”:_‘ln)l < HX»; les

hvor lighedstegnet gszlder, n&r og kun ndr vektorerne er parvis

_Y.n” s

ortogonale., (Betragt fgrst parvis ortogonale vektorer, og benyt
i det almindelige tilfzlde ortogonalisering uden normering.)
Formuler udsagnet som en smtning om determinanter (Hadamard's

determinantsetning) .

Bestem for en given kompleks (2 x 2)~matrix A alle unitsre ma-

tricer U, for hvilke UAU' er en trekantsmatrix med O under

diagonalen.

I vektorrummet af alle komplekse (n x n)-matricer A = (a%u)

defineres en norm ved

lall, = mex  a, I
=~ ,IL[,=1,...,1’1 ’}\/J'

Bevis fglgende pastande: For hvert k € N er
k k-1 k
T IPE I
Fplgen af matricer
2 1

1
gp:g“l";:—!é-i'"z-!.é +o.o+§!p, pEN,

er konvergent. Idet den matrix, mod hvilken den konvergerer,
betegnes med .exp é, gwlder for ombyttelige (n X n)-matricer
A og B, at

exp(A + B) = exp A exp B.

fied

Heraf fglger, at exp é er reguler, og at exp(—é) = (exp é)—1o
Er é reel og skavsymmetrisk, vil exp é vare ortogonal.
*Vis, at gqet(exp A)= exp(tr é), hvor tr A betegner matricens
spor, altsé summen af elementerne i dens hoveddiagonal.

*Vis, at med de 1 ¢v. 6 indfgrte betegnelser er exp(a@) = P.



10.

11

12.

13.

4.

15,

Bestem for

A =

-~ 000
oo~

0
0
1
0

OO —~0

en uniter matrix U, sdledes at U'AU bliver en diagonalmatrix.

Vis, at gruppen U(n,C) af unitare (n x n)-matricer er isomorf

med en undergruppe i den ortogonale gruppe 0(2n,R).

I et vektorrum (V,+,R,]|| ||) med indre produkt er givet to
vektorer & £ 0 og b + 0. Ved £(x) = (a.-x)b defineres en
linesr operator £:V —» V. Vis, at den er begraznset. Bestem
dens egenverdier og egenrum. Vis, at den har en adjungeret

operator f'(for hvilken f(x).y = x-£'(y), X,y € V), og angiv f',

Lad f:V - V vere en linemr operator i et vektorrum (V,+,R 1l ”)
med indre produkt. Det forudsattes, at f har en adjungeret
operator f'., Vis, at hvis et underrum U ¢ V er invariant

ved £, altsd £(U) ¢ U, vil U-L vare invariant ved f'.
Vis, at hvis en linesr operator £ i et n-~dimensionalt vektor-

rum med indre
produkt har n egenvektorer, som danner et ortonormalt sat,
vil den vere symmetrisk (d.ves., at £(x).y = x.£(y) for

alle vektorer x og y i rummet).

Med Cz[a,b] betegnes vektorrummet af alle i intervallet [a,b]

definerede kontinuerte reelle funktioner med det indre produkt

b
o9 = [ ot ()at.
a
Lad der vere givet en reel funktion K, som er defineret og
kontinuert i kvadratet [a,b] x [a,b], og som er '"symmetrisk':

K(s,t) = K(t,s) for s,t € [a,b]. Vis, at der ved ¢ » ¢, hvor
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b
y(s) = / K(s,t)p(t)dt,

a
defineres en lineazr, begranset og symmetrisk operator 1

hele rummet 02[a,b]°

16. Lad 02[~1,1] have samme be tydning som i ¢v. 15,
Mea C§[~1,1J betegnes underrummet bestéende af de i interval-
let [-1,1] definerede reelle funktioner med kontinuert af-
ledet af anden orden. En linesr differential operator
L:C5[~1,1] » Cy[~1,1] defineres ved

Lo(t) = D(+%=1)De(t)], o€ col-1,1].

Vig, at L er symmetrisk (dev.s., at Loy = @1y for
Q. € cg[-1,1]),

17. Bestem for hver af fglgende kvadratiske former en ortogonal

koordinattransformation, ved hvilken den reduceres:

2 ~
B(x,x) = x,° = x,%, x € 1,(2,R)
2
B(x,x) = 5x12 + 7x,° 2/3k1x2 X € 12(2,P)
B(x,x) = x ° -z x x € 1,(3,R)
Xy X) = X, 0%z X oD,
2 2 N
B(x,x) = x,7 + 2%, - Lx,x, = Lx, x4 x € 1,(3,R)
B( ) = 23 2 Cox? - x4 Lx,x, + Lxox x € 1,(3,R)
X,X) = 2%y Xo 3 192 2%3 = AR

[se
~
L
i

]

2x1x2 + 2x1x3 + .23{1XLL + 2x2x3 -+ ZXZXM + 2X3Xu

Angiv 1 hvert af de fem fgrste tilfelde typerne keglesnit
og keglesnitsflader med ligningerne

B(xz,x) = c, c € R,
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18. Lad £ : vV, >V, 08 ¢g: V, = V, vare tn ombyttelige symme-
triske lineare wperatorer i et n-dimensionalt vektorrum Vi
med indre produkt. Vis, at der findes en ortonormal basis
i Vn’ hvis vektorer er egenvektorer for bade f og g. (Vis
fegrst, at hvert egenrum for £ er invariant ved g, d.v.s.,
at det afbildes ind 1 sig selv ved g. Benyt dernmst, at re-
striktionen af g til et sadant egenrum ogséd er en symmetrisk
operator, )

"Vis det tilsvarende far totalkontinuerte, ombyttelige ng

symmetriske linesre mperatorer £ ¢ Vs Vogg : V-V, hvor

V er et vektorrum med indre produkt, som har en numerabel or-

tonormal tilnmrmelsesbasis.

19, Om en linezr operator f : Vn-e Vn i et n-dimensionalt vek-
torrum Vn med indre produkt forudszttes, at den er symmetrisk
og pnsitiv semidefinit, hvormed menes, at den kvadratiske
form £(x)+x er positiv semidefinit. Vis, at der findes en og
kun een symmetrisk mg positiv semidefinit operator
gV, -V, sdledes at g2 = f. Den betegnes med f%. (Hver

symmetrisk matrix, hvis tilhgrende kvadratiske form er po-
sitiv semidefinit, har netop een '"kvadratrod', som er symme-
trisk, og hvis tilhgrende kvadratiske form er positiv semi-
definit.) (Benyt, at der findes en ortonormal basis i Vﬁ,
sdledes at f bestemmes ved en diagonalmatrix, og for enty-
digheden, at en operator g af den forlangte art ma vare om-

byttelig med £; jfr. gv. 18.)

*Vis det tilsvarende for en totalkontinuert og positiv semi .-

definit symmetrisk operator £:V - V i et vektorrum V med

indre produkt, som har en numerabel ortonormal tilnmrmelses-—

basis.
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20.

27,

22,

Lad f vare en enentydig linesmr afbildning af et n~dimensio-
nalt vektorrum Vn pa sig selv. Vis, at der findes en og kun
een symmetrisk linemr afblldning s : Vn - Vn og en og kun
een isemetrisk afbildning i : v, - Vo saledes at £ = seoi,
(Hver regulzr (n x n)-matrix kanpd en og kun een méde skri-
ves som produkt af en symmetrisk med en ortogonal matrix.)

1
(Betragt (fof')?; se gv. 19.)

Lad £ vaere en symmetrisk linesr operator i et n-dimensio-
nalt vektorrum med indre produkt og B(x,x) = f(x).x den til-
hgrende kvadratiske form. Lad endvidere

%1 2N 2 see 2N,
vere dens egenverdier, hver taget med s& mange gange, som
dens multiplicitet angiver. Da gmlder

max B(x,x), N, = min B(x,x).
l1xll<1 Izl

Z
I

N, = min max B(x,x)
<V, xlvy
i = 29 sae 1’1“1,

=  max min B(x,x) ,

VsV, V.

hvor V,_, og V _; gennemlgber alle underrum i V. af’ dimensio-

nen henholdsvis i-1 og n-i.
En ellipsoide 1 det tredimensionale rum Vj har halvakserne
a, < an < a3. En plan gennem centrum sk&rer ellipsoiden 1

en ellipse med halvakserne b1 < bz’ Vis, at

a1 <D

oy g8, £by ¢ Bze

Generaliser dette til en kvadrik med ligningen B(§,§) =1

i et n-dimensionalt vektorrum med indre produkt.
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23. Der er givet en ellipsoide med halvakserne a, < 8o < a5°
Vis, at der findes mindst een plan gennem fladens centrum,
som sk®rer den i en cirkel, og bestem antallet af sadanne
planer. Angiv samtlige planer, som skarer ellipsoiden i en
cirkel.

Gennemnfgr en tilsvarende undersggelse for hyperboloiderne

og en keglesnitskegle.

2L, Lad f:Vn - Vh og g:Vn - Vh vere to symmetriske linesmre ope-
ratorer i et n—-dimensionalt vektorrum med indre produkt.
Dereg egenverdier betegnes henholdsvis med

7\127\2250.27\n0gu12/122oa.__}/,[,n.
Om de tilhgrende kvadratiske former forudszttes, at
f(x).x ¢ g(x).x for alle x € V . Vis, at N\; ¢ p; for
i=1,ooo,n¢ (Bel’lyt ¢V- 21)0
Fortolk dette, ndr n = 3 og begge kvadratiske former er po-

sitiv definite, som en sstning om halvakserne i to ellip-

solder med felles centrum, hvoraf den ene omslutter den anden.

25, Lad £ vere en begranset linesr afbildning af et vektorrum
V med indre produkt ind 1 sig selv. Det antages, at der
findes et ortonormal system € S N, og et reelt tal
i + 0, sdledes at fglgen af vektorer f(gi)jugi konvergerer

mod O, Undersgg, om f kan vare totalkontinuert,

26, De begrznsede linemre afbildninger af et vektorrum med indre
produkt ind i sig selv udggr med additionen og sammensst—
ningen som kompositionsforskrifter en ring. Eftervis dette.

Vis, at de totalkontinuerte blandt disse afbildninger dan-

ner et ideal 1 denne ring.

27. Lad £ :V > V, n€ N, og £:V » V vaere linemre operatorer i

et vektorrum V med indre produkt. Det forudssttes, at
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28,

1im sup [If(x) - £ (x)]l = O.
n - of|xf/=1

Vis, at hvis rummet V er fuldstendigt og operatorerne fn’

n € N, er totalkontinuerte, vil f ogsd vare totalkontinuert.

Om en linear operator f:V - V 1 et fuldstzndigt vektorrum V
med indre produktforudsattes, at den har en adjungeret f':
V . V. Vis, at hvis en af operatorerne £, £'of, £' er total-

kontinuert, er de to andre ogsé totalkontinuerte.
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transponeret matrix
transposition (speciel permutation)
trekant

" , orienteret

trekants areal
trekantsmatrix
tyngdepunkt
tellelig (=numerabel) mmngde

AG, indelks

III, 5,11
III, 5,11
ITI, 5,12
111,10, 2
111,10,12
1I1I,10,26
111, 7,20
IIT,11,16
IIT, 5,11

I, 6, 1

I, 7, 9
III, 6, 3-4
III, 6, 4
1II, 7,10

III, 2,153
I, 1, 4
III, 7, 1
111, 5,16
I11,10,27
6,18
II11,10,27
I, 2, 3
I, 7,14
I, 6, 1
I, 6, 1
I, 7,10
III, 2, 1
III, 2,19
III, 2,19
III, 2, 3
III, 6, 5
I, 6,12
III, 5,15
111,10, 6
111,10, 6
111,10,16
III, 5,12
I, 5,73




Mat, 1, 1960-61

Udsagn
udskiftningssstning
uendelig msngde
ulige permutation
underdeterminant

undergruppe I, 6, 1

" , normal (= invariant)
undergruppes indeks
underrum (i vekborrum) 111,
unimodular gruppe
universalmsngde

Vandermonde~determinant

vektor I1I,
", geometrisk I1T,
", modsat I1I,
v, nule ITII,
"o, sted-

vektorfunktion, linesr

" R ", induceret
vektorrum ITI,

" , orienteret
vekbtorrums dimension
vektors koordinater
7enstre sideklasse

" trans’ation 1 gruppe
vindsksve linier
volumen, polyederflades

", tetraeders
volumenfaktor
volumenmél for parallelotoper

volumentro arbildninger
Wrornski~determinant

Xgte delmengde

gkvivalensklasgse

skvivalensrelation

skvivalente (=lige megtige) mmngder

2',115
241713
2,123
2,12;

2,13;

AG, indeks

I,
111,
I,
L

1, 2
4,16
2, 2
6,16

I111,10,21

; 1L,

II,
11,
I1I,

2, 2 og 6
2, 6
2, 8
4, 3

I11,10,26

I,

3, 1

111,10,22

111,
ITT,
111,
111,
IIT,
IIT,
III,
T1I,

4, 1
4, 5
4, 2
4, 2
5.1
7, 1
8, 1
4, 1

IIT,10,24

11T,
III,
11,
1,
IIT,

4,14
5, 1
2, 4
2,19
1, 4

I11,10,28-29
I1I,10,27
III1,10,25 og 30
111,10,10
TIT,10,26 og 30

111,10, ov. 29

H

H

2

L I e

?

2, 4
7,13
7,10
5, 2




Matel, 1960-61 AG III
Rettelser,
I1I1I,8,10, linie 6-5 f.n. Lmsogﬂ(o) SQ(X)’ f¢(OX) i stedet for
(0), (X),2 (00).
11,8, ove T, linie 2 lms: E, pé E] i stedet for E, ind 1 E{o
I11,10,2, limie 1 lms: = E(gﬁ+lg@,g2) = i stedet for
= FlwAm,,u,) = -
I11,10,3, limie 3 l=s: F(a,,a,) i stedet for f(a1yc2),
linie 4 les: U400 i stedet for W 3Unp 0
I11,10,11, sidste limie les:A'e og A'e 1 stedet for 'e og "e,
I11,10,12, linde 5—4 fone. skal were:

F(‘ ..’,E‘—F)'Eb“"”."gj ’,voo)

F(coo,qﬂ,eot,uayeoo) + IF(‘°'9uj"°°,m;D?°"’)‘
I11,10,19, limie 4 las: Jl i stedet for _ v

II1,10, ove Ty limie 3 f,m, l®s: = - F(AB CD 58) i sttedet fox

_ 1
T b

111,10, ow. 24: det tredie element i determinantens msstsidste

FO’.O

(I ]
raekke skal vere TE;§7T'I4Stedet BOT TH YT ©
II1,10, ov. 29, sidste linie lms: (Bemyt ov. 28) i stedet for |

(00027)3
I11,11,3, linie 4 f,m., skal ware
3 det(g[1,,coo-).2‘ 1}b}"alr+1 ] ooa"al ,l+1g,o¢o,d, )
Xilu— det(al,]’aue,%'r) ”

IIT,11,8, limie 6 f.n, l®s (Wy,Wé)%(0,0) i stedet for (a1,a2)

:‘: (O!/O )/0
III,11, owe 3. Tilfioj efter matricem: idet de konplekse tals

legene legges til grund,
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