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RATITBL  1:  Tndledning.

Yort Emne akal fremfor olt vero den nabturlise Talymkke, ol bona
Strukturen (N ,+,+, <),
Kroneckery (lBQTmQI) skrﬁv: "Die pancon Zahleon hoat der lieve Gotd
sogehaffen, alles anderes jot Menschenwerl," e det indlodende
Aigebrakursus er det bekendt at man kan pgaa dybere, idet 'eano
(L358-19%2) opg andre gav en akoiomabisk Opbyeming af Talrrkken
wldfra Tallet 1 ved Hjmlp af Procesaen "at lmege 1 111", eller
Togere udtrykt — "Talrmkken er on stodipgt forbumticlisg Renae
en, to, tre,... uden Gentoarelcer? Ved denne Fremgtilling faar
man ogsaa umiddelbart den naturlige Ordning af FMoengden, albsan
Strukturen (N, <),
Det er ogsaa belendt hvorledes Talrmkken kin orguaniseres rcom
ordnet Halveruppe paa to Maader, ved "Additicon" og "Multirlikatli-
on", og at disse Regningsarter yderligere opfylder de smdvanlige
Betingelser (de kommutative og distributive Love).
Halvegruppen med + kan udvides til en Gruppe, og derved onnaar
man det ordnede Intecritetsomraade (Z,+, *, <) som en Udvidelse
af Strukturen (N ,+,+, <),
Desuden har som bekendt ( &,+,°, <) Egenskaben: Inhver
nedad/opad begrmonset Talmengde har et minimalt/maximalt  Plement.
Specielt har (N, <) den "nedsticende ¥mdes Leenskab'": Enhver
aftagende (i svag Forstand) FPelge er sluttelig stationmr.
Denne aidste Lgenckab er issr fremhmvet of benyttet t11 Umualipg-
hedsbeviger af  Pierre de Fermat (1601L-65) i Metoden "descente
infinie':

Mvis MM, o o & M o=h ,:}’ D: beaaabeM san er M=0,
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Bksempler (den endnu ikke omtialtie men velkendte entydige Primop-

Leoning af hele Tal benyttes):

1)

Tallet y; er irrationalt. Thi antages Vﬁ = p/q, p,qg§ﬁ¥ﬁ

Taas p2 = 2@2 hvoral foleer at p er lige, p = 2r, op

“ . o
indswmttes dette fans o= 2r2 saa at W2 = o/r: endviderc
: ¥ i *

er aabenbart p>» g. lLad na W vere Mongden af mulige Twlle-
re for V?l gaa vil M med p ogsoa indeholde det mindre

Tal g, hvoraf felger at M er tom og M? er irralional,
Polynomiet x3 + (?x+3)3 + 1 = 9x3 + 56%2 + B4 + 29 har
ingen rational Rod og er altsaa irreducibelt over ﬁQ»

Bevis: Prever vi med x = p/q (p &4, qe/N) op indswiior

faas
-2 . 2 3 :
(A) l9p3 + 36pTq + 54qu + 28q) = 0
= ¥
deleligt med 3, altsaa q = Bql :

indswttes dette faas (ved at dividere med 9)

2 - 2 3
p3 +L12p qq + 54pql + 84q11 = 0

deleli%t med 3, altsaa p = Bpl 2
indsettes dette faas igen Ligningen (A), men nu med Py 08
4y i 8t.f. p og q (ikke overraskende, da den er homogen i
p og q). Hvis M er Msmngden af mulige Nevnere (& /M) for
x vil M med ¢ altsaa indeholde 4y < d, hvoraf felger at
M er tom., (Man bemmrker, at Polynomiets Irreducibilitet

ikke kan bevises med det fra Algebraen bekendte "Eisen-

steing Kriterium").

Lad ogs uddybe den i det foregaende behandlede Induktion med

folgende Setning, som vi for at gere den mere umiddelbart for-

asbaselig vil formulere grafteoretisk:



Ramsey's Swtning (R. 1903-193%0): Lad der vewre givebt en Graf be-

stasende af uendelip mange NPunkter og deres Forbindelsesli-

nier (netop én Forbindelseslinie mellem hvert Punktpar), og

enhver af disse er enten rod eoller gron. Da er det muliot at

udtage en uendeélip Delgraf, 1 hvilken samtlige Forbindelsen-

linler har samme Farve.

Bevig: TLad Punktmengden hedde M. For a € M sstter vi R lig

Mengden af de Punkter i M som med reod Linie er forbundet med n,

0g Ga 1ig Mengden af de Punkter aom med gron Linie er [forbundet
5 9 2 = AN s

med a; R, + G =M %@w

Dergom nu

(%) /ﬁ/A & M,A uendelig ;3 a & A: AN R uendelig

paar det at udtage en uendelig "red" Delgraf:

Vi velger 8, € AO = M saaledes at A, = Ao bea vendelig

’ 1
@ o 9 8:2 ﬁ Al e ¢ v A2 = A‘l.n Ra’g S ¢ B
b 6 ® 8,3@ A.2 6 & @ A3 = AgﬂR&3 s » @
n-1 0e8.Ve,
da a_ & A = fﬁ R vil enhver Forbindelgeslinie mellem
n -1 j=1 aj

a, o8 aj vere rod (for j <= n), saa {an} giver en red Graf.

Dersom (7) svigter gmlder Negationen

31&0 i‘;zf?; M, Ao vendelig ?a & AO: ‘Ao e} Ra endelig
o dermed
b’A & Ao’ A uvendelig b/a‘é At A.f?Ra endelig.
Men da A (] Ra endelig medforer A €§Ga uendelig ses, at vi er
kommet tilbage til Zituationen fra (2), blot med "gren" i St.f.
"red" og med AO i 8t.f. M; vi kan altsas i dette Tilfwlde ud-

tage en uendelig gren Delgraf. [j



Kommentarer:

1)

Der er naturligvis intet 1 Vejen for at der kan vere ¥ilimlde,
hvor det er muligt at udtage baande en uendellg red og en uen-
delig gron Delgraf.

Setningen kan umiddelbart generaliseres il et endeligt Antal
Farver, h Stk., idet man ferst udtager en red Delgraf eller
en gom kun indeholder de wovrige h-1 Tarver; 1 det asidste
Tilfwlde udtager man dernmst enten en gron Delgrafl eller en
som kun indeholder de evrige h-2 PFarver, o0.9.v.

Bevisel benytter aabenbart Udvalgsaxlomet, men dersom den give
ne t@raf bestaar af eller indeholder en Punktfelge kan det guo-
res konstruktivt, idet man ved hvert Valg af 8y hlot tager
det forste Punkt som opfylder de snskede Krav.,

Det er rimeligt - og ogsan vist af Ramsey - at der gmlder"en-
delige Tilnmrmelser" til Smtningen af Typen: Hvig man har en
flerfarvet Graf med et stort Antal Punkter, da kan man udtage
en ensfarvet Graf med et rel gtort Antal Punkter., lMen nume-
rigke Vurderinger af de indgamaende Antal ferer til voldsomme

Vanskeligheder, som trods stort Arbejde langtfra er lost.

Bksempler:

1)

Hvis der er givet uendelig mange Punkter i et euklidisk Rum
er det muligt muligt at udtage enien en uendelig Delmmngde
hvori alle Distancer er rationale, eller en uendelig Delmsmng-
de hvori alle Distancer er irrationale.

Af en vilkaarlig l'elge af Blementer XqsKpys oo i en totalt
ordnet Mengde kan man udtage enten en strengt monoton Delfwle.
ge eller en konstant Delfelge (man lader blot for i = J ftre
Farver gvare til hhv. X« ij X, = Xj og Xy & Xj)u Man be-

merker, at 1 (R,*<) kan dette Resultat let ses direkte, men

derved benyttes limsgup og liminf i denne Struktur ().



%) Matematiske Vmrker har hyppiot monge Referencer til (tid]ige-
re udkomne) matematiske Varker. A et uendelipgt (eller pegsel
stort) matematisk Bibliotck er det muligt at udtare et uvonde-
1igt(eller ret stort) Delbibliotek D, enten saz ingen Hog i
D refererer til nogen anden Bog i D, eller saa enbhver log i

D refererer til samtlige wldre Doger 1 D,

Det er bekendt at den induktivt definerede Talrmekle kan benyties
til Angivelse af Antal, altsaa som Kardinnltal, der paa denne
Moade bliver et afledt Begreb, medens Ordinaltallene er det pri-
mere (det sker, idet man jo er i Jtand til at bevisc den oftle
empirisk konstaterede Kendsgerning, at hvis man fx. har cen Stabel
Nummersedler med 1,2,%,... og axtter fn fast paa Rygegen af hver
af Deltagerne i et Cykelleb, san vil mon altid komme lipe langt
ned i Punken hvordan man end fordeler Sedlerne paa Cykelrytterne,
og Tallet paa den sidst benyttede sifes saa at angive Antallet).
T PForbindelse hermed har man Sstninperne (idet vi lader 5A[ be-
teone Antallet Elementer i Mangden A): Hvis en Afbildning

A-»DB er injektiv saa er ]A[ < (Bﬂlhvis den er surjektiv saa
|5 1.

Disse Sstninger og deres umiddelbare Konsekvenser er Indholdet af

a

er }A(g [B{? og hvis den er bijektiv saa er ]A{

de saakaldte Skuffeprincipper (tysk: Schubfachpr., eng.: plgeon-
hole-pr.) som er fremhmvet og med stor Succes anvendt af Lejeune
Dirichlet (tysk, 1805-1859). ILad os nmvne et Par: "Hvis man har
flere Skuffer end Ting i dem, siha er nogle af Skufferne tomme"

o "hvis uendelig mange Ting er fordelt i endelig mange »kulfer,
gar vil mindst en af Skufferne indeholde uendelig mange Ting".

1) (Variant af klassisk Opeave) Der [indes i hvert Fald 3 Menne-

aker 1 Kebenhavn som har det aomme Antal Haar pas Hovedet,
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Revig: Pergontallet er 2= 500.C00 (hvorledes det ond udregsros)
o Antallet Haar pas cb lHovede er =< 200,000 (50,000 anriven
som "normalt", 120.000 som ekcentionelt astort), op puttes
500.000 Mennesker 1 200.000 Hiuffer vil mindst en af denm
indeholde mindst 3 Personer.

For at kunne skelne mellem n Tilfwlde maa der vmre mindst n
forskellige Muligheder i Informationsmaterialet:

a) Givet n Mpnter, af hvilke en falsk med (lid®) afvigende
Vezat . Uden Lodder skal man ved hejst p Vejninger paa en
ligearmet vkaualvegt finde den falske og bestemme om den er
for let eller for tung. #nhver Vejning kan‘give 3 Resultater:
Ligevegt eller hojre Dkaal tungest eller venstre Skaal tungest.
Altsaa

21 < 3pﬁ

(NB: Det er uden Betydning at Iremgangsmaaden ved de senere
Vejninger vil afhxnge af Resultaterne af de Toregaaende.
Endvidere ses, at Betingelsen kun er nedvendig; for n = 2
er Opgaven uleselig).

b) Bt Personnummer bestasr af 10 Cifre

e
[N

a b/c d/e f - g h
e, ) Ar

De 4 forste Cifre angiver en Dato, og der er altsaa ca. 360
Muligheder for dem; de gidste 6 Cifre giver 106 Muligheder,
men det samlede Antal Muligheder bliver kun ca. 33,000,000,
da der i Nummeret er indbygeget en Kontrolregel (Tallet
4a+3h+2c+Td+6e+5+dg+3h+2i+3 skal vere delelilg med 11¢ be-
merk ot dette fx sikrer mod Omhytning af to Nabocifre). Man
ger at der er et vist Overskud i Fh.t. Danmarks Befolkning,
men dels skal Systemel jo ogsan kunne identificere (nylig)

afdede og endnu ufedte Personer og dels er med den givne



N
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Aldersfordeling viane Fodoelaanr hyppigere ond andre (o0 bl,a.

al Hennyn il de hundredennripge benybthes o o= 5 wved fedeola-

aar  18.., hvilket vasentlict nedomtbttor Ant 1let), op endelip
akal der jo ogsaa vare Plads Lil statisticke Bvineningor; at
j lige benyttes lor Kvinder op ] ulige [lor Mmnd betyder ikke
noget vmsentligt Tab, div der er nogenlunde lige mange.
Ethvert naturligt Tal har of positivt Multiplun, som i
Titalesystemet skrives med kun Cifrene O og 1 (russisk
Olympiadeopgave) .

Bevis: Ved grdvanlip Division med n  er der kun fmlighed
for n forskellige Divigiongsrenter. DBlandt Tallene

1, 11, 111,... vil der derfor viere to com giver mampe Hesth
ved Divigsign med Tallel, op dercs Diffarens har mgenskaben.

Hvis man blandt Tallene 1, 2,..., on udtager n+l  Stk.,
vil der blandt dem findes to a og b, hvor a8 pganr op i b
(det er aabenbart ikke tilstrokkeligt at udtage n Stk.,

idet Smttet n+l, n+2,..., 2n ikke har BEgenskaben).

Bevis: Bthvert naturligt Tal kan akrives paa Formen Qh“u,
hvor u er ulige. Her kan u antage de n Vardier

1, 3, 5,c00y 20~1 opg vi putbter nu Tal med samme uw 1 samme
Skuffes der vil vere mindst en Dkuffe med flere Tal, og to

af disse har ligenskaben.

Hvis man har 9 Punkter i det 3—dimensionale Heltalsgitter
225, da vil mindst et af linieastykkerne imellem dem indehol-
de et Gitterpunkt i sit indre (anbenbart er 8 Punkter ilkke
nok, hvilket ses af Hjernerne i en lnhedsterning).

Bevis: Punkterne falder i 6 Llasser af Type (lige,lipe,lige),
{1ige,lige,ulige), ..., altsan mindst en Klasse med to Punkter.
Deres Koordinatdifferenser er lige, og Forbindelsesliniestyl-

kets Midtpunkt er derfor et Gitterpunkt.



6) Hvis der er givet wendeliys mange Punkter i on euklidink Plan
og, samblige Distancer er heltellige, saa vil Punkterne Lipggn
paa ret Linie.

Revig: Tmsd A og B wvwmre Lo

af Punkterne. Tor et Lradie N

&“u.:%(\\}v%‘
Punkt P er [PA - PB| hel
o = AR, o Povil der- )

for ligge paa en af endelig ﬁff
mange Hyperbelgrene med Brond- ///

punkter i A og B eller aovi.

",

pas Midtnormalen cller en ot Halvliinierne udfra A eller H.
Gores det samme med PA 1 Dt.f. AR Tans igen et endeligl
Hyperbelsystem, og de to Uystemer har ialt kun endeligl
mange Fmllespunkter (to lHyperbler har hejst 4 Felleopunkier,
da et Keglesnit er bestemt ved 5 Punkter), medmindre T 1ig-
ger paa Linien ADB, 1 hvilket Tilfalde Halvlinierne tildels
vil falde sammen. HMen nanr Punktmeneden er uendelipg man

det sidste Tilf®lde indtraffe, og Mwneden er linemr.

Beviset skyldes P.Brdoag, (1913 -~ ).

Iad og viderefere Skuffeprincippet med on mere gencerel Afbildnings-—
swbning, som lest udtrykt siger at "det er muligt at anbringe

Ting i Skuffer pas ensket Maade medmindre det er aabenlyst uma-
Ligt".

Ligeaom tidligere skal éAi betegne Ilementtnllet 1 lMengden A,

At en Afbildning o af en Mengde A er injekliv kan asbenbart

udbrykkes ved at det for enhver endelig Delmmngde D & A gslder

at Bf(D)é = iD!»



9

Idet M og K er endelige Mengder vil vi betragte Afbildninger

fe M %%{Delmmngder af Kga for a & M har vi altsaa T(a) & K

og for en Delmmngde D € M swettos (som swdvanlig) £) = r(a).

Man bemsmrker at f(DUE) = £(D)UF(E) og at £(DOE) & £(D)n r(1).
Tdaet ;f(a)! hetegner Antallet of Elemenﬁer(i K)seﬁy at en Af-
bildning M =2 K kan opfattes som en Afbildning af ovennmvnte

Art hvori !f(a)l = 1 for alle a.

For Afbildningerne indferer vi on partiel Ordning idet vi amh-
ter fﬁ >~f? dersom f](a) 2 1,(a) for alle a & M. WMan ser at
Ao - - [l

q(D)I for alle D & M.

“

£y ?’fg medferer at ]fl(D)]% /f

Konig's Smitning (D.Konig, 18 <19 ): Nedvendigt og tilatrekke-

ligt for at £ majoriserer en injektiv Afbildning af M ind

iKerdetat [Dlz |£(D) foralle b Ewn.

Epn Variant af Smtningen er senere fremsot af Philip Hall, og

den gaar derfor undertiden under hans Navn.

Bevis: At Betingelsen er nedvendig er klart, thi som bemwmrhket

ewlder for en Injektion f at |D| = lf(D)( for alle D & M.

Vi skal vise Tilstrakkeligheden.

Tad I' vere Mmngden af de f for hvilke IDJ et [f(D)l for alle

D &M, Saa er Problemet aabenbart at vise, at ethvert LBlement

i P gom er minimalt ved <= er en injektiv Afbildning M -»K,

thi da F er endelig vil ethvert f majorisere et Minimalelement.

For et £ & P gmlder [D\ = lf(D)l for visse (evt, ingen) D & M,
%) og dersom det gwlder for Dl 0g D2 san gelder det ogsas for
)

& Dliﬁ Dy (og iwvright ogsan for Dy U D2)9 idet

)Dll .

+ |, = J:Q1 U D, + [Dy D, !:r:‘(Dlu Dy )|+ €0y D)
= [r) v M) ]+ [fm) arm)] = [t )] + [t(D,)]
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50m i@@nk@f lig /Dl{ + 3D2l9 gan der man pmlde Lipghedstoepn |
Ulighederne her, Endvidere ces ot for et 1 & 10 kan £{n) ilke
vere tom, da jo lf(a)[ 2 [ {s;’»% Z 1.

At £ er minimal i T betyder, ol lwvorledes deor end Tiernes of
Blement o fra et f(a), san vil der vrere en ULighed }D}g ﬁﬂfﬂ!
gom brigter,

Heral ses for det feorste, at for ethvert a moa der [Mindes et
D& a for hvilket }D}ﬁflf(b)iy thi hvig vi altid havde

[Df dl'f(D){ kunde i vargte Fald Ulighedstegnet blive wondret
til et Lighedstegn; endvidere ses at Ulilghedens Bristen sker

ved at det paspmldende ¢ ikke ligger i noget £(a'), a' é& b,

aW;$ a (for hvis det gjorde det, vilde det jo stndig tilhere

Rlandt de D% a,hvor (D(:?}f(D)/ vil der ifelge éi vinre of

mindste, nemlig Da = PFellesmengden Tor dem, og det paagsxlidende
¢ tilherer altsaa ikke noget f(a') med a'e D, at$F a. Vi
noterer, at lDal::1f(Da)I”

Nu var c¢ et vilkaarligt Element af €(a), og vi har derfor

£(n, N fa}) = £(D,)>f(a) ox dermed [f(Da\{a})l = |£(0)| - Je(a)]
= EDa [m lf(a)l og da £ & F er dette Z ’Dg&{a}[ = [Da -1,

saa at |f(a)| £ 1.

Dermed er vist, at ethvert )f(a)} = 1, saa f er en Afbildning

M-»K, og da. f € I saa h)lg[f(D)l er det en Injektion. g?

Uksempler:

1) Lokalefordeling paa H.C.0rstedinstituttet til et vist Tids-
punkt. Bt Studenterhold a kan p.G.a. sin Sterrelse, Krav
til Tavleplads og Installationsr o.s.v. kun benytte en vie

Delmengde f(a) af den samlede Mxngde K af Auditorler, Hvis

en Fordeling af Mengden M af Studenterhold skal vere nulig



B3
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L1

(og injektiv, idelt mon ikke ensker to Hold i samme Kum),
er det klart, at for en vilknarlig Samling af {D’ Stk
Hold skal der kunne komme mindst ligesan mange Audito-
rier paa Tale, men Ssiningen viser saa, at denne nedverns-
dige Betingelse ogosan er tilstrekkelig.

En Samling M af Raad a med tildels de samme lMedlemmer f(n)
skal hver sende en Reprmsentant til et nyt Raad; 1 dette
kan ingen Deltager optrmde som Reprmscntont for mere end
et af de gamle Raad. For at &eﬁte kan geres er det klart
nedvendigt, men altsoa ogsan tilstrekkeligt, at et vil-
kaarligt Set D af Racdene skal have ialt mindst IDl fore
skellige Medlemmer.,

"Agteskabsproblemet": Mo har to Mengder D og P med 1lige
mange Blementer. Der findes en Del (venligtsindede og
gensidige) Bekendtskaber mellem Blementer fra D og P.
Dersom blot enhver Delmengde af D tilsammen kender mindst
ligesaa mange Elementer fra P, sas er det muligt at fore-
tage en Bijektion mellem Mwngderne, saaledes at hvert d & D
forbindes med en ham bekendt p &€P. Heraf folger det(paa
Forhaand langtfra indlysendeg at cnhver Delmengde af P
maa ogsaa tilsammen have kendt mindst ligesa: mange Elemen-

ter af D.

Pra tidligere Algebrakurser er det bekendt at det ordnede Tnte-

griteteomraade (2?9+,~,@i) kin udvides til sit Breklegeme

(QQ,+9oﬁ‘ﬁ), som vi ogsaan lejlighedsvia skal betragte.

De videre StfuktUlﬂf‘ﬁa oo él og Funktionsleren pas dem skal

v i

kun benytte som Hjmlpemidler, men ikke for deres egen Skyld

(dog vilh de bl.a. indgan i fx Smtninger om Vurderinger af Tal-

mengder) ,



I Tantegritetsomrandet (22,+$n) kendes alle Tdealer, idet det
netop er Hovedidealerne (n), hvor nggﬂwg( og der grmlder deoi
specielle, at enhver Undergsrunpe 1 den additive Gruppe er of
Tdeal). De ikke-trivielle Homomorfior er derfor ATfbildninger-
ne af Typpn (Zv‘%s") P (i‘?{’y‘*‘?°)/(“) = (Z/ny4s“)? nvor Bille-
det er Restklasseringen modulo n. Den tilsvarende Akvivalens-
relation kaldes Kongruens modulo n Oh beternes &8 (mod n).
Den er indfert af Gauss (1//7-1855%) som det Terste Eksempel

paa en Akvivalensrelation harmonerende med Kompositioner.
(22?+,a) er altsna en Hovedidealring, dens invertible ilementer
er {f l% og en Klasse associerede or {i*a}9 og af enhver Klag-
se associerede kan vmlges netop &n Reprmsentant %A@’ (og Tul=-
tiplikation af saadanne Reprmsentanter feorer igen til Reprmoen—
tanter i ﬂv ).

For de ikke~invertible Llementer afﬂv gmlder at ab = ¢ =
1<« a,b « ¢, hvoraf ses at der findes irreducible Llementer,
nemlig i hvert Fald det mindste ikke~invertible Blement (altsoa
Tallet 2). De irreducible Elementer indenfor ﬁJ betegnes
"Primtal" og kan opstilles ordnet 2,3,5,... .

Hovedidealet frembragt af et Primtal p er et Maximalideal,
hvoraf felger at den tilsvarende Restklassering (ig;,+,w) er

et Legeme. Da et Maximalideal ogsaa er et Primideal vil

plab = p[a\/plb.

Da (229+9») er en Hovedidealring gwmlder for ldealerne den "op-
stigende Kmdes Egenskab", som medferer at ethvert naturligt Tnol
kan skrives som Produkt af Primtal. Endvidere gmlder "Fmlles-
maalsegenskaben", som medforer at den nmvnte Primoplesning er
entydig.

Medens Primoplesningens Mulighed er ret triviel - den mindste

Divisor storre end 1 i et Tal vil altid vaere Primtal -~ oas er



dens Entydigched ikke indlysende (omend ret let bevicelis, Ix
ved Induktion), hvilket £x Buklid (365275 (7) .Chr.) ikke var
klar over. "Buklids Algoritme” benyttede han $1)1 Bestemmeloe
al sterste fwlles Divisor for to Tal, men ikke il at viae
Primoplesningens Entydighed, den forudsntte han blot stilii-
ende. Entydigheden hlev feorste Gang omboldt op beviast afl Gauss
i "Disquisitiones Arithmetic:™" 1801,
At Primoplesningen er entydige kan ogoan ndbrykkes: Strukturen
(”V3~) er en Tri Halvgruppe med Primtallene som Irembringerele-
menter, hvor Glogen "Lfri" panre pan at der ikke Tindes nogen

ot olp B

Identiteter Py eee Py =y e (hf% mellem dena Blementer:

Holvgruppen er abelsk.

Punktionen fﬁ]g

e

Den paagmldende PFunktion er en Afbildning ﬁQ”% EZ, som til et

hvert x lader svare det sterste hele Tal mindre end eller lig x.

Reteognelse: [%] = "den hcle Del af x" (ent x bruges ogsia).

: [a 1
V2] = y

el ==2 -

a

il

sksemplers  [1]

P

i

. gmm
For aﬁﬁzz er [X+éj = [x] +oa. e { 2 3 ¢
) - X
Fndvidere .
[

X o= 1= £x} L x < £ﬁ?4~1.
Dlksempel ¢ Ex + ﬁj = det hele Tal com ligeer nwrmest ved », dog
det sterste hvis x ligger midt imellem to hele Tal, thi

{X + §J = n (?% n - j £ x = n o+ 4. Unskes det hele Tal

nermest x, dog det mindste hvis x ligger midt imellem to

hele Tal, kan man bruge m§;x+§7»



ksempel ¢ g N § 8 1
wJJ.,w,‘_..ﬂrw{glm..w. %». N } b ; X 1 7 J 3? e i [y ?‘ 5
| ® = & + L 4 “ o - e I
. n L n . i " nj

Rigtigheden fremgaar fx af at begee Sider er volsoende Trop-
pefunktioner af x, kontinvcrte ra hejre, opf de har Leoge
de aamme Spring, nemligs +1, nanr ¥ vokaende poaceroer ot
helt Tal, idet da netop et afl Leddene pun hejre Lide cprin-
ger: og Tor x = O gplder ormlen, O = C. Mon cer, al den

) . F ( - -
foranomtalte Funktion ix+53 oraan kan agkrives jzxj - jx]ﬁ

o

Ved en Divisionsligning med ilest forstango en Ligning, hvor der

til given Dividend D é’z?cthuvisor deﬁﬁv er taget en heltnl-

lig Kvotient q og en Rest r, saa D = d-q 4 1.
e e L Iy o
Den principale Divigionslipgning er den hvor q = Eg? hvillet

ses at vere cnsbetydende med ot 0 % »r =< d.

Pogitionssystemet .

Vi bruger 10-Talgssystemet; babylonerne brugte 60-Talssystomet
(Reminiscenser i Minubt-og Uekundinddelingen af Tid og Vinkler),
0g andfe ~ tildels bhlandede - Bystemer har veret brugt, hvoraf
der findes Reminiscenser i forskellige Sprog.

Ideen er som bekendt, at man velger et Grundtal ge%ﬂ&,\{lf, Og
san gelder Smtningen:

Bthvert Tal n € #J kan paa nebop én Maade skrives pan Formen

T
n = ao 4 alg‘: + s ee F F:lrg 9

hvor for alle j gwmlder O & zyj%‘g? og_endvidere —a = 0. 0p

L

i
omvendt vil ethvert Udtryk af denne Art fremstille et n & ﬁﬁ,

Den sidete Paastand er indlysende, og det feorste scs let ved
Induktion efter n, idet det anbenbart gwlder for n 2 g, og

- N n . In] b1k e e
for n > & har man ag = n - f;}ﬂg hvor !;j er naturligt Tal < n.
ta

£
N
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som Skrivemaade for Tallet n bhenyttes saa det ordnede oot

a_a R = T

B ' I R

Velkendte Swmtninger fra 10-Talssystemet ses at have tilsvarende

i g~Talssystemet, fx Ved Divi~ion med g1 vil et Tal give

dafime Rest som dets Tvwersum ar4ﬁsg+aj+aoﬁ

; - "" vy . . oep -
Thi Homomorfien (é? w0 =3 (& ,+,.) Torer g over i Btelemen-
s 7y o1 y ¢

o

tet, hvoraf Sstningen ses.
Denne Homomorfi kan som bekendt benyttes til en simpel Kontrol,

i 10-Talssystemet kaldet "Ni-Preve", paa Regningers Rigtipghed,

fx i 10~-Talssystemet modulo 9
23 .38 5.2
”L_uwlug«mi.w 3 w6,m

faas til 874+114=988 = 7 = 16,

Decimalbreksleren kan ogsaa umiddelbart overfores til vilkanr-

-

ligt Grundtal g: or O-ﬁgal agmttes b1 = [égj ; gim gégng j
b2::£%§%1’ 0.8.V.
og saa skrives 8 som Opblbg.a.

Der gwlder Sstninger scii: Hvis q gaar op i en Poﬁens af ¢, saa
vil 5 faa en endelig Udvikling; hvis g er primiék med & bhli-
vor 2 rent periodisk; o0.8.v.

Den konsekvente Brug af Decimalbreker blev indfert af Simon
Stevin (nederlandsk, 1548-1620); ievrigt kan man sige, at alle-

rede Babylonerne brugte "flydende Komma" i deres Tabeller.

De 1 Skolen indlerte Regne-

e d
skemaer kan ogsaa umiddelbart i
anvendes 1 g-Talssystemet, fx c ¢ d
e b ) s et e g d £
vigser hosgtaaende et Divisions-
e a e
askema udfert efter de smdvan- s

lige Vedtmeoter (tvetydigt paa



el enkelt Punkt

il at wviere 0).

idet del er en

, nemlig hvorvidt den sidste Rectl, d, har lov
Det er ct Bkscempel pan en velkendt Opgavetype,

Division 1 p~Talssystemet hvori hvert Cifler or

stattet med et Bogstav, og forokellige Bogstaver betecner

Torskellige Cifre; Opgaven er saa at finde Bogstovernes Cif-

ferverdi og Crundtallet g (Vink til lLesning: ind fTerst kren-

skaber ved d,e

0g ).

saadanne Opgaver kan vere norsomme, 206 de ikke behuver at vire

det kan ses af

f

TWO + ZERO = NOTHING,

som staar for en Multiplikation i 10-Talssystemotl, og er en god

Opgave forgaav

idt som den har netop On Lesning, men det er nmp-

pe muligt uden Brug af en steorre Elektronregnemaskine at olimi-

nere alle Mulighederne undtagen den cne rigtise, som er

867+ 2057 = 178%419.

qnanu et Bksempel: 11111 1 g-Talosystomet er ot Hvadratiels il
- 2 Ve ¢ 2 - 2 2
o seges. Idet (g+tg)© e gJ+J +e Tl o= Ko (g‘+ég+l)’ se8
: - . S gl

at K = (02 o5 )
= R bmx’»)/

2 . .
den eneste bulighed, og indsetter nnn

dette fausg en Andenpradsligning med Keodderne 7 og ~1, snoe g

wan vere 3, Indsmttes delte ser man ot det stemmer, idet

4
34

otort g medi

Gengwld faar

BBy - , 2
+57HFT454L = 121 = 117,

‘erer, at "allene n kan skrives kortere, men til

Pline.
man Brug Tor,.Ciffertegn, o - hvad der er verre -

man skal kunne den "Lille Additionstabel" op den "1ille Multi-

vlikationstabel" udenad, altsaa alle at+bh og a.b med O = a,b =g,

Der findes dog exceplionelle Regnekunstnere som regner i 100-Tals

asyslemet, hvilket tydeligt ses idet Facits Cifre (i 10-Taisayet.

bliver opskrevet parvis (men de Prestationer man almindeligvis

ser paa dyrehavsbakken o.l.5t. er ret ordinere).

Selve det at

opskrive Revultatot af on Hultiplikation uden hel-

~—



Lomresultater kan gerce eltor diogonalmetoden uden ol otiih

coentlige hukommelsesmonsige v

939176

.

o foer Facits Cifre boagfrn

Dere anden Yderlighed er g = 2, Der findes kun to Yifre, nemiig

0O oz 1, oo denlille Tahel"er indslkrsnket til: 11 = 1.

Lribniz (1646-1716) benyttede
Dunlaystenet, 08 do hon horte
nt Frarvshke Jesuitermissionarer
i Teking var stedt pas wld-

gamle Figurer, der maatte fTov-

x(‘)A)l”\“"'“"

x;(x._

Lolkes som Tal i Dualsystemet
foreslog han at mun lavede

e Medaille som hogstaacende,
der pan en Gang giver Dual-

cvatemet og kunde benyttbes i

Sionionen som Billede pan Ver-

gong Dkabelse., T Midten er en Onsmbningatshel, t.h. og t.v.
(utydeligt) ses 245=7 og H°%=15 ndlfert i Dualeystenel; Toro-
ven stosr:"Til at Tresbringe alt (2,%,4,5%ete.) af intet (st O)
er Bt {9 1) 4ilstrekkelich", forneden:'"lillede pno skabelsen?
o hons (Jatiniserede) Tnitialer o Aaret 1697.

bunlsystemets moderne Anvendelser er velkendte op skal ikke bo-

-

slorives her. Det indpanry ogsaa 1 talrige Dpil oo lignende.

n "Talkunst': % 5 7 9 11 1% 15
"Sig 1 hvilke Rekker det 2% 6 7 10 11 14 1h
af dig volegte Tal staar, 45 6 7 12 1% 145

og jeg skal sige dig hvad 8 9 10 11 12 1% 14 15
Tallet er.”

Pacit: Summen afl Hrekkernes Begyndel eastnl (1)

(hvorfor ?)

T alt det felgende bruges vort smdvanlige 10-Talssystem,



KAPTTEL I Om Trimoplesning o Primbtallenes

Fordeling.
Vi betragter Halveruppen (ﬁg,~)@ I den findes entydipe oo idid

milig Primoplesning

hvor alle p] er Primtal og alle ﬁji&AV (i en Del Forbindoloer
. N
ken det dog vere praktisl ot Lill do Bkaeponenter G{j = (03 om
man vil kan man jo ogsaa tenhe oie ot Priotollene eor opatillet
ordnet ogf at BEkoponenterne 6%7 800 er en Felee af Tl éﬂW@,
men hvori kun endelig mange Led or ponitive)a

Vi har "Gaa~op-Kelationen", skrevet mod Tegnet [ , definerct
ved at  a ) b = 3 v: b o= ne. Dens Neeation betegnos med f%” .
(irse Relationer of Detegnelcerne kan noturlievis bruces |
enhver multiplikativ Struktbur).

fina—op-Relalionen or

reflexiv, da o la
transitiv, da al\>A D (C = a/lc

3 ]
asymmetrisk, da A }h A a4 b o= bia,

det er altsan en reflexiv Ordningsrelabion paa AU ; dan e kun

partiel, ikke total, da 2,f3 A 3,%26 Man gor ofsan, ot den er
sterkere end Sterrelsesordningsrelotionen £ , idet a ]h*%zl &b

AT Primoplesningerne

X
e
1) - p-lgg J o ® I‘)]fﬁ 1‘

folger umiddelbart, at n} h ¢ alle 0% £ ..

fleraf folger igen, at der etkolgterer on sterste fwlles Divisor
. TT “{oA D
Tor a o b, nemlig (a,b) = j} P 1

o et mindote fmiloen

[}

O



1.9

Multiplum for a og b, nemlig mwfoMultﬁ{a,b} = {avb} -
P of ., v /g .
:; . J tJ o

Vi benytter her Beternelsen @&a/g til at an-

give det mindste af Tallenc 06+ og /Ry og e v/§ til at angive
det steorste af dem; den afkortede Retegnelse {a,b} er en ad
hoec Betegnelse kun til Bruge i dette Kapitel, den rummer eon -
dog nmppe alvorlig - Risiko for lPorveksling med Mencdesymbolet,
o som det straks vil fremgan kan den hyppigt nndveres; endelig

minder vi om at Betegnelsen (a,b) jo ogsaa benytles om det

-
aff a og b frembragte Tdeal indenfor éz, men da det netop exr
Trembragt af deres steorste {mlles Divisor kan det nmppe medfere

uheldige Konselkvenser.

Tdet (et ﬂ/é) + (%’V/@ ) = ol 4 A ses, Ay \a?b)»g&;b} = ab,

) a»b
sag fa,b )= 2o
R S SR ()
De nwmvnte Resultater viser, at nanr vi benytter 1 gom Ordningg-

relation, san golder at en endelig Menode har ved Gaa-op-Relati-

onen en nedre (Grense og en gvre Grense (20 Meneden af deres

frelles Minoranter har et sterste Element, nemlig sterste fwelles
Divisor for Mmngdens Ilementer, og Mengden af deres {mwlles Mo-
joranter har et mindote ¥lement, nemlip Blementernes mindete
feelles Multiplum).

Primtallene er netop Minimalelementerne i ”V \{1} ved Gaa-op-
Relationen.

*n . . N
Operationerne ( , ) og { . § kan opfattes som Kompositioner

o
indenfor W V4 Naar vi regner med dem kan vi enten direkte bruge
o X &

deres begrebsmmssige Definition eller vi kan regne med Exponen-

Lerne oh. i Primoplesningen for Tal a.

[*

Kompositionerne ( , ) og 1 , ¥ er idempotente, altsaa (n,n) = 8
Jus

og Ja,a} = a. De er kommutntive, altsaa (a,b) = (b,a) o




wngbg' fh]mﬁa De er associnlive, saa Udtrykkene (a,b,c) og

{abeG} 0.8.V, har en Moningvg

De forste Paastande er evidente, of det sidste ogsan idet baade
((a,b),c) og (a,(b,c)) ses at angive den storste fmlles Divisor

for a,b og ¢, og analogt med {a,b,c} .

Jindvidere ser man at (a,b) = a &> {a, v} = Doy

Setningerne understreget j—k viser at C%Jy( )1, ) er en
algebraisk Struktur af den Art som kaldes "lattice" ("Verband"),
endda kommutativ.

RBegge Kompositioner er distributive m.ll.t. sig selv. Det fol-

ger af de nwvnte Egenskaber, idet fx  (a,(b,c)) = ((a,h),(a,c))
fordi begge Sider er 1lig (a,b,c).

Enhver af Kompositionerne er digtributiv m.H.t. den anden, altsaa
(a,dv,ed) =4(a,b),(a,c)t og 4fa,(b,e)} = ({a,bl,fa,ck). Dette

er begrebsmessigt svarere at indse, men folger let hvis man be-

tragter Hxponenterne til p., idet v = (L Aag) v (e A
trag xponenterne ti pJy K A 9@ <Y = ( ,ﬂ) (e JO
(rigtigt, thi p.G.a. Symmetrien mcllem /ﬁ ogg&*kan vi antage
p&%wé og san er begge Sider lig miAér), og den tilsvarende
med A og vV ombyttet,

Man kan altsan "gange Parenteser ud", saa Ix

{(a,b)g(c,d)} = ({a,c},{a,af,{b,c}, {b?df)a
Taleksempel.: ?
({12,8},{9,42}) £(12,9),(12,42),(8,9),(8,42)}
(24 , 126 ) {3, 6 , 1, 2%
6 6

i

Gaa-op~Relationen harmonerer med ( , ) og 4 §, sao at

albAacld = (a,c) i(b,d) og => {a,ct [{b,dt. Begrebemmssigt

er det klart, og med Exponenter er det blot eﬁ;@%?/@%éygé}nedf@m
gﬁf\é) og analogt med V,

L

rer (%a(y) %



PFultiplikationen er ogsan en Komposition paa //V,, o med do bhe-
nyttede Betegnelser vil Produktet ab faa Lxponenterne m%+ﬁjq

Multiplikationen er kommutativ og associativ oo Gan-op-Rela-

tionen harmonerer med den, altsaa (alpafcld) = aclbd.

Bevis for det sidste: Beprebsmessist er det klart, og med bxpo-
nenter felger det af (a:gﬁ>/\(gﬁ§5) = ®5+5) = (p+d) .

Multiplikationen er distrilmtiv m.H.t. bacde ( , ) og & , F,

altsas  a<(b,c) = (ab,ac) oe n-ib,ct = lab,ack, og endvidere

golder hlc «= ablac.

Med Exponenter foleer det afl at @<+9@tﬂg) ::(%4/@,%(d+aﬁ og
den analoge med v , og det sidote af at A &) & olyA & M&/.

Derimod er ingen af de tre Kompositionecr distribulive m.H.t.

Multiplikation: Da(pa2) 3 (2:2)(2:2),
(P,002) o= (2,2)+(2,2),
»{2@1»2'&:}.’: {2,2}-{2,2}

(Addition er jo heller ilkke distribubtiv m.H.t. Multiplikation,
fx  2+4(2.2) 5 (242)-(2+42), og man kunde tro det gvert at [inde
on Komposition 9  som pao, IR' er distributiv m.H.5. Fultipli-
kation, altsaa a#®#(bec) = (aMb)e(aMc): en triviel Lesning

er x¥®¥y =1 for alle x,v, men der Tindeg ogsaa ilke-trivielle
Losninger, X X H#y = eloﬁ X - log Y. thi saa er (U\ e, )
hlot isomorft Rillede ved Lxponentialfuniktidnen af (R ,+, ),

oz her er -« distributiv m.i.t. +).

SJom tidligere nevnt er de tre Kompogsilioner koblet ved

(ayb)~fa;b} = a-b

og det er derfor muligt at undvere Tegnet % ) %, omend det somme-

tider kan give uprakticke Udtryk.

Fkosempel: :
Iksempel {a,b}-c
Vi har {a b, O} e som vi enten kan omckrive til

P



I»B‘ST)T‘ R ¢ 7 - a 7”67 « C ~ abe « (ay b, C)
ooy (ese)-(bye) 7 D b)Y el o). )
~'@~‘;bxd*9c)9(b9(—')§ (8,909])90) («E;b) (a,¢) (byc}

eller vi kan omskrive det t11l

Bb abe i
(D) - : oo
(27 » o) (av,(a,n)ee)  (ab,ac,be)
(a,5) » © ab, L8, b)«o nb,ac,be

Fied RExponenter har vi altsaa Identiteterne

%vﬂgmwg’: &i%/@%ﬁf%y%ﬁﬂﬁﬂéﬂ)W’[(%&ﬁg4*&%”§7*§ﬁﬂgq3
hhv., & v/ w(}/ w 0w /3 “@Cf@’ - [(@(x@v/g},«(m{@&/) A(/g ¢"ﬁ"¢}j
(da der er Syumetri mellem %?/ﬁogggrkan man antage & g/g £ $/y
og saa er et direkte Bevis for Identiteterne ret let).
Tad os anpgive et Par mere konkrete Konsekvenser af den entydige

Faktorisering:

o ) . . .
1) For n,m éiﬂVer ¢ m hel eller irrational.
. n ; . N n © N
Thi antages oo o= a/% (uforkortelig), faas a = m-b',
. 1.n )
alteas, bia~, men da  (a,b) =1 maa b vere 1, saa /b hel.
‘i:%/ &
2) Hvis g ikke er en Potens, altsaa g = Py 1°»eﬁapr r

hvor (gay..e,g}) = 1, saa er for n ¢MN

lngﬂ = log n/log ¢ hel eller irrational.

(Alteaa: Tallene i en smdvanlig Logaritmetabel er irrationale)

. : i . . a
Thi antages log n/log g = a/b (uforkortelip), faas nb = &

saa at b gasr op i alle BExponenterne ﬁia,ma“, s i
Primopleosningen for &, men da (a,b) = 1 maa b ¥are 1,
saa  a/b hel.
Alt det hidtil omtalte er kun Konsekvenser af den entydige Prim-
oplesning, og er altsaa egentlig kun en Undersegelse af en [ri

Halvgruppes Struktur.

¥y



Disse af Multiplikationen udledte Kompositioner er saa koblet
med Additionen ved den distributbtive Lov mellem + ofg -, o0& som
en Konaekvens af denne har man at
(a,b) é a - b
der som bekendt er Grundlaget for Iuklids Algoritme.
Bksempel:
Af Hensyn til en senere Anvendelse vil vi vise at

nt

é {nynml,nMB,aoe,nmk}‘» n> k &0,
k! (n~k~1)!
. Y1
Tallet paa venstire Side kan ogsasn skrives n»( K ), og er altsas
et heilt Tal. Vi vil fere Beviset ved Induktion efter k, og for

k = 0 wgtaar der blot n[ n, hvilket stemmer (som altid er 0!=1);

tor k=1 staar der wa;»wTu-j-fn,nml} hvilket ogeaa stemmer
(idet n og n-l er primiske, saa {n,n»l} er lig deres Produkt),
Vi antager nu Paastanden gyldig for k-1 og alle n, og vil vise

ielationen som den staar med k og n. Med k=1 og n har vi

. ] ¢ ,,
L : Eg 25& « 1 l {npnml,a,a,nmk+1}

(k=D T(n=k)T = (k=1)

og med k-1l og n=1 har vi

(n-1) 1 L . ! - + ]
(i (kiY77 = - do. - (n~k) {n««i,.,Myrlm-ksl,,n—«k'$

of vi benytter nu Reglen om at (a}b%«@ld) %}{a,o%)fh,d} o end-
} -

videre at en frlles Faktor for a og c¢ kan trmkkes udenfor i,

Tegnet; dermed faas

(kwl)g?giﬁgi ' {“ﬁn”kfg{nynmlpawapnmk}

hvor Hejresiden netop er den enskede. Nu er {ngnmk}
nl{n-k)/(n,n~k) og (n,n-k) vil gaa op i k, saa %n nwk?
er et Multiplum af Qiﬁlkl og indswttes dette kan det trekkes

samnen med den foranstaaende Brok og det enskede er vist. ij



e
©

empe )
Sam et bhsempel der dkke benytter mecet andet end den entydige

Primoplesning koan vi ogsaa betragte Opgaven:

-
‘ X , 27y
Les %Y = vy, hvor x,y & .

Som trivielle Lesninger har vi aabenbart x=y = vilkaarligt posi-

Live rationalt Tal, Problemet er at finde eventuelle andre Loge

ninger, og da der er Symmetri mellem x og y kan vi gerne antage

)

y

sl x = vy, Jevrigt bemerker man, at x=2,y=4 er Lesning, da
A~ ; 2 . . .
20 = 106 = 47, Ved at tage Togaritmer f

ser man at Ligningen ogsaa kan skriveg

o ved at betragte Logaritmelunktionens

Grafl ses, ab Mor eventuelle Leosninger

1
(1+ *#), og san er

7

har man 1< X « e %y, g
Vi smbtber nu v Mo

: : , , 9 Lo
Opgaven ensbeltydende med ot [inde Nyl & @? saaledes at

w7 ]!, ~y w
XL\1|Z> = (x(1e))"

hvorafl faos

. . -~ . o, . .
Hvig nu 2z skrives som utorkortelip Brek % skal altsaa baade

, . )
1 a + b a + by, =

R — O ] B 9]
L Z & & ( a )

o

. i . . . ; : .
tilhere &Y ; opleftes den ferste til k' Potens og den anden til

_ . Ly, , . - . .
h' Potens, h,k & 4i akal Produktet af dem vere rationalt, og

a 4 Db ; ey ha + kb A
det mes al vere (5——=) opleftet til Potensen S T her




kan  ha + kb gennemlebe det alf a oo b frembragcte ideal {(a,b), of

. . . a + b —_— \
altesaa antage Verdien 1, saa at (Mwamw) opleftet med bxponen-
ton o er rational eller med andre Ord: den uforkortelige Drok
b
a + b , | n -+ -
LT MAds vere en b'te Potens, al Form XILM?WJ~) idet Pol-

n

, , N Is

leren ashenbart er sterre ond Sovneren.. Da nu a+b = (n+d)”
R b . oy . e P o

o7 a = n kan vi udville efter tinominllormlen op [oaar

b1 . » -
Tadd o . o med dialt b Led; da alle Poenta-

b = (n+d)bwnb = bh.n
verne er naturliige Tal ses at deb kun er muligd med b = 1 (o
d = 1), saan at z er et hell Tal.

Indgottes dette oer won ot x oo y virkelis bliver rationale, og

vi har dermed fundet gcontlige ilkke-trivielle Leosninger med

% oy, nemiie den numerable Foloee

o= (] 4 ..4:)8 , y oo (1 4 tJ;),';’.‘{'l

idet z genncmleber /V . Man ser, al Leocningerne konvergerar mod

e Tra hoire og venatbre.

Noele Definitioner og DBetegnelser.

1) Toron er indCort /A( asom RBetegenelse for Antallet atf bBlemen-
ter 1 en Mengde A,

2) Vi har ocgsaa indflert @ ab o0g avb gom Betegnelse for
hhv. min a,b og max a,b. Ds vi ogsan benyhter Tegnene A
og v med den smdvanlige Betydning fra lLogikken kan der op-
staa tvetydige Situalioner, som man kan verge sig imod med
de fornedne Parenteser; fx kan a = b A ¢ « d forstaas paa
to Maaderg evt. kan 1idt sterre Mellemrum klarecere Meningen.

Ivis (a,h) = 1 siger vi at a og b er primiske. For mere

M
—

end to Tal a,b,c,... kan det vmre sikrere at sige at de cor

"uden Tmlles Divisor' naar man mencr at (a,b,c,...) = 1,
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) v

idelt man ellers kan {Lovvel aio dol med Situationen hvor

a,b,Ca.. €1 porvis primiske, altsan at (a,b) = {(a,c) =

(b,c) = ooe = 1.

Foruden Gna-op-Relotionen vil vi indfore en delation botee~
net med !{9 id et oﬂb skal betyde at der {indes et ¢ san
h = ac A (a,o) = 1. I e, ot deraom asnecielt a er en

_ 174 G
Primbtalspotens  p o, saa: p Hh<&. )

of +
' !b A _ﬁK{J44); Talnkeaem—

LGN

nel 2 !{246 At éR“h hetyder ot a er Produkt af vigse af
Primpotenserne fra b's Primoplesning: heraf ses at Relatio-
nen er Ltransitiv, men den vil ikke som Gan-op~iRelationen
give Anledning til en lattice-lLruktur,

At a er kvadrat{ri betyder at n ikke er delelico med nogoet
Kvadrattal steorre end 1, eller med andre Ord at a er Uro-
dukt af lutter forskcellice Irimtal (0,1 eller {lere).

& .,
Hvis &a = p] L X

hvor alle <Kj > 0, kan man evtht, he-
tegne Pyoeer P fOm den "kvadratfri Kerne" af a,
Summationsindices (o Indices ved Produktdannelse) leober al-
tid indenfor %/9(medmindre andet udtrykkeliet er bemmrket),
oz saa med de yderligere krav gom maatte vere anfert. AL
man hyppigt meoder Summer som formelt er uendelige,men hvor
Teddene er O fra et vist Trin saa de de facto er endollge)
kan ikke genere (det er en unedigt komplicerende Uvane at

P

il

+

mange ForFattere under et zi~ﬁeﬂn foler eig Torpligtet L
at anfTere de Indices lor hvilke Leddene er ﬁ? 0).

Ved Angivelse af Variationsintervaller vil vi hyppigt benyt-
te den praktiske Intervalakrivemande med [ ,j 0.8.v wlen

at der deri skal ligee nogen Antydning af at vi arbejder
indenfor ﬁQ o bBksempel: Ved Division med n vil den prin-

cipale Divigionsrest ligoe i Eb9ni.
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8) Binonmialkoelficienter (12} bwror a,b éz/g er lig O saafremt
5 <0 eller b < 0 eller b > a. Denne Definition vil al-
drig give Vanskeligheder, os det er det som man naturlict
faar, hvis de indgaaende Fakulteler erstattes med Tgw]«‘lmkm
tioner. Tksempel til 6) og 8): For n &/ er

" In) S
Zzwé)/ = 20 =~ 1.

J

Om Primtallenes lordeling.

Swbtes N\ {Lfg =/N", saa er /N’;‘) = {sammensatte Tanl}' og Mengden
IP af Primtal kan saa bestemmes ved IFormlen

53‘3 =/N' - /A]'Z (idet ve benytter den smdvanlige Skrivemaade
AB = fab: a€h,beB}),

Fra Oldtiden har man en induktiv Bestemmelse al Primtallene,

némlig Tratostenes' Si (B. 276~194 f.Chr.), Der bestaar i at op-

skrive /Nﬂ understrege det forste Tal og fjerne alle Multipla
af det, understrege det forste ikke fjernede, fjerne alle Multi-

pla af det, understrege det forste ikke fjernede, o.8.v.
2 3 4 5 41 F F 1 WL oo a1

og de understregede Tal er saa Mengden af Primtal. Man ser, at
dette er en induktiv Bestemmelse af /}D ved Formlen [P E/N‘? mi}bwé’
hvorved altsoa er penyttet at /7:’//"*4”y :[ﬁjﬁ, hvilket jo ogsaa er 2
fula Overensstemmelse med at JN' = )’F’U[PQ&NP LIVE

1L har: Hvig n ikke e elelig m noget Primval & , 8as er
Vi r Hvis kk r delel ed cet Primval£Vn, saa er n

et primtal; Beviser for det er velkendte, og man ser, at det er

1 fuld Overensstemmelse med de ovenfor angivne Bestemmelser afl

IP.
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Ved Hjwlp heraf kan man bestemme Primtallene saa langt frem som

man ensker, og der findes trykte Tabeller over Primtallene op

£il (ihvertfald) 14.000.000 of paa Magnetbaand har man Tabeller
D1 9

over dem op til Sterrelsesordenen 107.

Buklid viste: Der findes uvendelip mange Primtal.

Bevig: Vi kongtruerer en voksende Folge S RLPTRRE af indbyrdes
parvis primiske Tal. Ethvert af dem maa saa have sine egne Prin-

divisorer, og der maa derfor vmre uendelig mange Primtal.

Vi sstter a; = )
8, = a, + 1
oo “1
a3 o= alag + 1

w 6 ® % & o 6 6 0 @

a S-S W= D °} + 1
“n 1% n-1

@ & 6 @ % & a v o8 B

Man ser, at hvis dga ; 9aa vil vi for n>m Taa Resten 1 hvis

In o
vi dividerer d op 1 a_ s Of folgelis er (am,an) = 1. Ll

. . . . . o
Llovrigt giver Beviset mere, thi da a = {a ~1) 08, + 1= a_ .
ot gl eviset m , thi a, (anl ) 8.y el

n

glutter vi ved Induktion at a, <« det gmlder for n = 1 da

" f 2nwl\2 n
a]:Z £ 2%, og vi har kZ j = 27 }@ Falgelig maa der findes
. n

. N . . e . -
mindst n forskellige Primtal mindre end 2% , men vi skal om 1lidt
udlede langt sterkere Resultater.

Der findes vilkaarligt lange primtallri Stykker i Talrmkken, fx er

1’1:“"2’ n£+3, @ o 0 o 8 ng“*‘l’]

delelige med bhhv. 2, 3y oceanae n,

men Primtallene kommer til at ligge mere og mere spredt jo longere
man gaar ud i Talrmkken, og i Virkeligheden er Langden af det
primtalfri Interval A]n!+l,nl+§7 "under Middel" fordi ni er et
meget stort Tal.

T1i1l Genpwld synes det at frempaa af Tabellerne at der findes Par

af paa hinanden folgende ulige Tal som er Primtal, saakaldte



"Primtaltvillineger”, saa langt ud som det skal vaere, omend de bli-
3. t y

ver temmelig sjmldne,

Bxsempler: %-% .. 11-1% .. 41-43 .. 2309-2311 ..10016957-10016959,

Man er ikke 1 Stand til at bevise at der er uendelig mange af dem,
men man kan visge at de -~ indenfor Primtalfelgen ~ ihvertfald maa
hlive ret sjeldne.

Der Findes uendeligt mance Primtal af Formen p = 4h - 1, saa

Rokken 3 -~ 7 = 11 ~ 19 - ... Tortsabtler uwendeligt.

Bevig: Ideen er den samme som ved Deviset for bullids Satning,
idet vi konstruerer en I'elge af indbyrdes parvig primicske Tal, san
hvert af dem maa have sine egne Irimdivisorer; desuden indretter
vi det aaa hvert Tal er af Formen 4h - 1, og det man derfor have
en Primdivisor af samme I'orm (idet de ikke alle kan &mre af For-
men p = 4h + 1), og dermed vil Beviset vmre fort.

- 2

Vi smtter 41 =)

a, = 4a; -1

a5 = 4&132 - 1
O O © a4 & & b ¢ 9 8 & B

a, = 48,8, 0004 - 1
ol “12 n—-1

At de er parvis primiske sas ganske som i det forrige Bevis (og
orsaa her kunde Beviset benyttes til at give en grov kvantitativ
Vurdering) . B
Der findes ogsaa uendeligt mange Primtal af IFormen p = 4h + 1,
men det er ejendommeliglt nok noget sverere at bevise, og vi maa
udskyde det lidt.

Derimod ser man, at man pas tilsvarende Maade kunde visgse at der
findes uendeligt mange Primtal p = 6h -~ 1 (idet hvis et Primtal
atorre end 3 ikke er af denne Art, saa vil det vere af Typen

p = 6h + 1), men det gaar ikke med nogen Tal sterre end 6.



De rovnte Resultater er Upecinltiltwlde of bDirichlet's Satning:

imhver primigk Restklasge, d.v.o. enhver Differensrokke

m, md, m+2d, ... hvor (m,d) = 1, indeholder wendeliglb mongoe

Primtal, som vi senere skal komme tilbage til.

Man har ofte provet at angive IM'unktioner f:ﬂV “%ﬂv? ganledon at
{(n) bliver Primtal, enten for alle n, cller i hvert Fald for
uendelipst mangse n.

o]
Blriempel: f{n) = n" - n+ 17, n @E//\/,

1

n: 1L 2 3% 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1 16 17
fln)y: L7 19 2% 29 37 47 59 75 &9 107 127 149 17% 199 227 257 280

Samtlige Verdier i Tabellen er I'rimtal undtopen 289 = £(17), som
naturlisgvis er delelig med 17.

‘ . . 2 h -
Intet Polynomium f(n) = A tagntasnTh. . ctan (h=0) kan frem-
o : ,

gcille lutter Primtal for 11%%% (at vi laderlqém@ L8t 1.

ne N er jo uvmsentligh).

Revig:s  Indirekte. Verdierne £(0),f(1),...,7(h) e , of udfra
dem bestemmes Koefficienterne A aByyen ey By ved de sasdvanlinme
Determinantformler (altsan Polynomiumsinterpolation), hvoraf scs
at AsBoy ey & @2; deres IFaollesnmvner kaldes M. Endvidere
er ifelge Forudsmitning a, - f(0) et Primtal.

Saa er, fTor jéﬂ%

flja k) = a  + a,(ja k) + ... + a,.](jaoM)h

aabenbart heltallig og delelig med 2, (da ethvert af Leddone har
disse Bgenskaber), og Vordien f(jaOM) er altsaa ikke noget Prim-
tal (undtagen for de hejst endelig mange [ for hvilke den er ao).
N At £ er et Polynomium som afbilder ézaﬁ zz medforer ikke at

& J[x]. Modeksempel: (’;) - (0°-n)/2 afbilder Z “’@//\/O. U



- \ R 3y N - e ~ . o
Mo formoder at ethvert Polynomium Ie‘éﬁx] Tfremstiller uendeliy
mange FPrimtal for nféﬂvy medmindre delt er "aabenlyst umulist",
ivor del sidegte betyder, at Polynomiet ikke maa vere reducibelt

"{;}*
over @((man maa altsaa hverkon kunne trmkke en fmllea Talfakbor

(sterre end 1) ud af Koefficienterne, cller kunne skrive [ con
Produkt af to Polynomier af lavere Grad), og endvidere skal Hej-
estegradeleddet vere positivt., Det indeasr i dan grneralle

sehninzmel's Hypotese, som ogsan vil medfeore, at der findes nonde-

Lig mange Primbaltvillinger, men man er overhovedet ikke i Stand

til at bevise don undtagen for et forstegradspolynomium, hvor den
som nevnt 1 det méniske Tillmlde (x+4m) er vist af Euklid, og i deb
ikke~moniske (dx+m) af Dirichlet (18357).

Det er klart, at det at detinere en Punktion £ ved "f(n) - det n'te
Frimbal®™ ikke oplyser noget, men life saa intetsigende Del'inilioner
har nu og da haft Held til at vakke on ufortjent Interesce. For Hls:

I =ny
Ry : § 2 . b k] 4- . W 4
Der Tindes et reelt Tal A saa 1A altid er et Primtal. [For ot

Fran

!

alslevre Tomheden 1 noget saadant kan vi tage et 1idt mndreb Fkoon-

pel: Vi swtter, idet det n'te Primtal kaldes Py

~ 1
A = 2? pn/103 = (,02030005000000070000000C000000110C . ..

3
(Decimalerne Tra de forskellime Primtal vil aldrvig oribe ind over
AN
. . N . ry - .
hinanden, thi som foran vist er P, = 29 ). Baa er

n=1 A= -

5 . ST=1
(107 A - }(10"‘ jl}

P }lO
betl er klart at der ikke er opnaaet noget, da A kun kendes hvio
man kender alle Primtallene. Meongden af Delfelger af naturlige
Tal har Kontinuets Megtiched, saa en vilkaarlip Bijektion mellem
disse Maengder vil lade Primtalielsen svare til et recelt Tal, o

saa kan man jo godt sige at det "rummer alle Primtalfelpenn

Hemmeligheder",



N
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Til Angivelsge af Primtallene kan man benytte deres Antalfunktion

renat
Primtalfunktionen [l (x), der defineres wved

M) = 2.1 = (Antallet Primtal = x), xe R°
pEx

(Bogstavet p skal her som overalt i det folgende betegne Primtal).

7 7 i

M WQ? ’ I egﬁmm_amm«m«mmj u?T ( XJ
.’ —
/’ e SRS RS
& ;
/fr“ et
, LA —
&
!
@%’»—L}:’i - . 5 N 3

4 g & % n 13 fe 19 N 2% g
Gy g ¥ T ¥ 3 i i (] ' L% & ¥ ¥ & AJ R v ‘s T W i ] Al A

Det er aabenbart en monoton Trappefunktion med Spring +1 1 Prim=-

tallene, Bt Par Funktionsverdier er
7 (1o) = 4, T (200) = 25, Il (1000) = 168,

Fuklids Setning udsiger at wﬁ(x)«m@@ go for x-» &9, og den ved Beviset
angivne Sterrelsesvurdering gav endda at 77 {22“) % n, d.sv.s,
noget i Retning af at ET (x) = log log x.

Bn triviel Vurdering den anden Ve] er at TI(X) < X, og om 1lidt
vil vi benytte at for x 4 er W(x) £ x - 2, hvilket ogsaa
umiddelbart ses at vare rigtigt (se Fig.).

Vi vil vurdere Sterrelsen nTr(n) opad og nedad, n @/Mn

Opad: Vi vil vise at Sterrelsen er mindre end n nTT(n)‘ 24n
2411; det skal ske ved Induktion, og man ser 1 1 24
umiddelbart at det er gyldigt for n<4. 5 5 28

3 9 212

Lad os nu antage n & 4, og at Paastanden mTT(m) < 24m er

gyldig for alle m <« n.
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for n 1lige

Vi tager m = 2. , saa vil Binomial~
n+l _ v
e for n wulige
koefficienten
(n) _ l’l(]’l'*"]) ¢ & 2 0 8 ( m“"l)
m l”zé‘waue»ua(n‘“m)
i Telleren indeholde alle Primtal p 1 Intervallet ngqj, 0g

de kan ikke bhortforkortes med Nwvneren, da n-m = m+l. Derfor

(2) & 1 o = W=7,

Samtidig er - .
" (g) s 2 (?) = ()" = 2f,
je {oynj'l

og da nu Ty (n/m)ﬁ’(n), AT (a)=TT(m) T (m)

° M

faar vi ved at benytte at n/m £ 2 og Induktionsforudsmtningen

< 22n+2

Htﬁ(qu 24m aawt at JTn) § n-72 at

L) o =2 o0 p2ne2 o dn [j

=z &

7i(n) ne-1

Nedad: Vi vil vise, at n er sterre end eller lig 2 .

pa 2t o (l+l)nml er lig Summen af de n Stk. Binomialkoefficie-

' n=1j =1 n-1 n-14 _
entber ( j ), gaa er 2 < n (\k ) s, hvor ( " ) er en max

s

Q

imal blandt Binomialkoefficienterne. IMen ifelge Eksemplet 5.23
vil n»(ﬁgl) gaa op i {nynml,noa,nuk}" T Primoplesningen for
denne sidste Sterrelse vil der aabenbart kun kunne forekomme
Primtalspotenser gom er mindre cnd eller lig n, og Antallet af
dem er hejst lig ‘7Zé@yh da.der ikke kan forekomme nogen Primtal
17(n)

sterre end n 1 dem; altsaa er Sterrelsen majoriseret af n

. . , . IT(n n-1
Kombineres disse Kendsgerninger ses at n (n) 2 2 . Ej



For n 22 er n-12 n/2, saa at

21)/2 < n?T(n) - 241‘:

og tager vi her Logaritmer og dividerer med log n faar vi

)] ] M,},}mw i 77 - 1 O e
zlog @ Tog n = [[(n) = 4 2og 2 log n

Med naturlige Logaritmer er log 2 = 0,69%1.., og vi faar

n n
SR S %o medh >
5 log n Tr(n) = D lTog n °* n 2
Uligheder af denne Type
' fransk Tchebychef
_ .S r\3 } «
or vist af Tchebychel nyere engelsk Chebyshev
(1821~94), som ogsaa Mathem.Review gebygev
. N APVl g g ,f'f
kunde gere det med et tysk Tschebysche
russisk Yobunon,
mindre Interval mellem " - -
" Autograf e A A
] )
Talkonstanterne, fx
T (n)
0,8 <« B << 1,2 for n tilstr. stor.
Tog n

(det er evident at vi i Regningerne ovenfor nogle Steder kunde
have vurderet 1lidt skarpere, men Formaalet var kun med de simplest

mulige Midler at faa en kvalitativ Vurdering, gyldig for alle n.

Med nogle trivielle Regninger kan man igvrigt let se at I ]
er gyldig ogsaa hvis n erstattes med en reel Variabel x, x & 23
for x <=2 gaar det naturligvis ikke, idet saa Jl{(x) = 0, medens
x/log x endog gaar mod uendelig for x-=p1l).

Vi skal senere komme tilbage til den beremte "Primtalsmitning"

som udsiger at —
IT(x)

= =% 1 for x-p o0,
log x




men det er ejendommeligt nok et vasentlipgt dybere liggende Resul=-
tat, som kun med Brug af langt stwrkere iljelpemidler (analytiske
Funktioner af komplex Variabel) blev vist i 1896 af Hadamard
(1865-1963) og de la Vallee~Poussin (1866-1962) (uathengigt af
hinanden). Vssentlige Simplifikationer af Beviserne kom i 193%0!
erne (Brug af Fouriertransformation), men i 1949 skete det sensa-
tionelle at Atle Selberg (1917- , norsk) gav et "elementwrt" Bevis,
d.v.s. el Bevieg som nok var teknisk indviklet, men ikke benytter
dybere Hjmlpemidler end at det principielt kunde bhenyttes som
Specialel®msning i Gymnasiet.

Tchebychefs Resultat var forbavsende, idet det med smaa Midler
kunde opklare noget som man tidligere havde rognet for inacces-
gibelt. At der tilsyneladende gjaldt noget i Retning af Primtal-
setningen havde man allerede ca. 1800 (Gauss, Legendre (L.1752-
183%3)) faaet Formodning cm ved Optmlling i Tabeller,

Af Vurderingen ses specielt, at i Middel vil Primtallene komme til
at ligge mere og mere spredi jo lengerc man gaar frem i Talrzkken,

saa der er intel forbaveende ved de lange primtalfri Stykker. Idet
d .t I A 1
dtglog t& Log & (Log t)L ™ Jog t

ses at "Gennemsnitsafgstanden" mellem to paa hinanden felgende Prim-
tal af Sterrelse som t vil vere af Sterrelsesordenen log t (da
dette er Abscissetilvamksten svarende til funktionstilvekst l),

Lad os vise, at ethvert Primtal er mindre end 10 gange det fore-

gaaende (hvoraf felger, at der for ethvert n findes et Primtal som

i Decimalsystemet skrives med n Cifre). Vi skal blot vise at
7T(10h) > TT(n)e Vi kan antace n »10, idet Pamstanden wniddelbart
ses at gmlde for n £10; endvidere vil vi for Simpelheds 8kyld be-

nytte de 1lidt skarpere Vurderinger fra Beviserne paa S.3%. Den
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ene Vurdering giver 7T(n) < 4 log 2 * n/log ni den anden Vurde-
ring giver qﬁr(lOn).%’ log 2 » (10n-1)/log (10n), og idet n > 10
ges at dette sidate or gterre end % o log 2 » n/log n som er
gterre end forste Vurdering. £]
Paa tilsvarende Maade kunde Tchebychef mwed sine skarpere Vurde-
ringer og lidt mere Regning godtgere det paa hans Tid opstillede

Bertrands Postulat: Mellem n og ?n findes altid et Primtal (som

havde en vig Interesse for Smtninger om endelige Grupper). (Vi

kan bemmrke, al selv den tilsyneladende gterke Primtalsmining

ikke forhindrer at der for ethvert positivt g kunde findes vil-
kaarligt store Par al paa hinanden felgende Primtsl hvis Differens

p. > P =& nen udfra forbedrede Resultater

opfylder p = Py - 5

m+1
ved man at dette ikke kan ske for helt smaa £).

Vi har ovenfor set at der er en vig Forbindelse mellem Primtalteo-
ri og Binomialkoef{ficienter og Oterrelsen {nynwlyoa,?nwk} o
Faktisk vil det senere vise sig, at {nynml,haa,le} hetragtet
som Funktion af n (og optredende under en anden Betegnelse) er

aldeles afgprende for Studiet af Primtallenes Fordeling. Vi benyt-
tedé at no(nzl)l{n,u,ggnmk} (bevist 5.2%), medens vi af prakti-
ske Grunde ikke brugte den tilsvarende Vurdering den anden Vej

n 1 . .
{n,,.sgnmk+1}](k)«{k,kml,eguglj (1idt sverere at indse og at

haandtere)a Vi kan 1 den Forbindelse ogsaa bemzrke at
{k,kmlgeaw,Q}\{nynwl,e@aynmk+;}9 hvilket er klart, da ethverst.
Tal = k vil gaa op 1 et blandt k paa hinanden felgende

g
[

hele Tal.



Binomialkoefficienternes 1
iejnelaldende Deleligheds-
egenskaber fremgaar dels

-

(som foran benyttet) af

Udtrykket for dem og dels

af deres Forekomst i y -
"Pascal's Trekant™, 1 1
/ ) s
. 0 1
hvori enhver (P) er L9 9 1
2
: . . . . . . . . .

Summen af de ‘o oven-

over stasende. TIx er (idet p er et Primtal) alle (?) = ?TT%%3 T
Jé joyp[} delelige med p, hvilket bevirker at der i Pasgcal's
Trekant fremkommer en hel Trekant af Tal delelige med p. Se Fig.,

paa hvilken den indrammede Trekant har Tal delelige med 5; under

10 .
Reakken ( ; opstaar to tilsvarende Trekanter o.8.v.

Davidsstjernen (Gould, 1972): Lad os betragte en Binomialkoeffi-

cient (?) og dens seks nermeste Naboer, fx (g) = 56 omgivet af
{i:> paa IFig. ovenfor. ne1 =1 ,
k~1/,e\ k e
Situationen er tegnet ud, Y 2 AN ])yﬂ
k k+1 ~Jd

~1)
n+1 Y2 n+1
kortede Betegnelser an- k k+1

og vi vil benytte de af-

givet t.h. Der gwlder at (A,C,E) = (B,D,¥), Bevis: Da hvert Eles

ment er Summen af de to nermeste ovenover har vi A = F - P,
C=P~Boglk =D+ P, hvoralf man ser at A,C og E og trivielt
ogsaa P tilherer I[dealet (B,D,F,P); af Symmetrigrunde kan man
lade de to Trekanter bytte Roller, og vi har derfor (A,C,E,P) =
(B,D,FF,P)., Af Udtrykkene for Binomialkoefficienterne fapr man
(k+1)A = (n=k)P, nC = kP og (n-k+1)E = (n+l)P, og trekkes de to
ferste fra den Sidéte faas P som Linearkombination af A,C og E;

altsaa er P & (A,C,E) og analogt P € (B,D,F),2 (A,C,B) = (B,D,F).
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Taleksemplet: Omkring (g} faas (70,21,84) =7 = (%5,28;126).

En ejendommelipg Tagttagelse er gjort af Mann og Sharks, 1972:

It Tal p>1 er et Primtal hvis of kun hvis det for alle n gmilder

3 3 / ﬂ It Ty 5 v AR AN .
at n gaar op 1 (3n~p}“ Man ser, at Binomialkoel ficienten kun er
ulig O for n e 3})/3@/24!y saa det er kun digse n som har Inter-—
esse. IFor fagt p vil de pangmeldende Binomialkoefficienter ligge

paa en Skraalinie (Hmldningen uafhengig af p) 1 Pascals Trekant;

i

paa Fig. foran er ternet Skraalinierne svarende til p 11 og

p = 13, og man ser at de Binomialkoeffircienter som de meder er

delelige med det tilsvarende Relkenummer, i Overensstiommelse med

at 11 og 13 er Primtal; Linien for p = 12 ligger midt imellem og

mgder 1-10-1, hvor l-Tallerne ikke har ligenskaben 1 Overensstem-

melse med at 12 er sammensat.

Bevis: Vi hax'r1éiy/39p/2]@

1) For p = 2 er der kun n = 1l; Bgenskaben opfyldt, da 1](%) = 1.

2) For p » 2 og lipe betragter vi n = p/2; Binomialkoefficienten
bliver lig (ﬁ) = 1, agom ikke er delelig med n.

3) For p = % er der kun n = 1, Lgenskaben opfyldt, da ll(é) = L
4) For p » 3 og delelig med 3 betragter vi n = p/3; Binomialkoef-
ficienten bliver lig (8) = 1, som ikke er delelig med n.

5) For p lig et Primtal » 3 har vi (n,3n-p) = (n,p) = 1; af
Udtrykket for Binomialkoefficienterne ses at

. n n-1 ) : . s

- ) = ne /. ] T oe der er positive

(3n-p) « 511“p) n (;nmpml hvori begge Si er i ,
da 3n-p > 0; da nu n er primisk med 3n-p ses at det gaar op
som ensket i Binomialkoefficienten.

6) Hvis ingen af de forrige Tilfwlde indtreffer vil p vare sam-

mensat og ulige og have cn Primdivisor q{%(jS,pf; vi betrag-

ter n = (p-q)/2 som aabenbart er delelig med ¢, saaledes at



B
S ohar o B , _ , i .
vi har q Nn og affln-q, hvor baade s of A er positive (iov-—
rigt er i hvert Fald en af dem lig 1). Den Binomialkoeffi-

. . Y 1 .
cient vi gkal betragte er san 7] B = (‘1 (0L Vi
n-p p=2n q

(R4 i

bruger nu Bksemplet fra 5.2% ifelee hvilket n!/(n-q—1)!q?

- n . ‘ .
som er Jig (HMQ>*(q) fgaar op i {npnmlg@vﬂgan}; i dette
1,

sidste felles Multiplum vil g kun gan op i Yderleddene og

med Eksponent hhv. el op A, saa Sterrelsen indeholder q med

£

¢

N . 1 . ’ ‘ 3 n 1
Bksponenten olv A, op da qBUan ges at i (q) kan q hejst
§

gaa op med en kksponent @%vy@)W/g;;ﬁxwaqu%ﬂ)&w@ﬂ)v

som er mindre end &, sas n goar ikke op i {?jo
2 -

Til S1lut kan nmvnes en viat ondnn ubeviet Hypotese (Wowman, L9T71)
For ethvert a %ﬂdg b%;ﬁv; findes en Bijektion f: 309q7%‘jb9b+qj
for hvilken (n,f(n)) = 1 for alle n é]@,qu Med andre Ord: Idet

(a+b) (b)) (bH2) et (bta)
. ?

a Lo "eeet A
skal det vere muliet at bytte om pan Txllerfaktorerne saaledes
at Binomialkoefficienten bliver skrevet som et Produkt af ufor-

kortelige Broker. Bksempler:

1 4 2341 21.22.2%.24 24 23

o

Le2e%4 2 541 24 23
Te2e%e4 — 17234 7 T Y A ’
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KAPITEL  IIT :  Tegemet (&2 , + , « ).

Naar p er et Primtal, saa er som hekendt () et Maximalideal i
(Z,4+,.), og Kvotientringen (,+,)/(p) = (Zz£9+?e)q§£m§gi§ggg
et Legeme. Det har p Blementer.

Men ethvert Legeme wed p Wlementer man ere af denne Type, thi
det har Karakteristik p og er sit eget Primlegeme, opg dette er
netop af denne Type. Og det gelder endda at enhver Ring med p
Elementer er af denne PType eller af den trivielle Art, hvori alle
Produkter er O, Thi Ringens additive Gruppe har p Elementer og
er altsaa isomorl med (Z?%g+), d.v.s., Ringen har Elementer
{ADQAWM,(pwl)AmAr:O}’y og hvis A<A # O sec at alle evrige Pro-
dukter (hA)-(kA) % O for plhk, sanledes at Nulreglen gelder, og

det medfeorer som bekendt for en endelig Ring at den er et Legeme.

. Ly PN v
Undersvgelsen af (@Zp9+9a) bliver altsaa gamtidig en Undersegelse

alf alle Ringe med p BElementer. IHvis Elementtallet i en Ring ikke

er et Primtal er der langt flere Muligheder (alene af Ringe med

4 Tlementer findes der 11 forskellige ikke-isomorfe (!)).
Iilementerne 1 2?5 er Restklasser modulo p, og vi betegner dem

A eller {g}, hvor det sidste skal betyde den Restklasse som in-
deholder Reprmsentanten a e Q?Q Specielt bliver Btelementet E
1lig (I) og Nulelementet 0 lig (D).

For en Endomorfi (homomorf Afbildning ind i sig selv) af den addi-
tive Gruppe (2?p,+) gmlder, at den er bestemt ved Billedet A af

E, idet jo saa éE vil afbildes i 2A o.8.v., o0og heraf ser man u-
middelbart at den additive Gruppes [ndomorfiring bliver isomorf

med Ringen (2?p9+9»)9 Den eneste Automorfi af (;?;,+¢n) er Iden-
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s

titeten, idet den hidrerer fra en Endomorfi af den additive Grup-

Al

pe ved hvilken B gaar over i B.

Mengden af invertible Elementer ev M;p*h{ofg o¢ den hetegne
e e R )
(som smdvanlig) &Zyﬁ
, . . - o, B R ) . .
Den multiplikative Gruppe (&Zp ,°) er abelsk og af Orden p=1.

Ifplge Lagrange's Smtning (L. 17%6~181%) emlder saa for ethvert

C D=1, : :
A i Gruppen af ¥ = [, o/ ovi hov dermed

. . . - Ly . N i
Fermat's Swtning: 1 (&fﬂ;¢y~) pwlder for ethvert A % 0 at
- , N/ . s >l

AP = by eller ndtrykt i AL For p%a vil f b
T e g e o1 L6 .
Tksenpel: Ti37 -1 = 728,

. . P : - :
Multipliceres med A fans AY = A, som ogsan er opfyldt af A = O,
og vi har altsaa som anden Form af Setningen:

=

For alle A & Ez% emlder AP = A, eller udtrykt i /& : For alle

a vil pja‘

Fermat angav Smtningen 1640 i et Brev til Frénicle, og han har
ubvivligsomt haft et Bevis, men det kendes ikke, Det forste
publicerede Pevis skyldes Buler (L707-83).
Da Bmtningen er saa fundamental skal vi give endnu et Par Beviser
for den, ogsaa fordi forskellige Beviger giver Muligheder for
forskellige Generaliseringer.
- _ ‘ b . ot b s
2' Bevis: I den endelige Gruppe ( dp ,°) vil Multiplikation med
A afbilde Elementmsngden bijektivi paa sig selv. Derfor
1T X = 7“‘ (/W)
5
og idet Gruppen er abelsk faas !/X = Apml»//Xy hvoraf ved
TVt . p=1 ) " b .
Division med 77X faag A* = K., Det var altsaa egentlig
et Bevis for lLagrange's Smtning i abelske Grupper. i}
53' Bevis: Idet Legéemet (Afgﬁ+y@) har Karakteristik p gelder

(A + B)P = AP 4+ 8P, thi i BinomialTudviklingen er alle de



1 7y
4

o J
for j rOﬂpgﬁ bndvidere er (Aﬂ)p =

i

/Dl dpp=i - .- P
evrige Led { éAﬁ B Yig O, da (som tidligere ombnlt) pf j)
/

Afbildnineen

; ) , y . , .
X e %P  er altsan en Bodowmorti af Legemel Coate ) op ddet
den forer I over 1 1 or deb endda cn Aubomorfi, sltsaa [den—
Lo 3 " -
titeten, san A = A, iz

4' Bevis: Medens de (orrige Beviser var alpgebraiske skal vi nu

give ot kombinaterisl Oeviey debt er rcv Beviasbype som (paa
Lignende Froblemer) nar hait on af sine ferste Anvendere 3

Julius Pet (Lomo-1210) . vi vil vise, at for a @é%yvil

[ : e

e G , e
p{at-a. Vi betvragber ATHL duinger 10

M, hvor M er en
Mmrngde med o Blemeunber; endvidere olal Afhildningerne vere
periodiske med Perioden p, altsaa f(n) = f(n+p). Antallet
gsaadanne Afbildninger ev 1ig apq idet man indenfor en Perio-

delengde, x for har a Mulipheder for hvert £(n).

Den korteste Periode Ior et { was gaa op i p, og den er alt-

saa Jlig p eller L. Den korteoste Periode lig 1 indbreffer

for a Stk., £, nemlipg dem Tor hvilke T er konstant, og for de

pvrige aPen Stk. T er den korteste Periode altsaa p. Disse

f samler vi nu L Klassger, idet Funktioner som kan gaz over i

hinanden ved en Translstion i Argumentel puttes 1 samme Klas-
[n] }L

gsey derved vil hver Klasse komme til at indeholde p Stk f}

. p
altsaa egmlder p]alwav G

g

Tegemet ( « / ») er kommutativt, of vi kan nu benytte den kendte
Teori for Polynomier over dette Lepeme.

For et vilkasrligl kommutotivt Legeme med ¢ Illementer kan vi an-

vende Lagrange's Satning pan Legenets multiplikative Gruppe, o

. : - QL , o . .
vi faar: For alle X % 0 er ¥4 -~ 15 = 03 dette Polynomium har



3 @fﬁ . o "
altsan alle A 0 gsom Redder, o~ vi har derforv

A0
Polynomiets Koeflfficienter or de cymrebrisbo Srundfunt tioney af
Redderne, og diase o1 albtonn atle 1i0 O und %,zf\,,ﬂ:sm neddernes Fro-
dukt som er lig =8B (eol. Nhh<ml)q»19 men enten er g ulige, og
saa ey det b, eller ossan exr o Vige of nan er Leeomets Karaktee
ristik 1ig 2 oy derfor +F = =), Nu gmlder som bekendt Smtningen
"Ethvert gymnetrick homosont Polvnomiwn L hedderne kan skrives
som et Polynomium i de elementarcyamebtriske Punktioner"; wman har
derfor umiddelbart, ot ethvert sandant Polynomium er lig O und-~
tagen hvis dets Grad er delelige med g-1 1 hvilket Tiltmide det
kan antage en egentlig Verdi (nem)ie hvig dets Fremetilling ved
de elementarsymmebtricske Munktioner indceholder et led som er en
Kongtant gange en Potens af Reddernes Produkt).

-
I vort (2?py+¢w) er q = p. Udlrykt i A siger det ovenstancnde

at ethvert homogent symmetriclk Polynomium i Tallene 1,240yl

har en Verdi som er delelig med p undtagen (eventuelt) hvis

p=l gaar op i FPolynomiets Grad.

Bksempel: o = Lo240LeB4, oot (p=2)e(p=-1) er delelig med p

undtagen for p = 3 1 hvilket Tilfmlde s, = 2,

[as
] ) ) . 2 D=1 Pl S
Eksempel: TIfelge Fermats Setning er 1° 2P L (p-) P =

p-1l = -1 (modulo p), men dets Grad er jo ogsaa netop p=l.
Resultatet om at Reddernes Produkt er 1lig ~I kan med Betegnel-
ks

v/4
serne fra <4 udtrykkes ved

Wilson's Setning (W. 1741-9%): For alle Primtal p gwlder at

p raar op i (p-1)% + 1,

Wilson synes kun at have haft den som en empirisk baetning. Det

ferste publicerede RBevis skyldes Lagrange.



i 7 >
P bl )

R R B [

Lad os ogsas her gwve oendni o Bevia Por at 1 eb

o~

er bProduihet al de ra O forciailice Slementer 1ig =0, Hvig A

iant Far raciprokke

Flemen-

crro cpaduk et dal o rawer Galt oan P tor B, Tilhage er

der de A Tor beoblie A = A e AT e ey deble er opTyldt

il
-y s ST : . - iy [N P ot o N oy
at ¥oopg -0 Uikl nd i ioer des el ynome . O 2 e iet hage
O Prodigihet, hiioesp oo lon ey bydn Legenet oy karakteris

har

Faktor =,

2 Radder)

an Hod som oy L5 o nlbsan opsan bidrager med en

L]

g [ . - P N 4 P— . Ny e 1 - . f ,,, " -. - " R M .
Tovrigt er Wilsons lelingslae ot lo-130 + 1 bhaade nedvendig og

tilatreklrolis for at el noloriist 2ol p el er ot Primtal,

p oer aammernsst vil deb have on Divigsor d

3
L L

thi hvis
élgpi)og saa vil

d gaa op 1 (p=1)! saa Wilsons Betingelse kan ikke vere tilfreds-

stillet., Sotvingen giver olbonn el Primtal kriterium, men det er

naturlipgvis vanvendeligt Uil nrakbisk leening, da (p=1)!

ger voldooint med p.

VOl

Det er nerlispende al aperpe onm Permats Dmtning kan vendes om og

altsaa bruges som Irimtalkriterium.  Det gaor 1 hvert Fald ikke

4 - > -
umiddelbart, fx vil 15 §4L4 S R (R J)a(dl' + s )

15 iklke ey et Primbol. Vi komnmer senere Lilbage 11l dette

Speresamanl .

slcant
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K
. Grupper.

os h|k, saa er h ogsaa

Lementet Ak/h; klart‘g)ﬂ?ié

%vs 4 og B,i en aﬁelsk ﬁg

~mentorden, nemlig far

thl aels AB) ~ &, saa at ord(AB) gaar Gp:~;
rs, og dels vil (AB)”
!“héérfcr S vil‘ga%bp i mr o

opim, cg‘tilsammeﬁ ses a

< at hvis m er mindste felle:

: Ved at kombinere det NV ihe

%

'ti“lum af de i en abelsk

er m selv Elementorden (og |

op af Divisorerne i m). Thl = er Produktet af de hejeste‘Pateﬁ\

ser af de forskellige P com Torekommer i Elementordenerne

Primoplesninger; -ifalge o “talpotenser selv Element
ordener, og ifelge 2) er « L en Nlementorden.

Det er vmsent ligﬁ for det tregede Hesultat at Gruppen



. fez?mu ati mnsgmp

E‘;gmszzt@rdeﬁer er

vil det svare til

Potenserne af G

af Elementer bet

lle Ffl@menuer 1

fup _
. of Nxponenterne. Iivxs , , sas betegner man 0gse

o éﬁmﬁrm&twro& m@du,lo p, ag hvis . {}h, sas Es%%gﬁg

h Sf:zm "Index" for my h = :‘t.ndg m = md m* ‘dette I‘Z&&K er §§3}2 b

‘**m?m p%*}m ét Multlplum aft p-—l.
Som Prembringerelement i den add;_t:_ve ﬁvruppe {Z; 1 ﬁ} kan ‘z’i’i&’i&
penyite Hestklassen @ men der er (f{}r p >2) flere Fr s*ﬁ‘srlﬁger»

enter. Bt Blement (& er Frembrmger hvis og kun hvis %%t}.}.t:;é

pla af a2 giver alle Restklasser rﬁ’_

p»lg d.v.s. naar - }.ﬁii% )=
For EZ Idealet (a) adder e‘t e &I;af Maltipla af 5}%‘1 e

giver alle Ta;{. , altsaa - skre ‘ ealer - naar




{a;§“i§ er 113 {g

6 1 { t@%{}é;};ﬁ?
(2

Tahellen giver den mindste positive Reprmsentant for m

X ‘ ; R A
. Eksempler paa dens Anvendelse som "Logaritmetabel”

kommer senere. De indices a som svarer til brugbare Prim

redder er dem hvor (a,16) = 1, altsaa de ulige a, o0g som

Primitivredder kan vi altsaa bruge 3,10,5,11,14,7,12 og 6,

ialt 8 = 39(16) Stk

Det kan vere besvaerligt at finde en Primitivrod (en Del THEELléf—:
er publiceret i Tidens Leb); desuden ses, at Tabellen er $§f1§§%§*
de, man kan ikke interpolere i den, saa for storre Tal bﬁr man .
ogsaa have en Tabel ordnet efter m hvis man skal have Glmde gf
det (medens swdvanlige “Anﬁxlagﬁrztmetabpiler er ganske ﬁ?S?f

i

dige, kun $il Glede for Begﬁrygggre}
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Ved en algebraisk Kongruens modulo p forstaas en Ligning

h . =
A(X) = AXT + oo + AKX+ A =0,

hvor A(X) er et Polynomium ¢ Z?pzxzy d.ve.s. at alle Koefficienter-

Ly’ ; :
ne.Aj@ éggg og hvori man seger Lesninger X indenfor 2?@. Dersom

A;j = @ med aj«zs,-z og X = @ med x & %, ser . man, at Opgaven og-
sas kan skrives

ahxh *eee tax tag w0 (modulo p)
thi hvis man har et x som opfylder denne Ligning vil hele Restklasg-
sen €§§ = X aabenbart ogsaa gore det, og dermed vere Lpsning til
Ligningen foroven, og har man omvendt Restklasser X som opfylder
Ligningen foroven vil de bestaa af Tal x som opfylder Kongruensen
i 2?@ Ifplge den almene Teori for Polynomier over et kommutativt
Legeme har vi saa: En Ligning som ovenfor, A(X) = 0 med A, # 0, har
h@jgt h Lesninger Xy,...X ., og A(X) kan skrives som
(mel)ﬁ’a@e (Xer)wraB(X), hvori B(X) er et polynomium uden Redder.
Formuleret i iz, faas
En alegebraisk Kongruens modulo et Primtal p

a(x) = ahxh *oeeo AKX+ oA = 0 (modulo p), p,%ah, har som

Lesningsmengde et Antal Restklasser modulo p, heist h Stk., og

hvis vi som Reprmsentanter for Lesningsklasserne tager xl,...,xrg

sag har vi - med koefficientvis Kongruens = at

¢ o€
a(x) &2 (X“X1> Zo»@a(xmxr) Teb(x), hvor b(x) = 0 er uden Lesninger.

Vi bemerker, at da vi i Zp altid har XP = X, kan vi altid redu-
cere en Opgave til at vere af Grad lavere end p.
Bksempel: Les

x15+x4+30x3+16x2~8x~40 2 0 (mod.ll).

Her kan xlﬁ erstattes med X3, og endvidere reducerer vi Koef-

ficienterne til deres numerisk mindste Verdier modulo 11:
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xte2x?45x%43x+4 = 0 (mod.1L).
Tdet x = 1 opdages at vere Rod kan man dividere med (x-1) og faar
(x=1) (x7=x +4x+7) + 11 = O

eller 3 o
(x-1) (x7=x"+4x=4) & 0

og her er x = 1 igen Rod i den store Parentes, saa det kan skrives

(le)2(X2+4)E§ 0.

2

2 kun antager Verdierne 0°

Da x = 09(31)2 319(£2)2:47(f3)2:99

(ﬁ4)2216§57,(§5)2m25§33 ses at x2+4 aldrig kan veere kongruent O.

Opgavens Lesningsmemngde er altsaa x 21 (mod.ll).

Det kan vere praktisk at udvide Kongruensbegrebet modulo p til og-
sas at gmlde en steorre Mengde rationale Tal:

Lad @2(p) vere Mengden af uforkortelige Breker a/b, hvor p.%b°
Man gser umiddelbart, at @?(p) er en Ring, wmgte Delring af de
rationale Tals Ring. Idet ¢ betegner Homomorfien (2§;+,-) .
(Zpﬁ-”), udvider vi nu ¢p til en Afbildning af @\7(1:0 ind pas
E%pg idet vi swtter Billedet af a/b til ¢f(a)/¢(b). Afbildningen
er'veldefinerety idet hvis a/b = ¢/d, altsas ad = bc, ses let at
c,;(a)/cg(b) = (/(c)/¢(d). Det er en Udvidelse af ¢f, thi gp(a)
q(a)/y(l) :cf(a/l)« Det er en Homomorfi, da Produkt gaar over i
Produkt: ()a/b) c/a) = (@(a)/g(b))-(@(c)/P(d)) =galge)/p(blp(a}i
xeﬁ(ac)ﬂy(bd) :uy(ac/bd) og paa lignende Maade ses at Sum gaar
over i Sum. Vsrdimsngden er stadig Q?py og vi kan altsaa for et-
hvert a/b € @Q(p) finde et k éi?’saa a/b = k (modulo p).

Ringen @?(P) er paa sin Vis simplere end (23i+,e), idet det er

en saakaldt lokal Ring, idet samtlige ikke-invertible Elementer,
altsaa alle Breker a/b hvor pja, udger 6t Ideal som alitsas trivi-

elt mes vere Maximalideal (og det eneste saadanne)., og er Kerne

for {?@
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Invrigt kan man bemsrke, at det foregasende egentlig er en gene-
rel algebraisk Konstruktion: Der er givet en kommutativ Ring
(M,+,+) med Btelement og hvori Nulreglen gmlder, og en homomorf
Afbildning qﬁ af denne over paa et Legeme K; Homomorfiens Kerne
er et Maximalideal I. Ringen har et Breklegeme, og i dette tager
vi nu den Delmsengde M(I) som bestaar alle Kvotienter a/b mellem
Ringelementerne for hvilke b @?Ia Vi definerer qp(a/b) som
Q(a)/g(b) & K, og det ses let at vere en veldefineret homomorf
Afbitdning M(I)-w% K,hvis Restrikiion t1l M er det oprindelige
c?a Afbildningens Kerne i M(I> er Brekerne a/b, hvor a ¢ I,

b QAI, hviltket netop er Mwngden af ikke-invertible Blementer,

og demne Mmngde er altsaa trivielt et Maximalideal (og det eneste),
og vi har raseb Ringenf% udvidet til en"lokal Ring" M(I).

Bleempel ¢
2

Iws x“+x +2 = 0 (modulo 11).
oo . ~ l 2 i 7 [ T . A\
Vi traar (x + 5)° 2 =g ogda -7 4 er hojre Side
2 1l, Altsaa X 4+ % 2 & 1, og vi Taar Iesningerne
5 5 6
x B A i (mod «lL1)

Kontrol: (x = 6)(x = 4) = X2 - 10x + 24 = X2 + X + 2.

Fgrategradskongruenser krever ikke mange Ord, da vi er i et Legeme.

Vi har: BEn Ferstegraaskongruens ax = b (moa,p), hvor pALa, har

som Lepsningsmengde netop en Restklasse modaulo .

Bksempel:s
22 x = 12 (modulo 17)

1' Metode: Man kon preve med x = 1,2,3,000,163 et besverligt

men endeligt Arbejde.




2' Metode: Vi har x B 12/22 og i Breken kan vi nu forlenge
og forkorte og erstatte Teller eller Nevner med dermed
kongruente: x = 12/22 = 6/11 2 6/(~6) = -1 (mod.1%)

3" Metode: Vi kan bortskaffe Nevneren v.Hj.a. Fermats Sat-

15
ning: x 2 12/22 = 12.225° = 125804 12.125° =

12.6° = 12:6:36° = 4-2° = 16  (w0d.17).
4' Metode: Vi kan bruge Indextabellen S.47:
ind x = ind 12 - ind 22 = ind 12 - ind 5 = 13 = 5 = 8,
og ved at gaa tilbage i Tabellen findes x =16 (mod.1l7).

Binome Kongruensopgaver: Opgaven x° = b (modulo p), hvor p b,

kan umiddelbart oversmttes til Indices og bliver til
a-ind x = ind b (modulo p-1).
1) %% =15 (mod.17) bliver $il 4 ind x = 6 (mod.16),
altsaa 16 ;6 - 4 ind x, som aabenbart er uleselig.

) x65§ 15 (mod.l1l7) bliver til 6 ind x == 6 (mod.l1l6),

[he]

altsaa 16 |6 ~ 6 ind x = 6(1 - ind x); her kan forkortes
med 2, og det er ensbetydende med 8 /3(1 - ind x), som
igen er ensbetydende med at 81 1l = ind x, altsaa
1
ind x = (mod.16), eller x& (mod.17)
9 14
3) For hvilke b har x4;§ b (modulo 17) Lesninger ?
omgkrives til 41 ind b (mod.16), eller ind b = 4,8,12,16,
hvoraf faas b= %] eller b= T 4 (mod «17) .«
Alt i alt faar man nedenstaaende Setning; Beviset skal ikke
detailleres, men fremgaar af Kksemplerne ovenfor (man bemsrker
ogsaa at Problemet fores over i Kongruenser modulo p-l, som
normalt er et sammensat Tal, og saadanne Kongruenser skal vi se=-

nere betragte nwrmere)s dersom x> = b (mod.p), hvor p o, siges

at b er en a'te Potensrest modulo p.




he

Nodvendigt og tilstrekkeligt for at x® = b (mod.p), hvor p,}/by

har Lesninger, altsas at b er en a'te Potensrest modulo p, er

det at  (a,p-1)|ind b, hvilket er ensbetydende med at

b opleftet til Potensen  (p-1)/(a,p-1) er kongruent med 1 (mod.p).

Hvis Betingelsen er opfyldt er Antallet af Lesningsregtklasser

mWW/_ .
(© € 4, lig (a,p=1).

Udtrykt med Grupper har vi: DMengden af a'te Potensrester udger

, *
en Undergruppe i (;?; ,°), 0g er altsaa cyklisk og er af Orden

(p=1)/(a,p-1).

Endvidere kan vi bemmrke, at Summen af de a'te Potensrester modulo p

vil vere delelig med p, undtagen hvis p-1 gaar op i a. Thi hvis

p-l gaar op i a vil alle a'te Potenser vmre = 1 (Fermats Sstning)
saa der er kun denne ene a'te Potensrest; og hvis p-l1 ikke gaar

a ~&

op iaer 1%+ 2% 4+ ..+ (p~1)%2 () (mod.p) (se $.4%), og her
staar jo netop Summen af de a'te Potensrester multipliceret med
(a,p~1) (for hver af dem kommer med for (a,p-1) Stk. inkongruente
x ifelge Ssmtningen ovenfor).

Eksempel: a =3, d.v.s der er Tale om "kubiske Regter",

For p =7 er (a,p=1) = (3,6) = 3: Antallet af kubiske Rester
er (p-1)/(a,p-1) = 6/3 = 2, og de opfylder Ligningen

b2

£ 1 (mod.7). De kubiske Rester er derfor bz %1 (mod.7),
og de udger med Multiplikatian en Undergruppe af Orden 2;

endvidere er Summen af dem # 0 (mod.7). Alt dette ses

at vere rigtigt, idet 17 33
27 %=1, 59 {2 <1 (mod.7),
43 6)

For p = 17 er (a,p-1) = (3,16) = 1. Antallet Kubiske Rest~
klasser er 16, d.v.s. ethvert b er kubisk Rest, og enhver
Kongruens x° = b har netop én Lesningsrestklasse (¥ .

Fx x° 2 14 ¢) x = 10 (Benyt Indextabellen S.47).
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Vi vil nu betragte Tilfmldet a = 2 mere indgaaende, men lad os
forst gere Rede for at enhver kvadratisk Kongruens kan reduceres
til en binom kvadratisk Kongruens: Vi ser paa ax2 + bx + ¢ =0
(modulo p), hvor pda. Tilfwldet p = 2 kan vi lade ude af Betragt-
ning, thi her er jo X2§z x, saa vi de facto har en linewmr Opgave
(8 + b)x + ¢ & 0 (mod.2), som er umiddelbar at diskutere (for

2/ a+b er der netop én Lesningsrestklasse, for 2 | a+b er der %o
eller ingen), For p>2 benytter vi den smdvanlige Omskrivning

af Polynomiet til a(x + b/2a)2 + (¢ - b2/4a), saa at Problemet
er reduceret til (x + b/2a)2 = -(c = b2/4a)/a; hvis p gaar op
i Hpjresiden finder vi Lesningen x = - b/?a, og hvis p ikke gaar
op i Hejresiden har vi en binom Kongruens af den foran betragtede
Type.

Vi skal altsaa nu benytte de foran angivne Ssmtninger pas Opgaven

= D (modulo p), hvor pékr et ulige Primtal,

Dersom

ng% b (mod.p), pkb, har Lesninger siger vi at b _er kvadratisk

Rest modulo p, og ellers siger vi at b er kvadratisk Ikke-Rest

modulo p.

Men da Tilfwmldet er saa vigtigt vil vi give direkite Beviser for
Resulta%erne; hvilket er muligt uden at benytte den cykliske Strule
tur af (225%96)9 0g ogsaa historisk er rimeligt, idet de kvadrati-
ske Rester var kendt allerede af Buler (og vmsentlig ogsaa af
Fermat), altsaa for Gauss' Tid.

Udtryks i (Z,,+,+) er Opgaven X° = B, B # 0. Man ser, at dersom

der er en Lesning Xog ga8 er der netop to Lesninger, nemlig i:xo

(ikke flere, da Graden er 2).

Antallet af forskellige kvadratiske Restklagser B bliver derfor

Q%Q (nemlig Halvdelen af Antallet mulige X), og Antallet af kvadra-

s
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tiske ITkke-Rester bliver lige saa stort.

De kvadratiske Rester B udger en Undergruppe i1 (2§£Qi°), thi det

er en Delmmngde som er stabil ved Division da X12 = By og

) . .
ZQ = B2 giver (Xlx2 1)2 = BlB2 1@ Da alt er abelsk er det en

normal Undergruppe i (Z?ﬁ%,»), og Kvotientgruppen er altsaa afl Or-

X

den 2 og kan fx reprmsenteres ved ({ il}gf)e

p=1
Fulers Kriterium: For de kvadratiske Resthklasser B gmlder B = B,

og for de kvadratiske Tkke-Rester gmlder B Zaal B

Bevis: Ifelge Fermat er for B # O

g <(BE-£)(B% «E)

“‘B@w‘ _,,t: s OI

U

og for de kvadratiske Rester B er B Q§A = X Pl B, saa for dem
er den ferste Parentes lig O, og den er ikke O for flere B (Graden
er Q%&A)y saa for de pvrige B, altsaa lkke-Resterne, er den an-
den Parentes 1lig O. _ D
Man ser ogéaa at Tor en vilkaarlig Undergruppe med E%i Elementer
i <Z?§%ie) gelder for et Llement B at B Eﬁi = (£ (Lagrange's Swte’
ning), saa {kvadratiske Rester} er den eneste Undergruppe med

E%& Elementer (hvilket jo ogsaa stemmer med den cykliske Struke

o+
tur af (Q?p s0) ) e

Legendre-Symbolet er

b ) { 1 hvis b er kvadr. Rest mod.p

1Y =] hvis b er kvadr. Ikke-Rest

Man ser, at Afbildningen (E)P% (%) netop er den ovenfor omtalte
ey, i

Homomorfi af (4Qb ,¢) ind paa en Gruppe (éﬁl},o); Afbildningens

Kerne udgeres af de kvadratiske Rester., Heraf felger at Legendre-

Symbolet er multiplikativt, altssa ab (l%ﬁ) = (%)o(%} .

Indvidere ses at Bulers Xriterium kan °

b=l b
udtrykkes: modulo p er b 2 = wﬁg




Man ser Overensstemmelsen mellem det her udviklede om kvadratiske
Rester og de generelle Swmtninger fra S,.52, som i denne Situation
bliver simplere, idet a = 2 og p ulige giver (a,p-l) = 2 altid.

Og de kvadratiske Rester udger den Undergruppe som dannes af alle

de lige Potenser af en Primitivrod.

Fksempels De kvadratiske Rester modulo 17 ses af Tabellen 5.47 at
vere 1,9,13,15,16,8,4 og 2. I dette specielle Tilfelde goel-
der, at enhver kvadratisk Ikke-Rest er Primitivrod, men det
skyldes at p-1 = 16 ikke har andre Primdivisorer end 2, i
Almindelighed er Primitivredderne kun nogle faa blandt de
kvadratiske Ilkke-Rester.

Tksempel (som senere vil indgaa som en Bestanddel af "Reciprocitets-
swtningen"): Vi har

]
b

e

( ) 1 for p=4h + 1
-1 for p=4h - 1
p=-1
hvilket umiddelbart faas af Fulers Kriterium, idet (-1) <=
netop har denne Verdi i de to Tilfelde.
Anvendelse: I Eksemplet S.49 fandt vi at X' - 4 (mod.11)
ikke havde Lesninger; nu kan det let begrundes, idet

%
=4 m(mg, -1 (:;,;; -1
i) TQaIjiT) T\ o

Der findes uwendeligt monge Primtal af Formen p = 4h + 1. (det var

det Tilfmlde, som vi ikke tidligere kunde klare). Vi konstruerer

Felgen By = 5
2
a, = (231) + 1
a. = (2a,a a )2 + 1
n 192°° ¥ n=1

& 9000 0

Tallene har hver sine egne ulige Primdivisorer, og hvis p er ecn saa=-
dan ser man at der er et Kvadrat kongruent ~1 modulo p, saa p maa

vere af Formen 4h + 1 ifplge Eksemplet ovenfor.
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Bksempler paa Teknik. Vi vil vise, hvorledes dette Kapitels Setnin-

ger kan anvendes paa mange forskellige Maader.

1) Palgen ae-l,28-1,40-1,83=1,... kan ikke bestas af lutter

Primtal (Felgen vokser saa hurtigt, at der tsthedsmmssigt

ikke var noget 1 Vejen for det).

Bevis: Antag at a-l er et Primtal p > 2. Saa er ifslge Fer-
mat  2P7la o1 = (prlml)a + (a=1) delelig med p, og da det
er storre end p mas det vere sammensat. Man bemsrker at for
a = % bliver a=l = 2 saa Beviset ikke kan anvendes, men saa
kan man blot begynde med 28 -« 1 =5, og Felgen
2:5,11,2%,47,... kan altsaa heller ikke bestaa af lutter
Primtal.

2) Por ethvert naturligt Tal n > 1 smlder nM%”Zn - L.

Bevis: Hvia n er et Primtal er der ikke noget Problem, thi

saa har man jo n i2n - 2, men vi skal vise det for et vilkaar-
ligt naturligt Tal. Lad nu p vere en Primdivisor i n. I
(Zzéﬁiﬁ) settes ordcz) = h; altsaa h 1lig den mindste Exponent
saa pf Qh - l. Vi har 1) h>1, 2>if@lge Fermat gmlder h[pml
3)saafremt n j2na1 vil p ?2nm1 saa h | n., Altsaa er 1) h >1,
2>hﬁ%p og 3)h er Divisor 1 n; men hvis p var valgt som den
mindste Primdivisor i n ses der at vmre Modstrid.

16 + eee) hvori

Bt Eksempel som 20 }320 S (34 - 1)(3
34ml = 80 viser at Resultatet kun gmlder med Potenser af 2.

3)  Hvis & er et lige Tal sterre end 2, saa er a-l og a+l Prim-

valtvillinger hvis og kun hvis agml i4°(am2)2+a+3.

Bevis: Hvie et eller begge af Tallene a-~l og a+l er sammen-
satte, saa findes der en Divisor d i azml med 1 = 4% @%l
(begge Tallene er jo ulige), og da a ggé er d mindre end

a~2 og gaar altsaa op i (a~2)!; og ddet d maar op i a-l el-



57

ler a+l kan & ikke gaa op i a+3 da d ikke gaar op i 2 eller
4 (4 er jo ulige). Relationen kan altsaa kun haabes opfyldt
af Primtaltvillinger,

Antag nu at a-1l og a+l begge er Primtal; vi skal saa blot vise
at de hver for sig gaar op i Relationens Hojreside., Ifolge
Wilson gaar a-l op 1 4((a=2)!+l) + a-l, saa det er i Orden.

Og betragter vi Heojresiden modulo a+l er den kongruent med
4o(a=2)t + 2 = 2°(=l)e(=2)c(a=2)! + 22 2ea.(a-1)(a=-2)f + 2
= 2¢(al + 1) som ifplge Wilson er kongruent med O.

Por ethvert naturligt Tal n er nedenstsaende Tal lige

%u(n - 1)

‘n o« (n+ 1)

-

Bevis: For n €5 er (n-1)! < n(n+l), saa Talvwrdien er 0;
for n = 6 faas 5320/4%3 = 2 og for n = 7 faas [720/5@] = 12,
saa vi behever kun at betragte n%&

Hvig baade n og n+l er sammensatte vil de hver for sig gaa op
i (n=1)! og da de er indbyrdes primiske vil deres Produkt og-
saa gaa op, 0 man overbeviger sig let om at der vil vere et
Overskud af lige IFaktorer i Telleren, saa hele Breken bliver
et lige helt Tal.

Hvis n er et Primtal p, saa er n+l sammensat og vil gaa op i
(n=1)!, og ligesom ovenfor vil Kvotienten blive lige. Iad os
imidlertid addere L til den opskrevne Brek, hvorved den faar
Formen (pol)e + p o+ 1 s forkorter vi nu med p+l faar den

p(p+l)

Formen ulige gwllery men her gaar p op i Telleren, thi ifelge

Wilson gik p op 1 Telleren ovenover, og det er ikke edelagt

ved Forkortningen med p+l1 (som jo er primisk med p). Altsaa

er den oprindelige store Brek + % lig et ulige helt Tal, saa
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den opskrivne Hel-Dels~Verdi er lige.
Dersom nt+l er et Primtal p gaar det analogt, idet igen Breken

+ % bliver et uwlige helt Tal.

Hvis p er et Primtal af Porm p = 4h + 1, sas vil Kongruensen

4. o ] \ =y s/
¥ 2 nh (mod.p) have 4 Lesninger, som er x= £ a, 2 {a+l)

{(mod.p), hvor a er et helt Tal,

Iksemplers p = 17, 4z 4, af Tabellen S.47 faas xzg *6,%7,

X
4
p =13, % % 3, Lesninger xg % 2,X3,
p = 5, K4% 1, Iesninger x= *1,%2,
Bevis: e oz Xt = (XE + %)2 - %2

N

RICSRNE I OF

= (2% + x4 5

Dette kongruent med 0 giver for hhv. ferste og anden Faktor

ol i 2MW ass & e & 2 s L
(x + 5)° = 7 o8 (x-%)" = «F.

+

Kongruensen ygzﬁ - % eller (Zy)zﬁa - 1 har en Leening b
fordl C%g) = 1, og som Lesninger til de opskrevne Kongruen-
ger finder vi derfor ialt x = *b £ %, hvilket ses at vere
netop det ovenfor paastaaede.

Lad k vere et naturligt Tal. Den sterste fwmlles Divisor Nk

= (QXC%Q.LWZQ 3}€+l““5 ?4‘}{:'—1‘“1”43 LIRS ca) er d& be%t@m‘t Ved FOZ‘“IB:LF%TJ.
Nk = 7 g P
p-1[k
(hvor som smdvanlig p betegner Primtal).

Bksempel: k = 635 p kan antage Vsrdierne 2,3 og 7, og vl haw

P

Ny = (2720,3725, . 0.) = (126,2184,...) = 237 = 42,

Vi kunde ogsaa defimere Nk gom sterste fwlles Divisor for alle

ke+1 k+1 k+1

Tallene 2 “-z, 2 & 22 Thi 1 =l = 0 -0 = 0, og ilevrigt

er for k lige (mz)k+Lm(«z) = m(zk+lmz); for k ulige giver
FPormlen at Nk = 2, men dette er ogsaa lig den sterste fwlles

Divisor for 2k+lm2 0g (“2)k+lm(m2) . 2k+l+2°
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Bevis: 1) Fotr et Printal p ses at pgfpk+lmps hvoraf felger

at Nk i hvert Pald er kvadratfri. 2)

ak+1

Dersom p-1 ]k vil

p | -8 = a(akml) ifelge Fermat, baade hvis pla og hvis

pga; det opskrevne Produkt vil altsaa i hvert Fald gaa op i

k+1

N 3) Dersom pwl%’k betragter vi g -g, hvor g er en

1 ®
Primitivrod modulo p; da vil p ikke gaa op i gkml, og da
p er primisk med g gaar det heller ikke op i g. Dermed er
Formlen bevist.

Anvendelse: Digningen xk+l + yk+l = zk+l

har ifelge en be-
romt - til Dato ubevist - Paastand af Fermat ingen Lesninger

med x,y,2 & ﬁv, k > 1 (for k = 1 findes Lgsninger, fx

52 + 4d = 52)9 For evt. Lesninger er y « z < x+y (det sidste
fordi (x+y)k+1 I coe F yk+1), og endvidere
0 = xk+l + yk+l - zk+l B X4ty -2 (mod.Nk)og da dette sid-

ste er positivit er det altsaa £ Ny . Tilsammen faas at

x = N, , og analogt med y. For evt. Lesninger til x7 + y7
= 2 er altsas 1 hvert Fald x,y (og ogsaa z) > 42.
"Wolstenholme's Satning": For et Primtal p sterre end 3 vil

p2 gaa op 1 Twlleren a 1 Breken

Bksempler: p = 3, % + % = % v 32 = 9 gaar ikke op
p =5, % + % + % + % = %% > 52 gaar op
p =1, % +  ecenes F % = %% ) 72 gaar op
p = 11, Summen lig Zggé = lg%égl (uforkortelig).

Bevis: Vi swbtter (x=1)(x=2)...(x=p+l) = xpml»slxpm2+.ea+spm1,
hvor slgszye,@pspw2yspwl er de gsymmetriske Grundfunktidner
af Tallene 1,2,...,p=-1. Her er Bl = (p=1)! medens alle de

pvrige er delelige med p (se S.4%). Den betragtede Brek % er
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. 2 .
lig Tmﬂwmw og vi skal blot vise, at p ]spmg y thi selv om
den er forkortelig (som fx for p = 7 ovenfor) kan det ikke
fijerne nogen Faktor p, da pe%(pml)z.
Indssttes x = p faas

DL P2

(p "L)V = . e Slp + ees T Sp"‘sz bl SD=2P + (p""‘l):

hvor (p-l)! gaar ud, og da de gvrige Led paa Hpjresiden
il og med spm3p2 er delelige med p3 (NB kun for p » 3)

maa, p2 gaa op 1 sp_'2y hvormed det eonskede er vist,

Potenssummer og Bernow lli's Tal.

For k,n @:ﬂd settes

1k, ok =K L (n»l)k = 85,(n).

(det kan opfattes som en Skenhedsfejl at Summationen paa venstre

Side opherer ved n-l i.8t.f. ved n, men det har baade saglige og

it

historiske Aarsager). Som bekendt er Sl(n) % n° - % Ne
Vi skal vise, at der for ethvert k eksisterer et Polynomium Sk(x)
for hvilket Sk(o) =0 og Sk(x+1) - Sk(x) = xk, x € ﬁé, Dette

Polynomium vil sabenbart netop angive Verdierne Sk(n)° Vi bemsre

ker, at der i hvert Fald hejst kan findes et Polynomium som har de

rigtige Verdier for alle n e /N.
Bevig: Det angivne Sl(x) har den enskede Egenskab, og vi ferer

saa Beviset ved Induktion efter k. Vi antager alisaa at der findes

. v Y kel

et Polynomium Skml(x) for hvilket Skml(x+l) Skwl(x> = X
og vi swmtter saas X
0(x) = §0 o8,y (v)av.

Ved Differentiation faas

T(x4L) - P1(x) = kex L
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k

gom ved Integration giver T(x+1l) - T(x) = x « B, , hvor B er en

Konstant. Vi swmtter sas Sk(x) = T(x) + B, X, og har dermed faset
et Polynomiwm for hvilket Sk(x+1) - Sk(x) = xk og SV(O) = 0.

Bthvert Sk faas altsaa af det foregaaende Skm] ved Multiplikation

med k og Integration og Addition af et linemrt Led. fj
. . T D A
De forste er bl(x) =5 % -5 X
SP(X) = % %7 % x° & % X
83(X> = % xt - % X 4 % x°
' 1.5 1 4 1.3 _ _1
84(x) = X 5 X+ EX 55 X .
Vi smtter Bo = 1, Bl = e %, og saa faar vi som almindelig Formel
Xk+lw3

e~ B,
Sy(X) = k¢ ;} T
$ $ 1 21
Hormms Ja (k+1"‘;])-
hvor der summeres for Jj & ZC¢K] (den forste Faktor k! skyldes Mul-
tiplikationerne, og man ser, at j = k netop giver det linemre Led

Bix).  Ievrigt bemsrkes, at Faktoren k!/jl(k+l-j): ogsaa kan
skirives som L v(k+%) eller som i (k)n

I k+ieg | j

'V‘Tﬁilane BOp By 829@@; er de saakaldte Bernoulli-Tal (indfert af

‘f J@@@b Bernoulll, 1654-1705). De kan bestemmes sukcessivt ved Inte-

grationsrne oventor, men *aes slmplere ved at bemerke, at 8,.(1) = 0

‘5 :%%i“@%tt@r mon % = 1 1 Formlen ovenfor og benytter det ferste al-

'u73fﬁ@§m&%iVé Udtryk Tor Koefficienten ses &t man for alle k:@ﬂv‘har

S Z%‘”} B, = 0 (NB Verdien j = k+l er udeladt B +2B, = 0
g g j 0 1

BO+3B1+3B2 = 0

‘77&"§ummation@n)g altsas et Formelsystem som
' BO+4B1+6B2+4B3 = 0

hosstaaende, til sukcessiv Bestemmelse af
o B e o b6

Bernoulli-Tallene.

For Formelsystemet benytter man ievrigt ofte den symbolske Skrive-

maade (B + l)(m) - B(m) = 0, hvor Meningen er at man efter Binomi-

aludvikling skal erstatte symbolsk Exponent med Index.
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ulige og sterre end 1 er B, = 0. Det ses saaledes: Idet

Grad,

J
)k

sk<wn)+<mn)k+<mn+1>k+ﬁab+(w1 = 5,(0)

for k lige Sk(mn) + ¥ Sk(n) = 0, og swttes Sk(x)+%xk lig

¥
er altsaa Si%wn) + Si?n) = 0 for alle rléﬂvp saa at Sk(x)

ulige Funktion, og derfor kun indeholder x—~Potenser af ulige

hvilket viser Paastanden,

De forste fra O forskellige Bernoulli-Tal er

B B

By By By By By By Byg Bio
~1/2 1/6 <1/30 1/42 -1/%0 5/66

16
~3617/510

14
-691/2730 17/6

1/1

AT Formlerne er det klart, at alle Bké§QQ, men ievrigt ses de at

vere meget uregelmmssigt dannede.

Ad anden VeJj, nemlig ved Fourierrakkeudvikling af en [Funktion

N
NN

se at for de lige positive k vil Bk vere af alternerende Fortegn,

og dens sukcessive perdodiske Integraler, kan man vi-

og dens numeriske Verdi er 2°k2/(2ﬁ5k gange ZE-A%E ; specielt ses

at man for denne sidste Sum kan angive et korgﬁslgttet Udtryk for

de lige k (for de ulige kender man ikke noget saadant Udtryk), og
endvidere ses at for disse k vil kal gaa mod uendelig for k=P ©9
p.G.a. Faktoren k!.

Vi skal imidlertid ved Kongruensbetragtning vise en ejendommelig Set-
ning om Verdien af Bka

, VeSt.1798-1867) ¢ Lad k vere li=-

Clausen-v.Staudt's Ssmtning (Cl.

ge oz positivy idet p gennemlober de Primtal for hvilke

Pe=r ] fk, saa er Bk + 23 % et helt Tal.
N a o ° .,],;, N ;:. xv:‘l; -
Eksempler: k = 23 z + | 5ty = 1,
_ L L,.1 .1 _
k = 4 = %5 + 5+ 5 + = ) = 1.
_ 691 N S S § -
k = 12 5750 + 5+ 5+ 5 + ot 3 ) = 1.
- . 0 L1 -
k = 14 I + ( 5+ 3 ) = 2.
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Beviset skal fores ved Induktion efter k, og da vi lige (i Eksemplet)
har vist Paastanden for k = 2 skal vi kun betragte k 2 4.

Vi skal for et vilkawrligt Primtal p benytte Kongruens modulo p, og
minder om at det fungerer indenfor Ringen @(p) bestaaende af de
Breker %;, hvor p}{" b. Vi konstaterer at pBO, pBl 0g pB2 & @? (p)g
den forste fordi pBO = D& Z, den anden fordi pB1 = - »g haade for
p =2 og for p» 2 ses at tilhere & (p)9 og den tredie fordi

p'B? "g baade for p = 2 og for v = % og for p > 3 ses at tilhere

& (p)

t'or fastholdt p vil vi nu ved Induktion eflter k,(son skal vere lige

og 2 4% vise at pB = Sk_(p) (modulo p), og da Sk(p)é Z  ligger

der heri speciell at pﬂke @(p)
Verdien Sk(p) faag af Formlen 3.61, hvori vi dog benytter det andet

alternative Udtryk for Koefficienten. Vi har

50 = 2y - (5) By T e pem

je [0 ki
og da Blfzwl = O vil J de facto kun legbe til k~2. BEthvert af Leddene
pnder zwﬂ.‘egnet er #® 0, hvilket fremgoar af folgende: ifglege Induk-
tionsforudsmtningen vil pTB\_} & @(p), 08 (15) € 2/9 der resterer
pkm"j/h-(l{mj) som er = 0O, fordi p kun kan gaa op i Nevneren med en

o . C. k=3 o Kee :
Iikgponent som er wmindre end k-j, idet p J z 2 J = 1+ (k=j)teae

gsom er storre end fek-j (vi havde k~j & 2); ialt bliver Leddet = 0,
Dermed har vi vist at pB, = Sk(p)a

Ifplee det tidligere (S.43, ogsaa 5.52 midtpaa) er Sk(p) g 0 for
p-l4k oz 5.(p) E -1 for p~1| k. Swttes B, +JF 9{7 = € (Summatidn
over de p hvor plek.)? faas pC, 2 0 (mod.p) for ethvert p, hvilket
lun er muligt naar Ck&': Z@skrevet com uforkortelig Brek kan Ck ikke
have en Nsmvner som indeholder noget p). Af Resultatet ses at Bk maa

€Ty % -
have en Nmvher som er %7, P, duves, netop Nk fra Bks.6), S5.58. B
b

- ‘.!k
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KAPITEL IV = Talteoretiske PFPunktioner.

Vi skal betragte Afbildninger £ ﬁd =¥ kommutativt TLegeme (dette
vil som oftest vere ﬂ% Det er afgerende at vi for de naturlige

C o Dues 4 . o{ ey
Tal har en entydlg Primoplesning n = pl’@aas°prl eller skrevet

kort n = ;7 p * {overalt stanr o for Primtal). Qg et Hovedobjekt

{

for vores Undersegelse ckal vwre Sanspillet mellem denne Halvperup-
pestruktur og saa den ordnede Talrakke.

Vi siger at £ er multiplikativ dersom (m,n) = 1 = f(mn) = f(m)f(n)

og 1 ikke er Nulfunktionen.

For en multiplikativ Punktion £ er f£(1) = 1, thi der findes et
f(n) % 0, og sas har vi f(n) = f(n.:1) = f(n)-r(1), (fordi (n,1)=1)
hvoraf ved Division med f(n) faas det onskede.

Idet n = ?(p' gser man umiddelbart at for en maltiplikativ Funktidn

7 ; ; .
er f(n) = ]/ & s hvor Produktet tages over Primtalpotenserne
& o 4 - At e les o8
p " med p Iﬁne Omvendt ser man, at man kan velge Verdierne £(p ")

vilkaarligt, og saa vil det angivne Udtryk for f(n) give en multipli-
kativ Munktion.

Bt Ypecialtilfelde af de maltiplikative Punktioner er de Funktioner
for hvilke f{wn) = f(m)f(n) for alle Talpar (m,n); vi vil kalde

dem gterkt multiplikative (i Litteraturen sommetider betegnet "fuld~

stendigt multiplikative"). [or vort Formasl er de mindre vescntlige,
og man ser ogsaa, at det er ikke andet end de Funktioner som afbil-

der otrukiuren (ﬁvgm) homomorft, Som Lksempler paa sterkt maltipli=-

kative Munktioner kan man tage f(n) = nk (k = Konstant), og - 1lidt
ey .. b s 7 - sl ,31’). i . - h Wy . : .
mindre btrivielt - f(n) = 2°, hvor 2 l n. Man ser ogsaa, at en

gterkt multiplikativ Funlkktion er bestemt ved sine Verdier paa FPrim-



[
+J3

_— o
a f(n) = ]{ f(p) , omvendt vil ethvert

iy

tallene, f(p), idet sa
ale af Verdierne f(p) cive en sterkt multiplikativ iFunktion.
Valg af Verdierne f(p) sive en sterkt multiplikat Funkt

Som Bksempel pas en Funktion der er multiplikativ, men ikke storkt

multiplikativ, kan vi tage den "kvadratfri Kerne", altsaa Funktio-

@(l o,

nen f(n) = Dycoeepr, idet m o= py Feqsoep 7T, (alle Exponenter

c%j forudsat positive).

Betydningen af Betingelsen (m,n) = 1 ligger i at hvis vi setter
B o= {Divisorer e ilmn}
¢ = {Divisorer ¢ i m §
D = »{Divisorer d i n}

saa har vi en bijektiv Forbindelse B <® C X D realigerel ved

e = cod, idet Kravet (m,n) = 1 jo medferer at enhver Divisor e

{1 mn paa netop én Maade kan skrives som Produkt af en Divisor c

i mog en Divisor d i nj; den anden Vej er det klart, at hvis ¢ og d
er et saadant Par Divisorer, saa vil deres Produkt vare Divisor i
mnn »

Den forste talteoretiske IMinktion vi skal betragte er

¥ (n) = Antallet af Divisorer i n = %: 1.
dgn

Den er multiplikativ idet

dnsb‘V(mn) == ﬁ{;i 1 :::&éi /E; 1 = (Z 1)( Z 1‘) :—?F‘"(m) W‘Ta(m)
ejmn  cim din cjm din

e

. . : : . . e
og vi skal derfor blot bestemme dens Verdi for en Primtalpotens p .

Y

- A . . : c
Idet dgp hvis og kun hvis d = p? hvor 0% & € ¢, ses ab der

. : . \ el .
er o+l mulige Verdier %g§ soa at T (p ) = & +1,
Vi har altean J—_—
4’ (n) = 1 (o, + 1),
N .

<z

(&)

De forste Funktionsverdier sr anfert paa Tabelbladet ﬁww%g
Vi har V(1) = 1, og for n = 1 er 2 ¥ %(n) < 2¥n, hvor Lighedsteg-

net gwlder hvis og kun hvig n er et Primtal, medens Ulighedstegnet
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t.he f'olger af at Divisorcrne i n kan samles i Par af komplements-
re, n = a.b , af hvilke den ecne vil viere mindre end eller lig f’ﬁ
(oo hvig den er lig VYT er den anden ogsaa ﬁ,, saa Parret tsller
kun for en Divisor). AT den sidste parentetiske Bemwrkning ses
ogsaa, at “T’(n) er ulige hvis of kun hvis n er et Kvadrattal.

For fast & » 0 vil ‘TJ(n)/ng‘ ~* 0 forn gaasende mod uendelig, saa

(«J
i (n) vokser svagere end enhver Potens af n.

Bevis:  TFor fast p vil ‘TJ(pw‘)/(p%)a = (&(+1)/(p€)@" - 0 for
ot -» 02, hvoraf folger at der lindes en Konstant Kg,p saa
(I‘J(p%)/(p”()g < Kéi,p vafhensict af &. Lndvidere ses at
T(p%/(pME = (+1)/(p8)" & 2%/ (%) = (2/p8)%< 1 for p > I,

igen uvafhengigt af .

Altsaa er e o, o PR
M - /{ ',-LE”.). < // Kg - M£ )
n® (p*)# »P
p p #lg

hvor Mg er en Jonstant. Altsaa (n) = Mgma, og hvis vi 1
denne Ulighed erstatter & med g: har vi den enskede Smtniﬁgt.
Som det fremgaar al Tabellen er T(n) en meget uregelmmssig Funk-
tion, men vi kan supplere det ovenstaanende med Ssmtningen

’T)(n) vokser "gennemsnitligt"som log n 1 den Forgtand at

ZN s Z log n for K= ¢9

ngx nek

§65

hvor e betyder at Forholdet mellem Sterrelserne pas de to Sider

af Tepnet konverperer mod 1 ved Grenseovergangen, (Sterrelserne selv

roar nod uendelig).

Bevig: NCﬁ Z: 2.1 = EZ X 1 = 2‘: [MJ
m&&{, n i dln ol d/ﬂ n gk
(&"K)

o da )"K mljg:]l <= 1 faas fﬁ T(n) - w» 1 Z, 1 = K,

d nEK d ¢ K

g =4
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Idet nu Z Lo logr K + bepronset Restled er

d
agkK .
-g— e~ Kelog Kyoo derfor Zf(n) o~ Kelog .
dz K nemn
En Integralesammenliening viser - med en AN ,g “é’
gimpel Fejlvurdering - at £
— pK
2 log r’w’j log t dt = X log K — K + 1 ° R
nZx 1 [ t
/f} i T v ’ }
som ogeaa er o Kelog K, hvorwd det K
pnakede er vist. ﬁ

¥

Den nmste talteoretiske IMunktidn vi skal betragte er

& (n) = Summen af Divisorcrne i n = a .
din
Den er multiplikativ idet (stodig forudsat (m,n) = 1)

5 {mn) = Ze = Z Z cd = (Zc)'(Zd) = &(m)«d(n)

e| mn cilm d|n cim dn

o vi sgkal derfor bhlot besterme dens Verdi for en Primtalpotens p .

2. - ol ; )
Vi finder 1 + p + p° + ... + p@{‘ L P = (p@”l - 1)/(p = 1).

Al tsan . O(;i”' o
& ( n > ot TT “.,A-]W.w_..n__,w_«‘ R
J Pj -1

De ferste runktionsvardicr er anfort paa Tabelbladet S

Vi har (1) =1, og for n >1 er n+l £ &(n) < T(n)sn, hvor Lig-
hedotegnet gelder hvis oy kun hvis n er et Primtal, medens Ulig-
hedstegnet t.h. er evident. Af Resultatet for T faar vi altsaa

n1+ £

at for ethvert positivt & pmlder n < b(n) < , hvor den

haejre Ulished er orpfyldt saasnart n er filstrakkelis stor.

7{2
Her gelder: g(n) vokser "cenncemsnitligt" som i
Bevis: V1 har - a2 o o 5
e T Vo4l e 2
e en = oot ey e g€
e © 6 2 -

og vi skal altsaa vise at dette N;S é(n) .

ngk
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Vi har .zijé(n) E; QL d 3 1 8t.f. n indferer vi nu h = g

negk n < K alm
som Summations varlabel op faar ;Zj % d , hvor den indre Sum
h d
tages c < K ltaa er lig som vi de
ages over d % 5 ¢ 0g altaa er ig 5 ¢ Som vi de

facto kun skal betragte for h € K.

Da vi har x - 1 < [x] =z x faas for 1 =< x at

saa vi har ,Ik]g + [x] - xgj £ X, og vi har dermed

I
) K, “ _
;g,é(n) lig ;{: %'(ﬁ) med en Fejl som numerisk er mindre end
ngK h2K ~

2 %@% . Men dermed har vi at den betragtede Sum er lig
nax ° ,
.lgf; @ f ;.‘_a. —— g:f—- @ ( PZ(».?;. o E )
2 == 2 72 h K

h€K h~

med en Fejl der hejst er som Kelog K, op man ser at det enskede er

(]

Et fuldkomment Tal var hos de gamle Grmkere Betegnelsen for et Tal

vist,

som var lig Summen af sine mgbte Divisorer (d.v.s. Divisorerne,
Tallet selv exclusive). EBEksempel: Tallet 6 har de mgle Divisorer
1,2 og 3, hvis Sum netop er 6.

Med vore Betegnelser kan Betingelsen udtrykkes: N er fuldkomment

hvis og kun hvis G (W) = 2.

Buklid viste: Hvis 2™ - 1 er et Primtal, saa er 257 T.(o® _ 1)

et fuldkomment Tal,

Det er Twjdepunktet og Slutstykket (IX,3A) 1 hans tre talteoretiske

Boger (VII,VIIT og IX).

. . S Ie=1 m .
Bevig: Vi har N = 2 ]op, hvor p = 2 =1 er et Primtal. Saa er

- é(zm“l)oé(p) (de to Faktorer i N er jo indbyrdes primiske);
é(mel) = 2™ 1, og B(p) =p+ 1 =2" op &(N) bliver altsaa

W oy, /]

(2™ - 1).2



2

Eksempler paa no=2, 2-1-= 3 = Primtal, N = 2.3 = 6
fuldkomne Tal: n = 3, 27-1 = 7 = do. , N= 4.7 = 56
n=5, 27°-1= 31 = do. , N =16:31 = 496
n=7, 2/c1 = 127 = do. , W = 64.127=8128
n =09, 27-1 = 511 = 7.7%, ikke Primtal.
Man ser, at lige n-Verdier aldrig vil kunne bruges, da
2h_; - Tond® e
277=1 altid vil vere delelig med 3. e

Langt senere viste Buler: Bthvert lige fuldkomment Tal maa vere

af den af Buklid angivne Form.

Bevisg: ot N = 2m°v9 hvor m >» O op v er ulige,

Tndsettes i G(N) = 2N faas &(2™).0(v) = (2m+1ml)eé(v) = oM, v,

eller é | 2m+l v
(V) = == * V = V + e,
AL o 2m#lml

Da é(v) og v er hele maa den sidste Brek ogsaa vere et helt Tal,

og da Nevneren er storre end 1 (fordi m » Q) maa det vere en mgte
Divisor i v. Nagr v + denne Divisor i v tilsammen giver G(V)

maa flivisoren vare lig 1,

Baa at v = 2m+1_1 ,0¢ der kan ikke veore andre Divisorer, saa v maa
vere et Primtal. ﬂ
Manhed til Dato ikke om der findes noget ulige fuldkomment Tal, men
hvis der findes nogen maa de i hvert Fald vere meget store

(> 10150) og komplicerede af Opbyening (d.v.s. med adskillige for-
skellige Primdivisorer).,

Af fuldkomne Tal kendes altsaa ialt ligesaa mange som man kender
Primtal af Formen p = oM 1, og det er i ©jeblikket 24 Stk. Blandt
disse findes det sterste kendte Primtal, som i Decimalsystemet skri-
ves med ca, 6000 Cifre. Vi skal senere komme tilbage til Spergs-
maalet om hvorledes det er muligt at godtgere at et saadant Tal er

Primtal.
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Foldningsringen.

Vi betragter stadig Iunktioner (ikke nedvendigvis multiplikative)
gsom afbilder ﬁV over i et kommutativi Tegeme.

Vi definerer Foldningen h = % g ved

n(n) = frahn) = 2. £(d) -g(3).

Kompositionen # er aabenbart kommutativ, idet h(n) ses at vere
lig :i}f(d)g(c), hvor der summeres over alle Par (d,c), hvor
deCc = n.,

Den er associativ, thi man ser let at uanset hvorledes man swmtter
Parenteser i f#g#k, saa bliver Verdien af fxg*¥k(n) lig

éi f(d)gle)k(e), hvor der summeres over alle Tripler (d,c,e)
hvor de¢c.e = n.

Den er distributiv med Hensyn til Addition, idet man helt evident

faar f?%(gl+g2) = fHg 4 fﬁég? (Ligesom ved smdvanlig Multipli-
kation er + og -~ "Hovedtegny saa Parenteser er overfledige paa
Hojresiden); her er €118 naturligvis lunktionen defineret ved

g(n) = g)(n}+g,(n).
Altsas er ({f}ﬁ%g¢%) en kommutativ Rine,

Dens Nulelement er iunktionen delineret ved o(n) = O for alle n.
Den har et [telement e defineret ved

e(n) =
0 ellers

idet denne Funktion umiddelbart ses at vere neutral Faktor ved .
Fndvidere gelder Nulreglen: Antag f ¥ o, saa findes et mindste n
for hvilket f(n) # 0, og antag g % o, saa findes et mindste m
for hvilket g(m) s 0; saa faar man umiddelbart at f£¥*g(nm) =
f(n)eg(m) & 0, altsaa at T Hg 0. a

Altsaa er ( f ,+,) et Integritetsomraade.




it

Nedvendight oo tilstrmkkelipgh for at £ er invertibel er £(1) ¥ 0.

Bevis: Betinselsen er nedvendig, thi hvis (1) = O faar man
fag(l) = £(1) (1) = O for ethvert g.
Betincelsen er tilstrwmkkedirs thi antacs (1) # 0, vi kan da beslomn-
me g saaledes at f#g = e: som (L) targer vi 1/0(1), of de lal-
cende Verdier g(n) besternmer vi induktivt ved

Ay

(1) eeln) = = 2 MR
d}ngi»l_

[
Idet vi har f£#pg(1l) = £(1)-£(1l) ses at Afbildningen e £(1) vil
viere en homomorf Afbildning of ({f}y+;%) over paa Funktionsvmrdier-
nes Tegeme; Kernen ved denne Afbildning er netop lemngden af de
ikke~invertible f, og denne Mengde er altsaa et Maximalideal |
Ringen. FPFolgelig er Foldningsringen en lokal Ring. GHen den er af
en noget anden Type end den lidlicere betraptede lokale Ring @Q(p),
thi medenz i denne Maximalidealet var ot THovedideal « newmlis (p) -
aaa kan man med 1lidt iHegning overbevice ais om at i ({f},“%ﬁ%ﬁ er
Maximalidealet ikke noget Hovedideal.

Hvigs vi kun tenker paa % -Kompositionen, san gmlder som bekendt at
({invortible £},9€) er en Gruppe’ (o den sterst mulige). Der mml-
der nu den vigtige Swtning:

T Foldningsringen er ({multiplikative f}g'%) en Gruppe.

Bevis: Vi bemmrker forst, at f maltiplikativ medferer f£(1) = 1,

"altaan at f er invertibel. Iindvidere konstoteres at Dtelementeb

. s 1 for n 1
e, som jo var defineret ved e(n) = { 0 ellers , aabenbart
S W R St B v )

er multiplikativt.

Vi skal vise, at hvie f oo o er multivlikotive, san er h = {2g
ogsan multiplikativ. Vi antuger  (m,n) = 1, o skal udregne h(mn);

hvis k gaar op i mn, saa er k = cd (bijektivt), hvor c|m og d[n,

altsaa (c,d) = 1. 3aa Torleber Regnineen



n(m) = 2 L0 = 2 2 rlea)a(DD) -

k jmn k cim,d[n

Eitf( ) (d)P( 1y o ( g (2. f(c) ? /2; £{d) g d)) = h(m)-h{n) .
; i

C)m,d|n clm

Endelis skal vi codteere, at hvig o er mulliplikativ o h = f#g

er multiplikativ, saa maa f opsan have varet multiplikativ (for
derafl felger jo - ved at amtte h = e -~ at g”l er multiplikativ);
men hvis £ ikke havde varet multinplikotiv vilde der findes et mind-
ste mn for hvilket f(mn) == £(m)f(n), og naar vi san udregner h(mn)
som ovenfor vil der optrmde netop én Andring, nemlig i Leddet med

k = mn, altsaa ¢ = m og 4 = n saalddes at f(cd) 5t f(ec)f(d), of da
dette multipliceres med g(1) = 1 vil det scidste Lighedstepn i for-
ste ILinie briste (medens alle ovrige Tighedstegn i Regningen beva-

res), altsaa: (f ikke mult.A & mult,) = (h ikke mult). ﬂ

Det simpleste Bksempel (forskelliet fra e) vaa en multiplikativ

Funktion er £ defineret ved ;(rg = 1 for alle n.

Vi finder giﬁf(n) = 2 1.1 = T(n), og der er altsaa ikke noget
overraskende 1 at T er maultiplikativ.

En anden multiplikativ Funktion er Vv defineret ved V(n) = n for

alle n; vi finder V%é;(n)- ;Ld-l = & (n), og der er altsaa ikke
din
noget overraskende i at & er multinlikativ.
Baade g og V¥ er stwrkt multiplikative, medens hverken G eller
6 er det, og heraf fremga-nr det at gtierkt multiplikative f} ik
ke er nogen Undergruppe i ({f},%ﬁ), hvorfor denne iengde ilkke har
gaa megen Interesse 1 denne Forbindelse.
Tovrigt kan man bemmrke, at hvis h er aterkt multiplikativ, saa er
Al + e . . v‘
(hef) ¥ (hep) = he(f3¥p), altsaa en"hetinget distributiv Regel; det
n

telger let, idet (hef)#(hee)(n) = 2 h(d)f(d)}(d)g?(d) =

h(n)e 7 £(d)glg) = h(n)-((£%:)(n)).
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(Vi har altsaa nu to Ringe af lunktioner f - eller mere generelt ud-
trykt: Algebraer over Billedelementernes Legeme — og der er et vist
Samspll mellem dem, som vi dog ikke skal udforske videre., Detl er
l)Funktionsringen ({f},+,e) med swdvanlig Addition og FMultiplikae

. . 2). . : . , L. 1
tion af Funktioner og )Foldnlngsrlngenn Man ser let, at i 77 er

o

baade «imultiplikative f} 0& {st&rkt multiplikstive f} Undergrup-

per ved Multiplikationen ¢. Op vi har altsaa vist, at i 2) er

{multiplikative f} en Undergruppe medens {st&rkt multiplikative f}

ikke er det, begge i Relation til Foldningen 3¢,)

Flere BEksempler paa multiplikative l"unktioner kan nu let opbygoes,

f.EBks, T L«(ﬁ%fﬁ%(ﬁ = é & 77, Vi har f(n) = Z‘T/(d) Den er multi=-
djn

pliksativ, og for en Primtalpotens pﬁ<finder Vi

f(p@{) = L o+ P taset (o(+l) = ﬁfi%%iﬁ = Si(ﬂﬂ),

Endvidere Y ¥V hvis Verdier bliver ﬁi,dvg = neT(n) (smlgn. Bemo-
din
rkningen foran om en Foldnings Multiplikation med en sterkt multi-

plikativ Faktor).
Eksempel: Tiouville (1809-1882) har opdaget Formlen

5TTa)? = (2 T@)c.

d|n din
Taleksempel: n = 12, d =1 2 %5 4 6 12
v*’(%):: 1 2 2 3 4 6 Sum =18 5
YA =1 8 8 27 6%216 Sum = 324 = 18°

Bevis: Formlen kan aabenbart udtrykkes ’fB%'§ = (7ﬁ¥f§)2, idet
Lksponenterne refererer til smdvanlig llultivlikation. Da de indgaa-
ende Funktioner og deres Potenser og Foldninger alle er multiplika-

tive vil det vere tilstrwkkeligt al bevise lFormlen for en Primtal-

ol . . . .
potens, n = p . [or denne bliver Hojresiden ifelge det ovenstaa-

ende lig 81(&%+2)2, medens Venstresiden bliver 15+25+we°+éx+l))

= 83(@{+2)a Men af Udtrykkene for Potenssummerne (se S,61) ses

(%)%, [
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Vigtig for Anvendelserne:Mobius' IFunktion A (M.1790-1868),
/
detineret ved f&e%(g = e, altsan at M oer den (Foldnings=)inverse

til 8.

_ o TV et 4t _ _ 1 for n =1 o
Ifelee Definitionen er f%;/A(d) = e(n) = { 0 ellers , o
desuden ved vi at /M er multiplikativ.

’ . 2

For en Primtalpotens p finder vi

-1 for e = 1
p = 27 i) - ;E:,A;<d> = e(p) - e(py = {: > ,

d{pG‘ djﬁ“"‘ 0O ellers

Mobiusfunktionens Verdier er derfor

(-1)T  for n kvadratfri, Produkt af r forsk.Primt.

(n) =
/M 0 naar n ikke er kvadratfri

De forste Punktionsvardier er anfert paa Tabelbladet So?ge

Idet X ,
t = gud & g = rul

faas Mdébius' Omvendingsformel !

For talteoretiske Funktioner f og & er folgende to Formelsmt ens-

hetydende:

V:ﬂngﬁm e i o) = 2 pla)yer(d) .
n n ’

n

Eksempler: n =12, d|l2 for d= 1 2 3 4 6 12

M) = 1 -1 -l 0
ig =12 6 4 3 2 1

g=5, £ =T, Zﬁ(d)?’ £2) = T(12)-7(6)-F(4)+7(2) = 6-4-3+2

o 1 ::gg(lg)o

o=V, f=24, zgf«d)é(l§> = &(12)-4(6)-4(4)+4(2) = 28-12-743
= 12 = ¥Y(12)

il
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Vi kan nu let bestemme Fulers %9mFunktion

Q{g(n) = Antallet primiske Restklasser mod.n = g 1
t (h,n)=1
he J0,n]
For ethvert h vil & = (h,n) voere en Divisor i n, oz d = (h,n) ses

Gt e et , ] h n N
at viere enshetydende med at <57§) = 13 Antallet af h&jOmj Tor

hvilke dette indtrsmffer er derfor (?(g), Naar vi lader d gennemle-
be Divisorerne i n faar vi alle h med. Altaaa

= ny

n - Z@(d) = z@r(dl)@
dln d]ln

Men her staar jo netop at Funktionerne ¥ og q> er et Mobiuspar
af Funktioner, V= c{’ %(f, eller QF: Yo /4’\' , 02 Omvendingsform-
len giver (p(n) = 25@(d)~§ . Da P ogsaa er multiplikativ behe-

d|n

ver vi kun at bestemme C((ﬂx), For dlpo£ vil kun vere ulig

1 m(a)
O for d = 1 og d = p, og vi faar q?(pd) = p“am ﬂxmla Det almin-

delige Udtryk for ¢ bliver altsaa

Pu—— 0<‘ 4.““‘ oz
(,{7 (n) = /l (p} J - P]'Q(J ]4) = 1o I l (L - %‘“") ¢
i -— p,|n J

De forste Funktionsvwrdier er anfert paa Tabelbladet Savﬁi
Vi har (?(1) =1, o for n >1 er QKn) £ n-1, hvor Lighedstegnet

pelder naar n er et Primtal. 7Til videre Vurdering viser vi at

L dmedm) o
n-

nof=

A s , . . oL
Broken er en multiplikativ [Funktion, og for n = p er den

(ﬁ“mﬁﬁml)oﬁéiizi
p'”l = 1 - p”%la

2 o
p

' - 11 - T 0l . .

'or vilkaarligt n er Breken altsaa f‘(lwp * ), hvorafl den hejre
pin

Ulighed ovenfor er indlysende, medens den venstre faas ved, at var-

dere dette Produkt nedad ved wTT(lwpmg) = /l (lmmwg) S0
p|n xne%?mi



Tabelblad

n-Verdierne er pr.uvefinition angivet ved ¥(n).

v 7T o, e A

1 1 1 i 1 0
2 2 % -1 1 log 2
3 ‘ 4 -1 4 log 3
4 3 7 0 2 log 2
5 2 6 ] 4 log 5
6 4 12 1 2 0
7 2 8 -1 6 log 7
8 4 15 0 4 log 2
9 3 1% 0 6 log 3
10 4 18 T 4 G
11 2 2 -1 10 log 11
12 6 28 0 0
13 2 14 -1 12 log 13
14 4 24 1 6 0
15 4 24 1 8 0
16 5 51 8 log 2
17 2 18 ~1 16 log 17
18 6 59 0 6 0
19 2 20 =] 18 log 19
20 6 42 0 8 0
21 4 32 1 12 0
22 4 306 1 10 0
2% 2 2 -1 22 log 25
24 8 60 0 8 0
Beorans ,nedad n 2 n -1 nié& 0
Begrens . opad n nf ni+g 1 n log n
Gennemsnitlig n log n ’%i°n vaésésn lﬁé)

Begrensningerne nedad og opad er kun gyldige for til-

strekkelig store n-Vsrdier.

*®) ) . . .
)D@ anferte Gennemsnitesvardlier er ikke bevist for
/A 08 u&,, og deres Gyldighed er "akvivalent" med

Primtalsztningens Gyldighed.



s0m E?ﬁﬁgg&%ﬁm%ll teleekoporer 41N ~% :

naar det opskrives

- &
906066 - 2 L)

For n btiletrekkelig stor zinldd o« J{v) o o p U yrelenr iy on
. = & NP , ,
af ég(n (n) viser saa at n "2 @(n) = u  for n Lilsitrekiel iy
A

shor.

‘
Der gmlders {p(n} vokaer genaemsnitlis som  Ssen

Tr’
Bevig: Vi har . y 2

6 e oW = 7ugno K +K et éb . Kz \
ﬁKWQ %e{. 2 mu

og vi skal altsaa blot vise at dette o9 ‘gim %? « Det asker paa
n £X

lignende Maade som Vurderingen af §T)é(n) (5.68 averst):
Vi har - 2;’ . )
i 1, 1K RS
Z (n) =3 ma) 2 § = (a)w[?j %i![)
? Xﬁﬂ a| ' 0 2NEl T4,
og dette 5
X K2 a
Do) By o B M
| FE3 AT 2 2

Mari - 2 '
EE d T 1 . s e
ﬁig% og T~ = E —5 er reciprokke, thi opskriver man

o ©
deres Produkt og erstatter c¢d med n faar man
d) , 1 1 '
Z%@l 23 =% Jwma =,
e © n B din

idet deri den sidste Sum kun kommer &t eneste Bidrag, for m = 1 f}
(Det sidete Bevis beror egentlig paa at de talteoretiske Funktidner
) - .
ol 0g /%(n)an 2 er foldningsinverse; Exponenten =2 kan her erstat-
tes med et vilkaarligt lige negaitivi Tal, og wan kan pas derne Nage

de indse,at for et lige positivit k er Qgi%(n)wnwk 1lig

n

-k 2 klmlv hvor Bk er Bernoullitallet).

Zolkd e (27)

Som en lille Tllustration $il (ﬁmFuﬂktionen kan vi tage folgende:

Fra Algebraen vides, at en regulwr n-Kant er konstruerbar med
s
i



Pasger og Lineal naar og kun naar n er et Tal afl Former n =
h P ey Ty 4 e Sl &
2 apleoae@prp hvor Pysgesesh, o1 vorskellige Peiwmtal af Dormen

k STe em i ars , ,
271, Vi wvil vise, at detle ogoan kan udtrvkies:

Rant_er konsiruerbar med Passcr ¢g Linedl naar og v nasr

er_en Potens af 2. (Rent sagligh er dette ogvaa den “korrelte

!

Form af Swiningen, hvilket hmnger sanaser wed ob Yonsbrubbion wed
Paggser og Tdneal %Sillader Legemsudvidelser af Girad 2, ssaledes at
de "konstruerbare ol vil $ilhere ed Legeme nves wlad el ﬁgiﬁ,
en Potens af 2).

Bevis: Hvis n har den angivne Form, saa er @y(n) Lig @%Z}%wgipk;wé
og her er enhver af Fakiorerne en Potens af 2, ssa Produkiet er

det ogssa. Omvendt: Hvis n = Yfpoi saa er ?’n) = &g%%ww)ﬁ nan
QKn) er sn Potens af 2, saa cr ethvert Q?(p“3 en Potens af 2, of

da QKp“) = (pml)eﬁgggs at det gmlder naar enten p = 2 og & vilkaar—

lig eller naar p = - oKy og &K= 1, [

De hidtil betragtede Funktioner har allle varet multiplikative, og
kan ievrigt alle indgaa som Eksempler i Mdbiuspar f = g o ﬁ <
“-ifﬁ/ﬁ'; lad os ipvrigt understrege, at ifelge tidligere Resul-

tater gwlder: Hvis den ene Funktion i et Mdbiuspar er multiplikoe

tiv, saa er den anden det ogsaa, Vi skal nu betragte et Par af

ikke-multiplikative Funktioner, nemlig £ = log og det tilevaren-

de & som betegnes Jq,a

& \ ,
Mibiuspar: f= ” € S Tl e | v [ log | - A
g = f ﬁlfﬁ gg /‘4’ ! ”g; g ¥ J —f() ‘g ‘/k g /fég" 1 Opﬂ

multlpiikative - 1kkemmultq

Jﬂybetegnes ogsaa som v.Mangoldt-unktionen.

Dens Verdier er log p for n = p@{

ANCS

il

0 ellers,



9
Man ser umiddelbart, at

log n = ;% & log

p“lhn
Prover man ob anvende Ouvending «lormior o0 vooa swiie L s s #4007
faos
{d)log B o= S, ala) el oo d o
pid)-log 5 = log g ;k(d, Yoo d o
I

i gidete Udtoyk =r fgrste Bidrag O (basde fov o = L og Tor o ¥,

sas at kun anded plulag resterar, on del Sen ny viere Lag

m{fW108)%?§km)a Vi har devior cogsso = som anfwel I Tabellen foran

~at f=-Nog g= /waiog er ¢t Mébiuspar,

funktionen Jkgog Problemet om ders "Mennemsnitsverdi!” er vigtiet
for Primtalteoriens

Tchebychel indferte

log p

Voo = 2 Am = ¥ [Reax] i,
X iﬁ; n ;Eﬁ [ J log p

i
a4 i
e

(Rigtigheden af det sidste Udtryk ses, idet der kommer lige saa
mange Bidrag af Sterrelse log p som der er Potenser af p mindre

e v Log x
end eller 1lig =x, og det er [log pg)o

Man ser, at exp ny) netop er det 1 Kapitel II betragbede mindste
feelles Multiplum {lyQ,Daﬁﬁ[xj}'? idet dette jo er Produktet af

de heojeste forekommende Potenser af de forskellige Primtal inden-
for Talsattet {1,2,..., [x]}.

Vi skal senere vise Relationen ﬁ#(x)amdrxg.a}tsaa attykx)/x = 1

for x-» @0, Med andre Ord: Vi skal vise, at jl(n} Woennensnd -

Ligt" er 1ig 1,

Vi skal her vise, at Trimbtalsminingen vil vere en Konsekvens of

Relationen YVix)/x =3 1 for x4 e9,




Of Vil @ Gl vnine 5 Lt N AN AR I LR A ON A ] Beooay o el W g g
! s e -
o o . T T R T . & T S,
mindst lig 1, og saa benyiter L o0 L i 3 St oy Taar
—

s log po= log y e il

Yoo + Vi 2

i1

Vi kewbinerer Ulighederne idet vi dividerer saa det giver Vurderin-

per nedad og opad for [|(x)/(x/leg »), som er den Sterrelse om Hvil-

kep Primtalsetningen udsiger at den konvergerer mod 1:

YW(x)

e ——— W,

(y) ‘v;

L]

X s T log y x x

o g

log x Z
Vi antager nu at ‘#(x)/x -» 1 for x - eo, og tager y = y(x) saan
ogsan  y¥ 00, men y/x -» O samtidig med at log x/log y = 1
(dette er muligt, fx med y = x/log %). Ovenstaaende konvergerevr

sas mod nedenstaasends

élf "i!”‘ aggee* mg,ﬂ “1!/”

1 1 ® { ], 4+ 0 1 }

hvori begge Sider er 1, saaledes at Midterbreken med /!(X) bliver

tvunget t1l at konvergere paa den Maade som Primtalsminingen aiger
H
at den skal. e

P

(Uden Bevis skal anferes, at man ved en lignende Regning kan ar

j)
Primbalsstningens Gyldighed vil medleire at Qf(x} =3 3, saaledes

at dette "mkvivalent" med Primtalsstiningen; wan kan ogsaa relativi

1ot ge st denne er "skvivalent® mea?ﬁA(n) "oennemsnitligt" er 1lig

0O 1 den Forstand ot ;m{n) S om0 oy x4 @m)@




Cirkeldelingene

Vi skal betragte en vigtig ATbildning

frem il Resultatelt bhenyiter vi dog wondem
e T
7 Tl
4.1 -
) " , T
Den binome Tidgning x = 1 har soa bekord
9
I 41 T W S . - 3, N 1. S N i
denfor i]/ ¢ O del ey sebomhart onetss 6
dev nasr man betragter dem som Hlemente
ordﬁ gaar op L . Vi Jolinerar nu ded
fiums ﬁ 1[@“ -
Wy w0 LY (x 3
at s ¢

dermed har vi

Vi faar umiddelbart at (ﬁi = = Ly
stemme alle de faolgende, idet

produktet er taget over alle d

d[n®

ynomierne,

for alt nuia

P A
= aﬁé [K:g H

Ve Polynomivmsringen

,f) fiad

ton forskellige Hedder i

[

ol @ For hvidke det gale
2oy
7 ; \f%%“ )
o1 Giuppen (f ,¢) = at
dove Uirkeldellingapolynge
Yo
&y

of ved Induktion kan vi bhee

(x=1) gé(x)? hvor Nevaoere
T T,

Vi ved, at Polynomiumg-

divisionen gaar op, og da alle forekommende Polynomier er moniske

(3: Hojestegradskoefficienten = 1) ser man

ved Induktion at alle

(ﬂ (x) faar heltallige Koefficienter, saa at alle Qb (x) éQZ?ZE

Ipvrigt er det let at opstille et konkret Udtryk for an(ﬁ):

MBbiug' Omvendingsformel (3.74) led

N ¢ & "
Vit = 2 e <= Vo e = 2 m@-ed,

dln

.

og den er aabenbart gyldig naar blot I

wxﬂﬁ 3 (4
Gruppen
Loy Omvendirgsformlen

N

n d|n

<>

e o

o8

Vi aln)

dlm

er Afbildninger afl Ty-

]

L), hvor {(f,+) er en kommutativ Gruppe; men dersom

skrives multiplikativt med « faar vi en multiplikativ Form

= Ti ¥ ”)f@{d}
din

gyldig for Afbildninger af ﬁg over i en multiplikativ kommutatbiv



215}

Gruppe (her er det natucrligvis vesent) o, at Mdbiusiunktionens

¢

T 4 " [ A . N b} i o N Al -
Veordimengde kun er {Oﬁlpwigjﬂ o wvivkeldelingspolynomiet Taar
vi odermed Formlen

()
v

flo(ed o)

2
o = < 4 g
qlx) = KToa 1
. 4 % >
R\X) EINED A T G T S SR S S

e
alment for p = Primtal: @%AJ{):ﬂ x*

.
@hg

' . e PR . .
Det er ovenfor nsvnt, at ethvert Qpﬂix) er monisk. Polynomiet

le(x) har Konstantleddet =1, men for n>1 vil ethvert (@n(x)

have Konstantleddet +1, thi swmttes x = 0 i Produktfremstillingen

ovenfor af (?ﬂ(x) faas @%ﬂo) lig («1) opleftet til Potensen

g

M{d) og for n»1l er denne Eksponent lig O.

Al

din
I @lelanen vil Enhedsredderne ligge pas Cirklen §z( = 1, og af Dew

Tinitionen paa (?n(x) ses at dette Polynomiums Redder netop er Tal-

eéﬁlq

Lane , hvor g er rational og har Nevneren n naar det er skreo-

b

A TRy

vet som uforkortelis Breok. Dette

retferdigger Navnet Cirkeldelings-

H

polynomium, Figuren viser de Dele-
punkter paa Cirklen som svarer til
at g har Nevneren % hhv., 6, deres

Antal er 4 (*@(5)) hhv, 2 (ﬂ§(6))a
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For ethvert n vil Delepunkterne liges yvrmetrisk om den reelle Akae,

altsaa vere komplekst konjugerede, og ethvert saadant Par er reci-

R i - o . . A .
numeriske Verdi or 1)5 heral Toleer aib Q%(F)

prokke Tal (da dex
o 1.

ST i 7th {2y Vhew Ao 1T Tl el e oot e ey o S AT LY ap T Py P*» vy i
75 '».»é;“nt‘ ce ) YT e SBaE ol 8T, 0 2u0Ea8 £F ens pasngy on reuvoens
RO A h :

atl ¥, 2aa al Smbthet af KoatPicienler L @ﬁ fxy vil for n 2l vere

ens hvadenten det 1

uadfyldes med O pus de towwe Pladser).

ki

ke

hax: Graden af @%Q&; ev lig ain;. Det er allerede antydet o=
¢

venfor ved Clrkelfiguren, men kan ogsan ses af Produkttremstillive

e N . ) y - :
gen af %Fﬁ(X} som giver at  Jog @H&'” f a(a) & - gg(m)@
¥ i)

AT andre Bpenskaber ved Udscendod ai §}l kon nsmvnes at Koeff
i

ol , T
\L"{’W‘J f § g A - A’» n . f 5 @
rn, aibsas Verdien _%Qﬂ(l)ﬂ er 1lig o ( )w Bevis: v.Mangoldi-

e

; ot A _
Punktionen o+ var bestemt ved at gngg(ﬁ) log ng tager vi nu

5?3@%(x) over alle 4 hvor d]n9 d>1, vil det vere lig (x"=1)/(x-1)

e nml ”g + eee +x+1, o0g for x = 1 vil dette vere lig =n, saa, atl
: Lo, . .

7 log (yg(L) = log mn, hvoraf felger at log %bd(l) maa vere det

sanmme 8on Q/X(ﬁ) (vi kan se bort fra d = 1, da J&(l) = 0)e i

Koetficienten Hil x%ﬂn)ml er lig mﬁﬁn)g da, gb (x) har Hejestegra-

4 . e s : :
€pn(x) (de "primitive n'te Bnhedsredder" i den kompleze

o ™ T T Y - . s a4 o %
Plan ﬁ@) er Jig M(n). Bevis: Multipliceres to moniske Polynomi-

-
P ‘ - . T
a1 (Kh o cxh Loy ﬂaa)(xk - bxk Loy coa) Toas xh+k o (G+b)xh € i@a

san at de nwesthejeste Koefficienter er blevet adderet. Da (?a(ﬁ}

_— h h=1 T“ n
eroal Formen % e g% 4 ... ses at Formlen Ffri(ﬂ = K el
¢ . d ﬁ
s = b f O N o= 1 ;
oirer P ey = eln 4 e var den
giver 1 0 ellers J° (n) hwilket jo netop

rmm

din
ligning som bestembe Mobiusfunkticenen., Alteas Cq ﬂ/%(d)@ £
Ui ¢ “

(At dette Resultat sammen med Udseendat af de opskrevne Bksempler

pag, {?ﬂ(x) kunde man forledes til at tro, at Koefficienterne i

Lo . e , .\
iml(x) kun kan antege VYerdierne 0yl,~1, men detle er forkert; det
U - £

4
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D
i~

q co e "
# . AR 4T A 4 47,
EOg(f3 S S UL i S U P SR BN

5

simpleste Modeksewpsl er

(Vi kan nwvne et Par dndre Hossonhenee mellen Cirkeldelingge

polyaemiarpes aeonder  hegge i) lnatreres wved Bkgemplerne (SD.R2 10

Hvig 7 o= kem, hvor k oy don adrah e af n, san er

i o

bhvilket Jet felger 48 vi kun fanr Bidrag for ﬁgk i

‘
{

- Lo
(=x)y dog Q%(K) = wflf (%)

eller vead st ohservere atb de
Cmdnug
Brhedsreadder netop oY de n'te primitive Enheds-

gotbe primibive
cedder (paa Cirkelfiguren fovan er '+ og 4¢ de primitive 3'te Bn-
hedsredder) ),

Vigtig for Talteorien er Sminingen:

lvig et Primbtal p paar op i @%(M)p hvor x & #Jg sas, goplder

pli v nfp=i.

Bevig: Waar p gaar op i n(x)g san vil p ogsaa gaa op 1 x -1,
ted 4 wvere den mindste positive Ezxponent for hvilken p}xdwl@
alteas 4 = ord(x) indenfor Gruppen (Af%ga)» Da vil d}n9 0g end-
videre ifelge Fermat gmlder dipwln baafremt d = n staar her at
nlp~l, altsas den sidste af de to Mullgheder i Sminingen. San-

) , R | o . , - '
fremt d€n vil (pﬂ(x) forefindes som Faktor i (xnml)/(xdml}

gom jo er lig ,{ J ip

dg(x)ﬁ hvor Produktet tages over alle d' med

d”%n A dﬁ%dg den opskrevne Brok er lig 1 + Kd + XZd + de tooo
¥

Led, og denne er altsas delelig med p; men sambidig er

P s
PO et

med 1alt ?

s R . v .
xjvm I (mod.p), saas Breken er

ap -

n ; . .
g (mod.p), hvoraf felger at plu,
altsaa den ferste Mullghed i Satningen.
bom en Konsekvens af Swiningen faar vis

For ethvert m %;ﬁ% vil Pelgen mtl,2m+),%m+l, ... indeholde uen-

3

I )

del e mnn duhial, (Bpecialitilfmlide af Dirichlet's Sstning).




3y

Bavig: Bevisideen er den flere Songe Lidligere anvendte: Vi konsty

rer en voksende PFolge al indbyrdes parvie primiske Tal = sow alls

nrer mas nove 8ine egne Jrindlvadoicr - of serger for ot Tallenes
Princivisorsy ar b don onslede Vv

At Pelgen bliver vokgends (Gen man jo o hvert Fald ikke ende siae

Qo R PO N oy e 4 . H KT N S /"ﬂ“
Liomsrd som L) sikrer v1 osm ved av Semoo o g (f

(=} «r vokoende med % for

at ethvert #
jme

x o) (Verdiden er rrodoustet sl Alatandens

£ e b A R T e A . L
frae x» til de primitive m'ite ohedoryodder, o P 4

se Fig.). ITevrigi bemerkery vi, at for m>»1 er ﬁ}ﬁr(3}>~ 1, o dare
) I

! L7 Gmary
SV < A T o | ST RN . PRI P A i
for ﬂ&%kx) X (Uﬂ.{%%ibﬁi@ﬂﬁﬂ veicende og afbilder «72 » 4 ) dete
i 3 1

te Til en sensre Brug,

fplgen er (m>1 awtages):

ﬁ
jas)
ot
i
£
=
—
=
g

a_ = ; MeBy 08,50 00008

gj ( 1720 nwl)

206 9 H

)
Da, C@%(x) har Konstantleddet 1 er (Qbm(x)yx) = 1 hvilket medfprer
at Felgen bestaar af parvis primiske Tal, og desuden at deres
Primdivisorer er primiske med m. Men ifelge Smtningen foran gol-
der sas for enhver Primdivisor p at mgpmla C}
Anvendelse: Ior k lige og positiv er Nemvneren N} i det k'te Ber-

o 7mﬁ K

novllital 1lig d | p (se 8.6% nederst)., Vi har N, = 2% = 6,

pmlgk 2
og for alle k vil 6!Nkh Merie Der findes uendelig mange k for hvil.

ke M = 6, og almindelipgh cmlder at enhver Verdi for Ny vil fore-

komne for vilkaarligt store k. Bevis for Ny = 6: der findes uen-
delig mange Primtal ¢ saa  6}g-l; da er qu = 6, thi Divisorerne
d i 2q er 1,2,4. 0g ZqJQg d+] er Primtal kun for d = 1 og 2, idet

~

2141 og Di29+1. Det almene Bevis forleber anslogt: hvis k har



&6

Divisormmngden.lgdéfg saa findes nendelig mange Frimtal g soa

pr— . 1 ) = ] . - i > I'e ;
gﬁ(d’+l)fqua Nu har kg som Divisorer dels {d'} o dels gdyqﬁg

men de aildste kan aldrig give Anladning 11 nogle Primtal p  ded

dregel ey deleliy wmed d04+L. Da Divicorerne idsg netop o iver f1
[ - £ . ¥ . it
-

i

vil denne allsas gentapes vendelix ofia,

Nz !
X o vy | . , L &) .
Cor o sammensatte ne-Vardoor oy Foreten g el o= | %ﬂ(ﬁ> give Ane

P

Teduing ©LL ret braliige Faktoriveringer, [

‘ i ' - g A ‘ ") - ’)
22 g e (o)) o) () U ) (e L) (e e)

TR
pver .
7y ud, L v o 5 oy g ' e E 4
< e ~L s i o j “ f’ @ b 8 _/) a A0
12 .

412 e ] = T 5 . D] - 17 . 1% o P41

512 L = 4 - 6 . 31 » 26 . 21 . 601

612 1= 5 .7 o 4% .37 . 3L . 1261

(x).

Det kan bemerkes, at 1261 ikke er et Primtal, men er 13-.97, o

Man ser Overensstemmelsen med S&trningen om Primdivisorerne 1 Qé

hegge disse Faktorer er af Formen p = 12h + 1.

Inhver Fakboroplesning i é?[k] kan umiddelbart opfattes som en Fak-

toroplesning i lé’ix]y hvor K er et vilkaarligt kommutativt Lepeme

’ ¥ . . -
(da jo (QZ?+9») kan afbildes homomorft ind i K ved 1+% B o0.8.v.).
. N 0 . T o
me 4 » G NG
Migaa i KJx}: £ - B d P
.gﬁ
Hvis ord X = n i den multiplikative Gruppe (K ,*), sas ar X Rad

L (0.

NSO ¢ M

. i . n , .
Beviss ord X = n medforer ¥ - T = 0, altsaa 41% @h(A) = 0,

gag at en af Faktorerne her maa vere 0, og hvia ¥ Rod i et @@&(ﬁ)
. Lo - - . ) .
med d < n vilde vi faa ¥ - B = O, umuligt. (NB man kan ikke

Q/i 9
sluvte den anden Vejs Ifw i @2% Xl er & Rod 1 baade d%(x)meE

/ ~
og 1 ‘@3(X)2X‘¢X+Eg skont vi her har ord B = 1), 0
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Lad os specielt afbilde over i Legemet (;z£r+’°)° Ifelege Fer-
mat er alle Elementerne i den multiplikative Gruppe (2? Red-
der i xP~ -l E = } ‘]‘¢% X). Da lolynomiets Grad netop er lig
Antallet p-1 af Elementer, vil ethvert Qb (X) som Redder have
netop de c?(d Stk. X for hvilke ord X = d.

Taleksempel: Vi vil betragte (;?’ ,%,°), og opskriver en Index-
13

tabel svarende til Primitivroden 2 . Nedenfor Index anferes
den paagxldende Restklasses Orden i Gruppen (2?1§, ) som jo er
det samme som Ordenen af Indexet indenfor (2?12,+), og derfor
- ldet vi generelt skriver p i St.f. 13 - er bestemt ved

ord x = (p-1)/(p-l,ind x), ievrigt uafhmngigt af Primitivroden.

x (mod.13) ff1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
Index (mod.12){f0 1 4 2 9 511 3 810 7 6
ord (D 112 3 6 41212 4 3 612 2

Faktoriseringen er

d> C}S ‘353 Cﬁw qbé ¢/9.

%12 _ B = (X=E) (X+E) (X°+X+E) (X24E) (X2=X+E) (X4 =X24E)

Ethvert de(x) har som Redder netop de Restklasser, hvis Orden
er lig d, fx har 9P4(X) = X2+E som Redder Restklasserne 5 og 8,
Prove: 5941 = 26, 8%+l = 65, begre = 0 (mod.13); ligeledes

vil de 4 Primitivredder 2, 6, 7, 11 vere Rodder i d%z(x), Pro-~
ve (paa en anden Maade): (X-2)(X-6)(X-7)(X-11) =

4o x% 4 B,

}

xb - 26%7 + 233%° - 832X + 924 = X
Foran blev vist, at Summen af Redderne i d%(x) (altsaa nmsthej-
este Koelfficient med modsat rfortegn) er lig /M(d), o0& man ser

hvorledes dette ogsaa stemmer her, idet ord £2£;dx 54/4(d) (mod .p);

fx er 4 og 10 de Restklasser hvis Orden er 6, og vi har

4 + 10 = 14 = /M(6) (mod.1%); specielt ses, at indenfor QZ;,
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vil Summen af Primitivredderne altid vere lig,ﬁ((pfl); i Fksemp-
let her er Primitivredderne 2,6,7.0¢ 11, hvis Sum 26 er = 0
=/k(12) (mod.13). Af Eksemplet fremgaar hvorledes de tilsyne-
ladende helt uoverskuelige Isomorfier mellem (27;f°) og (2%“1,+)
har en Masse indre Baand. |

bksempler paa Teknik. Vi vil vise, hvorledes dette Kapitels Re-

sultater kan benyttes til Lesning af mange Opgaver, og vi begyn-
der bagfra med Cirkeldelingspolynomierne.

Polynomier - x - yn. Faktoriseringen af -1 giver Anledming

til en tilsvarende Faktorisering af x" - yn, idet

B P= (B -0 = TG @),
d/n
hvor Produktets Faktorer er Polynonmier i x og y. Fx faar vi
b
X4"' )a

, ‘ e . .n .n
Dersom nu (x,y) = 1 maa enhver Primdivisor i x= ogsaa ve=
b f

it

(x=1) (x+1) (x°+1)
2

1
vyt = (x-y) (x4y) (xP4y
re primisk med baade x og y; altsaa vil % € @?(p)’ saa vi uden
Skrupler kan regne med Kongruenser modulo p, og vi har = 4
hvor =z heltallig. Dersom p 7zaar op i en laktor (ph(%).y¢(d)
maa p altsaa gaa op i de(z), og vi har pfn v nfp-1 (se S.84).
Fx svarer x2+y2 til qﬁ’ og Tor (x,y) = 1 kan dette Polynomium
kkun vere deleligt med Primtal af Formen p = 4h+l eller evt.p=2.
Og svarende til ¢ﬁ2 kan x4~x2y2+y4 kun vere deleligt med
Primtal af Formen p = 12h+l og evt. p = 2 eller 3 (og saa alt-
saa eventuelle falles Faktorer for x og y).

Om Fermats Problem: Lad os benytte Faktoriseringen ovenfor af

x4—y4 til (i ferste Omgang) at vise at Ligningen 4 = y4 + 4z

4

ikke har nogen Lesninger x,y,z E/N.

Hvis der fandtes en lesning, saa maatte der ogsaa vzre en Los-
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ning hvor x,y,z er parvis primiske, thi hvis et p gik op 1 to ar
bogstaverne, saa maatte p4 gaa op 1 Ligningens tredie Led, sua
at det tredie Dogstav ogsaa var deloligt med p, oo dette p kunde
saa hortlorkortes, da Ligningen er homocgen. I det felrende an-
tnoes derlfor ¢ F x,y,2 er parvis primiske. Dette ses umuddel bart

at medfeore at x og y er ulige.

Vi skriver Tigningen som

2,2
ot = () (). (2 .2

2

hvori alle Brekerne er heltallige. Den sidste af dem er ulige

i

(da ulige Kvadrat £ 1 (mod.4)), o7 de to ferste har Differensen
y , saa en af dem er ulipge. De tre Breker er parvis primiske,
thi hvis et ulige p gik on i de to forste vilde det gaa on i de-
res Sum og Differens, altsaa i x of y, og hvis det gaar op i1 den
sidste og i en af de forste, saa er x= ty og dermed den sidote
= x2 saa at plx, og da samtidig plz faas lodstrid.

Paa Grund af den entydige Primoplesnine maa saa de ulige "o

vare 4'Potenser, og ligesaa den ﬁJgn, sammen med Zeralitoren.
2,.2

Altsaa Z—%X— = a4 og af Brekerne §%X og K%X er den ere et

Kvadrat b2 og den anden er et dobbelt Hvadrat 202 (vi behover

ikke fuldtud at bhenytte at o~ 4'otenser).

Da nu 2 2 2,2
=y Xty = X *y
(%) + (555 = (==%)
4 4 4
faar vi b’ + 4c¢’ = a , hvormed vi er kommet tilbage til Udgangso-

N L . 2 2 2 ol
ligningen, wen i mindre Tal, idet 2a4 = x° + y" &L 2x° = 2x',

Fermats Tde med Descente infinie viser saa Paastanden. {

L 4 4 4 . . o lv Lo
ligningen x =y + 2z har heller ingen lLesninger & . bvertil
hehaver vi blot at bemer: o at vi ogsaa her kun antage x,¥,7  par-

vig primiske, oo endvidere at det lige Tal maa sta paa hojre Hi-

de (iren: Wvadrat modulo 4), =na vi kan antage z lige. Derefter
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kan Ligningen skrives

2.2
4 X=y X+y X +y 3
Z = ( B )°( P )'( 5 )'?

¢
hvorefter Betragtningerne markeret Ex,ordret kan gentages, saa at
4 4 4

vi naar til en Ligning b’ +4c’ = a’, som ikke har nogen Lesnin-
ger. I
Som tidligere nmevnt (S.59) har Fermat angivet, at han havde et be-

noy yn = z" ikke har

merkelsesverdigt Bevis for at en Lipning x
nogen Lesninger X,y,z eﬁd for n » 2, "men at Margenen er for
smal til at skrive Beviset" (det er et Randnotat i hans Eksemplar
af en Udgave af Oldtidsmatematikeren Diofant, som behandlede Til-
feldet n = 2). Som nedenfor omtales er Tilfeldet n = 4 ret spe-
cielt, og for det har han et andet Sted givet et Bevis (et arl de
faa af hans bverleverede Beviser), som er noget i Retning af oven-
staaende, idet det ogsaa beror paa en "Descente infinie"; men me-
dens vi ovenfor saa at sige fra et Sidespor kom ind paa den nedsti=-
gende K:de, saa kan man sige at Iermat drejede det saaledes at hun
straks var inde paa Kmden, men at det han beviste var en starkere
Smtning (nemlig at x4 + y4 = z2 ikke har L@sninger(&”v )y det er
bemerkelsesverdigt, at man ved en Descente Infinie (som jo blot er
et indirekte Induktidnsbevis) kan vere nedt til at gere en Paa-
stand storkere for at vere i Stand til at bevise den.

Dersom Fermats Paastand er bevist med en Eksponent n, saa er den
ogsaa bevist for alle Kksponenter som er kultipla af n, da jo

xhn + yhn = zhn kan skrives (xh)n + (yh)n = (zh)n. Heraf felger
at vi nu har vist Ssztningen for alle tksponenter som er delelige
med 4. Dette medferer at del for at bevise den generelle S:tning
vil vere tilstrwkkeligt at bevise den [for alle ulige Eksponenter
n, thi ethvert Tal stepre end 2 vil jo vere deleligt enten med 4

eller med et ulige Tal. Uoamme Rmsonnement viser endda, at det
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vil vere tilstrwkkeligt at bLevise den for Eksponenter som er ulige
Irimtal.

Det er nu nerliggende at skrive Ligningen som X = z" - yn 0g

saa benytte Faktoriseringen af Hejresiden (ved Hjelp af Cirkel-
delingspolynomier), men desverre feorer det ikke ret langt, idet
naar n er et Primtal kan 2z - yn kun faktoriseres til
(z~y)(znul+znn2y+.,,+yn“l), hvor .man kan vise, at den sidste PFak-
tor er et irreducibelt Polynomium (over @ ), saa man kan ikke

som ved n = 4 faa tre Faktorer., ©Saa har man prevet at gaa ud i
algebraiske Udvidelseslegemer indenfor hvilke man kan faktorisere
videre, og det har for adskillige specielle n-Vardier feort til det
enskede Bevis, men trods overordentlig store Anstrengelser i denne
Retning er man ikke naaet frem til et generelt Bevis, saa det er
nxppe ad denne Vej man skal bevise Smtningen (Vanskeligheden er

at man kommer ud i Legemer indenfor hvilke der ikke gmlder enty-
dig Faktorisering, hvori altsaa de "hele" Tal ikke udger en fri
Halvgruppe; Forsegene paa at raade Bod paa dette var ievrigt dén
historisk ferste Oprindelse til Idealbegrebet). At man kun beho-
ver at hetragte ulige n-Verdier giver dog en 1lille Fordel, idet

man saa kan betragte Problemet som en Opgave indenfor ‘2?'\{0},
n n n 0,

og flytte alle Leddene over paa samme Side, X + y + 2z =
saa man faar Symmetri. Ejendommeligt er det, at det eneste ulire
Primfal for hvilket der eksisterer et simpelt Bevis (dog med nogen
Regning) er n =7 (1),

Fkoempler til talteoretiske Iunktioner.

Andrine af Summationsvariable: Dette er en vigtig Metode ved tal=-

teoretiske Opgaver, som vi illustrerer med et 1lille forste ks

g/wm-[;i] - 1

For x2 1 pemlder
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Bevig: g/u(n)[%] =Z;/M(n)t%}% 1 = %%Wn), hvor der

summeres over alle Par (n,t) med nt € x, Vi indferer nu h = nt
som ny Variabel, og da der er bijektiv Forbindelse mellem Par

(n,t) og Par (h,n)hvor n‘h, kan vi skrive Summen som

1L for h =1
(n) { } = 1a
nex n‘% fA h<x ellers [

Regning med multiplikative FPunktioners Man staar sig hyppiegt ved

at huske paa at Mmngden af multiplikative TMunktioner er en Gruppe
baade ved ¥ -Foldning og ved Multiplikation. TLad os som Eksempel
betragte Funktionen A =/4 %(/42) , hvor Eksponenten 2 refererer
til s®dvanlig Multiplikation (/«2 er altsaa den Funktion som er 1
paa de kvadratfri Tal og O ellers). Da /M er multiplikativ ses,
at A ogsaa er multiplikativ, og vi behover derfor kun at udregne
den for en Primtalpotens pa(. For dlpx er /L\2(d) lig 1 for

d =1ogp og lig 0 ellers. Folgelig er

O for =1

o( 1
Z( (@R = (% + ) =4 -1 for wo 2
/A /ﬁ /A //‘ 0O for k>2 /
hvoraf man ser, at A(n) er 1lir O hvis n ikke er et Kvadrattal,

og at /'\(az) er lig /w(a)..

o/
Eksempel: Idet vi som smdvanlig antager at n = pf’... prr er
oy Feeet oy,

Primoplesning med alle «jéo settes f(n) = (=1)
og g(n) = 2%, loldningen f£¥g onskes bestemt. Man observerer
at baade f og g er multiplikative, og det er derfor nok at
bestemme Ioldningen paa en Primtalpotens pof For d)p“ har vi
g(d) = 2 undtagen for @ = 1 hvor g(l) = 1, medens f(-;%of) alterne-

rende er +1 og =1, Vi rimder dermed

o
2,82 r(a) = 102 = Lo2 + ... %102 F 141 = 1 altid,
d)p
og felgelig har foldnipgsfunktionen ¥ g Verdien 1 for al-
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le n, saa at vi har Kelationen f#%g = ; o
Man kan ragne videre ned disse Funktioner f of g, oo som Eksempel

kan vi uden Revis (men son en 6pgave) nmvne Formlen
(fo ) * 6 = gHh ,

hvor Cf oF é er de tidligere definerede Munktioner, medens h(h}

betyder den Funktion som er ¥ i Kvadrattallene og 0 ellers (den

er multiplikativ !).

Endnu et Bksempel: Idet cp o T har de s@dvanligse Betydninger

betragter man ligningen

@*f = T-rf;
Twsningafunktionerne f soges.
ba begge Sider af Tigningen er linemre 1 f er det klart, at
tMengden af Lesningsfunktioner maa vare et Vektorrum (over‘ﬁl).
len t1l en given Vardi af f(1) svarer kun én lesningsfunktien f,
gom kan bestemmes induktivt: For n = 1 siger Ligningen blot at
1.f(1) = 1+f(1l) som er indholdsles, men for n > 1 kan man {1ytte
Bidraget med f(n) fra Venstresiden over til Hejresiden, hvorved

man faar

S5 ga)er(® = (T (n)-1)er(n)

dn,d>1
o idet T (n) > 1 vil denne Tifninge bestemme f(n) entyvdigt ndfrn
de forecanende f-Verdier.
Da f indgaxr paa berge Uider af Lirhedsteernet kan man ilke umid-
delbart slutte at f er maltiplikativ, og det kan jo i hvert Fald
ogsaa kun swlde for den lLewning for hvilken f(1) = 1; men denne
er virkelig multiplikativ, hvilket kan ses saaledes: Vi tager fo
gsom don maultiplikative tanklion der pna Primtalpotenserne stenmmer
overens med (, ©na vil for n = p‘x’erdien af ¢ %fo vere 1ig

Verdien af ({:%1’, o ligenan er for diise n Verdien af 7I°fo 1ip
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Verdien af 1 «f; da nu ? #ﬁfo o ofo berpe er multiplikative

maa de stemme overens for alle n, saa fo maa netop vere lig den

entydigt bestemte Tosning T til Tieningen.

Ti1l Restemmelse af en TLoagnine £ er det derfor tilstrokkelict at
. ol , . v .

bestemme dens Vierdi for n = p . Man finder ved en Rerning at

(idet £(1) = 1)

3

ol p=1, 2p~1 ot D=1
f(p ) = 'nﬂg‘qmuoaee“ oc

Vi har altsaa: En Teaning til Lipningen ? ¥ f = Tef er al Fornen

en Konstant gange den multiplikative Funktion £ som er bestemt

ved det angivne Udtryk for f(pd)@

Gandhi's Primtalformel: Lad k-vmre et naturligt Tal sterre end 1.

Det hele Tal log ( & d)

\Ji'—“

log 2

er defineret (Sterrelsen under Togaritmetepnct er positiv) ogf

er netop det mindste Primtal p som ikke maar op i ke

Revis: Tad aq + a., + ..o ve@re en absolut konvergent Rmkke., Vi

2
swtter 84 = ay + 8s4 + a3d+ saes wAQ er
i)y = 2 2 (o) =2 e 2 @),
dJk dlk dlj " 7 Jd|x,d]j

(da d kun kan antage endelig mange Verdier er det tilladt at oun-
bytte bSummationsrmkkefolgen), og da d!k:xdlj <& cil(k,j) ofr
endvidere ;Z:N(d) = 0 undtagen {for n = 1 hvor Summen er 1 ses
at hele Udtiiﬁket simpelthen bliver lig ;z: aj summeret over
de j for hvilke (j,k) = 1. Det forste j af denne Art er Tallet
1, of det nmeshe ses at vere netop det mindste FPrimtal p som ixke
gaar op i k. Dersom man vulger aj = 2_j bliver 8q = 1/(2%-1)
0g 2{?}403 —J altsaa 2“1 + 27y ceeos hvor Resten wagw
e A

dlk
e m;nure end 2 p, heraf folger Paastanden umiddelbart, [1
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Monotone multiplikative lunktioner.

De ikke~trivielle multiplikative Funktioner som'er behandlet i1 det
foregaaende har alle varet sterkt springende. Det er ikke tilfeal-

digt, idet vi vil . vise at de eneste Funktioner f:/ﬁ!@'ﬂi som

er multiplikative og monotone er de trivielle f(n) = n (tid=

ligere omtalt som det simpleste og uinteressante Eksempel paa

sterkt multiplikative Funktioner) samt de £ hvor f(1) = 1,

f(2)e [0,1] og f(n) = 0 for n > 2 (Erdds). Dette er en af Grun-

dene til at det 1 Talteorien er svart at naa til Resultater med
kraftige Sterrelsesvurderinger.

Bevis: Vi har altid f(1) = 1. Dersom der fandtes et f(n) < 0
vilde det samme gelde for alle de felgende n, men det strider mod
at f((n+l)(n+2)) = f(n+l).f(n+2) > 0, Verdimengden tilherer
altsaa [O,oa[;

Dersom O antages som rfunktionsvardi, da lad m vzre det mindste
Tal for hvilket f(m) = 0; m = 2 eller 3 giver de i Smtningen om-
talte specielle multiplikative monotone iunktioner. Og m = 4 kan
ikke forekomme, thi saa er (m-1)(m-2) >wm, saa at f(m) = @ stri-
der mod at f((m-1)(m-2)) = f(m-1)f(m-2) > 0.

Vi skal derfor blot vise, at de f for hvilke Verdimengden tilho-
rer ﬂ?* er af Tormen f(n) = n,“. Og vi behever kun at pgere det
for vokgende f, thi hvis f er aftagende kan vi blot gna over
til 1/f.

for at klarpere Metoden kan vi i ferste Omgang nejes med at betrag-

te sterkt multiplikative f. Dersom m? < nb (hvor m,n,a,b e,ﬂ¢)

har vi f(m%) = f(m)? < f(nb) = f(n)b, eller altsaa

log m b log f(m) b
i o — .

log n a log f(n) — a

A
Holder vi m o' n fast og lader b/a wvariere € ZQ felger saa at
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log fgm% log m
log f(n = ]op n ?

o7 da vi heri kan ombytte m ofg n maa der pelde = , altsaa
log f(n) _ W.gm«(.r_nl -
log n log m

hvor lejresiden er konstant for fastholdt m, altsaa f(n) = n‘%,

Hvis f kun er multiplikativ (ikke sterkt) bliver det 1lidt vanslke-
ligere. Forst vises ved Tnduktion at for n >1 gmlder

a+l

f(n? 1) = e(m? g r(n™a1);

for a = 1 staar der f(2) = f(n) < f(neml) som gzlder, of hvis

Uligheden er opfyldt som den er skrevet med a, saa faar vi

£(n?+1) 2 £(n® ) =r(n®* 1) £ () § £(0) g (0T he1) £(n) =1 (0 7n)

a+2~l), altsaa Gyldigheden med a+l. Af Iformlen faag direkte

f(na"l) = thfi§ f(na+l), hvoraf som foran faas at m" < n? =

logm o b .y log f{m) _ Db+l

< f(n

a=1 h+1 :
£(m) g f(n) , eller log n a log f(n) = g-1 °
: . . b e e (0 e . ... dop log m
lader vi heri 5 Vvariere & aQ folger som for Tog f m” s Tor 1
o
of som for finder vi f(n) =n ., [3

ifledens de betragtede talteoretiske Funktioner er relativt gammel-
kendte, saaledes som det Ifremgaar af de historiske Angivelser, saa
er det benyttede alpebraiske Synspunkt - som iszr kom til Udtrvk i

foldningsringen = forst kommet frem ca.l960 selvom nogle af Tdeerne
i det (Renyttelse af analytiske Punktioner for hvilke det i Virke-
ligheden er ligegyldigt om de fremstillende Rskker konvergerer) i
en vig Grad var anet tidligere. UYenere er man dog blevet klar over
at I'rioriteten maa gives til BE.T.Bell ca.1920 (B.188%-1960, foru-
den talrige algebraiske Arbejder har han skrevet mere populare
matematiske DPpsrer, af hvilke nogle (fx"Development of Mathematics")
er gode (omend ikke korrekte i alle Detailler), og under Pseu-

donymet "John Taine" var han ogsaa en produktiv Science Fiction

Skribent) .
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KAPITEL Vv Pri nual;%cnlngouu

Dom tidligere nmvnt udsiger Satningen at

oot W

? é G
log x

i den Forsgtand at Forholdet mellem Relationens to Sider konver-
gerer mod 1 for x-» ¢, Det er (ejendommelight nok) betydeligt
svarere at vise end Tchebycheff's Resultat om at Forholdet ligger
mellem to positive Konstanter. Vi skal gere det "elementsrt", og
det betyder dybere set, at vi skal gere det uden nogen af de Kon=
vergensproblemer som knytter sig til de mere funktionsteoretiske
Metoder. De Funktioner vi skal betragte vil vmre sammenbyggede
af simple Elementer (Trappefunktioner og "Spline"-Funktioner) og
Konvergenssporgsmaal vil kun optrede paa lavt Niveau, men kan na-
turligvis ikke helt undegsnas, da gelve Smtningen udtaler sig om

en Konvergens.

Vi har foran (8.80) vist, at Sminingen vil vere en Konsekvens af

at m#(x)/x -~ 1, hvor fy? = ,Qg Aln)  idet /\ (n) (v.Man-

e

goldtfunktionen) er defineret vedﬂatx 2 N(n) = log n, og vi

fandt at /k(n) 2 0, men arwet om den biﬁgver vi ikke at huske.

Endvidere skal vi benytte MSbiuslfunktionen /m, defineret ved at
fﬂﬁi er lig O undtagen for n = 1 hvor /M(J) 1, og om den

fandt vi at b((n){ < 1 (Vaerdimengden var jo {O mnj}) men ane

det om den beheover vi ilke at huske.

Vi skal operere med endelige Summer, og det vil vere praktisk at

benytte 5L101#]e integral-Skrivemaaden (5.1856~1894), fx

%ﬁx = g dy’t) hvor saa Differentialet d?kt) er O undtagen

1 Springene i de heltallipe t, for hvilke det er ﬂ/k(t)g
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Vi skal kun anvende det paa "pmne" Funktlioner,
P ey

Dermed mener vi PFunktioner som har en Mengde o ﬁﬁz
o . = Cde o 1T . ; e : e
al "Sammensstningspunkter" som ikke fortetter . ' ;\
i
]

sig 1 det endelige; mellem to Sammensstnings-— s

punkter skal Funktionen vere givet ved et sim-

pelt analytisk Udtryk (brugbart ogsaa i Endepunkterne af Interval-
let) s i Sammensminingspunkterne kan der vere Diskontinuiteter, og
som [funktionsverdi tager vi saa Grsnseverdien fra aejre., Denns
Funktionsmzngde er aabenbart en Ring, og de szdvanlige Regler

fra Integralregningen gmlder for den (dog kan der for et Integral
af Typen ugff(t)dg(t) hvor f(t) og g(t) har Diskontinuiteter i
samme Punkt komme en Vanskelighed naar man anvender partiel Inte-
gration, men derom sSenere); Rigtigheden heraf kan let ses, f.lks.

ved at man i Omegnen af en viskontinuitet erstatter

med en approksimerende kontinuert iunktion, men saa-

i
d
»
'
]
i
]
L

5
4

ledes at indringen kun er foretaget til venstre for
Diskontinuiteten. Vi bemerker, at de omtalte Regninger har intet

at gere med den vanskeligere dybere Teori for Stieltjesintegraler.

Vi satter h(x) = :Z;{M%?wn 1 Stedet for at vise at 'V%x)/x + ]
nex

vil vi vise at h(x)<lgX -3 en Grenseverdi,~c, idet det sid-

ste vil medfore det forste.

Bevis Tor denne Implikation: Vi har dh(t) = ﬁ&%ﬁl for t = n
og dh(t) = 0 ellera. Vi Torudsetter nu h(t) = log t = ¢ + é%,
hvor ft'@’o, or faar saa med en delvis Integration

Yo = 2 A - fo b an(e) :[Jﬁ°h<tjg mji n(t) dt =

nEx
X b
xah(x)nchﬁlog t = c +—§t) dt = xe°log X * xXec + X°2x “,fO log t dt

X
& Coe¥ - yO Et dt.
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X X
Da nu §O log t 4t = [ﬁelog t o t]o = xelog x - x (i O er Graen-
VX

severdien lig 0), og endvidere d Et dt = fzox (trivielt & ~Bevis)
ses at %V(x) = X + ézexe U
Da vi skal vise noget med 1log x er det rimeligt at substituere

X =2 ex, og idet vi smtter

An)

er Opgaven altsaa at vise, at for x= eo vil w(x) - x gaa

mod en Grenseverdi,=c.
1

Vi skal fra nu af udelukkende operere i Klassen K Dbestaaende

af Iunktioner P som afbilder ”Q“*?Q men er identisk O paa

den negative Halvakse (altsaaIR =» 0) og endvidere er "pene"

(i den foran angivne Betydning).

Da vi imidlertid ofte skal bruge analytiske Udtryk f(x) paa

den positive Halvakse indferer vi Skrivemaaden f(x) for Funk-

tionen f(x) for x 20 +
f(x) = )
0

for x < O
hvorved vi opnaar at f(x) € K.
Det er klart at K med szavanlig Addition og Multiplikation er
en Ring, hvis Etelement er Iunktionen 1 (altsaa Funktionen
somer 1 for x 20 oger O for x <0),
Indenfor K har vi Integraloperationen: Vi definerer jF som

X
den Funktion, der i x har Verdien -fO F(t) dt. Den vil aaben-

bart tilhere K (og er ievrigt kontinuert).

Endvidere skal vi sterkt benytte Operationen T defineret ved

at Punktionen 1TI" i Punktet x har Verdien

+) I Resten at Kapitlet anvendes betonende Understregning kun un-
der Tekst, for at undgaa Fejltolkninger.
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re(x) = > HEEennl o wig 4 L p(x-log 2) + 1 F(x-log 3)...
=~ .,

Man bemsrker, at for ethvert x vil Leddemtblive 0 fra et vist
Trin, saa der er intet Konvergensproblem. Og TF(x) tilherer K.
(Indskud: Almindeligt kunde man indenfor K definere en "TFold-
ning" F¥G ved F¥0(x) = j'F(th) dG(t), hvor def integreres
over % éﬂl, men jo kun eflektivt over t e RLX], saa der er intet
Konvergensproblem. Selvom det egentlig er saadanne Foldninger vi
skal benytte, vil det dog 1or os nmppe betale sig, og ogsaa til-
slpre det "elementzre", at lave en generel Teori for dem. IMen
man kan have dem i Tankerne. Man kan vise, at # er en kommutativ
Komposition indenfor K, det sker via delvis Integration, som i
dette Tilfelde viser sig ogsaa at vere formelt gyldig for Stielt-
jesintegraler(uanset eventuelt Sammenfald af Diskontinuiteter),

og Kompositionsresultatet bliver kontinuert fra hejre saa det

tilherer K. IFoldningen ses ogsaa at vere associativ og dens Neu-
o

, det samme som

Multiplikationens Neutralelement) idet vi har dE(t) = é éi{e§:0°

tralelement I er Funktionen 1 (altsaa

Udtrykl som ifoldning er TF(x) = F¥g(x) = SF(X»t)dg(t), hvor

g(x) = 2%‘,

nge
ves som Fux (idet x =

. Analogt ses at j% ogsaa kan skri-

dx for x>0 )

0 for x<O Of

7, med dx =
den nu umiddelbart felgende Bemmrkning er en Konsekvens ai at

er kommutativ og associativ. Indskud slut.)

Operationerne f og T kommuterer, altsaa XTF(X) = T-YF(X).
X x X
: ) a 1 (™,
Bevis: S TF(t) dt = ﬂg ;%‘b(tmlog n)eﬁ dt = ég ﬁS F(t-loz. n)at.

For hvert enkelt x var der kun endelig mange Addender, saa der

var intet Problem ved Umbytningen af 23 0g Swa C]

Det skal betlones, atwf og, T er linemre Operationer,
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T har en invers Afbildning defineret ved
“"l'ﬂ n pl
TTR(x) = ;z; ﬁﬁﬁ%wl«B(Xmlog n),
thi sammenssttes denne med T faas
n n
% /&}%«—lﬂf‘(x@log n) = En % ;‘%-KEL F(x - log n - log m),

og settes n.m = h faas

l Ia - ¥ ° — > _J; n - o l fOI’ h'—-——:l -
;%; h.l(x log h) g%;fﬁn) = ;2% & F{x-log h) gO ellers,} = F(x).

Det var Sammensstning fra den ene Side, sammensattes fra den an-

den JSide faas et fuldstendigt lignende Regnestykke. []
Vi har altsaa en Bijektion T: K - K.

Og en Trivialitet er

Iseki-Tatuzawa's Sstning: JT"IF(X)/ < T!Fl (}t)‘

e ]TmlF(x){ :lgg;#%gl‘F(xulog nw g ‘%; %JJF<X“10F n)!,
0

idet vi benytter, at }/u(n)f < 1,

Vi skal betragte Grenseovergang x-y ¢, og indferer "smaa Rest-

led" R: R skal betegne en Funktion R(x) for hvilken der eksi-~
sterer et o >0 og en powitiv Konstant M saa )R(x)‘-< M.~ &%,
Vi skriver R for enhver saadan Funktion, uden at det behever at

vere den samme, og vi kan derfor skrive R + R =R og X°R = R 0.8.V,

Vi har jR = ¢ + R, hvor ¢ er en Konstant.
00

o0
X
.j R(t) dt = f R(t) dt _~[xR(t) dt, hvori det forste Led
- 08 = 2

bliver Konstanten ¢ og det sidste kan vurderes numerisk opad ved

Bevis:

)
Moj; o ®ay = ‘gwemux og altsaa er R, O

For de smaa Restled R gmlder at baade TR og IR ep begrensede .
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Bevis: Det sidste folger umiddelbart af det ferste, idet

,R{ = R, saa at Iseki-Tatuzawa direkte giver det enskede.

Det forste felger ved en lille Regning, til hvilken vi antager

at )R(x)’<: Mee~ 8 medoﬁEJO,l£ (man kan jo altid tage et mindre

®). Saa er

ITR(X)[ = I‘;EZX L R(x=log n)[ <
n
n e
§ %9M08~d(xmlog n) = oKXy, 2 nwml 9
nse nge A\

og idet ¢(<1 kan vi let vurdere Rwkkesummen ved

Integralsammenligning (ﬁxml er aftagende), saa

eX

|mRGo)] < M.e"""xfo #qg = Meem¥X, L, 5%

Nu kan vi begynde at regne:

pox o 5 Getonn) L 5T mx . [

3 n X n X
nee ns<e e

=

altsaa‘
(&) Te” = 1+R

Integration giver

T (l—ue“x) - ): 4 gv + R

som adderet til den forrige giver

0$) T1 = x+¢+R (hvor ¢ er en Konstant)
(forelebig er der intet overraskende, thi egl. staar her blot den
bekendte Vurdering af Afsnittet i den harmoniske Rmkke (1!)).

Ny Integration giver
- % EE +ex +d+ R .

(&) Tx =3

Vi havde at TmlR begrenset, og sammen med Formelﬁﬁﬁ giver det

1 1l = e + begramnset = begrasnset, og kombineres dette.

at T~
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1

med Formel (@) giver det at T "x = 1 - c.begranset + begranset

= begrenset. JTalt har vi dermed faset at naar a,b er Xonstan-

ter, saa er T“l(g__,gc__+ b + R) begrenset.

Forbindelsen mellem Primtalproblemet og Operationen T kommer

frem ved Formlen

00

T(x.F(x) +£ F(x-t)dw(t)) = x.(TF(x))
= -po

A(m) .

Integralleddet er - skrevet ud - lig % F(x=log m) - - 5

man ser, at Formlen udtrykker, at T af dette Led er lig Diffe-
rensen  X.(TF(x)) - T(x.F(x)) (og dermed udtrykker, at Operati-
onerne T og "Multiplikation med x" ikke kommuterer).

A4 x °
Bevis: Vi udregner den sidstnmvnte Differens (kew N £ € forekomme ).

E-Z%— F(x=log n) = Z %-(x-log n) P(x-log n) =Z-]=-Q§——g F(x-log n).
n M n

Dette skal ifplge l'ormlen vere lig T(% P(x=log m)°—/-\-;-§n—m2-)

som udregnes (idet T-Variablen kaldes h) til

1 ./'Lgm} _7 =
}rﬁ = % - F(x-log h-log m) = (hm smttes = n)

L F(x-log n) A (m) = L p(x-log n)+log n.
n n
n min n

stemmer! U
T Formlen kan vi nu indsatte forskellige F(x), og dermed faa Op-
lysninger om w., Simplest er det at s=ztte F(x) = l, saa er

X
x.F(x) = x og SF(X-—“{:) dw(t) = jo‘dw(t) = w(x) (smlgn. det
tidligere antydede om at 1 er neutral Foldningsfaktor).

Altsaa er 2
T(x + w(x)) = x.T 1 =xe(x +c +R) =x +cx+R,

hvoraf med Formlernc ((Plog () fans
_ 5
#: P(w(x) - x +c) = ¢ -2d +R.
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Hojresiden er al ['ormen §‘+ R hvor b er en Konstant, og dersom
der gjaldt en Ueitning om at Tfl(g + R) er en Iunktion som gaar
mod O, saa var vi ferdige, men saa godt er det desverre ikke,
idet man kan give bksempler paa smaa Restled R for hvilke

T“lﬂ 763 0 (at Xonstanten b  er uvesentlig i denne Korbin-
delse fremgaar af iormel(-2-)).

Men vi skal dog vise, at i vort specielle Tilfwlde, w(x)-x+c =
T”l(g + R), kan vi slutte at Venstresiden —» 0, idet vi henyt~
ter Egenskaber4ved w(x) (og Grensevaerdien for w(x) - x vil
altsaa netop blive ~c, hvor ¢ er det ved Formel (qu bestem-
te Tal (det blev ved denne Formel bemmrket, at den udtrykte en
Vurdering af Afsnittene i den harmoniske lwkke, og ¢ bliver
den saakaldte Bulers Konstant 0,5772...)).

Bn Relation F(x) = T“l(ﬁ + R) vil dog medfere et Par Egenskaber

ved TF(x) som vi vil notere; de er Konsekvenser af den paa for-
, s -1 :
rige Side noterede: "T ~(ax + b + R) er begrenset? Vi har

1) 1(x) er begraznset.

Det var en umiddelbar Konsekvens.

2) ng(X) er begrenset.

Det feleoer idet T gF(x) = _STF(X) = bx + ¢" + K,
1.

Ith

- 3) Dersom F(x)Z -1 pgelder limsup F(x)
X < 00
Bevis: T Formel [} bliver Hejresiden x-(b+R) = bx+i,
oe ™1 af dette or begramnset, saa atédm dwlt) 20 2 F2-1)
CQ

X (x) = - J;_q”F(xMt)dw(t) + begr. ¥ w(x) + becr..
Anvender vi nu 1) paa ¢ faar vi w(x) = X + beper.,
o indsz:tter vi dette og dividerer med x faar vi at
Mx) € 1 + Eﬁ%ﬁ; , hvoraf det snskede (vi skal kun bruge

%) som den er formuleret, men ved ret trivielle Modifi-

kationer of Beviset op Betragtning af baade ¥(x) of ~F(x)
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Taas at limsup F(x) = =liminf ¥(x), og man bemwrker, at
X ¢ X v oo

dette harmonerer meget godt med Tpenskab 2)).

Vi smtter w(x)-x+c lig q(x), ogf lFormel # udsiger saa at

Tg(x) = b + R (hvor b er en Konstant), og vort Maal er herudfra
at vise at Q@Q - 0,
Vi har ifelge 1) at q(x) beprrmnset, altsaa at w(x) = x + bhepr,

(ogsaa brugt i Beviset for 3)), d.v.s. at

2 éiéﬁl = log y + bepgr.,
nsy
hvilket er et Resultat af Mertens fra sidste Halvdel af forripe

Aarhundrede (d.v.s. Tiden efter Tchebychef og fer Hadamard -

de la Vallée-Poussin's Bevis for Primtalsmtningen), som ret let

kan vises at vere"skvivalent"med Tchebychefs Resultat. T St.1.
i, analytiske

at have indsat T(x) = 1 i Formel'kunde vi have indgﬁT"E%H?Bﬁ

Udtryk for F(x), o derved opnaa andre Resultater, men de vilde

stadig tilhere den samme'"/lkvivalenskreds" og kun give "beprenset”

hvor vi ensker "konvergent"; fx vil FPF(x) = g:f direkte mive at

Y(y)/v er becrmnsct: det fercr altsaa ikke videre.,

Da det er q(x) som er vesentliig for os indferer vi den i 5t.1.

wix) i E::j , wix) = q(x) + x - ¢, saa vi faar

P(xeP(x) +fy P (x-t)dq (8) +f, F(x-1)d(4-)) = x-TH(x);
nu er (se 5.100) [ F(x-t)at = [F(x) og ftF(x~t>d_1_ = F(x), san

vi som ny Fform for ! F faar (idet vi tager T“l)

(v o)
xel(x) + J;:‘KF(Xnt)dq(t) = Tml(geTF(x))m .fF%x) + col'(x)

Desuden havde vi Tq(x) = b + R, oo vi vil nu kun operere videre
med q og glemme alt om w, Blot skal vi bruge at w(x) var vok-
sende (i svag Vorstand), forii /«(n) Z 0, hvilket betyder at for

h >0 er q(x)=q(x=h) & «h (Grafen for q er




saa at Heldningskoefficienten for enhver Sekant er = =1; ogsaa

for x = 0 er Diskontinuitetsspringet positivt, nemlig liy ¢,

der som Toran bemzrket er 0,5772.., og at ¢ > O {fremgaar iov-
gaga

rigt¥let ved en simpel Analyse al Beviset for Formel (¢) )i vi

har altsaa at for h > 0 er q(x) — q(x=h)

2’_ "'l e

pd

Paa denne Brok kan vi anvende 3) foran, idet T(%(q(x)»q(x-t))

- %(gm ~ b-R) = R (idet (TF)(x-h) = T(F(x~h)) hvilket er klart),

os Resultatet kan aabenbart skrives under ét som

Limsup | 9(X) "”h‘l(x"h) < 1.
X =
Vi sstter limsup lq(x)l = D, og skal vise at D = 0. lor at
X= 0o

komme igennem trods Diskontinuiteterne i q(x) foretager vi en
Ud jevning, idet vi danner lliddelvardien (som bliver kontinuert)

K3 1 X
q (x) = Hjx««h q(t) dt ;

man ser, at ¢ (x) € K og at %; q+(x) netop er den oventor
- o] ] g’__ + ', c
betragtede Bf@k, saa at l%gggp /dx q (x)) < 1. Det er klart
] . < < . o
at l%ﬂﬁi? }q(x)) =< D, men der pmlder +

ar - 3 + > —h'
ogsaa at ligﬁ%p [q (X)I = D-h (for

hvis q(xo) er negr +D, saa er q(x) . ¥°
1} Y
~paa det efterfelgende h-Interval ster- xo X;h Xgh
re end D-h nzsten, og hvis q(xo) er -D

ner <D gmlder tilsvarende paa det foregasende h-Interval, se I'ig.).
Tovrigt er q7(x) mindst lige saa "jmvn" som q(x), og hvis vi cnd-
nu engang - tager liiddelverdi (med det samme h) faar vi en runktion
q++(x) for hvilken limsup (q++(x)l 2 D -~ 2h,

ba TQ%E g (x)) = R bliver Tq7(x) = konst. + R, hvoraf paa

)

samme Maade findes at Tq'+(x) = konst., + R (man ser ievrigt let

at Honstanten bliver dcb smeme b som indeik 1 Ta(x) = b + R).
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paa q° 7 (x) og faar

Vi anvender nu Formel !:;:i;
tE T+ N § 4 o+
Xeq T (x) + Stq (x=t)dq(t) =T (Kekonste+R)uJ; (x)+ceq (%) ;

hele Hejresiden er begranset (de to sidste Led p.G.a. 1) og 2)

foran), og isoleres Venstresidens q~ (x) faas

¥ (x) = - = 5; 07 (x=t) dq(t) + 2eBLs

X
Endelig bemmrker vi, at i Integralleddet her kan vi flytte den

ene Middelvaerdidannelse over fra q++(x~t) til q(t), altsaa

J; Q7 (x=t) dq(t) = \fs q*(x-s) daq*(s);
det er triviel Integralregning, men med de indgaaende Variabel-
skifter er det ubehageligt at skrive op, og det skal derfor ikke
gores her, men lad os bemxrke, at selvom de variable t og s
formelt leber over ﬁz , saa er Integratidnerne jo kun effek-
tive paa endelige [ntervaller, saa der er intet LKonvergenspro-
blem. (Gyldigheden af Overflytningen bliver umiddelbart forstaa-
lig udfra det tidligere Indskud, 3.100, om Integralfoldningen
F¥G(x) = \ftF(x~t) dG(t) som er kommutativ og associativ; thi +f

,F+(x) = PFP#¥m(x) = j;F(xmt) dm(t), hvor m(t) 'y mqqi»
*ﬂw;L =

¥
vokser linewrt fra O til 1 paa Intervallet [O,hﬂ og er konstant

udenfor dette Interval; saa udtrykker Formlen ovenfor blot at

(qeem*¥m)¥q = (gm) % (q*¥mn)).

Altsaa, idet vi nu betoner at Integrationen kun er effektiv for

t ¢ [0,x] 1 Sx Do

977 (x) = X J 8=0 q (x-8) aq”(s) + x °

Vi lader nu x=» 02 og betragter limsup af Udtrykkets numeri-
ske Verdi. Paa ver tre Bide faar vi ifelge det ovenstaaende

mindst D - 2h. Paa hojre Side benytter vi at 1%m%gp/q+(x)!§ D
-
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ofF at limsup g%E q+(x){ %= 1, hvorefter den nedenfior felgende
Ulighedssetning om reelle Funktioner giver at Hejresidens

' o)
limsup er mindre end eller lig V%;D , da jo Teddet EE%EL

f)

paar mod O. Men da V% er mindre end 1,02 h wvar vilkaar-
t

lig positiv ses, at man maa have D = o,{w(ﬁ 3)“‘2'£t £ V%’D

Primtalsminingen vil dermed vamre bevigt !

Vi vil vise:

Dersom h(x) & K of er kontinuert (altsaa differentiabel rndt,
i eventuelle ¥Knzkpunkter) oes limsup }h(x)’ £ D og
v oo

Tdmgup Eh'(x)l'@ 1, «aa er
X

l A 2
e { X om e L .
X~f0 hix~t) dh(t)/ < V;T D .

Det er en Konsekvens af folrende almindeligre Ulighed for reelle

limsup
X9 o0

Frunktioner:

Dersom f(t),g(t) € K og

{ip
N
o

o0 ()]
‘fr'(t)l

()]

A
’g(t)l £ A =

ap
=

saa er . \
v 2. o
{orm aen) € |2+ v+ o) an

hvor C er_en Konstant (for hvilken man kan bruge A-VE).

Overcangen fra limoup i1 det foregaaende til den absolutte Re-
crenaning i den sidste Swining er triviel € -Repning: Ved Ar-
drine af h(x) paa et endeligt Interval bliver Aindrineen i
Integralet hegr:nset, oo man opnaar et h for hvilket }h(x))‘
D+§& og lh'(x)\<-l+£, saa disse Tal kan bruges som A oo B i

den sidete Setning. HNaar man saa dividerer igennem med y i den-

ne Taar man den torefanende Lamtning.
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Beviget for Primtalsatningen lykkedes fordi er mindre end 1,

[

men et hvilketsomhelst fast Tal mindre end 1 kunde have udret-
tet det samme. Nu ser man, at den sidste Satning bliver trivi-
el dersom man erstatter % med 1, idet saa en umiddelbar In-
teogralvurdering giver Begransningen yeAB, og derved er endda
kun brugt at }f(t)}?.A of !a'(tﬂ £ B; ved en partiel Integrati-
on kan man komme t1il at bruge de andre to RBetingelser, men man
har stadig Faktoren 1. Problemet er at udnytte alle fire Retin-

gelser paa en Gang og derved faa en bedre Konstant.

Beviset for Uligheden:

Naar t gennemleber Tntervallet [Q,f] vil Punktet (f(t),g(t))
1 en euklidisk Plan gennemlebe en Kurve, som p.G.a. Begransnin-
gerne for lf" og }g'] har en veldefineret Buelangde, som bliver
mindre end eller lig y{?-B.

Tad os ferst antage at Kurven er en Jordankurve, altsaa en lulket

Kurve uden Selvoversksring. Det Areal som den omslutter er netop

y _ M g {4)
afo (1) dg(t)}, og da det er inde- A
holdt i det paa [ig. viste Kvadrat
2 . ~A /\//‘ ; A
er det £ 4 A", Da Omkredsens ”
{to
Lengde er £ yV§B er Arealet ogsaa
1 ~a\2 e . ,
= T (yﬁB) (ifelge den isoperi- TA

nmetriske Ulighed vil en Kurve af given Lengde omslutte storst

Areal naar den er en Cirkel, og den svarer til Lighedstegnet).

Arealel er da ogsaa mindre end eller lig Mellemproportiénalen

2
2.2yt /2
4A 47.(8_ = vA R,

Iad os dernmst blot antage at Kurven er en luiket Hurve (altsaa
i S L

Yy
mellem Vurderingerne, altsaaigof(t)dg(t)}g

gerne med Selvoverskaringer, nen digsse kan kun forekomme i ende-
ligt Antal, thi ifelee beflinitionen af X hestaar Kurven af ende=

ligt mange analyti:ke duer, og to sandanne kan kun have endeligt



mange l'ellespunkter). Tntegralet an-
agiver da det omsluttede Areal regmet
med Multiplicitet (= det Antal Gange
Arealelementet er omkredset i positiv

Omlebsretning). Kurven kan opfattes som

en Sum af Jordankurver (se 1'ig.), saa-
ledes at Arealet med lMultiplicitet bliver Summen af de enkelte
Arealer med + eller -, og Kurvelwngden bliver Summen af de enkel-
te Kurvelwngder (Summen §V§ yBL og vi faar derfor igen at [Integsra-
let er majoriseret af yc;vgyAB,

Hvis endelig Kurven ikke er lukket, saa kan vi lukke den ved at

tilfeje Liniestykker som vist paa IPig. 6‘£»\ +A

Paa de vandrette Stykker er dg(t) = 0 NT&\F

o paa det lodrette er 1£(t) = 0, saa -A tA

Tntegralets Verdi er umndret, og Kur- i;)
(

velaneden er hejst blevet loreget med

4A. Altsaa faar vi at Integralet er
ma joriseret af [’% o (yV¥2 + 40)-AB. U =4

Den isoperimetriske Ulighed er velkendt, fx fra Variationsrcenin-

gen, men lad og skitsere et elementmrgeometrisk Bevis: At der for
given Omkreds eksisterer en Kurve der omslutter maximalt Areal er
klart af Kompakthedsgrunde, og den maa vere konvex (Arealet oges
hvis eventuelle "Buler" rettes udad). I Kurven indlegges <PAQ =
g-cw;;ma den modsatte Kurvedel valges B.
Vi twnker os nu Led i Punkterne A,P,B,Q,
medens de skraverede Arealer tenkes stive.
Dersom <PBQ ¥ %_"& kunde vi "vrikke" paa :
"M rkanten saa <« B narmedes mod g; der- 62;
ved sndres Arealet af 4 APQ med Diffkvot. '
= 0, og Arealet af & BPY med Diffkvot.,

>0, saa storre Mreal kan opnaas. Altsaa
ligger B paa Halveirklen over PQ som Dia-
meter. Resonnementet gentages med A og B ombyttet. G
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KAPITEL VI : Bndelige Grupper i talteoretisk Belysning.

I dette Kapitel betegnes Gruppeelementer med store Bogstaver,A,B;..
medens Vmngder af Elementer betegnes X: §1e, og smaa Bogstaver
bqstegner gom sgdvanlig hele Tal n,m,..,08 specielt betegner p
Primtal.

Vi betragter en endelig Gruppe (G,+), og dens Orden betegnes n =

lgi . Bekendt er Lagranges Smtning: Enhver Undergruppes Orden er

Divisor i n. Ordenen af et _Element, ord A, er Ordenen af den cyk-

liske Undergruppe frembragt af Elementet, og er altsaa Divisor i

n. Den cykliske Gruppe af Orden n betegnes 8; (Kompositionsan=

givelsen udelades), og vi har 6}l¢% (22h9+), Hvis- ord A = m gol-
h _ . hy . m e

der A =1 &> mlh, og endvidere ord(A") = mny For cykliske

Grupper er alle Undergrupper og alle Homomorfibilleder igen cyk-

liske.

Lad os minde om nogle simple ikke-abelske Grupper (i Standardbe-

tegnelserne udelades Kompositionsangivelsen):

1) Permutationsgrupperne %;- og de alternerende Grupper Kg; de-
res Ordener er hhv. n! og % n! (de er ikke-abelske for hhv,

n 2 og n »3).

2) Xvaterniongruppen som har 8 Elementer {tE, ti, tj,% k:} med

Multiplikatiinsreglerne i° = j2 = k° = ~B, og ij = =j°i = k og

de tilsvarende med i,j,k kredsforskudt (de fire Elementer 1 = B,
i,] og k er Basiselementer for det ikke-kommutative Legeme af Kva-

ternioner) .

3) Diedergrupperne ‘3£, hvor B; er Gruppen af Flytninger af en

regulsr n-Kant over i sig selv (Vending af Planen tilladt); dens

Orden er 2n.



Orden 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Antal abelske i 1 1 2 1 1 1 3 2 1 1 2
Arltal ikké“’"ab. ° @ ° ® o 1 ® 2 ® .1. e 3

Tabellen angiver hvormange abelske og ikke-abelske Grupper der
findes af Ordener g 12. De ikke-abelske er for 6'0Orden g; §5D3,
for 8'0Orden Xvaterniongruppen og D4, for 10'0Orden 5% og for
12'0rden K; 0g 5% og endnu en Gruppe.

Ved det direkte Produkt (K,o))<(ﬁ;o) af to Grupper forstass som

bekendt en Gruppe bestaaende af Elementpar (A,B), og hvor Grup-
pekompositidnen er komponentvis Kompositidn (eller enhver med
den saaledes dannede Gruppe isomorf). Der gzlder

1) Ordenen af Produktgruppen er Produktet af Faktorernes Ordener.
2) Produktet er abelsk hvis og kun hvis Faktorerne er abelske.
3) Produktet har normale Undergrupper isomorfe med Faktorerne.
4) DirekteéProduktdanneISe er kommutativ og associativ.

5) Ordenen af (A,B) = m.flsaMulta{ord A,ord B}e

For (r,s) = 1 vil de to cykliske Gruppers direkte Produkt

@ .x T vlive en cyklisk Gruppe af Orden rs (thi ifslge 5) vil
den have Elementer af Ofden rs). I Almindelighed kan man blot
sige at det direkte Produkt af oykliskﬁbrupper bliver en abelsk

Gruppe, men fra Algebraen kendes den vigtige Basissmining som

udsiger at enhver endelig abelsk Gruppe kan skrives som direkte
Produkt af (en,to eller flere) cykliske Grupper; ved en Opspalt-
ning som af G;S ovenfor kaﬁ man opnaa at disse Gruppers Ordener
bliver Primtalpotenser, og til en given abelsk Gruppe svarer net-
op ét Szt Primtalpotenser (deres Rmkkefolge ligegyldig), Gruppens
"Invarianter". Anderledes udtrykt siger Basissmtningen at enhver
endelig abelsk Gruppe er isomorf med Gruppen af Forskydninger af

et Heltalsgitterzzk modulo et k-dimensionalt Interval.
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Vi betragter nu en Gruppe (G,.) -~ gerne ikke-abelsk:

rs
X

Tad (r,s) = 1., Hvis = B, saa findes netop &t Elementpar

(P,Q), saa PQ = QP = X og pr = QS = F, Hvis omvend®t P = QS

- F og PQ = QP, saa er (PQ)T° = T,

Poruden denne Sstning som handler om Potenser lig E findes en
gancke analog omhandlende [Llementordener:

Tad (r,s) = 1. Hvis ord X = rs, saa findes netop &t Blementpar

(P,Q), saa PQ = QP = X o ord P=1r og ord Q =s. Hvis om-

vendt ord P=r og ord Q = s og PQ = QP, saa er ord(PQ) = rs,

Beviser:(r,s) = 1 betyder idealteoretisk at (1) = (r) + (s), og

der findes altsaa h,k & QZT saa 1 = her + keg.

Perste Smtning: Det segte P skal opfylde P = hr+ks Pks =

PkSQkS - (PQ

altsaa den eneste Mulighed. Men det opfylder virkelig det enske-

de da X-~Potenser jo kommuterer og vi har PQ = th+ks = X oFf

hr

)kS = st, og analogt skal vi have Q = X 3§ det wvar

. rks

Pl o= X = B og ligesaa 0° = B (man bemmrker, at h og k ikke

er entydigt bestemt, men det afficerer ikke Bevisets Gyldighed).

Setningens sidste ocl er evident, thi naar I og Q kommuterer er

(P,?)T'S — PI"SQI'S .

Anden Smtning: Da ord X = rs = X'° = I maa vi igen have P = xS

5 0 = YT . e - - ¥ _ ___ordX
og Q = X hvoraf faas PQ = QP = X. Vi faar ord P = ordX, ¥E
= (rgskq)‘: (rrk) = r og analogt ord Q = 8. OSwtningens sidste

(=] w 'R

Del ses idet (PQ)™ =1 => P" = ™ og den fmlles Orden af disse
sidste er Divisor i baade r og s og er altsaa 1, hvoraf folger

at baade r og s gaar op i m, hvilket igen medferer at ord(PQ)

(]

Bksempel: Tad os betragte en ikke-cyklisk Gruppevaf Orden pq,

= TS

hvor p og g er forskellige Primtal, De fra B forskellige Ele-
menter har Orden p eller q. Hvis ord P = p og ord Q = q ses at -

P og QO ikke kommuterer, thi ellers vilde der findes et llement
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af Orden pg, saa at Gruppen var cyklisk. Bn saadan Gruppe er
altsaa ret stmrkt ikke-abelsk. I'x har ﬁ} 2 Wlementer P af Ore-
den 2 (Transpositioner) og 2 Elementer%éf Orden % (¥Wredsforskyd-
ninger), og her kan et I' og et () aldrig kommutere.

)

FPor en Gruppe ( definerer vi nu en talteoretisk Funktion

f(r) = (Antallet X, hvor X' = E).

Vi kan kalde den Gruppens FrobeniusTunktion (1.1849-1917).

Man ser, at den kun afhanger af Gruppens Struktur, idet isomorte
. [ i

Grupper faar samme f.

ol , .
Da X =E1 = ord Xjr Taar vi, naar vi sstter

g(r) = (Antallet X, hvorbrd X = r),

at

f(r) = e(d) og dermed g(r) = «

idet f og g uwdger et Mobiuspar.
Ifelge Lagranges Swtning er f(n) = n, og trivielt er det at
f(1) = 1. Endvidere gmlder at f(r) = f((r,n)), hvilket visecr,

at for given Gruppeorden n er f bestemt ved sine Verdier paa

Divisorerne d i n, idet (r,n) er et d; Rigtigheden ses ved at

vi til Betingelsen X" = B tilfojer den ifelge Lagrange betyd-
ningslese Betingelse " = B, hvorefter de to Betingelser (il-
sammen giver X(r,n) = E., Iovrigt er jo f(r)sg n altid,

For den cykliske Gruppe ﬁ; er f(r) =r og glr) =¢)(r) for alle
)

r som gaar op 1 n, og det indtrmffer ikke for andre Grupper.

Nevis: Llementerne er {A,A2,3309AH:E}0 Vi har (Ah)r = B neton
naar nlhl~Q%> %Ih, altsaa for h = %,Zeg,aso,re%, ialt r Stk.,

saa at f(r) = r. Tdet d[r :%ﬁd)n og dermed f(d) = d faar vi af
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Mobiusformlen at g(r) = ggfﬂ(g)ad = %7(r), Setningens sidste
d[r

Paastand er triviel, idet allerede g(r0¢> 0 medferer at Grup-

pen er cyklisk; da der er entydig PForbindelse mellem f og g ses
at fx allerede Betingelsen f(r) = r medferer at Gruppen er cyk-
lisk. H
For o emlder trivielt at rit A _g(r) = 0 medferer at g(t) = 0,

o, endvidere

Vi har altid ?(rﬁlgﬁxjo Det er trivielt for r4n, da saa g(r)=0.
Bevis: Paa Mzngden af blementer af Orden r satter vi XY der-
gom der findes et h saa 4« = Yho Her er e evident reflexiv og
transitiv, og den er ogsaa symmetrisk, thi da (h,r) = 1 findes

et k saa hk 2 1 (mod r), hvoraf faas Y = Xko Vi har altsaa
Ekvivalensklasser, og Klassen med X indeholder netop (f(r) Stk
nemlig Blementerne Kh hvor (h,r) = 1. D)

Frobeniusfunktionen ior et direkte Produkt er Produktet af rak-

torernes Ffrobeniugfunktioner.

=g
Bevis: Vi betragter Produktet (K,e)}((B,ﬂ)g Dets Btelement er

(EA,EB)a Hvis (AyB)r er lig mtelementet har vi AT = EA A
BY = iy 5 08 Antallet af saidanne Par (A,B) ses at vere netop
£,(r) £5(x) s [

Lidt interessantere er Setningen

Hvis (r,s) = 1 er £(rs) & £(r) -1(s) og glre) & g(r) pls), saa al

f og o er "submulitiplikative". I'or abelske Grupper grmlder

Tighedgteonene, saa at for digge c¢r f og g multinlikative,

Bevis: Ifplge Smtningen overst S5.11% er f(rs) lig Antallet af
Par (P,Q) for hvilke P’ = E of 0° = B og hvor P og Q kommuterer.
Stryger vi den sidstnmvnte Betingelse ses at vi som Vurdering op-

ad for f(rs) faar f(r)-f(s), hvilket onskedes., For abelske Grup-
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per er det ligegyldigt om Betingelsen stryges, og derfor faar vi
Lighedstegn, Og den anden Smtning paa S.113 giver paa samme Maa-
de Paastanden om #. B
For abelske Crupper vil vi nu udlede en Rxkke yderligere ResuQm
tater om Frobeniusfunktionen.

Medens vi for ikke-abelske Grupper kun kan paastaa at rlt =P

£(r) &£(t) (brivielt idet X° = T medforer X' = B) gmlder der:

For abelske Grupper vil rlt medfere at f£(r)|f(t), og vi har

altid at f(r)ln.

Bevis: I en abelsk Gruppe er en Mengde {X: el :iE} en Under-
eruppe (thi den er stabil ved Multiplikation da (XY)¥ = x'v");
idet nu {X: x* :iE} & {Xz X‘t = E} vil den ferste af disse ve-
re en Undergruppe i den anden, og endvidere er de begge Undergrup-
per i hele Gruppen. Dette viser Paastanden. | a

I en .abelsk Gruppe gxlder for r,s,t ¢ IN at f(rst)f(t)!f(rt)f(st).

Bevis: Vi vil vise, at

f{rst) g f(st)
f(rt) () 4

ifelge forrige Bwtning er begge Brekerne hele Tal, og vi skal

angive en fortolkning af dem. Mmngden af Elementer af Formen

t

X =YY" er en Undergruppe, da den er stabil ved Multiplikation,

og man ser umiddelbart at ethvert X antages for f(t) Stk. for-

skellige Y. Vi tager nu Fellesmengden for denne Undergruppe og

Undergruppen bestaaende af de X for hvilke x° = E; vi skal have

Y & B, nvilket er opfyldt af f(st) Stk. Y, og Antallet af for-
skellige X bliver saa ifelge det foregaaende lig % it og dette
er altsaa Elementtallet i Fellesmwngden. Vi erstatter nu t med

t

rt og betragter altsaa Llementer af Form X = 72"" nvilket er et

sterkere Krav end at X = Yt° Paa denne Msade faar vi en Felles-.

mengde ned g iit Blementer. Da begge Fellesmengder er Under-
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grupper, og den sidste er indeholdt i den ferste, har vi den en-
skede Gaa-~op-Relation. ﬂ
lad os med et Par Smaacksempler vise, at Betingelsen"abelsk" er
vesentlig for de sidste Bmtninger. Vi opskriver Tabeller for

f og g, og her er det jo kun deres Verdier for n's Divisorer r

som har Interesse.

el -
1) S3° n = 6, T 1 2 3% 6
gr)12 3 2 O
Man ser, at f(2),¥f(n)e f(r){ 1 4 3 6

f og g er submultiplikative, men ikke multiplikative.

2) Kvaterniongruppen. n = 8, r i 2 4 8
gir){1 1 6 0
f(r)| 1 2 8 8

Man ser, at £(4).f(1l) = 8
ikke gaar op i £(2).f(2) =
4. Frobeniusfunktionen, og altsaa ogsaa g, er multiplikativ
da dens Verdi kun afhsmnger af de i r indgaaende 2-Potenserg

1 for 24r
f(r) = 2 for 2{lr og man kan altsas ikke heraf slut-

8 for 4}r te at Gruppen er abelsk.

At den nmstfelgende Smtning heller ikke gmlder hvis Gruppen ikke
er abelsk vil til Overflod fremgaa af et senere Eksempel.

I en abelsk Gruppe kan f(m) ikke have andre Primdivisorer end m

har, og specielt er altsaa f(pﬁ) lig en Potens af p.

Bevis: Da f er multiplikativ ser man at Smtningens almene forste
udsagn felger af dens sidste specielle Udsagn.

Endvidere vil det vere tilstrmkkeligt at bevise at f(p) er en Po-
tens af p, thi af den forrige Setning med t = 1, r = pﬂ 0g 5 = p
ses at f(p@+l)) f(pﬁ)ﬁf(p), som ved Induktion giver f(p"g)]f(p)ﬁo
Nu er f(p) lig Antallet Llementer i Undergruppen {X: xP = E};

i denne udtager vi et storst muligt Set, t Stk., af bLlementer
XyY,600 for hvilke Ligningen Xj@Ykaa@o = F kun er opfyldt naar

k

XJ =Y = .. = By pas sedvanlig Msade ses nu’at naar vi lader

(jskyeoo) variere frit, saa vil Set (j,k,...) som er forskellige
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modulo p give Anledning til forskellige “lementer Aj*Ykoaog o8
at samtlige Elementer frembringes paa denne Maade. Folpgelig er
#(p) = p’. (!
For en endelig abelck Gruppe er altsaa

%y r multiplikativyag ﬁ%gﬁ@ﬁm&df

og for ot fast Primtal p er

l) f(pfl’) = pal, hvor X:g([é) afhilder !N@ @/N@?

) o) = o,

3) gQQ) er ikke-afltagende

4) fra et vist Trin er J(p) konstant,

5) g(ﬁ) er konkav, d.v.g. 5/{/3"5)“’,},/((3) & X(/M ““iﬂ/@”")«

Heraf er og 1) direkte omtalt;

2) udtrykker at £(1) = 1; 3) rel—

r

5) er en Konsekvens af at f(ppt)-f£(t) gaar op i f(pt) -f(pt) ifol-

b 2N
7

evident da Gruppen er endelig, og

ge tidligere Setning.
Lrenskaberne O)m5) udtrykker alt hvad der kan siges om Frobenius-~
funktionen tor en endelig abelsk Gruppe, idet vi ved Hjslp af Ba-

sissetningen kan godtgere at ethvert £ som opfylder dem er i'ro-

beniusfunktion for en - og paaner Isomorfi kun en - endelig

abelsk Gruppe.

For det forste ses at det vil vwere lilstrskkeligt at betragte Grup-
per hvis Orden er Potens af et fast Primtal p. Thi ifelge basis-~
setningen kan den abelske Gruppe skrives som direkte rFrodukt ol
saadanne Grupper (med forskellige p) og da f for det direkte Tro-
dukt er Produktet af ue forskellige Faktorers f, og disse ifelge
setningen forrige Side er Potenser at det samme p,og vi ifelge O)

har at f er multiplikativ indses den gnskede Reduktion af Proble-
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met. Ved denne Opspaltning fremkommer for et fast p et f, hvor

h /
man for r)@Ur har f(r) = f(plﬁ’) = p3 , hvor X: (Y({S) opfylder
h-%)
Vi skal nu vise, at et sandant f er I'robeniusfunktion for et di-
rekte Produkt af cyklislke Grupper hvig Ordener er Potenser af p,
og at dette Produkt er entydigt bestemt. O vi behever kun at se
paa Funktionsverdicrne f(pﬂ).
n s . ] h @ - (} h =
For en cyklisk Gruppe af Orden p er f(p?®) = (p¥,p") =

og for det direkte Produkt af saadanne ;i/‘

e @
4

s
-
N

>

Crupper skal deres f multipliceres, d.

v.3., at Eksponenterne skal adderes.

Grafen for g(ﬁ& bestaar af Linie~
stykker med heltallig Heldning, og
hvis den har et Knzk i Punktet /3: h
tager vi et Bidra@;/}Ah.(og hvis

Hxldningen falder med mere end 1 i

Punktet tager vi flere Bidrag med
d-tte h). Paa denne Maade kan det givne cygg) skrives som sun
af Bidrag /ﬁf\hj, og man ser ogsan umiddelbart at det kun er mu-

ligt pas denne ene Maude. n

Vi skal nu betragte ikke-abnlske Grupper, og der er Forholdene
desvirre betydelig vanskeligere. Og medens vi lige har set at

en abelsk Gruppes Btruktur er bestemt ved dens Frobeniusfunktion,
saa gmlder noget tilsvarende ilxke ior de ikke-abelske, idet det
kan ske at to ikke-isomorfe Grupper har samme f; den laveste

Orden for hvilken l'mnomenet indtreffer er 16.
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Inden vi gaar videre skal vi minde om nogle gruppeteoretiske Be-

greber: Vi definerer en Relation ev ved at P ®( saafremt der

eksisterer et A saa APA™L = Q. Relationen e er reflexiv (da

-1 1 ml)ul

= P), den er symmetrisk (da APA™" = Q medferer A“lQ(A

1

EPE

= P) og den er transitiv (da APA™" = Q A BQB‘"l = R medforer

(BA)P(BA)M’1 = R), Det er altsaa en fLkvivalensrelation ved hvil-
ken Gruppen opdeles i fkvivalensklasser, ofte kaldt Frobenius-
klasser. Man ser, at de abelske Grupper netop er dem for hvilke
enhver Klasse kun bestaar af &t Hlement.

Kkvivalente Elementer P og Q har strukturelt de samme [Igenskaber,
thi for et fast A vil Afbildningen X AXA“l vere en Automorfi
af Gruppen, hvilket let ses, en saakaldt"indre Automorfi" (Be-
tegnelsen antyder at der ogsaa findes andre Automorfier ("ydre"),
og at dette er Tilfeldet fremgaar allerede af at abelske Grupper
kan have andre Automorfier end Identiteten, det simpleste Tilfel-

de er E%)e Af det nmvnte er det klart at B maa udgere en Klas-

se for sig.
Man definerer Normalisatoren af P som ﬁ; = {X: XP = PX} . Man
1

ser let at N, er en Undergruppe. Nu er APA™" = BPR™H ensbhety-

P

dende med at (AMIB)P = P(A“lB), d.v.s. at A og B giver det samme
vﬂd

Q hvis og kun hvis A og B lipger 1 samme Sideklasse til NP' Her-

af folger at Antallet af Blementer som ligeer i samme Klasse

som P er lig ~T%~r , nemlig Antallet af Sideklasser til ﬁp
N
P

(dens "Index"). Det er p.G.af Automorfien klart at skvivalente
Elementer har isomorfe Normalisatorer.

Da P kommuterer med lﬁ}[ Elementer og det samme gmlder for ethvert
QN i Klasse med P vil det)naar Q egennemlpber en Klasse,gzlde, at
IﬁP\« n/[f}l = n af Produkterne QX er lig deres kommuterede XQ.

Altsaa: mneAntallet af Frobeniusklasser angiver hvormange af de
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o : ‘ . e o
n° 3tk. ordnede Par (A,B) som giver et kommubalbivi Produkh

AB = BA,

1 y e v i
In Gruppes Centrum C defineres som Mwmioden af Rlementer der kome

iy

muterer med samblige Gruppeelementer, altsaa Q & gxq Wx

s
= ﬁ?ﬁ%“ Det er aabenbart en Undergruppe, og abelsk, og man

el
#
]

G ¢

ser at det bestaar netop af de Llementer som hver Tov sip ud-
ger o hel Frobeniusklaseo,

@

Bksempel: Hvis man paa tilfmldipg Mavde udispger et ordnet Hla-

mentpar (A,B) i en ikke-abelsk Gruppe, sas er Sandsynlighoden

for at AB = BA hejst lipg ©/8, oo denne Vurdering ey bedot mulig.

Bevig: Ifelge foregaaende Sotning gear Paastanden uwd pas at An-
tallet af Klasser hejst er lig 5n/8,
Centrum gilver )@f Klasser, og de
ovrige llementer er fordelt i Klas.-
ser paa hver mindst to blementer,
gl -
altsaa hifjst +(n - )UI) Klasser,
) . 1 s -
og ialt heojst +(n + IC’) Klasser.

i ] fr ]
Tager man et P % C, saa er dels Np
e )

en wghte Undergruppe af G, og dels

b ot

er C en wegte Undergruppe af N,

(thi da P kommuterer med sig selv

Fd

haves P & N, AN

®

a1

oot )
); hvoraf felger at /G{ & %a Indsettes detite

i Vurderingen ovenlor faar man de gnskede Sn/8.

At Vurderingen ikke kan forhedres aon of ngbofﬂﬂonn uppen.  For

den er ﬁ'svgiﬁ} of (ﬁi { 1, } <

i de 5 Klasser vist paa nederste Figur, =

fd

Dksempel: Vi vil betragte SB“ Her er n = 120, [t Grw pecleo-

ment er en Permutation af 5 Elemente:, op den kan som bekendd

fremstilles ved Cykler maaledes ab fv¢ ( o b ¢ ) 4 &) betr—



122

[ bca e | |
der Permutationen [h o on e d? » Rwkkeifdlpgen af Cyklerne

r

er ligegyldig, og vi vil kun interessere os for de forskellire
mulige Opdelinger af 5 Elementer 1 Cykler.

Tabellen nedenfor angiver de forskellige Muligheder, og for hver
af dem de paagmldende Permutationers Orden og Antallet af de
paagwldende Permutationer (altgaa Antallet af Maader man kan
placere Bogataver a,b,c,d,e 1 Cyk}erne ganledes at der frem-
kommer forskellige Permutationer; det er en triviel kombinato-
risk Opgave, men kontroller Angivelserne § ).

- Orden g Antal

() (D)) 1 1 1 (Tdentiteten=n).
(o ) ()()(s) 2 ) 10 (Transpositioner)
(00 D) A R P
(o o o)(e)() 3 20 20
(o ¢ o)(a 3) 6 20 20
(o o o o)(0) 4 30 30
(6 o o o o) 5 24 24
Talt 120

[y

Det er let at se (og iwvrigt bekendt fra tidligere Kurser) at

e hver af digsse 7 Parentesinddelinger giver en Frobeniusklasse, of
der er altsaa 7:120 = 840 kommutative blandt de ialt 14400
Produkter AB,

4

Tad os tabellmgge g(r) og f(r) for Divisorerne r i 120.

ri{l 2 3% 4 5 6 8 10 12 15 20 24 30 40 60 120

ﬁ(r) 125 20 30 24 20 o . . . . . . . .
f(r)|1l 26 21 56 25 66 K6 50 96 45 80 96 90 80 120 120

Af dette Eksempel ser man hvor urcgelmessipg Funktionen f kan

vere for en dog mepet simpel og nerligpende Gruppe, men man
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faar samtidig en Tllustration til Gyldigheden af den folpende

\

vigtige Sstning.

Frobeniug' Setning: For en Gruppe af Orden n gmlder for enhver

)
DivisorYi mn at r enar op i T(r).

Do, det tidligere er nmvnt at man for ethvert r har f(r) =

f((r,n)), saa kan Swmtningen aabenbart ogsaa udtrykkes: For

slle r gmlider (rgn)!f(r)ﬁhvor n er Ordenen og f er Frobenius-—

&

funktionen for Gruppen.

For » = n gwlder Sktningen da f(n) = n ifelge Lagrange. Tor
r o= 1 gmlder Smthingen trivielt, For en
abelsk Gruppe af Orden p@igmlder Smtnine
gen idet man (med Benwvnelserne fra 5,119)

har at /@é ¢l mnedferer /3%‘54§)(se Fig.) Og'w

Sretningens almene Gyldighed for abelske Grupper folger saa di-
rekte af at f er multiplikativ.,

Bevis for Sstningen: For n = 1 pgzlder Smitningen, og Beviset

skal nu ske ved Induktion efter n. IFor r = n gmtder Smtnirgen

og for en fast Gruppe af Orden n vil vi benytte nedadgaaende
Induktion efter r (gennemlebende Divisorerne i n). Vi betrag-
et r«n, og til dette findes et Primtal p sas pr\n og vore
Induktionsforudsstninger er at prlf(pr) og at Sstningen pwml-
der for Grupper af Orden mindre end n.

Vi sstter 1 = pe&@s9 hvor p4s, og san skal vi vise 1) at

2) o+ o

pd/f(r) og at s}f(r)y og som Forudsmtning har vi at p  °§
gaar op i 'f(p“+ls)@

1) kan hurtigt klares: Da f(r) :;g g(d), hvor d gennemleer
Divisorerne i r , faar vi at f(pr) -~ f(r) = f(ﬁﬁ+ls) - £(p's)
bliver ;Z;g(k), hvor k er Produkt af ﬁx+1 og en Divisor d

i 8, Men da g(ﬁx+ld) er delelig med @(ﬁ%+1d) :(?(p&+l)a¥ﬁd)
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- o, . , & ) .
o q(pg}l) = p «(p=1) wvil pk* caa op i flpr) = £(r), or ifvl-

ge Induktionsforudsztningen poar det ltsaa ogsan op iﬁﬁ%
2) er sverere, og lerst skal vi benytte Smtningen everst 5.117%.

Ifolge den er f£(p%s) lig Antallet Par (P,Q) som kommuberer o

ot
hvor Pp = 8B og Q = E. For et fast P skal altsaa Q & ”P

og Q° = B, hvilket er opfyldt af e () Sk, Qo
j)
e s
Inten er NP = E: d.v.s8, at P tilherer Centrum C. Da ogsa:n

, it )
krevedes PP = B bliver Antallet sandanne P lig fg(poﬁ)v on,

for hvert af dem har vi f(s) Stk. Q, saa det somlede Antal af
disse Par (P,Q) bliver lig ﬁ@(p“)af(e)y og da T er sbelsk

har det Formen p¥sf(s), (at evt. = 0 vil ikke genere).

Lller ﬁp er en mgte Undergruppe of @} saa kan vi ifelge Induk=
tionsforudssitningen anvende [robenius' Smtning paa'ﬁpy og vi vil
vise at s gaar op i Antallet af disse Par (P,Q). Nu tager vi

en hel Klasse af disse P sammen, den indeholder n/lﬁ;l Ilenmen~
ter, og giver et samlet Bidrag pan (”/’ﬁpl)”fﬁp(“) Stk. Par
(P,Q)s Frobenius' Smtning (Qnden Formulering) anvendt paa ﬁ}
giver saa at dette Antal er deleligl med (n/ﬁﬁPIFa(lﬁ%igs) =
(n,(n/}ﬁpl)»s) som er delelig med s(da begee Komponenter er det),
Tilsammen faas at £(p%s) = pfof(s) + mult.af s: for £(ps)
gelder et Udtryk af samme Art, cg da dette ifelge Induktionsloy-

udswbning er deleligt med s vil f(g) ogsaa vere cet, og dermed

o ,
ogsaa f(p s). | [}

Paa dette Sted kan vi passende pive et Bevis for den beromte

Wedderburns Swtning (W.1882-1948) ¢ Bthvert endeliph Legene

er kommutativy.

Det er tidligere (8.45) bemerket, ot dette medforcr at ethvert
endeligt Legemes multiplikative Gruppe er cyklisk.

(Uden Bevis skal det nmvnes, at af endelige Legemer findes der
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. N &
(roanmer Tsomorfi) for enhver I'rimtnalpotens v netop &t Troepa
N % N <31 - . o . I I K +
med p BElementer, og der findes derudover itke andre,idet
Flementtallet som bekendt skal vere en Potens af Karakteri-

stikken, der er et Primtal).

iy . =g e
Bevis: Dersom (Uy+,+) er etTegeme med M com Dellegeme, san
S TeEE ’ - :

.0

. ¢ . - o)
kan § opfattes som et Vekbtorrum over M, idet ethvert T, &L paa

netop én Maade kan skrives paa Formen

g @‘y.i) a‘ 0”’.7 o). v(}])
L =My I M2 Lo+ oo My L v

. Fod G
hvor LygaoegL(h)‘Qr en Basis for T, over M, og hvor Mlg@g&ymh kan

. . . i - . : ;
variere frit indenfor M, og h er Vektorrummets Dimensliong ved

dette (velkendte) Bevis skal man blot konnekvent placere MeFaolk-
. . . . ] e g iy
torerne t.v., i Produkter. TPaolpgelig er L! = (MY,
=0 o . , R
Lad nu (L,+,¢) vere et endeligt, (gerne ikke-kommutativt) Lecemes

(204 i,%

det har den multiplikative Gruppe (L7;9)9 og vi sokal vise at
denne er kommutativ.

R % . R f\.f%g
For et P&L "~ tager vi dets Normalisator i (L% ) og betegner
den ﬁg%y og suppleret med O-Llementet betegner vi den ﬁéa Da

er ﬁ} et Dellegeme af (Ti,+,¢): M.l.4, Multiplikationen er det i
¢

2

Orden da N, er en Undergruppe af (ﬁ”fo)7 og m.H.t., Additionen

P
ges det let, idet ﬁp er stabil overfor Subtraktion da [kP = PX A
YP = PY} =» (X-Y)P = XP-YP = PX~PY = P(X~Y) (Beviset ogsaa
gyldigt selvom X eller Y skulde vamre Q).

~f b L ) . Fidd ) . o
vaa er ogsaa ( = C}NP et Dellegeme haade 1 L og 1 alle NPm

el M% ol %@, . . . .
Og her er C = C*p{o}, hvor C% er Centrum i den multiplikative

o ~ L h
Gruppe (L™ ¢). Dersom IC‘ = ¢, 52a er altsoa Ll = ¢ oy ethvert

Ry st 1
{NP! er af Form lNPI = e , og de tilgvarende multiplikative

[ IR P g e sd oo,
Grupper er af Ordener }C le c—1, éL“g = chmi 0g, gN}%{ = o1,

wad 40
LY i

Vi betragter nu Opdelingen af den multiplikative Gruppe

Frobeniusklagser. T hver Klagse er blementiallet af Formen
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s
I RR] %'( Ch w ]
T = 9
INE@ ¢’ -1
o . . i ‘
hvor ethvert n er Divisor i h (da N, var Dellegeme af L). Her

:p
kan n = h forekomme, nemlig for de Klasser der kun begstanr af
et Element, altsaa Ceontrumelementerne, og dem er der c-1 Stk. ai.
T de ovrige Breker vil n vaere en ®cte Divisor 1 hy, men vi skel
codtegere at der ikke findes nogsen Breoker af den Slags, altsaa
at Centrum udfylder hele Gruppen,sdm sas er abelsk, opf dreudeén
haz vi at n = 1.
Vi har *wa}: P - 1. Men Py = YTni%(c)e hvor d gennemlober
Divisorerne i h (se om Cirkeldelingnpolynomier, $.81), og dette
Tal er (indenfor 2?) delelipt med h(c)@ Og Lligeledes vil
(bh(e) saa op i enhver Brok (chml)/(cnwl) hvor n 5? §?§isor
i h, idet Breokens Verdi er TTd%(C) hvor d. gennemleber de Divi-
sorer 1 h som ikke gaar op i n. HMen for h>»1 vil é%(c)égcw1¢

da (?h(o) % ¢ (se S5.85). Dermed har vi for h>1 en lModstrid

med Ligningen PN
el = (e - 1) +2 & o1
- e e ]
som udtrykker at Antallet af Elementer i ?ﬁ%er lig Antallet af

Elementer i Centrum plus Summen af Antallene i de Klasser somn

har mere end ét llement.

Beviset skyldes VWedderburn, som dog i St.f. Cirkeldelingspolyno~

mier benyttede at dermed starklt beslmptet Udsapgn af Blichfeldt
(B,18 =19 , dansk-amk.) om Divigorer i Udtryk K1, [l

Ind os betrapgte endnu et Por gruppeteoretiske Swtninger som har

ner Forbindelse med talteoretiske Begreber.

o

Sylows Swtning: Dersom en Gruppes Orden er delelig med p¢9 500
Al
findes der Underprupper afl Orden pw} of de-
res Antal er = 1 (mod.p).

(8,183%32-1918,norsk)
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For o = 1 er Paastanden en simpel Konsekvens af l'robenius' Omb~
ning. Thi Undergrupper af Orden p er cykliske, og to forshkelliye
af dem har kun E f®lles, og ievrigt indeholder hver p--1 fra I
forskellige Elementer. Hvis Antallet af disse Undergrupper er
h'har vi altsaa g(p) = he(p=1), og dermed f(p) = 1 + h.(p-1),
og da dette Antal ifelge Frobenius skal vere deleligh med p
finder vi h = 1 (mod.p), hvilket paastodes.
Bevig: Vi har Gruppen (¥, +) med ]ﬁ! = n, og i denne betragter
vi Delmengder ﬁf sonm indeholdgr Btelementet E.
Vi, swtter ﬁnﬂ£ﬁlldersom der findes et X sas XM = ﬁaa Rela-~
8f), symmetrisk (da X7 - ﬁ; =
X“lﬁ_ = ) og transitiv (daixﬁ - ﬁ} A Yﬁlrx?igﬁ>(YX)ﬁ - ﬁ;)

]
og vi faar derfor Kkvivalensklasser (her af Delmmngderéﬁ 8.

tionen & er reflexiv (da fl -

Paa smdvanlig Maade udregner vi Antallet af Mrengder f indenfor
en fkvivalensklasse: vi har XN = Xoﬁf &2 (Xomlx)ﬁ =W, og
hver Mengde i Klassen frembhringes altssa for r Stk. X, hvor
r er Antallet Y for hvilke YM = fi; det samlede Antal X for
hvilke XM er en af de Mengder vi betragter er tﬁ& (da vi jo

$ob

maa have X”lé M for at E kan tilhere Xil,

saaledes som det
forlangtes)., Antallet Elementer i Klassen bliver derfor
[fl/r, og er altsaa en Divisor i lﬁ%n

Nu er M em Undergruppe hvis og kun hvis r = ﬂﬁ%v thi dette
betyder jo at (smlgn. ovenfor) ethvert Y = e M giver

Yﬁ = ﬁ; og altsaa at il er stabil ved Division f-a venstre
(hvilket medferer at %fogsaa er stabil ved Division fra hejre,
thi naar A,B & M medforer A“'B & M faas med B = A at 1 & I,
og dernmst med B = I at AWJG: Wﬁsan man kan gan over til recia
prokke, og dermed at s te ?ﬁg

P

= -
At M er en Undergruppe er folgelig ensbetydende med at M er alo-
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ne i sin Akvivalenskliasse. Op for de gvrige Klasser er Antallcey
af Mengder en Divisor i !ﬁwa

. ' P [ 7.8 ) '
Vi, betragter nu alle Mwnpder M forhvilke IM! = p . Da det krm-
vedes at B & W bliver det Antallet af Meader vi kan udtage

peéml Elementer blandt n-=l. Opg endvidere er en Divisor i ﬁ&

enten lig 1 eller et Multiplum af p. I'elgelig

n - 1
o ) = Ant.Undergr. af Orden p”~ + Mult. af p .
p-=1

Direkte at udregne Binomialkoefficienten modulo p er ubehageligt

(Udtrykket for den vil indeholde Potenser af p i baade Teller og

Nevner), men det kan omgaas ved at belwnke at Formler pmlder for
. ol .

ved vi, at Antallet af Undergrnoner med p Blementer er Tip

1 for p%|n og lig O for p&%ﬂhg \ &3

Vi skal sluttelig se 1idt paa Snoresmaalet om Antallet  ¥(n)

af (ikke-isomorfe) Grupper af Orden n. TForan (5.112) er givet

en Tabel med Verdier for n £ 12. Vi ved at for Primtal p er
K(p) =1 (den cykliske Gruppe).

? . e g &)
Tad os godtgere at K(p”) = 2 (nemlig C,2 o8 Cpéﬁop, abelske) .
Ifelge Basissmstningen er der af abelske kun de to nmvnte, og vi
vil vise at der ikke findes nogen ikke-abelske. Antallet Ble-
menter i en Frobenadusklasse er en Divisor i n, altsaa lig 1,

2

p eller p~, men det sidste er udelukket, da vi ved at E er ene

i sin Klasse. Talt findes p2 Ilementer, og der er derfor mindst
ot NG

p Klasser pas 1 Llement, altsaa )C zg p. Men !C lﬁp er udeluk-

ket, thi som paa S.121 (everste Iig.) ses at i en ikke-abelsk

Gruppe er %dmgte Undergruppe 1 en Normalisator som igen er mote
Undergruppe i hele Gruppen. LJ
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Med lignende Argumenter (og evi. en spmd Brug af Sylows og Fro-
benius' Setninger) kan man se at K(2p) = 2. Grupperne er

den cykliske @Ep = 62 X F;p og Diedergruppen ﬁﬁp (ikke-abelsk
for p>2).

For (r,s) =1 er K(rs) 2 K(r)«K(s), saa at K er "supermultipli-

kativ'., Bevis: Hvis (Kva) og (B,) er Grupper af Orden hhv.

r og s, saa er det direkte Produkt (%,°)¥(E,.) af Orden rs,

og det har netop én Undergruppe af Orden r og denne er isomorf
med (XpO), fordi et Par (A,B) kun kan have en Orden som gaar op
i r saafremt B = EB; ligeledeg har det netop én Undergruppe af
Orden s og den er isomorf med (B,s). Naar vi lader (%,-) og
(H,.) gennemleobe de hhv, K(r) og K(s) forskellige Undergrupper
af Orden hhv. r og s faar vi K(r)<K(s) Stk. Produkigrupper af

Orden rs, og disse er alle forskellige da de har forskellige

Par Undergrupper af Ordener r og s. Q

2
Som en Vurdering den anden Vej kan vi nmvne at K(n) £ n” . Det

ses let,idet en smdvanlig Gruppemultiplikationstavle har n2 Fel-
ter som hver er uwdfyldt med et af de n Gruppeelementer.

Saadanne mere overfladiske Vurderinger af K(n) kan let forbedres,
men en pracis Bestemmelse af K-Funktionen er nappe opnaaelig.

Pe abelske Gruppers Antal kan ret let bestemmes af Basissatnin-
gen, men de langt mere talrige ikke-abelske volder Problemer.
Som Eksempel kan nwvnes, at medens det let ses at der findes 11
abelske Grupper af Orden 64, saa har XK(64) i den tidligere Lit=
teratur veret angivet til 294, men en fornyet Undersegelse som
er publiceret 1964 angiver det (formodentlig) rigtige Tal 267.
Bt Resultat som kraver et lidt sterre Bevis er felgende Sat-

ning:
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Széles Switning: Nedvendigt og tilstrekkeligt for at K(n) = 1

(S,19 -~ ) er det at (n, ¢(n)) = 1,

Bevis: 1Indledningsvis bemmrker vi, at dersom p%”n med et &

(s

sterre end 1, saa er baade n og ¢ (n) delelige med poamlp s8a
(n$q(n)) ~ 1, Men samtidig er K(n) » 1, thi p.G.a. Supermul=

Grupper af Orden paﬂ

rl

P
X e F{Cp er forskellige abelske

Vi behever derfor kun at betragte kvadratfri n.

Lad os antage (ny?(n)) = 1, Vi vil vise, at for r|n gelder

f(r) = r, hvilket medfeorer at Gruppen er cyklisk (5.114-115),
og der er altsas kun denne ene CGruppe. Vi har f(n) = n og vi
vil henytte nedadgaaende Induktion, altsaa antage at f(rp) = rp
og vise at f(r) = r idet rp|n; da. p-1l gaar op 1 ¢(n) vil Ud~
gangsforudsetningen medfere at (p-l,r) = 1.

Vi benytter Forbindelsen mellem f og g paa lignende Maade som

i Beviset for Frobenius' Smtn. (l)p 3,123):  f£(rp) - £(r) =

rp - f(r) = gi g(dp), hvor d genneml@ber Divisorerne i r (her
benyttedes at (r,p) = 1, opfyldt da n kvadratfri). Hvert Led
g(dp) er deleligt med f (dp) og altsaa med ¢(p) = p-1, og Summen
er positiv da g(p) » 0, fx p.G.a. Sylow. Ifelge Frobenius har
f(r) Formen her, I og derfor rp - f(r) =
r«{p~h), og da det samtidig skal vﬁ%%ég%%é%ﬁgt med p-1l,som er
primisk med r mea vi have h = 1 og dermed f(r) = r, hvormed
deane Del af Bevisetl er fort.

Lad os antage (n,@(n)) » 1. Det medferer at n er delelig med et

Produkt pq af to Primtal, hvor q{pmlo Vi vil vise at der ek-
sisterer en ikke-abelsk Gruppe af Orden pq, saa at K(pq) = 1,

hvilket p.G.a. Supermultiplikativiteten medferer at X(n) > 1.
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e, W .
Da (2??,0) er cyklisk af Orden p-1 findes 1 denne Gruppe et
T # E for hvilket T% = E., Vi konstruerer nu en Gruppe, hvis
Elementer skal vare Par (A,B) med AﬁmZ?b og Bé&é?d og med

folgende Produktdannelse (betegnet med o) :
(4,B)0(C,D) = (A + CoT5, B + D).,

Man ser at Produktet er veldefineret, Eksponenten B er ganske '~
vist ikke et Tal, men en Restklasse modulo q, men da M = B er
det ligesaagbdt, og ferste Komponent tilherer igen.Zzp 0g an-
den Komponent tilherer qu, Der findes et Neutralelement, nem-
lig (0,0) (vaade fra hejre og venstre), og (A,B) har et inverst
(vaade fra hejre og venstre), nemlig (mAeTmB,,mB)0 Kompositio=-
nen er associativ idet (4,B)o (C,D) o (E,F) bliver lig

(A+C»TB+EQTB+D,B+D+F) hvorledes det end udregnes. Gruppens
Orden er peq. Den er ikke abelsk, (E,0)0 (0,E) = (E,E) og

(0,E) 0 (8,0) = (T,E). i

Konstruktionen minder om det direkte Produkt (2&53+))<(£%d,+b
og man ser at dersom vi i St.f. T havée indsat E saa var
Kompositionsreglen blevet til (A,B)o (C,D) = (A+C,B+D) og

vi havde det direkte Produkt.

Man bemerker at q = 2 kan bruges sammen med et vilkaarligt u-
lige p, og man kan let overbevise sig om at den Gruppe som der-
ved fremkommer bliver isomorf med'Diedergfuppen %5.

Som Taleksempel ses,at der af Orden 15 kun findes‘den cykliske

Gruppe, medens der af Orden 21 findes en ikke-abelsk Gruppe.

Fksempel til Sylows Smtning: Gruppen ng n = 12

Orden af Undergrupper ll 2 34 6 12
Antal Undergrupper Il 3 4 1 0 1
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KAPITEL, VII ¢ Mere om algebraiske XKongruenser,

Lad os betragte algebraiske Ligninger i en Restklassering
(Zén,ne)p altsaa Ligninger af Typen

A(X) = AXT + A xh-boy eoo t+ A

el X + Ao = 0,

1
hvor alle Bogstaverne betegner Elementer i (Eﬁh?+,e). vdtrykt
i ZZ bliver Opgaven

h h-1 s O

a(x) = apXx  tay X toeee *A4X + 8 = (mod.n) ,

som jo netop feres over i den foregaaende ved Homomoffien
(Zy4,0) = (Zya,)/(n) = (Zy+y0)s

Der er her Tale om Polynomier over en Ring som ikke nedvendigvis
er et Legeme., Stadig grlder

Dersom P er Rod i A(X), saa er (X - P) Faktor i A(X).

— _ h
Bevis: A(X) = ALXT # eviiooanes F AlX + AO

O ﬁ‘\}ll)}‘l + eaaoon@oav+AP+A
0

1
Subtrakt: A(X) = A (X-P™)4....o.ubd) (X-P)

hvori (X-P) er Faktor. a
Men den entydige Faktorisering af Polynomier er ikke sikret, og
et Polynomium kan have flere Rodder end dets Grad.

Bksempel: I (Zgy+,+) er X=D= (=@ )¢ @)=(t-@)) (x+ (D)
og dette Polynomium har de 4 Rodder %@ og (3.

Ringen (?Zn,+-,») har Nulelement O = og Btelement B = @ R

De invertible BElementer i Ringen udger med Multiplikation en

+
Gruppe (Z?n")’ den steorste Gruppe som kan udtages i den mul-

tiplikative Struktur (Z,-).

Det er en almen Rings®tning, som let indses: l) E er invertibel,
2) A invertibel = Al invertibel og °) A,B invertible medforer

at (AB)"! eksisterer, nemlig lig B FA™F, I
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De invertible Elementer i Ringen er de "primiske Restklasser",

d.v.s, de Restklasser A = @, hvor (a,n) = 1.

Thi en Ligning ax = 1 (mod.n) har en Lesning x hvis og kun
hvis der findes x og y saa ax - 1 = ny, altsaa 1 = ax - ny,
ensbetydende med at 1 tilherer Idealet (a,n). {
Ordenen af Gruppen (zziie), altsaa Antallet af primiske Restklas=
ser modulo n,er Funktionsverdien ¢(n) (se $.75).

Man ser Overensstemmelsen med det tidligere, idet for et Primtal
p er @(p) = p=1, og iz;*; 2?;‘\{6}; men for et sammensat n
kan vi have Elementer som hverken er 0 eller invertible (som=
metider kaldt"Nuldivisorer"), og AB = O er ensbetydende med at

A er O eller at B er O eller at A og B begge er Nuldivisorer.

EBulers Generalisation af Fermats Swmtning:

QM(ZQEQo) gelder for enhver primigk Restklagse A at A.q%n) = K,

Udtrykt i AZ? lyder Sstningen: (a,n) = 1 =D acﬁ(n)iﬁ 1 (mod.n).

3 & 3 o %&
Bevis: Lagranges Smtning anvendt paa Gruppen (& ,e). 1
Eksempel: n =12, ¢(n) =4, a =7 primisk med 12.

7% = 2401 = 1 (mod.12).
Hvis vi generaliserer det sidste af de tidligere givne Beviser
for Fermats Swtning (S.42) feres vi til en anden Generalisation
af Setningen; ferst formulerer vi den almindeligt:

Tad M vere en Mengde af Funktionet;som afbilder 2?, oL som er

stabil overfor Translation, altsaa Y(z) € M = Y(z+h) € M for

alle heltallige h. Dersom f(n) er Antallet ¥ _som er periodi-

ske med Perioden n, saa gmzlder at n ( g%ufﬂhi)ef(g).
n

Bevis: Lad g(d) vare Antallet V¥ som er peri odiske med korte-
ste Periode lig d, da er f(n) = ;Ejg(d)e Ifplge M8bius' Omven-
d|n

dingsformel er saa

g(n) = 2 fa).r(}).

djn



{ 134

3
Men g(n) er delelig med n, thi de 4 som har korteste Periode
n kan samles i Klasser bestaaende af Funktioner som er ens paa-

ner Translation, og hver Klasse vil indeholde n Funktioner, nem=

lig et St ’\/'(z);. V(z-fl),..o, 1//(z+n==l). il

Hvis vi lader M vwre Mengden af Funktioner yV:,Z? = {1,2,90.,&}
faar vi f(n) = a” , og dermed har vi

Generalisation af Fermats Swetning:

n
va,n N ™ | %/w(d)°ad ‘

Da ethvert negativt a er kongruent modulo n med et positivt a
er det klart, at Paastanden gmlder for alle a eIZK
Eksempel: n = 12, f(n) = a, g(12) = alzma6ma4+a2°
a =7 giver 12|7°-7%7%72 = 0 (da 7%= 1, se 5.133)
e s . 12 6 4 8% . X
a = 8 giver 1218 ~87=-8"+8% = 0, stemmer, thi det er
klart at 4 gaar op, og modulo 3 er det kongruent med

(<1)2Pu(-1)0n(-1) 4 (-1)2 = 0,

Pibonaccis og Tucas's Folper., Et ikke~trivielt Eksempel til

den almene Swtning:

Iad M vere Mengden af Y ZZ‘%”{O,l}, men Y maa ikke i to
konsekutive Tal antage Verdien 1 (hvilket kan udtrykkes ved at
W#(z)ﬁ((z+l) = 0). M er aabenbart invariant overfor Translation,
Lad os forst bestemme h(n) = Antallet af Afbildninger af
(L,2,+00,n) over i {O,l} som opfylder den stillede Betingelse.
Aabenbart er h(l) = 2 (da to mulige Vmrdier) og h(2) = 3 (Bil-
ledsattene kan vere (0,0), (O,l) og (1,0)., For sterre n gzlder
h(n) = h(n-1) + h(n-2), thi for ¥(n)'= 0 er der h(n-1) mulige
Afpbildninger af 1,2,...,n-1, og for Y(n) = 1 maa vi have

%V(n«l) = 0 medens der er h(n-2) mulige Afbildninger af 1,..,n-2.
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Hvis vi tilfejer en Funktionsverdi h(0) = 1 faar vi for nc%ﬂ&é
en I'elge af Funktionsverdier

l’s 27 3! 59 8» 137 2l9 347 559 89;: 1449 233t 3779 6109.@0

- bestent udfra Udgangselementerne ved at ethvert senere Element
er Summen af de to umiddelbart foregaaende.

Denne Felge er Fibonaccis Fplee (Fibonacei = Leonardo fra Pisa,

ca.ll75=1250) . . kom til den som Model for Sterrelsen af en
Population af Kaniner udfra en simpel Antagelse om disse Dyrs
Formeringsevne.

Men ogsaa ved mange andre Opgaver kan man mede denne Fplge. Fx

hvis man seger Antallet af Permutationer & af Tallene

{O,l,,..,nj med Bibetingelsen lé(j>mjl £ 1 (altsaa Permutationer

hvor ethvert Tal j .er "l:nket til sin egen Plads med en Kmde af
Lengde 1"); saa er aabenbart h(0) = 1, h(l) = 2 og h(n) lig
h(n-1) + h(n-2), forste Bidrag for &(n) = n og andet Bidrag for
4(n) = n-1 (hvoraf folger 6(n-1) = n). Eller Antallet af Vejg

fra venstre til heijre langs

Linierne i hosstaaende Graf, 1i ‘;0 A, A1 .‘; > ; “‘A;v
hvor man ogsaa umiddelbart ser at Antallet h(n) opfylder de samme
- Betingelser.

Vi vender nu tilbage til den oprindelige Opgave, idet vi ensker
at en Afbildning Y :{1,2,...,n} = {0,1} med Bivetingelsen

Y(z)e Y(z+1l) = 0 skal kunne gentages periodisk saaledes at Bi-
betingelsen ogsaa er opfyldt i Sammensstningspunkterne. Den
eneste Maade det kan gaa g¢alt paa er aabembart ved at VYl) = 1

og ?«n) = 1 hvilkel medferer at V%Z) = Y(n-1) = 0, medens b
er vilkaarlig paa de n-4 midterste Pladser. Altsaa er f(n) =
h(n) - h(n=4). Heraf ses at for n >4 vil f opfylde den camme

Rekurrensligning f(n) = {(n-1) + f(n-2) som h opfylder. Idet
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de forste Funktionsverdier let bestemmes direkte og ogsaa ses
at opfylde Ligningen faar man for n éé”J en Felge af Punktions-

verdier f(n)
n“12345678910111213“
f(n) ” 1 3 4 7 11 18 29 47 776 12% 199 322 521 .,

som er den saakaldte Lucas' Felge (L,1842-1891).

For denne IF'plge gelder den almene Smtning
n

n | %ﬂp(a)-ﬂa) :
Vi kan f£x betragte n = 12: saa er’fA(d) # 0 for d = 1,2,3,6 og
Hejresiden bliver 322-18-T+% = 300 som er delelig med 12,
(Erstattes £ med h vil n ikke gaa op: 12»¥377n21~8+3 = 351, og
n vil heller ikke gaa op hvis man translaterer f(n)# f(n+l),
hvilket er bemerkelsesverdigt idet det jo gmlder i den generali-

serede Fermats Smtning (S.134) naar man erstatter £(n) = a” med

n+1

f(n+l) = a , hvorved alle Led blot multipliceres med a).

Saadanne rekurrente Feolger er et interessant (men i tidligere

Tider lidt foragtet) Studieomraade. Vi skal ikke her gaa nzrmpe
re ind paa det. Vi kan dog bemmrke, at Funktioner g der som f
og h ovenfor opfylder Ligningen g(n) = g(n-1) + g(n-2) aaben-
bart kan skrives paa FFormen g(n) = m_»;n +/&°Q&’ hvor ﬂ{ og %
er Redderne i Ligningen x2 = x + 1 (Folgerne udger et Z-dimen-
sionalt Vektorrum, da 2 Udgangsverdier kan velges frit og dette
ogsaa stemmer med at der er 2 Koefficienter & og,&), Generelt
vil en Rekurrensligning g(n) = alg(n~1)+.¢@+akg(nmk) paa samme
Maade svare til en Ligning x5 = alxk“l+@°¢+ak. Umiddelbar tal=

teoretisk Interesse har det)at en rekurrent Felge (med heltalli-

ge Koefficienter) aabenbart for ethvert r bliver ﬁyiodisk modulo
r, thi p.G.af Skuffeprincippet vil der vere et Szt Rester mod.r
som gentages, og p.G.al Rekurrensligningen vil det forplante

sig som en Periodicitel i hele Feolgen., Eksemplet slut,
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3

Gauss' Generalisation af Wilsons Setning: T (é?;9+?e) er

Produktet af de primiske Restklasser lig +E eller «E (nemlig

L
- for n>» 2 - lig (WE)ng hvor £ = Frobeniusfunktionsverdien

£(2) i Gruppen (Zf,«))e

For n = 2 findes kun den primiske Restklasse E = =L, saa
begge Udtryk gelder,

For n>2 og A invertibel gwlder A # —A, idet 2A % O,

Dersom nu A er forskellig fra A“l tager vi et saadant Par reci-
prokke Elementer sammen i Produktet, det giver ialt en Faktor
E. Tilbage er de A for hvilke A = Aml, doves. A® = E, men hvis
det gmlder for A saa gwlder det ogsaa for -A, og vi tager saa
dem sammen, det giver en lFaktor -E, hvoraf man ser Rigtigheden
af Setningen (med dens Eftersmtning). il
Eksempel: n = 12. Representanter for de primiske Restklasser
er 1,5,7,11, og for dem alle gmzlder at Kvadratet %# 1(mod.12),
saa f = 4. Vi har 1~5°7fll = 385 = 1 = (ml)%w4 (mod . 12) .,

Tiinexre Kongruenser.
.

Hvis A er invertibel har Ligningen AX = B netop én Lesning,

nemlig X = A"1B,

Udtrykt i Z . For (a,n) = 1 har Kongruensen ax = b (mod.n)

netop &n Lesningsrestklasse modulo n.

Lksempel: Tx £ 9 (wmod.12). Nu er GD"J“: (i) (som nevnt syv

Linier ovenfor), altsaa x = 7°9 = 63 = 3 (mod.1l2).
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Som Eksempler paa Smtninger om linemre Kongruenser (og samtidig

som Eksempler paa mangelfuld Setningsformulering) kan nsvnes:

Det er tilladt at multiplicere en Kongruens med et Tal [;det

Legsningsmsngden 1 hvert Fald ikke formindskes derveqj.

0g

Hvis man i en Kongruens ax = b (mod.n) dividerer med et Tal h

paa begge Sider af Kongruenstegnet, skal man samtidig dividere

Modulen n med d = (h,n) Efor at Lesningsmengden skal vere

umndretjo

Lest for sig er de understregede Sstninger meningslese, men for-
mulerede som man hyppigt vil gere det; de [”qmindrammede Efter-
sotninger maa med for at give Mening, som altsaa i den forste

er en Implikation = , i den anden en Biimplikation <> .

Den forste Swtning: ax b (mod.n) =» hax £ hb (mod.n) er tri-

viel, og man ser let at man kan ikke slutte << ,

Taleksempel: 6x 26 (mod.1l2) =P 12x =12 (mod.l2),

(x ulige) (x vilkaarlig)
Den anden Setning ses let, idet (h,n) = d medforer at % og %
er primiske, og naar man saa smtier a = hal og b = hbl ses at

Udgangspaastand : T\ n l halx - hbl
n | h(alx o bl)

= z g(alx - bl)

d

0

« , . i -
blutpqastand@ 3 ‘ a,x bl

(1

Taleksempel:  10x == 10 (mod.1l2) ¢&> x = 1 (mod.6)

Moral: Man skal ikke formulere Sstninger om altfor simple Ting,

men i Stedet blot tmnke over hvad man foretager sige.

En linesr Kongruens kan altid leses ved Preve, da der kun er en-
delig mange Restklasser at forsege med, men der findes ogsaa
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teoretiske Opstillinger med Kedebreker eller andre Hjslpemidler.
Lad os her give et praktisk Iksempel baseret paa Princippet:
For en felles Modul n er givet to Kongruenser
- I1)
ax = b 0g cx 2 d med a > ¢ > 0O,

vi danner 111) (a - [%]C)'X 2 b - [%Ed (mod ,n)

T)

og man ser umiddelbart at I) aII) & II)AIII).
Paa denne Maade kan man formindske Koefficienten til x (idet

man altsaa anvender "BEuklids Algoritme" paa a og c).

Eksempel: IT)
Los 384 x = 856 (mod .1000)

Vi tilfejer 1) 1000 x = 0 (mod .1000) (indholds-
lest Krav) og:gaar frem svm nevnt (Hejresiden reduceres mod.l1000):

I) = 2.11): ITT)  ps5 ¥ = 288

1) = "IIT): 'IV) 152 x = 568
III) -  IV): V) sox = 720
W) - V): VD) 2 x = a4
) - VD) VIT) g x = 872

vI) - 9vin):  VEHD O o = o
Vi er endt med Koefficienten O paa Venstresiden (Euklids Algo-
ritmﬁ slut); hvis vi ikke havde faaet O paa Heojresiden havde der
ikke veret nogen Lesninger; nu har vi imidlertid faaet O, saa
VIII) er betydningsles, og ialt har vi derfor

II) <& 1) ATII) & VII)AVIII) ¢& VII)
saa Opgavens Lesninger faas af Vi) 8 x 2 872 (mod.l000); puG.a.
Buklids Algoritme maa Koefficienten til x, altsaa 8, vere Divisor
i n = 1000, og Kongruensen kan med en tidligere S®tning divide-
res med 8, og vi finder

¥ £ 109 (mod.l1l25).
Modulo 1000 er Lesningerne x z109,2%4,%59,484,609,73%4,859,984,
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Simultane Kongruenser,

Antag n =Ny el, e, hvor alle nj er parvis primiske.
BEn Restklasse modulo n betegnes A og en Restklasse modulo nj

betegnes Aj. Nu er

£ = a (mod.n) & n{x«-a & b’; n, lx-a & VJ X = a (mod,nj),

Heraf ses at ethvert A er af Formen f} Aj o
J
Lad os paa Mengden af Szt (Al’”"’Ar) se paa Afbildningen
(AlgaeegAi) b {W Aj (Billedet er en Delmmngde af JZ,)Q Bt
J
hvert af de n Stk. A kommer med som Billede, og da der ogsas

er MNjyceeeel, = N Stk. Sat (A],o@@,A ) maa Afbildningen vere en

r
Bijektion over paa Mmngden af Restklasser A,

Vi har dermed Den kinesiske Restklassesstning:

Hvis Ny0eeyh, €T parvis primisgke og n = NyteooN, saa vil

r
Losningerne til et System x §Eaj (mod.nj), j = 1,000y, netop

udgere én Restklasse x Ea (moed.n). Omvendt: Enhver Restklas-—

x 5% a (mod.n) er Leosningsmenede til et System af Kongruenser

Em

o

Eaj (H]Odanj), j::lyooaprw

Resultatet har veret kendt fra Oldtiden (fx Opgaver af Typen:
Hvis en Her stilles op i Rakker med 7 Mand i hver bliver 2 Mand
t1l overs, hvis den stilles op med 8 i hver Raskke bliver 5 Mand
til overs, <. , Problem: hvor mange Mand er der ? ), men da
Princippet var navnlest, og man saa i nyere Tid har opdaget at
det ogsaa har veret kendt i det gamle Kina (der navnes Sun Tse

ca 250 e.Kr.) har man (omkring Midten af dette Aarhundrede) hzf-
tet Navnet "den kinesiske Swtning" paa det (og dets Generalisa-
tioner i Algebraen), og del er jo praktisk som Betegnelse for no-

get ellers navnlest, som har vist sig betydningsfuldt.
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I den, sidste Del ai Setningen kunde vi specielt sette alle aj
lig a (smlgn. B@gymdelsen af Beviset for Sstningen), saa at den

benyttede Afbildning bliver

: ¢ oy e
(@ o0 2 ®@y) &> @,
og ligesaa

( (j):;? nlg 2006 g nlﬂ') *%’m?p Q@ n
Vi har Summen

(62D, )
o] & -
8, ) : ‘a pooeg C“amiy r,f"" ;z‘s" 3T b n

og Produktet L
( @Qlﬂl@a tey @:@ nif“) G (é% 0

hvoraf vi ser at

(L tyo) s uae KUF, y4y0) = (Z

+, hge) .
](LL 1’1 v 1L 'y )

Venstresiden er det "direkte Produkt" (i Algebraen sommetider

kaldt "Sum") af de anferte Ringe, d.v.s. den kartesiske Produki-

mpngde ZZ{ %f Bm@%’ggf forsynet med Regnepperationer + og
°, SOm d@iin@ras som kompoaentVJq Addition og Mulitiplikation,

og hvor Lighedstegnet (som smdvanligt 1 denne Forbindelse) blot

betyder Isomorfi.,

Ved Hjmlp af Satningen ken Kongruensopgaver reduceres il Kong-

ruensexr modulo Primbalpotenser.

Eksempel: Tes 15% = 51 (mod.72) A ¥ 2 5 (mod.28) A
Skaerpel mot12) o xE5 b
15x% & 51 (mg9)f&15x 5.51 (m.8) A =25 (med) & x5 (m.7) z@

6 2 6 (m9)dn Tx = 3 (m8) & x 25 (md) A x5 (m.7)
£ 2 1 (m.3) A X = 5 (me8) Ao x 25 (med) A x5 (m.7)

s

SO S

x 2 1 (m.3) A | w5 (m.8) A x 25 (m.7)
K&mw%m—am‘%‘w?ﬂ,m.wﬁ“" g =

x = (ma5) A x B 5 (n.56)

L e ——— P

x 86l (mod.l68) | I
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Andet Lkgempel: ILws

0 (mod.33)

b

2 4+ 29x7 4 10x° - 2Bx - 45

. o
Den reduceres til i}
4 3 2 - e
X e 4x7 4+ 10%° 4+ Bx o~ 12 =00
\
Aabenbart er x = 1 Rod. Derfor xL

(% = ;L)(:x:5 - 3%2 v 7x o+ 12) 2 0 (mod.33)
Vi spalter
(% - IL)('3 + x) = 0 (m@B)/%(le'(“5m””2m4XA1J =0 (m.1l)

(x=1) - K«(x +1) = 0 (m.3) ? (x-1) Qx 3% mQy+la) 0 (mo11)
ANg . e SR g‘ T op”
Altsaa ‘ (xml)(xm3)(x -4) == (m.11)
x = 0,1 (mod.3) (x-1) (%=3) (x=2) (x42) =2 0 (m.11)
Altsos. .
x = 1,%5,2,-2 (mod.1l)

Ifelge den kinesiske Setning kan vi igen samle, og skal finde

2.4 = 8 Restklasser modulo 33 som Lesning.

M mod o 11
mod:\‘”)’x\ 103 2 .p  lesnings
R B v {12000 209 (h0q,33)
1 125 13 31 Tl 125 13 % N

Betingelsen for den kinesiske Setning er n = Ny ° eee "Ny hvor
de forskellige nj er parvis primiske, Man ser (smlgn., Slut-
ningen af det sidste Eksempel), at

betragter man en algebraisk Konpruens P(x) = 0 (mod,n) for for-

skellige n, men med fastholdt P(x), saa er Antallet af Lesnings-

restklasser modulo n til Kongruensen en multiplikativ Funktion

af n,

Af Formlen mw;::ﬁ med direkte Produkt af Ringe kan vi aflede

Resultater for de indgaaende Grupper

For de additive Grupper faar vi direkte

(Z) 4K oo X(H 1) = (4,

1 ¥
I‘i
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men det overrasker ikke, thi Grupperne cr alle cykliske, saa her

staar blotb ﬁm Koweo K@;‘ = ﬁﬂ » hvilket vi vidste i Forvejen,
L T :

FPor at faa Grupper ved Multiplikatidmen maa vi indskranke os til
de primiske Restklasser, men det sker samtidig paa begge Sider
idet (a, nl) = LA L., A(a, n, ) =1 <= (a,n) = 1 og Bijek~
tionen var jo (Q?rﬁg ooe 5 (@ nr & (8, o Vihar saa

Ry i 2 > 4
(&?zfmipa)mwmzzzrf{a) = (&8
b

For Gruppens Orden faar vi cf(nl)e oo aq’)(nﬁ) = c?(n)? i Over-
ensstemmelse med at ¢ er mulbiplikativ.,

Lad n have Primoplegsningen n = pf%l@ueu °p@(Y . Vi kan da tage
Nyy eea yN, SOM de indgasende Primtalpotenser, og for at finde
Strukturen af g@;ﬁ») maa vi derfor feorst kende Strukturen af
en Gruppe (2%1@g )¢ for ¢ = 1 ved vi at Gruppen er cyklisk
(multiplikativ Gruppe i Legemet (2§ st o))

Den multiplikative Gruppe ( Q%fdg s) er cyklisk, undtagen naar

p&(ex en Poltens af 2 som er sterre end 43 1 dette Tilfelde er

den det direkte Produkt af en cyklisk Gruppe af Orden 20<“2

.og en af Opden 2.

Bevigs: Ordenen af Gruppen er (f(p 5) = (p=l)e pﬁ( l

Nu har Gruppen i hvert Fald et Element (@ hvis Orden er delelig
med p-l (og dermed ogsaz et Element af Orden p-1), nemlig med
g lig en Primitivrod modulo p (som vi ved eksigterer da (2?;%
or cyklisk), thi g = 1 (mod.p™) = & = 1 (mod.p) =) p-1|r.
Dernmst vil vi'viﬁe9 at Gruppen i det almindelige Tilfmlde har

o= l9 og da (pwlgpﬁwl) = 1 felger heraf

6 =1

et Blement af Orden p
(5.45) at den har et Blement af Orden (p=-1)°p 0og altsaa

er cyklisk.
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Som Element af Orden ﬁ%ml kan vi benytte Restklassen (ﬁg@ o

For at vise dette godtger vi ferst alt (med en enkelt Undtagelse)
vil, idet kl%@@ og p er et Primtal, Relationen ph“mml med -
fore ph+l“mpmlm Forudsstningen asiger at m = 1 + pth, hvor
p{A, og heraf felger ved Binomialudvikling at

mP = (Lehop™)P = 1 4 penep” + (g)oﬂg@pzh + (Pyen2ep?t 4o,
e 2h+1

Multe af p

hvori de sldste Led er delelige med p2h+lt}, ph%l (fordi Bi-

nomialkeoeffisienterne (?) er delelige med p}s dette beviser

det nwvnte. Undtagelsen fremkommer for p = 2, h = 1, hvor
(%) = 1, og nvor vi har (1+A°2)2 = 1 + 4A + 4A° hvor Summen af

2
de to sidste Led altid er delelig med 8.

Iad os nu betragte Restklassen Qﬁii)u Vi har

. 0 =2 Lo(=1
p[|(pr1)=1 5 p° [(p+1) P e 5 P (pr) P —i D (pr) P
" ‘&% e . o o
som viser at i (;?pago) vil ord(gi;)4'px 2 wen at ord p+l

(=1

-l p1tsas er ord (prly lig P,

gaar op 1 p
Undtagelsen for p = 2 bevirker at i (;Zév°) forekommer kun Or-
denerne 2 og 1, og fx ordQ@ = 2, Derefter ruller Beviset
ovenfor, og i (2?:%90) er ordgi) = éwmgw Men Potenserne af Qﬁ)
kan jo kun give Restklasser (@), hvor a =1 (mod.4), og de ov-
rige primiske Restklasger kan saa faass ved at man som andet Frem-

o,
bringerelement tager é;@ » Dermed har vi (4? o,o) fremstillet

u
ol of

For et vilkaarligt n = Py Lo, P, f  er vi dermed helt klar

o

s p e
som ({Q$¥fﬁa)x C{Q@D“}go)9 d.v.s, paa Formen Cx~2 X 8;9

over Strukturen af den multiplikative Gruppe, idet vi kan skri-

ve den som direkte Produkt af cykliske,
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Indenfor (;?;ia) kan vi nu let bestemme den maximale Element-
orden {.(n) (%E er kun en ad-hoc~ Betegnelse), nemlig som det
nmindste felles Multiplum af Ordenerne af de cykliske Grupper
af lyiwilke den er opbygget. For n = 1,2 er @(n) lig 1, men for

alle storre n er @(n) lige fordi (%(p%) er lige.

BESkSngNQelg :}40(‘) - 8 7 ?5 o 307 62 .
s .
(/4(’;(14009 (/ )’K’( "‘{// ) ( r)59 ) = 62 ){C b4 C6M02 o
Gruppens Orden er Cf 1400) = 480, (n) = 60,
60 _ E  (Fermat-Euler giver kun A4BO:E)a

For alle A i Gruppen er A
Eksempel: Find det sterste n for hvilket
(a,n) =1 = al?z 1 (mod.n) .
Det er sabenbart det samme som at speorge om det sterste n

12 (eller en Divisor i 12).

it

for hvilket @(n)
Facit: opas 16956719 = 65520
a4

P P ] (s P fromd
(Eﬁ%SSQOQQ = CZM 04%»063(04}506z£012
C{(65520) = 13824 3 P(65520) = 12,

Forspg pas Omvendinger af Fermats Ssmitning.

Vi har tidligere bemsrket at Smtningen (i det simple Tilfwlde
hvor den kun handler om Primtal) ikke umiddelbart kunde vendes
om (8.44). Men lad os gere el Par Torseg som skarer dybere,

Svarende til de to Former af den gamle Swtning sstter vi
n-1 ; n
Fy = {nz (a,n) = 1=Hnja" -1} og F, = [n: Va: nla ma} .

Ifplge Fermat vil Fl_g P og F2 2 P , hvor P betyder Mengden
af Primtal suppleret med Tallet 1 (det er klart at 1 tilherer
begge Mengder, og 1 denne PorbLndol(e er det altsaa praktisk

at regne 1 som et Primtal).
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Vi har F, 1+ thi for (a,n) = 1 vil nlanma medfore at

nla®™te1, Endvidere gelder 4 @ Fyop idet 4’%34M1W1 = 26,

S F
=

Altsas

P r

®n
1T

, & I < N,

men spergsmaalet er om vi kan sige mere, og lad os forst betrag-

te Pl 0
Nu ser man af Definitionen,at I, netop bliver Mxngden af de n
for hvilke @(n) gaar op i n-l. For n = 1,2 er p(n) = 1,
saa her gwlder det; for alle sterre n er p(n) lige, saa for

dem maa n vere ulige, saa 2 er altsaa det eneste lige Tal i

Fl » Vi kan derfor nejes med at betragte de n som er Produkt
af ulige Primtalpotenser pﬁi

N n oty s .
Da~"( pm?”) er cyklisk af Orden (p-1)p ' bliver Betingelsen

. . . _— . o = |
at for alle de i n indgaaende Primtalpotenser skal (p=l)p

gaa op 1 n - 1. Da sambidig p gaar op 1 n ses at e na.a
vere lig 1. Udover det foran fundne Tal 2 kan Fl altsaa kun
bestaa af ulige kvadratfri Tal.

TLad os preve at finde et sammensat Tal som tilherer Fl’ d.v.8,

et saakaldt Carmichael-Tal (C.,1879-1967).

Vi kan ferst forsege med et Produkt af to Primtal, n = pg hvor

p « q. Da vi specielt skal have qml{nml = pg=l & p-~1l er vi
stedt paa noget uwopfyldeligt. Et Carmichaeltal maa altsaa vere
Produkt af mindst tre Primtal.

Sas forseger vi med n = pqr, hvor p < q <« r er ulige Primtal,

og lad os tage p = 3. Betingelserne hliver saa
2 {3qr - 1L , q-1 !3qr - 1 08 rml{ 3qr - 1 .
Den forste er altid opfyldt, og de to sidste reduceres umuiddel-

bart til
-1 lBrwl 0g rwll 39=-1
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Da ¢ « r fass af den sidste at 3q - 1 er lig r-i eller 2r-2,
af hvilke det forste maa forkastes da v er et Primtal. Altsaa
3qe-l lig 2r-2 eller 9q-9 = 6r-12 og dette Tal er derfor dele-
ligt med g-1. Ifelge den forste (forr.Side) er 6r-2 ogsaa de-
lelig med qg=l, og tilsammen fans quglO? som for q giver Mulig-
hederne 2,%,6,11, af hvilke kun 11 er brughar nasr g er et Prim-
tal sterre end %. Indswttes dette fams 1 = 17, og dermed Car-

michaeltallet %e¢11°17 = 561L. Det opfylder virkelig Betingel-

serne, idet mon finder p(561) = m,f.Mult.{2,10,16} = 80 som
gaar op i %61l-l = 560, Formodentlig findes der uendelig mange
Carmichaeltal (senere skal nevnes, at det i hvert Fald vil gml-
de hvis "Schinzels Hypotese" er riglig)s man kender mange, og

man kan let bevige at 561 er det mindste af dem.

Vi havde ¥, % Fl og faktisk gmlder Lighedstegnet. hvilket skyle

X L) P
==

des at P, kun indeholder kvadratfri Tal. Antag n = Tfpj ¢ Iyy

1
og vi skal vise at for alle a vil n§ a . 2, altsaa at ethvert
pj gaar op 1 a-a, Men enten gelder pjia , og saa er det godt,
eller ogsaa gmlder (pjga) =1 = pjlapjmlml og da pjwllnml
nesl

(fordi n §F) feolger heraf pj}a 1 = pj{anmaa

Talt har vi altesaa nu fundet av

P@J}Z b4 }.’l (:m!N o D

Lad os omtale et Forseg paa at forbedre den foregaaende Tdé.
Vi vil"summere'Betingelsen fra Fl , 08 sperger om der findes
gammensatte Tal n for hvilke
YL% ;z:: éanml'w 1) , d.v.s., n ll + £EZ; a1
o a e]o,nf a QJOQn[
Saadanne Tal kan kaldes Giuga-Tal (betragtet af G. 1950),

Hvis vi kua havde summeret over de a hvor (a,n) = 1 maatte et-
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hvert Tal fra Fl 1 hvert Fald tilfredsstille, men ved at summere
over alle a & jOpnﬂu faaxr vi nogetﬂsom i hvert Fald er opfyldt
af P;og som kan anvendes uden Kendskab til Primoplesningen af

n. Men da det kun er én Betingelse som kreves opfyldt, og ik-
ke de menge Enkelthetingelser, mas man nermest formode at Les-
ningesmmngden er ret stor.

Nu er ~1 (mod.p)  for p=1|n-1

byl (pen) 2 = { .
0 (mod.p) for p-lfn-1

Det sverste er klart af Fermals Seitning, og det nederste er

omtalt tidligere (S.43% og 52).

Lad nu p vere en Primdivisor 1 n. De Tal i jopnia som ikke er

delelige med p udger Intervallerne Jo,pfijPprge309jnmp9n£?

ialt n/p Stk., og dermed finder vi at modulo p er

- - e 2 for p-l)n-
> N Y i> nmlg L p for p l?“ L

1+ e . P s e

a
a&jognﬁ p a@]O?pL - 1 for p-lfn-1

Da det skal vere = 0 moa vi have pml‘nml og yderligere

o

P ﬁl e % . Det sidste viser at pzlnwp9 hvoraf felger at n er
kvadratfria Det forste viger at hvis n er lige, saa kan n ik~
ke have nogen ulige ]?rimc_iix}isorp og det eneste lige Tal som op=-
fyldef Betlngelsen er derfor n = 2. Tilbage er ulige kva-
dratfri Tal n = ijg h%or vi for ethvert p har at pml]nwlp men
det er jo netop den foran fundne Talmwmngde Flo Tallene n som
opfylder Betingelsen er altsaa en Delmzngde af Fl (Baa BEnkelte
kravet var i Virkeligheden meget stwrkt !), og yderligere skél

for enhver af n's Primdivisorer p gmlde at p, % e Lo

Den sidste Betingelse kan man give en stor Slaghkraft: Hvis P,
er en af Primdivisorerne, saa udsiger den at Py ,%w - 1, men

samtidig har vi for de evrige p ab p, g . Ved Additién faar
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vi at Pg !ggﬁ% « 1, hvor Summen er taget over samtlige Primdi-
visorer i n, og naar vi dernwst lader P gennemiebe alle Primdi-
visorerne i n (som var kvadratfri) faar vi at n‘;§"% - 1 .
Men det betyder jo igen at for det ulige kvadratfri Tal ne J[p
gwelder .
gia% - % er et helt Tal.

P n
Hvis n gelv er et Primtal faar man 0. For et Giugatal (sammen-
sat) faar men 1 eller et storre naturligt Tal,
Det er let at angive et lige kvadratPrit ns Jp for hvilket

den nmvnte Sterrelse er et naturligt Tal, nemlig n = 2°3.5 = 30,

tdet 1,L,1. 1
2 3 5 30— 7°

Men et ulige n som opfylder Betingelsen kendes nmppe. Summen
af de reciprokke af de 8 feorste ulige Primtal, alitsaa
% + % +osen ﬁ% , er nindre end 1, og et saadant n maa derfor

have mindst 9 Primfaktorer (hvoraf allerede folger at det er
sterre end 109)e

Og hvisg Tallet skal vere et Giugatal giver Betingelsen pmllnml
mange yderligere Krav, idet fx 3|n udelukker Primtallene p =

715,119,000 som Faktorer I n o0.s.v. Der cksisterer nm:ppe

nogen Givgatal, men det synes sviert at bevise det; Giuga viste

at der findes i hvert Fald ingen mindre end 101000@

Tilstrekkeligt for at p er et Primtal er det, at der eksisterer
et a saaledes at p 5apml - 1 medens det for ethvert - d som
gasar op 1 p-l gmider atb pL{ad e« 1. Thi dette viser jo at

@9 € (,22;?«) og at i denne Gruppe er ord(a) = p-1,hvilket

kun er muligt naar p er et Primtal med a som Primitivrod.
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Til praktisk Anvendelse kan Kriteriel modificeres paa mange Maa-
der, fx er det jo umiddelbart klart at man ikke beheover at pro-
ve med alle d, men kun med dem som er af Form (p-1)/q , hvor

q er et Primtal; dets Anvendelse krmver dog et vist Kendskab til
Faktoroplesningen af p-1.

Ved Hjelp af det kan man bestemme talrige store Primtal. Sand-

synligheden for at et ulige Tal af Sterrelse t er et Primtal

er i@ém% (se 8.35), altsaa ikke negligerbary Sandsynlighe< »
den for at et tilfmldigt Tal a er primisk med + er ¢§$ 0,6
‘ TS

(da Gemnemsnitsverdien af @ (t) er 6tﬁw2 (8.76)), og Sandsyn-

ligheden for at QQ € (2??;») er Frembringerelement (Primitive

rod) i denne Gruppe er igen -~ 0,6 (nemlig ¢ (p-1)/(p-1)}.

(det her benyttede Sandsynlighedsbegreb skal selvfelgelig kun op-

fattes som noget svarende til Middelvmrdidannelse).

Altialt ser man at det er overkommeligt at bestemme mange store

Primtal (med moderne Datamatteknik af Sterrelsesordenen 1030 £X) o

Men hvis Kriteriet svigter, saa faar man kun at vide at man har

at gore med et sammensat Tal, og at bestemme Faktoroplesningen

af dette viser sig at vare ef langt sterre Problem, som i Praksis
Jkonkretey

er uoverkommeligt (i nmste Kapitel omtales\HBETEVEksempler paa

-~ ganske vigt langt sterre - Tal, dels Primtal og dels sammensat-

te Tal med ubekendt Faktorisering).

En Maade at oversende hemmelige Meddelelser,

En Meddelelse kan altid omswmbtes til et Tal (fx 2 = 01,b = 02,00,
Mellemrum = 99,...3 saa bliver "en Abe" omsat til 051499010205).
B saadanﬁ Tal m kan saa omdannes ved en Funktion £ til et
uforstaaseligt Tal f(m), dette Tal forsendes saa, og Modtageren

BT s
kan dechiffr§7Meddelelsen v.Hj.af den omvendte Funktion f 1m
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Et altfor langt Tal m kan opdeleg i mindre Ciffergrupper, som
hver behandles paa denne Maade. In simpel Metode er fx at er-
statte hvert Bogstav med det folgende ssa at a = 0L 02,..
994» 00, og "en Abe" oversendes 1 Formen 061500020306 hvis en
Fjende blot har opfanget nogle faa Meddelelser af denne Art,

saa er Koden let at bryde.

Inden vi beskriver en langt mere raffineret Metode skdl det be-
merkes at selv med store Tal er Operationen a(modn)t» a’(mod.un)

relativ let at uwdfere med Datomat, idet r skrives i Dualsystemet

v og Poteusopleftningen derved reduceres til et lille Antal Kvadre-

ringer og Multiplikationer modulo n.

Man kan nu tage et stort Primtal p og et Talpar r,s hvor rs & 1

er delelig med p-l. Ifplge Fermat er saa a2’ 2 a (mod.p), og
idet m opdeles 1 Ciffergrupper som hver er mindre end p kan hver
al disse omsmttes ved Koden ab? ar(modop) og Modtageren kan saa
dechiffr¥ Meddelelsen ved at benytte den omvendte Punktion b #»
bs(mod@p)@ Det hemmelige i Koden er altsaa Talparret (p,r), og

da et eventuelt Monster i a fuldstendigt forsvinder i ar(mod@p)

er Koden forsaavidt god. Men den har den Ulempe, at hvis en Fjen~
de blot hos én Person opsnapper (p,r) saa er det let at bestemme

s og dermed bryde Koden,

Derfor har man fornylig foreslaaet felgende: 1 St.f., et Primtal p
tager man et Produkt af to store Primtal n = pq og r,8 bestemmes
saa rs ® 1L(mod.p(n). Idet p-1 og g~1 begge gaar op i p(n) faar
man igen at 2™z o baade' (mod.p) og (mod.q), altsaa (mod.n) (NB
uvanset om a er primisk med n eller ej). Koden bestaar igen i Tal-
parret (n,r), som ikke engang behpver at vere hemmeligt,men kan
offentliggeres saa enhver kan afsende Meddelelseri kun Modtager-
centralen kender Exponenten s, og da den ikke kan findes uden
Kendskab til de to Primfaktorer i n, vil det -~ som beskrevet for-
an - med passende store Tal vare uvoverkommeligt for en Fjende at
bestemme s, Matematisk har man altsaa her en simpel og let bereg-
nelig Funktion sz%n ”?égﬁ? for hvilken Bestemmelsen af £+ er
umulig for den uindviede. Ogsaa: en Agent ved Navn A kan faa med-

delt en Underskrift fml(A)9 kontrollerbar for ham selv, og ingen
anden kunde finde paa den.
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KAPITEL VITIIT - Kvadratiske Kongruensopgaver.

Kongruensen A x> +bx+te =m0 (mod.n)

kan ved den‘swdvanlige Omgkrivning (NB: nu er vi i en Ring, ikke
i et Legeme) overfores i en rent kvadratisk, nemlig

4 a® x° + 4 ab x + 4 ac = 0 (mod.dan)

eller 5 5
(a2 4+ b)) = b - 4 ac (mod.4an)

hvis man heraf kan bestemme 2ax + b , saa kan man dernzst finde
¥ ved Lesning af en linesr Kongruens,
Vi vil derfor blot se paa en Opgave af Typen

y2 = oa (mod.n) ,

og ved den kinesiske Ssining kan den opleses i Opgaver

y2 2 a (mod.p™) .

Derson paa tager vijg saa pxﬂ a., Hvis g=%¢x staar der blot
ole

at Pmiyz & pifyf% iy‘ o Hvis Yy« 0 vil pé{”ng dersom jJ

er wlige er der ingen Lesning, og dersom <Y er lige, ) = 2<bg

vil pgﬁy og vi faar
ol -
(y/pg)?'::-; (a/p%)  (mod.p ).

Den Opgave som vi skal undersege nsrmere er derfor

o
22 s d (mod.p ) hvor p%’d,g

dersom den har Lesninger siger vi at d er kvadratisk Rest og

ellers at d er kvadratisk Tkke-Rest (begge Dele modulo ﬁﬁ)a

Tor et uwlige p er d kvadratisk Rest modulo p&( hvis op kun hvis

d er kvadratisk Rest modulo p.

N -
Bevisgs Gruppen-(Zzpw,e) er cyklisk af den lige Orden (pml)ﬁ& lg
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og hvig @ er et Frembringerelement, saa vil de kvadratiske

Regter vare @hg chvor h er lige. De udger netop Halvdelen af
Gruppens Blementer. Naar d er kvadratisk Rest modulo g}m er d
trivielt ogsaa kvadratisk Rest module p, men disse gidste udger
Halvdelen af de primiske Restklagser modulo p, og da p)pgﬁg vil
Tallene 1 dem ogsan udgere Halvdelen af de primiske Restklasser

“

modwio p , og altsas netop den Halvdel som er de kvadratiske
Reater modulo p@;

Bt 4 er kvedratisk Rest modulo 2«(@(%3) hvis og kun hvis

d 8 1 (mod.B) (deven. hvis og kun hvis d er kvedr, Rest mod.8).
DBk,

og de kvadratiske Rester karskteriseres ved at h og k er lige,

¥
Bevis: BElementerne 1 (K‘zma) kan skrives pas Formen

og de udger alteas en Fjerdedel af de: primisks Restklasser. Men
et ulige Kvadrat er = 1 (mod.8), hvilket ogsas uwdger en Fjerde-
del af de primiske Restklasser modulo %Mg og det er altsaa de

0

Hvis d er kvadratisk Rest modulo p , sae er der to Lesningsiest-—

o)

klagser, og de er af Formen :_:

Samme .

Thi det er klart at hvisg ar Lesning, seas er

saa, og der kan ikke vmre mere end to Lesninger for hvert )

da de kvadratiske Restklasser udgjorde Halvdelen, ]

Hvis d er kvadratisk Rest modulo 2@((@{ 2 %) . gan er der flm

Lesningsrestklagsser, og de er af Formen .{ C ;)
Thi for 623 er disse fire Restklasser alle fomk@llige, 0g

udregner man deres Kvadrat ser man at det i alle Tilfelde bliver

da de kvadratiske Restklagser udgjorde Fjerdedelen,
I Praksis kan en Opgave Kgﬁ;’é’:é d (modapg) ogsas fores tilbage

til en Opgave 22 2 d (modep)o
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Bksempel : Tos %% B 11 (mod.49).

Ieeningen er af Formen Xﬁ%iﬁﬁ@ (mod.49), og da Xz 2 4 (mod.7)
kan vi tage X 2 2 (mod.7T), alisaa Xo = 2 7 he
Sea 88 % 2 md + 280 4 49 b B 4 + 28 b (mod.49), og ldet

O
4+ 28 h & 11 (moded9) & 28 b 2 7 (mod.49) 4h m 1L (mod.7)

gom giver h 82 (mod.7), ssa faar vi T, B2+ 207 16{mod.49) .

Faeit:s =& £16 (wod.49). Preve: 162 = 256, stemmer med 4952459

Reciprocitetssminingen,

o

Vi har tidligere betragtet Isomorfien (E?Sf*) e (é?pmlp+)g Den
var meget uoverskuelig, men vi skal nu glve et ejendommeligt
konkret Resultat om den. I alt det felgende er p et ulige Prim-
tal.

Vi havde (se S.5%3=54) )
(4) kvadr,Restklasse mod.p ¢= (%) =1 & (@ %% = (L
Q@ = @ih’ med et lige h (idet g er en Primitivrod mod.p),

og 1 modsat Fald

@ kvedr.lkke-Rest mod.p &> (%) = el &

oL o)

med et ulige h., Problemet er at afgere hvor-

naayr hvilket af Tilfmldene indtreffer.

Ferst skal udledes endnu et Udtryk for (%)o

Gausg' Temma: (%) er (ml)ky hvor l angiver Antallet af nega-

tive blandt de numerisk mindste Rester af d, 2d, oo

vo s B5Eed modulo p.
Bevis: De numeriske Verdier af de numerisk mindste Rester af
d,2d9@@993%£ d udger netop Tallene 192360992%& (hvert med én
Gang), idet intet af dem kan komme med to Gange fordi sﬁt<%jofgi;
medforer at p4/sd'ﬁ td = (at+)d .
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Altsas er 4 E%é o dazd»a&maﬁggd/ 1a2°@a@@3%i med Twlleren

= (ml)ka(E%;)é hvoraf Rigtigheden ses. i
Nu ses, at sd giver negaltiv numerisk mindste Rest naar der
findes et hé%g%’saa (h = +)p < 8sd <€ hp, d.v.8. naar [§%§ er
af Pormen 2h - 1, altsaa ulige, medensgs vi fasr positiv nunerisk

mindste Rest naar [éggj er lige.

Folgelig vil k Thave samme Paritet som m = Z{ [g%g] hvor
der summeres over 8 @‘jogﬁ[:@

Altsaa
($) = (-0 mea m =

% h P_ S ] ]
f: ‘g E p
s 2 S

Prover vi med d = =1 faas [éifjg som er =1 for alle de E%l
Stk. 8, og vi har dermed fslgende Resultat (tidligere nsment S.55):

*Pyrate Supplement til Reciprocitetssmtningen':

- 1 =1 1 for p af Form 4h+l
) = (=1) 2 =

e

p

=1 for p af Form 4h-l

Prever vi med d = 2 faas [£§§J y som er lig O for de forste
Verdier af s og er lig 1 for % < 8 %.g p doVess for Eg]nm Eg}

Stke. 8.
Man fear 4h - 20 =2h  Tor p = 8htl
P o (4h+1)= 2h = 2n+l for p = 8h+3
[2] - [4] = (4h+2)-(2h+1) = 2h+1l for p = Bh+5
(4h+3)=(2h+1) = 2h+2 for p = 8h+7

altsaa ulige for de to midterste og lige for de to yderste. Der-
med har vi felgende Resultat:

"Andet Supplement til Reciprocitetssmtningen®:

o + 2.
: 2 y - 1 for p af Form 8h X1 - (1) ngi .
p =1 for p af Form 8h%3



156
(det sidste Udtryk er blot en fiks Maade at skrive 1 eller -1

pas.) .
For ulige d kan Udtrykket for (%) gsimplificeres lidt. Thi vi

haxy - I
[Lgmmw i‘ sfm%j e a1 ggg

P

(ingen af Brekerne er heliallige, * @IJOWPZ)n Heldelssterrelser-
ne i Formlen har derfor samme Paritet, I Udtrykket for m kan

vi derfor erstvaltte Swensnden Ewgg mad [Lgﬁggl%j uden &%
Verdien (=1)" @ndres; det gor vi nu Ffor Qgegj‘gﬁpfg hvorved
p=28 868 at give netop de ulige Tal,@‘jOg%%gp og da de wyrige

Verdier for 28 giver de lige Tal i dette Intervael, faar vi ialt

5] -

-ﬁ@lj@%i

Vi kan nu let bevise den ejendommelige Reciprocitetssmitning. Den

var fuldstendigt kendt, men uden Bevisg, af Fulerg . den vistes
forste Gang af Gauss i "Disquisitiones Arithmetice" 1801, og
man regner at ialt har Gauss givelt 8 Beviser for deng senere

er der angivet talrige andre Beviser for den, de ér dog blot
Varianter af nogle ganske enkelte Hovedtyper.

Reciprocitetssminingen:

Hvisa p og g er forskellige ulige Primtal, sas er

pel gL 1 for p = 4htl v q = 4h+l

i

(B)f(%) = (-1)
€ =1 for p = 4h=1 A q = 4h~l

Bevig: Venstresiden er (ml)ml%ml » bvor my + my er lig

5 !g@] + ST Eﬁﬂ} o
- . g

6 e Jo, 5]

Vi betragter nu felgende Figur:
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1
Skraalinien har Heldningen L 4 Py
,, P Ay, 2/
p/q, og man ser, at den fore Y
ste af Summerne heﬁop angli-
ver Antallet af Gitterpunk- 2
ter under Skraalinien, og 1
(idet man ombytter s med % 0 s . =3
/) A * 5
og p med q) at den anden Py
netop angiver Antallet af
Gitterpunkter over Skraslinien, og tilsammen er de to Summer
altsas lig det samlede Antal Gitterpunkier, som netop er
p=l, 9=l i
2 ‘T e
Ved Hjwlp af Smtningen med dens to Supplementer samt Brug af
P
Reglerne (g%) = (%)m(%) oL (%) = (géiﬁ) kan Bestemmelsen af et

Legendresymbol reduceres til et lille Antal Operationer. Selve
Reciprocitetoswtningen anvendes i Praksis let ved at benytte at
hvis p eller q er af Form 4h+l saa er (%)'1ig (%)9 og at hvis
=y, (9y = (=4
(=)@ = (=)

it

L

p er af Form 4h=1, saa er (g)

p
Bksempél 1): "1 for p = 4h+l A p = 8h'kl
- T = - = '@’
(§§Q _ (gi)e(é) . 1 for p = 4h=] A p = 8h'L3
P P P =1 for p = 4h+l A p = 8h'%3
=1 for p = 4h-1 A~ p = 8h'kl
2 1 for p=28h + 1L eller p = 8h + 3
altsaa (&) =
p ], for p=8h = 1 eller p = 8h ~ 3
Eksempel 2): " 1 for p = 4h+l A p = 3h'+l
- - = B/
(é) _ (z&)e(ﬁ) ) 1 for p = 4h=1 A~ p Ahtel
p p’ 5 =1 for p = 4h+l A p = 3h'=l
=1 for p = 4h~-1 A~ p = Fh'+1l

. %+
oltsas (2) = 4 L+ Tor p=12h =1
P ~1 for p=12n ®5
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Bksempel 3):

B - _ ‘ 1 for p = 6h+l
(=2y = (=) (d) = (m%)%(%ﬁ) = (®) =
p p° P p 4 -1 for p = 6h~l

Eksempel 4): Vi vil vise, at 1847 er et Primtal.

Det nmrmeste Kvadrattal er 1849 = 432§ sas det er nok at
preve med Primdivisorer < 4%, Men da p}1847 =
432§§ 2 (mod.p) mea vi have (%) = 1, altsaa p = 8hkl,
gaa det er nok at preve med p % T, 17,25,31,41., Ingen
af dem gaar op, saa 1847 er et Primial.

EBksempel 5): Tallet 18074 enskes primoplest.

Aabenbart er 2 Divisor, 18074 = 2¢90%7. Et Kvadrattal
nsr 90%7 er 9025 = 95°, Heraf ses at p)9037 @(Z%g) = 1.
Da, (%) = 1 faas (z%) = 1, altsaa (Eks.3)) at p = 6h+l.
Det viser sig at p = T gaar op, 9037 = T7.1291. Man kan
prove videre (husk, at evt. kunde 7 gna op en Gang til),
men man kan ogsaa bruge at 362 = 1296, altuas p1129l med -
forer at (%) = 1, derfor (%) = 1, som giver at p = 10h'%l.
Tilsammen ses at det er nok at preve om 1291 er delelig
med 19 eller 31§ idingen af dem gaar op.

Altsaa; 18074 primoplemses til 271291,

Eksempel 6): Bestem (T%%%)a (Iflg. Bks.4) er 1847 et Primtal).

6 ) ! 1847 1847 2 22
(1899 = (ygpp) -~ (ghom) = CGEEL) (3D = (). (5%) =
(B (9 (F) = (-1).1. () =~ = (D) = F = @

Da (%) = 1. har vi altsas at (ig%%) S 1.

Eksempel 7): For hvilke Primtal p er (i%) = 1 72

Skrives (;%) som (%)e(%) faar man Brug for at opdele p
modulo 8, modulc 4 og modulo 7, hvilket kan blive be-

svaerligt.
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. A 2 l4‘ ‘“‘2 ”"7

an kan omgsaa det ved at benytite at (&%) = (==)(~>
M i1 oW € ¥ (=) = ()= (=) og
bruge Fks.2) og tidligere Bemsrkninger. Kravet er aaben-

=2 TN o 4o e i (R : ;
bart at (m?) = 5) som igen er lig (7}@ Feglgelig
entan o ,

p=8h + 1,3 A p o= Tht 4+ 1,2,4 .
eller

po=8h = 1,3 A p = Th' = 1,2.4 .
Ipsningerne skal samles efter den kinesliske Setning, og
bliver mabenbart £ seks Stk. Restklasser modulo 56.

Man finder p = 56h £1,9,25,11,4%,51.

Bksempel 8): Hvilke Primtal gasr op i et Tal af Form x2+7y2 ?

Muligheder ®) p som gaar op i baade % og ¥.

b) Tydersom 7 gaar op i x
©) ellers xza (%7)9y23 og da de kvadratiske

Rester udger en Gruppe, maa man have (3%) = l.
altsea (Eks.7)) p = Th+l,2,428p=14h"'+1,9,11.
Taleksempel: Find en Primdivisor i 1000063 = 10002+7°32.
Preove med 11,23,29,.. giver at 23 gaar op.

Eksempel 9): Det er muligt at bevise endnu nogle.Specialtilfelde

af Dirichlets Smining; Beviset leber efter det tidligere

Menster (S.55)., Fx Der findes uendelig mange Primtal af

L

Form.p = 8h=l3 vi benytter at et ulige Tal u°~2 kun kan

have Primdivisorer af Form p = 8h+l eller p = 8n-1 (2'Suppl)
og at det maa have mindst en Divisor af den sidste Art.
3 . Pa e Iy ° 2@’ S
Saa tages a, = T og a, = (al oo anml) 2, og man ser at
ethvert o, Mag indeholde en ny Primdiviser arf Type 8h=l.

Analoghts Der findes uendelig mange Primtal p = 8h+3 (man

benytter aq = 3 og Udtryk u2+2) 0g ligeledes uendelig man-

9]
ge p = 8h=3 (almS og Udtryk u“+4). At der er uendelig man-
ge p = 8h+l er tidligere vist (85.84). Metoden kan ogsaa

bruges for primiske Restlklasser module 12, allers likke,
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Fermat=Tal Mergenne-Tal .
Det er Primtel af Formen Det er Primtal af Pormen
p = 21 (Permat 1601-1665) . p = 2% (Mersenne 1568-1648),
De ferste er 241 = 5 De faorste er 221 = 3
241 = 5 el =7
2 - 17 20wl = W1
o1 = 257 2lal = 127
216,41 = 65537 2Py = 8191
Vi har tidligere omtalt dem Vi har ¥idligere omtalt dem
i Porbindelse med Spprgsmea- i Porbindelse med Spprgsmas-
let om hvilke regulwre Poly~- let om "Puldkomne Tal® (S5.68).
goner der er konstruerbarefed
Pagser og Lineal (S.77).
Sammesteds vistes at %$§Qm§£ d(n) er en Potens af 2 hvis
en Potens af 2 hvisg og kun - og kun hvis n er et Produki
hvis n er en Potens af ¢ gan- af forskellige Mersennetal.
ge et Produkt af forskellige Bevis: Da & er multiplikativ
Fermattal. reduceres Spergsmaalet til at
undersege hvornaar é(pﬁ) = Zkg

alisas l+p+p2+@aepm = Zk@ Da.

Venstresidens Led er ulige maa
Antallet Led vere lige, saa atb
p+l gasar op, og f@lg@lig er af
Form th d.v.8., p er Mersennetal.
Kvotienten er af Form l+p2+pﬁ+o@
og hvis gterre end 1L da ogssa

2+l@

lige, alteas delelig med p
”
Men p“+1 er ikke en Potens af 2,

da p2+l %f(p+l)2e§ Ee(p?¢l)m £I




Dergom 2h+l gr et Primtal,

888 er h en Potensg atf 2.

Bevis: Hvis h er delelig med
et uwlige Primtal ¢, h = qr,
sea er 2041 = (2994 =

(2T+1>(2r(qml)m2r(q”2)+e®m2f+1)

storre end l, @

Por saadanne h galder, at hvis

2Pyl er delelig med et Prim-

tal D, 88 er p = 2hehel+l.

Bevis: Tdet py2P-1,men p!?gh

o
= (2%41) (2P-1) ses,at 3 (Z,°)
vil ord @/fhgmen ord@’Qh 0g
= 2h (idet

folgelig er ord (2)
man benytter at h er en Potens
af 2)., Ifelge Fermats Swtning
vil Qrd(g))pmlg hvoraf ses at

p = 2hehel+l, i
Af de ifwlge foregasmende Semt-
ning mulige Primdivisorer kan
Halvdelen forkasgstes v.Hj.af
2.0upplement til Reciprocitets—

swtningen, idet wan finder at

p12h+1 lun kan indtreffe for

p = 4hehel+l. (dog forudsat h»?2
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Dergom 2 =1 er et Primtal,

gae er h et Primtal.

Bevis: Heis h er Produkt af to
Tal sterre end 1; h
san er 201 = (7901 =

(22 (28 (a-1) orle-2),

= QL

o e 25 41)
hvori beggs Fskiorerne er
sterre end L. ij

oy saadanne h sgmlder, at hvis

zhml er delellis med et Prinm-

tal p, 888 er p = 2hehel+l

(dog forudsat h>2),

Bevis: Idet pfzml? men p}2hm
ses, at 1 (Z;°) vil ord (D41,
men ovd(d[h og felgelig er

ordC@

8t h er et Primtal).

(idet man benytter
Ifelge

Fermats Swining vil ard;;‘[pmla

og da yderligere p er ulige ses
at for ulige h exr p-= 2hﬁh@£+l«ﬂ‘
Af de ifelge foregssende Swet-
ning mulige Primdivisorer kan
Halvdelen forkastes v.Hj.af
2.0upplement til Reciprocitets-
swtningen, idet men finder at

Plghml kun kan indtreffe for

pE 1 (mod.8),

Bevis: Tdet h er en Potens af

2 ses at for h»2 er p21(mod.8)

Tdet h er ullge ses atb

altsan @?d{@)lggig sag,

Bevig:
]
n ’ 3@);}%9

4



derfor (%) = 1 gom medferer
o L

pgz 2 =1, eller @Pd{;“fggkp
altgas p = 4hehel+tl. £

Ovenstagende Smininger inde-
skrenker Mwngden af mulige
Primdivisorer p i Tallene
oPy1,

For h = 32 er det tilstrekke~:
ligt at undersege om 232+1
(10=cifret) er delelig med

noget Primtal af Formen p =

128-hel+l.,

Det blev gjort af Buler, som
fandt at p = 641 gaar op. Det
er let at kontrollere, thi

dels er 641 = 640+1 = 502741,
dels er 641 = 625+16 = 5T+2%,
og modulo 641 faas sas 232+l
= 242Nt = -5t 24

= =(5.2hta 2 (0% = 0.
Det var heldigt for Buler at
der var et saa lille p som _ -
gaar op, Den neste h-Verdi er
64 (giver 20~cifret Tal), og
en tilsvarende lille Primdi-

visor findeg ikke.
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P=1

e i

3 .
112 & =] som medferer at
P

#
(£) = 1, hvoraf igen fsas at
9 2N

=

p,' i1 ﬁl, (mod@a)@ B

Ovensteaende Swininger ind-
skrenker Mengden af mulige
Primdivisorer p 1 Tallene
2By,

For h = %1 er det tilgtrmkke-
ligt at undersege on leml
(10=cifret) er delelig med
noget Primtal af Formen p =
62+hel+l A p & % 1(mod.8),
doVe8e P = 248@hel+§6% o
Det blev gjort af Euler, som
fandt at ingen af disse Tal

(e {n) grar op, og dermed hav-
de fundet at 2°T-1 er et Prim-
tal. Det havde saa 1 hundrede
Aar Rekorden som det sterste
kendte Primtal. Den nmste he
Verdi er 37, og Arbejdet med en
tilsvarende Undersegelse vilde
vere tl-doblet. Alle de mindre
heVerdier fik han undersegti for-
uden de foran nmvnte giver h =
17 og 19 Mersennetal, Euler be-
mprkede ogsaa, et h i ~l(mod.4)A

chtl = Primtal p medferer at
P!thl (ses let, da (%) = 1),



Pepin-Lucas's Kriterium (ca.

1875) ¢ Por lige h gmlder at
o)

27+l er Primtal hvis og kun

hvis 2h+l§@h» hvor 6, &.10 og

-
Gyl = (@ywl) +1

Bevig: Ved Induktion ses direkd
2}1@”’ l
te ath ey = %

+1a

Dersom 2h+1 er et Primtal ¥,
n

ges at F 2 Q(moda3)9%§(%)mmlg

og da F.& L(mod.4) er (g)=-1,
Cked

Sé:é, i iﬁmﬁmaﬁi » 1

Dersom 2h+1,chg gg8 lad p veere

en Primdivisor i 2P+1, Da nu

h-1 .
p%?z =1, mex p)3£ -1 ses at
P
i (2?5@@) er @rdéﬁ E:th sa8,
thpwl (Fermeyt 1), hvilket kun

er muligt med p = 2h¢l@ [

Kriteriets Anvendelse krawver
kun ca. h Kvadreringer mod42h+$

Ved Kriteriet har man under-

spgt de mulige h op t1il og med
214 (v 20000), og man har ikke
fundet flere Fermattal.
kender altsaa kun de fem nevn-
te, nemlig for h = 1,2,4;8,16,
Det er tvivlsomt om der er fle-

Man

re, og der er nmppe uendelig
mange, da 2-Potenserne ligger
saa gpredt i Talrekken. De

k

22 +1 aom er sammensaltte er detl
i nogle Tilfwlde lykkedes af%

faktorisere, helt eller delvia.
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Teas ‘s Kriterium: FPor wlige

'™
h gwlder at 2°-1 er Primbal

b

"‘mjﬂ @/

h?

i e .
A 41 g & = ’P‘. e

hvor o, = 2 0g ¢4 = 26 =1,

hvis og kun hvig 2

Bevisel benytter seamme Ideer
som Bevisget for Luecasg-Pepin,
men er telnisk 1idt swerare,
det skal ikke gives her.

Dats Anvendelse kraver kun ca.
h Kvadreringer m@ﬁazhmlp O
wved Haandregning k&ﬁﬁ@ Lucas
undersege £x h = 127 som viste
glg at give et Primta%ﬁer indtil
ca,1950 (Elekitronregnemaskiner)
havde Rekorden som detv sterate

kendte (Mersenne havde fremsat
en Formodning om at h = 31,67,
127,257 skulde give Primtal,
smlgn.nedenfor),

Man har nu undersegt alle h-Ver-
dier op til 20000, og det viser
gig at man faar Mersennetal for

‘Fﬁlgend@ 24 Stke: h = 29395975
'1%,17,19,31,61,89,107,127,521,

607,1279,2203,2281,3217,4253,
442%,9689,9941,11213% og 19937.
Det sidste (fra 1971) er det
aterste kendte Primtal. Formo=
dentlig er der uendelig mange,
de, Primtallene ligger ret taet i
Talrskken, men man kan slet ik=.
ke bevise det. Og man kender
alteaa ogsas enorme sammensatte

Tal (6000 Cifre),Faktorer ukend-
te.
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KAPITEL I¥ s Harog-Breker; Diofantisk Approzimations

Pell's Ligning.

Vi vil undersege Q@w Bthvert af dens Rlementer gkrives som

en uforkortelig Breok % , med b &N, & ¢ 2%} og (a,b) = 1, og
denne Fremstilling er entydig,

Vi definerer en Relation == ved

% ) % naay % = % w %% ;s G.ves. DBAT be = ad = J,

Det er klart at Fortegnsskifte vender Relationen: % - % =

QE% = é;% tog lovrigt ogsas Reciprokning af Brekerne).

T Relationen kan ens Nevnere kun forekomme hvis de er 1, i hvile

4 $r2?: e .,;Q v E;,}'n Prst 2 feeees
ket Tilfelde man faar ... = 7o 7 = 7 4 T 4 oo

Betraghter vi en Brpk % med & 2~ 1, vil der il den netop fine-

a Z‘ e
des én Brsk % Bag y o 5 08 b < 8.

Bevis: Vi fasr Ligningen b - sa = 1L (il Bestemmelse af a og b.
Da (r,s) = 1 findes der en Lesning (aﬁgba)§ og samtlige Los-
ninger er saa (ao+ﬁ@r9b0 +t.8), hvor % genn@mlmb@r’,g? . Det

ses at netop én af disse b-Vwrdier falder & Intervallet JOgsEP

og da den ikke kan vere s (sas kunde Hpjresiden ikke blive 1)

falder den i jogsga g
Tigeledes findes der til % netop én % gaa % ==t % og & « 8,
Naar vi-hak.: en Situstion % - % = % giver Ligningerne

rh « s8 = 1 og sc - rd = 1 ved Subtraktion,at x»(b+d) = s(ate)

saa at % = %%% 9 altssa at den midterste Brek fasg af de to ye-

=

derste ved at addere Tmllerne og addere Nmvnerne, og saa evi.

forkorte,

I den specielle Situation, hvor % o % wf % med b,d = 8 skal

vi ikke forkorte, og yderligere gmlder % =i % (1 dette Til=-




165

fwlde virker Relationen altsaa som om den var transitiv, normalt
er den det ikke).

Bevis: Da % == %%% g 0 Vi har b+d <« 28 , ses at der ikke kan
vaere nogen Forkortningsfaktor sterre end 1. Altsaa er r = ate
og 8 = b+d, Bndvidere faags be - ad = b(a+c) = a(b+d) = br-as
= 1, som vigser ab % == % .
Relationen =4 har et simpelt CZ B

geometrisk Billede. Paa en Ab-.

scisseakse afbildes Punkterne A
a @ . ab*
p 08 g og man tegner Cirkler o
med Radier hhv. 1/2b2 og l/2d2 %?
5
gom rerer Linien 1 disse to Punkbter; Centrer Ol og 02. Center«
o . 2, 1N2 i @
liniens Lengde udregneg: OlO2 = (bd) + §2b2 Zgﬁé =

GW£§ + miﬁ)zﬁ det viser, at de to Cirkler netop rerer hinanden.
2b 2a

Hyis 2 - 3 ~ £ peq byd £ 8 og altsaa 1 = at+c 0g 8 = b+d
VRN & g
yyﬂ C ik dens, o ontmde bk D
Fpre begge de to foregaaende og Abscisseaksen, og for ethvert

ratvionalt ﬁ med & » L kan man altsess fas en Cirkel som roe-

rer Linien og to sterre Cirkler.

g,
Hvis maﬁVtegner en Linie

og en Rekke Cirkler med

Radius 1/2 som rererden

i alle heltallige Punkter

(0g rorer hinanden), og ot ey £

man sao indskyder mindre "

Cirkler gom rerer de allerede forhaanden verende og ILinien,og

bliver ved med det, saa vil Reringspunkterne paa Linien netop

give alle rationale Tal g y og den tilsvarende Cirkelradius

bliver 1/28°,
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Denne smukke og simple Konfiguration, "Ford's Cirkler", synes

forst fremstiliet i 1937, (L.R.Ford, 1887~ ).

Men nedenstaaende Setninger om rationale Tal er opdaget tidlige-
re, nemlig af Heros 1802 (som,i Anledning af den franske Revolu-
tions Indferelse af Decimalsystemet paa mange nye Felter, udar-
bejdede Omswiningstabeller fra smdvanlige Breker til Decimal-
breker); de blev ombtalt i en Notits 1816 af en Englmnder Farey.

(hvorfor Breker opfattet paa denne Maade ofte kaldes Fareybre< -
ker, men burde hedde Harosbreker), 6g Swiningerne om dem blev

umiddelbart efter bevist af Cauchy (C.1789-1857).,

Vi betragter alle uforkortelige Brgker med Nemvnere £ ik, og ord=-

ner dem efter Sterrelse (det bhetyder altsaa at vi betragter al-

le Ford'ske Cirkler ned til en vis Sterrelse). Saa gwlder

For 0 Nabobraker % 0g % er b+d > n.

For sasdenne to Nabobreker gwmlder Pe = ad = 1,

3} Fndvidere har man (p,d) = 1.

) For tre Nabobrgker v % 08 % gelder g = %%% ¢

i

Beviser: l) er klart, da Breken % med 8 = b+d (svarende til
den Cirkel som kan indskydes mellem de to Cirkler og Linien)

ikke er med (da de var Naboer), og felgelig er b+d > n.

2) er klart, da Nabobrsker svarer til rerende Cirkler. 3) er

klar Konsekvens af Z)g @) er omtalt foran som Konsekvens af at

a o e

S | [

b d PE e (i
Bksempel: Swt n = 7. De uforkortelige Breker med Nwvnere £ 7

ordnet efter Sterrelge er

e s

e oL 7T 6 5 40703

14 3 2 5 24 6 1
'i275374%’%

1 y g)ﬁ %) og 4) érfopfyldﬁa

~ g

hvor man kan efterpreove at
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Diofantisk Approksimation.

mene@
Dermod’ Approximation med rationale Tal. Af den sverste Figur
5,165 ses at for E € JT@& [ vil der %il % findes mindst én

Tilnmrmelsesbrok. % » nemlig et af Intervalendepunkterne, for

hvilken men har {%“ %[ < l/2y29 Dergom.cé er irrational vil
det ligge indeni en uendelig Felge af saadanne Intervaller, som
snevrer gannen om Punktet (baade fra venstre og hejre), og vi
hay derfor at-der til ‘§ findes uendelig mange Tilnsrmelses-
breker § for hvilke der gmlder ,§-w~l 1/2y o Men Resulta-

tet kan forbedres:

Mepgd
Hurwitz's Setning: Til ethvert irrationalt l} findes uendelig>
(Ho1859-1919) rationale Tal 5 y 888 ig-uu-’ﬁ I T

Konstanten ?% er bedst mulig (hvoraf f@lger
5

ot Bxponenten 2 ved y ogsaa er bedst mulig).

Bevig: Slutparentesen fplger af at hvis der kunde bruges en
bedre (d.v.s. sterre) Exponent end 2, vilde man iaar y =» 99,
have lg - Ele g;%; + & » & 8trid med at 1/(%5 er bedst mulig.
Iovrigt er det bem%rkélse sverdigt at der i Setningen gmlder
skarpti Ulighedstegn med den bedst mulige Konstant; da det er en
Swtning som omhandler en Situation med y=» ¢ kunde man vente
sig,at den blot gav en Ulighed .... < (1/{5 + 8)“..il@@mvom
1/y5 er bedate Konstant.
Ideen er nu, at dersom man i det ovenfor givne Rmsonnement (re-
ferende til Fig. 8,165) havde en Situation hvor Fejlvurderingen
1/2y2 nesten var bedst mulig, saa mastte det skyldes at baade
Centerlinien OLO? dannede en kun lille Vinkel med Abscisseaksen
og at § lag ombtrent midt imellem % 0g % s men sas maathe ? lige

r . .
ge newr ved den nmste Brek S » Som saa vilde give en god Approk-
simation.



Lad os igen betragite Figuren

med de tre Cirkler, og lad

Centerliniernes Vinkler med

{
vandret hedde u,v og w sonm Qfgi

angivet paa Iiguren. Vi an-

tager b « d (ellers kunde vi =,

Vemole,
blotvikseretningen), saa Fi- &

Lo f e 6o

guren bliver som tegnet, de to ydre Cirkler hsr Radier 1/2b2 0g

l/2d2, 0og da 8 = b+d har den lille inderste Cirkel Radius .Jlig
1/2(b+d)? |

Ved Projektion paa Abscisseaksen faar vi ved at bruge % eller

©

-gf« som Tilnmrmelsesbrek at ,§ - %1“@ 949%3% o J./y2 og pas til=
svarende Maade faar vi ved at bruge den 1lille Cirkel sammen med
en af de ydre (hvilken af dem afhsnger af om ‘E er storre el-
ler mindre z?d r/s) at vi har en Tilnsmrmelsesbrek % med lg g %(
mindre g%%%ﬁﬁ%en gg%“z . l/y2 eller QQ%WE o 1/y2a Da nu af

Pig. fremgaar at w > W, altsas cos w < cos #, ses at vi kan

bruge den mindste af Sterrelserne cog L. 0g oog Y som Vurderings-
faktor.
Vi finder
cos8 u g
1 bd b
Srall R g ma pes

2 ke 14 p%
pe  2a°

i

[R8)

for QQ%WX skal vi foretage samme Regning, men med b erstattet
med b+d, dovVed. f3 erstattes med f+1l. Som Vurderingsfaktor

kan vi altsaa bruge den mindste af disse 1o St@rrelsery/ﬂéizo,%}@

Den arfledede af /ﬁ/(l+ﬁ?) er (lmﬁ?)/(l+ﬁ2)29 og - Funktionen
er altsas voksende 1[3@ }O;L]u For | ﬁf%?%
/> > 1, altsas naar [5 er erstatted '%$Qﬁ/g
med (3+1, er Funktionen aftagendes i?
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Vurderingsfaktoren min {ﬁ/(l+ﬂ2); (l*ﬁ)/(l+(l+ﬂ)2X} har en
Stersteverdi svarende til Kurvernes Sksringspunkt, altsaa for

/3/(1»@ - (l+ﬁ)/(2+2ﬁ+ﬁ2)g eller /32 +f=1=0, som giver

f = Zémgﬁiémg og indsmttes dette faas V%m , som pnsket. ;b%/@egg

528, at olun %%{’?mfm ﬁ»fh%{ﬁé ’l/{,ﬂéiﬁ,«ﬁxdsfk&%, Ak B ESRe

For at vise at Konstanten er bedst mullg kan vi som det irratio~
} benytte det nys fundne zém%miz , som var Rod i

32 o+ g - 1 = 03 Polynomiets anden Rod er g - Qﬁwe Vi indset-

b

b

er et rationalt Tal % i Polynomiet og tager numerisk Verdi:

E -G =F+B) = |5 X*m
) v/ wwﬁ%§;+ - l - ye y

det sidste Ulighedstegn skyldes at den foregasende Twller er

Wy
N

heltallig og ikke O, da Polynomiet ikke havde nogen rational
Rod. Naar 1% ”,§} er lille ses at Parantesen | , er nmr Vﬁz

og for alle Tilnmrmelsesbreker fra et vist Trin har vi derfor
E (i o E)e =
‘y §'> Vj k’) yzﬁ D

Lad os bemmirke, at for et rationalt Tal % er det ikke muliet at

X

finde en Fplee af forskellige Tilnsrmelsesbreker § saaledes at

Afvigelsen aftager som ymg, thi Differensen kan aabenbart al-

drig blive mindre end “%% , og aftager altsaa lun proportio-

nalt med L (men +il Gengwld kan man naturligvis bruge Tallet
véﬁgf&%g rmelse til sig selv).

Det er muligt at angive specielle iwrationale Tal.(g for hvilke
der findes en Fplge af Tilnmrmelser ; hvor Afvigelsen gear mod
0 meget hurtigere end ymzw Fx vil ' égfglO N mre et

saadant. Hvis man som ; tager det n'te Afanlt af Rwkken, saa

alom(nvl)0

{
er y = lOn“g og Afvigelsen er (1+g) , altsaa mindre

end y 7, og for ethvert fast k vil Afvigelsen blive 1lille i For-
hold til y~¥,
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Dette Tal blev angivet af Liouville som Eksempel pss et Tal der
er transcendent (over @g)e Dermed blev altsas Eksistensen af
%ranscendéﬂﬁe Tal eftervist; senere viste som bekendt Cantor
(C.1845-1918), at Msngden af algebraiske Tal (over 52 er nu-
merabel, medens ﬁz ikke er numerabel, hvorafl ogsaa felger Fk-
aistensen af‘ff@mgcgﬁgmiéTala Liouville viste newlig, at der-
gom Jﬁ er Rod i Polynmomiet P(t) over @Q , o deg P = n, gas

vil for enhver Felge af Tilnmrmelsesbreler % t11 £ awlde ab

Afvigelsen jgm’éf > Coy™™, hvor C er en positiv Konstant.
Bevis: Vi kan gerne antage at P(t) har heltallige Koefficienter

(ellers gangede vi med Fellesnmvneren) og )

antage ? irrational, da vi oven-
for har vist Sstuningen for n = 1, men ilepvrigt vilde det nmu fol- -
gende Bevis med enkelite verbale fLndringer ogsaa fungere for n =1,
Metoden er den samme som blev brugt ved Beviset for at Q%"l er
bedste Konstant i Hurwitz's Setning. Vi har

P&} = [ -§yep (9] = |REMEE | 5 o
Sy st y y

og da Faktoren semg.. er begrenset for % i Nerheden af § gses di-
rekte at !ffw 2] > .y h, il
Senere fandt man en Rmkke Forbedringer af dette Resultat, ldet
Tksponenten n = deg P kunde erstattes med wmindre Funktioner af
n, og 1 1955 lykkedes det Roth (eng.) at vise, at for alle Tal
gsom er irrationsle og algebraiske over QQ er den bedst mulige

Bksponent lig 2 (alt%a& vafhengig af deg P): Por enhver Falge af
ijn&zmelsnzbr@kef E 47 ct lff&tl@ﬁ&lﬁ aloebraiak f og ethvert
positivt & er iy mzi ==L run et vist Mrin.
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e 2 .
Ligningen 7 = I y" = 1,

Den anferte Ligning, i hvilken D er givet og x,y ssges, alt
o ;% My e e e - :
indenfor «££ , kaldes "P=ils Iigning” (P.1610-1685); Benevnel-
sen skyldes en Fejlingelse fra FBulers Side, og levrigt var al-
lerede Fermat helt klar over Ligningens Forhold, saa man ser
den ogsaa lejlighedsvis kaldt "Fermats Ligning".

Den er et Eksempel paa det som man i nyere Tid forstaar ved

"Diofantiske Ligninger", d.v.s. Ligninger for hvilke der ssges

Heltalslesninger (medens Ligningerne opfattet over )?% er"ube=
stemte", idet man til ethvert y kan finde et x). Diofant (ca.
250 e.Chr.(?)) skrev et Verk om saadapnne Ligninger, hvori han
dog foritrinsvis segte Lesninger indenfor égz(som jo var det da
"anerkendte" Talomraade, smlgn. ogsas den foran benyttede mo-
derne Betegnelse "Diofantisk Approksimation"). Diofant angav
dog lkum gkarpsindige Metoder {il at naa‘frem til specielle Los-
ninger, om.lgsningsmsngderne var fuldstendige interesserede

ham ikke., Som ombtalt (5.90) blev Diofant udgivet 1621 af Ba-
cnet (B.1581-16%8) med Tilfejelser (en af dem ombtales i nmsie
Kapitel), og en Del af Fermats Opdagelser blev skrevet som Rand-
notater i hans Bksemplar af Bogen, og efier hans Dod blev den
saa genudgivet =~ hans Segn med Randnotaterne, - -

Men lad os ferst betragte Ligningen xg - Dy2 = 1 1 en almen
Rarmme, som omfatter baade Heltals— og Rationaltalssituationen:

Vi ser paa
2= , med D w0 givei}

X 0g y seges

y2 e D
L = Dy i en Delring M

af (@;‘,y“?’?ﬂ)o

Man ser, at hvis der er Lesninger, saa vil M indeholde Tallet 1,

og fwlgelig vare en Integritetsring.
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Vi velger en fast Verdi for yﬁﬂ@ éﬁ}(yﬁai eller udenfor M), og

lad L vere Mengden af (x,y) som tilfredsstiller Ligningen.

Vi betragter Afbildnincen (:f L = @ , Zivet ved

(%,¥) b=p gp(my) =, % + ny .
Afvildningen er injekitiv, thi Ligningen kan skrives som
(% y%)(x ~ YD) = 1, hvoraf ses at for q)(xgy) = g bliver
K e y‘(ﬁ 1/s, og derfor x = {(a + 7«-)/9 og y = (a = m)/@f@
Endvidere: Billedmmngden é,g) (L) er en Undergruppe i ( Qfﬁ
Bevis 1) Da trivielt (1,0) &€ I vil @(1,0) = 16& (1),

) Trivielt haves: (x,y) € I = (x,~y) € I, og derfor
a €& (L) = % ¢ @(L),
) (oy) € L giver (x4 yfB)(x - yVD) = 1
(u,v) ¢ L giver (u + vfﬁ)(u - v‘ﬁ) =1,
som ved Multiplikation (af de to Ferstefaktorer og
de to Sidstefaktorer) giver
((xu+Dyv) + (xv+yu){D) ((xwtDyv) - (xv+yu)fDd) = 1 ,
gom viser at (xutDyv,xv+yu) & L og atb qﬁ-«»’\f&rdiem
af dette er Qﬂ(xpy)» q’?(u,v)a
‘Samtidig havde vi Bijektionen I &% g&(L)y og vi ser ved at bruge

¢~

Neutralelementet (1,0) og hvor det inverse ti1 (x,v) er (x,=~y)

at lesningswengden T, kan organiseres som en Gruppe med

og _hvor Gruppekomposiitionen © er givet ved

{o,y) 0(u,v) = (xu + Dyv,xv + yu).

Det er trivielt, at I foruden (1,0) indeholder (~1,0), men Grup-
pens Sterrelse og Struktur afhsnger ievrigt af det givne M og D,
og til Hjelp ved Undersogelsen af dens BEgenskaber kan vi benytte
Kendskabet til multiplikative Undewgrupper i ( @%j@)

2

Eksempel: M = eﬁ% 0g D = -2, Ligningen er x «&Q:y'd = 1, med eneste

Losninger (1,0) og (~1,0). Gruppen ((L),e) er blot ({1f,-)
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For de umiddelbare Anvendelser er de vigtigste Tilfwlde dem
hvor M er reel; her kommer en vaaentlig Forskel eftersom D

er negativ eller pogitiv.

Pilfeldet M £ R . D negativ.

Se—e1

Lad os ferst antage, at M = ﬁ?@ Som Jﬁ tages 1VID|, det lige.

ger ikke 1 M, og nasar vi adjungerer det faar vi ME%BJ = @:@

Ligningen er X% Dy2 = 1, som 1 en X{{% ~§§

XY-Plan fremstiller en Ellipse, og - N >
(~f 6’) M“”“‘WW*M%’, o)

det er altsas Lesningswsngden L.
Billedet ¢ (L) bliver bestemt ved
at ?(ng) = x + 1Oy, som ses at

fremstille Enhedscirklen i jEmPlaneg,

og Gruppen (@(L)y°) = (r@2%1V}9°)med

v reel, altsaa ilsomorf wmed Gruppen \%%M%
af Drejninger om et Punkt, d.v.s. en Gruppe af Typen(?l+ﬁ/£?

altsaa som de reelle Tal modulo 1.

Dette gmlder for alle D .« 0, hvoraf men ser, at dersom vi har et
M < R, sas vil Gruppen (¢(L),*) blive en Undergruppe af den
nevnte, Foran blev nwmvnt et Eksempel pas dette, med ¢ (L) = {?l},
lad o= give endnu et Par Fksempler.

Eksempel 1): M=, D= -1 giver Ligningen x° 4 yg = 1 med

L qlL)

Lesningerne (£1,0) og (0,%1); 1 en {-Plan

N

afbildes (f(L) som de 4 Punkter ¥1 og v@m
e
+i beliggende paa Buhedscirklen; heis ) 0 \
7 m@wmmm$mmm»@w§
man afbilder L i en XY-Plan faar man en 2 IR oM
. . ..,,4, J
Pigur med de samme 4 Punkter, men nu T

betegnet (£1,0) og (0,%1).
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y oy N -/
Fkeempel 2)2 M o= @Ziéﬁg D= %, Ligningen er %% 4 3y o= 1,

og der sperges om Lesninger,der kan skrives som Breker hvis
. . - . ) A ) R .
Newvnier er en Potens af 2, altsaa pas Formen T hver r er 0 eller

ulige'og'hvaf t er en Potens af 2 ( 2 1). Multipliceres Lig-

ninger. med Fmllesnwvneren faar den Formen (M
r® 4 53° = £°%; her er t en Pobens af 2, o m@%n#é%?
og mindst et af Tallene r og s er ulige; i ﬁkﬁﬂ \@”*

N
da et ulige Kvadrat er = 1 (mod.8) ses m4£ . éw%
at t £ 4 er umulig, og saa bliver der mﬁi\ o ,;7
kun Lesningerne (r,s,t) lig (£1,0,1) el- ; i%ﬁ““:f;cgE

“5-t3 2772

ler 1lig (%1,%21,2), dov.s. (x,v) lig (£1,0)

eller lig (¥4,%5). Der er altsaas 6 Lesninger, og Gruppen

(¢(L),+) kommer til at bestaan af de 6 paa Fig. viste Punkter “
pas den komplexe IEnhedscirkel.

Rationale Verdier for (cos v,sin v): Pytagormiske Tal:

Med M = (& s D = «1 Taas Ligningen Xz + y2 = L, og man ser &%

Problemet kan opfattes som at sperge om rationale Verdisst for

(cos vys8in v).

Idet tg % smttes 1lig ¥ har man som bekendt Formlerne

1%@2 2% l=cog v gin v
SO8 YV = 5 gin v = ] og bt = e b
1+% 1+% agin v l+eog v

(1 hvilke man pas en selvfplgelig Maade kan regne med t = 00),
Man ser at ‘cos v,sin v- er rationale hvis og kun hvis t er ra-
tional. Vi har sltsas dermed at de rationale lesainger il Lig-

ningen xz + yz = 1 er givet ved x

= igﬁﬁ v Y = “ggﬁ » Hyor
14 I+t

t er en Parameter som genneml@bqg‘ég o

Og <$(&) bestaar altsaa af Tallene x + iy = cos v + i s8in v,
hvor g % er rationsl, og disse udger med Multiplikation en

Gruppe, 1 Overensstemmelse med at de Vinkler % gsom har en
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rational Tangens udger en Gruppe ved Addition (idet der som
bekendt er en rational Formel Ffor tg (u+v) udtrykt ved ﬁgu,tgv&

Ved pytagormiske Tal (x,y,z) forstass et Swmt af naturlige Ta

>
gom opfylder Ligningen x2 +y© o= zz

s deves. gom kan indgas som
Sider 1 en retvinklet Trekant. Da Ligningen ogsaa kan skrives

K € VA . o )
(;)3+ (%)gm 1 feres det over i den ovenfor leste Opgave.

iy . . . .
Settes 1t = 5 08 indsettes det i Formlerne, faar man i den

2 2 .
e . X . e T 218
herverende Situation & = = —5 % = ?)r©m§ , hvoraf
8" + 1" 8° + 1

faas at samtlige Lesninger & naturlige Tal til Ligningen

" + yv- = % er givet ved Formlerne

X = 82 = r2 v y = 2r8 , 2 =2 82 + ra

og alt hvad der kan faas ved at multiplicere eller dividere dige

ge tre Tal med en felles Faktors i Pormlerne betyder r og 8

naturlige Tal, r < s, (Begremsningerne i Variationsmsngderne

for r og 8 folger trivielt af at der enskes x,¥,% eﬂV)@

Det ber bemswrkes, at selvom (r,s) = 1, altsaa % er uforkortelig,
saa kan de anferte Udtryk for x,y og 2z godt have en fwlles
Faktor 2 (at deg&kke kan vere andre fwlles Faktorer ses umide

delhart), nqg;ig hvis r og o begge er ulige.
Ekseriped: For noiss o daas w3, 44 255,

] 3

Tilfeldet M TR, D positiv.

Tad os forst antage at M = { . Som YD tages den positive Kva-
dratrod, den exr indeholdt i M, saa Adjunktion af den betyder
ingen Udvidelse af M = %{@ Ligningen er xg e Dy2 = 1, gom

i en XY-Plan fremstiller en f\lf T

Hyperbhel, .og det er altsaa Q%;Tﬁﬁk Myﬂﬂwv ’ —
‘e ) S, %
. : o A2 4

Lesningsmengden L. Billedet y/ww”” “‘i%mgzy%w (q%&ﬁhﬁ)

¢(ls) er bestemt ved atb $(x,y) | =
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= % + yyb, som bliver et reeclt Tal, der kan faas ved den paa
Figuren angivne Konstruktion (gennem (x,y) er trukket en Li-
nie parallel med den anden Asymptote, og dens Skeringspunkt

med X-Aksen giver %P(ng))p og man ser at gy(L) netop bliver
#

iR

Dette gmlder for alle D > 0, hvoeraf man ser, at dersom vi har

et Mo R , saa vil Gruppen (Q(L)gw) blive en Undergruppe

af (ﬁg%yw)w Da, vi altid har 1 € Q(L) vil Gruppen med t al-
tid indeholde ~t, og kan derfor skrives som et direkte Produkt
(), +) = ({41}, )X (¢"(1), ), uvor ¢™(L) =g(1)N R, Denme
sldste Gruppefaktor som er Undergruppe i ﬂﬁ%}@) overferes ved

at tage Logaritmen til en Undergruppe i1 (§Q9+)@g dermed til no-
get relativ bekendt.

Man ser (emlgn. ogsaa den paa Fig. angivne Konstruktion af @(x,y)

uwdfra (x,y)) at man kan inddele i folgende tre Tilfmlde:

1°, Hvis Ligningen kun har Lesningerne (%1,0) vil ?f(L) kun
bestaa af det ene Tal 1.

I1%, Hvis der findes et mindste y @ 0 som indgaar i en Lesning
(x,y) til Ligningen, saa har <?+(L) et mindste Element =
sterre end 1, og @+(L) z»{an9 n e 2?};

I11%.Ellers vil der figdes y-Verdler vilkaarllg nmr O som Ind= s
gaar i Lesninger (x,y), og Mengden gy%(L) vil blive over=
alt tet paa den positive reelle Akse.

Man bemsmrker, at der er vmsentlige Forskelle fra Tilfwldet D <0,

For det ferste, at det for D & 0 altlid er muligt at fraspalte

en Gruppefaktor ({ﬁl},o)g noget saadant er ikke muligt 1 Bk-

sempel 1) (8.17%), hvor Gruppestrulkbturen var W§49 Bndvidere at

vi for D # 0 kun har Rlementerne €1 med egl. Potenser som er

lig 1, medens der for D <= 0 kan vere mange saadanne ("Torsions-
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elementer”). Og at dersom der findes en Lesning (xwgyj) med
}L ﬁt’ Q edes -

e

mindste positivt'?ﬁ{saéﬁvil Gruppen for D > O vere direkte
Produkt af (Qﬁl}pa) og en uendelig cyklisk Gruppe (hvis Frem-
bringerelement er x1+ylfﬁd, medens Gruppen for D < 0 er en-
delig cyklisk af lige Orden (med tilsvarende Frembringerele-

mant},

Pell's Ligning,

Vi skal som navnt betragte xg - Dy2 = 1, hvor I)é?ﬂgeﬁ*givetp

Q&f o
og. hvor (x,y) seges indenfor d?e

Det har kun Interesse at se paa Tilfeldet hvor D ikke er Kva-

drattal. Thi hvis D er et Kvadrat udtrykker Ligningen at to
Kvadrattal skal have Differensen 1, og eneste Lesning bliver
(x,y) = (%1,0), altsaa Tilfwldet I° ovenfor.,

Det exr klart at med heltallige y kan Tilfwlde ITI% ikke indtremf-
fe, men vi vil visge at Tilfelde 11° altid indtreffer, altaas
folgende Bwtning:

Antag B er et vositivt helt Tal, ikke et Kvadrattal, Da vil

2 2
Ligningen 17 = Dy

= 1 have uendelig mange Leaningsswt (x,y)

- fh i o N N N -
& M= o hvis disse ordnet efter Sterrelse benpvanes

i

(xlyyl)y(xggyg)g,&@ , kan (xngyn) fass %fﬁfgﬁmlem X, +'y@V§'M
= (xy + v VBT, eller udbryict indukbivi Fnar _[* P /ﬁn
yn+l/ 10 gyn

Bemerkninger: Sterrelsesordningen er entydig, da storre x sva-

N el X
rer til sterre y. Samtlige lLeosninger & 443 til Digningen
fass af de ovennmwmvnte ved at skifte Fortegn for x og y, ovg end-
videre medtage (¥1,0), og dette kan saa ifelge det tidligere og-
| 4 ) Y o n . P & PR Y/

saa udtrykkes ved at x + yyD = iL(xj + ylvﬁ) , hvor n & 4Zy Me-

PR s : D ey por ot DY xan e
ningen med denne Formel) er at ,w(xl + vy D) kan wdregnes,

hvorved fazs et Udtryk a + byD, hvor sam a = x og b = y, men
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da Vﬁ er irrational ses, at alene Talverdien e WQ af a+bf§
entydigt bestemmer Vsrdierne € &E? af a og b, Den induktive
Pormel faasg af Xopp yn+lfﬁ = (xl+ylV§)(xn+ynf§) ved at udvik=-
le efter Vﬁ@

Bevis: Problemet er blot at vise, at der findes en Lesning (x,y)
med. y %?O, thi saa maa Tilfelde II1° indtreffe. Det vil ske som

en smuk Anvendelse af Skuffeprincippet.
Vi har
2 20 /o x lx i } 2
\x“-Dy= | = | (x+y D) (x-yVD)| = ]ywﬁ} /.b;-mﬁ v 2|Dfey”
og da VB er irrational vil der ifelge Hurwitz's Setning findes

uvendelig mange (x,y) for hvilke dette er mindre end

1

: )
=7 "I
VSoy® 1By
Ifelge Skuffeprincippet findes da et K (med )Kjﬂﬁ V%)” saa Lige

ningen K2 o Dy2 = K har uendelig mange Lesninger. Her er K # 0

5+ 2 fﬁ/o y2 < fﬁ (da 2 < f?) .

for ellers var jo Jﬁ = %, altsaa rational.

Ifplge Skuffeprincippet findes blandt disse (x,y) en uendelig
Delmengde for hvilken alle x-Vmrdierne er kongruente modulo }K19
og ifelge Skuffeprincippet vil der blandt dem igen findes to,
for hvilke y~Verdierne er kongruente modulo [Kf, Lad os kalde
disse to Verdiswmt for (u,v) og (z,w).
Vi har altsaa ungvz = zszwg = Ky
hvor (u,v) og (z,w) er %o forskel-

'} ”
lige Punkter paa Hyperblen x"”wDyZmKB

0g hvor K!umz 0 Kivae

Vi smtter saa

Ve = LW TUW = BV
W i e e O MR et

og af Figuren ses at y # 0, thi uw - zv -
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jo det dobbelte ai det skraverede Trekantsareal. Endvidere er

X og y begge heltallige, thi modulo K er Telleren i x kongruent

uszvgx K, og Telleren i y er kongruent uv-uv = Q.
Sluttelig skal vi vise, at x og y opfylder x2 - y2 = 1, og det
faas af
%2 Dy2 5 (uZwDVW)Z MQD(uwsz)2 - (ungvz)gzzwaz) 1,
K* K"

(i den forste Brok gaar de dobbelte Produkter ud mod hinanden). E

, (5.472)
For n-= 60 vil X, 08 ynw% co , og da xn+ynqﬁ = a medferer,at
e fg 4 & - - &
X, = fa - a)/2 og y, = (a EL)/2@ ses,at x vokser som

(xl+ylV3)n/2 og y, vokser som xn/gﬁ.

"Grundlesningen" (xl”yl) afhenger paa meget springende Maade saf
D. Det henger sammen med Harosbreoker (og Kedebreksudviklinger),
idet man af Bevisel foran ser at xl/yl skal vwre‘en god Tilner-
melse til VD, &  den skal opfylde at % - fﬁ e~ 1/2V5y20 Men
det er vanskeligt at give ret meget System i det, og der er der-
for i Tidens Leb publiceret en Del Tabeller (bl.a. af Degen,
1766-18 45, dansk) .

1 iﬁdenfor ng?@

Ved Forseg finder man at %2 - 2:2° = 9 ~ 8 = 1, og

?
H

Taleksempel: Los x2 - 2ya

Grundlesningen er (3,2). n X Y
Samtlige Lesninger er 0 1
- )
(2 x ,%y. ), hvor Fslgen L 3 “
nooon 2 17 12
lkan bestemmes induktivt 3 99 70
4 577 408

4

ved /Eﬂ+l) /3 4) (Xn}
i

yn+l ) kg 5 yn)

w

De ferste Vmrdiswt er angivet i Tabellen., Verdierne

gaar mod uendelig som Kvotientrmkker med Kvotient

ks

¥ =3
Eonem

5+ 22 8 5,8....
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Losningen af Pells Ligning er nzrt beslsgtet med Opgaven:
"Indenfor Ringen Zﬁ:ﬁj pnskes de invertible Elementer bestemt’
Thi man ser at =x + y{f er invertibel naar og kun naar

(x + y¥D)(x - yVB) = x° - Dy2 er lig +1 eller =l. Den
forste Mulighed er Pells Ligning, og specielt ses altsaa, at
der er uendelig mange invertible Elementer i Ringen (saafremt
JB er irrational, d.v.s. at Ringen er en ®gte Udvidelse af ;?)&

2

Den anden Mulighed forer til Ligningen x2 =~ Dy~ = =1, som man

betegner som den Ikke=-Pell'ske Liening (en fra et logisk Syns-

punkt ejendommelig Betegnelse). Den har sommetider Lesninger,
fx for D =5, (x = 2, y = 1), og sommetider har den det ikke,
fx for D =3 (da XZE ~1 modulo 3 ikke kan opfyldes), og iev-

rigt kan man knap sige at dens Forhold er helt afklaret.

Forbindelsen mellem Approksimationssstninger og diofantiske Lig-

ninger var vasentlig for det foregamaende. En sterkere Approk-

simationssmtning som Roth's Smining (5.170) er ogsaa af Betyd-

ning for diofantiske Ligninger. Fx ses at Ligningen x4 - by =1

kun kan have endelig mange Lesninger, thi

xt - 5yd “!x f[!()j .M/*yzifﬁl
W"W
%“j@}m k“\%ﬁ_éwc ‘}0 ﬁ"’\ T T_ﬁ%ﬁi@
Tdet oo em y’at )m - ﬁf )*% konst -y 4y hvilket

ifelge Roth kun er opfyldt af endelig mange (x,y); Ligningen

har ikke-trivielle Losninger, fx (x,y) = (3,2).

Bhsempel vasa Teknik:

Opskrives Pascals Trekant (8.37ff) meder man to lige store Bino~

mialkoefficienter, nemlig (lg) og (10) som begge er lig 3003.
Hvis man ser bort fra Trekantens Symmetri og Randrekkerne

(m) = 1 og (?) = m synes I'snomenet sjwldent forekommende.
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Lad os preve om vi kan finde andre Eksempler paa at

ST ’
L ( mo (det nmvnte svarer til m = 15, = 9).
k= 1 ¥ + 1

Hvis man indsstter Udtrykkene ror Binomialkoefficienterne kan
det meste forkortes bort, og man faar Ligningen k(k+l) = m(m=k),
eller k2 + mk - m2 + k = 0. Der seges Lesninger m,k @AM N
Udtrykket kan paa ssdvanlig Maade omskrives til en Sum af rene

Kvadrater, og man kan faa " }
(2k+ 1% < 5e(m = 5)° =1,

(Omskrivningen kan foretages paa mange Maader, men da den kva-
dratiske Form i den foregaaende Ligning har Determinanten - %
kan Facit aldrig blive vesensforskelligt fra det her anferte).
Vi har altsaa en Ligning x2 = 5y2 = 1, men har Brug for Les-
ninger, som gerne maa ligge i Z?Z%ja Pag samme Maade som 1
EkSEZ) (S.174) ser man - ved at benytte at et ulige Kvadrat al-
tid er 2 1 (mod.8) ~ at x og y ikke kan have Nmvnere storre
end 2., Felgelig er Tilfmlde 111° udelukket, og da vi paa den
anden Side ved, al Ligningen har ikke-trivielle Heltalslesnine

ger (nasiy vi opfatter den som en Pell'sk Ligning), sas maa vi

have Tilfmlde IIO? og der maa vere en Lwsning med et mindste yo

=

i

Allerede y = % giver en Lesning, nemlig med x = %e

N

Sanmtlige Lesninger med X,y ¢ QQ+ foas af;xn%yﬁg?xa G% + %}@)ng

elier induktivt udtrykt af = [z 5 4
n+l 2 2 R nlg

‘ 103 °
Ly ntL 2 2 /] In

s
Naayr vi lader n gennemlobe @é? faar vi herved frembragt Gruppen
af Lesninger med positivt x. Den skal som Undergruppe indeholde
Heltalslesningerne til den Vell'ske Ligning, og hvis man regner

fremod finder man at x, = 9, y3 = 4, gom altsas er Grundles-

y
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ningen til Pellligningen, og deune Lignings Lesninger faas
saa som (A3hﬁy3h)@
o . 5 N k

Men vor Opgave er at finde Lesninger X, o= §k + lpryn =
altsaa med %, H 1 (mod.5). Af Matrixfremstillingen ses at
X8 =%, (mod.5), og da X, = 1 skal vi aabenbart bruge lige

; : . 2 2
Indices n = 2j, men saa er det ogsaa godt, thi af x° « 5y° =1
gses at = og y begge er hele, hhv. ikke-hele, og at det indtref-

fer for k lige, hhv, uvlige., Vi finder

J ng Yo k m ens Binomialkoeffic.
1 /2 3/2 1 2 (5 = (3
N y ey
2 ar/2 21/ | 9 a5 | (U o= (39
o 103, ,104.
3 161 e 64 104 (Tgz) = (Tgs)
0e8.V

Ved Hjelp af Matricernée kan vi ogsaa finde den linewmre Overgang

fra et Par (k,m) til det paafslgende (k',m')., Man finder
ME 2 sl k], 1)
m? 3 5 m ZJ '
Men Ligningen Xk(k+1) = m(m=k) kan ogsaa lwses pas helt anden
Maade., Den kan skrives m2 = k(m+k+l); for et Primteal p vil

plk % pjm = p$m+k+lg nvoraf felger at (k,m+k+l) = 1, og bepge
Hojresidens Faktorer er derfor Kvadrater, = bz, mrk+l = a” og

i

] 2 . 2 . \ .
m = ab, og vi skal lese ab+b%+l = a°, Her er a > b, og vi amt-

o

ter a = b+e., Saa faas b2 = be + ¢ = L. Ssttes b = c+d fans
cA+d 4] = 099 sltsaa samme Ligning 1 (c,d) som ovenfor i (a,b),
og vi har en "Degscente”, men ikke ”infini@"yidet den "vender
nede i Bunden" .(ved de trivielle Lesninger). Men naar enhver
gtorre Losning faas wdfra en miandre, faasr man en Kede af Leosnin-
ger, TIwplgen a,by;c,d,.. e¢r dannet pas gamme Maade, men 1 modsat
Retning, som Fibonaccis felge (5.13%), og man kan kontrollere

at Bundlesningen svarer til Begyndelsen af Pibonaccifelgen. For
de sogte k = bg og m = ab finder man med det ovenfor brugbec In-
dex j og med Benmvnelserne fra S.13%5 at k = h(gjwz)2 oL M =
h(2j=2)h(2j=1). Da 64 = 82g 104 = 8°13, .. ses at det stemmer.
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KAPITEYL X: Talg Fremstillinmg som Sum af Kvadrattal.

Det ferste Problem som skel lwses ere: Hvilke Tal kan - og 1 be-

kreaftende Fald pas hvor mange Maader - skrives som en Swun n =

-y
%° 4 v2 af to Kvadrattal ?

Nermere prsciseret skal Antallet af

Lesninger (x,7)e ;?’ for hvilke

xt+y = 1, betegnes 4F(n), og vi skal

bestemme dette Antal. Man ser, at

det geometrisk kan fortolkes som An-

tallet af Gitterpunkter i1 en XY-Plan
som ligger paa Cirklen x2+y2 = n, og af umiddelbare Symmetri-
grunde ses at Tallet er deleligt med 4, saa Betegnelsen 4F(n)
er rimelig. |

Til det Formaal skal ferst bestemmes Antalle@&@(n) af primiske
Losninger, d.v.s. Antallet af (x,y) for hvilke (x,y) = 1 for-
uden at x2+y2xam Vi har G(1) = 1 (nemlig Lesningerne (+1,0) og
(0,%1)3, Og for n » 1 ses at G(n) angiver Antallet (xpy)é/%jg
for hvilke x2+y2 = n (idet x eller y ikke kan vere 0 for disse
n hvis de skal vsre indbyrdes primiske).

Naar ¢ er fundet kan F bestemmes af Formlen ¥(n) = égf G(;%)9
hvor der sunmeres over de k for h&ilke R2§n@ Thi Antallet af
x2+y2 = n med (x,y) = k ses at vere det samme som Antallet af
) 2n(d)®

primiske Par (kﬁk) for hvilke <k = Z; . Man ser, at

denne Summation kan opfattes som en Foldning F = G#h, hvor

1 saafremt m = k“ = et Kvadrat

we

him) =
0 allers

Punktionen h er multiplikativ (et Produkt af to indbyrdes pri-
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miske Faktorer er et Kvadrat hvis og kun hvis begge Faktorerne
er Kvadrater), og da det skal vise sig at G bliver multipli-

kativ faar vi dermed ogsas at F bliver multiplikativ.

Vi vil nemlig bevise, at G(n) er lig Antallet af Restklasser
Qw,,m -~ p
(@ =he Z  for hvilke A° + (1) =0, ogda vi tidligere

(5.142) har vist At Antallet af Losningsrestklasser til en al=-

gebraisk Kongruens er en multiplikativ Funktion af Modulen n,
faar vi dermed at G og F bliver multiplikative.

Bevis (for paastanden om G(n)): Naar x2+y2 =n pg (xX,y) =1
maa x 0g y hver for sig vere primisk med n.

Fplgende Afbildning har saa en Mening:

. JEY o
m_®c Z_ .
Idet o

0= @) - @&

ses at )
<§>2 + (i) = 0O,

Vi har at ¢ injektiv. Thi antag x2+y2 = u2+v2 = n med X & u,

4{)2(x9y) =5

hvoraf fplger y < v. Da er dels xv = yu » 0, og dels

xv - yu < xv = {ne) = n, hvoraf ses at xv - yug 0 (mod.n)..

Men saa er jo /R o | . £ o
00 - GD + o

Dernmst sksl vi vise at ¢&f er surjektiv over paa Msngden af Rest-
¥

klasser @@ med Q§2 = nga Dertil bruger vi felgende:
Thue's Smtning: Lad n vere givet, n® 1. Til et vilkasrligt
(Axel Thue,1863
~1.922 ,norsk)

a findes r og 8 saa v 7 as (mod.n) og

Irl 2¥n op O« a =y,

Swiningen er ejendommelig ved at der ikke stilles nogen Krav
om at a,r eller s skal vere primiske med n, og der paastaas
ikke noget om at r og s er entydigt bestembte. Man bemmrker og-

saa at Antallet af tilladte Par (r,s) er ombtrent 2n.
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Bevis: Vi betragter Restklasserne c¢ - ad, hvor

¥

é/t;{

d ¢ [:O,Lfﬁ[ , Antallet mulige d er 3z yn !

¢ € LOyﬁj , Antallet mulige ¢ er

Antallet Par (c,d) er altsaa sterre end n, og der findes derfor

(019d’3z) +* (QP,d.?) pan oy - ady @ ¢, - ad (mod.n). Her er

(1]

dy i d,, idet dy = d, vilde medfere ¢, = o, (NB her benyttes
at n > 1); lad os antage dy > d,e Vi tager saa s = d; - d,

0 I = Cy = Cyy 08 da €y = €y = a(dl - d2) har vi r = as
som ensket, og endvidere at 1r og s opfylder de forlangte Ster-
relseskrav., Dermed er Thues Smtning bevist, ()

Vi tager r og s fra

Lad nu a vere saaledes at @2 =

Thues Setning, og af Begrehsningerne for deres Sterrelse har

viat 0« rl + 82@ 21, og da endvidere r°+g® =1 sg(a‘)ﬁtl)

Horaf cos, ot A ogs kot ogas M’@

. 2
modulo n, maa vi have s = N,
’ ke >4, 3 Jo oS PMhe tad W,
Da r % as hvor a er en primisk Restklasse og s # O kan vi ik~

ke have r = O, Dersom r > (0 tager vi x = r og y = 8, og har

2 2

saa X 4+ ¥y = n med x,y & /]\! og C‘) som ensket. Dersom

2

r « 0 tager vi =8 08 ¥ = =, og har saa X2+y = n med

%,y e N og @ O (&) som snsket.
Dermed. har viosvist en ‘Bijektion mellem Parrene (x,y) og Restklag-
gerne @ sy 0g deres Antal er altsaa ens. {d
Tidligere er nmvnt at G(Ll) = 1, og vi kan nu angive Vmrdierne
for G(p*), «> 0.

2

For p = 2 har vi G(2) = 1 da a“+1 2 0 (mod.2) har én Lesning,

og ellers er G(2%) = 0 fordi ethvert ulige Kvadrat er af Form
4n + 1.

For p af Form 4h+1 har vi ¢(p™) = 2 (se S.153; vi ved at -l er
kvadratisk Rest for et saadant Primtal).

ot -
For p = 4h=1 har vi G(p ) = 0 (8.153; =1 er kv.lkke-Rest mod.p).
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Vi kan nu bhestemme F, og da vi ved at den bliver multiplikstiv
skal vi blot udregne F(p%) = G(ﬁ%) + G(ﬁﬁmg) + G(ﬁ%m4) 4+ oo o
For p = 2 er alle Led lig O undtagen sidste Led som er G(2) el=
ler G(1), i begge Tilfwlde lig 1. Felgelig er g&gfiwgmgﬁ

For p af Form 4h+l faar vi
£24 24 ooa + 2+ 1 for of lige
F(p&{) = d = & + 1
i 2+ 2+ se0e t+ 2 for ¢ ulige

i begge Tilfmlde, altsas F(p@) =0+ 1 for p = 4h+l,

For p af Form 4h-1 faar vi

ol {‘O + 04 sue + 0+ 1 for el lige

Flp ) =
O + O + o066 + O fOI‘ @ﬁ; u.lig@

Ny 5 @@§ :. -
altsaa g&gﬁl = f{ % ggi M,iifze } nagr p o= 4hel,

Dermed har vi Smtningen: Bt haturliet Tal n kan skrives som

n = xz + y2 med 4F(n) Stk. (x,v) € éz'd@ hvor F(n) er den mul-

tiplikative Funktion som er givet ved ovenstasende Angivelser.

Specielt ses, at nedvendigt og tilstrmkkeligt for at n kan skri-

ves gsom en sum af to Kvadrater er det, at hvigs n indeholder

Primfaktorer af Form p = 4h-1, ds maa disse kun forekomme med.

lige Eksporenter.

Bksempel: n = 450 = 2.‘*’32“52.a F(450) = F(?)F(?g)F(Sg) = 1ele%;
Der er altsas 4¢3 = 12 Skrivemaader for 450 = x2+y2o De
er 450 = (£3)%4(21)% = (F21)%4(25)? = (£15)%4(£15)°.

Bksempel: Et ulige F(n) faas hvis og kun hvis alle de ulige
Prinfaktorer i n forekommer ;i@Zﬁ : fvy.

hvig n er et Kvadrattal el-

s =, M’ y
med lige Eksponent, d.v.s. % j/ ﬁg\
, [ ' ,
| Js’
a

drattal; det ses at vare i Overensstemmelse med at Cirk-

"

——

ler det dobbelte af st Kvas »WM%WMW

. 2. .2 o ; . .
len x“+y° = n indeholder fire Punkter psa en af de to paa

Megurerne vigte Maader.
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Medeng de foregnaendes Smitninger ferst er vist afl Gauss, sas var
folgende Specialtilfelde nf den allerede kendt af Ferma

Bthvert Primtal p = 4h+l kan paa netop én Masde skrives som en
2

Sum  p = xd+y af to Kvadrattal (xgi% ygé& 0). At et Primtal

p = 4h-1 ikke kan skrives saadan er jo trivieli.

En fiks Formulering af Udtrykket for F(n) findes i felgende:

N 1 for d 2 1(mod.4)
(n) m.éi D((d)y_gyorzg((d) =q -1 for d= «1(mod.4)
d|n Log&rdlige

Jacobi's Bwitning: Vi har
(J.1804~51) (

Bevis: Da man umiddelbart ser, at ;( er en multiplikativ Funk-
tion, vil LEZQX(d) ogsaa vare det, og det er derfor tilstrmkke=
ligt at eft%ggls@ Pormlens Rigtighed for Primtalpotenser pé

Vi skal altsaa vise, at X(1)+X(p) F?«p )+eso%W(p = B(p).

For p = 2 faar vi 1+0+04,.,+0 = 1, stemmer.

For p Ah+]l faar vi  1+l4+)4...41 = 66 +1, stemmer,

fi

n N - v ; T qoq 1 for ot lige .
For p = 4h-1 faar vi lel+l=o,o 31 = { 0 for v ulige |’ syemmer«ﬁ

Bksempel: Vi tager igen n = 450, og skriver en Tabel over Di-

visorernes d og deres X -Verdier (noterer blot +,0 eller -).

a ilzz;s@g;t,o 15 18 25 30 45 50 75 90 150 225 450
X (d) }+Om+o+ 0 = 0 + 0 + 0 = 0 0 + 0

og Sammentmlning giver igen F(450) = 3,

Funktionen ?((d) er en saakaldt “"Resthkarakter", d.v.s. en Afbild~-

Geazp X . , , . ]
ning aft £ , nvor for et glvet m (i détte Tilfwlde m = 4) et Tal

o, FE
og dernest Gruppen (2?_y@)

A W
af primiske Restklasser afbildes homomorft over i (y, «), medens

a forst afbildes over i (&) W
de ikke-primiske Restlklasseyr afbildea over i 0. Saadanm@ Restka-
rakterer er et vigtigt Hjmlpemiddel, fx til at bevige den ofte

omtalte"Dirichlets Setning" (et Bevis for den kunde sagltens ind-
legges i disse Forelwmsninger, men det skal ikke geres).
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"Gennemsnitaverdisn® af F(n) er [

@
75 ' /4
Det ses let, idet 7.0 F(n) aaben- e
n% K a o \ﬁ\\“““

bart er Antallet af Gitterpunkter 1 e ¢ 4 w )
XY-Planen som ligger indenfor eller /é ® e ¢

. ) sy @
paa Cirklen x2+y$ = K3 tager man .

[

nu sammen med hvert Gitterpunkt BEn- A(; ) e
hedgkvadratet (foroven, tilhejre) Z%M% wﬁ;/”
ved Punktet faar man overdskket et

Omraade, hvis Begrmnsning har en Distance pas hejst Y? t1il Clre
kelperiferiens Punkter, og Arealet er derfor lig Cirklens Areal
W x paansr en Afvigelse hvis Sterrelsesorden hejst er som (K.
Lader man K-» oo viser det sig ievrigt,at F(n) bliver 0 for "ns-
sten alle" n-Verdier, men at P(n) ogsaa kan antage vilkaarlig
store Verdier.

Dersom man her indswtter Udtrykket fra Jacobis Smtning(og ombyt-

ter Summationsordenen) fasr man

S = K@ ¥~ Fx,
K d

y = 4
og hvis man sas benytter at {%} ~J g “har man (NB med en Del

Forsigtighed i € ~Betragbninger og Fortegnsvurderinger) at

oLy A . LL, L1

L
. A R we G A D e B b SD e
4 “d 4 I -

altsaa Leibniz's bekendte Pormel.
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o

Tal gon tummer afl fire Kvadrater,

Som nevnt (S.171) blev Diofant udglvet 1621 af Bachet med Til-
fojelser. ¥En af dewm bostod 1 en Tabel, 1 hvilken alle Tal op

$ O ROE 3] ¢ 2,2 2.2 _ .
til 525 blev skrevet som en Sum n = x4y +2%+v" af (hejst) fi-
re Kvadrattal. Nogei Bavis for at det altid var tilstrekleligt
med Tire Kvadrater gav han ikke, men vi vil dog,som man ofte
gor (og ogsaan for at have en karaskbteristisk Betegnelsa% knyt-—
te hans Navo 11 Ssininget.

v

Bachet's Swtuing: Ethvert naturliet Tal er en Sum af hejat

Lire Kvadrattal.

Setningen blev ferste Gang bevist 1 1770 af lagrange.

Den har Tasel Tfornyet Jateresse som et feorste Skridt til dybt-
gaasende Undersegelser ovef dicfantiske Ligninger, inspireret af
Nr. 10 blandt Hilberts berembte 2% Problemer (egl. snarere Pro-
blemkredse) fra Pariserkongressen i Aar 1900 (" Le .. seuil du
vingtiéme siécle me memble bien choisi pour passer en revus ces
problémes .. attirent notre pensée sur L'avenir incomnu. .. Tent
gu'une branche de la Science jouit d'une sbondance de probidémes,

7
elle eat pleine de vie; le mangue de p%oblemeq denotve La mort

2, 2

Thi o<t11n angiver jo et Polynomiuam X 3 #A v gom for Ve

rianle @'Ag nor Verdioengden /\/ man kan Sygge videre, idet

o D222, 2. 02,2 : . 0
fx o (xSFy e T R2) (rC s T T +9) som Vacrdimsngde har netop de

D

gammnengatte Tal, 1 den nyeste Tid er det lykkedss at angive Po=
lynomier (basde Varisbelantal og Gragh er tocifrede), der som
Vierd imengde har £x netop Mengden af Primtal; at noget saadant

er neget langt fra at vwre wmuliglt med Polynomler i en Variabel

er viot foran (85.30).
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Samme Azy som Bachets Swining blev bevist, L7700, blev den Fore

[ 1754-98), at for ethvert &k %ﬁ@

modning fremsat af We

[e5]

Tindea eb Tal e{k), sasledes &b ethvert naturligt Tal n er Sum

e nejst pg(k) Stk. k've Potenger af naturlige Tal, altsas at

\ k . j
14l fu“g &j I 8,.1,1@ a;j é’ W@ @
o

Vi vil naturligvis lade g(k) betegne det mindste Tal med Bgen=

skaven., At g(l). = 1 er klart. Bachets Setning wdsiger at g(2)

= 4, Tor g(%) har man Verdien 9, idet Talfremstillingen 2% =

B+8+L+L+l+14+14+14+1 er noget af det verste som kan forekomnme.

Por g(4) hor man Verdien 19, idet Talfremstillingen 79 =

164 a o o+ L6404, 0 0+1 med 4 Addender paz 16 og 15 Addender psa 1

gr noget af det verste som kan forekomme.

Det er ikke underlighb, at nogle ret smaa Tal giver noget af det

varste, lengere uwde 1 Talrwkken ligger Potenserne pas en vis V-

Meade relative %wtt@rﬁy'ag Talfrenstillingen gasnr faktisk let~

tere, Derfor har man ogsaa indfert Funkitionen G(k) = Lim sup
Blup Gpe9

af det nedvendige Antsl Addender &R for at fas Sunmen n, Og man

har altsaa, at for et glwetk vil fra et vist Trian alle neturlipe

Tal vire Sum af hejet G(k) Stk. k'te Potenser,

Det viser sig at Tor k s 2 biiver G(k) mindre end g(k) (det er
allice. Tor saa vidt en uvheldig Bogstavhelegnelse man har ind-

fert, med lille g og svort ¢ (!)). Man ser at

¥y

G{k) endeily dub g(k) endelig <= Warings Hypotese rigblg (med k).

3
Vorings Hyootese (eller “Seining") blev bevist 1909 af Hilbewrh
(B 1862-194%) (med stwork Teknik, bl.a. Brug ai 25-dobbelte In-
tegreler i), I de fwigende Aar kom der én Del @implifiketioner

eviget, og ©8,1070 gav Hardy-Littlevood (H.1877-1947, L.

jus]

af

1885-1977) et Bevis med Bruge a¥ kompleks Funktionsteori; ca.
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1950 blev disse Ideer simplificeret ved Overforsel t1il trigono-

metriske Rakker af Winogradoff (W. ,TUBE. ), 0g 1 1942
blev der af Linnik (L. ,PUSS.) givet et Bevie som er

elementort” (d.v.s. nok kompliceret, men principlelt anvende~

Lligt som Spocialelwsning i Oymnasied),
Inden vi skrider $il Beviset for at g(2) = G(2) = 4, sas lad os

vige hvorledes Liouville 1 1859 ved at bhenyite dette Resultat
y

(PR

kunde vise, at ethvert Tal er en Sum af heijst 5% Stk., 4'-Poten=-

ser. (ogsaa kaldet "Bikvadrater"),
Bevig: Det er aabenbart tilstrakkeligt at vige, atv ethvert Mule-
tiplum af & er en Sum af hejst 48 Stk., 4'«Pobenser, da man zaa

. . . o . ] 4 .

dertil blot kan Feje indtil 5 Stk. Addender 17 = 1. Men nsar et
N s . s 2. 2. .2 2 .

Multiplum alf 6 kan skrives som 6(m™+n“+r“+s), saa vil det vere

L

. : o . , 2
tilstrakkeligt ot vise, at &n Sterrelse 6m” kan skrives som en

Sun af 12 Stk. 4'-=Potenser.

4 4 4 .22 .4 e

Da f(x,7) = (x+y)T + (z-y)7 = 2x5+L2x2y +2y yses at f(x,y)+f(x.a)
")

(o, v)+E(y,a)+E(y,v)+f(z,v) = 6xH 6y4#624 P y +12x22‘+ oo

W E 2 o2 22 2.2 kot
eotl20°VE = G (XY T SavE) S, ogaethvert Udtryk 6m° kan skrives

paa denne sidste Form, har man det snskede,

Med Hensyn til Bachets Setning, sas lad oe ferst bemsrke, at eb-
vert Tal a® Form n = 8h+7 ikke kan skrives som en Sum al ferre
end 4 Kvadrattal, hvilket unmiddelbact felger al at ethvert Kva-
drat modulo 8 er Xongruent med O eller L eller 4., Dermed er

¢y b e v e gt L e b “ N g 3\ ey

altsos pevist, av g(2) 26(2) 2 4.

Dern gvere Del afl Setningen, altsaa at 4 Kvadrater er tllistreokke-
ligl, vil vi bevise paa den stwrke Masde, at vi (i Anaslogi med

Fksponenten 2) Tor et giveb n & M vil bestemme Antallel af

. Q;'b‘j"'\u [;- . . ¢ - Z 2 Q 2),
Talset (x,y,8,v) & & for hvilke x +y“+274+v" = n, og det il

vise slg, at devte Antal altis er positivi.
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dntallet blev bestemt af Jacobi ved analytiske Hjslpemidler

(ell iptiske Modulfunitioner). Vi skal ner give et direkte
Bevise

Begtamnelae af Antallet.

) . oy 2
Udgangspunktet er Jacobls Formel: Antallet (x,y) & &< for

I

-3 G,
4 N - ("‘ s I ) k‘-‘/ ) e q e~ 3
buiike xTHy© o= moer lig 4 X (d) , hvor der summeres over Di-

visorarne 1 m.

bntallet Lesninger il

] ) ] 2
n o= ‘xj" + oy - 4 ?fm 4y
\;‘Mﬂm"w’mﬂw’ &mﬁw""‘%ﬁ% o
S B

fasr vi nu ved at lade a og b variere ¢ [Ognj gasledes at

a + b = n; det samlede Antal kaldes 8+B{n), og det kommer til
8% begtaa ai tre Bidrag, det forste for a = 0, b = n, det andet
for a og b & ﬁJ ; 0g det tredie for a = n, b = 0. Vi faar

(idet jo a = 0 eller b = O kun kan fremstilles paz én Maade)

s

8 H(n) = 6 X(a) + 5 (45 X)) (4T X(®) + 4 5. K(@)
dfn 8 ben r{a g1b d{n

Inden vi gaar videre skal vi minde om at vi strengt holder og

til at Summationgvarisble er naturlige Tal, og at der ved et

g

e . oy g 7 g . - e ]S i g gy oo o . n .
S eTeor sunmeres over samblige Bogstavest som opfylder de op-
Hovers

skvevoe Betinpelaer, Tallet n er fast. Ved fndring af en Sum-

matvion maa vi neje paase, at der er Bijektion mellem de gamle og
de nye Summationsvariable.
I Stedet for at summere over a,b,r,s hvor a+h = n og rla og glb

kan vi ligassagodt sunpere over h,k,v7,8 med hr + k8 = n,

¢

Den foreganende Pormel giver saa, efter en nmrllggende Division
med 8, a%
_— o~ ‘
T o ) ) - o f 2
H(n) = e W{d) + 2. ’ vf Alr }g« {s)

dln nreks=n

og det er denne Sum som vi nu skal bestemme (d.v.s. bringe paa

en overslkusiiz Form) .
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hoskgesn
4lrts

H(n) = ;imﬁkd) + L .

aln

T den midterste Sum vil der vare lige mange Led med 1 2» 8 og
roa 8, og vi vil derfor nedenfor ga#vider@ med r»8 og fordoblej

o Ry R 3 - s 2 : F) i
Leddene med » = & kan vi let udregne (de opfylder at 4;rw8)g de

e

3 4o 2 i Vf" 3 PR - i . s .
bliver til 2., 1 , hvor der suwmmeres over hs+ks = n, og her

mas  hek vere en Divisor d fra n, og for givet d = h+k er der
d-1 mulige Par (h,k), og disse Leds Bidrag er derfor Qég(dwl)?
hvor der sunmmeres Lor d;na

Den gidste Sum behandles paa lignende Maade, men her deleg op
efter h ok (som vi fortssiter med, fordoblet), h « k (som vi

der’or bortkasber) of h = k,for hvilke vi kan udregne Summen:
i

den biliver 22 1 . hver der sumneres over Krdks = n A 4Er+ss
her mas r+s vere en ned 4 delelig Divisor d fra n, og for givet
= rvg  er der d-l mulige Par (r,s), sas Bidraget bliver

(ad=1), hvor der summeres for din og nu med det yderligere

De to udregnede Bidrag kan ssa slass samnmen 1L ¢b Bidrasg hvori

der sumaeres for din & 4.°d. I ferste Led i Udtrykket ovenfor
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Tow H{n) summeres A(d) for din, og her kan vi ogsaa godt

LI ke % my - b - 2 £ i ” 3 ~y A n

Tilfeie bkestrakravet 4ffdy oa Jo %(d) er O for 4éda

Naer vi Tlytter de hidtil udregnede Ted over il H(n) pas venw
stre 9ide of Lighedstegnet har vi dernmed

Q&'&‘Y’Z&
J"' o [%0 uéggm 'i $

R e+ ks =,
B A R 4§r+a;§h»k

L
i~
P
£
o2
§
(l.‘ 2
ot
R
Famagra®
it

() -

og Problemet sr at reducere Horesider.

I begpe dens Led skal vi bortset fra Faktoren 4 blobt telle Ane
tallet af Leddens, og Kunsten bliver derfor at jonglere med Sume
mationsvariabiene, &% 1 forste Sum r»s kan vi wdtrykke ved

at shrive v = a+f, og at 1 anden Sum h»k ksn vi uldtrykke ved

at skrive h = l+m. Saa skal der i ferste og anden Sum summeres

over hhv,.

o RS = i AR e v
e . . i, w‘"’“
¢ ngrhbrics = n) (ks = R
i 7o
4 O § s g
41% o A ge] ;
st ey Mr-m"’""‘ﬁ"‘ e #

Vi ssbter nu
etk = m v . rHE e b
of sas lober Summationerne over

AT S, A

I

(gp) f TasAn = m‘> - {f ?ﬁ+&%

oo
A s cren ST

S E

n,,‘%mwyvngmu .

Do to Swmmetlonsmmngder leaer hinanden - bextsetd Tra Bogstavom-
f” \

bytn.nger - , men er ikke ens, da det med 4 deielige" “indgaar pae

W &

forskellig Masde 1 Ulighederne. Men hvis vi vender Ulighedstegs

nene kKowmer Jder Lil at stasz det samme ()¢ at men kan vi ude

trykke ved at skrive o= mtlk 1 den ferete Suamationsmsnglde, og
o

at b ewr  kan vi udtrykke ved at skrive w o= g+t 1 den anden

Summa ng derved bliver begge Mmngderne til

‘{, ws +omb b kb o= vy

I o ’
e, & o
R ) ﬂu,,‘;ﬂ

£y
[
o
w
o
el
s

B
o
o
&
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Men det betyder jo at den eneste Forskel 1 de to Swamer mas
Dremeonme ved at vi mangler de Led som vi vilde faa dersom Ulig-

T el Gl e o s Gk e T B e e o 4 5 bt
hedstegneone erstattes med Lighedstegn 1 (ﬁy)g og den totale gn-
4 :

!ur A m"“&} 4 L 5 6% L‘”
I den Terste al dlsse Sunmer-skal der suwameres over hs+hit = n,
s+h vere en Diviscr 4 Tfra o, og for givet d = g+t

mulige Par (s,%) nasr + skal vere delelig med 4.

I den anden af disse Summer skal der summeres over mbtkt = n,
el
CA

marn da 4§t wEa, Mk vers } o nvor & er en med 4 delelig Divie

.

. : { _ \ ;
gor fra n, vy der er - -~ 1 Par (m,k). Tilssmmsn Fans

s
\ i } <@. 1)
b he L .
TN e N -

» PR Y
A i A A G
dgu Led

» kan de to Led trokkes

er

&2
o e
YT et

- o
Bor 4 ¢

Fen
H
&
[}
e~
13
i

sammnen bil

Taldt haves sas ' -

Men Resultaebet kan blive endrnn simvwlere. Parentesen udregnes:

!

o

; ot - . 5 T
¢ o= dndl giver L+ 8h o dy o= 4o+ L
g e 4nl .. o 8h? e dh o Al o+ 200% = G albid,

ad = Ahen L wit Bhtd = 4 o= 4l o+ 5

Ao § X P B T > v "4 ¢ Now g - e

Al wmoa Anta lian hesnlinger (v, v. o, =,
- oy 2 ¥ '\ - K3 .

g L S Hin), hwor Hia) er lig 10

N . A P ) g ey N i A T, (NP A
som Lkks er dalellise med 4,
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Do n altid har Diviscren 1 ses at H(n) er positiv, og dermed

I3

Bechets Setrding bevist,

Hvis n er deiellg med 8 eller on helere Potens af 2 er H(n) =
(%), men det er ilkke mwrkeligh, thi da et ulige Kvadrat al-

Bid er B (mmd@8) mag n vere en Sum alf 4 lige Kvadrater,

= (0% )@+(3y) é(?%\' (2V)2? og enhver saodan Fremstilling

praver Gil en Fremstililng > = 74y +a v,
)

For 4 4a er H(n) = §{n) (Suwmmen af Divisorverns), medens man

<3 - y Py g - ’ 5 ¢ P
for 4in skal subtrahere nogle Led., Mon Tinder at H = e,

hvor Foldnlangsfakioren ¢ er funktionen defineret ved
L for a o= L
¢(n) =+ ~4 for mn = 4
& O allers
Da « aabenbars er mulviplikativ, bliver H wuliiplikativ, men

det man nermest siges at vere "tilfeldligte?,
it

= {1 o™ er B{n) jg.ﬂ(p De, e H{1)

“ 2 o N \
¢+p+p2+@va+p for ulige p, Bes at H(n)

2

ar wWlige hvie o kun hvis  n er b Kvadraitol eller det dobbelte

af ot Evadveiinl. Man kan, i Apalogi wed Flgurerns §.186;forsa-

ge oh anskuve slg en 4-dimensionsl Kugle, og se bvorfor det mas
\ . . - - ) . e § U VUV SR |
varce poadani{l% i det 4-dimensicnale Rum ey der 16" Selkstentanter”).

Tgvrigt ken mon bomerks, st 1 Alwmindelighed vil en Fremstilling

”y * y -y 7 e k ]
now by T ved Symmetri glve Anledning il 384 Fremetilline

ger af somme Art, nemllg L6 Mulighedewr for Valg al Fortegnene

[t
for  my,y,z,v og 24 wulige Permutationer af de 4 Kvadrattal.

H2e

P T T Ting gy en iy b « v TR e vy .
drmemped.s Lad os betraglte o = 26 og o=

Tailene ey de samne wmed 4 ikke delelige Divisover, og vi finder

/. [T IO T A R e TSN ;A_. R T o
Hin) = 1L+2415+26 = 42 for beggze. Antaliet ai Kvadrupler
4 " L RL A S A T [ - :’3/ R 2 g e
{w,y,2,9v) for hvilke x4y +zv"® = 0 or sligen 8¢42 = 536 for

dew negge, men dob fremkemmey pos tilsyneladende ret forskelli-

-
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#e Mander.

£ .

Vi vil angive de forskellipge Fremstillinger af n som Jum af Kvge

drattal, idet vi ved hver angiver hvormange Fortegnsmuligheder

deyr er og hvor mange Permutatlonsmolighed dermed finder

4
,‘.‘”
pe
w2
o
05

hvordan det skal telles for at give 8 H(n) = %%6.,
Portes Parmuhationey Ansal

0 4 . 15 - 48

26 = 25 + L+ 0 & o =
= 16+ 9+ 1+ 0 3 » 24 = 192

e (g e () 4 A 4 4 16 & £y - 5)6

b"i
b
N
W
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;-.-J
+ o+
[T S
+ o+
O
Jow
e O
2 ©
bt
[N
I
£ O
0~

= 56 4 16
=25 & 25 + 1+
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‘Jl‘) !
"Gennemanitaverdien® af H(n) exr % “n/8 ,

ieere {(8,67) viat at Gennemsnitsverdien af O (n)

Thi vi hay tidli

x‘?‘

v Bty N : . .
ar W n/6, og herfra skal nu trmkkes Gennemsniteverdien af 4&(;)@

men kun Tor de med 4 delelige n, hvoraf Yaas det wevonte,

Alteas er ) ?*4V /2, hvorsy felger at Volumen

L , 2 .2 2.2 . R
af den d-lmengionale Kugle x™y 24w @ X er lig @ X"/2

ved on Betragtning af samme Art =om den Z-dimengionale 8.188)

(Hvim man 1 Aualogi med det 2-dimensionuale Tilfmlde indswbter
, L : oy o, 1K
Udtrykkst for Hin) finder man her abt - K‘/“G L dwgﬁj )
A [
MWuar der e anmmarcs over cdo o od for hwid 1k 4 A e T mary i
hvor der er swmerels over de d for nvilke 4.7d} hvis man 1

. : , Pl Ko -
demne rigtige Formel erstatter [+ med g- bliver Bummen
Y 1,
iw d
vendelig (1), eller hvis men kun ger det for de effektive Led

med d % K Cfinder man ot 97 skulde were 1ix 12 (1)
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Tal som Swner af tre Kvadrater.

Jacobi bestemte ogsaa Udtryk for Antallet af Fremstillinger af
et Tal n som Sum af 6 ecllér 8 Kvadrater, og man er senere gaa-
et videre med de lige Antal Kvadrataddender. Formlerne bliver
dog hurtigt komplicerede og uskenne. Med et ulige Antal Kva-

drater er det langt svarere. Vi skal nu underssge hvilke Tal

der kan skrives som Suw af tre Kvadrater (fundet af Gauss),

men vi skal kun klare Eksistensspergsmazalet, og vi vil wden

Bevid benytte Dirichlets Smtning.om at enhver primisk Restklas-

se indeholder Primtal.
Nedvendigt og tilstrskkeligt for at et Tal n.%ﬁV kan gkrives

gom Sum af hejst 3 Kvadrattal er det at n ikke er af Tormen

n = 4%(8n + 7).,

En Konsekvens af Smtningen er det at ethvert naturligt Tal er

Sum af hejst 3 Trekantstal. Ved Trekantstal forstaar man Tal

af Folgen 1,3,6,10,..., altsaa ffinomialkoefficienter (f) =
EL%EAL s Nawvnet hidrerer fra at de angiver Antallet Punkter

4
o

o ‘a L m

i Figurerne  * ; 1o, %%y 50 Thi Fremstillingen m =
(g) + (Z) + (g) er ensbetydende med Ligningen 8m + 5‘: (szl)2
+ (2ym1)2 + (22m1)29 og naar 8m + B‘kan skrives som Sum af 3
Kvadrater wmaa de alle vere ulige C%éi’ggdrat = 1 (mod.4)) saa
man kan foretage Omskrivningen den:modgatte Veje

Betingelsens Nedvendighed i Setningen er let at se, thi for det

ferste har vi bemmrket (8.191) at 8h+7 ikke kan skrives med min-

dre end 4 Kvadrater, og for det andet gemlder at hvis n kan skri-

ves som Sum af % Kvadrater saa kan 4n ogsas og omvendt; det for-

\ X . 2.2
ate er klart, og det andet felger af at hvis 4n = x +y~+3", S8a

mea X,y og z alle vere lige (igen Ffordi ulige Kvadrat 2 1(mod.4)).

dee
t pos

¥ Bemwrk: Bachet: Ethvert n er Sum af 4 "Firkantstal%@@@g£o
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Problemet er altsaa at vise Betingelsens Tilstreskkelighed. Og
af det lige anferte ses at en eventuel Faktor 4 kan bortdivi-

deres, og vi skal derfor blot vise, at saafremt n m 1 (mod.4)

eller n ® 2 (mod.4) eller n & % (mod.8), da kean n skrives som

Sum af tre Kvadrattal,.

Beviset skal beataa af to Dele. I den ferste beviser vi, at

dersom der findes naturlige Tal a,b,¢ ssaledes at Ligningen

acn = b2n + ¢ + 1 er opfyldt, da kan n skrives som Sum af tre

gvlldrater: T den anden skal vi vise, at saadanne a,b,c findes

for de ovennwvnte Arter af n.

Beviset for ferste Del skal fores v.Hj.af kvadratiske Former.

Leren om disse er velkendt, naar det benyttede Talomraade arﬂ%(
men da vi her benytter Tal omraadet QZ? kommer der en Rekke¢ Mo~
difikationer, Det er det 3-dimensionale Tilfwlde vi har Brug
for ("ternmre" kvadratibke Formér), og vi vil derfor kun formu-
lere Teorien for dette, men det er umiddelbart indlysende at

alle de feorste Betragtninger gmlder for vilkasrligt Dimensionge

tal (og naar vi naar det Punkt hvor det er vmsentligt at Dimen-
sionen er 3, skal der blive gjort opmsmrksom paa det) .

Iad M vere en gymmetrigk 3x3-Matrix med Elementer mij fra,

‘ ' x
:ZE Lad vy = (y) vere en Vektor med Elementer fra 2?° Saa
‘ p , .
‘ % _ 2 2 ‘
er M(x) = ¥ g ¥ o= My X7 XYt e +m332 en kvadratisk Form

over Z y 0g glver en Afbildning 2?3«¢v§2’, Fx er x2+y2+zg

= B(v), idet E  er Enhedsmatricen.
Iad I vere Mengden af 3X3-Matricer é owEr Z me&adet-g = Ble .
Saa vil I med Matrixmultiplikation udgere en Gruppe (L,e),

~ 1 2y ,=1 3 . ) -
thi med A og Bvil L indeholde ™) E, ) & og ”) A g (her bve
ror 2) paa at den inverse Matrix har Elementer med Nwmvner

(det ﬁ)“l, det pvrige er klart). En Afbildning we» W =4 ¥
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er aabenbart eh linesmr bijektiv Afbildning ‘2?3 —p 2239 og

(L,°) er den generelle linemre Gruppe af disse Afbildninger.
Dersom N = é%ﬁ A swttes N ~ M. Paa Grund af l), 2) 0g 5)

G e e

bliver Relationen v l) reflexiv, 2) symmetrisk og 3) transi-

tiv, altsaa en Akvivalensrelation, og vi siger at M og N er

ghvivalente., Og da N(y) = v*N v = X%AWM Avo=w"Myu=Mu) ses

EocR s S S o=

at (naar Vektorerne leber indenfor QZ'j) kvadratiske Former

med skvivalente Matricer faar samme Verdimsngde.

Da det N = (det A)°-det M = det M haves at mkvivalente Matri-

cer hayr samme Determinant. Hvis en kvadratisk Form U(v) kun

antager Verdienfsteorre end eller 1lig 0, og kun lig O for v = O,

siges Formen, og ogsaa dcens Matrix ng9 at vere positiv definit;

og man ser at Formens skvivalente har samme Egenskab., Mere ge-

nerelt ses ogsaa, at skvivalente Matricer har samme Positivie

tetgindex (d.e. den maximale Dimension af en linemr Undermodul

paa hvilken Formen er positiv definit).

Hvig M er positiv definit, ssan er alle Diagonalelementer my g

aws

sterre end d, idet jo Restriktionen af M(v) til de Vektorer ¥

gsom har hejst en Koordinat ulig O ogsaa skal wvere positiv defi-

nit.

Enhver positiv definit Matrix er skvivalent med en Matrix ﬁ

i hvilken man for i % J  har (mijz = % my 4 e

(Man kan ikke, saaledes som aver ﬂ% s, fas den wkvivalent med en
ren Disgonalmatrix, men kun med en,i hvilken Diagonalen er

"ret fremtredende" i den angivine Forstand).

Bevis: Blandt Matricens smkvivalente findes nogen hvori Diago-

nalelementerne er minimale (altsasa at hvis de er oo pllygsoe 0L

de i en anden Matrix er oa¢m.i°g@° sag vil b/{z mii‘ % myy

1

medfere at ﬁyi: mji° = mii)o Det felger af at alle Diagonal-
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elementer tilheorer ﬁgﬁ Bthvert saadant M har Egenskaben.

D

Thi lad os tage A =E + D , hvor D er en Matrix som har Tal-
let 1 paa Pladsen (i,j) og ellers lutter O. Vi har det A = 1.

Saa er A%M A =M+ MD + Q%E + D%M D . De tre sidste Led ses

4
_ &R o= oo o

ved umiddelbar Udregning at give en Matrix som har O overalt

undtagen 1 j'te Rskke og 1 j'te Sejle og af felgende Udseende

mil nlj-z @ [} L@u«x&mmj @ [
0 ¢ 0

hvor Rekken og Sejlen skerer hinanden, altsaa paa Plads (j,J),

bliver Elementet [ lig mg o+ 2 m 4 (da jo myy = mij)6 Fo-

retog man det samme med A = E - D vilde man paa Plads (3s3)

=

faa me, = 2 mij . Pasa Grund af Minimalegenskaben ved M msaa

4+ 2m begge vare 2 0, hvoraf Paastanden. m

Mg 13

Nu kommer et Resultat, hvor vi benytter at Dimensionen er 3, det
gelder dog ogsaa for lavere Dimension hvor det er nmsten trivi-

elt.

Dersom Mer en positiv definit 3&3-Mgtrix med det M =1,

gaa_er M mkvivalent med E.

ez

I[felge forrige Selning har M en skvivalent af Form

e

! a 4 e 2!&! € a,b
ﬁ = d b f med 2le) & ayc
K e £ ¢ 2{fl & bye

og vi vil vise, at denne maa vere lig E.

Vi har det N = 1, og udregnes Determinanten faas
¥ - ) ’
abe + 2 def — af® « be” - od°

som viser, at windst et af Tallene a,b,¢ naa vere ulige. ILad
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os antage at 2 ulige (det kun altid opnaas ved Koordinatskifte,

som jo er en speciel Akvivalens), Saa/vi\gggji de to sverste

af Ulighederne erstatte a wmed a-l.

Vi opskriver igen Determinantverdien, og vurderer nedad ledvig:
‘ el 2 . 2

abe + 2 def o af® « - be - ed” = 1

Lope o 1 Lpionre o L ofaci)p o 3
> abe e zw(awl)bc - 7 abe - i bla-1)e i e(a=1)b 4b@®

Altsaa maa vi have b = ¢ = 1, hvorefter Ulighederne giver

d =e=1=0, og da det N = 1 faas sluttelig a = 1, saa at

Dersom der for et n ¢/ findes a,b,c e¢/V saa_vi bar
a b 1
det M =1, hvor M = |b ¢ O y
- 1 0 n

gaa kan n skrives gom en Sum af tre Kvadrater,

(hvor a,b,c intet har at gere med de ovenfor ligesaabensvnte

Sterrelser).,
. 0 2. 2
Bevis: Paa Underrummet af Vektorer N er M(X) = Cey +ne-z",
Z

hvoraf ses at Positivitetsindex for M mindst er 2 (hvadenten
. s R . .
det opfattes over ﬁ? eller 4%?), oz da Produktet af Egenverdi-
erne er lig det M = 1, er alle 3 Egenverdier pogitive, altsaa
M positiv definit. Ifelge foregasende Swining er M ™ F

L

og da n tilherer Verdimsngden for M(g)y nemlig for v :

g
P i T -3
OO
—

maa n ogsas tilhere Verdimengden for E(z), G.Ve8. VvBIe en

2

Sum af tre Kvadraber.

Dermed er forste Del af Beviset for Hovedsshtningen fuldfert. Thi
det M = acn = bgn - ¢ , og hvis blot vi kan opnaa at dette er

lig 1, saa er den mnskede Fremstilling af n mulig.
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Saa kommer anden Del af Beviset for Hovedsminingen: Vi skal vise,

at for de tidligere angivne Arter af n vil der findes a,b,cC @‘ﬁJ

saa 5
acn = bn +~ ¢ + 1 .

Ligningen ser meget uskyldig ud, den er linemr i a og ¢, men at
Problemet ikke kan vere helt simpelt fremgaar af at vi ved, at

for n = 8h + 7 er der ingen ILesninger (da disse n ikke er Sum

af 3 Kvadrater}« (Da man maa have nle+l er det fristende at smb-
te ¢+l = hn, hvorved Ligningen bliver til ahn = b2 + a + h, sym-
metrisk i a og h, men der synes ikke at vere vundet noget ved den-
ne Omskrivning) .

Problemet kan reduceres, idet Opgaven blot er at bestemme et ¢

som opfylder

7% ¢ = -1 (mod.n)

IIO: «~ n er kvadratisk Rest modulo c.

Thi af I° felger at ¢ og n er primiske, hvorefter 17° giver at

der findes et b (med G Z/jﬁ) saa (bn)z?;% ~ n (mod.c), som
giver at clb2n+lo Altsaa vil ¢ gas op 1 Hejresiden, og da ifelge
1° ogsaa n gaar op, saa vil c¢n gaa op, og vi har dermed et hel-
talligt a.

Vi skal nu betragte de forskellige Tilfmlde for n (se 5.199).

FPor n =1 (mod.4) tager vi for ¢ et Primtal p hvor p = 1 (mod.4)

o pm -1 (mod.n). Da 4 og n er primiske, bliver Kravene ifelge
den kinesiske Restklassesstning til at p skal tilhere en vis pri-
misk Restklasse modulo 4n (det bliver isvrigt at p s 2n-l (mod.4n))

. . . o . 0
og ifelge Dirichlets Ssining findes et saadant p. Kravet I~ er

evident opfyldt,(c = p), saa*det er blot IT® vi skal kontrollere,

altsaa at (:?ﬂ} = Lo
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Da n er Produkt af ulige Primtal, n = [}n finder vi af Reci=~

J 2
procitetssatningen (med Supplement) at

2)-GHEFTE) TG

og da. p = = 1 (mod.n) har vi ogsaa p = - 1 (mod.n,), saa vi
faar (igen af ¥erste Suppl. til Rec.-Swmtn.) ot S’f“@’rke.»(m er g‘j»
- 1 .
}[ — = (= 1)° , med r = Antallet ny af Form 4h - 1.
n,
J
Men da n = 1 (mod.4) maa r vere lige, og vi har det enskede. E

For ' n = 2 (mod.4) gaar det analogt: For ¢ tager vi et Primtal p,

@y

hvor p = 3 (mod.8) og p = = 1 (mod@%)@ Ifelge den kinesiske
Setning skal p tilhere en vis Restklasse modulo 4n (det bliver i=-
pvrigt p = 2n-1 (mod.4n)), ogbif@lge Dirichlets Smtning findes
et saadant p. 1° er evident opfyldt, og vi skal blot vise at
ng) = 1. Dennegang sattes % lig .Trnj y 0 vi benytter at
(%@ = 1 (8.157), og faar

. 2y B . —
- BT oI con T o

' 0

—
< |
N———

i

altsaa lig +1, saa vi har det gnskede,

For n % 3 (mod.8). Dennegang tages ¢ = 2p med p = 1. (mod.4) og

p & E%A (mod.n) (d.,v.s, p 2= &;& (mod.4n)). I° er evident, og da

2,fn er -n kv.Rest mod.2, saa vi skal blot vise, at (Z%) = 1. Vi1

B TR -TE) TE) - e

hvor & angiver Antallet ny af Form 8h = {% (igen 8.,157). Men

naar n = 7{ nj er af Form 8h+%, saa maa 8 vere lige (indenfor
- . .

(J%9°) er Qy‘cuz 69 en Undergruppe med Qg? 08

sen). Dermed er det store Bevis helt afsluttet. 1

gom Sideklag-—
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KAPITEL XTI : To gamle Hypoteser og deres indbyrdes Modstrid.

Det drejer sig om to Hypoteser om Primtallenes TFordeling i Tale

ralkken .
Som omtalt 1 tidligere Kapitler kan Primtallenes Fordeling beskri-

ves ved Primtalfunktionen
‘Tf(x) = (Antallet Primtal mindre end eller lig x).
Vi har (i Kapitel V) vist Primtalsmtningen ?T(x) = T3§w§ + R{x),

hvor Restleddet R(x) bliver forsvindende i Forhold til det for-

ste Led for x < ev. AL Smtningen har vi udledt, at for Tal som

i Sterrelse ligger nsr et gtort x vil Afstanden mellem to konse-

kutive Primtal "gennemsnitlie" vere som log X

En 1idt stmrkere Form af Swminingen (vist allerede for 1900 af

de la Vallée-Poussin) siger at

Tx = [ 3ok () = - (x)
1 X = e d-t + R X o= + G + R X)y
a log % 2 log =x log“x g
hvor baade R.(x) og R.(x) er fowsvindende i Forhold til X
2 3 logzx

Integralet her er den saakaldte "Integrallogaritme", og man ser
Jet ved en partiel Integration at dens Sterrelse er som angivet
til hejre.

Naar man gesar ud 1 Talrekken vil Primtallene "gennemsnitlig" kom=
me til at ligge mere og mere spredt, og det ytrer sig ved at de
angivoe Tilnmrmelsesfunktioner til ?T(x) er nedad hule, idet Ix
Integranden ES%M% er aftageande. Denne aftagende Tethed kan nu
udtrykkes i fplgendes

Fgrste Hypotese:  For alle =,y & ﬂw \{l} gelder

Tx+y 5 N+ .
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I Uligheden ex der Symnatri mellem x og y, saa vi kan derfor 1
alt det felgende antage x § y. At x = 1 mas undtages er klart,
da, ?Tkl) = 0, saa Gyld:igheden her vilde simpelthen forhindre at
I blev en voksende Funktion; ievrigt er det jo en Definitions-
pag at 1 ikke medregnes til Primtallene, dersom man gjorde dét
blev Venstresiden foreget med 1 og Hejresiden med 2, og det er
uvesentligt for Uligheden (og for alt det felgende).

For x = 2 siger Uligheden at [l (y+2) & TT(y) + 1, og det er
klart, de der hejest er ét ulige Tal paa Intervallet ﬁjy9y+ijg
for x = 3 eller 4 staar der at TT(y+x) € TT(y) + 2, som er klart
da hojst 2 ulige Tal paa Intervallet _jy,yﬂt’:_]°

Hypotesen er stettet af vidtgaaende numeriske Undersegelser, den

er gaaledes vist at vere rigtig for alle x,y = 105 (Segal,1962).

T 1958 fremzsatte A.Schinzel (polsk) en vidtgamende Hypetese, som
lest udtrjkt slger, at hvis man har en endelig Mergd¥ Pélynomier
af en reel Variabel y&//V , da vil der findes uendelig mange
y~Verdier for hvilke Polynomiérne simultant antager Primtals-

verdier, nedmindre dette er aabenlyst umuligt.
Prmcist: Dersonm fl(y),ee.,fa(y) alle tilherer 42?fy], og de har

positlv Hejestegradskoefficient og de er irreducible og der for

ethvert Primtal p findes et y & N saa p«?fl(y)eem..ofs(y)g da.

vil der findes uendelig mange y € N for nvilke f, (§)peoo ,fa(y)
gsimultant er Primtal (ligesom paa S.30 kunde Kravet om heltallige

Koefficienter afgvmkkes). (Schinzels Hypotese "H").

At de nwvnte Betingelser er nedvendige kan let ses: Det forste
skal blot sikre at dew%or vilkaarlig store y kan antageg@ositive
Verdier, det andet er klart, thi hvis fj(y) = g(y)°h(y), hvor in-
gen af Pakbtorerne er %1, da vil fj(y) for alle tilstrekkelig
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gtore y vere et sammensat Tal (NB "irreducibel" betyder jo baade

at man ikke kan trekke en konstant Talfaktor ¥ £ 1 ud og at
Polynomiet ikke kan skrives som Produkt af to ikke-konstante
Polynomier)s det tredie Krav er nedvendigt, thi hvis det ikke

er opfyldt vilde jo altid for alle tilstrekkelig store y mindst

et fj(y) veore delelig med et mindre Primtal p (og hvis det paa

den anden Side for et givet p er opfyldt af &t y, da er det ogsas
opfyldt af vilkaarlig store y, nemlig af en hel Restklasse modu-
lo p)e

Denne ¥idtrekkende Hypotese er kun bevist i et eneste Specialtil-
fwlde, nemlig for ét Ferstegradspolynomium (!), hvor den i det
moniske Tilfelde, altsaa et Polynomium y+b, er bevist af Euklid
(nemlig Smtningen om at der er uendelig mange Primtal), og i det
illike=monigke Tilfwlde, altsaa et Polynomium ay+b med (a,b) = 1,
er bevist af Dirichlet i 1837 (den ofte omtalte Dirichlets Setning),
Hypotesén vil have.menger Konsekvenser, Fx vil der findes mendelig

mange Primtal af Form p = y2+l, sas Primtalfelgen 5,17,37,101;..

blev uendelig, Endvidere: Der findes uendelig mange Carmichael-

ﬁg&n(sal46); thi ifelge Hypotesen vil der findes uendelig mange

'y for hvilke de tre Polynomiey p = 6y+l, q = 12y+l og r = 18y+1l
simultant er Primtal, og dermed pqr - 1 = l296y3 + 396y2 + 36y

= 36ye(36y2 + 11y + 1) er delelig med baade p~l, q=1 og r-l, hvil-
ket er tilstrskkeligt til at pqr er et Carmichaeltal,

Man kan sige, at Hypotesen paa en Maade udtrykker, at det virker
som om Primtallene er tilfwldig fordelt.

Her skal vi dog kun interessere os for et Specialtilfmlde af Hypo-
tesen, nemlig hvor den anvendes paa et Swt af moniske Ferstegrads—

Polynomier, fl(y) =y + bl’ oo fs(y) =¥y + bs °
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Da Polynomierne er irreducible og med positiv Hejestegradskoef-
ficilent, bliver det kun den tredie af Schinzels Betingelser som
faar Interesse. Den udsiger, at for ethvert p skal men kunne

finde et y = yp s 8aa p ikke gaar op 1 noget y_ + bj' eller

Y
med andre Ord at mypfé bj for j = ljeeey8. altsaa at der

modulo p findes mindst én Restklasse, nemlig » som ikke

indeholder noget bjs
Det uwdtrykker vi 1 felgende Definition: Et endeligt Set Biaf he-
le Tal, blgaaﬁgbg y kaldes brugbart dersom det for ethvert Prim-

7 indeholder mindst en Restklasse som er for-

Y soeey(

tal p gwlder at

skellig fra ). (Definitionen kunde isvrigt umiddel-

bart udvides til uendelige Talswt blybzpeeo)o Vort Specisltile
fwlde af Schinzels Hypotese udtrykkes sas 1 felgende:

Anden Hypotese: TFor ethvert brugbart Talsmt B skal der fin-

des uendelig mange y hvor y + B & Primtalmsngden P .

Her betyder (gom S%dvanlig) ¥y + B den forskudte M%ngde {y%b }L»>
idet B = .}

Det er umiddelbart- indly%eﬂde, at-dersom B er brugbar,*ﬁa er en-

hver Delmwmngde af B ogsaa brugbar, og endvidere at enhver Lrans-
)

lateret Myogde a + B 0gsas er brugbayre . . .

Det er let at angive Eksempler paa brugbare Talsmt. Fx vil for |

et fast Primtal p, Settet vpo,pozgao.,p vare brugbart, thi for:

), og for p # p, er alle

= P, 6r alle | ) Po s 0 1,
%% (:}a Bt simpelt Taleksempel er B = {2 4} og man ser, ab
Hypotesen i dette Tilfwlde udsiger, at der findes uendelig mange

Primtaltvillinger, hvilk@t er en aarhunér@@gammel Formodning.

Talsséw;tet (’L By "5 er ikke brugbart, thi i :Z vil @ @ og O

udgere samtlige Restklasser, i Overensstemmelse med at tre kon-
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asekutive ulige Tal (store) ikke kan vere Primtal, idet et af
dem vil vere deleligt med 3.
Derimod er Swttet (1,3,7,9) bz‘ugbart thi for p = 2 eller 5

eller sterre end 10 er alle forskellige fra (:)9 og for

p = 3 eller T er de forskelllge fra Ifelge Hypotesen skal

det give Anledning til uendelig mange Kvadrupler af fire Prim-
tal 1 samme Dekade i Decimalsystemet (nemlig 5 konsekutive uli-
ge Tal, hvoraf det midterste mangler, cg dette maa saa vwre
deleligt med 5), Eksempler paa saadanne er /11413,17,19) og
(191,195,197,199) og (54841,34845,34847,54849) og de findes sas
langt ud som Primtaltabellerne gaar, selvom de efterhasnden
kommer ti1l at ligge mere spredt.

Hypotesen stettes af felgende Betragtningei: "Sandsynhigheden"

1 " -
lOg X ® Sand

gynligheden” for at x*£1 simultant er Primtal bliver saa pro-

for at et Tal af Sterrelse x er et Primtal er

portional med (log 'x)’“2 (ipvrigt lig €©-(log x)”z, thi naar

det ene af Tallene er ulige bliver det andet automatisk ogsaa
ulfgﬁﬁé‘ "Sandgynligheden" for at =x+l,x+3,x+7,%x+9 simultant er
Primtal bliver proportional med (log x)m4 0.8.V.. Og da

56ﬂilog £)™at er divergent for alle m maa men vente sig, at saa-
danne Primtalkonfigurationer gentages 1 det uendelige.

(Dette er ikke Matematik, Primtallene er jo ikke noget tilfel-
digt fordelt, men der er hyppigt"noget om det". Et Eksempel som
viser baade Styrken og Svagheden i Ideen er fplgende: Kravet om

at x er et Primtal kan udtrykkes ved at det ikke maa vere dele-

ligt med noget p<x, hvilket giver "Sandsynligheden" jTﬂ(lm %J,

p<x
som kan bevises at vare T%égﬁ*' hvilket er mindre end det "rig-
tige LO?JE ; men Kravet kan ogsaa udtrykkes ved at x ikke maa

veere deleligt med noget p & Yx , hvilket giver "Sandsynligheden"
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0,600 1,2
I (1= Ly, altaaa ol = L5222 . gom er sterre end det
P??%V% p)’ flog x log x *
rigtige).

At "Sandsynligheden"for at x2%1 er Primtaltvillinger er propor-
tional med (log x:)m2 betyder, at Antallet Primtaltvillinger < x
=2

vokser som const.exe(log x) ¢, og analogt i de andre Tilfmlde;

det ses paa samme Maade som at TT(x)rw x°(log X)ml svarer til

)mle Dette understettes af flere

"Primtalsandsynligheden" (log x
Resultater. Viggo Brun (norsk,1885- ) kunde vise, at Tvillinge-
antallet er mindre end const. xe(log x)“z, men han kunde deri-
mod ikke vise, at Antallet er uendeligt (Bevismetoden var en ge-
nial Modifikation af Eratostenes' Si, og blev Oprindelsen til
de moderne Anvendelser af "Simetoder" i Talteorien; Resten af
Kapitlet her bliver et - relativt simpelt - Eksempel paa Anven-
delse af disse). Hardy & Littlewood kunde (1923) = men kun ved
at benytte en stadig ubevist Hypotese i Slwmgt med den beremte
"Riemann'ske Formodning" - vise Rigtigheden af de gmttede Udtryk,
ogsaa med de indgsaende konstante Faktorer, for Antallene af

Primtal-Tvillinger, -Kvadrupler, o.s.v., < x, og Resultaterne sy-

nes at stemme meget godt med Optallinger i Tabellerne.

Vi definerer
p(x) = max JB N JO,KJ’, hvor B brugbar.
B :

Altsaa (ifelge de ovenfor nmvnte trivielle Egenskaber for brug-

bare Mengder) : !b(x) er det maximale Elementtal for et brugbart

Owt paa et Interval af Lengde x,

Det er klart, at f}(x) er en ikke-aftagende Trappefunktion, som
opfylder at f)(x) & %, og den vokser med Spring af Sterrelsen 1
i visse naturlige Tal. Endvidere gwlder at for y & x er

?§1y+x) w?71y)§ P(x) , idet Primtallene paa Int@rv&llethy,y+§]
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udger et brugbart'S%t (for p € y vil ingen af dem falde i Nul-
restklassen modulo p, og for p >y vil ingen af dem falde i Rest-

klagsen modulo p). Af Rmsonnementet ser man fx umiddelbart

at Primtallene 11,13%,17,19 vudger et brugbart Smt, som ved
Transletion giver at (1,3,7,9) er brugbart, benyttet ovenfor.

Af Uligheden ses at (.)(x) = “72“(21{) - Tz'(x); saa at p(x) - T (x)
or storre end eller lig [ (2x) = 2o Tl(x); indsstter man heri

de la Vallée-Poussins skarpe Tilnsrmelser til 7T’faar man at
f>(x%§Z)TT(X) - 2ex°log 2/(log x)g, d.v.s. at /3(x) kan vurderes
nedad ved {[(x) paanmr en Afvigelse, som for x-) 60 bliver for-
gvindende i Forhold til 7T(x). Ved ret kraftige Midler er det
vist (H.L.Montgomery,1971), at fﬁ(x)ﬂ: 2+ {[(x) for store x.
Uvasentlligt, men interessant, er det at vi ogsaa har F)(x+y) s
p(x) + p(y)9 saa at der for  gwlder den "Prekantsulighed ' som
er tvivisom for TT; det felger simpelthen af at et brugbart Smt
paa et Interval af Lengde x+y Jjo umiddelbart kan deles op i et
brugbart St paa et Interval af Lengde x o0g el paa et Interval
af Lemngde yo

Den foran fremhsvede "anden Hypotese" ses at medfere at

lim sup (7T(y+x) m7TCy)) = /Q(X)

N
(Man kan ikke slutte den modsatte Vej; fx er Smttet (2,4,8) brug-

bart, og det er klart at hvis man skifter Fortegn 1 et brugbart
Set faas igen et brugbart Sxt, saa (-2,-4,=8) er ogsaa brugbart
og ligger ligesom det forrige paa et Interval af hele Tal af
Lengde T7; men selvom der findes vilkaarligt store y for hvilke
y+2,y+4,y+8 simultant er Primtal, saa er det ikke sikkert at det
gwlder for Tripler y=2,y=4,y-8).

Det afgerende bliver derfor at sammenligne P (x) og 1{x). Hvis
T
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(;}(x) 3 Tf(x)p saa viser den for y » x gyldige Ulighed (S.2lo,ne-
derst) at Tﬁy#xj < ﬁ?y) 4-ﬁ1x), og dermed Rigtigheden af'"ferste
Hypotese". Men hvis der findes et x for hvilket f}(x))@7r(x), og
“"anden Hypotese" gmlder, saa vil der findes vilkaalig ston y for
hvilke 771y+x)$%ZT(y) +7T(x), og"ferste Hypotese" mea vere for-
kerts lad os bemmrke, at det kan (for store XmV%rdief) kun ind-
treffe hvis x og y er vmsentlig forskellige, hvilket fremgaar af
Vurderingen (S,211) af 77(2x) -~ 2o[(x). Endvidere maa vi antage
x » 1, da p(1) = 1 medens [j(1) = O, men det svarer jo netop til
at ferste Hypotese kun omhandler x,y » 1. Alt dette er Overvejel-
ser, som - mere eller mindre explicit - er gjort for 50-100 Aar

siden. Vi maa derfor undersege P(x)_nmrmeree

Definltionen af et brughbart St kan aabenbart ogsea formuleres

ledes: Et brugbart Smt er et St udtaget blandt de Tal som staar
tilbage naar vi for ethvert Primial p har fjernet en Restklasse

module p fra Talrmkken :Z?o

Lad ﬁ@@ betegne en Foreningsmwnegde af Restklasser, en for hvert
Primtal p; altsaa

ﬁma %/{t sa, (mod,p)},ét ay for hvert p.

Bt Bet er brugbart hvis det ligger i Komplementermmngden til et

M og vi har
6a’ p(x) = max B jo,iﬂ‘\ M ¢ l@
‘\.\Mw

For nsmrmere at kunne underssege Fenomenerne definerer vi

M = LJ ‘{t = a (mod.p)}, ét a_ for hvert p ,
% & p p

Pgz
0g specielt —6 _
MZ = Mz hvor alle ap = 0,

Vi kunde tilsvarende definere WC det ses at blive lig QZ’\{ilk.

(%] b4
Generelt vil der til et sterre z svare et mere omfattende ﬁz ’

og specielt har vi ﬁiégg,_ %ﬁg%ﬁgﬂﬁ- .- %ﬁowo
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Der er mange forgskellige 'ﬁ29 men de er ens paansy Translation,

thi for givne &p’ p ¢ z, findes ifelge den kinesiske Sstning et

y sas man for alle disse p har y & a_ (mod.p), og saa er jo

p
-y + M, = ﬁg . Da W= ZN {£1} ses, at ethvert M er en wgte
Del af Z .
Vi definerer P Tm p . »Saa er P Periode for ﬁo og dermed

Pz
for ethvert M y OF Antallet af forskellige M er altsaa hejst

lig Pze
Indskud: Faktisk er PZ den korteste Periode for ﬁg s 0g Antallet
af forskellige M er altsaa lig PZ. Dette er ikke trivielt, idet
det ikke er umiddelbart 1ndlysendek"FWT%rscelllge Seot uo.u'

giver forskellige Mz, men det kan indses saaledes: Antag éf q
er den korteste Periode for ﬁg, saa gmwlder qlPZ9 0g q er altsaa
Produktet af visse af Primtallene £ 2z. Dersom der nu findes et
Primtal p < z hvor pfa, sea er (p,q) = 1 og der findes altsaa
et h saa p‘hq+l; men saa er jo hq+l & ﬁg y 0 naar g er Periode

vil ogsaa 1 € ﬁg , hvilket ikke stemmer. Tneskud slut.

For M,, gewlder ikke noget tilsvarende. Ovenfor er nmvnt at ﬁ%o
= EZ‘»{ﬁl}o Men man kan ogsaa opnaa at et ﬁoo har en uendelig
Komplementmrmsngde, fx omfattende alle Tal po,poz,pOB,..e.
(8,208, Eksemplet paa brugbar Memngde). Eller et M,, kan omfatte
hele EZ’: Man opskriver alle de hele Tal som en Felge CysCnrece
og alle Primtallene som en Fplge PysPpseeo 0F tager saa som ﬁoo
Foreningsnmengden L}{t E.cj (modopj)}o Dog gmlder det stadig

at det translaterede af et M,, igen er et Moo o

Det er trivielt at (1) =1 og at p(2) = 1 (Yo Nabotal dekker
begge Restklasgserne modulo 2). Ligesaa ses at F>(3) = 2 (fx var

jo (2,4) brugbart, svarende til Primtaltvillingerne) og P(4) =i 2.
lovrigt ses let at @ kun kan vokse i de ulige Tal (da en Restklas-
se mod.2 skal udgaa), hvilket ligner |[J -Funktionen.
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Figuren viser f)(x) og (punkteret) T(x). Desverre bliver Be-
stemmelsen af A (x) hurtigt kompliceret. ILad os vise, at
@(19) = 6, Af Tallene ij,lQ] skal ferst fjernes en Restklasse
modulo 2, og det er aabenbart bedst at fjerne de lige Tal, saa
at der resterer lo smkvidistante Tal. Dernmst skal fjernes en

Restklasse modulo 3; geores det som paa overste Figur (eller der-

med symmetrisk) med =3, vil der
W e & oo WR -° ko

restere 7 Tal, og naar dernsst
- -0

fjernes en Restklasse modulo 5

kan man ikke undgas i bedste

Fald)'ﬂn’at fjerne endnu et, saa . 8 ® o 6 B o & © o

-t “T
6 tilbage, men derefter gaar det ™

glat, idet man modulo 7,11,13%,..

altid kan velge Restklasser som undgaar de 63 modulo 3 kunde man
ogsag have fjernet som pasa nederste Figur =w , men saa var man
allerede nede paa kun at have 6 tilbage, I bedste Fald er altsaa
6 tilbage af de 19, saa p(19) = 6,

Paa Figuren ser man at 1l (x) - ,o(x) i det store og hele vokser,
omend langsomt. Hardy & Littlewood bestemte (1923) fbix%lfor

x <« 100, og Schinzel & Sierpinski (1882-1970) for x « 146Yog Self-
ridge (ca.1972) for x <« 500, og den samme Tendens var klar, omend

Funktiomerne’ - kom nsr hinanden for x = 97, hvor 7T(97) = 25 og
) P(97) = 23,
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I 1974 er der publiceret et Arbejde af Hensley & Richards (amrk.)

hvori det vises, at der findes vilkaarlig store x for hvilke

A(x) > T (x). Dermed er altsas vist, at de to foran opstil-
¥

lede Hypoteser er uforenelige. Man kan saa fundere over hvilken

af dem der er forkert, og det er nok mest sandsyhligt at det er
ferste Hypotese, idet anden Hypotese synes bedre underbygget,
den har ligesom en mere "matematisk" Baggrund. Endelig er der
selvfelgelig ogsaa den Mulighed at begge Hypoteser kan vere for-
kerte.

Faktisk gmlder, at /D(X) - TT(x) = 00 for x - 0O , men for

at vise det maa man inddrage de la Vallée-Poussins sterke Prim-
talsvurdering; uden denne kan vi kun vise det ovenfor nmvnte,
altsaa at f)(x) - T (x) stedvis bliver positiv, men det er jo
ogsaa tilstrekkeligt til at vise Hypotesernes Modstrid, og det
vil fremgaa, at til det Formaal er Primtalssmtningen ikke til no-
gen Nytte, vi kan klare os med de gvagere Tchebycheff-Vurderines:.
ger,

Anden Hypotese medferer at der vilkaarligt langt ud i Primtalfel-
gen findes helt smaa Huller (fx Primtaltvillingerne); det kan -

man ikke vise, men derimod vil det undervejs i Betragtningerne

fremgaa, at der stedvis vil findes konsekutive Primtal af Sier-

relsesordern-x; hvis Differens er vilkaarlig mange Gange storre

end "Normaldifferensen" log x. Det viser i hvert Fald}at der er

Uregelmxssigheder i Primtalfelgen, og er derfor ikke saa fjernt

fra vort Formaal.

Som Forberedelse til Beviset vil vi notere et Par Resultater.

1°: Det uendelige Produkt |1 (1 - %) er lig 0, ensbetydende
P
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med at Rskken Z% er divergent. Thi med Stieltjesinte-

gralskrivemaaden har vi

Fb-fEmn 4T - [T

og da T[(t) paanmr en begrmnset Faktor er lig +t/log t faas
at Summen vokser af Sterrelsesordenen log(log¥). (En forfi-
net Analyse giver isvrigt at (Summen - log(log X)) konverer mod

en Konstant 0,26..).
11°% Vi har Pz < 932‘ (idet PZ er Produktet af Primtallene € Z) e

Det feolger umiddelbart af Tchebycheffs Vurdering, idet de en-
kelte Primtal er § z, og deres Antal er < 3z/(log z).
Beviset for Hovedresultatet skal bestaa af to Dele. I forste Del
vil vi vise, at Mz indeholder et langt ubrudt Interval af konse-
kutive hele Tal,
Det er trivielt at ﬁz indeholder et Interval af Lengde z-1l, idet
]l,z} <€ ﬁg , men vi vil vise, at for z =60 vil %-(Laengden af
det steorste Interval i ﬁz)—ﬁ ©0 . Det kan aabenbart ogsaa udtryk-

kes som:

Til ethvert & > 0 findes et K = KE’ saa for alle x > K haves .
Jo,x] € et ﬁgx .
Bevis: Vi kan antage € <1, og velger

1 £ 1 €
A, saa § < 55, 08 B, saa YT(l——)<'2-O',

(det sidste er muligt p.G.a. Io ovenfor). For x > AB har vi saa

Rekkefolgen () A B & Ex  ex X
A ] A " '3 2 '}
é ¥ L ' L] =¥ =1
Det gwlder nu om at bestemme I‘_ﬂ‘rx = U {t =X (mod.p)} saa det
PEEX P

indeholder alle Tallene [0,x] .

For p €& JO,A] og for pé€ ]B,AE] velges ap = 0.
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Dermed vil ﬁax indeholde IO,XJ paaner

l) Tal af Formen pi“loe,e p;xr, hvor | pj € JA,B] (blandt
disse er Tallet 1 med)

2) Primtallene paa :]%,x] (alle mgte Multipla af disse Tal er
derimod kommet med i Méx’ idet deres eovrige Primfaktorer
er mindre end A).

Antallet af resterende Tal er derfor mindre end

1 2
(1 ELP ) T - TE

(Vurderingen 1) skyldes at ethvert o(j opfylder 0 € &, € Tog & *
og Antallet r er jo i hvert Fald mindre end B).

For alle tilstrmkkelig store x er dette samlede Antal mindre end
TT(X), thi Bidraget fra l) vokser hejst som en Potens af log x,

X X X X
medens TT(K) vokser som K/log T altsaa omtrent som Toz % °

Saa lader vi p gennemlebe Primtallene paa ]A,B], og vslger hver
Gang ap saaledes at Restklassen sluger flest muligt af de
resterende Tal; for hvert p vil Restklasserne tilsammen indeholde
alle Tallene, og der er derfor mindst en af Restklasserne, som in-
deholder mindst % af dem, og Antallet bliver derfor i hvert Fald

nedsat med en Faktor (1 - %). Ialt bliver Antallet nedsat

: 1 &
med en Faktor paa hejst 'TT(l - 5) < 55 ¢ Saa det resterende

Antal er nu mindre end é%-??(x).

Dem fjerner vi saa, et ad Gangen, idet vi hver Gang vmlger et pas-
sende ap for p liggende 1 Intervallet :!%,2 x], saal®nge indtil
alt er fjernet. Hvis x er tilstrmkkelig stor saa gaar det, thi
saa har vi -é%ﬁ(x) <[[(&x) - [T}, nvilket folger af Tcheby-

. £ () < L. 3%
cheffs Vurdering af . Dels er 55 [ (x) 70 Tog % * 8 dels er

YT(&X) m]T(%).> TT(ix) -ﬁk%%x), og naar man i Vurderingerne af

dette benytter at for tilstrazkkelig store x er log £ x ner ved 1,
log x
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og analogt med log‘%%x /log x‘finder man at Uligheden er opfyldt
(Tallet 20 er valgt saa der bliver et 1ille Overskud
naar man bruger Tchebycheffvurderingerne med % og 3). D

Det var ferste Del af Beviset for Hovedresultatet.

Inden vi gaar videre noterer vi som et Korollar at der findes store

Huller i Primtalfelgen, idet for et vilkaarligt stort H egmwlder det

for alle tilstremkkelis store vy at Intervallet Jo,z] indeholder

mindst Helog v paa hinanden felgende hele Tal, som alle er sam-—

mensatte.

Thi lad et ¢ vere givet, da vil for alle tilstrekkelig store z gsl-
de at ﬁg indeholder et Interval af Lengde > Gz, og et saadant
Interval findes indenfor Perioden ]O’Pz] (det kan ikke gaa ud over
Enderne af dette Interval, thi vi ved jo at IL¢'ﬁg )s Primtal-
lene 1 ﬁ; ligger alle 1 ]O,Z] , og hvis vi fjerner dette har

vi altsaa mindst (G - 1)°z konsekutive sammensatte Tal som alle

er mindre end Pz, altsaa mindre end e3z (ifolge 11° foran). Smt-
tes y = e2% har vi det paastaaede med H = l(G - 1), []
Resultater

Det hidtidige er egentlig ®ldre EﬁBE@@BﬁZ’idet de = med det Formaal
at bevise de omtalte store Huller i Primtalfelgen - gaar tilbage
til Westzynthius (finsk) 1931 og Erdds 1935. Men nu kommer vi til
det egentlige Bidrag af Hensley & Richards, altsaa anden Del af Be-
viset for Hovedresultatet.

For at klarholde Begreberne er det maaske praktisk her at benytte
Kvantorer. Vi skal dog e% lanét Stykke frem holde & fast, og li-
geledes fastholde x >-K£ (fra foregaaende Smtning), saa disse Bog-
staver vil vi udelade. Nogle Variable skal tilhere 22?, andre skal
blot tilhere ﬁ? , men det er ret selvfelgeligt, og vil kun blive
anfert I Teksten. Vi har x & [R 3 som smdvanlig skal en Interval-
betegnelse ]a,b] kun betegne de hele Tal n med ag¢n gb.
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Vi havde
3 : ]O,xj C Ww_,
W -
¢x
og ved Translation kan vi flytte ng over i ﬁox , saa (y'e 2)

&
o & w°
d,0 Ty € Wy
Vi multiplicerer Konfigurationen med p (p betegner et Primtal, men

Operationen her er faktisk gyldig for alle p C-/N), hvorved ﬁ:x
afbildes ind 1v selv 3 vi setter pey' =y , og har saa

\é Hy : {y+p,y+2p,..a,y+[xjp} & 'ﬁ?x )

Da 'ng har Perioden Psx kan vi endda velge y vilkaarlig i en Pe-

riodelwngde, og vi har, med k € iR,
VI
P £

Vi har y<£ =k; vi tager nu k >0 og p >

x,_lﬂ:{y+p,...,y+[x]p} = '1\71%’x .

21::+]?‘g x

x ?

¥ € J-k-

hvormed
vi faar y 4+ xp > y + 2k + P&X & k ., Altsaa vil Intervallet
]-k,k_] vere indeholdt i Intervallet ]y,y+xp] » 0g den Del af

Restklassen @ modulo p som ligeger indeni Intervallet []-k,k]

maa vere en Delmsngde af {y+p, ooyt [x]p} o Altsaa

\7/1{:’0 Vp N 2k+P. Hy : {t =y (mod.p)} (]]_k,g < -ﬁgx )
X .

Men det betyder jo, at indenfor Intervallet ]-k,k] vil 'IVI:X in=-

deholde en Restklasse modulo ethvert p, der er tilstrekkelig
stort, og vil derfor paa dette Interval vmre identisk med et 'Iﬁ“.

2k+P
Precist: Vi tager et m sterre end -'—}—-&-}-E ‘s 0g hvis vi desuden

serger for at m er sterre end § x saa er TVI-OX S Vg , og vi

nar (mé&fR)
\V/ \/ 2Py 3E o B, 0 J-ex] = N ]k, .

k>0 nm > §x, " 00
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Pag et Interval er et Moo komplementert t1l et brugbart Set,

og benytter vi dette paa J—k,k], hvis Lengde er 2k, faar vi

Vk >0 Vm },"Z;X;ZR"LPax 3 P(2k) 2 j“’kvkj N\ ﬁ; ‘

X

Hid{$il har vi holdt x fast, idet blot x & Ka o Nu lader vi

ogsaa X varlere,

Vi setter
k = e’)’g‘x 08 m = 2;— 0

v 2k+ng
Vi har P x < k og dermed er m » ———= Youg.endvidere er

4 x
k positiv), og for tilstrmkkelig store x er ogsaa m > §£Xx,

idet ad EX
m=§1_;=_3__§_i___ > §x for x stor.

Endvidere konstaterer vi at m « k (dersom blot x > 3), og at

for tilstrmkkelig store x er m > \ﬁ{' , ldet

ﬂ=;03°e%>

\('E‘ X

Vi betragter nu ]-—k,k] N "M’?l ; bortset fra at venstre Endepunkt

1 for x stor.

-mangler er der Symmetri omkring O. Vi havde Vic' <m <k , hvor-
af umiddelbart felger at paa den positive Halvakse bestaar denne
Mengde netop af Primtallene paé ]m,lﬂ suppleret med Tallet 1
(da jo lé ﬁg ). F‘zlgelig har vi

P(Zk) > 2Tx) = 2]1(m) .

Da k = e3£ x ses,at store x-Verdier svarer til store k-Vsrdier,

og idet vi udtrykker m ved k faar vi som Hovedresultat

()(21{) > 2T(x) - 277(-1—273%) for alle k > K: .

Hvis vi saa benytter de la Vallée-Poussins Vurdering af 7T er vi

_ : 1 __ 1 _’1og"2 . ees
ferdige. Ved at uwdvikle, fx Tog O = Tog & (log k)2 ¥+ osv.,
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finder man K
2k) - 1, (2k 2 - 188&)- R(k) ,
fD( ) - 11 (2k) & (2 1og 2 - 18&) 2;:;;};;5 + R(k)

hvor Restleddet bliver forsvindende i Fh.t. k/(log k)2 for k-peq
Tager man nu blot et passende lille g (fx lig I% , det er ikke
nmdvendigtlat lade § » () vil Hejresiden gas mod uendelig for
K-»e60, og vort Hovedresultat vil vere bevist.

Uden Brug af de la Vallée-Poussins fine Restledvurdering kan vi
kun vise, at P(xﬂ - T (x) stedvis bliver positiv og endda vil-
kaarlig stor, altsaa at lim sup (p(x) ~-T(x)) = 00, medens Re-
gultatet ovenfor sagde at 1lim (P(x) -Ti(x)) = 00, Men til Gen-
gweld kan vi komme igennem blot ved at benytte Tchebycheffvurderin-

gerne (S.34) som udsagde at
< £(x) =18X.T(x) < 3.

Af skrivemmssige Hensyn vil vi igen benytte m = (9 &£k)/(log k),
idet vi bemmrker, at k og m samtidig vil gaa mod uendelig; for
k - 60 vil altsaa ogssa Tl (m) + 00, og endvidere vil igg gk

-» 1, Vi vil nu bevise, at Sterrelsen
p(2x) - Tr(2k) ~ 2Ti(m)

kan blive positiv for vilkaarlig store k-Verdier, da deraf feolger
at lim sup (P(x) - Y(x)) =00 . Ifslge Uligheden foran er

St@rrﬁiggz sterre end 2 [(k) - 7T(2k) - 47(m), som elltsaa skal
vises at blive stedvis positiv. For at faa f ind i Spillet mul-

tiplicerer vi med l%ﬁ_h , og faar dermed (idet vi betegner det

a(k)) at

ey - (1 - 1O 2y.e(on) - oolog k. m
a(k) = £(k) = (1 - (225:2)er(2k) - 2-10B KB _op(m) ,

og idet vi spalter den midterste Parentes op,og saa paa de to

sidste Led benytter Grmnserne for f, og endvidere indsmtter
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Forholdet i1 sidste Led faar vi (bruger ogsaa, at log 2 > %)

wig

d(x) 2 £(k) = £(2k) + %‘1og12k - 12?;6111

De nu %%§~%§ -» 1 kan vi (for tilstrmkkelig store k) trmkke
de to sidgte Led sammen; hvis blot vi velger et tilstrmkkelig
lille Ef(fx £ lig 10_3, vi behever heller ikke her at lade g
gea mod Q) faar vi

(k) > f£(k) - £(2k) + 1

I O S
10 log 2k °
Hvis vi opskriver denne Ulighed med k, med 2k, med 4K,cco0,

med 2rmlk, og adderer det hele, faas

J =
2 a2 > (k) - £(27%) + 75 ¢ z ngjk .

Jefo,x] 1€]0,7"

For r <y oo vil Hejresiden gaa mod uendelig, thi f er begren-

set, og Summanden under :E:—Tegnet er lig ToTog 2 i Tog & (med

j som variabel), og det er Led i en Rwkke der djvergerer (af Ty-
pe som den harmoniske Rskke). Altsaa maa d(zjk) vere positiv

for uendelig mange j. U

Dermed er vort paastaaede Ho#edresultat bevist,.
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