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;i i; cuJd;ul'en (IN,+, · , <:) , 

i\x·oneclceJ:' (.V32:)~fJJ) Hl<T0V: "Dir· r•:rmc~(m ;.;~lrl]cn }J:Jt der Ul~h:~ (;ott 

ti'l", r:• l t~.'r 

nn 1 to, tre,,,. udcn Gc~nta,r"r'Jr:('J''} Ved clentH'! !•,rr'lm>tillinf•: f<l'll" 

m:::tn ogsaa mniddelbart den n:Li;nrlif~P Ordninr~ nf I'1mnc:r1r:~n, :t·l tnH.:l 

.JtrHkturen (IN 1<). 

Det er ogsao. heleendt hvorledes 'ralr:nkken k:tn orr';:rn 1 neren r'om 

ordnet Halve;ruppe p::v1 to flfaadnr, 'i<'d "Addit:L•. n" or; "I'·lulti: l u~nti 

o n'', og at d isse H.egnine;sD.rter ydr•rLLgere opfyld er d(! nredv·1nl ir~ e 

B t) t inrr,el{:1er (de kommutatiV(·) o{'· d i :.:.>t r :i. hutive J,ove) • 

Halvgruppen med + Jwn udviden til en Gruppn, or; derved annnar 

man det ordnede Intet~ritc,tnomraade (2',+,•,<) Flom en Udvidr•lce 

a:f Utru.kturen (IN t+ 9 •, < ) . 

Den: ud en har som bekend t ( Z,+, · , ""') Ee;t;;:n~-;ka hen: l•inhvør 

nr~rlad/ opad her:rmnf.H3t ~1 a1rnrnnfr.d e har et min i m.s1.l t/rnax i ma.l t r:·l c~m~'nt. 

~)pec:Lt:?lt har (IN,..;;,) den "nedsti,r>:c)ncle T':mrle.s Er~enskab": Enhver 

nJtagendo (i svap; For:3tnnd) Ji'ølf,e er Dluttelie; 11tat:Lonmr. 

Dr,nne oid:01te l·~e;enr'.hth er imer frc:rnl1mV<ct or~ b•myttr?t til Um(1Li rr,~ 

lH!d:;bc:vi:'ler af Pierre de Ii\>.rmat (JJi()J ... ()rJ) i [·1etodcn "dc~sccnte 

j nfinie": 
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(den endnu ikke omt:1lLe men veJ.l\oncltE:! cntydi.e;e l'rirno 

1ønn i.ng af heJ e 'l'nl benyttes): 

l) Ta11E~t (i er irrationalt. 'rhi antagPS v~; ::c: p/q, p,q IN,. 

hvoraf føl~cr at p er li~e, p = 2r, o~ 

i11d sæt t (-~s d et t e ft:t ·t D 1 en.dvirlerc 

er aabenbart p > q. Lad nu M være JVlænp;d en. rnu l i p; o 1',q-, 11 e· 

re for 1{2", saa vi J h mnd p og~;ua ind el1o.ld e d c: t mind r0 

•ral q? hvora,f følger at M er tom oe; (2 ~::r icra L ionn 1. 

~) v3 ~ (2.·.,:·L·Jz)3 ~1 ~ 9X3 + ·3<v2 .,• ,, Jlolynomiøt J'- r . ·., r . -- . OJ> r.->4Y + 2!3 har 

ingen ratirmal Hod og er n,lt~3na irreoucibelt over 

Bevis: Prøver vi med x = p/q (p 

fa as 

(A) 3 + 2f.3q ::: o 

deleligt med 3, 

indsættes dette faas (ved at dividere med 9) 

+ 54pql
2 

+ 84ql3 = o 

deleli.~t med 3, altsaa p = 3p1_ 

indsættes dette faao igen Ligningen (A), men nu med r 1 og 

q1 i St.f. p og q (ikke overraskende, da den er homoBen i 

p og q). Hvis M er Mængden af mu1ige Nævnere (~/N) for 

x vil M med q altsaa indeholde q1 < q, hvoraf følger at 

M er tom. (Man bemærker, at Polynomiets IrreducibiJ.itot 

i.kkn lcan bevises med det fra Algebraen bekendte "Ei.sen~~ 

steins Kri terimn"). 

JJB.d. Of3 uddybe drn i det f'oree;· annde rJehandlede Induktion med 

følgønde :.-lætning, som vi for at gøre den mere tuni.ddel bart for· 

;~ L<:laøli{; vi. l formulere grafteoretisk: 



Lad Punktmæn~den hedde M. For a e M sætter v1. n. 1 Lg 
e.l. 

JVImngden rJf de Punkter j_ l"i :'lom med rød Linie er forlwndet. med n. 

og G a. lig Mængden af de Puni\ ter aom med e;røn :Li. n i n e:c Co.cbund et 

med a; 

Dersom nu 

(Z) 1 VA ~ JV!,A uendelig a E A: A n R uendelig a 

p~aar det at udtage en uendelig "rød" Dclgraf: 

Vi vælger al G: A o ::::: M saaledes at Al -- A o n R a uendelig 
l 

••• a2 E Al A2 ::::: A1 n R 
a2 

•• ø 

$ • 0 a3 e A2 () ,. ~"! A7. - A2 n n.- ... 
) d3 

n-l 

da a e A ::: n n-l n R vil enhver Forbindeløeslinie mellem 
j=l a j 

an og aj være rød (for j <n), saa {anJ giver en rød Grø.f. 

Dersom (Z) svigter gælder Negationen 

og dermed 

17' A A
0

, A uendelig v a G: A: A n Ra endelig. 

Men da A n Ra endelig medfører A ""G uendeli_u) ses. at vi. er • ' a t) , 

kommet tilbage til ,S'itua.tionen fra (Z), blot med "grøn" i ~)t.f. 

"rød" og med A
0 

i St.f. lVI; vi kan altsaa i dette ~riJ_fmldø ttd 

tage en uendelig grøn Dolgraf. 
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l) Der er :r:w:turligvi.D :i.JJtet :L Ve,jen for at der kmt vtore if!Ll 1:'1, 

hvor det er muligt at ud tage ba:tde cm uendeLLe; rød og en uøn-· 

del:Lg grøn Delgraf. 

2) Sætningen kan umiddelbart generaliseres til et endeligt Antal 

J.i'arver v h Stk., idet mtm først ud tager en rød. Delgraf el.lo:c 

en som kun indeholder de øvrige h-1 li'aMrer; i det r!idste 

Tilfælde udtager man dernamt enten ~m grøn Delgraf e11or en 

3) Beviset benytter aabenbart Udvalgsaxiomet, men dersom den giv-

r1e Graf bestaar af eller J ndeholder en PunktføJ gø kan d et 

res konstruktivt, idet man ved hvert Valg af aj hJot tager 

det første Punkt som opfylder do ønskede Krav. 

4) Det er rimeli.gt - og ogsar1 vist t1.f Ramsey - at; der gm1dt?.r'"en··,. 

delige 'Cilnærmelser" til SætnLngen af 1'ypen: Hvis mrm har en 

flerfarvet Graf med et st_Q.r_i ~n:t_aJ:_ Punkter, da kan man udta.ge 

en ensfarvet Graf med et ret Dtort Antal Punkter. JVJen :numø-

rislce Vurderinger af de indgr:mende Antal fører til voldsarrune 

Vanskeligheder, som trods stort Arbejde langtfra er løst. 

Elf..~ 

l) Hvis der er givet uendelig mange Punkter i et euklidisk Hum 

er det muligt mulie;t a t ud tage en·;·,e:n en uendelig Delmængde 

hvori alle Distancer er rationale, eller en uendelig Delmæng-­

de hvori alle Distancer er irrntionale. 

2) Af en vi 1 kaarlig l•'ølge af .!Uementer Xp x 2 , . . • 1 en totalt 

ordnet JVIwngde kan man udtnge enten en strengt monoton Delføl 

ge eller en konstant Delfolge (man lader hlot for i <j tre 

F'arver svare til hhv. x1 xj, x1 = xj og x 1 xj). Mr:u1 be~-

mærker, a.t i (IR, ,,z: ) kan dette Hesulta:t let :::1es d j_.r("Jkt(~, men 

derved lHmyttos Jimsup og liminf i dc-:!nne ~)truktur (!). 



re~ ud komne) mat em:::~. t L n k c V <Drkr:r, 

D refererer til not;r:;n anclen !Joe; i D, eJ ler sruo. r.'nllver l'og i 

D refererer t il samtUrrc m1d re T'·oger L D. 

Det er bekendt at den induktivt dc?fincrmlc Tnlr:nkke kan l)cnyttc:j 

t il Angive lue af Antal, n . .l tema rwm KardinaL tal, der paa denne 

l\'b~-1de bliver et afledt Ber:~reb, rnedcno Orrl inaJtallnne er det pri. 

rmnre (det sker, idet mtln .io er 1 :.nand til at bevinc den ofl.e 

ernplrislc lcor1stc1terede J{endst~er·ninp:, ~lt hvis rnn.n .fx() haJ ... e11 ;;trJhf?l 

NummerE>edler med l, 2, 3, ... O{~ Dmtter (,n fan t prm f{yp;r;en af hvnr 

af Drc?ltar;erne i et Cykelloh, san v:U n,:1n altid komme li.t;e lrmr·.t 

nP-d i Bunken hvordan man rmd fordeler :\edlerne paa Gyke1rytt~:rrte, 

og Tallet paa den sidst benyttede nir;es san at angjve Antallet). 

I Parbindelse hormed ltar man Oætninp0rne (idet vi lader JA/ ho­

tec;ne Antallet Elementer i rJfamrr,den A): Hvis en AJbilclntnp: 

A ,~;1. B er injektiv saa er /Al~ {B,
1

hvis den er nurjektiv saa 

er /Al~ {B/, og hviD den er bijektiv oaa er /A l -::: IBI. 
Disse Sætninger og deres umiddelbare Konsekvenser er Indholdet af 

de saukaldte Skuffeprincipper (tysk: Schubfuchpr., en6.: pleeon-

hole-pr.) som er fremhævet og med stor Succes anvendt af Lejo1Jne 

!J i richlt'?t (tysk, H305-l859) • I,ad o o nmvne et Par: "Hvis m~tn rmr 

f1ere Skuffer end 'l'ine i dem, s:w. rc~r no{r,le a:C Skufferne tomme" 

og "hvis UFmdelig monrr,e 'J1ir1p; er fordelt i endelig m~·tnr~e ukuffer, 

Ew::. vi l mtndst en af 0Jcufferne indeholde 1Jende1i.g manr~e 'rine:", 

1) (Variant af klassisk Oppave) Der findes i hvert Fald 3 Menne-

uker i Kølwnhavn Dorn har det s.·:~~1me Antal J!Gar pan~ Hov<'rlcd;" 



Bevis: Pernontallet er 

nom "normalt", 120.000 ::om (--drenptionelt ntort), or~ pnt.L ~: 

500.000 MenneDker i 200.000 f:Jkuffer vi.l mind~3t r:'n nf dr'I;J 

indeholde mindst 3 Personer. 

~~) J•'or at kunne skelne rne1lem n ~l.'iLfm1de maa der vmre mind~;t, n 

forslrellige Muligheder j_ lnforma LLonsrnateri_alr~t: 

a) Givet n JVJønter, af hvilke en f~:11r3k rned (Ud t) nfv i gr~nd e 

Vm,2,t. Uden Lodder skal J''~'m ved hø;jst p Vejninger pa::t r;n 

ligearmet ~:lkaalvægt :finde cl m1 f:th>ke og bestemme om d <'n er 

for let eller for tune,, Hnllver V c ,j n"i.ne; kan give 5 Hf~[Hll t. a t er: 

11igevægt eller høj r<~ :)]mal bmgest eller venstre :;J,aal tunr~ecst.. 

Altsaa 

2 . 3p _n <. . m 

(NB: DElt er uden Betydni.ne:; at l•'reme;anc;smaaden ved de nenere 

Vejninger vil afhænge af Hosultaterne af d<'' foregaaendf:}, 

Endvidere ses, at Betingelncn kun er nødvendig; for n ""' 2 

er Opgaven uløseli~). 

b) Et Personnummer bestaar af 10 Cifre 

f {!; h i 

De 4 første Cifre angiver en Dato, or_r; der er altsaa ca. 360 

M-uligheder for d(-)m; de sidflte 6 Cifre {~iver 106 )\';uligheder, 

men det E3am1ede Antal Mulighede :r bl i ve r kun c~ a. 33.000.000, 

da der li, Nummeret ør indbyge;et en Kontrolregel ('Pallet 

4a+3b+2c+7d+6e+5f+4g+3h+2i+j skal være delelig med 11; be-

mærk Bt; dette fx 8ikrer mod Omllytning af to Na.boc1frE-?). flJan 

ser at d er er et v j_ n t Ovr; rnkud i Fh, t. Danmarks BefolknLll{r,, 

JU(m del n f~lcal Systemet ;i o ogsan. kunne id en t i f i c e re (nylig) 

afdøde og endnu ufødte Personc·r og dels er med chm t'J,ivnc 
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okal der ;jo or,saa være J:llnd:: I.Ll statiotinke ~)vino;ninrrcr; ::tt 

5) J~thve:rt naturligt 'l'aJ fnr· "l. po:dtivt r''ii.Jlti plum, rwrn I 

'l' i talr3syst em et n h: d ves merl kun C i f r r' n C:.~ () or·: ] 

Olympiadeopgave). 

Devin: Ved nædvanlir; llivi:;jon rn(~cl n er dr~r I\ml r:uur"llcd 

for n forokell:Lee Di. vi rd.ormrnr:ter. mand L 'T'nU ene 

4) Hvis man blandt 'htllenc lt 2,, •• v ::'n lHlta.ger n+l ~)tk., 

vil der blr:mdt dem find e~:J to a oe; b, hvo.r B e;a:tr Ol' i b 

(det er aabenbart ikke t ilntrmlrke1 igt a t ud tn,ge n ::J t k. , 

idet Sættet n+l~ n+2, .... , ?u ikke hc:1r .Ec;ennkaben), 

Bevis: Ethvert naturlic;t Tal kan skrives paa Formen 

hvor u er ulige. Her kan u antac;e de n Vrordier 

l, 3, 5 ~ ... , 2n-~l O f~ vi put ter nu Tal med ::mmme u i nnmrnE~ 

Skuffe; der vil være mind s t ()rJ ;.)Jmffc med flrrn: .'l' al, Of:( 1)0 

af disse har J•jg;clwkabun. 

5) Hvis m::m har 9 I'lmkter i det 3·-dimensLonale Hel ta1::1f:i t ter 

JJ:.3, da vil mindE~t et af Linien!,ykkerne imellem dem indehol~" 

de et CHtterpunkt i 8i.t indre ( n.abenbo.rt (H" O l'unkter 'i k.ke 

nok, hvi1ket ~Jer:; af lljørnerne i en Enhednternin{';). 

Deres Koordinatdifferenser er li~e, o~ Porbindelneslinientyk-

ketu Hid t punkt er derfor et Gitterpunkt. 



af Pnnlcterne. For et tr·,·die 

Punkt p 1 - ~~ 

n~.~ J. 

oe AB , oe P vil der-

for ligge paa en af 

mange Byperbel{';r'r'nP rnccl Jlrænd--· 

punkter j A og n eller evt. 

paa )\1:Ldtnormalcn C'!l.ler en :.tf l{alvlinierne nclCrTx A elLer' U. 

Ciøreo det n;::unme nwd PA L ~)li.f. AH faru3 Lc;un er; 1)lldn1i,u;t 

HyperbelDyDtem, Of!, d e to Uynt elM? r l! ar i al t k\UJ end eJ i {'.L 

da et Keglesnit er bentcmt ved ') Punkter)~ medmi_ndr(~ r lir;.~ 

ger paa Linien AD, i hvilket Tilfælde Halvlini.erne tildr~ln 

vil fa1de sammen. T·1cn n:t·tr }'t.tnld.mmnr,dcn er uendclie, rnna 

det nidste 1'ilfælde indtr~d'fe, ors. ~'IDmp;drm er lineær. 

Tlevinct skyldes P.i·;rcWo, (1913 - ) . 

Tnd o E: videreføre Slntffppr:i n c i p p et med r' n mere generel 1\.fb il cl ni ne;s~ 

;-::ntnin,o;, som lønt udtrykt sir':cr at "det er muligt at anbrill{~c 

11'ing i ::ncuffer pan. ømJket f/la.ade medmindre det er artbc·nlycd; umu~~ 

li,o;t". 

Ldge::::om tld1 igere slwl , A f bPtegne 1Gemcmtta11et .l l'11ængdcn 1\. 

flt en 1\.:fhildning f af en J.Vlænc;de A er inj ekL i v kan aabonb~n·t 

ud trykkes ved at det for enhver enclclic; Delmænn'le> D. C A fO'lXo -~ (1 <; ·r• .. = 1\. >'h~- ...... ~· 
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Idet JVl og K er c=mdelige fllmn[~dcr v:i.1 vi bet 

f: M { ' Delmmngd er af (\J • ~or n E M har vi altsAa f(a) K, 

oe for en Delmmngde D e M sættus (som sædvanlig) f ) ~ f(a). 
a4:D 

Man bemmrlcer at f(DLJB) = f(D) V f( l~) og r1.t f(Dn F;) ~f( D) f) f(E) ., 

Id }r( a)/ betegner Antallet :1 f tncm("'!nter (j K)nes, at en 11 

bl.ldning ]V[ ~ K kan opfattes r:om en Afbi_lcln:Lng af c,vnnnn:vnte 

Art hvori /t(a)/ = l for alle a. 

Le1 Ordni 

f 
l f 2 dersom f 1 (a) f 2(a) for alle a e M. Man ser at 

f l f 
2 

medfører a:t /f1 (D)j ~ /f2 (D)/ for alle D[:; M. 

) : 

i K er det at ·--· ---- for alle D ~ JVI. 

En Variant af Sætningen er senere fremnat af Philip Hall, og 

den gaar derfor undertiden under· lnns Navn. 

Bevi.s: At Betingelsen er nødvend i 1':': er l(Lart, thi ~1om bemalrket 

gmlder for en Injekti6n f at )Dj = /f(D)/ for alle D M. 

Vi skal vise Tilstrmkkel:Lgheden. 

IÆ1.d J!' være Mængden af de f for hvilke /D/ :;; /t( D)/ for alle 

D ~M. Saa er Problemet aabenbart at vise, at ethvert Element 

i F som er minimalt ved "( er en in;jektiv Afbildning M -~K, 

thi da F er endelig vil ethvert f majorisere et Minimalelement. 

l"or et f E. F gmlder {D\ = [f(D)l for visse (evt. ingen) D 

y og dersom det gælder for 

(~ Dl () D2 (og iøvrie;t Of'~Sau 

D
1 

og :o
2 

r.-3aa gælder det for 

for D1 U D2 ), idet 

/Dl\ + \D21 = Jnl U D2l + !Dl n D2j ~ 
{ f(D1 ) U f(D 2 ) / + (f(D1 ) l)f(D2 ) j 

{ :f(D1 U D2 ) l + l f(D1 () D;J l 
~ l :f (Dl) f + {f (D 2) l 
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J<' knn f(:l) il.l\P 

v:nre tom da jo jf(a)/ 

nnro brjster. 

lfera:f ses for det :første, at for AtlJitEn·t a mnn der i'ili'i(''~~ et 

D 11 fo:r hvilket }D/:::: /:F(D)!, thi hvir::: vi n.ltid l!nvde 

/D/< jf(D)/ knnde i va:nrte Fald tllighed~.1tegnet bJive nmdret 

ti1 et I~igb.edotegn; endvidere Betl at Ulighedenø l\rltif;en uiu)r 

a' a (for hvis det eJorde det, viJde det jo stndj~ tilhøre 

f(D)). 

FU .. c:mdt de D a,hvor jD l::: jr(n)/ vLL der :ifølr;o X vwre: et 

mindst ø, :neml.ig Da = l"ællesmænc;den for d em, og d et paae.reld0nd<~ 

c tilhører altsaa ikke noget f(n'' med a' e Da' a' t a. Vi 

noterer, at J Da j :: j:r(Da) j. 
Nu var c et vilkaarligt Element af f(a), og vi har derfor 

f(Da' fa}):::: f(D
8
)'-f(a) og dermed {f ( D a" {a} ) ( = J f ( D a ) / - J :r ( a ) / 

== IDa j- /f(a)[ og da f' F m.' dette J Da' fa}[ = /Da l 
r:Jaa at )f(a)! 1. 

Dermed er vist, at ethvert )f(a)j = 1, saa f er on Afbildning 

Jl1 K, og da f E l-~' saa j n l~ lf(D)[ er det en Injektion. D 

l) r~oka1eforde1:Lng paa H.C.Ørstedinotituttet t11 et vJ.Elt 'l'J.dt>· 

ptmlct. Bt Dtudenterhold a kan p. G. a. sin f-ltørreloe, l·~ rav 

til 'P avleplads og In~::1taJ.la t i onor o. u. v. kun benytte en v LEJ 

Delmnmgde f (a.) af den EJEurtlede !Vlængde K af Aud :i. to er,, Hvi 8 

en Fo:rdoling af Mængden JVJ a:f StudentPrtlold skal vrero mulig 
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Hold skal der }{urme komme rnLnclst l:Lger;aa mane;e Audito~ 

2) };n Sarnline; .!Vl uf 1\aacl a med tildels de samme l"lcd1E:mmer f(a) 

kan ingen Delta~er optræde som Heprn:~wntant for mere enrl 

et af de gamle Raad. For at rtette kan gøres er det klart 

nødvendigt, men al ts~1a og~'w.n. tD.strækkeligt, at et vil 

kaar.llgt Sæt D af lia.u.d ene ~:-:ko.1 ho.ve J alt mJndst /D l for·~,. 

skellige Medlemmer. 

:3) "Æ:gteskabsproblernet": Mnn har to JV!mngd er D og P med 11 f;\') 

mange Elementer. Der findes en Del (venli~tsindede o~ 

gensidige) Bekendtskaber mellem Elementer fra D og P. 

Dersom blot enhver DelmængdEJ f D tilsammen kender mindst 

ligesaa. mange Elomentør fra J\ saa er det muligt at fore·" 

tage en Bijektion mellem Mmngd.erne, saalede::1 r-1t hvert d C": D 

forbindes med en ham bekend t p e :p. Heraf følger det (pEta 

Forhaand langtfra indlysende)) a t enhver Delmængde af P 

maa ogsaa ti:Lsammen have kendt mindst ligesa:' mange Elemen-· 

ter af D. 

Fra tidligere AlgebrakurAer er det bekendt at det ordnede Tnte 

gritet~1o1nraade (~,+, • * <) k:m udv:Ldeø til øit B.røklegeme 

( flZ, +, • , ) , s om vi ogr:aa le ;j lighedsviD skal betragt e. 

De vidt'lre Strukturer n( og fL. op; Punld; i.onslmren pa::-=t dem uka1 

vi. kun benytte som Hjælpemidler, men ikke for deres egen Skyld 

(dog vH} de b1 "a,. indga~.t i. fx Sætninger om Vurderinger af '[lal~, 

:.vnngder) . 
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l IntegritetoornrEtadc,t ( , t,,,) kendere: :1lle Tdenler, idc•t dot 

net op er Hoved :i d ealfH'nn (n) , l.1vor n ~ /f/
0 

( og cl c c 

8peciellev at enhver Uncler,rt;rupTJt) i den adclitivr:c Cruppr: r:r •:t. 

Id e al) • De :i.ldre~trivi e11e H ornornorf i "T er d er:for 1\ f b L J d ni n r~ er·"· 

ne af Typen + • ) , , ( ~~ -1 v • ) l ( n) ::· ( -1 .) hvor Bill .n j ~ . 1 

relation kaldels Konp;ruenEl modulo n cw. betet~ner~ (mod n) . 

Den er indført af Gausn (l/f7--H3'55) Hom det førcli;c 1:;Jn3c:rnp('l 

paa cm Ækvivalensrelation harmonerende med KomponttionoJ', 

,+, ·) er altsna en Hovet'J idealring, dens invert:Lble J~lcrnenter 

er {f 1} og en K1E1sse asE:oc:i cn·r::de <'r {!a} v og af (?rll,vor KJ nu 

E.le associerede kan vmJ ges netop Cm lteprmrlentc:mt /tJ ( oe: J'iluJ"~ 

t ip1tkat1on af saadanne Heprn:mcn tanter fører :Lgnn ti L Heprm1wn"" 

tanter i IN ) . 
For de ikke-invertible Elementer af /N g~ulder at ah :::: c 

l< a,b < c, hvoraf ses at der findes irreducible rnemenl;nr, 

nemlig i hvE~rt Fald det mj ndsi;t~ Ud<o~-invertible Bl(~ment (altsu.o. 

'Pallet 2). De irreducible lUemonter indenfor /N betee;nes 

11 };3j.rrrt~" og kan opstilles ordnet 2, 3, 5, . . • . 

llovedidealet frembrae;t af et Primtul p er et Maximalideal, 

hvoraf følger at den tilsvarende Hestklassering ( !11 ~ +, ·) er 
J - p 

et Legeme. Da et Maximalideal ogsaa er et Primideal vil 

p}ab ~ plavpjb. 

Da (~'+,o) er en Ifovedidealring gælder for ldealc~rne den 11 op-

stigende Kmdes Egenskab", som medfører at ethvert naturligt 'J'a! 

1\:a.n skrives ~~om Produkt af PrimtaL Endvidero tr,mlder 11 FmJl0'n~ 

maalsegenskaben", som med fører a t d en mevnte .Primoplømline: er 

ontyd:ig. 

Medens Primopløsningens Mulighed er ret triviel - den mindste 

Divisor større end l i et Tal vil sltj.d være Primtal - caa er 



ve:d lnclukt:Lon), hv:Lllwt fx l·;uklirl (36~i-~?7) (':') f'.,C'hr,) 1il.ke var· 

af største ftc1lcs Divisor for to Tal~ men ikke til ;,t vinrc 

Fdmopløsnine;ens Entydic:hc~cl, clen J'orud~3·'tt0 han tllnt ~>tLI.'.i. 

ct:de. Entydigheden blev før~d,n Gane; om L:11 t o{'; bev i :d; af Gau:w 

i "lJ:Lsquisi t Jon eG Ari t hm et L r~·: " H501. 

At Primopløflningcm er cntyciir•; k<m or·;sa:t udtryld\r·:~: ~)trukt;ur·en 

(/N .t·) er en fri Halvgruppe 1ned Pr:i mtallcne ~;om Jo'rernbrine;crc'lc~· 

rnentr.r, hvor Glosen "fr1 11 c;a:·cr pa:t at der ikk8 finden nor~c:n 

Identiteter q .~s mc 1lern cl r: n n 
u 

ll:llvr;ruppcm er abelsk o 

Punk t :L o n r.~ n [x] , 

Den pnagmld end e F.unktion er en Afb:Lld n ine; /R ~ Z, :c~ om t :L J c t;:.~ 

hvert x lader svare det Dtørntc:> br~1e 'ral mindre end eLLer lig .x> 

!<r~ t egnelGe: [x] = "den hele Del af x" 

[J] --~ l 

[\12] ::: l 

f· (2]- -2 
[n] --- j 

l"or a E 2'. C")r [x+ a] - [x] + a. 

x ·- l ~ f x] '2 x < [x] + l. 

3 

l~,}ij.H)~l: [x + ;\] -- det hele 'J'al ~.1om lic;ger nwrrnect V('d Y.~ dor; 

cl et otørote hvis x lige,-ør mj_d t imC>1lern to hele 'ral v thi 

[x + tJ = n '(7~) n ·~, !r 1§' x < n + !'. Øm;keu cl et hele Tul 

mormest x • dog det m.lndut.e bvi_D x ligger midt imellem to 

hele 'ral, ka.n man bruge -~ f:-x-d]. 



l> J + 
·~l 

1 
n J· 

Ved en pi "YJ.~f~E.11:Brti.Ilti med i(et't fors t n·! G en L:ivn L n r~~ hvor d er· 

t:Ll given Dividend D t!: )l O{': JJivL~c10I' d~ /N r~r blf(r~t Prl Ilt• l (;q)~-

lig .Kvot j en t q og; en Heut r, :-n.ta D :::: d· q 1 :c. 

n . . . ·1 ·1·1 . . . ·1 . . 1 l l~ D l ' . · l ' e n 12.:'C.l.El c.:~.J2Q_~..;;:_~i ]_o l2:J. :.:!fl~11}1; c r c C'll 'j v o r Cl .c:: ;·u ? d v l J. ' (' ; . 

neo at vmre ensbetydemde mr:d ut O :!· r <. cl. 

Vi bruger 10~'ra1Gsystcmct; l~ahyl on(~rne brur~tc 60--'I'alsoy:d,r:met 

(H.eminiscenser i l\1:i.nuL-ot-': :;e]mndi.nc1deline;cn af 'rid og Vinklc~r), 

O{:_'; andre - tildels blandede - Dynterner har vreret brugt, hvoraf 

der n.ndefJ Hemini.scerwer L for~:;l·ellie;c ~3pror•:. 

Ideen er norn belwndt, at man vælr~er et Grundtal g ~~/N \fJ.J, og 

sa:1 gæ1der Sætningen: 

l~thv~~l ~···-!l..flj __ gr_l_l2~...!1.~1a~Jtr:LY .. g s _J2.?l:~~;.__l."_Q.Eln!~!~ 

ll'LQ.E_foJ:_ teille j .gælcl§!.E: O a j "';; ,o;, ~'ndvid e re __ ar >· 11. gg 

omvend.t vil ethvert Ud_!-ryk af denne Art .f:...r~~_rpF>!_:LlL<LS!--cD;.,_~~f?.:r. 

Den sidste Paastand er indlysende, og ~et førnte ses let ved 

Induktion efter n, idet det rutbenhart f'':rcldnr fo1· n :; g, oc: 

for n > 1o; har man a - n ." [D]e:, hvor ~~Q]. er naturJ.i.,rr,t T:1l n 
o r': - .. {~ -



:Jom ::Jkrivemaade for 'raJJ et n lwnytteEJ B:ta det ordnede ;),:e:t 

a a J ••• a 1::t • r r~ _ o 

Velkend te Dætninger f rEt 10--'L'al;~~w::~ tE~met n 8i:i at h n ve t Ll. s v n rend(~ 

i g-TalsRystemetp fx 

(',n''llm~ Rest som dets 'l'værE3\lm 
e'_._"~--=-==~~· ,.--..,..,.......,~.--"-~=-"""""""-""---="'•~~-~-=-'---~='~·~« 

a -1 ••• +r::tJ +a ,, r .. o 

'1_1hi. IIomomo r·fien ( + • ) 
t ' 

(~?J!. 
1 

,+y •) fører g over i. Etelern(~n .... 
{':- . 

tnt, hvoraf Sætninr;en ses. 

Denne Homomorfi Jwn som beknndt benyttes til en :c>impcd. Kontrol, 

i JO-'I'alssystemet kaldet "Ni--Prøve", paa Hegninr;ers Higti1':lwd, 

fx rnodu1o 9 

23·38 

_.,.:t_llj__ + 6 

faas t il E37 4+114=988 s 7 16 • 

ligt Grundtal g: Hor O ..:. S ·d sæt t e o b1 = [t;S] , 
b2 = [~~.], 

og saa skrives S som O~b1b 2 .•• 

(' (' l" (>l o:::: p; d·- [td l _, - ·' ·~· 

Der gælder Sætninger sci;1: llvi s q gaar op i en Potens af {J'., saa 

vil 

v er 

.E 
q 
12 
q 

faa en endelig Udvikline; hvis q er primisk med e bli-

rent periodisk; o.s.v. 

Den konsekvente Brut~ af Decimalbrøker blev indført af Simon 

Stevin (nederlandsk, 1548-1620); iøvrigt kan man sige, at alle-

red e Babylonerno brugte "flydende Eomrna" i deres 2:abeller. 

De i Skolen indlærte Regne-
e d 

Elkemaer kan ogsaa umiddelbart a b e f 

anvendes i g-Talssystemet, fx c c d 
---~ 

viser hosstanende et Divisions- e d f 

e a e 
~--"."",~ 

d 
skema udført efter de sædvan-

lige Vedtægter (tvetydigt paa 



t.il at vwre O). Det er et J~luwmpel pa:t en velkendt Opr~avd.ypc', 

crst::Jttet med et Boc;st.:w, oe; forckcll:Lr.~e Bop:st.uv··r bote.cc,1wr 

forskellige Cifre; Opgavr~n er E;aa a t finde TlogDtrJVI'rnes C i.f~ 

fervmrdi og Crundto.Tlet e; (Vink til r,osni.ng: J'Lnd føn:;i; l·;,crc:n-~-

skaber ved d,e og g). 

d et lw.n ses af 
T\VO • ZJWU NCJ~'J!ING, 

som staar :for en MllltipJ u~ation i 10·-~'a1Gi'JysterrJ<'r; 1 oc: er en {';Ild 

Opgave fo:t"sa;:.tvidt r;om dt:n har netop (,n Lø;-·mLng~ rnc:n det er' nmp·-

pc mul.Lgt uden Brug :.:1f en større !Uektronrr~,n)WJYJC',nl\:i.ne at 1·] irPi~-

867 . 2057 = 1783419. 

') 1) ,._ 

at 

~)tort g medferer~ at 'i'rtllenc n lc:1n ~c;Jn·iv1•:J kortere~ men tiJ 
.fÆV'~.t..-

c; (mgPclcl :fac-1r mD.n Brup; for ".C .i f:fertegn, o r: ·-· l'lvad d er er vmrre --

rr:tn t'lkc:J.llwnne den "Li.J.!.e 1\.dd'LtionstabcJ" or~ den "lille· l''luJt,]---

l)er .findes dog exeoptionelle Hegnekunstnere som regner i l00--'Pa1s~ 

r:>ys-Lc:·rnet, hvilket tydeligt oes idet HacLts Cifre (L lO~'r:,in:--:yr:t.) 

hl:i.ver opsl<revet parvL1 (mrm de l'r:ef:d;ctt1oner mrm :JJmindcli,o;vi<> 

i31:t· paa ilyrellav~';b::tlcken o.l.;;t;, er ret orclimere), 

~)elve det at OJI~ikrive Ilc:·uLt:1L··t nf' u1 l·iultipl.Lknti.on uden i·,cl-· 



l. ;:1L'c;_:ul.LaLcJ' l1an i';vn'c'C' el't''l' ,Ji:J,'·.un::Jnw!.oden ud''l1 ., ', 
. '(j 

!"lV: 

(~~,-~~ .. -~ ~'"'------. ---~-"-----------------"---~---~---"'---·~----.. ,d' 

__ , -l ? ~ :~ )) J l ,, ( ) -~ '7 " ·:.,) /) 

flc·;~· <'-Jnd<·n Yderlighed er ,o;.-::: ;>, Uc:r finder: ku.n to l__; j frP., nr'rnl if'; 

O orr. l, o,'; dcm"lj 11e 'Cn.hel"er i nrlslu·mnlu::•t tiJ: J' l •-= l" 

I, r: i b n i z ( 16 ~ () --171 G ) b c ny t t c' l n 

llnrt1:3y::;tenn~t, c>e; cla han liclrtc 

:··.t frax:;!ce Jesuitermiss.Lomnrcr 

L :'ckinr~ var r;tødt p<la mJcl--

garl!le F.i.r·,uccr y d er rnnat t e for-­

l;olkeE: llom 'I'al i DualDY~' trc~mnt 

forr:;:::log tH:nJ at man 1avodl' 

c)n !VleclaLLle :>om hor;::::tancnclc,, 

(ler pa:1 en Gane; i?:i vr_::r Dwtl-­

·'';::i_.c!fnet og kunde bPnytl;e~:.; J 

, •:::::onEm :_-;om n1LLP.de pna Ver·~ 

r-;=.:7 og 5" 15 udfnrt L llu:tlc:y~~tr.::::t;l.; fonJ~ 

o r~ h ''n ::; ( ·1 a t j n i n e r e d e ) T n ; t l al e r~ o r; 1\ a r e L 16 c) 7 . 

l ,'11 
Il!, c].\r<:JG har ø Det indga.·1.r O{~.·sn.n L talrLc:e ~;p.Ll 0/ l~ L Lr;nend e 

"Talkunst '': J ") r_) r( (_J l l ' ~-) ]_r) 
' J. 

lf :.>j f5' i !-J VJ J l\ c HFnl·;ker det ''! "' () 7 lO l l l/i l r, 
-- > 

L ) l. 

ar d :L g vnlgte Tal sto.a.r 9 11- 5 6 7 12 1'_3 l~ l") 

OP' 
C) :J c:; g skal s:Lge dig hvad 8 C) lO 11 12 15 Jilf 15 

'rallet er, 11 

Ji'ac:L t: Summen af Ha;kl<ernGs Tlr',o:yndf:.~J~Je~;tn.1 ( ') 

(hvorfor ?) 



J\APT 

T clr~n finde:; r:nLydi,r· <W ·.!Lid 

111111 i g J'rjJnopl Øf> n inr:~ 

h v o r alle p. er rrimtal o r·: <t l l<' 
,) 

o(. E: (f,/ (i r'n De: l i"orhin·l·! l ::er· 
l ,, 

ordnet; or: at Bk~~ponerrl;ernc 

• == O; om 
.J 

af T:1] l://V , o 

Vi har "Gaa~op·--llelationcn", c~krevrd; r~r~d ~'rw:net f , c1r,fi.nercL 

vr:d <:lt .~l C • l1 ·~ 'l r• ~ ~ ' -· l • ~ 

enhver multiplil\:~l;Lv ~3tr'lll<.t.ur). 

l' c f l e x i v , d (J .'1 \ :1 

transitiv, da a jlJ" b l c a le 
r:u3 y tn m c t r i s l\ , d a :1 J f) 1\ a 1 1 > 

J b { rt 9 

det er alU1an r:n reflex1v Ordnill 1 ~~:n:la.tion paa /N; den r•1· l\un 

Af Pri.mopløDnine;erne 

') L- '7 
L 'l ) 

a 

1l 

--

·-

P o<J . 
l 
~l 

p l " 

:J.) h~ a11e 

,, . 
. ' 

lferaf føle;er Le;en, at der <? 1 Dhltercr r~n 

(a,b) :::o 

<:{.A 
p. .l 

.l 

, id e t a l b 

t< r . ·p 
r 

l r . • p 
r 



Vi benytter her Betc,r•;neL~en tX -1 p til at an-

c;ive det rnindf>te af 1rallcnc O\. og f:l, og <X V(J. ti.1 at arw;ive 

det størEJI;e af dPrn; den afkortede T~etcgnelse {a, b} er en acl 

lloc Iletegnelse kun t.j1 Bruc j_ dette l\ap]te1, drm rummPr en~ 

c1 og nmppe alvorlig -- Hin L ko for f•'orvc~ k;:;ling med Mamgd cc;ymhr' let, 

or; som det strakf3 vil frcmgr:til lnm d en hyppigt nndvmres ~ end e Lie; 

minder vi om at Betegnelsen (a,b) jo ogsaa benyttes om det 

af a og b frembrac;te Ideal .indenfor 2, men da det netop er 

frcHnbragt t:lf deres stør::c1te f:•dles llivtsor lmn det mnppe medfrl')re 

uheldige Konsekvenser. 

I d e t ( o< "' j!. ) + ( o<. v fl ) --- o< _, ,ll u e s , R t, ~ a , b ) • i a , h} -· a b , 

r3Dt=J. ~a, bJ"l = ~~bb . 
" \<t,u; 

De nuwnte H e sultater viser, at na:tr vi benytter som Ordning~c3·-

fmlles Minaranter har et største Element, nemliG største fælles 

lh v :il3or for JVJæne;d ens rnernenter, og lVJrenc:d en af cl(·'res fmllcr~ JVi~l-~ 

fc.r-:11eu Multiplum). 

Prirnta.llene er netop l~'linimalelemcnt~en·ne i /N \f l} ved Gaa.-op~-
n() let t j_ 0/lt)Jl. 

x9.Es:~~t i_oner_llQ___L..L..L_..9_~-s __ {~~LL.52l~ f a t :t es. s QEl1_J<:o_l!lJ2 .. Q_§l.tLg!J~e r~ 

J~t}~!1f?L .... /i~_::..-)( Naar vi ree:ner med dem kan vi ent(m direkte bnJ{~e 

deres begrebsn1æssige Definition eller vi kan regne med Bxponen-· 

terne ~. i Prirnopløsnin~en for Tal a. J . t 

}.(?.~l:~ o si t i~-~,9-~__{_,~_L_Qg_J~-~r_JJ.L~-)-ll!J2Q_t en t e.L.E.'tll a.§:.~Cf-~,J;l;J ___ :-:_: __ ~'l. 

c~r:;_ .. ~{ at_~ a •. De er ko!J2~;~tiVP:.02:.:Lt!i.aa ~J?.L..::::_.JR..r __ ::l.L.2/:: .. 



:'\i 

De første Paastande er evidente, o(': <1r~t ~3id~5te oN::mn idet ban.de 

( ( a , b ) ~ c ) o e; ( a ~ ( b , c ) ) f) e n a t t:Hl{T, i v c d e n s t ø r r3 t e f :n 11 e rJ l 1 i v i D o r 

J'o:r· a,b op; Cr oe; amJlorr,t med fa,b,c}. 

>ti.l29: v i_~J~ e r ~~~L~ f~~ ma~9;.:\:.. ___ iS:l:J .. !? .. L. == '?- <~~-ji~:.Y.lU"_:::__l?_.::. )(' 

Smtningerne understreeet v i s e r a t (.IN , ( , ) , { , J ) e r c n 

tl1e;e1Jraisl<: ~)truktur af don Art som kalden "lattice" ( 11 Ver1J<:J.1Hl 11
), 

endda kommutativ. 

ger af de nmvnte Bgenska.ber, idet fx (a,(b,c)) = ((::~.,b),(a,c)) 

fordi begge Sider er lie (a,b,c). 

er begrebsmmssigt svmrere at ind so, men følc;cr let hvis mnn b e--

tragter Exponenterne til P.i, idet o< A((' v f) :::= (~A~) v ( t'l( AJ) 

(rj_e;tigt, thi p.G.a. Symmetrien mellem(! oc;d kan vL antan:c 

A y QO' san. er bo.,.cre Sider liP,· h.r A v). on: den ti.lsvaren<lc~ 
,.. (j ' () - ~ . 'l'>t.' ' - " .(J ' t.~ 

rnnd A og V ombyttet. 

~g§lJ. eJS:.~eJ;:..:_ 

({l2,8f,{9,42}) 

(24 ? 126 ) 

6 

? 

{(l2,Y) ,(12,42),(8,9),(8,42)} 

r ~ l 3 6 1 2 J 

6 

.Q:~_sæ~~rmOJlerer 11}~-~J.....J?K.l..-t~J_J __ Q_au_~t_ 
~~-l~_,~_si __ ~J2J. d ) og __ :::?~~~. Beg re brmJtnD El i p; t, 

er det klart, oe med Exponenter er det hlot at (tf(, ~f}A{;f,:fq"f.}rnedf0~-
ror («."'J) ((!AS) og analogt med v. 



l"lultiplika-Li.onen er og~1aa ~'n Kompoujtton pao. /N, oe; mod de· he~ 

nyttede 11øtec;nelser vil J>roduldet all faa J~xponenterne 

)1L\3} t ~l?IJJca t i o n e ll.J2_r k ~s~J.;j__y_~_c)_Ll_ a ~0.. o c_ i a t i y __ gp; __ ~: ~o Jl~It~::J,~= 

.tiCl!22KL .. :l).l2:!'11l~ re :r:_~ m~2222J~i~~':J::'l -~j_gl__~-----acJ_bd~-

Li2~]-d e r h L9 ... -~~..5ll?.La c . 

l'1ed Exponent er følge·r· d(> t af at o< + ~ A :5) '"' (~-tf)!\ (o( ·tJ) op; 

d8n ana1oc;e med V 9 og c1et siclote r1f nt (3 :f ,d/ <Xi'f! ;i t<-tJ.I· 

Der1mod er ingen af de tre Eornpositi•HlCI' clintrirluLive m,ll.t. 

1''\uJ. tj_plikatj_on: 

(:?,2•2) * (2,2)•(2,2), 

{ 2 ,l <) 1 :;<'.: { 2? 1) "f?? 2} 

(Add:Ltion er jo h(c'lJer il·:l-::e di.ntrilmtiv rn.H.t. fvlulti.plikntion., 

fx: 2+(2·2) ( 2 .. ! 2. ) • ( ,').l, oC'). ) o l l t ) t t ' ~ 0 1 _T __ , , og nnn cunce ·r·o Ct0J r>V~i)r a,; ,.J.r\(8 

'Ht Komposi.·Li,(m -;)( HOrn pan. n<._
1 

er dLntr.Lbuti.v m.H.t. 1-,uLtiTlli--

kation, altsaa n *Cb"c~) == (a:Mr b) •(a c); en trivj r.'l T1øc;ninr~ 

fx thi saa er 
F) 

( U\ G •,}<(o ) 
+' ' ' l ' .1øn n tnger, 

'hl o t isomorft fHllede ved i'iXpnnent ialfullkt i.rbnnn af ( fR 1 + ~ • ) v 

orr, her er • d]std.hutiv m, il. t. +). 

Cl om tidli.gere nmvnt er d c t r r: For:1pocJ i i. ioner ko ble t vc:d 

(a,b)·{a,b} = a•b 

og det er derfor muligt a t undvære rregnet ~ 9 } , omend d c~ t Domme~ 

tider kan sive uprakticke Udtryk. 

~lmempe~~: 

Vi har {a,b,c}-- vi en t (;n kan om c: k r i ve t i l 

-- ({a,b},c) 



abc • (a,b,c) 

eller vi kan omskrive rteL til 

• c abc abc 

' c) ( r.t b~ ae, b c) 

1·1C)il Exponentcr har vi altf3aa IdenLL tcternc 

()(V/i·''' t:;. v(i"f"-.-.f-?-{tX.I\('!t-"l{) ·- f(K•~(lJ·~·{tl(-'j')·t(jZ-''td)] 
hhv. t~<. "'/~ v Jl .. t>< + (1 ·~ (J - f (K -t fi) '" ( oc <4· J') A ((3 '+"d)] 
(da der er ~--:;ytnmetri roel Lem -::i.?(! og J' kan man anta{';e 

og saa er et direkte Bevis for Idnntlteterne ret let). 

]~ad 08 angive et rar mere konkrete I<onfiCJ\vem;er af d•-'n entydige 

Faktorisering: 

'l ') 
. l. J!or n,m e./Ner ,'l/7:.:[11~· V '" hel eller irra tiona.l • 

1'hi antages \rm = a/b (u:forkortelir;), :faan a
11 = m·tl? 

bla.n, men ctrl. (a, b) = l maa b vwre 1, saa n/b hC:!l. 

J~~ .?) Hv:Ls f!~ ikke er en. Potens, aJtsaa O' --b 

hvor ) :::: 1, Raa er for n 6/N 

- log n/log ~ hel eller irrational. 

(Altsaa: Tallene i en sædvanlig Logaritmetabel er irratj_onale) 

Thi antages log n/lof~ ~ == a./b ( u:"'orkorteL't,r.;), faaf:\ 

~'.laa at b gnar op i aLLe Exponenterne Jj_a, ..•. ~~a :L 

}'rirnopløsnin.gen for g a, men da (a, b) = l maa b \hlire l, 

saa a/h hel. 

Al t det hid til omtalte er kun Konsekvenser af den entyclil1;e Prim-

opløsntng, og er a.l tsaa. egentlig kun en Und erDøgels o af en fri. 

Halvgruppes Struktur. 



Dloso af Multiplikationen urlledte Kompositioner er saa k~blet 

med Additionen ved den distr:Llmt;ive .Lov mellem + op:, • r og Gom 

en Konsekvens af denne har man at 

(a,h) j a- b 

der som bekendt er Grund laeet for 1'~ulc1i(ls Algoritme. 

Af Hensyn til en senere Anvendelse v11 vi vic:e n.t 

n! 
n> k ~O, 

1Jla11et paa venstre f:LLde kan or;saa nln·Lves n • (n~l} 1 og er a1tEH:1H 

et. hel t IJ.'~:J.l, Vi v· il føre nevLwt ved J.nd uktion e:ftf~r k 9 O{'.' for 

li:: = O etaar der "t>lot n J n, hvilket ~>temmer (som altid er 0!:::::1); 

for k:o::l staar der ·::c1 ""l"/!l1 ~:;:>rT j { n,n-1} hvilket ogcaa stemmer 
.. - " \ r '· . • , 

(tdet n og n-"1 er prtm1nlce, saa fn,n-1} ør lig dereEJ F'rndukt). 

Vi Rntager nu Paastar0en gyldig for k-l og alle n, og vil vise 

}U-' ln.tionen som dtm Dtaar mul k og n. Med k~ l og n har vi 

J {n,n-l, .•. ,n-k+l} 

do. - • (n-k) J { n-·1, ••• , n-k+ l, n~k -~ 

og vi benytter nu Ileglen om at (a) b)l'\{c \d) 

v i dere at en fæLt r~~::: }'aktor for a og c kan trmkkElS ud en:for f, } -
Tegnet; dermed faas 

hvor Højresiden netop er den ønskede. Nu er {n,n-k} lig 

og (n,n-k) v :L l gaa op :L k, saa {n, n-k J 
eT et Multiplum af illll::!U_ 

k og indsmtteA dette kan det tr;;nkl{eS 

su~nen med den foranstaaende Brøk og det ønskede er vist. O 



Up1n trtviel! <~ Løsninger llrtr vi aabenbart x .Y -- vilkaarligt po:Yi~ 

y Jøvrie;t bernrerker JK1n, at xc-:::),y:-:-4 er Lønning? da 
r) 

Il c:." V n d 

~>er man 

x v 
•-' 

h<::r man 1 y., 

l x·(l+ ~), oe saa er 

"" na:Jl(.;d es n.t 

c··:_lcJ' 

1-l'vi.::l n11 2, skr\.ves uo:u urorkortelig Brøk :Jkal ztlt~'laa ba.ade 

l + 1 -· 
z 

op; x a 

L]_Jhøre opløftes don første til k' Potens o~ den anden til 

skal Produktet af dom vrore ratj_onalt, og 

opløftet til Potensen hor 



ka,1 ba ~ kb gt:nncmløbe det af a O{': b frcmbrac:tc lclcn.l (a, b), o,r~ 

:1 J t r; :-eta untD.ge Vmrd Len 1, n:::1a a t ( 2--~1-J-2) oplc~ftet mor1 !~;xpom:n-

a + 
a 

t er r;::.ttional eller med :mdre Ord: clnn uforkortc.licr: fil''''k 

mna vmre en b'tP J'otc:rm, af J•'orm .LD_:~~F91bJ idet T:r:L­
n 

lr'ren aobenlxJ,rt er ~~tøn·t:: r~nd :;mvnr•rt•n.. . Dc:t nu a+ b ::::: (n Hl) b 

o e: a "= nb k<.Ul vi udvU·le cft1'l' ;:Lnumi:1lformlr·n or•: fu:1r 

b~·· (n+d)b·~nb = hnnll-·l,d+ 

cl "·' l) , saa at ~; n r o t !1 r: 1 L 'i1::U .• 

TnrlsD;ttoc c1ette n er m:'.n n.t x O>'': y v i cl\ c lir~ blive~ r r:1 t ionaLc, 

(J ·' 1)z ,'1 X :CC. . ,. r' l 
L' 

( 1 ·l J ) c', + l 
/o 

o (f 
1 .• 

LcJct z', gennc:nlør•er /N . !!i;:J.n ;ir:r, <1t Lørm:i nr~ernc l;;-o1werr;crr'r' mod 

c fra højre og venstre. 

l) Pornn er indført /A{ r; om Fletegnelse for Antn 1 l~;t af !Gemen~ 

ter i on l'1amc:,de A. 

2) Vi har ogoaa indført H ""-b og a vb Gom Iletee:nelne for 

hhv. min a, b og mtu a, b. Ds vi ogsa~.1 benytter Tegnene A 

og v' rm;d don nwcJv::ml i {r,e lletydninc: :fro rJorrjJdwn kan Cl n r op--

staa tvety1l i{~G ~)i tua L i cm er, :~on1 rrnn 1\Hn vmrr:c ~::·Le; imod mnd 

de fornødne Parenteser; fx kan a = b A c < d forstaas paa 

to Mnader. evt. kan 1 id t ~>tørre ]\~el lemrum klarr~ør0 f!!PnJnr~~·n, 
t 

.,.)) IIvir, (a, b) == l ~iigt)r v L at a Of. h er prLminl\e. F'or rnc' r·c 

end to T.'J,l a, b,c,.,. kan det vn;r·e sikrere at sige at do c;r 

11 uden fælles Div:Lsor 11 naar rnnn mener at (a,b,c, ..• ) 7 ·1, 



'11, 

a, ll, c. • • er 

(b,c) = 

net med /{ , irJ,,t 

(,( 
p ? f)il<.l .. : Jlr LrntalcJ p o t <'Ylf> 

Primpotcnuerne fra b 1 
:.:: Pr t mopl~~i>ni n t:;; heraf r~ es at H e Ja t l o·-

non er transitiv, men den v i L ikl<e ;~om (]a~I-Op--1\eJJJLlonr:n 

give Anlednin{'; t:il en lntt'u:r~·-:~Lrukl;uro 

f(vadrattal større end l, e l ler wed anr1 re ( lrcJ rtt a r;cr l'ro·-

Hvis hvor nllc o(. > Cl, kan man evt. 1w·­
.l 

tec;ne p
1 
.•.. ·pr room den "kvadratfri l\erne" nf n. 

(,) :!t.unmatinrwindices (or: 1ndtccc: vr~d Jlrodul<tc1:1Jlrlt:1:::r:') løbr'r al~ 

t1cl indenfor /N, (medmindre .'lndrl·, ur1tryld<:e1ir·:t er bema~1·l~et), 

og saa med cl e yd c~r1 itzr:rc J: n.tv C-\Or:1 man\; te v·r:re anført, i\ t 

rnan llyppi.c:t rnc1dcr ~3umrrwr ;:orn formelt er uemh;lige>rnr'n l1vor 

Leddene er O fri:} et vh>t Trin c;aa de <le facto c'r ende1 Lr~e; 

kan ikke genere (det er en un~)dip;t komplicerende lJva.ne n.t 

man{~e Porfattere under et 

at anføre de InrHccG f'or hvilke Leddene f)r O), 

'f) Ved Angivelse af Varia\;iom3.intr>rvuller vil vi llypp.ir~t lv:~n.vt·­

to den praktiske lntervalr-1ln'iv0maadr: med [,J o.f~.v uden 

indenfor JR. !·;)wernpc1: Ved JlivLs.ion med n vil dr:n rn·Ln·, 

ci.pale D.ivis:i.onsreDt lir.-,:e L [o, n[. 



e) Binomialkoefficienter 
(

''l\ •. i 

b) l .•ror 

a O eller b < O eller b > a. Denne Definition vil aJ.-

d.r1g gi ve VEmskelie;hcder, Of': d et er det som man nat ur l i,r~t 

faar, hvis de inde:aaende FakulteJ;er erstattes med r -Flmll:·-

tioner. EkscmpE~l til 6) oc; n): For n t;.jN er 

(n\ 
\:i) 

.i 

8tnttes /N \ { 1} =:/N 1 , saa er IN 12 = { Dammensatte Tal), og l\'læne;den 

fP af Primtal kan saa besternrneEl ved Formlen 

fP :::.fN' -/N' 2 (idet v& benytter den r~mdvanllge mcrivemaade 

Al3 ::: {ab: El e A, b E B}) • 

Fra Oldtiden har man en induktiv Bestemmelse af Primtallene, 

n~mlif Eratostenes' Si (E. 276-194 f.Chr.), Der bestaar i at op-:-> "'~~-..=~=-=-... ..,~.-.."__, ___ _ 

L'lkriv(~ /N'~, understrege det første r11al og fjerne alle Multipla 

[lf det, understrege det førn te ilcke fjernede, fjerne alle f1ulti-

pJa af det, underst:cege det føn3te ikke fjernede, o.s.v. 

11 Il ,~ · · 

og de understregede Tal er saa Mængden af Primtal. Man ser, at 

dette er en inelukt i v Besternmel~1e af iP ved Formlen !P =/N11 - JP /N 1 

hvorved altsaa er oenyLtet at /PIN' = fN~ 2 , hv.U_ket JO ogsan er 1 

fulo OvHrensstemme.lse med a t IN 1 = TJ> U (P 2 U IP '3 U • • • • 

Vi har: Hvis n ikke er de~e..Lig rned -!1C2.t.:;.~_j?rj_~l §: {[i1 saa er n 

et_ J!rim~_§-1; Beviser for det er velkend te, og rnan ser, at det er 

i :fuld Overensstemmelse med de ovenfor angivne .Bestemmelser af 

TP. 



Vød HjmJ.p heraf kan man bestemme l'rimtaLLene sa~1 lanp:t frem corn 

man ønslcer, og d er find er; t ry kb: 'Pabe l ler over Primtallene op 

til ( ih\rnrt:fald) 14.000.000 op; pa::.t Mar<netbaand har man 'l'abeJ ler 

over dem op til Størrelsesordenen 109 . 

Bevi G: Vi konstruerer en voluH=mde Ji'ølp;e a
1

, c1.
2
,... af ind byrd es 

parvis primiske Tal. Ethvert af dem maa saa have sine eBne Prim-

divisorer, og der maa derfor vmre uenrlel\g mange Primtal. 

VL 1::lmtter al 
a') 

c 

a-z 
j 

a 
n 

-

, __ 

== 

:::: 

2 

al + l 

11
1

a
2 + 1 

+ 1 

!Vfn.n ser, at hvis d Jam , i:3aa vil v L for n> m fau Resten l lw ]G 

vi r'l ivi.derer d op i l] 
løvri~t giver Beviset mere, =(a 1-l)·a J +l 2 a -

· n·<L 

oluLter v:L ved Induktion at an 

a 
__ r) 02 ( 02n--l;' 2 -

l-L L f og Vi har lL -

11·--- 11·' -

(det e;ælder for n "'' l da 

Følgelig maa der findes 
n 

rninch;t n forskellige Primtal mindre end 22 , men vi skal om lidt 

udlede langt stærkere Resultater. 

n!+2, 

clclelie;e med bhv. 2, 

n!+3, 

3, 
n!+n 

n, 

men Primtallene kommer til at ligge mere oe; mere spredt jo længere 

man gaar ud i Talrækken, og i Virkeli~heden er Længden af det 

primtalfri Interval Jn!+l,n!+0 "under Middel" fordi n! er et 

meget stort 'ral. 

11 :L1 Gengmld synes det at fremgaa af 'rabellerne at der findes Par 

af paa hinanden følgende ulige Tal som er Primtal, sankaldte 



11 :Jaa lan,n;t wl nom det <>knl vmre, ornemel de hJl-· 

vor temmelig sjældne, 

Eksempler: 3-5 .• 11-13 .. 41-~3 .. 2309-2311 .. 10016957-10016959. 

!\'Ian er ikke i Stand til at hov L:,; at d er er uc~nd e lig rnan,c;e af dem, 

men man kan vise at de - i.nrlenfor Primtnlfølp;o11 - ihvertfald man 

hlJve ret sjældne. 

}b:Jcken 3 ·-· 7 ·- 11 "" lCJ - • . . i'ortmPt ter l.tcnd el i,,~t. 

Ilevin: Ideen er don samme som verl .Hevlnet for J<:uJ.li.ds Smtninp;, 

idet vi konstruerer an Pølp;e af indbyrdr!O parvis primiske Tal, san 

hvert af dem maa have ninc ec;ne I'rimc!ivisorer; dP.suclnn indrro:!tter 

vi dot ~~aa hvert 1'a1 er af J<'ormm1 4h - 1, Of': det mlw derfor have 

en Primdivisor af samme form (idet de ikke alle kan være af for-

men p= 4h +l), og dermed vil Beviset være ført. 

Vi r;mtter [l l 

a'} 
<-

a .. 
) 

a 
n 

-· 

--

= 

3 

4a1 - l 

4a1a 2 - 1 

A t d e er parv:Ls primiuke saD ganske som i d et for-riee nev j E: ( oe; 

or~naa her kunde Beviset 1)enyttPs ti.l at glve en grov kvantitativ 

O. ' 

Der findes ogsaa uendeligt mange Primtal af Formen 

mon det er ejendommeligt nok noget sværere at bevise, og vi man 

udskyde det lidt. 

Dec.imod ser man, at ruRtl paa tilsvarende Maado kunde vise at der 

f:i.ndes uendeligt mange Prinrto1 p = 611 - 1 (idet hvis et Primtrll 

større ond 3 ikke er af denne Art, san vil det være af Typen 

p o~' 6h + 1), men det e;aar il\ke med nogen Tal større end 6. 



D(: r;_,ovn L c~ }{e c; n l t a t er r; .r 

lVian bar ofte prøvet at an{';ivc Flmkl;i.oner f:/N _,fN, saDJcdr'C1 .'1.t 

r( n) bl :iver Primtal, ente· n f' o r alle n, eller i !wc J't; Fnld r· n r 

'l 

f( n) tl( ~ .. ". n +- 17, 

n : 1 2 3 4 5 6 7 n 9 1 o 11 12 l :3 JA 1 5 16 1 '7 
""''~""'~~"F<"O<"'"'~~~ ~~"""""'"'"""__,_,," .. ."-~~------· _________ ... ==-<--=">-----·----~~·T~----" 

f(n): 17 ll) 2) 2C) ~)7 4'( r/3 7:5 n') 107 127 l!)C) lT) 1'1') ;•27 '? 1 . .'7 

m1t urllp:vls er dc.lellg med. l?. 

L!:1~e:_~;}_.fgl;y_J10rQ..-i~l_:·:: rt
0

+a1n-1a 2n.?+ •••• ·1 ahn
11 .Jh2:iD~_;t_1__fJ~Qi.J2~ 

!L~:.i1L<2-~J:.l:t.tt_~_I:"1Z~?:J~~f21:-.r.L.! /N0 ( a t v i lad e r n ~ fN 0 i . ~)t. • f . 

n (/\/ er jo uvæsentltrr,t). 

P.eviJi = Indtrekte, Værd LernP f( O), f( l), •.• , f(h) E: ::Z: , op; ud fn1 

dem bestemmes Koeff:i.ci.enternc a ,aJ, ••• ,a1 vccl de smdvan1lrr.c o .. .l 

Determinantformler (altuc:w Polynomiums1ntcrpolatJon), hvor•n.f sen 

:,:;(; a ,a.L, .• o,a1. E: Q 9 dfTNl Jo'mllcsnmvner knldeE; JVJ. Endvirl.r'rP 
o . l) 

er L fø1ce J<'oruclsmtn ing a
0 

-c f (O) et Primtal. 

~~.·1a e:r 9 for j E- 1/'J, 

aahrmbart heltallig og dc?lelir; med a
0 

(da ethvert af Ledd,~ne llar 

disse Egenskaber), og Værdien f(ja M) er altsaa ikke noget Prim­
o 

j -l ( ~ t f d h · t d l · .·J' ·.tn. n J· l!V _; J ' .. n~ cl ("11 e r 8·. ) • ~a.. unu ,agen .or e ø,Ji:.i en e . .1.g mange . l _ . . 
0 

~m: At f er et Polynomium nom afb:Llder ;;J:' '71 }t medfører iklie n.t 

. "J;~· . (n) 2 ~li p! 
f E .[[x]. ~·lod eksempel= 2 == (n--n) /2 afbilder LL. 1\1

0
• 



J'IJn. ': 
, .•. , 

at etl1vørt Polynomium fe JLfx] fr0rn13t i J ler ucndr::l t,··· 

nwnv,e Jll'i.mtaJ for n E/N, medrnl ndre det or 11 aabenlyst unruli,•,.t", 

lrvor de C sid::;te betyder, n.t Polynomiet ikke maa vmrc reduci heJ t 

over (man maa alt:Jaa hver l ' ;, tl.:nnc trmkkr'>. en fmllec Talfak ~.o c 

(:Jtørre end l) 10 af Koefftcienterne, aller kunne skrive f som 

J'rodukt af to .Polynomier af lavere Grad), o,u; endvidere i3IGil llø,j·· 

posJti.vt. 

vil medføre, at der finrlf':' w·nde~-

lig mange .Primt.31tv:Lllint:er, men man er overhovedet Ll'ke i :~tand 

til at bevise d·.:n undtar·:en for (~t F'ørstee:raclnpolynorniurn, hvnr don 

som nævnt i det mc)ntnke 'L'Uf::nldr (xlm) er v.Lnt n[ E11~\Jid, or: i det 

ildu~---moniskE: ( dx+m) af Dir:Lchlot ( :WYl). 

Det er klartvat det at d(~finere en !•'unktion f ved "f(n) · d('t n'te· 

mtal., J•'or n.1: 

l-,(·1; Vi sætter. idet det n'te .Primtal knldes rl , . n 

')n 
A -~ p. /lO' :::-' C, 02Cr)OOQC)0000000700000000000000llC!C', , • 

n 

(Do: innlorne fra de J'orslcellLe;e l'1'Llllt;l,l vj_l aldr.Lr: r~rLbe ind <lVi'J' 

,,n 
son1 forrm vj_st er p

11 
< 2c ) • Saa er 

r 2n~l ')n-·1 r· .,n-1 
p. :::c } lO· · (JOe ·A -· l 10' • 

n ~ ~ 

JJcL er l\_lart at dnr ikke er opnaaet noget, da A lnm kende~; I1V1:~; 

rrnn kender alle .Primtallene. Mmnr';dcn af Delføl,r~or nf naturlige 

~\~l har Kontinuet s I·Iægtito;hed, saa en vLLkaarlig Bijektion mollem 

cUsoe l11ccngder vil lade Pr.1rnt;:Jlfølcen svarn ti l et re()] t Tu·l, or: 

::-~aLt krm rn;:nt jo r:odt ~-:;ige at llr.:t "rummer alle I>rirnto.lfølc:<;nr~ 

Hernmel i r.~heder". 



)2 

Til Angivelse af P:t:'i.mtallene kan man benytte deres Antalfunktion 
~ 

f~9nf2lL_~JlJJSJ., der defineres YRd 

P <x f:!. 

l (Antallet Primtal x) , 

( Bogstav·et p skal her som overalt i det følgende betegne Primtal). 

Det er aabenbart en monoton Trappefunktion med Spring +l i Prim-

tallene ø Et Par 11'unkt ionsværd 1 er er 

1f(l0) = 4, Tf<1oo) == 25~ 7fo.ooo) = 16s. 

Euklids Sætning udsiger at "'JT (x)_, for x-+ og den ved Beviset 
n 

angivne Størrelsesvurdering gav endda at 7T {22 J n, d.v.s. 

noget i Retning af a t 7T (x) > lo e; log x" 

En triviel Vurdering den anden Ve,j er at Tf (x) <. X 9 og om lidt 

vil vi benytte at for x ~4 er /T(x) x - 2, hvilket ogsaa 

umiddelbart ses at være rigtigt (se Fig.). 

Vi vil vurdere St.ørr~~ n 1T<~~..,S2J?.§:Q_Q1LE~, n &/N. 
Q.Q&t Vi vil vise at Størrelsen er mindre end n n Ti(n) 24n 

--
l l 24 24n

1 det skal ske ved Induktion, og man ser 

umiddelbart at det er gyldigt for n<. 4. 2 2 28 

3 9 212 

Lad os nu antage n ~ 4, og at Paastanden e :r· 

gyldig for alle m < n. 



for n lige 
Vi tager , saa vil Binomial-

for n ulic;e 

koefficienten 
n(n·~l) •.•.• (m-1-l) 

1·2• .....•. (n~m) 

i Tælleren indeholde alle Primtal p Intervallet jm,n], og 

de kan ikke bortfor~ortes med Nævneren, da n-m < m+l. Derfor 

er TI 7f(n)- 'IT( m) (n) ~ p m m • 

pc~Jm,ri] 

~)cnntidig er 
(~) . L (j) (l+l)n n 

== -- 2 1 

J~ o ,n] 

og da nu 
n Tr(n) __ (n/m) 7T(n) • TT(n)- Tr(m) 7T(m) m • m 

faar vi ved at benytte at n/rn 2 oc; Induktionsforudsætningen 

m 7T(m) < 24m~ 22n+ 2 r:w.l!Jt at 1T~ n) n-2 at 

n 7T( n) .,<::: o 
Nedad: Vi vil viset at n 

7/(n) er større end eller lig 

D 2_n-1 = (1-'-J_)n·-1 ~~r l1'r:: o 'f d Stl n· · lko ·f:t'' 'l. a _ , ,_ . ,.Jummen cL e n c •. 1nonna. _e_·- J_c ""'· 

(~nter ( 11j 1 ), saa er 2n-l n· t1
}/) , hvor lnkl) er en max-

imal blandt Binomialkoefficienterne. Men ifølge Eksemplet S.23 

vil (n-1) n" k gaa op i {n,n-l, ••• ,n-k). I Primopløsningen for 

denne sidste Størrelse vil der aabcnbart kun kunne forekomme 

Primtalspotenser som er mindre ond eller lig n, og Antallet af 

dem er højst lig 71 L'"'.), da der il\:ke kan forekomme nogen Primtal 

større end n i dem; etltsaa er Størrelsen majoriseret af n 7T(n). 

Kombineres disse Kendsgerninger ses at nrr(n) 2n-l. o 
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l~ o r n >2 er n-l ::'» n/2, saci at 
-:::: ... 

2n/2 n 1T (n) 
< 

;/l n n > ') 
- J - c ) -

og tager vi her J)ogaritmcr o,rr: dividerer med log n faar vi 

7{(n) < 

Med naturlige Logaritmer er loc; ;: ::" O, 6931 •• , og vi faar 

n l 
7 
.) ToS:n < Tf(n) w<: 3 • 

Uligheder af den.ne 11.'ype 

er vist af Tchebychef 

(1821-94), som ogsaa 

kunde gøre d et med et 

mindre Interval mellem 

Talkonstanterne, fx 

Tf'( n) 

fr<:msk 
nyere engelsk 

f/fathem.RevieH 

tysk 

russisk 

Autograf 

rrchebychef 

ellebyshev 

()eby?'tev 
liS 

Tschebyscheff 
'"-JoG h! mon. 

l' - .... 

~~//-'A..-'.' _-­
___, 

0,8 < 1,2 for n tilstr. stor. 
n 

log n 

(det er evident at vi J Hegninr;erne ovenfor nogle Steder kunde 

have vurderet lidt skarpere, men l<'ormaalet var kun med de simplest 

mulige Midler at faa en kvalitativ Vurdering, gyldig for alle n. 

Med nogle trivielle Regninger kan man iøvrigt let se at 

er gyldig ogsaa hvis n erstattes med en reel Variabel x, x 1 2; 

for x< 2 gaar det naturljgvis ikke, idet saa Tf( x) = O, medens 

x/log x endog gaar mod uendelig for x 'i> l). 

Vi skal senere komme tilbage t11 den berømte "PrimtalE:'~~.: 

som udsiger at 
TI (x) 

1 for x 



men det er eJendommeligt nok et væEwnLlir,t dybere liggende Hesul-

t a t, som kun med Brue; af langt ~> tærkere l/ jælpemidle:t' (analytiske 

Funktioner af kamplex Variabel) blev vist i 1896 af Hadarnard 

(1865-1963) og de la Vallee-Paussin (1866-1962) (uafhæne;igt af 

h]. 1a .. ) ~1 - r ' .I - .r u. e 1) " Væsentlte;e :~;implifikationer af 13evinerne kom i 1930' 

erne (Brug af Fouriertransformation), men i 1949 skete det scnsa-

ticmerle at A tlG S eJ bnrg ( 1917 -~ , norsk) gav et tt elementært" Bevis, 

d.v.s. et Bev:is som nol\: var teknink indviklet, men ikke benytter 

dybere Hjælpernidler end at det principielt km1de benyttes f~orn 

Specialelæsnine i Gymnasiet. 

Tchebychefs Resultat var forbavsende, idet det med smaa Midler 

kunde opklare noget som man tidlie;ere havde r1:gnet for inacces-

sibelt. At der tilsyneladende gjaldt noget i Hetninp; af Primtal-

sætningen havde man allerede ca. 1800 (Gauss, Legendre (1.1752-

1833)) faaet Formodning om ved OptællJng i Tabeller. 

fl. f Vurderingen sef3 speciel t 9 at i Middel vil Primtallene komme t il 

at ligge mere og mere spredt jo længere man goar frem i Talrækken, 

saa der er intet forbavsende ved de lange primtalfri Stykker. Idet 

ses at "Gennemsnitsafstanden" mellem to paa hinanden føleende Prim-

tal af Størrelse som t vil være af Størrelsesordenen lag t (da 

dette er Abscissetilvæksten svarende til funktionstilvækst 1). 

Lad os vise, at .§lli~;r.J..J2:1J:!l:t.9J~~r mindre el}.si._.lQ .. ..ænge ~Q1:2.­

gaa.m;de (hvoraf følger, at der for ethvert n findes et Primtal som 

i Decimalsystemet skrives med n Cifre). Vi skal blot vise at 

7T(l0n) > /T(n). Vi kan antar~e n >lO, i.det PaastandE:;-n umiddelbart 

ses at gælde for n ~10; endvidere vil vi for Simpelheds Skyld be­

nytte de lidt skarpere Vurderinger fra Beviserne paa S.33. Den 
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ene Vurdering giver n/log n; den anden Vurde-

ring giver T/ ( lOn) >, log 2 ·· ( lOn~l) /log ( lOn) 9 og idet n > 10 

ses at dette sidste er større ond 9 / 2 · loe; 2 • n lop: n flom er 

større end første Vurdering. o 
:Paa tilsvarende l'1aad e kunde 11 chebychef med Jine skarpere Vtu'de-

ringer og lidt mere Re~ning godtp:øre det paa hans Tid opstillede 

havde en vh1 Interesse for Smtnine;er om endelice G-rupper). (Vi. 

kan bemærke 1 at selv den cilrtynel<Jdenclc r:;trBrke rrimtalsætning 

ikke forhindrer at der for ethvert positivt ;t. kunde findes vil-

kaarl.igt store Par af p::1a hinanden føle_;<:;nde Primtal hvis Differens 

opfylder Pm+l - Pm 
1- f!' 

pm- c.., men udfra forbednc'!dG Hesultater 

ved man at dette ikke kan ske for helt smaa f). 

Vi har ovenfor set at der er en vis Forbindelse mellem Primtalteo-

ri og Binomialkoefficienter og ::!tørrelsen {n, n~l, ••• , n--k} . 

Faktisk vil det senere vise sig, at {n 9 n-l, .•• ,2,1} betragtet 

som Funktion af n (og optrædende und<')r en anden Betegnelse) er 

aldeles afgørende for Dtudiet af Primtallenes Fordeling. Vi benyt-

(bevist 8.23) 9 medens vi af prakti-

ske Grunde ikke brugte den tilsvarende Vurdering den anden VeJ 

{n,. •• ,n-k+l}j(~)·fk,k-1, ••• ,1} (lidt sværere at indse og at 

haandtere) .. Vi kan i den ForbindelE1e ogsaa bemærke at 

fk,k-1, ••• ,1} \{n,n-1, ••• ~n~k·f·l}, hvilket er klart, da ethvert. 

Tal k vil gaa op i et blandt k paa hinanden følgende 

hele Tal. 



Binomialkoefficienternes l 

iøjnefaldende Deleli~heds- l l 

1 ') 
L. l 

1 3 ·~ .L .. . 
-~ 

./ 

ee;enskabe.r fremgaar dels 

(som foran benyttet) af 

Udtrykket for dem og dels 

af deres Forekomst i 

hvori enhver ('n_ ) eT 
k 

Summen af de to oven-

over sta~:lende. Fx er (idet p er et Primtal) alle (j) -­
j t:: Jo,p[; delelige med P, hvl.lln~t bevirker at der i :Pascal's 

'rrekant fremkommer en hel ~r re kant af Tal delelige med p. Se Flg., 

paa hvilken den indrammede 'l'rekant har Tal delelige med 5; under 

Rækken (1~) opstaar to tilsvarende Trekanter o.s.v. 

Davt<i~~Il ( Gould, 1972): Lad os betragte en Binomialkoeffi­

cient (~) og dens sekrJ nærmeste Naboer, fx l~) ::::: 56 omgivet af 

0 paa Pig o ovenfor. u~= l) (nt~1) c B 
Situationen er tegnet ud ( ID\'~( ) ~'l_ 
og vi vil benytte de af-' k~ l) (~}_A'\k~l D~ p -r'A 

(
n+ l) 7n+ 1) , ; 

k V{+l E F kortede Betegnelser an-

ment er Summen af de to nærmeste ovenover har vi A = F - P, 

C = P - B og E = D + Pt hvoraf man ser at A,C og E og trivielt 

ogsaa P tilhører Idealet (B~D,l'\1)); af Symmetrigrtmde kan mcm 

lade de to Trekanter bytte Roller, og vi har derfor (A,C,E,P) = 
(B,D,F,P). Af Udtrykkene for Binomialkoefficienterne faar man 

(k+l)A = (n-k)P, nC = kP og (n-k+l)E = (n+l)P, og trækkes de to 

første fra den sidste faas P som Linearkombination af A,C og E; 

altsaa er P 6 (A,C,E) og analogt P E (B,D,F), (AvCPE) = (B,D,F). 

D 



Taleksemplet: Omkring(~) fans (70,21,84) - 7- (35,281126). 

B t._J:~l.-122:.~L.!L!:::.~.~~~tJl}=:.l!:lltal __ j} v i s _gL:,_lcun~JlYJ- s ~~d eJ~ .... :L?T~.~a~::-.. -::: .. ~--61~:::;::~:::_:::,::-_ 

• . / n \ n.l . 
~~@:3.;:~ . .212..2:. (3n:~p)· 1·an oe:r', at BLnomi.a1koeJ'ficienten ktm er 

ulig O fo:r n~ .(p/3,p/~~J, san det er ku.n cU~\se n som har Inter­

esse. Hor fast p vil de panp;m1d ende· !Hnr)m L:llkoefficienter lig,cr,e 

paa en ~)kraalinie (HæLdningen uafh:rngLg af p) i raE:calr; '.L'rekant; 

paa Ji':Lg. :forc:u1 c~r te{·;net Skrc:wlini erne sv:1rende til p -- 11 og 

p= 13, og man ser at de fl:inondLllkocffir•ienter ,.::;om de møder er 

delelige med de i; t i lGv:'trend e Hwlrkenumrner, i Overen::::;r:J t' rnmel~;e med 

at 11 og 13 er Primtal; Linien for p = 12 ligger midt imellem og 

møder 1-·10-l, hvor l··'raJ lorne i l: k e lmr J•Je:enr1kaben i Overens s t em-

melse med at 12 er sammensat. 

Bevis : V :L har n E: fp/3, p/ 2]. 
t... ~ 

Jj (i) = 1. l) For p - 2 er der kun n = l; Egenskaben opfyldt, d~ 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

For p > 2 og lige betragter vi n ~ p/2; B:Lnom:Lalkoeff:Lcjenten 

bliver lig (n) c.c:: -l. ~i0~'1 ikke L:r dele]_J .. ;.r, rrJE'd n. n -·, - ' . 

For p = 3 er der kun n = l; B~enskaben opfyldt, da 

For p> 3 og delolie med 3 betragter vi n= p/3; ninomialkoef­

ficienten bliver lig (8) = l, som ikke er delelig med n. 

For p lig et Primtal > 3 har vi (n,3n-p) = (n,p) = l; af 

Udtrykket for Binomialkoefficienterne ses at 

( :3n~-p) • 6~~-p) = n• :z 
( 

n'-1 J 
)ll"~p·-1 

hvori begge Sider er positive, 

da 3n-p >O; da nu n er prim:L~.:;k med 3n-p ses at det gaar op 

som ønsket i Binomialkoefficienten. 

Hvis ingen af de forrige rl'ilfrnlde indtrmf:fer vil p være s~Jm~ 

mensat og ulige og rw.ve r:n Primdivisor q €: J 3, p f; vi betrae­

ter n= (p-q)/2 som anbenbart er delel:Le med q, saaledes at 



vi h:J.r q<lft\{(n og ql1/{n~·qy hvor haad(: t><, Of~ (!> er por->i.ti.ve ( j_øv~ 

rigt er :L llvert f·'.sl.Jd ('n af cle1n lir; 1). Den Dinornialkocffj_~, 

cient vi :::Jl<:al betrar;te er Em::=t (3 ~~-~-p) := (P~2n) -::::(~J VL 

bruger nu. Eksemplet fra :;.?j ifølr::c hvi1kot n!/(n~·q·~l) !<1! 

som er 1 ~Li g ( n~-q) • ( 11
) c:n.ar op i. 

\Cl, 
r_l n "l 4 -}· " c'nt+-1 J v l ~,. 9 • , o p l t ~·q ? J. l •C: ' v t~ 
~ 

sidste :fmlles Multiplvm vLl q kun 1<;Ft:l on i Yderleddene O{!, 

merl J~ksponent hllv. Of'; /l ~ f~n.a 

l~ik::;ponenten Il(.", 1 Of~ da q f3/Jn-·q 
gaa op med en Eksponent V' 

Størrelsen indeholder q med 

sos at i {~)kan q højst 
.. q 

(C< ; vfr .. f!) z:(c<~t~) v O 
o om er mindre encl n ,f):anr ikke op j (n)· Q 

. q ... 

Til Dlut kan nævnen en vinl, ~.;ndnn ubc~v\r::t ( lLS?.~_TDB·l}, 1971 ) : 

I•, o r ethvert a fttl)Nv b E fN
0 

findes P-n Bi;j ektion f: Jo v nJ ~l!> ]b~ b+r:il 

for hvilken (n,f(n)) :=:l for <.tJ..le n ~Jo,aJ. PiJed andre Ord: Idet 

skal det være mulit:1:t at bytte om pa:1 Ta~llerfe:i.ktorerne saaledes 

o. t Binomialkoeffic:L enten bl i v er :=d~revet ~wm et Jlrocluld; af ufo r-

kortelige Brøker. Eksempler: 
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III v + 9 ' ) ' 

Naar p er Ed; PrimtaJ 9 E1<1a er som bekendt (J:~) et i'·laxtrr'lalideal i 

( ,+,•), og Kvotientringen ( 

Det har p ElemPnter. 

Men øthvert Ijegeme l'ned p )_<jlemcnter moa være a:f denne 'rype, thi 

det har Karalcterist.UI. p O{j r;r L>it ec;et Vrimlegeme ~ oc; dette er 

netop af denne 'J.lype. Og d et f:!'Bld er endda c:J. \; enhv(~r n :Ing mod p 

Elementer er ~f denne ~ype eJ.ler nf Jen trivielle Art, hvori alle 

Produkter er O. Thi Ringens additive Gruppe har p Elementer og 

er altsaa isomorf med ( 

f A. p 2A ~ ••• , (p-l) A, pA:=O f, 
dukter (hA)· (lcA) O for 

,+), d.v.o. Ringen har Elementer 

og hv1s A•A O sen at alle øvr:Ige Pro-

P-l' hk~ saaled e c; at Nulreglen gæld er, og 

det medfører som bekendt for en endelig RinR at den er et Le~eme. 

Undersøgelsen af (~p,+~ •) bl i v er alk;aa samtidie; en QnQ;.ersø_geJ:§e 

~l.~_Hi,!1g~-~rn(=jd~J2.~ J<i~I~~~ . .Q!> Hvis Elementtallet :L en Hing ikke 

er et Primtal er der langt flere Muligheder (alene af Hinge med 

4 Elementer findes der 11 forskellige ikke-isomorfe ( !)). 

JUsmenterne i 2"p er Restklasser modulo p~ og vi betegner dem 

A eller ([i), hvor det sidste ~3kal betyde den Restklafwe som in­

deholder Hepræsentanten a t= Jl:. Specielt bliver Et elementet E 

lig CD og Nulelementet O lig @ . 

For en Bndomorfi (homomorf Afbildnir4~ ind i sig selv) af den addi­

tive Gruppe (;æ- ,+) gælder, at den er beDterot ved Billedet A af 
p 

E, idet jo saa 2B vil afbildes i 2A o.s.v., og heraf ser man u·-

middelbart at den addi.tive Gruppes Endamorfiring bliver isomorf 

med Hingen (,Zi' ,+, ·). Den eneste Automorfi af 
p -~"~~~~.-~-~-~~.~~--.-·~~ 

,+,.) er Iden-
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~ti:Le~~' idet den h:Ldrør(JJ' frct c·11 Endomorfi af den addJtive (;rup·~ 

pe ved hvilken E ganr over i ~. 

Mængden af invertirlle Fac:;menter t~·c '\,{o}. or~ den beter:.,ncs p . - -

(som sædvanlip;) 

Ifølge Lagrange's Sætning ( T ·1 ··r·~ ( ·1 (3] 7 ) er• ·,L r[ "Y' ... Jo .. ) ) ... ... ) t ,,L_,,, 'c n a. a for ethvert 

IVIu.1 t:lpl1cer-es med A J':u1~.1 

og vi har altsaa som anclen Form af St:etnjngen: 

Fermat angav Sætningen 1640 i et Urov til Fr6njcJ.e, og han har 

utvivlfJomt ha.ft et Pev in, men dE;t 1wndeE1 ikke o Det første 

publienrede Bevis skyldes Euler (1707-83). 

Da Sætningen er saa f1u~amen~a~ skal vi give endnu et Par Beviser 

for den~ ogsa.a fordi forr3ke1.Ligt) Bevir:;er e;iV('!r Muligheder for 

forskellige Generaliseringer. 
~~l kl. 

~J~L I den endelige Gruppe (Æ p , ") vil Multiplikation med 

A afbilde Klementmwngd en bi j ekti vt pa.a sig se l v. Derfor 

- TF (AX) 
K~Yi,. 

og idet Gruppen er abelsk 1-, p·~· J ,.-/ faas X = A ·· X, hvoraf ved 

Tf p·~] Division rned X faas A- - = E. Det var altsaa egentlig 

et Bevis for J,agran ge 's Sætning i abelske Grupper. Q 
l'/; 

Idet Leg~met (~ ,+,·) har Karakteristik p gælder p 

(A+ B)P o:: /\p+ Bp 9 thi i BinonUD.l::udviklingen er a1le de 
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j 
l i./'; O 1 d n ( f; o rn t L dl re omt:;lt) pf(~) 

fo:r J er /\ f b i 1 d n i : J' ·: , r: 

x X<P 
\. i:niiOiiJOi'[i :'tf \ ' ., t 

0
,+ 1 ·),, O{'.· tue 

l 

den fnrer E OV(~C J E i!l' (j,;[·, r;mlcla C;Jl fln'r,()))if)J•fJ.1 ~l.lk:>:::w [clen-~ 

t:Lteten 1 snh. l\ p :.c !\Q n 
JVied e11H d e ,·i 

t·. e An:~rcnrl er e i 

·t' (l;_,)'1---1'1·1_0)._. \li vil vi:;e 9 at for a JA/vil 

-1 . ..,! 'l P.,.,n 
• . l l Cv c.~. r J'-'1 9 hvor lV1 er en 

peri.od:L~3kc; roed f'erLoden py ,;,Lt~:~aD. f( n) ::: f(n+p) ,. Antallet 

idet man indenfor en rerio-

delær~~e, fx for n 1 p·J, h:'i.r a i'1lulirrhc·cl\H' for hvert f(n). 
·' 

. .,.P .. - c<.j.,. ·t' r, .. ·1 " j·., L ··~t øvrJ.ge c •. ""·d ,J ,,,t,, . •:.l c 1- u \u r 1,cw e :Lod e altsaa p. Disse 

f S:.:lmJer vi nn i Kl;:t::-;;sc:n·, idc:t. l''tmktioncr r:Jorn kun gr:w. over i 

hinanden ved en 'i'l'8nE:;lati.on i iU'f);unlE'ntet puttes i samme Klas·~ 

se; derved \T:L1 hver I\la~-o:3e kornmc til at :Lndeholde p Stk. f; 

a.Ltsaa gælder p j B.P·~·a" D 

~+, •) er lwrrnnutattvt 9 or~ vi kan nu benytte den 1\endte 

Teori for rolynomier over dette Leverne. 

vi faar: For alle X Cl er l E c-= O; dette Polynomium har 



a. l tr:.>::HI n lle A O som Hnclcler, n• vL har dcrfCir 

E 7T (x -~ i\) 

f\ n 

q ul1p:e, og 

u om et rolyHcn::j nrn 

tagen hvis de'cs CiracJ •"Y' dt':lelir rnec1 q···l i hvLll-;eL Tilfælde det 

kan antage en et':entlic· v~cnli (n''i'lli,r·~ hvU\ detc; Frcmstilline; ved 

Konstant g<:"lnge ('n Potenu D f l<ørJdcrnec~ l'roduld.). 

I vort er q ::::: p. 1Jd tryk t i '7/ 
./L" sir,er det ovcmsta.acnde 

at 

s 2 = 1·2+1•3+ •.• +(p-2)·(p-l) er deleli~ med p 

undtf1{~~el1 ~fo1· f'::.:::> i 1'lvil1\:et ~ei.li·a:lde s,.):= ;~ø 
'-

(modulo p), men dets Grad er jo OBSaa netop p-1. 

Hesult<J.tet om at Hødclcrnes Produkt er lit\ ·~E kan med netep:nel~ 

serne fra udtrykkoE'l v ed 

Wilson synes kun. at have haft dem ~>om en ernpiri.sk :.3ætn1ng. Det 

første publicerede Bevis skyldes La~ranfe. 
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Ved en ~a,isk Kongruens modulo p forstaas en Ligning 

+ •• o + A1X + A . o = o, 

hvor A(X) er et Polynomium~ ~p[x], d.v.s. at alle Koefficienter­

ne .Aj ~ .æ;, og hvori man søger J;øsn.inger X indenfor .2'p. Dersom 

A ;j - med a j E- ';l og X = (i) med x E :tf, ser, man, at Opgaven og-

saa kan skrives 

thi hvis man har et x som opfylder denne Ligning vil hele Restklas­

sen = X aabenbart ogsaa gøre det, og dermed være Løsning til 

Ligningen foroven, og har man omvendt Hes·tklasser X som opfylder 

Ligningen foroven vil de bestaa af Tal x som opfylder Kongruensen 

i Ifølge den almene Teori for Polynomier over et kommutativt 

I1egeme har vi saa: En Ligning s om ovenfor, A (X) = O med Ah :F O, har 

højst h Løsninger x1 , ••• xr, og A(X) kan skrives som 

(X-X1 )~ 1 
••• (X-Xr)~r.B(X), hvori B(X) er et polynomium uden Rødder. 

J!,ormuleret i '2Z faas 

o (modulo p), p ,f ah, har som 

~gsr~ de et Antal Hestklasser modulo p 2 højst h Stk., og 

ill&~e.J2,ræs en tant er for Løsnings,klasserne tag5t1..: x1 , ••• , xr, 

~~ha~~?. koe[!)cientvis Kongruens -.a.~ 
tJ{, t>( 

a( x) ( x-x.,) a. H • ( x-x ) r. b( x), hvor b( x) := O er _gden Løsninger • 
.!.. r 

~b xP Vi bemærker 1 at da vi i ""'p altid har = X,'kan vi altid redu-

cere en Opgave til at v-ære af Grad lavere end p. 

Løs 
x13+x4+30x3+16x2-sx-40 a O (mod.ll). 

Her kan x13 erstattes med x3, og endvidere reducerer vi Koef-

fieianterne til deres numerisk mindste Værdier modulo 11: 
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Idet x = l opdages at være Rod kan man dividere med (x-1) og faar 

(x-l)(x3-x2+4x+7) + 11 O 

eller 

og her er x = l igen Rod i den store Parentes, saa det kan skrives 

(x-1) 2(x2+4) = O. 

Da x2 kun antager Værdierne 02 :::: 0,(:!';1) 2 =1,(!2) 2=4,(!'3) 2=9, 

(1"4) 2=16:7,(!5) 2=2553 ses at x2+4 aldrig kan være kongruent O. 

Opgavens Løsningsmængde er altsaa x æ1 {mod.llL· 

Det kan være praktisk at udvide Kongruensbegrebet modulo p 'til og-

saa at gælde en større Mrongde rationale Tal: 

Lad (/)_(.P) være Mængden af uforkortelige Brøker a/b, hvor p ('b. 

l\1an ser umiddelbar·t, at t/. (p) er en Ring, ægte Delring af de 

rationale Tals Ring. Idet ef betegner Homomorfien ( Z't+, •) 

(;?'p~+, .. ), udvider vi nu Cf til en Afbildning af rtJ(P) ind paa 

~P 9 idet vi sætter Billedet af a/b til q(a)/~(b). Afbildningen 

er veldefineret~ idet hvis a/b = e/d, altsaa ad = bc, ses let at 

cp(a)/Cf(b) = tf(c)/'f(d). Det er en Udvidelse af Lf, thi 'f{a.) ""';t 

qCa)/'f(l) = cf(a/1). Det er en Homomorfi, da Produkt gaar over i 

Produkt: f/(a/b)•C((c/d) = ('f(a)/'f(b))•(<f(c)/f/'(d)) =f/(9.),(Ø(c)/(f(b)i(i(d)'; 

::-.: CfCac)/<{J(bd) ="f(ac/bd) og paa lignende l\1aade ses at Sum ga.ar 

over i Sum .. Værdimængden er stadig :&'P, og vi kan altsaa for et-

hvert a/b ~ 'bl (p) finde et k 6 J; saa a/b k (modulo p). 

Ringen ti!( (P) er paa sin Vis simplere end ( Z':+, •) , idet det er 

en saakaldt 19.kal Ri:gg, idet samtlige ikke-invertible Elementer, 

alts.aa alle Brøker a/b hvor pja, udgør et Ideål som altsaa trivi­

el t maa være lVJaximalideal (og det eneste saadanne)., og er Kerne 

J> for tp .. 
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løvrigt kan man bemærke, at det foregaaende egentlig er en gene-

rel algebraisk Konstruktion: Der er givet en kommutativ Ring 

(M~+, .. ) medEtelement og hvori Nulreglen gælder, og en homomorf 

Afbildning 'f af denne over paa et Legeme K; Homomorfiens Kerne 

er et Maximalideal I. Ringen har et Brøklegeme, og i dette tager 

vi nu den Delmængde M(I) som bestaar alle Kvotienter a/b mellem 

Ringelementerne for hvilke b tf L Vi de.t'inerer Cf (a/b) som 

q\a)/c((b) K~ og det ses let at være en ve1def1neret homomorf 

Afbildning JVI(I) K., hvis Hestrl.kLJ..on t1l M er det opr1ndelige 

d( ø Afbildningens Kerne i JVI(I) er BrøKerne ajb, hvor a € I, 

b f, I, hvi.lket netop er Mængden af iKke-inverLi ble .b:lemen·ter, 

og denne J.Vfængde er al tsaa t r 1. Vle.l t et Maximalideal (og det eneste), 

og vi har r·aaet Ringen udvidet ti.l en"lokal Ring" M( I). 

)~øs x2 +x + 2 o (modulo 11). 

V l !'aar (x + 1)2 7 og da .. , - 4 er højre t> i. de 2 - 4 - = 
!'.!!.l. Altsaa x + 1 

2 =- ±l, og vi :t'aar Løsnj_ngerne 

{ 
l 6 2 (mod.ll) 

-~ 4 

Kontrol: (x -6)(x-4) :::: x2 - lOx + 24 :!!! x2 + x + 2. 

Førstegradskongruenser kræver ikke mange Ord, da vi er i et Legeme .. 

Vi har: El!:Ll]ll:§iE;graaskongruen.s~.E s b (mou .. pl.2 hvor p.fa 2 har 

.§Q}lLJj~l~~ngd.~ . .netg,Q_en R_estlQ.asse poayl9 l2• 

EJJr s _e m :fl.§l : 
22 x 12 (modulo 17) 

1 1 Metode~ Man kan prøve med x s. l, 2, 3, .... , 16; et besværligt 

men endeligt Arbejde. 
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2 1 Metode: Vi har x 12/22 og i Brøken kan vi nu forlænge 

og forkorte og erstat te '.ræ1ler eller Nævner med dermed 

kongrtwnte: x =. 12/22 :: 6/ll 6/( -6) = 
3' Metode: Vi kan bortskaffe Nævneren v.Hj.a. Fermats Sæt-

ning: x ·~ 12/22 = 12·2215 - 12·515 :::. 12•1255 E 
c ..... 

4·22 12&6:; - 12·6·36.:: 
== 

'::1l 16 (mod .17). 

4 l Metode: Vi kan bruge Indextabellen 8.47: 

ind x = ind 12 - ind 22 = ind 12 - ind 5 = 13 - 5 = 8, 

og ved at gaa tilbage i Tabellen findes x æ 16 (mod.l7). 

Bijl~r-q,ensopgave~: Opgaven xa =: b (modttlo p), hvor p fb, 
kan umiddelbart oversættes til Indices og bliver til 

a•ind x E' ind b (modulo p-l). 

1) 

2) 

3) 

x4 ::::::: lS - - (mod.17) bliver til 4 ind x 6 (mod.l6), 

altsaa 16 /6 - 4 ind x 9 som aabenbart er uløseli.g. 
6 15 (mod.l7) x bliver til 6 ind x ::æ 6 (mod .16) , 

altsaa .16 16 - 6 ind x= 6(1- ind x); her kan forkortes 

med 2, og det er ensbetydende med 8 /3(1- ind x), som 

igen er ensbetydønde mød at s/1 - ind x, altsaa 

ind x 
{ 

]9. (mod.l6), eller (mod.17) 

For hYilke b har x4 b (modulo 17) LøEminger ? 

ornskr1ves til 4 l ind b (mod.l6), eller ind b = 4,8,1~~,16, 

hvoraf fa as b ~- :t l eller b=. :t4 (mod .17) • 

Alt i alt faar man nedenstaaende Sætning; Beviset skal ikke 

dr:;tailleres 9 men fremgaar af Bksemplerne ovenfor (man bemærker 

ogsaa at Problemet føres over j_ Kongruenser modulo p-1, som 

normalt er et sammensat Tal, og saa.danne Kongruenser skal vi se-

nere betragte nærmere); dersom xa e b (mod.p), hvor p-f'b, siges 

at .Q_ er ~~:.:t22~~Q.11lo .Q. 
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t er Antallet af restklasser 

lig (a,p-1). 

Udtrykt med Grupper har vi: en af a'te Potensrester 
~ 

en Und ,·), og er altsaa cyklisk og er af Orden 

(p-~1)/(a,p-1) • 

.Endvidere kan vi bemærke, at Summen af de a'te Potensrester modulo 

.Y12__være deleli~ med p ~D.Ed t~E;?_en ~_yis r-l gaar op i a. Thi hvis 

p-l gaar op i a vil alle a' t e Poten.ser være æ l (Fermat s Sætning) 

saa der er kun denne ene a'te Potensrest; og hvis p-1 ikke gaar 

op i a er ••• O (mod.p) (se 8.43), og her 

staar jo netop Summen af de a'te Potensrester multipliceret med 

(a,p-1) (for hver af dem kommer med for (a 9 p-l) Stk. inkengruente 

x ifølge Sætningen ovenfor). 

a = 3, d. v. s der er 'I'ale om "kubiske Rester". 

For p = 7 er (a,p-1) ~ (3,6) = 3; Antallet af kubiske Rester 

er (p-1)/(a,p-1) = 6/3 = 2, og de opfylder Ligningen 

l} æ l (mod.?). De kubiske Hester er derfor bæ.-:!1 (mod.'?), 

og de udgør med Multiplikation en Undergruppe af Orden 2; 

endvidere er Summen af dem E:. O (mod.7)ø Alt dette ses 

at være rigtigt, idet 3J !~ = l, ~~] :;; -l (mod. 7). 
3 6 

I<'or p= 17 er (a,p-1) = (3,16) = 1. AntallE~t iiubi.ske Rest-

klasser er 16, d. v. s. ethvert 1) er kubisk Rest, og enhver 

3 Kongruens x b har netop en Løsningsrestklasse GY . 
Fx 3-x : 14 ~) x s 10 (Benyt Indextabellen 8.47). 
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Vi vil nu betragte Tilfældet a :::: 2 mere indgaaende~ men lad os 

først gøre Rede for at enhver liTadratisk Kongruens kan reduceres 

til en binom kvadratisk Konr:;ruens: Vi ser paa ax2 + bx + c =O 

(modltlo p), hvor p.ra. TiJ.fæ1det p::::: 2 kan vi lade ude af Betragt-

. 'h· h · x2 ;;:. · d f t h li O m.np: 9 1:; l er eT ,)o -~ x, saa Vl e . ae o ar en . neær pgave 

(a+ b)x +c~-:;; O (mod.2), som er umiddelbar at diskutere (for 

2 a+b er der netop ~n Løsningsrestklasse, for 2) a+b er der to 

eller ingen). For p.> 2 benytter vi den sædvanlige Omskrivning 

af l'olynomiet til a( x + b/2a) 2 + (c - b2/4a), saa at Problemet 

er reduceret til (x + b/2a) 2 
"2: -(c - b2/4a)/a; hvis p gaar op 

i Højresiden finder vi J1øsningen x 'i!!- b/2a, og hvis p ikke gaar 

op i Højresiden har vi en binorn Kongruens af den foran betragtede 

Vi skal altsaa nu benytte d e foran angivne ~)ætninger pE.la Opgaven 

x2 ~ b (modulo p) , hvor ~-~lQJge Prim~a_l. 

Dersom 

x2 -= b (mod. p), p .r b, har .Løsninger siger vi at b er kvadrajj&l~ 

E~mQQ.}~ OB:. ellers si.aer vi at Ler kvadr~~J.§k Ikke-ReElt 

Men da 'rilfældet er saa vigtigt vil vi give direkte Beviser for 

Resultaterne, hvilket er muligt uden at benytte den cykliske Struk­

tur af (Z: p'*~ ø), og ogsaa histor·isk er rimeligt, idet de kvadratJ­

ske Rester v::n"' kendt allerede af Euler (og væsentlig ogsaa af 

Fermat), altsaa før Gauss' Tid. 

Ud trykt i ( ap, +,ø) er Opgaven 2 X :::: B, B t- O. Man ser; at ~ 

§.er _rrr: en~ X
0

, ~er der net,9:p to Løs,!lin_ger, neml~Æ :t X
0 

(ikke flere, da Graden er 2). 

kvadrat Restklasser B bliver derfor 

(nernl:ig Halvdelen af Antallet mulige X), og Antallet af kvadra-
_.._;=--·- -~·--... 
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det 

er øn Delmængde f:lorn er stabil ved D:Lvision da 

2 . ( -1) 2 -1 x2 = B2 g~ver x1x2 = B1B2 • Da alt er abelsk er det en 

normal Undergrcrppe t (Up*, ø), og Kvotientgruppen er altsaa af Or= 

~en 2 og kan fx repræsenteres ven ({ ±l},•)e 

Bevis: Ifølge Fermat er for B O 

l?. :::J 
= { 13 ~ 

e.:J E)·(13 2. +E) :s O, 

og for de kvadratiske Rester B er B ~l:::: X p-1 = E, saa for dem 

er den første Parentes lig O, og den er ikke O for flere B (Graden 

er .P?. ) ? saa for de øvrige B, al tsaa Ikke-Resterne, er den an-

den Parentes lig O. o 
Man ser ogsaa at for en vilkaar1ig Undergruppe med 12~? Elementer 

·~l .. 
B ~ =E ( Lagrange 's Sæt• · 

r?/* :l (.u.. , • ) gælder for et Element B a t p 

ning), saa {kvadratiske Rester} er den eneste Undergruppe med 

Elementer (hvilket ,jo ogsaa stemmer med den cykliske Struk­

tur af cZ'p , .. ))~ 

I~~~ er 
hvis b er kvadr. Rest mod.p 

hvis b er kvadr. Ikke-Rest 

11-11:1n ser, at Afbildningen @ r7l~ J netop er den ovenfor omtalte 

Homomorfi af ( ~p*, •) ind paa en Gruppe (j± 1], ., ) ; Afbildningens 

Kerne udgøres af de lrvadratiske Rester. Heraf følger at Legendre­

Symbolet er multiplikativt, altsaa at ( b;c) = (~) ~~ (~) • 

Endvidere ses at Eulers Kriterium kan ' 

udtrykkes: modulo p er b 
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rtlan ser Overensstemmelsen mellem det her udviklede om kvadratiske 

Rester og de generelle Sætninger fra Sa52, som i denne Situation 

bliver simplere, idet a = 2 og p ulige giver (a,p-1) = 2 altid. 

Og de kvadratiske Rester udgør den Undergruppe som dannes af alle 

de lige Potenser af en Primitivrod. 

~~: De kvadratiske Rester modulo 17 ses af 'rabellen S.47 at 

være 1,9,13,15,16,8,4 og 2. I dette specielle Tilfælde gool-

der, at enhver kvadratisk Ikke-Rest er p,rimi ti vrod, men det 

skyldes a t p-l -- 16 ikke har andre Primeli vis o re r end 2, i 

Almindelighed er Primitivrødderne kun nogle faa blandt de 

kvadratiske Ikke-Rester. 

Eksel!æel (som senere viJ~ indgaa som en Bestanddel af "Heciproc:L tete­

sætningen"): Vi har 
for p = 4h + 1 

for p -- 4h -· .l 

hvilket umiddelbart faas af Eulers Kriterium, idet (-1) 
y 

netop har denne Værdi i de to Tilfælde. 

Anvendelse: I Eksemplet S.49 fandt vi at 2 =: x - - 4 (mod ø li) 

ikke havde Løsninger; nu kan det let begrundes, idet 

{; )~t:. ( (-4) - _2 -l) -· -l) - -1 11 - 11 11 - 11 - • 

Der fil}des uendeJdg1_~~mtal_§:.LJormen p = 4h + 1. (det var 

det Tilfælde, som vi ikke tidligere kunde klare). Vi konstrue~rer 

Følgen al ::: r· 
? 

a2 -- (2al)2 + l 
o @ li) ø Q (J 

an -- (2ala2 ••• an-l)2 + l 

Tallene har hver sine egne ulige Primdivisorer, og hvis p er en saa-

dan ser man at der er et Kvadrat kongruent -l modulo p, saa p maa 

være af Formen 4h + l ifølge Eksemplet ovenfor. 
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Vi vil vise, hvorledes dette Kapitels Sætnin-

ger kan anvendes paa mange :forskellige Maader. 

l) 

2) 

3) 

(l<'ølgen vokt:1er saa hurtigt, at der tæthedsmæssigt 

ikke var noget i Vøjen for det). 

Bevis: Antag at a-l er et Primtal p 2. Saa er ifølge Fer­

mat 2p-la l = (2P-1-l)a + (a-l) delelig med p 1 og da det 

er større end p maa det være sammensat. Man bemærker at for 

a = 3 bliver a-1 = 2 saa Beviset ikke kan anvende!J, men saa 

kan man blot begynde med 2a l = 5, og Følgen 

2,5,11,23,47, ••• kan a1tsaa heller ikke bestaa af lutter 

Primtal. 

Bevis: Hvis n er et Primtal er der ikke noget Problem, thi 

::ma har man j o n J 2n - 2, men vi skal vise det for et vilkaar­

ligt naturligt Tal. Lad nu p være en Primdivisor i n. I 

( 2::'p , •) sættes ord@ ::::: h, al tsaa h lig den mindst e Exponent 

saa P/211 - l. Vi har l) h>l, 2)ifølge Fermat gælder hJp-1 

3 )saafremt n J 211-1 vil p/ 2n-l saa h J n. A1tsaa er l) h >1, 

2) h<. p og 3) h er Di vis o r i n; men hvis p var valgt som den 

m;h~ :Primdivisor i n ses der at være Modstrid. 

Et Eksempel som 20 J 320 
- l = ( 34 - l) ( 316 + ••• ) hvori 

34 = 80 v:lser at Resultatet kun gælder med Potenser af 2 .. 

Bevis: Hvis et eller begge af Tallene a-1 og a+l er srn1men-

tt f .· d d D· · d · a2-1 med 1 c d a+ l sa e, saa ·1n es er en lVlsor " 1 3 

(begge 'L'allene er jo ulige), og da a 4 er d mindre end 

a-2 og gaar al tsaa op i ( a-2)!; og idet d·,gaar op i a-l el-



ler a+l kan d ikke gaa op i a+3 da d ikke gaar op i 2 eller 

4 (d er jo u.lige) o Relationen kan altsaa kun haabes opfyldt 

af Primtaltvillingera 

Antag nu at a-~1 og a+l begge er Primtal; vi skal saa blot vise 

at de hver for sig gaar op i Relationens Højreside. Ifølge 

Wilson ga1:1r a-l op i 4( (a-2) !+l) + a-1, saa det er i Orden. 

Og betragter vi Hø,jresiden modulo a+l er den kongruent med 

4 ~ ( a-2)! + 2 2 • (-l) • ( -2) o ( a-2) ! + 2 2•a•(a-l)ø(a-2)! + 2 

::=. 2"(a! + 1) som lfølge Wilson er kongruent med O. 

4) P01~~:rt n_§t~y.r.}J_gt _!al n er~§ll§j;a~end~ f al, lige 

Bevis: For n 

(n-l)!] 

n • (n + 1) 

5 er (n-l)! < n(n+l), saa Talværdien er O; 

for n= 6 faas [120/42] = 2 og for n --· 7 faas [720/56] = 12, 

saa vi behøver kun at betragte n 8. 

Hvis baade n og n+l er sammensatte vil de hver for sig gaa op 

i (n-1)! og da de er indbyrdes primiske vil deres Produkt og-

saa gaa op~ og man overbeviser sig let om at der vil være et 

Overskud af lige J:;'a.ktorer i 'l'ælleren, saa hele Brøken bl i ve r 

et lige helt Tal. 

Hvis n er et Primtal p, saa er n+l sammensat og vil gaa op i 

(n-1)~, og ligesom ovenfor vil Kvotienten blive lige. Lad os 

imidle:ctid addere * til den opskrevne Brøk, hvorved den faar 

1~' i:J?~·l) t ~=-L)--~~~-1: · forkorter vJ.' nu med p+l. faar den .rormen p p+l , . , 

Formen l!:J.iJS_e }~1~, men her gaar p op i Tælleren, thi ifølge 

Wilson gik p op i Tælleren ovenover, og det er ikke ødelagt 

ved Forkortningen med p+l (som jo er primisk med p). Altsaa 

er den oprindelige store Brøk + ~ lig et ulige helt Tal, sa.a 
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d('?.lJ. opskr:Lvne Hel~·De1s-Værdi er lige. 

Dersom n+l er et Primtal p gaar det analogt, idet igen Brøken 

+ l 
-~· p bliver et ulige helt Tal. 

IiJkr:H?mpler: p _, 179 x4 4v af Tabellen 8.47 fa as x: :!:6,±7. 

13, 4 3, Løsninger XE + 2,.:!:3. p - x j;3 

p = 5~ x4 l, r,øsninger x;;;. :tl,±2. 

h x4 + l (x2 + ~) 2 :x:2 - ;;r -- -
(:x? 1) • ( :x:2 l 

-· + x + .,.. x + 2) ~ 2 

Df.Jtte kongruent med o giver for hhv. første og anden Falcto:r 

(x·+ l~) 2 l og (x 1)2 l - 4 - 4 • 2 2 

Kongruensen y2 E l eller ( 2y) 2 s 1 har en Løsnint~ b - 4 -
fordi t~J ~ l, og som Løsninger til de opskrevne Kongru~m-
ser finder vi derfor ialt x :::::: ±.b ~~ hvilket ses at være 

netop det ovenfor paastaaede. 

6) 1§-d_k_~-E2~Ln_at.:ur.~t1.~~tt.~~!~.h.-R~Kl~ør!3te. fælles ~Nk 

::.:.J2 1\<~!~~.:~3.zL:~~~J?~d Fo~n 

Nk -- 7lq P 

p-l/k 
(hvor som sædvanlig p betegner PrJmtal). 

Eksenrpel: k "" 6; p kan antage Værdierne 2, 3 og 7, og vi har 

Vi kunde ogsaa defil!tere Nk som største fælles Divisor for alle 

~.1 allene zk+l"~z, z €- 2(: Thi lk+l_l = Ok+l_O = O; og iøvrigt 

~r ~o.~ k J_J._g:.e (-z)k+l_(-z) = ( k+l )• f~ k ·,i 'v~ '-=- .... .• _ _ _ - z -z P _ o.L tw. g e g J. e.l.~ 

Formlen at Nk ""' 2, men dette er ogsaa lig den største fælles 

Divisor for 2k+l_2 og (-2)k+l_(-2) = 2k+l+2$ 
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l) Fo·r et J?rimtal p se~~ at p {( pk+l_p, hvoraf f'ølger 

at N k i hvert Fald er levndratfri. 2) Dersom p-l j k vil 

p [ ak+l_a = a(ak ) ifølge J!'ermat, baade hvis pla og hvis 

p(a; det opskrevne Produkt vil altsaa i hvert .Fald gaa op i 

N1..... 3) Dersom p-1-rk betragter vi gk+l_g, hvor g er en 
,t\-

Primitivrod modulo p; da vil p ikke gaa op i gk-1, og da 

p er primisk med g gaar det heller ikke op i gø Dermed er 

Formlen bevist. 
k+l k+J. k+l . x + y = z har 1følge en be-

rømt - til Dato ubevist - Paastand af Fermat ingen Løsninger 

med x,y,z E /N, k> l (for k== l findes Løsninger, fx 
2 ? 2 

3 + 4~ = 5 ). For evt. Løsninger er y< z< x+y (det sidste 

. ( ) k+ l fordl x+y k+ l ::::x + ••• + yk+l), og endvidere 

O = k+l J k+l k+l = X T y - Z = X + y - Z (mod.Nk)og da dette sid-

ste er positivt er det altsaa Nk. Tilsammen faas at 

x > N k, og analogt med y. For evt . r,øsninger t il x 7 + y7 

7 ::::: z er altsaa i hvert Pald x,y (og ogsaa z)> 42. 

7) "Wolstenholme's Sætning": For et Primtal p større end 3 vil 

p 2 gaa op i Tælleren a i Brøken 

.. ~ l +-p-1 • 

Eksempler: 3, 1 l 3 32 9 ikke p - + -- -- "·" = g a ar op 
l 2 2 ' 

5, l + l + l + l 25 52 p ::::: I 2" 3 :::: _,.. gaar op 4 12 
, 

p 7, l + + l :::: ~ 72 g a ar op ::::: I o e a Ib o 't; 20 

p 11, Summen lig 12J21 121•61 ( uforkortelig). ... 
2520 

:::: 2520 
) ) ( )

. p-l p-2 
Bevis: Vi sætter (x-1 (x-2 ••• x-p+l =x -s1x + ••• +sp-l' 

hvor s1 ,s2 , ••• ,sp_2,sp-l er de symmetriske Grundfunktimner 

af Tallene 1,2, ••• ,p-l. Her er s 1 =(p-l)! medens alle de p-

øvrige er delelige med p (se S.43). Den betragtede Brøk B er 
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s_ -2 2J 
lig TP~1T!' og vi skal blot vise, at p· sp_2 , thi selv om 

den er forkortelig (som fx for p = 7 ovenfor) kan det ikke 

fjerne nogen Faktor p, da p ~(p-1)!. 

Indsættes x = p faas 

(p-1).' - pp-1 pp-2 l p2 ( l) l - s l -... • • • + s p-3 - s p-2 p + p- - • 

hvor (p-l)! gaar ud, og da de øvrige Led paa Højresiden 

til og med sp_.3p
2 

er delelige med p3 (NB kun for p > 3) 

maa p2 gaa op i sp-2' hvormed det ønskede er vist. 

l k ~ 2k 3k ( l)k = , + - + • h • + n-_ -

(det kan opfattes som en Skønhedsfejl at Summationen paa venstre 

Side ophører ved n-1 i.St.f. ved n, men det har baade saglige og 
l 2 l historiske Aarsager}. Som bekendt er s1 (n) = 2 n - 2 n. 

Vi skal vise~ at der for ethvert k eksisterer et Polynomium Si/x) 

for hvilket Sk(O) =O og Sk(x+l)- Sk(x) = xk, x e~. Dett~ 

f~~l~nomiu~yil aabenbart petop angive Værdi~rn~ Sk(n). Vi bemær­

ker, at der i hvert Fald højst kan findes et Polynomium som har de 

rigtige Værdier for alle n e- IN Q 

~: Det angivne s1 (x) har den ønskede Egenskab, og vi fører 

saa Beviset ved Induktion efter k. Vi antager altsaa at der findes 

( ) ( ) ( ) k-1 et Polynomium Sk-l x for hvilket Sk-l x+l - Sk-l x = x , 

og vi sætter saa 

Ved Differentiation faas 
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som ved Integration giver T(x+l.) -· T(x) :::: x k Bk~ hvor B k er en 

Konstant. Vi sætter saa Sk(x) -· 'r( x) + Bkx, og har dermed faaet 

Sk(x+l) Sk(x) k 
Sk( O) o. - = x og -et Polynomium for hvilket 

Itthvert Slr fm1s al tsaa af det forcc;aaende S ved Multiplikation '- k-1 
med k og Integration og Addition af et lineært Led. D 
De første er s

1
(x) 1 l x - 2 - 2 

s
2
(x) l x3 l x2 + 1 -- 3 2 6 x 

s
3

(x) 1 4 l x3 l 2 
-· 4' x 2 + 4 x 

s4(x) l 5 l x4 + l x3 l = T x 2 'l. 30 x . 
) ;J 

Vi scøtter og saa faar vi som almindelig Formel 

k+ l-J' x < 

k! ·-
j ! (k+l-j)! 

hvo:c der EJummeres for j E: [O 1 k] (den første Faktor k! skyldes Mul­

ttplikationerne? og man ser 9 at .j :::: k netop giver det lineære Led 

løvrigt bemærkes 9 at Faktoren k!/j!(k+l-j)! ogsaa kan 

sltri '\res l (k+l) 11 :r· l (k) som k+l" ,j e. E~r som k:+I=;r j • 

~'al.len(:J 130 ~ B1 ~ B2,"ø" er de saakaldte Bernoulli-Tal (indført af 

Bernou::tli? 16 54-1705) De kan bes·temmes sukcessivt ved Inte-

ovenfor~ men eimplere ved at bemærke, at Sk(l) !t:: O 

tE!lr mrm x l i J?orr11len ovenfor og benytter det første al­

bnlJ Udtryk fOl" K\".>eff'icienten ses at man for alle k e /N har 

~;1) B;j ~"' O (NB Værdien j = k+l er udeladt 

ionen), altsaa et Formelsystem som 

f:rtaaende~ til sukeassiv Bestemmelse af 

Bernoulli-Tallene. 

130+2131 ::::::: o 
B

0
+3B1+3B2 ::::: O 

B
0

+4B1+6B2+4B
3 

= O 

li'or .Forme1systernet benytter man iøvrigt ofte den symbolske Skrive­

maade (B+ l.)(m) ~ B(m) =O, hvor Meningen er at man efter Binomi-

aludvikling skal erstatte symbolsk Exponent med Index. 



;!)'or j~~~rre end l er B,; = o.. Det ses saaledes: Idet 

Sk(-n)+(-n)k+(-n+l)k+ .• o+(-l)k = Sk(O) 
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haves for k lige 

* Sk(x) er altsaa 

Sk(-n) + nk + Sk(n) = O, og sættes Sk(x)+?2xk lig 

s:J -n) + s;( n) := O for alle n E/ly, saa at s:( x) 

er en ulige Funktion, og derfor km1 indeholder x-Potenser af ulige 

Grad, hvilket viser Paastanden. 

De første fra O forskellige Bernoulli-Tal er 

B B o l 

1/1 -1/2 1/6 -i/30 1/42 -1/30 5/66 -691/2730 7/6 -3617/510 

Af Formlerne er det klart, at alle Bk E-(/),, men iøvrigt ses de at 

være meget uregelmæssigt dannede. 

Ad anden Vej, nemlig ved Fourierrækkeudvikling af en Funktion 

og dens sukcessive per;.toGtiske Integraler, kan man vi-

11e at for de lige poGitive k vil Bk væ:ce af alternerende Fortegn~ 

og dens numeriske Værdi er 2 • k!/ ( 2'1\? k gange L .l k ; speciel t ses 
t\ n 

at man for denne sidste Sum kan angive et kort sluttet Udtryk for 

de lige k (for de ulige kender man ikke noget saadant Udtryk), og 

endvidere ses at for disse k vil '/BkJ gaa mod uendelig for k ~ 

p.Gøa. Faktoren k!. 

Vi skal imidlertid ved Kongruensbetragtning vise en ejendommelig Sæt-

ning om Værdien af Bk. 

Clausen-v .§1.0,udt~ i?~ Sætning (Cl. 

1?.:::1~~ B k + .l 
p 

l 'l Jj!kse_mpler: k - 2: 6 + ( -2 

k 4: .l + ( - ~· 3o 
k 12: _§21. + = 2730 
k 14: 7 + ( = 6 

, v. S t .1798-1867): Lad k være li.-

for hvilke 

et helt Tal. 

'•l 
'3 ) = l. 
l 

+ l + l ) l. 2 3 'E ::::: 
) 

( l + l 
+ 1 + l 

+ l ) l. 2' 3 5 7 13 
::::: 

l + l ) 2. 2 3 --
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Beviset skal føres ved Induktion efter k, og da vi lige (i Ekscmple·t) 

har vist Paastanden for k == 2 skal vi kun betragte k 4. 

Vi skal for et vilkaarligt Primtal p benytte Kongruens modulo p 9 og 

mind. er om at det fungerer indenfor IUnp;en f/1 (p) bestHaende af de 

Brøker ~P hvor p lb. Vi konctatorer at pB
0 

~ pR
1 

Of!, pB2 e U (p); 

den før::;te :fordi pB
0 

:::: p E; !æ', den anden fordi pB
1 

= - ~ baade for 

p :::: 2 og for p> 2 ses at tilhøre a (p)' og den tredie fordi 

pB2 - * baade for p = 2 og for p = 3 og for p > 3 ses at tilhøre 

f/1(P). 

For fastholdt p vil vi nu ved Induktion efter k,{som skal være lige 

o e; S; 4Å vise at pBk k-· S k (p) (modulo p) , og da S k (p) E 2 ligger 
-~-~~"~~~-· "')Tp)"---~-~~~·-

dcr heri specielt at pl\ € (/) lJ • 

Vmrrl.ien Sk(p) faas af Form1en S.61~ hvori vi doc; benytter det andet 

a1tnrnative Udtryk for Koefficienten. Vi har 

+ 

og c\a Ble-l :::: O v:Ll ,j de facto kun løbe til k-2. Ethvert af Leddene 

Dnder ~~~egnet er 

tionsforudsætninge:n vil 

pk-j/l+(k-j) som er 

DermRd har vi vist at 

O, hv1lket fremgr1.ar af følgende: ifølge Induk~~ 

pB:iE @(p) t og(~} € :æ't der resterer 

O? fordi p km1 kan gaa op i Nmvneren med en 

PB - Ci (p') :k = >.)k • 

Ifølp:e det tidligere (8.43, ogsaa 8.52 midtpaa) er Sk(p) a, O for 

p-1 .{"k og ·-1 for p-l J k. ~~ættes Bk + } := c1 ( ~'ltumnat:Ldm p { 

over de p hvor p·~-1\k), f'aas pCkr:E O (rnod.p) for .e~}wert p 9 tlViJket 

klJ.n er muligt rw.ar c
1 

(; J?,sJrrevet som uforkortelig Brøl-;: kan Ck ikke 
( 

have en Nævner som :Lndeholder noget p), Af Resul tL~tet ser; at Bk maa 

have en Nævner som e:r 11\' p 1 d.v.so netop l\Tk fra Bks.6), S~58. O pc-l k 
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KA .P JIL' Jo;)~ TV : Talteoreti.ske Funktioner. 

Vi r,Jw.J !x~tragte Afbildninger f: /J'./ kommutat:Lvt I~er;eme (de t te 

v :L l som oftest vrr.re J!{). Det er afgørende at vi for de naturJ.ige 

'Pal har en rmtyd i p; Primopløs ni. ng n == p
1
o(1•;; o,, • o(r eller skrevet 

kort n -- TT pif~.. ( overnlt sta:1.r p for Primtal). Og et Hovedohojukt 

for vore~" lJndersøgelt:H') f~kal vmre iJan spillet mellem denne Halvrrnp-· 

f(nm) = f(m)f(n) 

og f 5.l<ke er Nulfunktionron. 

For en multiplikativ Funktion f er f.Lbl_::_;1, thi der findeD et 

:f (n) :f:; O, og .:ma. har v :i. f (n) - f (n ·l) = f (n) • f (l) ~ ( fo r d i (n~ l) :::::1) 

hvoraf ved Division med f(n) faas det ønskede. 

,.,."> t'~ Idet n::-_: (p· 'ser man umiddelbart at for en mtt..ltiplikativ Funktidm 
(''·=·· ! 

er f( n) ::::.: // f( p~'), hvor _Prodtlktet tac;es over Jlrj_mtalpotcmserne 

!>( « l' p med p 1 n. Omvendt ser rnan~ at man kan vælge Værdierne :f(p&<,) 

vilkaarligt, og saa vil det angivne Udtryk for f(n) give en multipli-

kat i v l•'unktion. 

Et Dpecialb.l:fælde af cl.e multLplika.tive i"unktioner er de Funktioner 

for hvilke f(mn) ::::: f(m)f(n) for 2J-1~ ~ralpar (myn); vi vil kD.1rh3 

dem .§:..:.t_æ~k_:L.Jt_1}.~J..t1J2L1:.ka_:Li:_y~ ( 1. Litteraturen ::wmmetic1er betegnet "fuld-

stmnd Lc;t multiplikative 11
) • For vort Forma.al er d e mindre væsentlige, 

og man ser ogsaa 9 at det er illke andet end de Funktioner som afbil­

der ~Hrukturen (/N~") homomorft. Som Eksempler paa stærkt mu1tip1i­

lmt.i,.re ~·'wlld;i.oner kan mn.n tage f(n):::: nk (k:::: Konstant)r oc: ·=lidt 

mindr(j l;riv:Lelt ·- f(n) :::: 211
1 hvor 2h l{ n. I·ian ser OGSaa.) at en 

stærkt multip11kat:Lv .l•'unldion er bestemt ved sine Værdier paa l'rim~· 
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tallene_~f(p) 9 idet f:;;:Ja f(n) == 77:e(p)o<, ornvend t v "L l ethvc~rt 

Valr·; af Værcl.:Lerne f (p) rrive en stærkt multiplikat i v i>1mktion" 

~)om J..;ksEmtpol paa. en Punktion der or rnultiplilcativ, rnen ikke Htmrkt 

mul tipliJcat:Lv 9 kan v:i tage den 11 kvadratfr:L Kerne", altsaa l"unktio-~ 

nen f (n) ::-:. p1 ' """Pr,. idet n = pJ~ 1 
·H o • Pri'J(' r J (alle Kx:ponenl;r;r 

o(. forudsat positive). 
,J 

Betydningen af Betingelsen (m,n) = l ligger i at l1vis vi sætter 

g -· { DiviGorer e il nm} 
c ~· {Divisorer ø i m] 
D ---~ {Divisorer d i. n} 

ø = c·d~ idet Kravet (m,n) ::::: l .jo mecl:føre:r at enhver Div·:Lsor e 
l' 

i. mn paa netop ex1 JV!a<?lde kan ukrives som JlroduJd af en Dtvisor c 

i m og en Divisor d i n; den anden Vej er det k.lart~ at hvis c og d 

er E:! t sac1dant Par Di vif30rer ~ saa vil deres Produkt være lli vis o r i 

mnQ 

Den førEJtl') talt oo:r:et:Lske Jt'unk t i•Jn vi slml betragte er 

Antallet af Divisorer i n l 

Den er nrultiplikativ idet 

~-· ( ) 'f mn :::: 

djn 

l -- (L l}( I l) c:: 1' (m) .,•y'( n) 
c)m d\n 

og vi skal derfor blot bestemme dens Værdi 

Ide i; d l r/~ hvis og kun hvis d :::: p$ hvor 

er (r( +1 mu} igra Vm:rdier $ ? saa at rt (pC<() 

~'«' 
for en Primtalpotens p \ 

O ~ $ ~ o< v ses n t d er 

<'f' (n) + l) . 

U'· 
De første F\mkt:LonsYærdiE~r er anført paa Ta1>elbladet S. l 

2 '\'(n)~ 2\fn-; hvor L:Lghedsteg··, 

net c;uolder hvi1:> og kun hv:Lu n er et Primtals medens Ulighedstegnet 
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t .h. følger af at .Divi:c>orcnw i n lGm samles i Par af komplementæ-

re, n :.:: a o b , af hvilke den ene vil vmre mindre end eller lig yn 
(og hvis den er lig Vi-l er d en clrHlen oc;saa Vil t saa Parre t tæller 

kun for en Divisor). Af den sidste parentetiske Bemærkning ses 

ogsaa, at 1'(n) er ulige hvis O{~ kun hvis n er et Kvadrattal. 

i•'or fast f. > O vil o/{n)m~~~~o~:.99~ uen~}~.J:.g, saa 

r.J ) l (n vokser svagere end enhver rotens af n. 

Bevis: For fast O for 

O(~ 00, hvoraf føJger at der f i ndc!i:.' cm Konstant saa 

l( p!K) / (p«) E K«" uafhæn[r,igt af o<. t;ndvidere ,,p ses at 

rt(pO\)/(p()I,)E ·- (C(+l)/(p€)81( 

igen uafhæng-igt af o(. 

Altsaa er 

hvor M f er en :~onstant. Altsa<'t 

denne Ulighed erstatter !. mc"d 
i:: har vi JPn ønskede Smtnin~. 
:t 

Som det fremgaar af Tabellen er ~(n) en meeet ure~elmæosjg Punk-

tion, men vi kn.n supplere det ovenstanende med Sætningen 

n:aa c nod uendelig) • 

('V ~l L_ _ oe: n 
n~K 

Bevts: 'r(rt.J :: .L _L 1 :: z. L 1 
h ~K )'l H<. dltt J.. cl./nJ 1'1! k. 

J r(n) - :l 
n~ K d..!K 

o r. c1 a l~ -r ~] l < l f a a fJ 

for K~~ 

:; z [~] 
c{ 

J 

( (;)(,~k.) 

;iL_ 1 :::: l'. 
~~K 

) 



Idet nu 
l 
d 

d~ K L_ 
d~ K 

En Tntep;ralsaT:1menlip:nin,u: vi n er -· med en 

Gimpe l 

log 
K 

Fejlvurderin~ - at 

n K 
nf'l\--loe; t dt = 1-: lor; K·-· K+ l 

JJ 
flom or;saa er .N K•loc: K, hvoJ":!• d d0t 

ønskede er vist. 

Den næste talteoretiske ~unkti~n vj skal betrnete er 

6 (n) = ~-Jummen af Divisorerne i n :CO z d o 

din 

Den er multiplikativ idet (fjtauj_,r~ forudsat (m,n) --J) 

6 ( nm) =:: L e ::= I..' ~ cd 
el mn c t m d In 

-- ( L c ) • ( L d ) = 6 ( m) • 6( n ) 
ctm d In 

Hkal derfor blot bestr:'':'rle den:; 
c< 

Vmrcl i for en J'rimtalpot(·ns p . 

Vi finder 1 + p+ p2 + ••• -1 pcf,~l ,_ p o<.-- (po<+l- l)/( p·- l). 

A.Jt;;aa 

6 (n) 
j r ~ 1 

De første iunktionsvan·d:Lcr er anført pna 'l'abelbladet ~::. '78. 
V.i har 6(1) = l, or: for n >l er n+l ;f 6(n) < T"'(n) •n, hvor Lir':-

hedstefnet t.h. er evident. Af Resultatet for ~ faar vi a1tsaa 

at for ethvert positivt 

højre Ulir;hed er orfyldt 

Her gælder: ~(n) vokser 

Bevi~'l: Vi har 

n~K 

,r~mlcler 

r) 

'!( 
b • 

'( ) l+ E, l 1 n < o n <. n , .1vor c "n 
:::0 

r) ') 

K'+K 1C ') 

('"~ 
12 

. K'-,, 
' 
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Vi har 6 (n) = L L d ; 1 ~3t. f. n indfører vi nu h = 'fl· 
n~K n~K ctl1t 

- .J 
som 3ummationsvariabel og faar d , hvor den indre ~)tlm 

h d 2 

l [K] IYJ ~·(- + -~ )~ 
2 h, h taecs over d ~ ~ , og altaa er lig Dom v:L de 

facto kun skal betragte for h J<. 

Da vi har x - l < [x] t x faas for l < x at 

2 [x]2 [xJ 
•') 

+ .,.;: r . 
+ x - x ~~· x x, 

saa vi har 
2 ') 

) [xJ + [x] - x'- j ~ x, og vi har dermed 

') 

2 6 (n) lig 
n~K 

l.(E;)L. med en Fejl som numerisk er mindre end 2 h 

L ~·~ . 
h~K 

JVIen dermed har vi R t den botra{",teclo Sum er lig 

K2 l K2 1(2 
E K) 2 -2 = • ( -·-~ -') 6 h h L 

med en Fejl der højst er som K•log K~ or man ser at det ønskede er 

vist. o 

som var lig Summen af sine ærr,te D:Lvinorer (d.v.s. D:LviDorerne, 

Tallet selv exclusive). Eksempel: Tallet 6 har de ægte Divisorer 

1,2 og 3, hvis Sum netop er 6. 

JVfecl vore Betegnel:::;er kan Betingelsen udtrykkes: .tL er:__~[uld)i()J!!lll_ent 

]}vi!L~~m h-ziP ___ (lil'lL~ · 

E:uklid viste: !}vt~-i~~'t. :Pri~aa er.-~~.?m - .JJ. 
et fuldkomment 11al. 

-~-~",-~ _ _...,... 

Det er Tløjdepunktet og fHtltstyLket (IX, 3f>) i hans tre tal teoret i ske 

Bøger (VII,VIII og IX). 

Bevis: V1 har 2m-l p = -- er et Primtal. Saa er 

b(N) = &(2m-l).3(p) (de toPaktorer i N er jo indbyrdes prirniske); 

{>(2m·-l) :::::2m- l, og 6(p) ,,~p+ l== ?n\ op; O(N) bliver altsaa 

D 
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Eksem12ler ') 2 paa n - c:~ 9 2 ~-l = 
--~-. ~~~ 

3 -- J.lrirntal, N - 2·3 -- 6 
·z 

fuldkomne Tal: n - :3, 2_)-1 == N T'~~ ~ ·7 -- ~)6 7 --- do. 

n = 5, 25-1 -- 31 -- do. N -- 16·31 - 496 

n :::: 7, 7 2 -l = 127 - do. n - 64 ·l27::::t3l.2t3 

9, 9 n == 2 -1 -- 511 -- 7·73, ikke PrimtaL 

Man 8er~ at lige n~Vmrdier a.Ldrig vil kunne br15l. c;e~a 

22h __ l' ....... . 1. :; (0 
- altid vil være dele1it; med 3. ~ "' 

nevis: Sæt m N = 2 •v, hvor m> O op; v er ulige. 

Indsættes i b(N) = 2N fa as 

eller 

6 (v) - 2
m+1 

2m+1_1 

v 
• v v + 

Da d(v) og v er hele maa den sidste Brøk ogsaa være et helt Tal, 

og da Nævnex·en er større end 1 (fordi m > O) maa det vmre en æete 

Divisor i v. Naar v + denne Divisor i v tilsammen gi.ver 6(v) 

rnaa ]li v isoren være lig 1 J 

m+1 . Haa a t v = 2 ·-1 1 og der kan ikke vmre andre Divisorer, saa v maa 

være et Primtal. o 
Ma.njved til Da to ikke om der findes noget ul:Le;e fuldkomment 'Pal, men 

hvis der findes nogen maa de i hvert Fald være meget store 

( > 101 5°) og komplicerede af Opbye:;ning (d. v. s. med, adskillige for-

skellige Primdivisorer). 

Af fuldkomne Tal kendes altsaa ialt ligesaa mange som man kender 

Primtal af Formen m p = 2 - l, og det er i Øjeblikket 24 Stk. Blandt 

disse findes det største kendte Primtal, som i Decimalsystemet skri-

vos med ca. 6000 Cifre. Vi skal r;enere korame ti+bage til Spørgs~ 

maalet om hvorledes det er muli~t at codt~øre at et saadant Tal er 

Primtal. 
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Vi betragter stadig Funktioner (ikke nødvendigvis multiplikative) 

som afbilder /N over i et kommutati vt "Lee;eme. 

h ::: f g ved 

h(n) f~g(n) . z f(d)·g(lll). 
d l n c 

Kompositionen er aabenbart l<:ommutatjy, idet h( n) ses at vmre 

1ig f(d)g(c), hvor der summeret3 over oJ1e Par (d ,c)~ hvor 

d•c = n. 

Parenteser i :f.H-g*k, S<:lÆt bliver Værdien af fH-g~k(n) 1ig 

f(d)g(c)k(e), hvor der summeres over a11e 'rripler (d,c,e) 

hvor d•c.e =n. 

Den er s.Lt~..Y med Hensyn til Additj.on, idet man helt evident 

faar 

kation er + og - "Hoved tegn'; saa Parenteser er overflødige paa 

Højresiden); her er g
1

+g2 naturligvis J•'unktionen defineret ved 

g(n) = g1 (n)+g2(n). 

Altsaa er ({f},-+.e *) en .Ji.Qmrnutat~ling. 

Dens Nu1element er Jo'unkt:Lonen de f' ineret ved o(n) = O for aJle n. 

Den har et Ete1ement e defineret ved 

e( n) ~D for n = l 

e11ers 

idet denne Funktion umiddelbart ses at være neutral Faktor ved *· 
Endvidere g;æ1der l':IEJ:.r~n: Antag f i: o, saa findes et mindste n 

for lrvilket f(n) ~ O, og antag g ~ o, saa findes et mindste m 

for hvilket g(m) ::/:O; saa :faar man umiddelbart at f~g(nm) = 

f(n) •g( m) * O, altsaa at f ?Ir; ::P o. 

&~s~.§-~.~t*L_!2t Int~ezi tet9o~"!"~· 

a 
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Jiødvel}d iJi1_9.J:s_j;.LlEi.!l:~~bc~(7J.:-LD.LJ.S::t_' __ a t f r ~~P_'!:~:rtJ:.!2~;:J ___ C~E-.LL!J __ p:_g_!_ . 

BE)Vin: Betiii(':Glnen er nødvcndi,c::, tll'i hvi.n f(l) ~- () faar rnnn 

f#'p;(l) == f(l) •f;( l) ==O for etlwr~rt i~· 

p,ende Vmrdier g(n) bestemmer vi induktivt ved 

r(nø~:(ll) cc: ~ r(d)r;(~) 

dJn,d>l 
[J 

Idet vi har f*g(l) ::::: f(l) •fdl) ser:; at Afbildnint;E::n j' A .ll. t' ( l ) ' ., FT . ,. Vl .. 

v:.nre t:'1l homomorf Afbild ninr~ af ( {f}* t ,7(-) over t1aa l:'u.nkt ionnvn~rd i er-

nes T,egeme; Kernen ved denne Afbildninr: er netop [-'1mrwden af de 

ikke~inverti.blco f, O{J: denne ~·Jænr;cle t:r altt:•aa et f•'laximnl ideal i 

lUn(':en. Følgelip: er Foldninr~~~rin,<~en en Jol~:21:__Bl_l}[;· Hen den er af 

en nor~et nnden Type end den Lidl:Lr·:err: betra"~:tede lokale l\in{': (/}, (p) 9 

thi medene i denne l•Iaximali.dealr:t var et TTovedidf•al -~ nemlir (r) ~ 

cma lm.n man med Jidt i\e{';nirw overbevir;e ~'1ir; om at j ({f}, -i~,~) er 

lfvis vi kun tænker paa 7-<> -~Eompositioncn, C1t.lrl 1"clclclcJr som bekendt at 

der nn den vigtige Smtninr:: 

.L. F o 1.sl n i l?f":E...:t::' i n gQ!!.__.§J.L.J1zDul ... tiJ! 1 i Js.? t .. LY.~_f]J __ :Mj e T}___QQ-D2IJ e ._ 

BeviJl: Vi bemærker først, at f muJtjpJLk:"Jtiv medfører f(l) = l, 

'altRaa at f er invertibel. 

e, som jo var defineret verl 

er mult:Lplikativ·t. 

l':ndvidcrc konstateref3 at I~telenwnt0t 

., ( .. ) __ { l f o r n = 1 c n -· 0 1 :w henhart e .. l.ers 

ogm·l<'J multiplikativ. Vi anL.·Jr;er (m, n) == 1. O>'': sl\:al udrE'f;J1e h(mn); 

hv.is k r~aar op i mn, s1:1.a (~r k= cd (bi;iektivt), hvor elm o{~ d/n, 



h( mn) =: 
mn 

( ) ( mn) fkr:·F-- L I r ( cd ) {':( ~ • ~) '"' 
clm,cl/n 

::::: ( f(c)r(~))·(_ f(d)rr(d)) -- h(m).l\(n)" 
cJm d(n 

er 1111.ll.tiplikativ, saa mo.a f or;~:a:1 lw.ve vn:;rnt multiplilwtiv (for 

deraf J'ø1p;er jo ~- ved at n~ctte h c:c: e - at g-l e:r· multiplikativ); 

men hviL': f ikke havdG været mnlti.plikativ vilde der finde~; et mind~ 

st.e mn for hvilket f(mn) :f- f(m)f(n), Ol:; naar vi sa;t tlclree:ner h(mn) 

som ovenfor vi.l der optræde netop en Nndr:Lng, nemlig i IJe(ldet med 

k = mn, altsaa c = m og d = n saalilides at f(cd) f (c) f (d ) , og d a 

dette multipliceres med p;(l) = l vi.l det sidste Lighedstegn i før-

ste Linie briste (medens alle øvrip;e 1ighedstegn i Rep;ningen heva-

res) , al tsaa: (f ikke mul t. A {~ mul t.) ~ (h ikke mul t.l. 

Det simpleste Eksempel (forskcJJj~t fra e) naa en multiplikativ 

Ji'un k t i o n e r ~-!:t_g. e i~;h!l~_:~~~~-JJx0 _-=:__.l__f' o r ~l J=.~----~2 • 
Vi finder ~~~(n) = L 1"1 = (!'"'(n), O{!. der er aJtsaa ikke noget 

d(n 
overraskende :L at 7"' er multiplikativ. 

En anden multiplikativ Funktion er _t~ deJ>neret vecl_Y_j&...::_Jl._for 

a11e n; vi finder V ~(n) == Ld·l = 6 (n), og der er ::.tltsa~l ikke 
din 

nor;et overraskende j_ at 6 er rnu1tinlikativ. 

Baade ~og \/er l:~tæ.rkt multiplikative, medtmG hver};:en T eller 

6 er det, og heraf fremga·-1r det at { stmrkt multi pli ko. t i ve f J ile­

ko er nogen Und er,r:,ruppe i (f f J, ·H: ) 9 hvorfor d ennc iln"nrr,de ikke har 

saa mer;c·n Intert?SC:le L denne J<'(1 rbinc1 els e. 

Tøvrigt kan man bermnrl<:e, at hviE; h er GtH:rkt rnultip11kat-Lv, saa Pr 

(h·f) 
f~ 

altsaa en"hctinget dir:;tributiv nPr>:el; det 

h( n) • f ( d ) e; ( J ) = h ( n ) • ( ( f * rd ( n ) ) • 
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(Vi har altsaa nu to H1n{{P af _Funktioner f -- eller mere generelt ud= 

trykt: Algebraer over Billed clementernes JJegerne - og der er et v lst 

Smn spil me11em dem, som vi d o r: i klze ;·.bll udforske v id e:ce. Det er 

l) Funktionsringen ( {f},+, ·) med medvonlig Ad d :L t ion o t'~ u:ulLiplika­

tion af 1•\mktioner og 2 )l''olclningsrinr:en. JIJ;:rn ser let, at i l) er 

baade multiplikative f multiplikstive 

per ved Mul t iplilmtionen • Og vi har altsaa vist, at 

multiplikative f} en Undergruppe medlms ~-·Jd multiplika_tive f} 

ikke er d e~, begge 2- Hela t i o n t il l"old~n --'~.) 

Flere Eksempler paa mul tipll.kat i ve J"unk Licmer kan nu let opbygges, 

f.Eks. f =~W.t+IJJ. =f'* 'l'. Vi har f(n) = L:T(d). Den er multi-
o( " dJ~ 

plikativ, og for en Primt~lpotens p i1ncler Vl 

Endvidere Y1fY hvis Værdier bliver do.!2 = n•r(n) (sml~~n •. i3ernm-
d(n d 

rkningen foran om en Yoldnin~s Multlpllkati~n med en stærkt multi-

plikativ E'aktor). 

7 r( c1)) 
din 

':Pal eksempel: n - 12, d == l 
r(q)::= 1 

1""(df= l 

Bevis: Formlen kan aabenbart 

2 
2 
8 

(2:. "f(d)) 2 • 
d/:n 

3 4 
2 3 
8 27 

6 12 
4 6 Sum == 18 

64216 Swn = 324 
) 

') 

= lB'-

udtrykkef3 7"'37* ~ 2 = (T~~ ) , idet 

Eksponenterne refererer til sædvanliB l1ultinlikation. Da de inJgaa-

ende F11nktioner og deres Potenser og Yoldninger alle er mult:Lplika-

at bevise }'orm1en for en Primtal-
c( 

QotenE ~ n = p • Por denne bliver Højresiden ifølge det ovem:;taa-

ende lir~ s 1 (~+2) 2 , medens VenF~tresLdcn bliver 13+23+ ••• +(ll<+l)~5 

-- s
3

( C!( +2). Men af Udtrykkene for Potem1summerne (se S.61) ses 

at 8 7 ( x) == S J ( x) 2 • O 
) . 
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Vigti 1o; for fl.nvendel:::erne: fVIobius' l•'unkt (r!J .l7<J0-·186E3), 

defineret ved f ·Jf! = e, al tsaa at f' er den ( Foldninc:s-) inverse 

til ;;. • 

Ifølr:e Definitionen er f(d) = e(n) --- { ~) 
djn 

desuden ved vi at f er multiplikativ. 

For en Primtalpotens p~ finder vi 

z. ft(rl) == 
dJ o<-1 p 

Mobiusfunktionens Vmrdier er derfor 

for n -- l 
eller::: ' O{'; 

f o r Cl( :·.: l 

ellers 

for n bradratfri, Produkt af r forsk. :Primt. 

naar n ikke er kvadratfri 

De første J.<'u.nktionsvmrcHer er anført paa '['a belbladet S. ?!t. 

Idet 
f, .... f ~ 

ri . f( n) -- 2: g( d) og v .. g( n) = f'li(d) ·f(*) 
n d n n 

l'~ k s empler: n -- 12, ctJ12 for d -- 1 2 3 4 6 12 

f'( d) ::::: 1 -l -l o 1 o 
12 12 6 4 3 2 l -(f -

l ( 12) • 

e:- v, f"-= <L l.·r(d)6( 1~) = 6(12)-6(6)-/,(4)+6(2) ::= 28~12-7+:3 
-- 12 = Y(l2) 
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Vi kan nu let bestemme Eulers T -Funktion 

) = Antallet prim i ske Hentklan r; ~~r mod .n 1 
(hvn =1 
h €; ]0 9 n] 

For ethvert h vil d.''", (h,n) vn•re en Divisor i n, or; d ::: (h,n) ;188 

.L h n __ 
au V<Dre ensbetydende med at (d'd) "'-'l; Antallet af he]o?nJ for 

hvilke dette indtræffer er derfor ~(d~). N , 1 d 
~ aar Vl :a er d ~ennemlo-

be Divisorerne i n faar vi alle h med. Altsaa 

n ::: 

f'·1en her staar jo netop at i"unl:tionerne V OP __ , Cf er et JVIObius 

af Funktioner, V:::: 'f ~f, eller 

len r:iver qJ(n) ~ Lr(d) ·~ . Da 

r.:: Y -* r , og Omvend ingsform­

f ogsaa er multiplikativ hehø-
d\n 

ver v L km1 at bestemme <f( pc<) • For d jpo( vil f'(d) kun være ulig 

o for d = l og d = p, oe vi faar o< . r:A. o(-1 ep (p ) ::::: p - p • Det. almin-

deli,o;e Udtryk for 'f bliver altsaa 

'f (n) ·rr ( P;j 
il(, 

~j-l) (l L) ·- J - p. ' -- n . -
j .. J p. 

,) 

De første FunktionsvoJrd i er er anført paa ~rabelbla.det S. ?li:. 
Vi har C{ (l) = l, Of': for n > 1 er Cf( n) ~ n-l, hvor Lighedster:net 

pælder naar n er et Primtal. Til videre Vurdering viser vi at 

l 
2 

'{(n)" blrU. 
n 

r) 
c 

-s l 

Brøken er en multiplikativ J•'unktion, o,r~ for 
o( 

n = p er den 

-~1 l - p • 

For vilkRarligt n er nrøken altsaa F""/-1 -O<-· J (1--p ·) 9 hvoraf den højre 
pin 

Uliglled ovenfor er indlysende, medem; den venstre faas ved, at vur-

dere dette Produkt nedad ved son 



Tabelblad 
----,--~--

n-Værdierne er pr.uefinition anr~:ivet ved V(n), 

v ?' 6 ,/t 

l 1 l J l o 
2 2 3 -l l log 2 
-;:: 2 4 ~l ') log 3 . ./ (. 

4 3 7 o ") 
L. lo.s ? 

--------···---··-~------~-----~---·----,.-..·~~---

5 2 6 ·~-l 1 lo p; (5 

6 4 12 l ") 
(, o 

7 2 n ·-1 6 log 7 
() 4 F-.) o 4 l 2 

9 "7 
) 13 o 6 log 3 

lO 4 18 l 4 o 
11 2 12 -l lO log l l 

12 6 28 o 4 o 
---------·~~--~~---~-----------

13 ') 14 -1 12 lo p; 13 (, 

14 4 24 l 6 o 
15 4 ;?4 l p, o 
16 r-

) ·-; 1 o 8 l 2 

17 ') U) -l 16 log 17 L, 

18 6 YJ o 6 o 
19 ;~ 20 ·~J 18 log 19 

20 6 4 ') 
<'- o E3 

21 4 32 T 12 o 
22 4 36 l 10 o 
23 2 24 -l 22 log 23 

24 8 60 o 8 

Be,c~rams. nedad n 2 n -l :n l~ E o 

Bcr,rmns.opad f 1+! l log n n n n n 
2 *J 6 l~) Gennemsnitlig lo p, 

1't 
n n b·n o ·-:-.;ø n 

?t L. 

Bee;ræmmingerne nedad o{!; opad er kun gyldige for til-­

strækkelig store n-Værdier. 

"H).oe anførte Gennemsni.t[wmrdic~r er ikke bevist for 

r og A. ' og deres Gyldighed er "æ kvi valent" med 

Primtalsætningens Gyldighed. 

'/H 



' ~~; . .:·~~ ~' 

gennemsnit 

Bevis: Vi har K2+K 
o =-~-==".., (t"e.:::..~) 

2 

og vi skal altsaa blot vise at dette N L t{l(n) • Dr"lt slcer p~v~. 
n ~K 

lignende Maade som Vurderingen af Z 6(n) (S .. 68 øverF3t)z 
c~, 

Vi har 

og dette 
~.~~ 
2 LI- 2 .. 

d d 

2 n ~ 1 
og b =L~ er reciprokke, thi opskriver man 

c c 

deres Produkt og erstatter cd med n faar man 

L #;f ~ L~ =L ~ L f.( d) = 1 d, 
d c c n n djn 

:Ldet derf den sidste Sum kun kommer et eneste Bidragp f"or r.'!: ::::". l.;; [j 
(Det sidste Bevis beror egentlig paa at de talteoretiske Funkticl'nex· 

t=J2 2 
n og f( n) .. n,~ er foldningsinverse :; Exponenten -;2 kan her erstat··· 

tes med e.t vilkaarligt lige negativt 'Tal 9 og m.an kan :pnl?l. dørU'1f~ Naa"" 

de~ indse, at for et lige pos i ti "lr't k er { /\( ( Yl) ~n'-k 1lg 

2~k!"(21t)-k 3 Jnk~~l~ hvor Bk er Bernoullitallet)~ 

Som en lille Illustration ·t;:l.l ef-Funktionen kan vi tage følgende: 

I~ra Algebraen vides 9 at en rr.'l.gulær n-Kant er lwnstrue:r.'bar med 
/ 
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Passer og Lineal naar og lcun naar n er e t 'l'.al a:C YcH'Jt•,;r. . ·' 

2h h •P1 •ooe•Pr' .vor P1 v•••JPr 

_2k+~~" Vi vi.l v:tr:1e" at det:!i,.e 

' \!.L ..;..,; .. '-. LI\ ~'- 1 

en Potens af 2)., 

Bevis: Hv-is n har den'angi.vnc.:."l<~orm, saa er q'(n) 

og her er enhver a.f Fakto:r·f:rne en Potens af .~?, EW.B~ Fr·od>)ktct ex· 

det ogsaa .. Omvendt: HvL:> n =: rr p~ Bar1 er '{(n) - 7[ i/~) ;; (}:l [l( 

Potens af 2 ~ saa er ethvert Cf( p~ en Potens af 2 f o,r~ 
~~~ 

(p-l) •p ses at det gælder naar enten p ::::: 2 oe: o( vilkn::tr-

k lig eller naar p ::::: 2 +l og c<= l. D 

De hidtil betragtede Funktioner har [ill.le været multiplikative, op; 

kan iøvrigt alle indgaa som Eksempler i f·TObiuspar f = e; ·~"' 

g = f .W r ; lad os iøvrir;t understrege, at ifølp;e tidJ.igere Herml·" 

tater p,ælder: Hvis den ene Funktion i et J'.Tob1~~_.Sii:_E!J.lll}J.J?.lik~~~-

ikke-multiplikative Funktioner, nemlig f ~-= log oe: det tilsvaren~· 

de p; ~3om betegnes .J\. , 

M(2b;J.us_p?lr,: 

Dens Værd :Ler { lo e for 
(()( 

er 
./\ (n) 

p n -~- p 
= 

o ellers. 



~:: 

f.'Jan Ber uml ddelbart ~ at Jog -- ~~ ... ~ -j_ ci p t 

.'log n ~- @( log p 

rnan 

(n) "~ (d) d) ~· JVl (d \ < l 0,''.' d 
• j ~ "; '" t 

i 

Tlidra('. 

r'Unktionen J\. Og :Problemet Onl d.er,fl V'(iønnenu=mttSVænJ ). 11 •)Y' \T\_,,-vti 

for Primtalteorien. 

'l'chebychef indførte 
'"~' --~---~~------~ 

( Higtil_T,heden af det sidste Ud tryk ses, idet der kommer lige Rna 

manee Bidrag af Størrelse 

end eller Llg x, og det er 

loe p som der er Potenser af p mindre 

[
Jog ~l). 
log pj 

J'lfB.n ser, at exp "/'(x) netop er det i Kapitel II betragtedP mindrd;p 

fælles r,1ul t ip1um f l,:?. 9 " •• , (x J} ~ idet. d et t. e J o er :Pr od uldet. af 

de højeste forekommende Poterwer af de forske11igG Frirnta1 inden~ 

for 'I'alsættet { 1 ~ 2 9 ••• , [:J}" 
.'!.J~.~r? k~~Qll~~1:€ . lli-~~- R e }J}~j~Qll~?..l~~1~'i;~~J~~:.-;~--:~.L.~l~~3_a::~.-~ t :t:'( x) /.!~~-7:-~~.L 
for x 9<'J ,, 



BO 

Bevis o \T} har l ' v~ 

" .. L \ ···l 

:for p x d.Ct de Ed te J. 

opad p r t] ·;;: t '· t':::t;.J.f-j 

(.l ) 
~-. 

........ _, 
"'""" tff.-~-""''" 1-' •l ,. ( ;{\ . 

Vu.:t"d.OJ~·i.ngen d(")fl an cl en v· n J m e L'Lo:.· !x) .·1.rr 

p 

.L 

mlndst lig 1 

''}'(x) + (y) (x) 0 

\Ti komhineror Ulighed 0::r·nc:~ 

ge:c nedad og opad for 7/(x)/(x/log Y), som er den Størrel;"le 1nn LI· 

ken Primtalsætningen udr3:1 ger at døn konvergerer mod l: 

log x y '{'(y) f. 
y .~ x x 

roe·~:;z 
log y x 

Vi antager nu at \f(x)/x l for x ~ co 9 og tager y = y( x) Ba~l 

O samtidig med at log x/log y 1 

(dette er mulJ.gt ~ fx med y ~ Y /Jog x) • Ovenstaaende konvergnrer 

saa mod nedenstaaende 
J" 
l 

,J~· .t. ~' 
'· 

l .• { 1. + o ~ 1 

hvori begge ~·Hder er 1~ saa..ledes ."\.t Jllidterln•øken mr?d 7/(x) bliver 

tvunget til at konvergere pu.a den Maade E:;om Primtalsmtni.ngen nlger· 

at den skal,. 

f TJ. ~ R r ' " l ·1 \ . Cten . e\ 1.s ,J.ra. 

at dette "ækvivalent" mEJd Prinrtal:=Jætnine;(cHl? man kan ogs<:Y.a relativt 

.L•t se at denne er ~~~-Bkvival•:'1Tt 9 ' med~ (n) 11 gennemsni·tligt" er lig 

O i den For~tand n 



Vi skal betragt P en vigt-Lg AfbiJ d; u1v 

frem til H(-3Su1 tr:d;et henytte.r v 1 

D8n binDme 1igning 

d ,Jfu:c 

mi run~ 

d.Grmed har vi 

\ " l ~) 

Vi faar umiddelbart at (j}
1

(x) --x c·< l,, og ved Induktion kn"n v:!. ·r.~t:>· 

f:: t emme alle de følgende~ idet eR/ :x) = ( xn-1 )j{( t( x) t 1"tVOJ:' N~:rwncrc· 
produktet er taget over alle d n. d(n. Vi ved, at Polynomiume­

d tvisionen gaar op~ og da alle forekommende l)olynomier er moniskl':~ 

(~ Højestegradskoefficienten = l) ser man ved Induktion at alle 

(J)n(x) faar heltallige Koefficienter, saa at alle Øn(x) E ,J( [te 
løvrigt er det let at opr3tille et konkret Udtryk for eP h:)~ • n· 
JV!()bius' Omvendingnformel (;:>.74) lød 

f(n) -- g(d) 
din 

og den er aabenbart gyldig naar b1ot f og g er Afbildninger Ty-

+) er en kommutativ Gruppe; men dersom 

Gruppen skrives multiplikativ-t med " f;:1ar vi en mult ikativ Fm'm 

for Ornvendi 

r~(n) ::=: ··rr G(o) 
din 

fzyldig· for Afbildni.ngm· af u~J over· i en multi.plika,tiv kommutat;iv 



Grupp~3 (her e.c det naturl 

Vrord imængde lnm er {o, l' L• L • ., L:ck(~Lielingspolynomiet fn.ar· 

en 

l)(j te lynJFn-l f"·r er 
l \ <. •. 

n 

"") 

:lf:L j 

x 2 + 1 

( (\ ) 

ij, ':(~ •') 

x + xJ + x~ + x + l 

p-·~· 
+X -+ •• o+%+19 

x: ~}~ 1_ 

x4 + l 
(, ., 

x + x·· + l 
~~- ) 2 x· -x· +x·- x+ l 

4 2 x - x + l 

Det er overtfor nævnt 9 x) er manisk. Polynomiet 

~~l (x) har Konstantleddet n >l vil ethvert (x) 

.h!:~:,Y~~·~J~.<2n§J2.§1lliedd~J:1~ thi m'Ærttes x = O i Produktfremstillingen 

ovenfor a.f (p n (x) faas ~n (o) lig ( ~-1) opløftet t il Potensen 

(d) og for n> l er denne Eksponent lig O. 

l C~Pl&nen vil Enhedsrødderne ligge pua Cirklen !z( = 1. og af 

f1nitionen paa ~ (x) ~es a~ dette Polynomiums Rødder netop er Tal­
n 

, 2 ?Li_q lr.~"O'"' (J e·v• r•·•~-~l)D"'] )(Y !.~:n1e 12. w 1.1.v 1. " -c .•.•. ,,_ ( "-'·. c c'> har Nævneren n naar det er Bltro·~· 

VE-~ t som u.forkort el i e Brøl~. Det te 

retfærdiggør Na,mFdi CirkoldeJ ingr::J 

polynomi.umø Figu.ren viBe:r cl e De<! e" 

rn:mkter paa Cirklen EJOm svarer til 

at q har Nævneren ~3 hhv. 6 ~ deres 



Ji'or etb.vert n vLL DeJ c:p1mktcrne J ymmetriAk om den reelle Aks 

Tal 

( 

ni· x 

;.·M•.it PJadser) 

( 
···)' 

(f}.) Det er allerede antydet o-

n 9 1l1er1 .IGJ.n ses af Produktfrarost l 

Ud EJC 

BEwis ~ v .. JVJ:).np;oJ d 

~ 
-~ Vnnktionen var t:JNrLemt ved at dfn (d) =~ log n; tagEn' vi nu 

~d(x~) over a.lle d hvor d In, d> l, vil det være lig (xn-1)/(:.x:w•l) 

nc~l n-·2 -x +x + •• +x+l, og for x= l vtl dette være lig n, 

at log ~d (l) maa være 

d= l, da J\(1) = O)ø 

saa o.t 
J 

log q:,~d (:L) = log n? hvoraf :følger det 

~3an1me som J\( d) (vi bort fra o 
da C/>.) x) har Høj e~rt 

r~ t x.~( n) ses e, t Hesu.J:i;ate·t ()gsaa. kan udtrykkes: 

4)n (x.) 

BE:vi:-:; lVfult:Lp1:Leeres to moniske Polynorni"'" 

) ( k k-J ' h+k ( b) h+k"~'l .. ,, • x ~o bx . - + " • 0) faas x c+ x' -·· ~" 

san at de næsthøjeste Koefficienter er blevet adderet. Da 

l':r 1'tf F'ormen xh c'"~xh + •. ses at Formlen cjJd(x) ~ n J! . 

r 1 f·Jr n '" 1 1 . ( ) } • J J J (tj~ n . et n .. "a· .... d.e'''l gJ ·qe:r" -~" 1 0 ll·'r, J ~"" E~ .1'1, l'.\TJ_ . <:e·v • o n·, Or v .L , 
~._ .. e .. c s , 

r.:lf()l ::;om bN\'l;emtn JVJ()'l)ilJ.:ifunkt.in~V·'Oo Altsaa ed ~ ;a(d) o 

(Af d te RemJltat mtmme:n meci. UclfiE"~end·'1t ;:c\.f' de opsk:revne Eksernple:r 

pa::1 o/n (x) kunde man forled er:. tLL at t :ro, at Koefficienterne :L 

, men dette er forkert; det 



e l ()f ( ) 
- \_. _! 

6 2 ? 41 ) '="t--X ~~f( , , .1 

(\1 i ·· ~h~m~e mellem Cirkeldelings 

r HidY'ag for dik :i 

... l ) cl) ( 

(x) 

primitive Enheds· 

de primitive 3 1 te 

Vigtig for Tal·teorien er Sætningen: 

JEJ Na.a.r p gaar op i cp
11 

(x) 9 saa vil p ogsaa gaa op i x 11 

T,t:td d være den mindste positive Exponent for hvilken p Jxd·~l 9 

n ( 1'"'1 i' 

erot d n 

f:.: om j o ur· .lig 

med inlt 

:Lnd(mfor Gruppen (dp?@). Da vil d Jn, og end~· 

Saafrernt d = n staar her at 

dt:cm sidste af de to Mu11gheder i Sætningen. Saa,~ 

vil cb (x) fore ndes r::om Faktor i (x11 )/(xd-·1) 
1 n 

lT cpd l (x) r hvor PrC)\JUktet tages over alle d l med 

den opskrevne Brøk er lig 

=l (mod.p), saa Brøken er ·2[ (mod .. p) v hvoraf følger a t P! n 

Som en Konsekvens af Sætnineen faar vi: 

IJ\,'1 1 ( ;~ c i a l i, .i. 



rm:' en voksende .F'I~lgc af _;_rul byrd c,: ~:arv j L. pr Lmtske 'ral :::o u: a 1 t u:cu, .. 

Et L ( y· ~rub:. (HJ.de med x f u i 
m· 

:f:ca x t; 11 d 

(x) 

Pølgen er (m:>l c:rntages): al q~n(m)' 
a2 -- ~i;rn( m•al) 

j 

Da cpm (x) har Ko ns tantleddet l er (e/J m (x), x) = l hvilket medfører 

at .l:"ø.le;en bestaar af parvis primi~::lu::: Tal, og desuden at deres 

Primdivisorer er primiske med m. MPn ifølge Sætningen foran f~l-

der fc>aa, for E:rlh'•rer .Primdivisor p at o 
Anvcmdelse ~ 
·--"-=--·~~~"~'~',~...,,.,~J.~=""-~~ ... 

n ou.LL i t a 1 1 i. g 

ke J'! k 

og positiv er Nævneren N1 i det k 1 te Ber"" .c 

(se 8.63 nederst). Vi har N2 2 ',i' 6,) - j ,_, 

Men: Der findes uendel k for hvl l,, 

Be1xin f O J'' N k :c: 6 ~ der fi:ndes nt-m·"" 

de lig mange PrimtaJ q saa 6! q-<L; da er N2q ""' 6, thi Di visar'erne 

d i 2q er ls,:?;C{..Og 2qiog d+l e:r Primtal kun for d= l og 2~ idet 

lll?t almene Bev:Ls forløber 8.nalogt: hvifJ k har 



Divisormængden {d 

;.J -~, :i•+J . o . -(l Da U t c,i .L ors rne !l t ()p l·: : \) ,., 

., .. , 
V'l.1. denno l. 

Jedninc; tiL 

1.; l ~~ YØ' f :f~ 
1{12 J. ... ) ( x+l) ( '·l ) '-~ \ :L) ( 2 11) Jr ~"-"'x·,~ ,~ ( 'J\:4·~·X.2+ l) 

P;"i.Vr'?r 
c :L ?i . 7 5 3 ... " l o 

J J''\' /!c :l '" to 7 T5 .. __ r:_ .. ) 

] "'J 

17 13 241 4 . .r. 
f ""~ 1 3 Q 

r· 21 o ·- ) 

~-12 ... l = 4 . 6 31 . 26 21 601 ) .. 
612 

•.rot> l ·-· 5 7 ø 43 37 .. 31 1261 

Man ser 0\rert=msstemmelsen med Smtn Lnr;en om Primdivisorerne i"+.(x). 
~1 

Det ka.n bem.tnrkes, a t 1261 j klce er et Primtal, mc-m er 13 • 97 ~ og 

begge disse Faktorer er af Rormen p = 12h + 1 . 

.. 11i ___ n""h __ v __ ~e~.~r,.~.···"'F~'~ a ___ l~c_i_~~ -~~'""'"-·~·-~·-.... .-~~i- J: [:x:] kan umiddelbart tes som en Ji'ak--

i.·~~-........ ·-"-····~·-···"·· .. ~~-'""·~~:i.- l( [X] , hvor K~ __ e __ .. r_~~e-~t'"_~~-·-...,.··------~: . .;_~ ___ k_o.;...m~. m __ u~t_a_t_i_v_t··-~-~--~ .. ;... .... ·~· 
kar1 afbildes homomorft ind i K ved l ~·• E o. s. v") • 

J\1t K [x]: 
n •"="'" A~ 

X ' - E :::: l, l q) d (x)~ 
dl n 

Hvis ord X "~ n i den multi ikativr:: saa (.:rr X Rofl 

X)~ 

-- l B(~vis: ord X ::oc; n medfører Xn "'B ::::: 0 9 a1tnaa dl~- cpd(X) ""· 0,, 

EJaa at en a:f l''aktorerne her rnaa være O? og hvis X Rod i et cj:J d ()1..) 

med d .n vilde vi 

slutte den anden Vej; fx i 
1 

Of'; l l\)7 (X) +X+B, Gkønt v'i 'l) 

B :=: 0 1 umu1igt. (NB man kan :Lkke 

[x] er J~ Rod i bamle 1>1 (X)=X-E 

her har ord E = l)" O 



f37 

Lact os specielt afbilde over i TÆgernet cZI ,+,o). Ifølge Fer­
p 

rna t er alle lUementerne i den mul tiplika ti ve Gruppe (Z~ •) Rød-p 

der i xP-l - E = d~ ~~l cpd (X). Da Polynomiets Grad netop er lig 

Antallet p-l af Elementer, vil ethvert ep d (X) som Rødder have 

netop de 'f (d) 8tk. X for hvilke ord X = d. 

Taleksempel: Vi vil betragte ( 4"
13

,+, o), og opskriver en Index-

tabel svarende til Primitivroden 2 . Nedenfor Index anføres 

den paagældende Restklasses Orden i Gruppen ( zt'1;, •) som jo er 

det samme som Ordenen af Indexet indenfor (2'12 ,+), og derfor 

- idet vi generelt skriver p i St.f. 13 - er bestemt ved 

ord x = (p-1)/(p-l,ind x), iøvrigt uafhængigt af Primitivroden. 

x (mod .13) l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Index (mod.l2) O l 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6 

ord (3) l 12 3 6 4 12 12 4 3 6 12 2 

li'aktoriseringen er 

xl2 - E = 
q>, 4z. øj cp'f ø(p ep lir 

(X-E) ( X+J<~) ( X2+X 1-E) ( X2+E) ( X2-X+E) ( x4 -X2+E) 

Ethvert </>d (X) har som Hødder netop de Hestklasser, hvis Orden 

er lig d, fx har cfJ
4 

(X) == x2 +.8 som Rødder Restklasserne 5 op: 8, 

Prøve: 52+1:::: 26, 8 2+1 = 65, bege;e =.O (modol3); ligeledes 

vil de 4 Prirnitivn;Jdder 2, 6, 7, 11 være Hødder i ~2(X), l'rø-

ve ( paa en anden I<laade) : ( X-2) ( X-6) ( X-7) ( X-11) = 

x4 - 26X3 + 233X2 - 832X + 924 S x4 - X2 + Eo 

li'oræ blev vist, at Summen af Rødderne i cpd(X) (altsaa nrosthøj-

este Koefficient med modsat l''ortegn) er lig .J'( d), og man ser 

hvorledes dette ogsaa stemmer her, idet ord x-z;. d x æ )'t (d) ( Plod. P) ; 

fx er 4 og 10 de Restklasser hvLs Orden er 6, og vi har 
1(-

4 + 10 :::: 14:;, l = ,(6) (mod.13); :;pcci.elt ses, at indenfor cl",.) 
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vil Summen af Primitivrødderne a1L·id være lig t-c ( p=l); i Eksemp­r --
let her er Primitivrødderne 2,6,7. oe; 11, hvis Sum 26 er =. O 

=jt(l2) (mod.l3). Af Hksemplet fremgaar hvorledes de tilsyne-

( ry1P*,·) og(~_ -1.+) ladende helt uoverskuelige Isomorfier mellem ~ ~- . 

har en Masse indre Baand. 

Eksempler paa Teknik. Vi vil vise, hvorledes dette Kapitels He­

sultater kan benyttes til I1øsning af mange Opgaver, og vi begyn-

der bagfra med Cirkeldelingspolynomierne. 

Polynomier · xn - ~n. Faktoriseringen af xn - l giver Anledming 

til en tilsvarende Faktorisering af xn yn, idet 

n n n ((x)n ) x -y .=y • ~ -l = 

hvor Produktets Faktorer er Polynomier i x og y. Px faar vi 

,JJ, x4 - l= (x-l)(x+l)(x2+l) 

x4- y4 = (x-y)(x+y)(x2+y2). 

Dersom nu (x,y) = l n n maa enhver Primdivisor p i x -y ogsaa væ-

re primisk med baade x og y; altsaa vil ~ E A~(p) saa vi uden y fl.( , 

Skrupler kan regne med Kongruenser modulo p, og vi har ~ ~ z y 

hvor z heltallig. Dersom p gaar op i en Raktor Ød(~) .yf(d) 

maa p altsaa gaa op i Ød (z), og vi har p/n v nJp-1 (se S.84). 

Fx svarer x2+y2 til (f)4 , og for (x,y) = l kan dette Polynomium 

kun være deleligt med Primtal af l•'ormen p = 4h+l eller evt.p=2. 

O S d t 'l ~ ka x4-x2y2+y4 g varen e l ~-2 n kun være deleligt med 

Primtal af Formen p = 12h+l og evt. p = 2 eller 3 (og saa alt­

saa eventuelle fælles Faktorer for x og y). 

Om E'ermats PJZgblem: Lad os benytte Jt'aktoriseringen ovenfor af 

x4-y4 til (i første Omgang) at vise at Ligningen x4 = y4 + 4z4 

ikke har nogen Løsninger x, y, z E /N .. 
Hvis der fandtes en Løsning, saa maatte der ogsaa være en I,øs-
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nlng hvor x,y,z er parvis prLmiske, thi hvis et p gik op i to af 

bogstavcTne, saa maatte p4 gaa op i Ligningens tredie Led, saa 

nt det tredLe nor;stav og;;.;aa var dt.l.cJigt med p, o_r~ nette p knnrle 

Gfl8. hortforl<orteR, da !,i,n:n l n,C~C'n er homO{';en. [ det føl{';endp, an-

tn.,c•:en ()r'rl'or: t x,y,z er parvis primi~1ke. Dette ses umuddeJ bart 

at medføre at x og y er uli~c. 

Vi skriver ti~ningen som 

hvori alle Drøkerne er heltallige. Den sidste af dem er ulipe 

(da ulige Kvadrat 2 l (mod .4)), orr, de to første har Differennen 

y , saa en af dem er ulir;e. De tre 13røker er parvis primiske, 

thi hvis et ulige p gik O!l i de to første vilde det gaa o:' de-

r('"s Sum og Differens, al tsaa i x o{~ y, Of, hvis d et p,aar op rl en 

sidste og i. en af de første, saa er x: ±Y O{~ dermed den ~<irlr~tP 

a x? saa at pjx, og da samtidir pjz faas Modstrid. 

Paa Grund af å en entydip;e Frimopløsn i n,cr maa 8f-tn. de u l i.'"'' p :· 

va::re 4 'Potenser, og ligenaa den J~-"~ sauunen 

x2 +y2 4 x-y x+x 
Altsaa 2 = a og af Rrøk~rne ? op 2 

med ~~~~·'al: to l'• n. 

e r d e n e n e (' t 

2 Kvadrat b og den anden er et. dobbelt ;:vadrat 

ikke fuldtud ~J.t henyttf; at1v 4'J'otenner) • 

Da nu .2 
(x;y) 

2 2 2 
(!:::::Y.'..) + = (x +,y ) . ') 2 2 r .. 

b4 + 4c4 4 hvormed vi kof'1met = a ' 
er tilh:cwe til Udr~'-Hl,-·::-faar vi. 

lignin~en, ~en i mindre Tal, jdet 
4 2 ') 0 4 2a = x · + y{ .. ..C: 2x"· ~ ?x • 

Permats Jde med Descf:nte infinie viser saa Paaf~tanden. a 
1. · · x 4 = y 4 + z4 1 h 11 · 1· · r- hl. l ·lP,n 1 r1gcn r• n r e er 1 nr:en ,ø~~n.tnp;er ~ //V iJerLi1 

de ( i,r"Em: Fvailrat :r:odt1lo 4), ;~:1r1 vi kan antat:e z Jir:e. Dereftt•r 
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kan Ligningen skrives 

= 

hvorefter Betragtningerne markeret [~ordret kan gentages, saa at 

vi naar til en Ligning b4 +4c4 == a4 , som ikke har nogen I,øsnln-

ger., a 
Som tidligere nævnt (8.59) har Fermat angivet, at han havde et b e-

mærkelsesværdiGt Bevis for at Lip;ning n +y n z n ikke har en x --

nogen Løsninger x,y,z E/N for n > 2, "men at Ma.rgenen er for 

smal til at skrive Beviset" (det er et Randnotat i hans Eksemplar 

af en Udgave af Oldtidsmatematikeren Diofant, som behandlede Til­

fældet n= 2). Som nedenfor omtales er filfældet n= 4 ret spe-

cielt, og for det har han et andet Sted givet et Bevis (et af de 

faa af hans bverleverede Beviser), som er noget i Retning af oven-

staaende, idet det oe;saa beror paa en "Descente infinie"; men me-

dens vi ovenfor saa at sitr,e fra et Sidespor kom ind paa den nedsti-

gende Kæde, saa kan man sige at Hermat drejede det saaledes at han 

straks var inde paa Kæden, men at det han beviste var en stærkere 

Sætning (nemlig at x4 + y4 = z2 ikke har I1øsninger e IN ) ; det er 

bemærkelsesværdigt, at man ved enDescente Inflnie (som jo blot er 

et indirekte lndukti<insbev.is) kan være nødt til at gøre en 1-'aa-

stand stærkere for at være i Stand til at bevise den. 

Dersom l''errnats Paastand er bevist med en Bksponent n, saa er uen 

ogsaa bevist for alle l•Jksponenter som er l~iul tipla af n, da j o 

xhn + yhn = zhn kan skrives (xh)n + (yh)n = (zh)n.. Heraf følger 

at vi nu har vist Sætningen for alle ~ksponenter som er delel:Lee 

med 4. Dette medfører at d~L for at bevise den generelle Sætning 

vil vrore tilstrwkl\:c.Li.gt at bcvit;e den J.'or alle ulige J~ksponenter 

n, thi ethvert Tal stø~e end 2 vil jo være deleligt enten med 4 

eller med et ulige 1'al. ~J0rr1me Ræsonnement viser endda, at det 
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vil være tilstrækkeligt at bevise den for Eksponenter som er ulige 

l'rimtal. 

Det er nu nærliggende at skrive I~ie;ningen som n n n x = z - y og 

saa benytte Faktoriseringen af Højresiden (ved Hjælp af Cirkel-

delingspolynomier), men desværre fører det ikke ret langt, idet 

naar n er et Primtal kan zn yn kun faktoriseres til 

( )( n-1 n-2 n-1) z-y z +z y+ ••• +y , hvor.rnan kan vise, at den sidste Fak-

tor er et irreduc i bel t .Polynomium (over @. ) , saa man kan ikke 

som ved n = 4 faa tre Faktorer. Saa har man prøvet at gaa ud i 

algebraiske Udvidelseslegemer indenfor hvilke man kan faktorisere 

videre, og det har for adskillige specielle n-Værdier ført til det 

ønskede Bevis, men trods overordentlig store Anstrengelser i denne 

Retning er man ikke naaet frem til et generelt Bevis, saa det er 

næppe ad denne Vej man skal bevise Sætningen (Vanskelip:heden er 

at man kommer ud i J_jegemer indenfor hvilke der ikke gælder enty-

dig }<,aktor isering, hvori al tsaa de "hele" Tal ikke udr.;ør en fri 

Halve;ruppe; Forsøgene paa at raade Bod paa dette var iøvrir:t dm 

historisk første Oprindelse til Idealbegrebet). At man kun behø-

ver at betragte ulige n-Værdie~ giver dog en lille Fordel, idet 

man saa kan betragte Problemet som en Opgave indenfor 2' \ {o), 

og flytte alle Leddene ov~r paa samme Side, + n u 
n = O, 

saa man faar Symmetri. E,j endommeligt er det, at det eneste uli.r:e 

Primtal for hvilket der eksisterer et simpel t nev is (dog med t109P.T\ 

Recning) er n= 7 (!). 

~ksempler t!l talteoretisk~Funktioner. 

Ændring af._ Sun:tmationsvarLable: Dc~tte er en vip;tig r1etode ved tal-

teoretiske nnr:aver, som vi illustrerer med et lille første Eks: 

For x > l p:ælder 

I t (n) • L~ J = l • 
h 



Bevis: = L;(n) ~x l 
n t .. --n 

= L Lr'(n), hvor der 
n t 
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swnmeres over alle Par (n,t) med nt ~ Xo Vi indfører nu h= nt· 

som ny Variabel, og da der er bijektiv Forbindelse mellem Par 

(n,t) og Par (h,n)hvor nlh, kan vi skrive Swnmen som 

L_ Z M(n) = 2:_ {l for h = l} = l. 
h '§.X iil h f h ~x O ellers a 

Regning med multip_likative Funktioner~ Man staar sig hyppigt ved 

at huske paa at Mængden af multiplj_kative Funktioner er en Gruppe 

baade ved -*-Foldning og ved Nul tiplilrat ion. Lad os som Bksempel 

betragte Funktionen .;.'\ =j< *' <f2 ), hvor Eksponenten 2 refererer 

til sædvanlig l1~ul tiplilration (/ 2 er al tsaa den Hunktion som er l 

paa de kvadratfri Tal og O ellers). Da/" er multiplikativ ses, 

at Å ogsaa er multiplikativ, og vi behøver derfor kun at udregne 

den for en Primtalpotens p~ l<'or d Ir o( er r 2 (d) lig l for 

d = l og p og lig O ellers. Følgelig er 

~ øt. { O for ø< = l 
/'\(p o() = d11l(dlf(fl =r< l'l+fpol-1) = -6 ~~~ :. ;. ~ ) 

hvoraf man ser, at /1 (n) er lir. O hvis n ikke er et kvadrattal, 

og at 1\ (a2) er lig )'t (a). 

Eksempel: Idet vi som sædv~mlig antager at 

Primopløsning med alle "(.~o sættes f(n) 
J 

og g(n) r ::: 2 o Holdningen f# g ønskes bestemt .. Man observerer 

at baade f og g er multiplikative, og det er derfor nok at 

bestemme li,oldningen paa en Primtalpotens p 0: For d l p o<. har vi 
o< 

g(d) ~ 2 undtagen for d = l hvor g(l) = l, medens f(~) alterne-

rende er +l og -1. Vi fimder dermed 

2oo~..t<~Ln:(d) = 1·;2 - lo2 + .... .± 1·2 + 1·1 == 1 altid, 
dJp 

og følgelig har Poldnit).gsfunktionen f~ g Værdien l for al-



le n, saa at vi har Helatianen f~g ::::: {»o 
Man kan ra{rne videre med d i.Hne Funktioner f or: p;, orr: som l~ksempol 

kan v i uden Bevis (men son en 5pr~ave) nmvne l''ormlen 

(fo Cj')-){- b 

hvor Cf op; 6 er de tidl·i 1o:erP. definerede Funktioner, medens h(n) 

betyder den Fwll\tion som er n j Kvadrattallene og o ellen·; ( OPn 

e r m u l t i p l t l m t i v ! ) ø 

Endnu et Bksen pel: Idet q op 1 har do sædvanlire Betyd n inr>:er 

betragter man ligningen 

= 'r. f 

Løsninr:sfunktionerne f nøpes. 

Da begp;e Sider af LipningPn er lineære i f er det klart, at 

l·'lænr;den af Lø[m ine;sfunkb.oner maa vmre et Vektorrum (over fii ) . 
Men til en given Værdi af f(l) svarer kun ~n 1øsnin~sfunktinn f, 

som kan bestemmes induktivt: For n = l siger Ligninpen blot at 

l·f(l) = l•f(l) som er indholdsløs, men for n > l kan mnn flytte 

Hidraget med f(n) fra Venstresi.den over til Højresiden, hvorved 

man faar 

L_ <f(d)·f(~) ('T' (n)-1) o f( n) 

djn,d>-1 

og idet 7"'(n) >l vU denne T,ip:ninp bestPmme f(n) entydjrt 11rlf»n 

de fore('::1.nende f~V:1:rdier. 

Da f' indf-;!.tctr paa be":ge ~;i.der af Lir~hedste{"net kan man ikl\e 1mid-

delbart slutte at f er multiplikativ, op det knn jo i IJvert !<'alrl 

o,o;saa kun p·:nlde for den Lø::n i np: for hvilken f( 1) == l; men denne 

er v·Lrkeli{~ multiplikativ, l1villu~t kan r~ef1 snaledes: Vi. tarer f
0 

som rJ;:•n multi PlLkat·ive l•'llnl' 1 .. inn der p:-la Primtalpotenserne r~teJ:!lilPI' 

overem> rnF>tl i' 9 f1:l.A -vi l ror n = p tX. 'hnrdien a.f q>~ f vmre l i{': 
o 

Værdien af Cf~f, or". lir;c:::1a er for dl..ise n Væ:rd.ien af T•f
0 

li{" 



Vmrd i. en af l .f i dn nu C( ~ f
0 

or·: l'of bPrrp;e er multipUkativc 
o 

maa d f? stemme overerw J' o r alle n, Baa f rnaa net op være l i.''" d en 
o 

entydigt ber:temt c~ LøsnJnp; f ti l T, i r:nin{~en. 

1'i.l Hester.1rnelse af en T,nrmin{>; f er det derfor tUstrxkkeJi.rrt nt 
o(. 

bestemme dcnG Vmrdi for n= p. Man finrier ved en Herrnirw n.t 

(jdet f(l) =-=l) 

f( o<) _ E?--l • .sP_-1. • ex p-l P --· ') <aøee ø 
r o< 

er n.f' For1wn 

en Konstant e;anr;e den mul~; i pl.ilcat i ve Funktion f Dom er b e c. t r m t 

~d det angivne Udtryk :for .. :.C.CJtl. 

Gandhi 's l=Timtalformel: T1ad k være et na turlir;t Tal s tørre end 1 • 

Det hele Tal 

p top: ( ) /"(d) __ - l)J m 2d-1 2 

e:r defineret (Større h>en under T1oc.ari tmetcr;nct er pos i_!_i~____Q.L: 

er netop d_et mindste l'rimtal p som ikke gaar .9P i k. 

T~ • , .eVlS: Ind a 1 + a 2 + •• o være en absolut konvergent H:r.kke. v i 

sætter ~:lA.a er 

(da d kun kan antage endelie; mange Værdier er det tilladt at om-

bytte ~)U!rJJnationsrækkefølp:en) p Og da djk Ad lj <?:) d j(J<,j) Ofr 

endvidere 2 ("(d) = O und tagen :i'or n = l hvor Dummen er l 
din 

se o 

at hele U~trykket simpelthen bliver lig "' a. L... J 
summeret over 

de j for hvilke (j,k) ~ 1. Det første j af denne Art er ~nllet 

l, or: d et mm:; te u es at være netop Jet mindste Primtal p souJ j 1<i\e 

i cl gaar np i k. Dersom man v~t)lger aj == 2-, bli.ver sd = l/(2 -l) 

~ l d -l '),_p ' 
op; L_ )A(rl) (2 ·-1) altsa<l 2 +, + oo•o• hvor ttesten ~ 

d l k - '--v---
er rni.nd.re ond;? P; heraf J'olc;er J>aat~tanden umiddelbart. JJ 
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Monotone multiplikative lhmlctloner~ 

De ikke-trivielle multiplikative r'unktioner som er behandlet i det 

:forep;aaende har alle været stærkt sprineende. Det er ikke tilfæl­

digt, idet vi vil vise at de eneste l•'unktioner f:/N.,._ J& som 

er multiplikative og monotone er de trivielle :t.Cnl2.11o<. (tid­

ligere omtalt som det simpleste og uinteressante Bksempel paa 

stærkt multiplikative Funktioner) sg:tmt~dJL. f hvor f(l) = l, 

fJ2) f: [o,l) og f(n) = O for n> 2 (Erdos). Dette er en af Grun-

dene til at det i Talteorien er svært at naa til Hesultater med 

kraftige Størrelsesvurderinger • 

.Bevis: Vi har altid f(l) ==l. Dersom der fandtes et f(n) < O 

vilde det samme gælde for alle de følgende n, men det strider mod 

at f((n+l)(n+2)) == f(n+l)·f(n+2) > o. Værdimængden tilhører 

altsaa [o, oc[. 

Dersom O antages som lunktionsvn,rdi, da lad m være det windute 

~:al for hvilket f(m) = O; m = 2. eller 3 giver de i Sætningen om-

talte specielle multiplikative monotone ~unktioner. Og m ~ 4 kan 

ikke forekomme, thi saa er (m-l)(m-2) > trt., saa at f(m) =O stri­

der mod at f((m-l)(m-2)) - f(m-l)•f(m-2) >O. 

Vi skal derfor blot vise, at de f for hvill~e Værdimamp:den t i 1hø-

rer fR't er af Formen f(n) = n tX' Op; vi behøver kun at p:øre det 

for voksende f, thi hv.is f er aftae;ende kan vi lilot r:w over 

til l/f. 

For a~ klarrøre Metoden kan vi i første Omgang nøjes med at betrap-

te stærkt multiplikative f. Dersom a b ( m <n hvor m,n,a,b 

hRr vi 

log m b l op, f( m) b 
< ._::.) 

l og n a log f( n) a 

Holder vi m (l< : n fast og lader b/a variere E Q+ . følger SRa at 



.1.2i:~l!2 
lor: n 

orr. da vi heri kan om1wtte m og n maa der nnlde = , altsaa 

_J21l_jj_JJ.2. J2E~J 
lor: n log m 

hvor rrøjresiden er lwnstant for fastholdt m, al tsaa f( n) = n a<. 

Hvis f kun er multi.PlilGltiv (ikke stærkt) bliver det lidt v:::woke-

lip:ere. .B'ørst visen ved Tndul<tion a.t for n >1 p;ælder 

f(na-l+l) ~ f(n)a < f(n 11 +1-l); 
:::::: 

for a = l staar der f(2) <. f( n) < f(l/-1) som gælder, op; hvis .." :::. 

Uligheden er opfyldt som d en er nkrevet med a, saa faar vi 

§ f(na+ 2-l), altsaa Gyldip;heden med a+l. Af Formlen faas direkte 

( a-l) )a a4l f n ~f( n '§ f(n ) , hvoraf som foran faan at 

f(m) a-1 f( )b+l .lQ.E..J?l __. ~-~ n · · , eller J -. . Of n a 

·Lader vi herj b variern E: (b)+ følger 
a 

o< 
op: som før finder vi f(n) = n • 

som før 

ma < nb ~ 
b+ l 

~ R=I • 

~ lo.c:_ m 
lop: n 

o 

Hedens de betragtede ta.lteoretiske Funktioner er relativt r~amnwl-

kendte, saaledes som det fremgaar af de historiske Angivelser, saa 

er' det benyttede alcebraiske Synspunkt - Bom især korn ti l rcHr.vk i 

i•'oldnirwsringen - først kommet frem ca.l960 selvom nop:le af fdeerne 

i det (Benyttelse af analytiske Funktioner for hvilke det j Virke­

ligheden er ligegyldigt om de fremstillende Rækker konverr:erer) i 

en vis Grad var anet tidligere. Senere er man dog blevet klar over 

at J'rioriteten maa gives til E.T.Rell ca.l920 (8.1883-1960, foru­

den talrip;e alrre braiskc' A r1Je ,id(::1r har han skrevet rnere populwre 

maternatiske nc:wer, af hvilke nop,le ( fx"Development o f !''la thenm t i es") 

er gode (omend ikke korrekte i alle Detailler), og under Pseu­

donymet ",Tohn Tnine" var han op;saa en produktiv Science l<'iction 

f·)): ri ben t) . 
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Pr1mta.lsætningeu o 

Som tidl1e;ere nævnt udsiger Sætningen at 

Tf (x) 
log x: 

i den Po es tand at l<'orhold et mel lem Hela t tonens to S i. der konvm~ .. ~ 

gerer mod l for x 

sværere at vise end 'rchebycheff 's Resultat om at lt'orholdet ligger 

mellem to positive Konstanter. Vi skal gøre det "elementært'', og 

det betyder dybere set, at vi skal gøre det uden nogen af de Kon-

vargensproblemer som knytter sig til de mere funktionsteoretiske 

Metoder. De .B'unktioner vi skal betragte vil være sammenbyggede 

af simple Elementer (1'rappefLinktioner og "Spline"-.B'unktioner) og 

Konvergensspørgsmaal vil kun optrædø paa lavt Niveau, men kan na~ 

turl.igv:Ls ikke helt undc;aaB p da selve Sætningen ud taler sig om 

en Konvergens. 

Vj_ har foran (s.no) vistr at SæLningen vtl være en Konsekvens af 

at 1, hvor 'r( x) = A (n) idet 1\ (n) (v .Man·-

goldtfunktionen) er defj.nerrt ved (n) = log n, og vi 
t n 

fandt at ./\ (n) ir;. O 9 men ru,v.e t om den behøver vi ikke at huske. 

Budvidere skal vi benytto 11/fobi.usfunkti.onen r defineret 

L~/V\(n) er lig O undtagen for n= l hvor jV'(l) = 1, og 
djn 
fandt vi at 0<~.(n)l l (Va>rdirmx:mgden var jo {o, :t 1}), 

det om den behøver vi ikke at huBke. 

ved at 

om den 

men an-~ 

Vi skal operere med endelige :::lummer, ug det vil være prakt.i.sk at 

benytte St.ie1tjesintegral-Skrivemaaden (~1.]856=1894), fx 

~"(x) '"' S~ d 'f( t) ~ lnror aaa ]) Lfferent iELlet d f( t) t?Jr O und tagen 

i. Spri.ngene i de hel t~'l L 1 Lge t') for hvilke det er /\ (t) • 
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Vi skal lnm anvende det paa "pæne" Funktioner., 
~~ 

Dermed mener vi Funktioner som har en Mængde 

af "Sarmnensætningspunkter" som ikke fortætter 

sig i det endelige; mellem to Sammensætnings-

punkter skal Punktionen være p;ivet ved et sim-

pelt analytisk Ud tryk ( b:cugbart oe;saa i Bndeprmkterne af Interval~~ 

let); i Sannnensætnine;spmlkterne kan de:c være Diskontinuiteter~ og 

som Ftmktionsværdi tager vi saa Grænseværdien fra nø,jJ:'e. Denn? 

Hunktionsmængde er aabenbart en Hing, og de sædvanlige Her;ler 

fra IntegralregningenDælder for den (dog kan der for et Integral 

af 'l'ypen s~f(t)dg(t) hvor f(t) og g(t) har Di.skontinui.teter i 

samme Punkt korrune en Vanskelighed naar man anvender partiel Inte-

gration, men derom senere); Rigtigheden heraf kan let ses, f.Eks. 

ved at man i Omegnen af en 1!J.skontinui tet erstatter 

med en approksimerende kontinuert }~nktion, men saa-

ledes at JEndr.ingen L..un er foretaget til. venstre for 

Diskontinuiteten. Vi bemærker, at de omtalte Hegni.nger har intet 

at gøre med den vanskeligere dybere Teori for Stleltjesintegraler. 

Vi sætter h( x) == L 1inL .. 
n ~x n 

l Stedet for at vise at 1J J5)_l,x__-+_1_ 

.Y:.bt_ vi vj.se a.!_ h~ 2\-)= .. }~~::":it~rl ~--Sa... idet det sid-

ste vil medføre det første. 
-~-----~-~------· 

Bevis for denne I~plikation: Vi har dh(t) =.!\L.nl 
n for t := n 

O{~ dlJ(t)-= O elL·l'<l. V:L formisætter nu h(t) = lop: t~ c+ ~t' 

hvor [t-7>0, 01: faar saa med en delvjs Tnte{~ration 

}\(n) 
n ~x 

S
>: 

-- l 
() oh(t) =[t·h(tj ~-J~ h( t) dt = 

x x 
x • h ( x ) ·- S 0 ( l o p: t - c + l t ) d t -- x • l o g x .... x • c + x • ~x - J 0 l o v t cl t 

~ C•X -f~ [t dt. 
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Da nu J~ Jog t dt = [t ·log t - t]~ 
endvidere f~ f t seværdien lig O), og 

== x•l.og x -x (i O er Græn­

dt = f.if•x (trivie1t.E-Bevis) 
x l1 

s e s a t r ( x) = x + e ., . x • x 

Da vi skal vise noget med Jog x er det rimeligt at substituere 

x ex, og idet vi sætter 

w( x) = L 
"'ex n= 

n 

~en a1tsaa at vise-L-~t for x~ øo vil w(xl- x gaa 

mod en GrænSJ?Værdi"_- c. 

Vi skal fra nu af udelukkende operere i Klassen K bestaaende 

af Funktioner F som afbilder fR. _.TR men er identisk O paa 

den negative_ F@.lyakse (a1tsaa fR.""~ _9) oe; endvidere er ".Qæn.~" 

..li..Jien foran ~ne:i vne Betydning)_. 

Da vi imidlertid ofte skal bruge analytiske Udtryk f(x) pR.a 

den positive Halvakse indfører vi Skrivemaaden .f.i2U for Funk-

t ionen 
{ f~x) for x ~ o 

fi.ll :::: +) 
for x < o 

hvorved vi opnaar at 1'120_ e K. 

Det er klart at K med sæcivanlig Addition og Multiplikation er 

en Ring, hvis Etelement er Punktionen 1 (altsaa Funktionen 

~•om er l for x ~ O og er O for x < O) • 

Indenfor K har vi 1Qteg~§lo2erat~onen: Vi definerer j F som 

s~ den li'unktion, der i x har Værdien F( t) dt. Den vil aaben-

bart tilhvre K (og er iøvri~t kontinuert). 

Endvidere skal vi stærkt benytte Operation~D T defineret ved 

at Funktionen 'l'F i Punktet x har Værdien 
-,)-I Resten <11' Kapitlet anvendes bc~tonende Understregning kun un­

der Tekst, for at undgaa Pej1tolkn.Lnger. 
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'rl''(x) = L f(x-lor;.__ill_ 
n - F(x) +! F(x-log 2) + 1 F(x-lop 3) .•• 

2 3 n 

Man bemærker, at for ~~thvert x vil JJeddent blive O fra et vi::->t 

Trin, saa der er intet Konvergensproblem. O~ TF(x) tilhører K. 

(Tndskud: Almindeligt kunde man indenfor K definere en "Fold­

nine" 1', ~G ved F*'G(x) = j F( x-t) dG( t), hvor der integreres 

over t li: (R, men jo kun effektivt over t e [o,x], saa der er intet 

Konvergensproblem. Selvom det egentlig er saadanne Foldnin{~er vi 

skal benytte, vil det dog for os næppe betale sig, og ogsaa til-

sløre det "elementære", at lave en generel 'l'eori for dem. l'·len 

man kan have dem i Tankerne. JV!an kan vise, a t *f er en kommut a ti v 

Komposition indenfor K, det sker via delvis Integration, som i 

dette 'l'ilfælde viser sig ogsaa at være forme1 t gyldig for Stiel t­

jesintec;raler(uanset eventuelt Sammenfald af Diskontinuiteter), 

og Kompositionsresultatet bliver kontinuert fra højre saa det 

tilhører K. Foldningen ses ogsaa at være associativ og dens Neu-

tralelement E er Punktionen 1 (altsaa , det samme som 

lVJlt' l'k t· l\T t J l t) 'd t . h dE(t) { 1 for t=O u lp l a 1onens ~eu ra _e emen l e Vl ar = 0 ellers • 

Udtrykt som Foldning er TF(x) = F~~(x) = ~F(x-t)dg(t), hvor 

g(x) = .!'; ~ , l/ . Analogt ses at SF ogsaa kan skri-

n~e . ~ {dx for x>O 
ves som F~!. ( 1det 2S = med dx = 0 for x< 0 ) • Or: 

den nu umiddelbart følgende Bemærkning er en Konsekvens af at * 
er kommutativ o,,~ associativ. Indskud sluto) 

Operationerne r og T kommuterer, altsaa STF(x) =T s F'( x). 

Bevis: )x 'l'F( t) d t -c: S x~ l"( t-log n)·~ d t = -?; *j\,,( t-loc:. n) d t. 

For hvert enkelt x var Jer kun endelig mange Addender, saa der 

v~1r intet Problem ved Grubytningen af L og f. O 
Det skal beLones, at S 21l T er lineære OperatianeG 
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T har en invers Afbildnine defineret ved 

T-1 F( x) = L P, A n L <F( x-log n), 
n 

thi sammensættes denne med T faas 

= ~ E_ M.( n) F(x - log n - log m), L- ~ 
n m 

og sættes n·m = h faas 

Det var Sammensætning fra den ene Side, sammensættes fra den an-

den Side faas et fuldstrendiet lign~nde Regnestykke. 

Vi har altsaa en ~ijektion T: K -?Kø 

Og en Trivialitet er 

Iseki-Tatuzawa's Sætning: )T-1F(x)/ ~ 

j T-1F( x) ( = 12. r-~ n) • F( x-log n)} 
n 

Bevis: 

idet vi benytter, at /~(n)( &: 1. 

o 

n) / , 

[] 

Vi skal betragte Grænseovergang x -'!l 00, og indfører "smaa Rest-

led" R:. R skal betegne en .Funktion R(x) for hvilken der eksi-

sterer et {)(,>O oe en pbHi-1~iv Konstant M saa jR(x)j <. M·e-«x. 

Vi skriver R for enhver saadan Funktion, uden at det behøver at 

være den samme, og vi kan derfor skrive R + R =R og x•H = H o.s.v. 

Vi har Jn. -- c + R, hvor c er en Konstant o 

oO ()O 

Bevis: J x J J 
... !(t) dt =_;;(t) dt - xR(t) dt, hvori det førnte Led 

bliver Konstanten c og det 
()C 

M· sx e."·4<tdt = ~·e-(Xx og altsaa er H. 

sidste knn ~1rderes numerisk opad ved 

o 
J•'or de smaa Restled R r;,~_lder a t baad e TH g_g T-1R ezo begrænsede .• 



Bevis: Det sidste føl~er umiddelbart af det første, idet 

Jnj = R, saa at Iseki-Tatuzawa direkte eiver det ønskede. 
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Det første følger ved en lille Regning, til hvilken vi antager 

at jR(x)/< M·e-IX.X med o<.E-jo,1[ (man kan jo altid tage et mindre 

o<.) • Saa er 

l .. Moe-<i'(x-log n) 
n = o{-1 n , 

og idet 0(.<.1 kan vi. let vurdere Rækkesummen ved 

Integralsammenligning (tø<-1 er aftagend e) , 

fTR (x)/ r x lVl• e -rj.x 
0 

t«-ld t -tx l ~x M·e •-•e = 

Nu kan vi begynde at regne: 

T e 

altsaa 

( -.e-J 

-x 
= ~ 

n~e 

-x T e 

Integration giver 

l -(x-lop; -e -
n 

= l + R", 

n) 
= 

T (l-e-x) = >. + c' +R 

som adderet til den forrige giver 

()(. 

L:i 
n~ e 

saa 

M 
-· 

o( 

n -x -·e n 

li\ 

" 

= x e 

Jl,)( 

o 

-X 
1-~ 

T l = x + c + R (hvor c er en Konstant) 

t 

(foreløbig er der intet overraskende, thi eel. staar her blot den 

bekendte Vurdering af Afsnittet i den harmoniske Række (!)). 

Ny Integration giver 

(Ø) T x 

Vi havde at T-1n begrænset, og, sammen med Formel feJ giver det 

at '1,-l l = e··-X + begrænset ~= begrænset, og kombineres dette. 
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med Formel (~) giver det at -l T ! = 1- Q·begrænset + begrænset 

= begrænset. Ialt har vi dermed faaet at na~r a,b er Konstan­

ter, saa er T-1(~ + ~ + R) begrænse!. 

Forbindelsen mellem Primtalproblemet og Operatione~ T kommer 

frem ved Formlen 
(190 

T(!oF(x) + F(x-t)dw(t)) = X•(TF(x)) 
..,c== - po -

Integralleddeter-skrevet ud- lig ~ F(x-log m)·/\k~) 
man ser, at Formlen udtrykker, at T af dette Led er lig Diffe­

rensen !•(TF(x)) - T(!·F(x)) (og dermed udtrykker, at Operati­

onerne T og "Multiplikation med !" ikke l~ommuterer) • 

Bevis: Vi udregner den sidstnævnte Differens (k~ n ~ JtJ< f~ukø'"•I\CI-\J 

x• 'i:" 1 F(x-log n) - ~ 1.(x-log n) Ji'(x-log -Ln Ln J ' 

1'\ In 

n) =I lo~ n .F( x-log 
,.. 

Dette skal ifølge Formlen være lig T(~ F(x-log m)·A~m2) 
t:;oro udregnes (idet T-Variablen kaldes h) til 

n) • 

,f:' ~ ,Z: (1.~ m) F( x-log h-log m) =l (hm sættes = n) 

l ~ r"( x-log n) ~A (m) 2_ 
n 

n F(x-log n)•log n. 
stemmer! Q 

I Formlen kan v:i nu indsætte forskellige F(x), og dermed faa 

lysninger om w. Simplest er det at sætte F(x) :;:: J:., saa er 

!•li'(x) = x og J F( x-t) dw(t) :::: J~'·dw(t) = w(x) (smlgn. det 

tidligere antydede om at l er neutra.l ~oldningsfaktor). 

Altsaa er 
T(!+ w(x)) = x·T l= !•(! +Q+ R) = x2 +ex+ R , 

hvoraf med Formlerne (eP J og (ØJ faa~1 

11 (w(x)- x 1 g) 
) 

= c'~ - 2d + R o 

Op-
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Højresiden er af Vormen b + H hvor b er en Konstant, og dersom 

der gjaldt en Uætning om at T~1 (~ + R) er en P1mktion som gaar 

mod O, saa var vi færdige, men saa god t er det desværre .tklce, 

idet man kan give Bksempler paa smaa Restled R for hvilke 

11-lH fr O (at Xonstantc:n b er uvmsentlig i denne Forbin­

delse fremgaar af Pormel{--$-)) • 

Men vi skal dog vi u e, at i vort spe c i e l le 'P :i lf(rJde, w( x)-!+~ ·::-

T-l(~~ 0 ). l') · 1 tt t __ r [\ , \:c. n V l S .U , e a , Ven~>trcsiden ____.", O, idet vi benyt-

ter Egenskaber ved w( x) (o r~ G-rænsevmrd i. en for w( x) - x vi 1 

altsaa netop blive -c, hvor c er det ved Formel (cpJ bestem­

te Tal (det blev ved denne Formel bemærket, at den udtr,vV.te en 

Vurdering af Afsnit tene i den harmoniske lankke, og c bliver 

den saakaldte Eulers Konstant 0,5772 ..• )). 

En Relation F(x) ~ T-1 (~ + R) vil dog medføre et Par Eeensknbe~ 

ved F(x) som vi vil notere; de er Konsekvenser af den paa for-

-l( r!r;c ~lid8 noterede: "T ax + b +R) er bep:rænset'~ Vi. har 

l) Jil(x) _er begrænse-t. 

Det var en umiddelbar Kom3ekvens. 

2) er ber~rænset. 

Det fø}r;cr idet 'r SJ•'(x) = jTF(x) = bx + c" + H .• 

3) D~_!:~~:.;:~ F(x) f; -l aolder li.msup F(x) 'ff: l. 
x-+oo 

Bevis: I Formel c:J bliver Højresiden !" (}2+R) = l.?E+i-t, 

orr, 'r-l af dette er bep:rænset, saa at (d.t~" dw{tJta c" F ?-1) 
()Q ~ <J 

X•Ji'(x) -c: - ft;·t)ØF(x-t)dw(t) + bee;r. f:f w(x) + ber-r •• 

Anvender vi nu l) paa # faar vi w(x) = x + bep:r., 

o t: indsætter vi dette og dividerer med x faar v j at -
F( x) ti l + bt:J~G hvorflf d et ønskede (vi skal kun hrw~e x ~ 

") .:) som den er formuleret, men ved ret trivielle Morl. if·i-

kationer :Jf BPvh;et or: Bet.rap;tninp: af baade F(x) or; -F(x) 
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faas at limrmp F( x) = -li.minf P( x), O{'~ man bemærker, at 
X+Oo X.-:toa 

dette harmonerer mep;ct p;odt med Er>:enskah 2)). 

Vi sætter w(x)-~+.2. l.ie; q(x), og l•'ormel :# udsip;er saa at 

rrq (x) = b + R (hvor b er en Konstnnt) , op; vort Maal. er herudfra 

a t v i s e a! 1 ( )() ~ O • 

Vi har iføl.e;e l) at q(x) be,"Tænset, altsaa at w(x) --x+ bet'T• 

(or;saa brugt i Beviset for 3)), d.v.s. at 

L A (n) = lor~ y + bep:r., 
n~ y n 

hvilket er et Res"Lll tat af JVIertens fra s id s te Halvdel af for r L r, e 

Aarhundrede (d.v.s. Tiden efter Tchebychef og før Hadarnard -

de la VnJJ.ee-Poussin' s l}evis for Primtalsætningen), som ret lP t 

kan vises at være"ækvivalent "med 'l'cheb:vchefs Resultat. T ;=a. f. 
~{;;::) , ' ~nalJ:t i f> k e 

at have indsat F(x) = 1 i l•'orme:Lr'lnmde vi have inds-at" anlir0 

TJdtryk for F(x), oc: derved opnart andre Hesultater, men do vildP 

stadip; tilhøre den samme"Ækvivalenskreds" O{!; kun r;ive "1)ef>Tænnnt" 

hvor vi ønsker "konvergent"; fx vil B'(x) =e-x direkte r':ive nt 

'j/(y)/:v er be,'.':rænset; det :før1 r altsaa ikke videre. 

Da det er q (x) som er væsent1ir; for os indfører vi den i ;;t,. r. 

w(x) i D , w(x) = q(x) + _!- .2_, rma vi faar 

'1'(x•F(x)+JtF(x-t)dq(t)+JtF(x-t)d(1-.9)) =~·TF( x); 

nu er (se D .. lOO) ftl''(x-t)d_i = jP(x) og JtF(x-t)dd:_ = F(x), ~>mt 
vj c>om ny Form for CJ faar ( j_det vi tager T-l) 

~·l<'(x) -~ Jt:C'OF(x-t)dq(t) = T-1 (~·TF(x))- J F'(x) + c·F(x) 

Desuden havde vi Tq(x) = ~ + R, op; vi vil nu kun operere videre 

med q og glemme alt om w. Blot skal vi brup;e at w(x) var vok-

sende (i svae: J•'orstanc!) , f ord J 1\ (n) O, hvilket 

h >o 0r q(x)-q(x-h) -h (Grafen for q er 
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saa at HældningskoefLLcienten for enhver ~)ekant er 

for x= O er Djskontinuitetsspringet positivt, nemlig li~ c, 

\~.~::r !1-0IH :foran bemærket er o. 5T/2 •• , og at c > O fremgaar iøv­
..!L~ 

rigt7 let ved en simpel Analyse af Beviset for formel(~)); vi 

har altsaa at for h > O er 

Paa denne Brøk kan vi anvende 

_glx) - g (.x-h2 
Fi 

3) foran, idet 

> -l o 
~ 

T(~(q(x)-q(x-t)) 

=*(~+R- ~-R) =R (idet (TF)(x-h) = T(F(x-h)) hvilket er klart), 

o~ Resultatet kan aabenburt skrives under ~t som 

""' l. 

Vi sætter limsup jq(x)/ = D, o~ skal vise at D = O. for at 
x..._.\ 0o 

ko1nme i(iennem trods Diskontinul teterne i q( x) foretager vi en 

Udjævning, idet vi danner ]'lid d el vwrd i en (som bl i ve r kontinuert) 

man ser, at 

q+(x) 

q7 (x) ~ K 

betragtede Brøk, saa at 

1 Jx - q(t) dt 
h x--h 

og at 

limsup 
X~ P<' 

d +( ) -q x d x 

l d .!.. J dx q. (x) 

at limsup jci(x)j 
X_,.!l<f 

~D, men der gælder - . 

ogsaa at l~~s~ fq +(x)/ ;-; D·~h (for 

hvis q(x ) er nær +D, saa er q(x) 
o 

paa det efterfølgende h-Interval stør-

re end JJ-h næsten, og hvis q(x ) er 
o 

netop er den ovenfor 

1. Vet er klart 

nmr -D c;ælder tilsvarende pn.a det forer;aaende h-Interval, se Jt' j c.) . 

løvrigt er q+(x) mitHist lige saa "jævn" som q(x), og hvis vi enJ-

nu engane; ·lager J·Hddelværdi (meJ det samme h) faar vi en r•\mkt ion 

q+"'-(x) for hvilken linmup /q++(x) l ?:, D - 2h. 

Da d -' 
T (_d x q ' ( x ) ) = H b l i v e r paa 

samme IVJaade findefl at '!'.-.-.( ) "q x -- konst. + R (man ser iøvrlr;t let 
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hele Højresiden er begrænset (de to sidste Led p.G.a. l) og 2) 

foran), og isoleres Venstresidens q++(x) faas 

Endelig bemærker vi, at i Integralleddet her kan vi flytte den 

ene Middelværdidannelse over fra q++(x-t) til q(t), altsaa 

- J q+(x-s) dq+(s); - s 

det er triviel Integralregning, men med de indgaaende Variabel-

skifter er det ubehageligt at skrive op, og det skal derfor ikke 

gøres her, men lad os bemærke, at selvom de variable t og s 

formelt løber over IR. , saa er Integratidmerne .io kun effek-

tive paa endelige fntervaller, saa der er intet Konvergenspro-

blem.. (Gyldigheden af Overflytningen bliver umiddelbart forstaa­

lig udfra det tidligere Indskud, 3.100, om Integralfoldningen 

I•'~G(x) = Jtl!'(x-t) dG(t) som er kommutativ og associativ; thi +t 

F
7

( x) ~ F 1f m( x) = Jt]<'( x-t) dm( t), hvor m( t) l< 4v "'·:~ 
vokser lineært fra O til l paa Intervallet [o,h] og er konstant 

udenfor dette Interval; saa udtrykker Pormlen ovenfor blot at 

(q K- m *m)~ q = (q~ m) H- (q'* m)) • 

Altsaa, idet vi nu betoner at Integrationen k1m er effektiv for 

t <:: [o,x] 
x 

~ 1s=O q+(x-s) dq+(s) + be~r. • 

Vi lader nu x~ oo og hetra~ter limsup af Udtrykkets numeri-

ske Værdi. Paa Vl'~l, trø ~:lide faar vi ifølge det ovenetaaende 

mindst D - 2h. Paa højre ~Hde benytter vi at limsupjq+(x)l =:;D 
l(.., r;.:, 
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or: at limsup ~~x q+(x){ _ l, hvorefter den nedenfior følgende 

Ulir:hedssætn'inr': om reelle Punkboner giver at Højresidens 

llmsup er mindre end el l er lig (!ioD , da jo T1eddet bef-· 

f;ttar mod O. Men da (f er mindre end l, og h var vi l kanr-­

lig positiv ses, at man maa have D == o4e.r,J 'J>-2i.. ~ '{fr J). 

Primtalsætningen vil dermed være bevist ! 

Vi vil vise: 

Dersom h(x) E: K op er kontinuert (altsaa differentiabel nndt. 

i eventuelle Knælqmnld;er) O,": l,~r~s~p /h(x)/ §D op; 

limf;up fh'(x)j 
x 

l, :·aa Pr 

Det er en Konsekvens af f ø 1 r:ende ulminde l i{~e ULi{(hctl for re e l le 

i•'nn kt i o n er: 

Dersom f( t) ,g(t) E K 2.f:, 

lf( t) l ~ A lf' (t)/ ~ B -
j g( t) l QG 

jr:'(t)/ "' A ..:;. B = ... 

l j~ :f ( t) d r, (t) ) (i • (y+ C)• AB 

Overrangen fra lirn:~up i det forer,aaende til den absolutte r~e-

tn:rmm~ning i den sich;tc ;:~.ntning er triviel f -Rep::ning: Ved /l<r-

drin.r; af h( x) paa et r:nde li.r:t Interval bl i ve r A'ndrinr;en i 

Integralet begrænset, or: man opnaar et h for hvilket }h(x)J~ 

D+f og lh'(x)\ ~l+J::, saa disse 'l'allcan bruges som A og B i 

den sidste Sætning. Tlaar man saa dividerer igennem med y i den-

ne fo,e1r man den forer~aaend(~ :>mtninr;. 
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Dev·i set for Primtalsmtnin{>;en lykkedeG f'orcli {f er mindre end l, 

men et hvilketsomhelst fast 'ral mindre end l kunde have udret-

tet; det sammeo Nu ser man, at den ~>idste ~)ætning bliver trivi­

el dersom man erstatter {f; med l, id et saa en umiddelbar Tn-

te.n;ralvurdering r,iver 13egræmminecn y•AB, og derved er endda 

kun brugt at jf(t)/~A Of, lf~'(t)/ ~B; ved en partiel Interrat_i­

on kan man komme til at bruge de andre to 1~etingelser, men man 

har stadig ~aktoren l. Problemet er at udnytte alle fire Betin-

gelser paa en Gang oe derved faa en bedre Konstant. 

Beviset for Uligheden: 

Naar t gennemløber Intervallet ~),y] vil Punktet (f (t), g( t)) 

i en euklidisk Plan gennemløbe en Kurve, som p.G.a. Begramsnin-

gerne for lf'\ og jg'l har en veldefineret Buelængde, som bliver 

mindre end eller lig y(2·B. 
T,ad os først antage a t Kurven er en Jordankurve, al tsaa. en lui".l-:_(;t 

Kurve uden Selvoverskæring. Det Areal som den 

~J~ f(t) dg(t) l, og da det er inde-

holdt i det paa Ji'i.g. viste Kvadrat 

er det ~ 4 A2 • Da Omkredser:s 

IÆnngde ('l' <. y '{2 a er Arealet ogsaa 

~ 4~ (y'fi.8)1 
(ifølge der~ isoperi­

-A 

er netop 

+A 

I:letriske Ulighed vil en Kurve af given L-'Xlnp,de omslutte storst 

Areal naar den er en Cirkel, og den svare~ til Ljghedstegnct). 

Arealet er da ogsaa mindre end eller lig Mellem ro Jortidmalcn 

- /rY J 2 g_2 i. ,/2 mellem Vu.rderingerne, altsaa )of(t)dg(t) ~ 4A •4rr'B= ffr• yA~. 

I,ad os dermust lllot antage at J\:11rvcn er en lu;,ket Kurve (nl tsaa 

gerne med ilclvoverskrcrhl{:er, r:wn diuse kan kun forekomme j onde-

ligt Antal, thi ifølr·:p ;u· f' i t1i tionen af' K hestaar K1u·ven af ende-

ligt mange ana1ytj .;kc ,.lner, Ol': to snndanne kan kun have endelir-t 



manp:e l•'ællesJnmkt er) . T11tecralet an-

elver da det omsluttede Areal recnet 

med Hul tipl.ici t et ( -" det Antal Gange 

Arealelementet er omkrcdfwt i positiv 

Omløbsretning). Kurven kan opfattes som 

en Sum af Jordankurver (Ge /ig.), saa-

l lO 

ledes at Arealet med l'·h-11 tiplici t et bliver ~-:>ummen af de enke L te 

Arealer med + eller -, og 1\urvelæn{';den bliver 0ummen af de r~nkel­

te Kurvelængder (Summen ~ '{2 yil)J og vi faar derfor igen at rntefrl·n­

let er maj ariseret af {JrJ/2yA B. 

Hvis endelig Kurven ildre er lukk_9t_, saa kan vi lutke den ved a t 

tilføj e IJin:Lestykker c1om v h1t paa l•' tg. 

Paa de vandrette Stykker er dg(t) = O 

n:·· paa det lodrette er f(t) == O, uaa 

Tntet~ralets Værdi er uændret, og Kur-

velæn~den er højst blevet rorø~et med 

4A. Altsaa faar vi at Integralet er 

majoriseret af a • (y'(2 + 4A) ·AB. U 

+A 

Den iso.12erimetri:::> k e Ulighed E r vellrend t, fx fra Varia tionsrer;nln­

gen, men lad os skitsere et elementær1~eornetrisk Bevis: At der for 

given Omkreds ekDisterer en Kurve der omslutter maximalt 1\real er 

k1art af Kompakthedsc;runde, og den maa være konvex (Arealet ø1~es 

hvi.s eventuelle "Buler" rettes udad). I Kurven ind1ægges <PAQ = 
f og paa dt~n modsatte· Kurvedel vælges B. 

V·i tænker os nu Led i Punkterne A,P,B,Q, 

medens de skraverede Arealer tænkes stive. 

Dersom -' PBQ :f' 7f kunde vi "vrikke" paa 

Firkanten saa ..::: B murtnedes mod 1; der- (Qll8----------:l'lJI? 
ved ændres Arealet ar LI.All() med Diffkvot. 

= O, op; AreaJ (.~t af .6 HI\~ med Diffkvot. 

>o, saa større Arual kan opnaas. Altsaa 

ligger B paa Ha l ve i rh:len over :PQ som Dia­

meter. nresonnerJwntet c:cntages tned A op: D ombyttet. Q 
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KAPITEL VI Endelig~_ GJ:'u_p_p_er_ i tal teoretisit Bel_y_snin,g .. _ 

I dette KapitE;l betegnes Gruppeelementer med store Bogstaver,A,B, ... 
~"'i ,.." 

medens Mængder af Elementer betegnes A, B,.s og smaa Bogstaver 

be~tegner som sædvanlig hele Tal n,m, •• ~og specielt betegner p 

Primtal. 

Vi betragter en endelig Gruppe (G, .. ), og dens Orden betegnes n= 

IG} • Bekendt er ~ran~s Sætning: Enhver Undergruppes Orden er 

Divisor i n. Ordenen af et Element.!. ord A
1 

er Ordenen af den cyk­

liske Undergruppe frembragt af Elementet, og er altsaa Divisor i 

-n. Den cykliske Grup12_e af Orden n ]?etegnes Cn (Kompositionsan-

givelsen udelades), og vi har C ~ (,2?. ,+). Hvis .. ord A= 111. grel-n n 
h } ( h) m der A. = E ~ m h, og endvidere ord A = (m,h) .. For cykliske 

Grupper er alle Undergrupper og alle Homomorfibilleder igen cyk-

liske .. 

Lad os minde om nogle simple ikke-abelske Grupper (i Standardbe­

tegnelserne udelades Kompositionsangivelsen~: 

l) 
r-J . ,... 

Permutation§~~PRerne S
11 

og de ~lternerende GrupRer An; de-

res Ordener er hhv. n! og t n! (de er ikke-abelske for hhv. 

n > 2 og n -,.3) • 

2) KvaterniQ.!}grupQ~ som har 8 Elementer {tE, t i, t j,':!:. k} med 

~1ul tiplikatiinsreglerne i 2 = j 2 = k2 = -E, og i • j = -j" i = k og 

de tilsvarende med i,j,k kredsforskudt (de fire Elementer l= E, 

i,j og k er Basiselementer for det ikke-kommutative Legeme af Kva­

ternioner). 

3) - ,_, Diedergrupperne D , hvor Dn er Gruppen af Flytninger af en 
~n 

regulær n-Kant over i sig selv (Vending af Planen tilladt); dens 

Orden er 2n .. 



Orden l 

Antal abelske l 

Antal ikke-ab. 

2 

l 

3 

l 

4 5 

2 l 

" 

6 

l 

l 

7 

l 

8 

3 
2 

112 

9 10 11 12 

2 l l 2 

l 3 

Tabellen angiver hvormange abclBke og ikke-abelske Grupper der 

findes af Ordener ~ 12. De ikke-abelske er for 6'0rden 

for 8 1 0rden Kvaterniongruppen og D4 , for l0 10rden 

"""' -12'0rden A4 og D6 og endnu en Gruppe. 

,._ 
D~- og for 

? 

"' tv Ved det direkte Produkt (A, •) X. (B,") af to Grupper forstaas som 

bekendt en Gruppe bestaaende af Elementpar (A,B), og hvor Grup­

pekompositimnen er komponentvis Kompositimn (eller enhver med 

den saaledes dannede Gruppe isomorf). Der gælder 

l) Ordenen af Produktgruppen er Produktet af Faktorernes Ordener. 

2) Produktet er abelsk hvilS og kun hvis Faktorerne er abelske. 

3) Produktet har normale Undergrupper isomorfe med Faktorerne. 

4) Direkte-Produktdannelse er kommutativ og associativ. 

5) Ordenen af (A,B) = m.fls.Nult.{ord A,ord B]. 
:B'or (r,s) = l vil de to cykliske Gruppers direkte Produkt - "" CrX Cs blive en cyklisk Gruppe af Orden rs (thi ifølge 5) vil 

den have Blementer af Orden rs). I Almindelighed kan man blot 

sige at det direkte Prodwct af cyklisk~rupper bliver en abelsk 

Gruppe, men fra Algebraen kendes den vigtige ~sissætlliM som 

udsiger at enhver endelig abelsk Gruppe kan skrives som direkte 

Produkt af (en,to eller flere) cykliske Grupper; ved en Opspalt­

ning som af C:-s ovenfor kan man opnaa at disse Gruppers Ordener 

bliver Primtalpotenser, og til en given abelsk Gruppe svarer net­

op et Sæt Primtalpotenser (deres Rækkefølge ligegyldig), Gruppens 

"Invarianter". Anderledes udtrykt siger Basissætningen at enhver 

endelig abelsk Gruppe er isomorf med Gruppen af Forskydni~ger af 

et Heltalsgit ter ~k modulo et k-dimensional t Interval" 
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Vi betragter nu en Gruppe (G,•) -gerne ikke-abelsk: 

~2 s) = l. Hvis Xrs == Ji1 saa f~nde0 neto}2 ~j; Elem~_t par 
. r s r s 0) i Q) , .~1-~~-~~ P . = Q == E. Hvis arnvend t P =_g 

Foruden denne ~iætnine; som handler om Potenser lir-; E findes en 

ganske analog omhandlende Elementordener: 

Ijad_ ,1r,sl = l. _Hvis ord x = rs, _§._~ findes netop et Elemen_t}!ar 

il, Q) , saa PQ = QP = ~rd P == r og_ ord Q = s!. __ Hvis om­

vend t ord P = r oK__Q~Q_ = s~ PQ = .9?-1 saa er ord ( PQ) = .L.~. 

Beviser:(r,s) =l betyder idealteoretisk at (l) =(r) +(s), og 

der findes altsaa h,k l&:- Z saa l =hør + k•Se 

~-;~ætning: Det søgte P skal opfylde P = phr+ks = pks = 

og analogt skal vi have Q= xhr; det var 

altsaa den eneste Mulighed. Men det opfylder virkelig det ønske-

de da X-Potenser jo kommuterer og vi har PQ = Xhr+ks = X o r~ 

Pr = Xrks = E og ligesaa Q8 
- E (man bemærker, at h og k ikke 

er entydigt bestemt, men det afficerer Jkke Bevisets Gyldi~hecl). 

Sætningens sidste .Jol er evident, thi naar P oe Q kommuterer er 

( ,.x1 ) r s __ prsnrs _ J<' .r ,,.,~_. - ,,_, - J e 

Anden Sætning: Da ord x = ro 9 xrs = F .J maa vi igen have p = xks 

og Q xhr hvoraf faas PQ QP x. Vi faar ord p ord X 
·-- - = - r;;r:a:x, ksr 

r s r = ~ rs 'k s) = rr:kT = r og analogt ord Q = Se Sætningens Bids te 

Del ses idet ( PQ)m - E =;."'> Pm = Q-m og den fælles Orden af disse 

sidste er Divisor i baacle r og s og er altsaa l, hvoraf følger 

at baade r og s gaar op i m, hvilket igen medfører at ord(PQ) 

= rs. a 
Eksempel: Lad os betragte en i.~ke-cyklisk Gruppe af Orden pq, 

hvor p og q er forskellige Primtal. De fra E forskelliee Ele­

menter har Orden p eller q. Hvis ord P = p og ord Q = q ses at 

P og Q ikke kommuterer, thi eJlers vilde der findes et ~lement 
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nf Orden pq? saa a t G r·uppen var cykl is k. En saadan Gnlppe er 
., ... 

al tsaa ret stærkt :Lkke~::1bclsk. Fx har s
3 

3 11 ementer }' af Ur-

den 2 (Tram~poBitioner) oc 2 l<Jlernenter~.f Orden 3 (Kredsfor~>l\yd­
ninger), og her kan et 1' og et Q aldrig kommutere. 

Por Pn Gruppe ('G' •• ) definerer vi nu uu talteoretisk Funktion 

r f(r) =(Antallet X, hvor X =E). 

Vi kan kalde den Gruppens Frobeniusfunktion (J:i'.l849-1917). 
~ :u '=næ l' -$W 

fvlan ser, at den kun afltmnger af Grnppens Strul\tur, idet :isomorfe -
Grupper faar samme f. 
~æ··~__".,~ 

Da Xr = E ~ ord X Jr faar vi, naar vi sætter 

g( r) = (Antallet X, hvorhrd X =--= r) , 

at 

f(r) ~ fr g(d) og dermed g(r) = r(d)f(~)' 
dlr 

idet f og g udgør et filobiuspar. 

Ifølge Lagranges Sætning er f{p) = fl, og trivielt er det at 

fCJJ ... = 1. Endvidere r;ælder at ilil..= :t~J., hvilket vi~1cr, 

J?ivisorerne d i...JlL idet (r,n) er et d; Higtigheden ses ved at 

vi til Betingelsen Xr = E tilføjer den ifølge Lagrange betyd­

ningsløse Betirigelse Xn =E, hvorefter de to Betinpel.ser Lil­

sammen giver X(r,n) = E. løvrigt er jo f(r) :5 n altid • ..... 
~ 

Por Q.en cykliske Grup~ en er f(r) :=r og~~-alle 

L_?~-~ ga~~~g det jndtræffer ikke for andre Grupp~r. 

Bevis: Elementerne er {A,A2 , ••• ,An=E}. Vj har (Ah)r =E netop 

na.ar nlhr(* ~Jh, altsaa for h= ~,2·~, ... ,r•~, ialt r Stk., 

saa at f(r) = r. Tdet dfr d)n og dermed f(d) = d faar vi af 
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JV!obiusformlen at g( r) :::: L f' (~)·d = 'f (r). Sætningens sidste 
d!r 

Paastand er triviel, idet allerede (n)> O medfører at Grup~ 

pen er cyklisk; da der er entydig ~orbindelse mellem f og g ses 

at fx Allerede Betingelsen f(r) = r medfører at Gr1Jppen er cyk-

lisk. 

og endvidere 

Vi ha:r:_ _ _?ltisJ._~lle.LrJ. Det er trivielt for r{n, da saa g(r)=O. 

Bevis: Paa l\'Iængden af blementer af Orden r sætter vi X N Y d er-

som der :findes et h saa Her er N evident reflexiv og 

transitiv, og den er ogsaa symmetrisk, thi da (h,r) = l findes 

et k saa hk "} ( d ) l p f ·y = xk A VJ' 1 Jar~ alts·'<a~ .. __ mo r , [JVO!l:?aa: ·aas v .. r u. 

Ækvivalensklasser, og Klassfm med X indeholder netu11 <((r) ~~tk., 

nemlig Blementerne X11 hvor (h,r) --- l. o 
Frobeniusfunktionen i'or et Jirekte Produkt er Produktet af Fak-

Bevis: Vi betragter Produktet 
~ .-..; 
(A,~) X (B, •). Dets Btelement er 

}3
r ., = .t;E , oe; Antallet af satdunne Par (A,J3) ses at være netop 

Lidt interessantara er Sætningen 

Bevis: Ifølge Smtnin~en øverst S.ll3 er f(rs) lieAntallet af 
r ,. 

Par (P,Q) for hvilke p :-=:E O{'; r:('= Boe; hvor p Of'; Q kommuterer. 

Stryr:;er vi dem sidstnævnte Betinc:else ses at vi som Vurdering op-

ad for f(rs) faar f(r)·f(s), hvilket ønskedes. For abelske Grup-
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per er det ligegyldigt om:Betingelsen stryges, og derfor faar vi 

IJighedstegn. Og (l Pn anden Sætnines paa S .113 giver paa samme !Vlaa-

de Paastanden om P:" o 
For abelske Grupper vil vi nu udlede en Hække yderligere Eesu1-

tater om Frobeniusfunktionen. 

Medens vi fo~ ikke-abelske ~r kun }q:rn 12aastaa at r l t_ =i> 

~ (trivielt idet Xr = E medfører Xt =E) gælder der: 

For abelske GruppeJ: vil rJt medføre at_ f(rl!f(tJ.L pg vi har 

§;l tid at f{r2ln .. 

Bevis: I en abelsk Gruppe er en Mængde {X: x r =E J en Under-

gruppe (thi den er stabil ved Multiplikation da (XY)r r r) :::: x y ; 

idet nu fx: xr =Ej {x: X t = E J vil den første af disse væ-

re en Undergruppe i den anden, og endvidere er de begge Undergrup-

per i hele Gruppen. Dette viser Paastanden. 

Bevis: Vi vil vise, at 
_:t(_:r_~t_)_ l f (_§~)_ 
f\rt) f~ 

ifølge forrige Sætning er begge Brøkerne hele Tal, og vi skal 

angive en l•,ortolkning af dem. Mængden af Elementer af Formen 

Il 

X = yt er en Undergruppe, da den er stabil ved Multiplikation, 

og man ser umiddelbart at ethvert X antages for f(t) Stk. for­

skellige Y. Vi tager nu Fællesmængden for denne Undergruppe og 

Undergruppen bastaaende af de X for hvilke Xs = E; vi skal have 

Yst = E, hvilket er opfyldt af f(st) Stk. Y, og Antallet af for­

skellige X bliver saa ifølge det foregaaende lig i1~J2 o~ dette 

er altsaa Elementtallet i Fællesmængdenø Vi erstatter nu t med 

rt op:, betragter altsaa TUementer af Form X = Zrt hvilket er et 

stærkere Krav end at X= Yt. Paa denne Maade faar vi en Fælles­

mængde med ffiW Elementer. Da begge Fællesmængder er Under-
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gruppe:r.·, og den sidRte er indeholdt i den første, har vi den øn-

skede Gaa-op-Relation. a 
T1ad os med <:)t Par Smaaeksempler vise, at Betingelsen"abelsk" er 

væsentlig for de sidste Sætninger. Vi opskriver Tabeller for 

f og g, og her er det jo kun deres Værdier for n's Divisorer r 

som har Interesse. 

l) 

2) 

Man ser, at f(2) kf(n). 

r#+_ 2 3 6 ---- --·-·-
g(r) l 3 2 O 
~ l f~ 3 6 

f og g er submultiplikative, men ikke mu1tiplikative .. 

Kvaterniongruppen. n = s. r 1 2 4 8 -
f(4)·f(l) 

g( r) l 1 6 o 
Man ser, at -- 8 

f( r) l 2 8 8 
ikke gaar op i f(2) .f(2) --
4. Frobeniusfunktionen, og altsaa ogsaa g, er multiplikativ 

da dens Værdi kun afhænger af de i r indgaaende 2-Potenser: 

{

l for 2 1' r 
f( r) = 2 for 2 11 r og man kan al tsaa ikke heraf slut-

8 for 4 l r te at Gruppen er abelsk. 

At den næstfølgende Sætning heller ikke gælder hvis Gruppen ikke 

er abelsk vil til Overflod fremgaa af et senere Eksempel. 

J en abelsk Grup_Q_e kan f(.mj_ ikke have andre Primdivisorer end m 

~-og specielt er altsaa fj~Jlo~ns af 12.!. 

Bevis: Da f er multiplikativ ser man at Sætningens almene første 

udsagn følger af dens sidste specielle Udsagn. 

Endvidere vil det være tilstrækkeJigt at bevise at f(p) er en Po­

tens af p, thi af den forrige Sætning med t = l, r = pP og s = p 

ses at f(p~-t-l) J f(p~) .. f( ;p), som ved Induktion giver f(p~) jf(p)P.. 

Nu er f( p) lig Antallet .i!Jlementer i Undergruppen {X: x P = E}; 

i denne udtager vi et størst muligt Sæt, t Stk.v af l!:lementer 

for hvilke Ligningen J. k 
X •Y • •• ø =E kun er opfyldt naar 

x·j = yk = •• " = E; paa sædvanlig Jvlaade ses nu at naar vi lader 
• 

(j,k, ••• ) variere frit, saa vil Sæt (j,k, •• e) som er forskellige 



modul o p give Anledning til forskelli{';e 1nemente-r 

Et t samtlige Elementer frcmbrine;es paa denne f1'famle. 

f(p) "" t p • 

For en cndelii'. abe h: l< Gruppe er al tsaa 

0
) f multiplikativ, ø~ ,/!,"'~"<Jl'V\S.~tt 

og for 0~ fust Primtal p er 

1 ) f( p P} ::-.: p ({, hvor )/ = )j ({J>) afl•l.lder JN0 ~/N~,, 
2) t( O) = O, 

3) J(~) er ikke·~aftagende 
4) fra et vist Trin er l(f) konstant, 

5) X((l) er konkav, d.v.s. )jf(l"~B) ~ ((Lf>J ~ <{L(l) - )jlp-t). 

Heraf er 0
) og 1 ) direkte omtalt; 

2 . '5 -) udtrykker at f(l) = l; · ) ~æl-

der da f(p~) f(p~+l) i 11 ) er 

evident da Gruppen er endelig, og 

11[3 

5) er en Konsekvens af at f(ppt).f(t) ~aar op i f(pt) •f(pt) ifol-

ge tidligere Sætning • 

.Ggenska.berne 0 )-5) udtrykker alt hvad der kan siges om Frobeniuu-

funktionen ror en endelig abelsk Gruppe, idet vi ved Hjælp af l~-

sissætningen kan godtgøre at ethvert f som opfyls].er cL~æ __ e~· J•'rQ.-· 

Ji'or det første ses at det vil være lilstrækkeligt at bet;r:1e;te Urt1p~ 

per hvis Orden er Potens af et fast Primtal p. Thi ifølge basis-

sætningen kan den ahelub~ Gruppe skriveR som direkte Produkt af 

saadanne Grupper (med forskellige p) og da f for det direl:te rro·-

dukt er Produktet af u e forskel l; ge Faktorers f, og disse :Lfølp;P 

Sætningen forrige Side er Potenser af det sarr~e p,og vi iføl~e 0
) 

bar at f er multiplikativ indses den ønskede Hecluktion af Proble-
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met. Ved denne Opspaltnint~ fremkommer for et fast p et f, hvor 

man for p~ JJ r har f( r) == f( p PJ == pif, hvor lf = ((({J-) opfylder 

1)-5). 

v-i nkal nu vise, at et sa:tdant f er l•'robeniusfunktidm for et d i-

rekte Produkt af cyklinh' Grupper hvis Ordener er Potenser nf p, 

og at dette Prod11kt er entydigt bestemt. Oc vi behøver kun at AP 

paa Funktionsværdterne f(pfl). 

fi'or en cyklisk fi.ruppe af Orden ph er f(p~) = (p~,ph) = pl""h, 

op for det direkte Produkt af saadanne 

r.rupper slml deres f multi;1liceres, d. 

v.s. at Eksponenterne skal adderes. 

Grafen for j(~) bestaar af Ljnie­

stykker med heltallig I~ldning, og 

hvis den har et Knæk i runktet (> = h (f 

tager vi et Bidrag p/\h (og hvis 

Hældningen falder med mere end l i 

~1nktet tap;er vi flere Bidrag med 

r1 t te h) • Paa denne f·Taade kan det rd vne i (jl) Bkri ves som ~)urn 

af iUdrag A. A h., op; man oer O{>;sa~1 umiddelbart at det kun er r:tu-
,~ J 

1 ip;t pm;. denne ene 1\~ande. 

Vi skal nu betrap:te ikke-abr:l~>ke Grupper, op; der er Forhold ene 

desværre betydelig vc:mskelir:ere. Or; medens vi lip;e har set at 

en abelsk Grupplc'f> :Jtruktur er bentemt ved dens Frobeniuufunk t ion, 

s;lEt c;ælder noget t il_svarerlde ·L~~·::l{e for de ilcl{e--abelske, idet det 

kan slce at to ikke-isomorfe Grupper har samme f; den laveste 

Orden for hvilken J.•'ænomenet ind træffer er 16. 
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Inden vi gaar videre skal vi minde om nogle gruppeteoretiske Be-

greber: Vi. definerer en Helation rv ved at P ""Q saafremt der 

eksisterer et A saa APA-l = Q. Relationen ("'4J er reflexiv (da 

EPE-l ==P), den er symmetrisk (da APA=l =Q medfører A-1Q(A-l)-l 

= P) og den er transitiv (da APA-l = Q ~ BQB-l = R medfører 

(BA)P(BA)-l =R). Det er altsaa en Ækvivalensrelation ved hvil-

ken Gruppen opdeles i Ækvivalenskl.asser, ofte kaldt ~s­

kla~. Man ser, at de abelske Grupper netop er dem for hvilke 

enhver Klasse kun bestaar af et Element. 

Ækvivalente Blementer P og Q har strukturelt de samme Ee;enskaber, 

thi for et fast A vil Afbildningen X~ AXA-l være en Automorfi 

af Gruppen, hvilket let ses, en saakaldt"indre Automorfi" (Be­

tegnelsen antyder at der ogsaa findes andre Automorfier ("ydre"), 

og at dette er Tilfældet fremgaar allerede af at abelske Grupper 

kan have andre Automorfier end Identiteten, det simpleste Tilfæl-
N 

de er c
3

). Af det nævnte er det klart at t~ maa udgøre en Klas-

se for sig. 

Man definerer Normalisataren af P som Np = {X: XP = PX} • Man 

ser let at Np er en Undergruppe. Nu er APA-l = BPB-l ensbety-

( -l ) ( -l )' dende med at A B P :::: P A B , d.v.s. at A og B gi.ver det samme 
"_. 

Q hvis og kun hvis A Of!. B 1j.c:e;er i smnme S ideklasse ti. l Ii;p. Il Pr-

af følger at Antallet af :ra~_menter som ligt'?;_er i samme Klar;~:;e _ 
,.., 

som P er lig nemlig Antallet af ~i~eklasser til N p 

(dens "Index"). Det er p.G.af Automorfien klart at ækvivalente 

Elementer har isomorfe Normalisatorer. 

Da P kommuterer med l'N'rl Elementer op; det samme gælder for ethvert 

Q i Klasse med P vil det J naar Q gennemløber en IUasse ,gælde ,at 

IN' P\~ n/ /l:r'pj = n af Produkterne QX er lig deres kommuterede XQ. 

Altsaa: n•Antallet af J:t'robeniusklasser ~ngiver hvormange af de 
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m1~terer med samtlige Grupp!:H'Jlementer ~ BJ.tmta 

'::::: n Np. Det (:l:r' aabenbo.rt en 
p 

Per 8.i·, de•t boc' t n l ' " '~c>caar ne ·op n:•: n e Elemr.:mter r:::om hve:r for· e i 1 .. ud 

Bevis: Ifølge foregaaendo Smtn:inc; r':ear Paa.struldcm ud n t 1\n · 

tallet af Klasser højst or lig 5n/8. 

Centrum gi ve:r ) (rj Klas~::ø:t', 

øvrige Blementer er fordelt i Klas-

ser paa hver mindst to l;Jemen ler .1 

al tsaa h&jst t( n =· le l) Klas B er 9 

og ialt højst t(n + }5/) Klasser. 

""j <".! >"·' 
Tager man et P IT C 9 saa ()r dels NP 

en ægte Undergruppe af 
r.~7 

G, O[~ d els 

er en ægte Undergruppe af 

(thi da :P kommuterer med L~ig Gelv 

have:3 
('~J' 

'D ,._ N 
J, '\fa p ;:1) hv ·" f' l r ····i· /'c':'/{ ,g;, n v 9 • ora.r ·rJ. ge. c:t.. , ::::: ~>·· Indsætte::l dette 

i Vurderingen ovenfor faur mr:m d<O! øtvd: ede) ~in/B" 

A t Vurderingen ikke l~:n for,hnd ren ,~;~~!'~J-~~t~~~~~~~Zi1: .. ;:.:.~.~j!t~~~;~en" Fcl1' 
den er C::-:: c[ !f.} O{'; Ni := {!:l,l::if lbr·: dens H Elementer ""Ci'ordc]c~;~ 

i de 5 Klasser vist paa nedr:rEJte Fi,r;;.tr, 
~"o-_,d) 

Vi vil hctructe ~ • 
~~~-·~·-~--~~-··-~-~-L~.,~~~-·--J er n l20o 

ment er en Permutatjon af r5 Elnmento ' 9 cw den krw f3om bcd:eri'lt 

fremstil les ved Cykler nnale<l es a. t :f i ( <t b c ) ( d (~) t.' 
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der Permutationen 

er ligegyldig, og vi vil kun internnsere on for de forskollire 

mulige Opdelinger af 5 Elementer i Cykler., 

Tabellen nedenfor angiver de forsl;;:øllir:e Nulighed er 9 og for hver 

af dem de paaeældende Permutationers Orden oe; Antallet a:f de 

paagældende PermutatlonE'lr ( altøna Antallet af' f1[aacle:i' man kan 

plaoert negstaver a, b 9 c: 9 d, e i Cyklerne sanledes at der frem-, " 

kommer forskellige Permutationer; det er en triviel kombinato-

risk Opgave, men kontroller An'pi velFJerne l ) • 

· Orden g Antal 

( & ) ( ~ ) ( ·~ ) ( • ) ( • ) l l l ( Identi tetcn::::E). 

L .. )(.)(.)(,.) 2 
} 25 { lO (Transpositioner) 

( " @ )(" ") ( . ) 2 1~1 

(., 0 ")(ø)(@) 3 ?O 20 

( 9 G . ) ( . ~) 6 ?0 20 

( " e • ~ ) ( @ ) 4 30 30 

L q • 0 . ) 5 24 24 

Ialt 120 

Det er let at se (og iøvri~t· beknndt fra tidligere Kurser) at 

hver af disse '1 Parentesinddelinger ~iver en FrobeniuskJasse, oe 

der er altsaa 7·120 = 840 kommutative blandt de i. alt 14400 

Produkter AB. 

•'!l' 
TÆl. d os tabellægge e;( r) 0{", f(:r) for Divisorerne r i 120. 

r 3 4 5 6 8 .lO 12 15 20 ?ti ')() 40 60 120 

r:( r) 20 30 ?4 20 

f( r) 21 56 25 66 76 50 96 4 f) n o 96 90 n o 120 l ?O 

Af dette Eksempel 8Ar man hvor urcr:elmruosig Punktionen f knn 

være for en dog mer:,et f.3impel og nærlie;c:ende GruppE:) 9 men man 
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faar samtidi~ en Illustration til Gyldi~heden af den følGende 

vir;tige Sætning. 

!rqbenius' ~ir~.'Y~D-~ng: ~~lLG:t:l~J?.Pe ~den n -~l§~_r~oE__Q.l)h:'!<~I.: 
~ 

pivi.,§~LF~~.~~~Li_llr1· 
Da det tidlir,ere er nævn·t at man for ethvert r har f(:c) "" 

f((r?n)), saa kan Sætningen aabenbart ogsaa udtrykket3: ,!",gr 

~~1~~~1JJvoLJL~_r_"Qrde1}§'1__.Qe;_J~f?L2'.I:9 b~~~~~ 

.±'11n.Kth91l~llBLJl.~ill?~EJ3n " 

Po r r = n grelder Smtni.ngen da f (n) = n 'ifølge JA1grang(~. 'P' o r 

r = l gælder Sætnine;en trivielt. For en 
IX abelsk Gruppe af Orden p gælder Smtnin-

gen idet man (111ed Benmvnølserne fra S.ll9) 

har at (1~ r;/. medfører ($.tf (j~) (Ge Fig.) og. 

Sætningens almene Gyldighed for abelske Grupper følger saa di­

rekte af at f er multipliJ\·ativ. 

Bevis fo~T11I~1lL. Por n = l gælder Smtningen, og Beviset 

skal nu ske ved Induktion efter n. l<'o:r r = n c;æl:der Smtni:r:gen 

og for en fast Gruppe af Orden n vil vi 

Induktion efter r ({:,ennemløbende Divisorerne i n). Vi betrag"' 

et r< n, og til dette findes et l)rinrtal p saa pr\n og vore 

Induktionsforudsætninger er at prj f( pr) og at Sætningen f':<Bl 4
• 

der f9r Grupper af Orden mindre end n. 

Vi sætter 
4)(. 

r= p •s, hvor 

. f( ~+l ) gaar op l . p s ~ 

1 ) kan hurtigt klares: Dn. 

Divisorerne i r; faar vi at 

p ,f's, oe; san skal vi ~vise 1 ) at 
ll(+1 

or; som Forudsætning har vi at p · ~5 

f(r) = 

f( pr) 

~(d) 1 hvor d gennemlø1ar 

Y('+l . l' f(r) = f(p s) - f(p's) 

bliver L g( k), hvor k er -Produkt aJ' IX+l p - og en Divj_sor d 

( ~t+ l ) . ( o{ + 1 ) ( C(+ l ) (f/'' ) i S • J•ifen da {!, p d er delel:Lg med <f p --d :::: lf p • ('d 



vjJ 
O( 

p r;rta Jp i l'( pr) 

{!,e Induktionsf'orudsætninc;cn c;aar. det ·tL t!Jaa or;sart op i f (Y)" 

2 ) er sværere, og først t:-;lml vi. benyt te Smtninr;en øverst i1. :11·5. 

Ifølge den er f( pets) lig Alltallet Pr-tr (l\ Q) som k·Jmmute:rcr o,r; 

hvor o r: Yor et fast P skal nltsaa 

og s Q ~=B, hvilket er opfyldt af fN (n) i1tk. Q. 
p •-.J (':J .... 

Np =G, d.v.s. at P tilhører Centrum C. 

krmvecles 
p~ 

P = B bliver AntoJ.let sa.ndanne p lir; 

for hvert af dem har v :L f( s) Stk. Q, rma. d et s: m led e Antal af 

o( "'*" disse Par (P,Q) bli.ver lir; fc(r )·f{R), oe da c er abelsk 

har det Ji'ormen p(•f(s), (n,t evt. ){ :-:::: O vil ikke r:enerc). 

~ Np er en ær;te Undergruppe n.f 'G; saa kan v.i Jfølc;c Inrluk~ 

tionsforudsætningen anvende Frobenius' 
r-# 

~imtning paa NP' og vi vil 

vise at s gaar op i Antallet af disse Par (P,Q). Nu to.ger vi. 

en hel Klasse af disse P nammen, den indeholder n/ /iT'pl EJ emen·-

ter, og giver et samlet Bidrag ran (n//Npl)"f-'1,-J' (n) Stk • .Par 
. . J) 

( P,Q') o :F'robenius' Sætning ( nnden .Forrm.1lering) A-nvendt paa Tr}' 
p;iver sRa at dette Antal er delelir;t med (n/INp/!·( INpLs) =­

(n,(n/jl~pj) .. s) som er delelJg r.wd s{da begge Komponenter er d(~tL 

'rilsammen faas at f(p~s) == p 1~"·f(s) + fvTult.af s: for f('ro<+\;) 

gælder et Udtryk af samme Art~ og da dette ifølge Induktionsl'ol'·~ 

udsætning er deleligt med s vil f(s) ogsaa være (ot, og dermed 

( ot ) O. ogsaa f p s " 

Paa dette Sted kan vi P<:-tr:scnde {>;:i.ve et Bevj_s for den berømte 

W ed d erburn? Smtn_yJ:g (\Il .1B82-·194 U) ~ l'~tb~~s:2:.t_222d e:L!i.:LJ~.~Jii'!.!lS: 

~r k2.!!1!.!L~. 

Det er tidli[?;ere (S.45) 1)ernmrket, at dette~ mcul'øror nt ethvert 

endeligt Legemes multiplikative Gruppe er cyklisk. 

(Uden Bevis skal det nævnes, at af endelige Leeorner findes der 
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med p Elementer, og der fi.nrles· derudover 

Blementtallet som 11ekcmd t flka l vmrc:) n n Potens n f Kandeter i·~ 

stikken, der er et Primtal). 
~~ ~J 

Dersom (L,+,•) er e~tegemc med M som Delleeeme, fi[l [1 Bevis: 

kan L f"~ 

opfattes som et Vektorrum over IVfv idet ethvert J1 c~ 

" netop en Maade kan skrives paa Formen 

lvl ·r(h) h o J ~ 

hvor L"'," •• 9 r} h) er en Bas is r"or 71
1 

over ~19 o r; hvor r1
1

? "~ • v r-11 Ju1n 
. .l 

variere frit indenfor~. OR h er Vektorrummets Dimension; ved 

dette (velkendte) Bevis r.Jln.tl man blot ko n:< nkvent pin. c e re JvJ •• J•'ak·" 

torerne t.vø i Produkter, FølgeJ.i~ er 

""" Lad nu (L,+,•) være et ende:Ur;t,(gernø j_kke .. ~kommutativt) V;'!eemcn 

det har den multiplikative Gruppe (r:'y~: •), o(~ v:i nkn.l vine at 

denne er kommutativ. 
N H- , 1\.l.,,g ) 

For et P G L tager vi dets Normalisator i (L""; • oe; betegner 

den 'Np*, og suppleret med 0-Klementet betegnnr vi den 1-1'~. na. 
N ..J 

er Np e-t Dellegeme af (IJ 9 + 9 •) ~ riLJI.t. ~1uJ tiplika:tionen t:1r det i 

1'..1 *' t."'"P'~ Orden da Np er en Undergn1ppe af (L,.), og m.H.t. ~dditionen 

ses det let, idet N p er stab:U overfor ~::lubtrakt:Lon da fx r = PX A 

yp ::: py) (X-Y)P = XP-YP = PX-Vr = P(X-Y) (Bevinet ogsaa 

gyldigt selvom X eller Y skulde vrrn·e O). 

N nN Saa er ogsaa C = Np 
N p 

Op; her er C= C~V{O~~ 1wor c-Ag er c·entrum j don rnultipli.kat:Lve 

/4c.;._P ~,., 

et DeLLegeme baadE~ :i. I, og i. a1le NP'' 

'""1+ ) Gruppe ( JJ , • • Dersom J c l -- c, naa er a l tno.a /'L l -·- ch orr, ethvert 

lN;,I er af Porm /N'rl n 
=--= c ~ og de tilsvarende rnult:ipl:ikative 

J 
"111.~ l ·-· Grupper er af Ordener L - c-1, 

Vi betragter nu Opdelingen af den multiplikative Gruppe 

Fro beniusklasser. I hver K1ass(:l Gr ~:lcme:nt tallet af Formen 
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~ ,~ 

hvor ethvert n er Divisor i h (da Np var Dellepeme nf L). Her 

kan n :::._ h forekomme, nemlig for d e Kln.nser der kun bentn:)r nf 

~t Element, altsaR Contrumelcmenternc, o~ dem er der c-1. ntk. af. 

J de øvrige Brøker vil n vmre en ær:te lJ'Lvi ~:or i h 9 men vi f~kel 

~odtRøre at der ikke findes nopen Grøkcr af den Slags, altsaa 

at Centrum udfylder hele Gruppen 9 [~()m naa er abelsl\ 9 or: (~r'~'lden 

hf-l:- vi at n == l. 

Vi har h c - l. Mnn c h .. l = Tf ep d (c) 9 hvor d e:ennemløber 

Divisorerne i h (n e om Cirkeldel inr~npolynomier, S .81) 9 og det t e 

'ral er (indenfor ~) deleligt med cP1 (c). 0{,; lige] erierl vil 
1 ~o;/'~ 

c{Jh_(c) p;aa op i enhver Brøk (eh~l)/(cn-1) hvor n e"l"Yi:rr~isor 
.i h, .idet Brøleens Værdi er 7/ qJd(c) hvor cL r.;ennemløber de Div.i·­

sorAr i. h som ikke gaar op i n. Hen for h .), J. vi l 411 (c){ c-1, 

da ~h(c) ~ c (se S.85). Dermed har vj for h >l en J'11odstrid 

ch ·- 1 -----
en ·~ l 

som ud trykleer at Antallet af Inementer i 
,_,'il.</, . 
L er llG Antallet af 

Elementer i Centrum plus Summen af Antallene i de Klasser som 

har mere end.et Element. 

Beviset skyldes Wedderburn, som do~ i St.f. Cirkeldeljngspolyno-

mier benyttede a t dc?rmed stær let. bns1;:~~~n:tet Udsap;n af Bl:i.chfelct t 

(B.18 -19 , dansk-amk.) om DiviDorcr i TTdtryk ck·~l. Q 

TIJ.d os betrae;te endnu et Par r;ruppeteorntinke Dn:tninger som har 

nær Forbindelse med tal teoret i~1ke Bnc:re b er. 

§xlow~ Sætl)ing: ~nLg!:L,_ChJD?J?.§_l? ___ 01:.1.E?n __ ~.r:~2~1eJig --~- p~c2 __ J?g_~ 
eJ( 

(S .18 3 2-1918, nors k) fj_J.1d f!.!l_ d eE._1[!1d ~!L!'JlPR~.--!:c:l:f ..Qrd 8~~L . ...J2Li~d ~ ~· 
~- An ~: .. ~---=~1~.{ mQ_g_~.r>J. 



For O( = l er Paastanden en s i rnpel Kon:::Jekvens nf Fro ben i u n' ~rrt ,, 

nin~. Thi Undergrupper af Orden ·p er c.vkliDkev og to for:;h;Jl i r··o 

af dem har~ kun ~J fæJ~les p op; iøvriF?:t indeh.o1der hver ~).,"1 fl.,t-1 1~~ 

forskellige Elementer. Hvis Antallet af d isse Undere;rupper er 

h'har vi altsaa g(p) = h·(p-1), og dermed f(p) =l+ h.(p-1), 

og da dette Antal ifølge Frohenius skal være deleligt med p 

finder vi h l (mod.p), hvilket paastodes. 

Bevis: Vi har Gruppen(~,·) med 1~1 =n, og i denne betragter 
N 

vi Delmængder M som indeholder 1~tr:1ementet E 

Vi sætter - -· M ~M1 dersom der findes et x gaa 

r1 '" gf:i) 9 

f',$ &J 

t ionen (V er ref.lexiv (da s.vmmetrisk (da Xf1 ... r.q .l 

x-1M' ~ 

(da [xf.f M' N ·r:r?]=> ( YX) M """' = M) og transitiv ~~ l'\ Yf·11 -" ~. r~t)) l l ( 

og vi faar derfor Ækvivalensklasser (her af ~ Delmængder r.1 !L 
~ 

Paa sædvanlig Mande udregner vi Antallet a:f f•'L'Ylnp;der 1'·'1 i nden:for 

en Ækvivalensklasse: vi har •=} N ''""' (x 
0 

·x) r·1 = M, og 

hver Mængde i Klassen freml1d.ngeø altsaa for r ~)t k,, X 9 hvor 

r er Antallet Y for hvilke y1\i = M;; det samlede Antal X for 

hvilke XM er en af de Mængder vi betrae:;ter er (M' ( (da vi .-J o 

maa have 
-l N ., f'<i!J 

X 6 M for at E.kan tilhøre XM;saaledes som det 

forlangtes). Antallet Hlementer i Klassen bliver derfor 

~~1/r, og er altsaa en Divisor i l~j. 

Nu er M en Undergruppe hv .i.s og kun hvis r = l 'M l~ thi dt:ltte 

betyder jo at (smlgn. ovenfor) ethvert Y - x-le M giver 

tv - ~"';/ YM =M, og altsaa at ~er stabil ved Divisiqn f~a venstre 

(hvilket medfører at fif or;saa er stabil ved Division fra højre'~ 

thi naar ~ -l . - ~ A,B ~ M medf0rer A I3 E f·1 faas med B ::.: A at E~ f'.lo _, ~ 

og dernæst med n == E nt A · G: l'!l naa man kan gaa over til rec: i.~ 

prokke, og dermed at 
-l "_. 

AB G: ~1) • 
~ Pd 

At M er en Undereruppe er følgelie ensbetydonde med at M nr al~·-



ne i sin Jli~kvivalensk l asse. Or.; for d c• øvrige Klasser er Antallet 

af J'!Imngder en Divisor i llVf 1. 
Vi betragter nu alle !VJrrmr;cler N forhvilke / /vfj :::: p~. Dn cl et lcr0>·· 

F'uJ 

vedes at E E M bliver det Antallet af Maader v·i kan udtage 

p cf. -1 Elementer blandt n-1. O{'; endvidere er en Divisor l p>:·! 

enten lig l eller et Jviultiplum af p. Følgelig 

(
n_,- l ) ""' 

V\, - An t. Undergr. af Orden .-p« 
p - l 

+ Multo af p 

Direkte at udregne Binomialkoefficienten modulo p er ubehageligt 

(Udtrykket for den vil. indeholde Potenser af p i baarie 'fæLLer og 

Nævner), men det kan omgans ved at betænke at Porrnler' f';tnlder for 

V8r'l. vi, at Antrtllct af' Undergrnnner med 
Cl( 

p Elementer rr 1ip ., ~~ . l for p n og lig O for p 1 n. l J 

Vi skal slutteli~ se li.dt pnn 8nør~omna1et om Antallet K(n) . ---=----·-~ .. ~~----'= 

en Tabel med Værdier for n 12. Vi ved nt for Primtal p er 

l51p_L:::: l (den cykliske Gruppe) • 
2 ~ ~ ~ 

I1ad os godtgøre at JU..12...:.L::....g (nemlig C 2 og C X C , abelske) , p p p 

Ifølge Basissætnin~en er der uf abelske kun de to nævnte, og vi 

vil vise at der ikke findes nogen ikke-abelske. Antallet Ble-

menter i en Froben~usklasse er en Divisor i n, al.tsaa lie l, 

p eller 2 p v men det sid::.> te er uctelukkct, da vi ved at E er ene 

j_ sin Klasse. Talt findes p2 Inementer, 

ler f p Klasser paa l Element, aJ.tsaa _ 

og der er derfor mjndnt 

p. H0n j(~ l:: p er udelnk"~" 

ket, thi som paa S.l21 (øverste ~i~.) ses at i en j_kke-abelsk 
~ 

Gruppe er C ægte Undergr~ppe i en Normalisator som igen er 

Undere;ruppe i hele Gruppen. 
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Med lignende Argumenter (og evt. en spæd Brug af Sylows og Pro-

heni11s 1 Sætninger) kan man se a:t ~ ~ø Grupperne er 

den cykliske D2p :::: c"
2 

x Up, og Diedergruppen l)p ( ikke~abelsk 

for p>2). 

~":::_l~_K.{rs~2:l,.Khl, saa at K er ''s~.l?i:I.:E!~l-
'"" ~ kativ". Bevis: Hvis (A~·) og (13,·) er Grupper af Ordm:1 hhv. 

r og s, saa er det direkte Produkt ('A, • )X'('f3, ·) af Orden rs, 

og det har netop Em Undergruppe af Orden r og denne er isomorf 

med (A, •), fordi et Par (A, B) km1 kan have en Orden som gaar op 

:L r saafremt B = EB; ligelede~ har det netop €m Undergruppe af 

Orden s og den er isomorf med (i,.). Naar vi lader (X,·) og 

(1!, •) gennemløbe de hhv. K( r) og K( s) forskc~llige Undergrupper 

af Orden hhv ,, r og s faar vi K( r) oK( s) Stk,. Produktgrupper af 

Orden rs, og disse er alle forskellige da de har forskellige 

Par Undergruppf.'!r af Ordener :r og s. a 
\ ",n2 Som en Vurdering den anden Vej kan vi nævne at Ji(n"L~ u • Det 

ses let1 idet en sædvanlig Gruppemultiplikationstavle har n2 Fel­

ter som hver er udfyldt med et af de n Gruppeelernenter. 

Saadanne mere overfladiske Vurderinger af K(n) kan let forbedres, 

men en præcis Bestemmelse af K~-Ji'unktionen er næppe opnaaelig., 

De abelske Gruppers Antal kan ret let bestemmes af Basissætnin-

gen, men de langt mere taJ.r·ige ikke-abelske volde.r Problemer. 

Som Eksempel kan mevnes, at medens det let ses at der findes 11 

abelske Gr~pper af Orden 64, saa har K(64) i den tidligere Lit-

teratur været angivet tiJ. 294, men en fornyet Undersøgelse som 

er publiceret 1964 angiver det (formodentlig) rigtige Tal 267~ 

Et Hesultat som kræver et lidt Gtørre Bevis er følgende Sæt-

ning: 
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(S.,l9 - ) 

Bevis: Indledninr;sviE> bemærker vi, a t dersom p~Jin med et ~ 

større end l, saa er baade n og q(n) delelige med 

(n,q(n)) >l. !Vlen samtidig er K(n) >l, thi poG.a. Supermul­

tiplikativi teten er· K( n) ~ K( ptX.), og dette er større end l 

fordi og er forskellige abelske 

Grupper af Orden 

Vi behøver derfor kun at betragte kvadratfri n* 

Lad os antage lfl--L<j?{n))-=._1 •. Vi vil vise, at for rln gælder 

f( r) = r, hvilket medfører at Gru.ppen er cyklisk (3.114-115), 

og der er altsaa kun denne ene Gruppeo Vi har f(n) = n og vi 

vil benytte nedadgaaende Induktion, altsaa antage at f(rp) = rp 

og vise at f(r) = r idet rpjn; da p-l gaar op i ~(n) vil Ud­

gangsforudsætningen medføre at (p-l,r) = l., 

Vi benytter Porbj_ndelsen mellem f og g paa lignende Maade som 

i Beviset for Frobenius' Sætn. ( 1 )~ S*123): f(rp) - f(r) = 
rp- f(r) =L g(dp) 7 hvor d gennemløber Divisorerne i r (her 

benyttedes at (r,p) ==l, opfyldt da n kvadratfri)Q Hvert Led 

g( d p) er deleligt med ~ (d p) og al tsaa med q>( p) = p-l, og Summen 

er positiv da g(p) > Ov fx p.G.a. Sylow. Ifølge Frobenlus har 

f(r) Formen hør, og derfor rp - f(r) = 
~~~ r" {p·~ h), og da det samtidig skal være ~'ae le ligt med p-l J som er 

primisk med r; maa v.i have h = l og dermed f( r) = r, hvormed 

denne Del af Beviset er ført. 

La~tage LPtSf{pJJ~·> _l. Det medfører at n ~;r delelig med et 

Produkt pq af to Primtal, hvor qfp-1. Vi vil vise at der ek­

sisterer en ikke-abelsk Gruppe af Orden pq, saa at K(pq) > l, 

hvilket p.G.a. Supermultiplikativiteten medfører at K(n) >' le 
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·'<'7'/~ . 
Da ("""p' •) er cyklisk af Orden p-l findes i denne Gruppe et 

T f E for hvilket Tq = E. Vi konstruerer nu en Gruppe, hvis 

Elementer skal være Par (A~ B) med A G: ,2/p og B ~ ,.æ-q og med 

følgende Produktdannelse ( betegne·t med o): 

(A,B)o(C,D) =(A+ C·TB, B+ D). 

Man ser at Produktet er veldefineret, Eksponenten B er ganske ·. · 

vist ikke et Tal, men en Restklasse modulo qv men da Tq = E er 

det ligesaagodt, og første Komponent tilhører igen Zp og an­

den Komponent tilhører .:æ'qø Der findes et Neutralelementp nem­

lig (0,0) (baade fra højre og venstre), og (A,B) har et inverst 

(baade fra højre og venstre), nemlig (-A·T-B~-B). Kompositio­

nen er associativ idet (A~B) o (C~D) o (E~F) bliver lig 

(A+C•TB+EoTB+D,B+D+l<') hvorledes det end ud:r·egnesø Gruppens 

Orden er poq@ Den er ikke abelsk, (E,O) D (O,E) = (E,E) og 

(O,E) o (E,O) = (T,g). n 
Konstruktionen minder om det direkte Produkt (2:" 9+)X(~ ,+) p q J 

og man ser at dersom vi i St.f. T havde indsat E saa var 

Kompositionsreglen blevet til (A,B)O (C,D) = (A+C,B+D) og 

vi havde det direkte Produkt. 

Man bemærker at q -- 2 kan bruges sammen med et vilkaarligt u·-

lige p, og man kan let overbevise sig om a·t den Gruppe som der-

ved f:cemkommer bl i ve r isomorf med Diedergruppen 

Som Taleksempel sesJat der af Orden 15 kun findes den cykliske 

Gruppe~ medens der af Orden 21 findes en ikke-abelsk Gruppe. 

Eksempel t1.'l S J S t · G ~ __ • y .ows æ rnng: ru.ppen A
4 

0 n = 12 

Orden af Undergrupper l1 2 3 4 6 12 

.Antal Undergr1:t.ppe1· ~~-Ql 
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_KA __ P~I~T_E=L~-V~II=-~~M~e~r~e~om algebraiske Konr~uenser@ 

Lad os betragte algebraiske Ligninger i en Restklassering 

(ZLn,+, "), altsaa Id.gnjnger af Typen 

A(X) = AhXh + Ah-lxh-l + ••• + A1X + A
0 

=O, 

hvor alle Bogstaverne betegner Elementer i(~ p+,•). Udtrykt 
n 

i Z: bliver Opgaven 

a(x) = ahxh + ah_1xh-l + •• " + a 1x + a
0

æ O (mod.n) , 

som jo netop føres over i den foregaaende ved Homomorfien 

( Z:', + , • ) ~ ( 22', -1- , • ) / ( n) == (Z:' , + , • ) o 
n 

Der er her Tale om Polynomier over en Ring som ikke nødvendigvis 

er et Legeme$ Stadig gmlder 

Dersom P er RoC!_ i A(XL .. _saa_er (X_:::..li_Fals!Q_~. 

Bevis: A(X) = AhXh + .......... + A1 X + A
0 

O = A 1)1 .L + A p + A h r Ot~6~0>t<Pe<&Jf! 1 O 

----~=(~h--h . 
Subtrakt: A(X) = Ah X -P )+ ........ +A1 (X-P) J 

hvori (X-P) er Faktor. a 
Men den entydige Faktorisering af Polynomier er ikke sikret, og 

et Polynomhun kan have flere Hødder end dets Grad" 

Eksempeb: I (2"89 +,•) er x 2-0)= (X-Q) )(X+Q))=(X-Q))(X+(D) 

og dette Polynomium har de 4 Rødder ±Q) og ± {J) . 

Ringen ( .zen,+ 9 •) har Nulelement O = @ og Et element E = Q) o 

De invertible Blementer_ i Hingen udgør med ..J::l&tiRlikation en 

* Qruppe (Z" n, •), den størst~3 Grupp~ som~kan ud ta&es i den mul-

~ i.plika t i ve Struk;t ~~I _( Z":n ,_ •) • 
Det er en almen Ringsæt.ning, som let indses: 1 ) E er invertibel, 
2 ) A invertibel=-~ A-l invertibel og 3) A,B invertible medfører 

at (AB)-l ekrlisterer, nemlig lig B-lA-l. a 
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De invertible Elementer:...J Hingen er de "primiske Restklasser".P 

g~. de Restklasser A= ®, hY:Q.!: (a,n) = 1. 

'rhi en Ligning ax = 1 (mod. n) har en Løsning x hvis og kun 

hvis der findes x og y saa ax - l = ny, altsaa l = ax - nyp 

ensbetydende med at l tilhører Idealet (a,n). O 
Ordenen af Gruppen (2' '<', •), al tsaa Antallet af primiske Restklas"'::' 

n 

ser modulo nJer Funktionsværdien ~(n) (se S.75)ø 

Man ser Overensstemmelsen med det tidligere, idet for et Primtal 

p er <f(p) = p-1, og Z"P *== ~P' {o}; men for et sammensat n 

kan vi have Elementer som hverken er O eller invertible (som­

metider kaldt"Nuldivisorer"), og AB= O er ensbetydende med at 

A er O eller at B er O eller at A og B begge er Nuldivisorers 

Eulers Generalisation af Permat~: 

l_( Z"n' ") w~r fq_r enhv~r __ :m:im.tsk Res~ A at A q>(n) = E., 

Udilllft i lff 1-X~T . .§~~ningen: (at.!lL.=.~;t 9_. a 'f(~).§_ l (mod.nlø 

*" Bevis: Lagranges Sætning anvend t paa Gruppen (S! n,").. O 

~sempel: n = 12, f(n) = 4, a = 7 primisk med 12. 

14 = 2401 !S: l (mod .·12) • 

Hvis vi generaliserer det sidste af de tidligere givne Beviser 

for Fermats Sætning (S.42) føres vi til en anden Generalisation 

af Sætningen; først formulerer vi den almindeligt: 

~~re en Mængde. af l•'unktioner~ som afbilder L2 .t og som er 

.§_1ab:!-). overfor Translationk alt~ "f(z) € M ~ "f'(z+h) E M for 

§].le heJ,tallige h. ~s q m f(n) er Ant_~_l!et "f ,som er~p~eriodi-

ske med Perioden_ YlJ_ f3aq_gælder at n f L f( d) •f(~) .. 
djn 

., ' 

Bevis: Lad g( d) være Antallet 'f som er per.i od i ske med .!forte-

ste Periode lig dt da er 

dingeformel er saa 

f(n) - I, g( d). 
djn 

Ifølge Mobius' Omven-
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Men g( n) er delelig med n~ thi de y som har korteste Periode 

n kan samles i Klasser beataaende af Funktioner som er ens paa-

nær Translation, og hver Klasse vil indeholde n Funktioner, nem= 

lig et Sæt '/'(z), "{(z+ l), ... , \f( z+n-1). O 

Hvis vi lader M VH:re Mængden af Funktioner 'f: Z" -t {1,2, e •• ,a} 
faar vi f(n) - an og dermed har vi 

Generalisation af Fermats Sætni_!!.g: 

\:;/a , n e/N : 

Da ethvert nega~ivt a er kongruent modulo n med et positivt a 

er det klart, at Paastanden gælder for alle a e~ 
12 6 4 2 = a -a -a +a • gsempel_: n :::: 12, f( n) -· an g(l2) , 

a - 7 giver 12\7
12-7 6-7 4+7 2 

3 o (da 74 ::=: l, se S .. l33) 

a - 8 giver 12ls12-s6-s4+8læ o, stemmer, thi det er 

klart at 4 gaar op, og modulo 3 er det kongruent med 

(-1)12_(-1)6-(-1)4+(-1)2 = o. 

Fibonaccis o Lucas~~Følger~ Et ikke-trivielt Eksempel til 

den almene Sætning: 

I.ad M være Mængden af 't : 7L ~-? {O, l}, men "f maa ikke i to 

konsekutive TaL antage Værdlen l (hvilket kan udtrykkes ved at 

'\j'(z)·'\f(z+l) = O). IVJ er aalJenbart invariant overfor Translation. 

Lad os først bestemme h(n) = Antallet af Afbildninger af 

(1,2, ••• ,n) over i fo,l} som opfylder den stillede Betingelse. 

Aabenbart er h(l) =-~ 2 (da to mulige Værdier) og h(2) ·- 3 (Bil­

ledsættene kan være (0,0), (0,1) og (1,0). For større n gælder 

h(n) = h(n-1) + h(n-2), thi for 'ljl(n)·= O er der h(n-1) mulige 

Afbildninger af 1,2, ••. ,n-l, og for 1(n) =l maa vi have 

'\j)(n-1) =O medens der er h(n-2) mulige Afbildninger af l, •• ,n-2. 
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en Følge af Funktionsværdier 
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- l faar vi for n (f. /N o 

l, 2, 3, 5, 8, 13v 21, ~34, 55, 89, 144v 233, 377, 610,. ... 

- bestemt udfra Udgangselementerne ved at ethvert senere Element 

er Summen af de to umiddelbart foregaaende. 

Denne Følge er ~~9is Følge (Fibonacci = Leonardo fra Pisa, 

ca .. ll75-1250). F. kom til den som Model for Størrelsen af en 

Population af Kaniner udfra en simpel Antagelse om disse Dyrs 

Formeringsevne. 

Men ogsaa ved mange andre Opgaver kan man møde denne Følge. Fx 

hvis man søger Antallet af .Permutationer 6 af Tallene 

[o,l, ... ,n] med B.ibeting~lsen ~~(j)-jl ~l (altsaa Permutationer 

hvor ethvert Tal j .er 11 lænket til sin egen Plads med en Kæde af 

Længde l"); saa er aabenbart h(O) =l, h(l) = 2 og h(n) lig 

h(n-1) + h(n-2), første Bidrag for 6(n) =n og andet Bidrag for 

6(n) =n-l (hvoraf følger 6(n-l) =n)$ Eller Antallet af Vej<$ 

fra venstre t11 højr~ langs --
Linierne i hosetaaende Graf, 1,( A o A 

1 
A'l - ... • , A~ 

hvor man ogsaa umiddelbart ser at Antallet h(n) opfylder de samme 

Betingelser. 

Vi vender nu tilbage til den oprindelige Opgave, idet vi ønsker 

a t en Afbildning Y : l l, 2,. •• , n J ~ {O, l} med Bi betingelsen 

'f(z)• '\f(z+l) =O skal kunne gentages periodisk saaledes at Bi-

betingelsen ogsaa er opfyldt i Sarnmensætningspunkterne. Den 

eneste Maade det kan gaa galt paa er aabembart ved at 'f(l) = l 
og r(n) =l hvilket rnudfører at 'f(2) = Y<n-1) = O,medens 'f 
er vilkaarlig paa de n-4 midterste Pladser. Altsaa er f(n) = 
h(n) - h(n-4). Heraf ses

1
at for n> 4 vil f opfylde den samme 

Rekurrensligning f(n) = f(n-1) + f(n-2) som h opfyldero Idet 
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de første Funktionsværdier let bestemmes direkte og ogsaa ses 

at opfylde Lignine;en faar man for n G /N en Følge af Funktions~ 
vmrdier f(n) 

~n-:-fjr-1 __ 2_3 __ 4 __ 5_ 6 ~ 10 11 
f(n) l 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199 

som er den saakaldte Lucas' Følge (Lol842-1891). 

For denne Følge gælder den almene Sætning 

n l 2:, fA(d) •f(~) • 
din 

12 13 ... 

322 521 ." 

Vi kan fx betragte n= 12: saa erf(d) ~O for d= 1,2,3,6 og 

Højresiden bliver 322-18-7+3 = 300 som er delelig med 12. 

(Erstattes f med h vil n ikke gaa op: 12r377-21-8+3 = 351, og 

n vil heller ikke gaa op hvis man translaterer f(n)H f(n+l), 

hvilket er bemærkelsesværdigt idet det jo gælder i den generali­

serede Fermats Sætning (S.l34) naar man erstatter f(n) = an med 

f( n+ l) n+ l -- a hvorved alle Led blot multipliceres med a). 

Saadanne re kurrente )"ølger er et interessant (men i t id l igere 

Tider lidt foragtet) Studieomraade. Vi skal ikke her gaa nærnmoæ~ 

re ind paa det. Vi. l<an dog bemærke, at Funktioner g der som f 

og h ovenfor opfylder Ligningen g(n) = g(n-1) + g(n-2) aaben­

bart kan skrives paa Formen g( n) = {)( •l n + {! •tt,n, hvor "J og ~ 

er Rødderne i Ligningen 2 x = x + l (Følgerne udgør et 2-dimen-

sionalt Vektorrum, da 2 Udgangsværdier kan vælges frit og dette 

ogsaa stemmer med at der er 2 Koefficienter ()(. og (l). Generel t 

vil en Rekurrensligning g(n) = a1g(n-l)+ •• e+akg(n-k) paa samme 

Maade svare til en Ligning xk = a1xk-l+0 •• +ak. Umiddelbar tal­

teoretisk Interesse har det at en rekurrent Følge (med heltalli-
.J 

ge Koefficienter) uabenbart for ethvert r bliver J3riodisk modulo 
~' thi p.G.af Skuffeprincippet vil der være et Sæt Rester mod.r 
som gentages, og p.G.af Hekurrensligningen vil det forplante 

sig som en Periodicitet i hele Følgen. Eksemplet slut. 
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Gauss 1 Generalisation a.f V/ilson_? Sætning: I ( ~ ,+, •) er 
----~--~~---~~~-~ --- n 

Produkte_:t af de. pri.miske Hes tldasser lif~ +E eller -E (nemlig 
·'-f 

- for n > 2 - lig (-~E) 2 
, hvor f = Frobeniusfunktionsværdien 

f( 2) i Gruppen (Lz *, •)). 
n 

For n = 2 findeD kun den primiske Hestklasse E = -E~ saa 

begge Udtryk gælder. 

For n> 2 og A invertibel gælder A f -A, idet 2A -:f 0., 

Dersom nu A er forskellig fra A-l tager vi et saadant Par reci-

prokke Elementer sammen i Produktet, det giver ialt en Faktor 

. -l A2 = E. Tilbage er de A for hv:1.lke A =A , d.v.s. - E, men hvis 

det gælder for A saa gælder det ogsaa for -A, og vi tager saa 

dem sammen, det giver en Faktor -E, hvoraf man ser Rigtigheden 

af Sætningen (med dens Eftersætning). o 
Eksem:Eel: n ::::: 12. Repræsentanter for de primiske Restklasser 

er 1,5,7,11, og for dem alle gælder at Kvadratet l(mod.l2), 

saa f = 4. Vi har 1·5·7·11 = 385 .::: l - (-l)t·4 (mod .12). 

Hvis A er invertibel har J1igningen 
, 

AX = B netop en I1øsn:Lng, 

nemlig X = A-1B. 

Udtrykt i 7L : .EQ.r_,_j~_J har Kongruens~n ax 5 b (mod .n) 

net.Q.P en JÆsnitjgsrestklasse modulo n. 

Eksempel: 7x 9 (mod .12) . Nu er (j) ·-l = fi) (som nævnt syv 

Linier ovenfor), altsaa x=. 7•9 = 63 .= 3 (rnod.l2). 
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Som Eksempler paa Sætninger om lineære Kongruenser (og samtidig 

som Eksempler paa mangelfuld Sætningsformulering) kan nævnes: 

Det er tilladt at mulj;ipli.cer~ en Kongruens med et Tal [idet 

Løsningsmængden i hvert Fald ikke formindskes derved]. 

og 

Hvis man i en ~u~ns ax: b (mod.JJ_~viderer med et Tal h 

paa begge Sider af .Kongru~nsteg~~-~-skal man samtidig dividere 

Modulen n med d ~~ [tor at Løsningsmængden skal være 

uændret]. 

Læst for sig er de understregede Sætninger meningsløse, men for­

mulerede som man hyppigt vil gøre det; de [·~]-indrammede Efter-

sætninger maa med for at give Mening, som altsaa i den første 

er en Implikation ~> , i den anden en Biimplikation <=> . 
Den første Sætning: ax b (mod.n) ha x hb (mod.n) er tri-

viel, og man ser let at man kan ikke slutte ~ • 

Taleksempel: 6x E 6 (mod .12) 
(x ulige) 

~ 12x 12 (modQ12). 
(x vilkaarlig) 

Den anden Sætning ses let, idet (h,:n) = d medfører at ~ og ~ 

er primiske, og naar man ~:ma sætter a = ha1 og b :::: hbl ses at 

Udgangspaastand: g n l ha1x - hbl 

l h(a1x - bl) n 

{t n l h 
- bl) d cr(alx 

~ Slutpaastand: n l a1x - bl d 

Taleksempel: lOx := 10 (mod.l2) # xæl (mod .6) D 

~l: Man skal ikke formulere Sætninger om altfor simple Ting, 

men i Stedet blot tænke over hvad man foretager sig. 

En lineær Kongrue11s kan alt id løses ved Prøve, da der kun er en­
delig mange Restklasser at forsøge med, men der findes ogsaa 
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teoretiske OpstilJj.nger med Kædebrøker eller andre Hjælpemidler e 

Lad os her give et prakti~k Eksempel baseret paa Princippet: 

For en fælles Modul n er givet to Kongruenser 

I) ax =. b og 
II J) 

Il) ex s. d med a > c >o. 
l 

vi danner (mod .n) 

og man ser umiddelbart at l) 1\ II) ~ II) A III) .. 

Ilaa denne !VIaade kan man formindske Koefficienten til x (idet 

man altsaa anvender "Euklids Algoritme" paa a og c). 

Eks em;Q_~_l: II) Løs 384 x = 856 (mod .. lOOO) 

Vi tilføjer I) 1000 x æ o (mod.lOOO) (indholds-

løst Krav) og:gaar frem sum nævnt ( Hø.jresiden reduceres mod .1000 h 
~ III) I) - 2•II): 232 x æ 288 

II) - ., III): ·IV) 152 x æ 568 

III) - IV) : V) 80 x 5 720 

IV) V): VI) 72 x 848 :::::: 

V) VI): VII) 8 x -= 872 

VI) - 9oVII): VIl I) O•X s o 

Vi er endt med Koefficienten O paa Venstresiden (Euklids Algo­

ritml! slut); hvis vi ikke havde faaet O paa Højresiden havde der 

ikke været nogen Løsninger; nu har vi imidlertid faaet O, saa 

VIII) er betydningsløs, og ialt har vi derfor 

I I) ~ I ) A I I ) # V I I) "'V I I I) (:,:P V I I) 

saa Opgavens Løsninger faas af VII) 8 x æ 872 (mod.lOOO); p;•G.a. 

Euklids Algoritme maa Koeffj_cienten til x, altsaa 8, være Divisor 

i n = 1000, og Kongruensen kan med en tidligere Sætning divide-

res med 8, og vi finder 

x;;; 109 (mod.l25). 

JVlodulo 1000 er Løsni.ngerne x.;rl09,234,359,484,609,734,859,984., 
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Sirnul tane. Kongruenser •. 

Antag n. 
J 

er parvis priruiske. 

En Restklasse modulo n betegnes A og en Restklasse modulo nj 

betegnes Aj. Nu er 

x a (moden)~) n(x-a (:::) \ij~ nj lx-a <=> ~:x æ. a (mod.nj). 

Heraf ses at ethvert A er af Formen n Aj • 
j 

Iad os paa Mængden af Sæt (AJ, ••• ,A) se paa Afbildningen 
- r 

(A1 , .. ~e,Ar) t~ n 
j 

A j (Billedet er en Delmængde af ?t ) . Et-

hvert af de n Stk. A kommer med som Billede, og da der ogsaa 

er n1 ...... nr =n Stk. Sæt (A1 ,.ø.,Ar) maa Afbildningen være en 

Bijektion over paa Mængden af Restklasser A. 

Vi har dermed Den kinesisk~ Restklassesætning: 

Hvis n1 , ••. ,nr ~arvis l)ri.mi.§_ke og n = n1 • ••• •nr , saa vil 

Løsningerne_til et System x :aj (mod.nj), j= l,o •• ,r, neto.E, 

udg.øre em Restklans e x '5 a (mod .n). Oruvend t: Enhve,r Restkl~­

se x 5 a (mod.n) er ~øsn.i.ng_smængde til et System af Kongruenser 

x Baj (mod.nj), j= l, ••• ,r. 

Resultatet har været kendt fra Oldtiden (fx Opgaver af Typen: 

Hvis en Hær stilles op i Hækker med 7 Mand i hver bliver 2 ~1and 

til overs, hvis den stilles op med 8 i hver Række bliver 5 Mand 

til overs, •• 0 , Problem: hvor mange Mand er der? ), men da 

Princippet var navnløst* og man saa i nyere Tid har opdaget at 

det ogsaa har været kendt i det gamle Kina (der nævnes Sun Tse 

ca 250 e.Kr.) har man (omkr]ng Midten af dette Aarhundrede) hæf-

tet Navnet "den kinesiske Sætning" paa det (og dets Generalisa­

tioner i Algebraen), og det er jo praktisk som Betegnelse for no-

get ellers navnløst, som har vist sig betydningsfuldt. 
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I den sidste Del af Sætningen kunde vi specielt sætte alle a. 
. . J 

ll.g a ( smlgn., Begyndelsen af BeviGet for S&)tnl.ngen) t saa at den 

benyt·tede Afbildning bliYer 

((~n 9 
'l 

og ligesaa 

( (1?) :nl ~ 

V'i har Summen 

( ~ n. p H ? ~~1) V\ ) 

. '.l ·~-~ ur 
og Produktet 

hvoraf vi ser e:t 

(t}) n 

( 

Venstresiden er det "direkte Produkt" (i Algebraen sommetider 

kald t "Sum") af de anfør·te Ringe v d,, v. s" den kartes i ske Produkt­

mængde 2 ·')( ø.," ';( Z forsynet med Regnapparationer + og 
nl nr 

", som defineres som komponentvis Addition og Multiplikation, 

og hvor Lighedstegnet (som sædvanligt i denne Forbindelse) blot 

betyder Isomorfi. 

V' ed Hjælp af Sætningen kan Kongruen.sopgaver reduceres til Kong­

ruenser modulo Primtalpotensere 

A x æ 5 (mod .. 28) 

e 51 (m,;9)<"'\l5x =z. 51 (m,8 A .X ~ 5 A X = 5 (m& 7 

6x a 6 (mø9) A 7x 3 (møS) A X ~ 5 A X 5 (m.7) 
x a, l (m. 3) A 5 (m. S) A. x = 5 (mø7) 

".~-~--~··"·~-·-· .. -~'"-·--~="' 
x 2! l (m o 3) A /\ x 5 (mø?) 

1 (m.,3) 



~~~!rlllel.: Løs 
4 3 2 x + 29x + lox·- 28x ~ 45 o (modo33) 

Den reduceres til 'Il' 
x4 - 4x3 + 10x2 + 5x - 12 O 

'VI 

Aabenbart er x - l Rod. Derfor JJ 
(x ~~ l) ( x3 ~" 3x2 + 7x + 12) O (modo33) 

Vi spalter 

(x- l)(x3 +x)~ 

(x-1) ·x"(x2+1) ær O 
rfng:1!?TI:Tn! 

Altsaa 

x=- 0 9 1 (modo3) 

'7.' ') 

(x~-l)lx)~·3xt:.~!tx+l2) æ o (mol1) 
7~F~f>"'J'1f~Fop~"' 

(x·-·1)(x~J)(x 2--4) :æ: O (m.ll) 

(x~l)(x~~3)(x-·2)(x+2)~ O (moll) 

Il AehMx., (mod -11) l ~ l~ 3 v 2' ~·2 u 

Ifølge den kinesiske Sætning kan vi igen samle, og skal finde 

2 ·4 = 8 Restklasser moduJ.o 33 som Løsning. 

3 ? 
'-· ... 2 JJØ"~.ct.hi. XYil. 

-="""-~=·'""'""'"''""''=="-"""'~~-"'""''="''""'""'-· 

o 12 3 24 9 { 12 :3 24 9 (mod.33) x 
~~~"""' 

l l 25 13 31 l 25 13 31 
o 

C i 

Betingelsen for den kinesiske Sætning er n= :n1 • ••n •nr ~hvor 

de forskellige n,j er parvis prim i rJke" rlfan ser ( smlgn. Slut-~­

ningen af det sidste Eksempel) 9 ut 

p~j;; r~Ji.2Llf!§ll .. ~.QIL. al.e;e braj:.slLJ\Ol).B!.J:!~n~.~J:,:t2CJ~_U mod "nl f o r f o r··· 

sl~llK<i . .l.\JL_men~J!~d .. faElth<?.Jd "t~~Et~1:t~?.§~§:._QT Antallet af Løsning§_-

Af Formlen med direkte .Produkt af Hi.nge kan vi aflede 

Resultater for de indgaaende Grupper. 

For de additive Grupper faar vi direkte 
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men det overrasker ikke, thi Grupperne er alle cykliske, saa her 
~-~ • .ø 

stn:=lr blot G n :' hvilket vi. vidste i Fo:rve j en. 

For at faa Grupper ved Multiplilmtirimen maa vi indskrænke os til 

de primiske Restklasser~ men det sker samtidig paa begge Sider 

idet (a9n1 ) ~" l A 
" " o 

~"" (a~nr) --- l (a 9n) - l og Bijek·= 

t ionen var jo (®n ~ .. 3> ) (~n Vi har saa @ (} ~~ ? (€} n o 

1 r 

(2?' ~4g o) x J((Z?_JI/?o) - (.Jr~lg ®) 
Q ~n t ""ø n r n9 

l 

For Gruppens Orden faar vi fCn1 ) • •• ø • ~o( n
1
J ·- Cf (n) 1 i Over-

ensstemmelse med at ep er multipltka:tt v. 

Lad n have Primopløsningen n = p{( l- o" •• •p o< r G 

r 
Vi kan da tage 

n1 Y $." ,nr som de indgaaende :Primtalpotenserv og for at finde 
... *~ 

Strukturen af ( 2!! , •) maa vi derfor førs·t kende s-trukturen af n 
Æ ~ø. 

E-m Gruppe ( aJ,zpfJCv ø) 9 for t.v{ ::= l ved vi at Gruppen er cyklisk 

(multiplikativ Gruppe :l T1egemet (:Z! ,+ 9 ø))~ 
'f p 

De_~J?,;;lJ.IsatiY~LQ~ (,}!;(!<~ø) !ll: ... ,QY..k~dtaJ?;en naar 

p ti( ~11rLJ~·.:!_l.Jli>~~Let.~~j~@I1:Q.~.~-nl~LlLL J. .. ~e ~~]fælge= e;r: 

!! erL .. si~.iÆrE1kt~Jr.Qwd uk1_!1L..§!L-~Y kl t§1L~02~ Ord en__ 2 -~ ~~ 
-~!if:_Orsi~!l-g ® 

Bevis: Ordenen af Gruppen er (f ( /() !::;:! (p-l) • p c( -l. 

Nu har Gruppen i hvert Fald et Element (j) hvis Orden er delelig 

med p~·l (og dermed ogsaa et Eløment af Orden p-1) 9 nemlig med 

g lig en Prind:tiv-rod modulo p (r::wm vl ved eksisterer da (2!p~ø) 
) thi r l ( d 61() ~), ~r -~ J ( d ) l( . er cyklisk , g mo • p .. 71 ~ :=:~. • mo • p p- r @ 

Dernæst vil vi '\tis e~ at Gruppen i det almindel,ige Tilfælde har 

et IUemen·t af Orden pfl(-·l? og dr:J ( p .. -J v pc(-l) :::: l følger heraf 
. l 

(s 4r.::) t d h t fi!J '· af O d (IJ-~J.) o·rJiX.- og altsaa . e J a· en ar e .:J _emen:c .:~ r en . l" ' 

er cyklisk ... 
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<11( ~"l .r.:::-1\ Som Element af' Orden p kan v:i benytte Hestklass.en ~-~,. 

For at vise dette godtgør vi f«n·st at (med en enkel t Undtagelse) 

vilp idet b.<;;(N og p er et Primtal, Helaticnen phj(m-1 med~ 

føre ph+ljjmP·.,lø F'erudsætningen siger at m = l + ph~A, hvor 

p,fA, og heraf følger ved Binomialudvikling at 

mP = (l+Aaph)p =l+ poA•ph + (~)·A2 .p2h + (P)·A3ap3h + ••. 
'~~:...--~----,--~~~--~-#~~~----~__/ 

Mult. af p2h+l 

''h J h+l hvori de sidste Led er delelige med p'·· + · :?:· p (fordi Bi-

nomialkoeffisienterne (~) er delelige med p); dette beviser 

det nævnte,. Undtagelsen fremkommer for p = 2, h = l, hvor 

(P) 
2 

::::: l, og hvor vi har ( l+A • 2)2 
--· 1 + 4A + 4A2 hvor Summen af 

de to sidste Led altid er delelig med 8~ 

Lad os nu betragte Restklassen (€~y . Vi har 

(l(-2 . o{-1 
P/j(p+J.) .. ~l ~:9 P2 //(J?+l)P~~1 ~ ~ .1/ r?(·--·l/j(p+l)P -l::;:)p'i//(p+l)P -l 

som vjser 
l~ -~-L x 2 

at i (æ p~V 0
) Vil Ord er.~~) ,f" p -. men at Ord cEY 

gaar op i O( .,..l ~-···"' . \'l(=l p · " Altsaa er ord (t~.!J lJ.g p ø 

Undtagelsen for p ::.:: 2 bevirker a t i ( -~~ 9 •) forekommer kun Or~ 

denerne 2 og 1 9 og fx ord (j} = 2. Derefter ruller Beviset 

ovenfor, og i ( .å';~'w ·) er ord(~) "'' 2~'- 2 ~ Men Potenserne af G) 
kan j o kun give Restklasser (E.f) y hvor a ::':! l (mod. 4) ~ og de øv-

rige primiske Hestklasser kan saa faas ved at man som andet Frem-­

bringerelement tap;nr @o Dermed har vi (2!-:J<~@) fremstillet 

som ({~Jp•)X'({(;j)i:}~")p d.v.s. paa .Formen c2~-2 ><c;. 
o 

For et vilkaarligt 
l)(] 

n = P .• 
l • o o 

o(r 
o p . 

r 
er vi dermed helt klar 

over Strukturen af den multiplikative Gruppev idet vi kan skri­

ve den som direkte Produkt af cykliske. 
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Indenfor kan vi nu let bestemme den maximale Element-
-~--~-~-~.-

~!! p.( n) (p er kun øn ad~~hoc-~ Betegnelse), nemlig som det 

mindste fælles Multiplum af Ordenorne af de cykliske Grupper 

af /ri:tilke den er opbygget Q For n == 1 9 2 er p (n) lig l, men for 

alle større n er p(n) l:i.ge fordi 

Gruppens O:rden er C{'( 1400) -· 
60 For alle A i Gruppen er A = E 

] ') a -L 

«. 
Cf(P) er ligeø 

480. p(n) = 60. 

( Fe.rma t~~Buler giver kun A 480 =-"E) • 

1 (mod.n). 

Det er aabenbart det samme som at spørge orn det største n 

for hvi.]ket r(n) = 12 (eller en Divisor i 12). 

Fac:i.tg 
""" '''"J (·..ti r"""" r.,; «"-' 
c2>< c4 lt.. c6x c4 >t c6 i( cl2 

13824 ; p(65520) = 12o 

Vi har tidligere bemærket at Sa~tn-Lngen (i det simple Tilfælde 

hvor den kun handler om Primtal) ikke umiddelbart kunde vendes 

om (8"44). Men lad os gøre et P~=:tr Forsøg som skærer dybere. 

Svarende til de to Former af den gamle Sætning sætter vi 

Ifølge Fermat vll P1 ~ P og F' 2 ~ P ~ hvor P betyder Mængden 

af Primtal suppleret med. Tallet l (det er klart at l tilhører 

begge Mængder 1, og i denne J:t'orbindelse er det altsaa praktisk 

at regne l ~:;;om et Primtal) • 



146 

n F1 , thi for (a,n) ~ l vil n/a -a medføre at 

E dvid e 1 1 ~d vl . . 1'clet 1 ~~4-l l 26 n ·_ er gaL cter -1 T L' , ,.,. 'l J - ""' • 

Altsaa 

men spørgenmalet er om vi kan sig!'J mere~~ og lad os først betrag~· 

te F\ ~ 

Nu ser man af Definitionen,at Ji' netop bliver Mængden af de n '1 

for hvilke r (n) ga:ar op i n.-~1 For n = 1,2 er p(n) = l, 
saa her gælder det~ for alle stør:r·e n er pCn) lige~ saa for 

dem maa n være ulige, saa 2 m' al tsaa det eneste lige Tal i 

F1 • Vi. kan derfor nøjes med at betr<Jgte de n som er Produkt 

af ulige Primtalpotenser p o•: 
saa ~1. 

.DW( Zlp(){ P~) er cyklisk af Orden (p-l)po<-l bliver Betingelsen 

at for alle de i n indgaaende Priwtalpotenser skal (p·-~l)p 
o<-1 

gaa op i n - l. Da samtidig p gaar op i n ses at o< ma.a 

være lig 1. Udover det foran fund n e 'l' al 2 kan F1 al tsaa kun 

bestaa af t:tlige kvadrat fri ~-'al. 

JJad os prøve at finde et samm~msat 'l'al som tilhører F1 , d.v.,s. 

et saakaldt; ~1'!8i..2l1§teJ:.::~r.§l~ (c .1879--1967) ø 

"'""" Vi kan først forsøge med et Produkt af to Primtal, n = pq hvor 

p < q. Da, vi speciel t skal have q:"·l j n-l = pq-1 :;. p·-l er vi 

stødt paa noget uopfyldeligt. Kt Carmichaeltal maa altsaa være 

Produkt af mindst tre Primtal. 

Saa forsøger vi med n = pqr, hvor p ~ q ~ r er ulige Primtal, 

og lad os tage p = 3. Betineelser~e hliver saa 

og 

Den første er altid opfyldt, og de to sidste reduceres umuiddel-

bart til 
'l l 7.' 'l q"=.- .)X'~·-~ og r-l } 3q-l 1 
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Da q < r faas af dan sidste at 3q ~ l er lig 

af hv-ilke det første maa :forkar::rL0[3 da 1~ er et Primtal. Al tsaa 

3q-l lig 2r-2 eller 9q-9 = 6r-12 og dette Tal er derfor dele­

ligt med q·~l. Ifølge den første (forr"Si.de) er 6r·~2 ogsaa da~ 

lelig med q~l~ CJg tilsammen faas q·~ljlO, som for q giver Mulig-

hederne af hvilke kun 11 fO!r brugbar :naar q er et Prim~ 

tal større end. 3 ø Indsættes dette faas r :::o: 17 ~ og dermed Car·~ 

!!1igh~J:.~l1~1" .. , .. J .. <ll,:J.] .. "":.~,221·· Det opfylder virkelig Betingel­

serne9 idet man finder p(561) = m.,f,Mult.{2pl0,16j = 80 som 

gaar op i 561-l """ 560. It'ormodentlig findes der uendelig mange 

Carmichael tal (sent') re skal nævnes~ at det i hvert E'ald vil gæl~· 

de hvis "Schinzels Hypotese" er rigtig); man kender mange, og 

man kan let bevise at 561 er det mindr'3te af dem. 

Vi havde Il'1 og faldisk gælder Id.ghedGtegnet. hvi.lknt skyl,J. 

des at F' kl.:m :indeholder l\'.vadrat:fri 'ral. 
l 

Antag 

og vi skal vise at for alle a vil n l an "æ· a 9 altsaa a .. t ethvert 

Pj gaar op i an-a. Men enten gælder Pjla , og saa er det godt, 

eller ogsaa gmlder p.-1 l Pj\a J -1 og da pj-1 n-l 

( ) l n~·l ,::... l n fordi n ~ F1 følger heraf p j a -~·l 7 p j a -a~ 

Ialt har vi aJ..tsaa nu flmdet at 

D 
Lad os omtale et Forsøg paa at forbedre den foregaaende Id~. 

Vi vil"summere"Betingelsen fra :F1 v og spørger om der findes 

sammensatte 'ral n for hvi.lke 

d.v.s. 

Sa.ada.nne ~ral kan kaldes Giul:ta.:::~- (betragtet af G. 1950). 

Hvis vi kun havde summe:t~et over de a hvor (a v ri) ~ l maatte e. t·~· 



148 

hvert Tal fra l'\ 1 hvert FaJ.d t :Llfredsst ille ~ men ved a t summere 

over alle a E JO~:nt faa:r· vi noget; som 1 hvert li'ald er opfyldt 

af Pj'og som kan anvendes uden Kendskab til Primopløsn1ngen af 

n. Men da det kun er E'm. Betingelse som kræves opfyldt, og ik-

ke de mange EJ:nkeltbetingelser 9 maa man nærmest formode at Løs= 

:ningsmængden er ret stor" 

Nu er for p-1/n-1 

for p-lfn-1 

Det øverste er klart af Fermats Sætning~ og det nederste er 

~ omtalt tidligere (So43 og 52)0 

Lad nu p være en Primdivisor i n. De Tal i J O~n[ som ikke er 

delelige med p udgør Intervallerne ]o,pL]p 9 2pfp. q]n-ppnf, 

ialt n/p Stlc. v og dermed finder vi at modulo p er 

l + n-~1 a 
a l'izJO~nt 

Da det skal være 2 O 

l + 

maa 

~- r n . n.···l · ........ ,_,.~ a . """ 
p ~"""~·~ :::. 
· nEJO~p[ 

vi have p-1\n-1 

n for p-lJn-1 .... -p 
0 

l for p-Lf'n-1 

og yderligere 

P \ J ll Det sidste ~ - p " viser at 2 
P }n·-Pv hvoraf følger at n er 

kvadra:t:fri" Det første viser at hvis n er lige 9 saa kan n ik-

ke have nogen ll.lige J?ri.mdi visor, og det eneste lige rral som op­
~ 

fylder Betingelsen er derfor n - 2. Tilbage er ulige kva~ 

dratfri ~'al n ::= lTP~ hvor vi for ethvert p har at p-1/n-1, men 

det er jo netop den foran fundne 'ra.J.m.ængde J.t~1 • Tallene n som 

opfylder Betingelsen er altsaa en Delmængde af Jt'1 ( saa Enkelt~ 

kravet var i Virkeligheden meget stærkt !), og yderligere skal 

for enhver af n's Primdivisorer p c;cnlde at p/~ l. 

Den sidste Betingelse kan man give en stor Slagkraft: Hvis p
0 

er en af Primdi vi.~3orer.ne 1 saa udsiger d en a t 

samtidig har vi for de øvrige p at p
0 
l ~ . 

p l !L - l, men o p
0 

Ved Additimn faar 
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vi at l'o { ~ "'" l ~ hvor Summen er tage t over samtlige Primdi~ 

viserer 1 n? og naar vi dernæ:::Jt lader p
0 

gennemløbe 

visorerne i n (som var kvadratfri) faar vi at n { 

Møn det betyder jo igen at for det ulige kvadratfri 

gælder 
1 l 

"'" er et helt 1'al. p n 

alle Primdi=· 

n l p o 

Tal n::7fp 

Hvis n s el Y er et PrimtaJ. faar man O. For et Giugatal (sammen-· 

sat) faar man l eller et større naturligt Tal!" 

Det er let at angive et lige kvadre:ltfr:i.t n::: 1l'P for hvilket 

den nævnte Stø:r·relse er et naturligt ~~al v nemlig n = 2 o 3 • 5 = 30v 

idet. 
l~ 

Men et ulige n som opfylder Betingelsen kendes næppe~ Summen 

af de reciprokke af de 8 første ulige Primtal, altsaa 

d-3. .>,. J;, ,L 
,: r "' • • ) 

l 
+2) v er mindre (md l t og et saadant n maa derfor 

have mindst 9 Primfaktorer (hvoraf allerede følger at det er 

større end 109)e 

Og hvis 'ralle·(; skal være et Giugatal giver Betingelsen p-l/n-1 

mange yderligere Krav? idet fx: 31 n udelu.kker Primtallene p --

7 ,13,19v. o. som Faktorer i n o.s.v. I;>_er_J?]Csister.§lr n~ 

.no&m_CL-U!f:J.,~:!!,a.b, 1 men det synes svært at bevise det; Gi.uga viste 

at der findes i hvert l!'ald ingen mindre end 101000 .. 

Tilstrækkeligt for at p er et Primtal er det, at der eksisterer 

et a saaledes a t p J a p-l ~- l m(~dens det for ethvert .~d· som 

gaar op i P'-"·1 gældc:Jr at p ·f ad ,,., l. Thi dette viser jo at 

@ E (~t;") og at i denne Gruppe er ord@ = p~~l;hvilket 
kun er muligt :naar p er et Primtal mod a som Primitivrod., 
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'I'LL praktisk Anvendelse kan Kri ter:Le t; modificeres paa mange fv!aa..,. 

der, fx er det jo umiddelbart klart at man ikke behøver at prø­

ve med alle d~ men kun med dem som er af Form (p·-1)/q , hvor 

q er et Primtal~ dets Anvendelse krawer dog et vist Kendskab til 

Faktoropløsningen af p-1. 

Ved Hjælp af det kan man bestemme talrige Gtore Primtal. Sand~· 

synligheden for at et 1qjJz;e 'l'al af Størrelse t er et Primtal 

2 
er N log~:f (se Sø35) 9 altsaa 

den for at et tilfældigt Tal a 

(da Gennemsnit; sværdien af .rp (t) 

ikke negligerbar; Sandsynlighe~ , 

er primisk med t er _§_ ~ O 6 . ·-2 . v 
~· -

er 6t/'l( 2 (S. 76)) , og Sand syn-

ligheden for at @ € (([';·P •) er Frembringerelement (Primitiv·-

rod) i denne Gruppe er igen ·~ 0 9 6 (nemlig tf' (p-l)/(p-1)}., 

(det her benyttede Sandsynlighedsbegreb skal selvfølgelig kun op"­

fattes som noget svarende til Middelværdidannelse). 

Altia.lt ser man at det er overkommeligt at bestemme mange store 

Primtal (med moderne Datamatteknik af Størrelsesordenen 1030 fx)o 

Men hvis K:ri·teriet svigter$ saa :f:1ar man kun at vide a t man har 

at gøre med et sammensat 'fal~ og at bestemme Faktoropløsningen 

af dette viser sig at være et langt større Problem, som i Praksis 
-konkrety 

er uoverkommeligt (i næste Kapitel omtales ~ogleYEiksempler paa 

~~ ganske vist langt større ~~ 'f al, dels Primtal og dels sammens a t·:" 

te Tal med ubekendt Faktorisering). 

En Meddelelse kan altid omsættes til et Tal (fx a= Ol 9 b = 02p••• 

Mellemrum""' 99 9 ooo; saa bliver "en Abe" omsat til 051499010205). 

Et saadant Tal m kan saa omdanne~:> ved en Funktion f til et 

uforstaaeligt Tal f(m), dette Tal forsendes saa, og Modtageren 
·M ~l 

kan dechiffrE-;) Meddelelsen v oHj "af den omvendte li'unktion f " 
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Et altfor langt Tal m kan opde1es i mindre Ciffergrupper~ som 

hver behandles paa denne Maade. J<jn simpel Metode er fx at er~~ 

stat te hvert Bogstav med det følgende saa at a = Ol hb 02 P •• 

99 •·,P 00, og "en Abe" oversendes i Formen 061500020306; hvis en 

Fjende blot har opfanget nogle faa Meddelelser af denne Art, 

saa er Koden let at bryde. 

Inden vi beskriver en langt mere raffineret Metode skal det be­

mærkes at selv med store Tal er Operationen a(modn)~ ar(mod.n) 

relativ let at udføre med Datamu.t~ idet r skrives i Dualsystemet 

og Potensopløftningen derved reduceres til et lille Antal Kvadre·= 

ringer og Multiplikationer modulo n. 

Man kan nu tage et stort Primtal p oe; et 1l'alpa.r r, s hvor rs .,;" 1 
er delelig med p-1. Ifølge Fermat er sa.a ars~ a (mod.p), og 
idet m opdeles i Ciffergrupper som hver er mindre end p kan hver 

af disse omsættes ved Koden a H:l> ar (mod. p) og Mod tageren kan saa 
dechiffr~ Meddelelsen ved at benytte den omvendte Funk"t;ion b ~·~:r. 

b s (mod" p) " Det hemmelige i Kod en er al tsaa 'l1alparret (p, r) ~ og 
da et eventuelt Mønster i a fuldstændic;t forsvinder i ar(mod.p) 
er Koden forsaavidt god. Men den hr.:l:r' den Ulempe, at hvis en Fjen~ 
de blot hos en Person opsnapper (p,r) saa er det let at bestemme 
s og dermed bryde Kodenø 

"'"'"""' Derfor har man fornylig foraslaaet følgende: i. St e f., et Primtal p 
tager man et Produkt af to store Primtal n = pq og rts bestemmes 
saa rs ~ l(mod.p(n). Idet p-1 og q-l begge gaar op i p(:n) faar 
man igen at ars n baade'(mod.p) og (mod.q), altsaa (mod.n) (NB 

uanset om a er priruisk med n eller ej). Koden bestaar igen i ~ral­

parret (npr), som ikke engang behøver at være hemmeligt,men kan 
offentli.ggø:r·t::)s saa enhver kan afsende Meddelelser; kun Modtager­

centralen kender Exponenten s 9 og da den ikke kan findes uden 

Kendskab til de to Primfaktorer i n~ vil det - som beskrevet for­
an - l!l:ted passende store 'l'al være uoverkommeligt for en F j end(~ at 

bestemme s o Maternatisk har m::m altsaa her en simpel og let bereg­
nelig Funktion :f: '2L -t:&, for hvilken Bestemmelsen af f-l er n n 
umulig for den. uindviede 6 Ogsaa.: en 1\gent ved Navn A kan faa med~~ 

delt en Underskrift f-1 (A)~ kontrollerbar for ham selv, og ingen 
anden kunde finde pa.a deno 



Kvad r a t :L s~~--~ Kongruef!.§_QPgaver. 

Kongruensen a x 2 + b x + c ~ O ( mod • n) 

kan ved den sædvanlige OmskrLvning (NB: nu er vi i en Ring, ikke 

i et Legeme) overføres i en rent kvadratisk 9 nemlig 

4 a 2 x2 
+ 4 ab x + 4 ae O (mod .4an) 

eller 
(2a x + b) 2 4 ae (mod • 4an) ; 

hvis man heraf kan bestemme 2ax + b , saa kan man dernæst finde 

x ved Løsning af en lineær Kongruens. 

Vi vil derfor blot se paa en Opgave af Typen 

(mod.n), 

og ved den kinesiske Sætning kan den opløses i Opgaver 

2 -y ~ a 

Dørs o:/ ~~a tager1~~· saa p X /1 a. Hvis }{ e< staar der blot 

at p y ?i> pt 'l-;, {y " Hvis ,y...:. lX vil p((// y 2 ; dersom 1f 
er ulige er der ingen Løsning, og derGom J' er lige v f= 2 ~, 
vil lJl l y og vi faar 

r.>\ 
(mod. p ) 

dersom den har Løsninger siger vi at d er kvadratisk Rest oe 
e() ellers at d er kvadratisk Ikke-Rest (begge Dele modulo p • 

~__. ....... ------·-_..... 

,d. er kvadratisk Rest modulq_:Q. 
~ l Bevh1·~ Øruppen · ( 22 O(, •) er cyklisk af den lige Orden {p-l) pl:(- , p 
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og hvis 

Rester være 

]'rembringerelement, saa vi.l de kvadra.tiske 
h , d1:vor h er lige" De udgør netop Halvdelen af 

Gru:ppens Elementer 0 Naar d er kvadratlak Rest modulo er d 

trivielt ogsaa k':~T~adr~::ttisk Rc:wt modulo p, man disse sidste udgør 

Halvdelen af de primiske Restklasser modulo p, og da P/P vil 

Tallene i dem ogs~:uJ'i, udgøre Habrdelen de primiske Restklasser 

modulo p o~"~ og al tsaa netop den Halvdel som er de kvadrati.ske ·: 

Rester modulo p~ n 

~---=-·~~q-~~~~~~,~~~;~~w~,~~~~~~~~~~~~~~~~~~~Ø 

* Bevis: Elementerne i ( .2"2@(, ") kan skrives paa Formen @h"@ k, 

og de kvadratiske Rester ka.rs.kteriseres ved a:b h og k er lige, 

og de udgør altsaa en Fjerdedel af 

et ulige Kvadrat er l (mod.,8), hvilket ogaaa udgør en Fjerde-

del af de primiske Restklasser modulo , og det er altsaa de 

samme., o 
Hvis d er kvadratisk Rest modQlo E ,_$aa __ ~~eJ: to Lø~~1ngsre~~­

~..!~ ]'ormen {±<&)}$ 
Thi det er klart at hvis @ er J.Jøsning 11 saa er @ det og~'J 

saa~ og der kan ikke være mere end to Løsninger for hvert @ , 

da de kvadratiske Restklasser udgjorde Hal,rdelen., Q 
IIY_isQd e}~-Jfy~~_g-~~~~;:__fir!, 
Løsnin srestklasser d~ er ~f Form2n {t~ ~' 1 

} "' 

Th1. for c<~ 3 er disse fire Restklasser alle forskellige, og 

udregner man deres Kvadrat ser man at det i alle Tilfælde bliver 

r[J" ~ o·g der kan Hrke være mere end fire Løsninger for hvert@ 9 

da de kvadratiske Restklasser udgjorde Fjerdedelena O 
I Praks:ts kan en Opgave x2 : d (mod.,po<) ogaaa føres tD.bage 

til en Opgave x2 d (mod~p)ø 



Løsningen er af Formen x ±~ 

( mmi .. 49) e 

(mod.49), og da x2 

kan Yi tage 2 (mod.7) 1 altsaa - 2 + 7 h" 

4 (mod .7) 

Saa faaf{ 2 = 4 + 28 h. + 49 h 2 4 + 28 h. (mod .. 49), og idet 

4 + 28 h 11 (mod"49) 28 h 7 (mod.49) 4h & l (mod a 7 ) 

som gi·ver h 2 (m. od .• 7) ~ saa faar vi 

Facit: x !! ~16 (mod 49) (J> Prøve: 162 ~ 256 ~· stenu:oer med 49{245 a 

Vi har tidligere betragtet Isomorfien (z;; .. ) ( .2.1~_1 ,+)., Den 

var meget uoverskuelig~ men vi skal nu give et ejendommeligt 

konkret Resulta·t om deno I alt det følgende er p et ullge Prim-

@ kvadr .. Re~~tklasse mod.p d (-) :::: l p 

@ = @ 11 med et lige h (i.det g er en Prlmitivrod mod.p), 

og i modsat Fald 

kvadr.Ikke-Rest mod .. p (f!.) = p 

@ = @h med et ulige hø Problemet er at afgøre hvor-

naar hv·ilket af Tilfældene indtræffer., 

d Først skal u.dl.edes endnu et Udtryk for (p)., 

~~~: (.!!) (-l) k, h:Y:Qr_JL a.:gg1~~ntal1§.~ af nega-
P 

~1W_i_~}.1.~~~~~~~~ af d, 2d? .. ". 

Bevis: De numeriske Værdier af de numerisk mindste Rester af 

d, 2d, o •• ,~ d udgør netop Tallene 1 9 2, a o o v~ (hvert med €m 

Gang), tdet intet af dem kan komme med to Gange fordi s~ t e: J O,~ [ 

medfører at p f sd td ::_:, ( s t ) cl " 
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med 'I'ælleren 

a 
Nu ses, at sd giver negativ :numerisk mindste Rest naar der 

findes et h<:: 4( saa (h ø. t)p < sd < hp~ d.v.sa naar [.Ef!J er 

af P ormen 2h - l F al tsaa ulige, medens vi fae>r pos i ti v num~rlsk 

f2psd_l.1 min<ilste Rest naar :J er lige. 

Følgeltg vil k have samme Paritet som 

der summeres. over s e J O~~ [ • 

Altsaa 
( ~ ) 

p med m 

m= [~J .hvor 

r~ J 
s ~Jo,~[ P 

Prøver vi med d = -l faas [='~!SJ , som er -1 for alle de P21 

Stk., s, og vi har dermed følgende Resultat (tidligere nævnt S.,55): 

~te Sup12lement ti:]. Re~9:tetssætning~: 

P:: .. ..± 
= { 

l for p af Form 4h+l 
( - ) (-l) 2 ·~ " p -l for p af Form 4h-l 

Prøver vi med d = 2 fa as [4 PS J , som er lig o for de første 

Værdier af s og er lig 1 for .E .P d.v .. s., for [~]- ~] 4<s<.2, 

Stk., s., 

Man faar 4h 2h 2h for 8h+l = p :::::: 

[~]- [t] 
(4h+l)- 2h = 2h+l for p = 8h+3 

= (4h+2)-(2h+l) 2h+l for 8h+5 = p = 

(4h+3)-(2h+l) = 2h+2 for p - 8h+7 

altsaa ulige for de to midterste og lige for de to yderste. Der­

med har vi følgende Hesultat: 

"Andet SupElement til l;Lecipr~: 

( 2 ) 
p 

for 

for 

p af Form 

p af Form 

8h tl 

8h ±3 

ll-l 
(-l) 8 
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( de,t; sidste Udtryk er blot en fiks Maade at skrive l eller -l 

paa) .. 

Ji'o:r lllige d .kan Ud trykl~::et for ~ %) simplificeres lidt., Thi v.i 

har 

( inger1 af Brøk(H"ne er heltallige ~ ·t S J O~ p[),, Heldelsstørrelser~ 

ne i l~orrulen har derfor samme Paritet ø I Udt;rykket for m kan 

vi. derfor ers'tatte Smorna:nden [.f~d] mecl [L~~~Ell19:] uden at 

Værdien ( -l)m ændres; det gør vi. nu for E J~" p[, hvorved 

'J ~r p-2s ses at give netop de ulige Tal(;;: . 0~ 2 v og da dt~ 

Værdier for 2s giver de lige Tal i dette Interval, faar vi ialt 

( s! ) 
p med 

Vi kan nu let bevise den ejendommelige ~~.-!tning. Den 

var fuldstændigt kendt, men uden Bevis, af Euler; , den vistes 

første Gang af Gauss i "Disquisitiones Arithmeticæ" 1801, og 

man regner at ialt har Gauss givet B Beviser for den;; senere 

er der angivet talrige andre Beviser for den, de er dog blot 

Varianter af nogle ganske enkelte Hovedtypere 

Reci~n}M'W:= 

Hv~.- !L._Qg-~!:~ fQ~i&fL ulig.~_!l::iJ!!.taL., ~~i!t-!t 

<).sl:::l ={ 
l p ·- 4h+l v q= 4h+l 

2 
-l for p ~ 4h-l 1\ q = 4h-l 

Vi betragter nu følgende Figurz 



Skraalinien har Hældnlngen. 

p/q, og man ser, at den før-~ 

s-te a:f Summerne netop angi-· 

ver Antallet af Gi tt*1rpunk-

ter under Skraalinien~ og 

(idet man ombytter s med t 

og p med q) a:t den anden 

netop ang~ver Antallet af 
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Gitterpunkter over Skraalinienp og tilsammen er de to Sununer 

altsaa lig det samlede Antal Gitterpu.nkter, som netop er 

~-1 st::1 ll 2 o 2 .. 

Ved Hjælp af Sætningen med dens to Supplementer samt Brug af 

Reglerne (9d) = (~)~(~) og(~)= (~tpR) kan Bestemn1elsen af et p p p ~ p 

Legandresymbol reduceres til et lille Antal Operationer. Selve 

fi.ec~proci_tetssætningen anvendes i Praksis let ved at benytte at 

hvis p eller q er af Perm 

p er af Form 4h-l~ saa er 

Eks flm:E§ l 11: 

( ~-2) (-l) .. (.S) = p p p -

-,l for p 
l for p 

-l for p 

-l for p 

og at hvis 

-~ 4h+1 t\ p = 8h'tl 

= 4h·-1 "' p = 8h'!3 

= 4h+l 1\ p ~- 8h':t3 

= 4h-l A p = 8h'±l 

altsaa 
for p - Sh + l eller p = 8h + 3 

for p -- 8h - l eller p -- 8h - 3 

Ekser~: 

( 2) 
p 

altsaa (2) p 

- (-~)·(.~) 

{ 

l 
~- . -l 

--

for 
for 

l 
l 

,~]_ 

·-l 

for p = 4h+l 
for p -· 4h~l 

:for p ~ 4h+l 
for p = 4h-l 

p ::::: 12h ± 1 

p - 12h :) 

A p = 3h'+l 
1\ p ·~ 31-\'~1 

A p -· 3h'-1 
A p - 3h'+l 
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for p ·~ 6h+l 

for 

Vi vil vise, at 1847 er et Primtale 

Det nærmeste Kvadrattal er 1849 ''" 4 , saa det er nok at 

prøve med Pl"'imdlvisorer < 

4 32 2 (mod .. p) mr::J.a vi. ha:11e 

43. Men da p)l847 
2 (-~) = lr aJ.tsaa p= 8h±l, p 

saa det er nok at prøve med p = 7,17,23~31,41. Ingen 

af dem gaar op, saa 1847 er et Primtal. 

Aabenbart er 2 Divisor, 

nær 9037 er 9025 = 95 2 • 

Da (i) = l f aas C:l_) --p p 

18074 = 2<>9037. Bt Kvadrattal 

Heraf ses at p}9037 :::9{~) '"'l. 

l, altsaa (Eks.3)) at p = 6h+l. 

Det viser sig a:t p = 7 gaar op, 9037 = 7•1291. Man kan 

prøve v:Ldere (husk, at evt. lnmde 7 ga.a op en Gang til), 

62 men man kan ogsaa bruge at 3. 

fører at (~) = l, derfor (~) = p :::> 

= 1296, altsaa pjl291 med­

l, som giver at p = lOh'±J_., 

Tilsammen ses at det er nok at prøve om 1291 er delelig 

med 19 eller 31; ingen af dem gaar op. 

Altsaa: 18074 primopløses til 2*7øl291. 

Ekseffi.IL~~: Bestem (~). (Iflg •. Bksø4) er 1847 et Primtal). 

( -2§2) _ ( ___ 2 __ ) " (_:n_) - ( 1-JH1) " ( ~§4.1) = ( ~) ø ( ~) = 
184 7 - IBTI 184 7 - 5 u :::> 1 3 

<~)&(~)@(~~) = (=l)·l·(~~) =-(H)= -(ri)-· 

Da (4) = l har vi altsaa at (l~~) = l • 

F~Jr~ em:pe_1_'ll: For hvil k e Primtal p er (.l~) = l ? 

14 2 7 Skrives (p) som (p)ø(p) faar man Brug for at opdele p 

modulo 8 ~ modulo 4 og modulo 7 p lP.rilket ka.n b li ve be-

sværligt 



159 

Man kan omgaa det ved at; benytte at (lt) 
bruge Eks.2) og tidligen"l Bema)rJminger 

bart at (w"'g,) "" (:-:1) som :igen er lig (~) .. 

.... ( o(-L) 
P P og 

Kravet er aaben-

JJ p Følgelig 

uti'a.n 
p = 8h + 1,3 A p ~ 7ht + 1~2,4 

eller 
p - Bh = 1?3 ,A, p ·- 7h 1 

~~ l,, 2.4 

Løsningerne skal samles efter den kinesiske Sætning, og 

bliver aabenbart seks Stk. Restklasser modulo 56. 

..,2+7y~~ ?, Ek~eUl: Hvilke .PrimtaJ. g~ar op i et 1l'al af Form _, .. 

Muligheder a) p som gaar op i baade x og y" 

b) 7 ,dersom 7 gaar op j. x 

2 2 0
) ellers x æ (~7)øy , og da de kvadratiske 

H ester udgør en Gru.ppe, maa man have ( ""'~) == l. 

altsa.a (Eks.7)) p~ 7h+l.~2,4,~p=l4h'+1,9,ll. 

Ta1eksempe1: :Find en Primdivisor i 1000063 ""10002+7·3 2 • 

Prøve med 11,23~29, •• giver at 23 gaar opø 

~: Det er muligt at bevise endnu nog1e,Specia1tilfælde 

af Diriohlets Sætning; Beviset løber efter det tidligere 

Mønster (So55). Fx~-f~-U~]Q~~~rimtal af 

Jæl:!:!L~-]J vt benytter at et ulige Tal 2 u--2 kun kan 

have Primdivisorer af Form p = 8h+l eller p ""' 8h~·l (2'Suppl) 

og at det maa have mindst en Divisor af den sidste Art. 

S t 7 ( ) 2 2 t .. aa ages a1 = og an= a1 • ••• •an-l - , og man ser a 

ethve:rt a ma.a indeholde en ny Primdivisor af 'l'ype 8h-l. n 

Analogt: ;Qe~fjJl<ie~~~":~~ m~}nf@~m_j;al_~.:t2 (man 

benytter a 1 "" 3 og Udtryk u2
+2) .QK.~~an-

') 

~~illl::.:~L(a1~ 1) og Udtryk u..::.+4)@ At dør er uendelig man-

ge p= Bh+l er tidligere vist (S.84). Metoden kan ogsaa 

b S ø pr· 'sk R~stkJa~ d 1 l? ellers ikkeo ruge .tor ·. 1m1 .. e e··- .. o • .:;ser mo u~o . ~v 



(Fermat 1601-1665)$ 

er 2+1 - 3 
..,2 . h ' +l ... .) 

24+1 ~ 17 
2~~:+1 := 257 

2]-6 +l = 65537 

Vi har tidligere omtalt dem 

i Forbi.ndelse med Spørgsms.a~~ 

let om hvilke regulære 

~ der er ~o,n~~r~ed 

Passer og Lineal (S .. 77)ø 

Sammesteds vistes at ~U~ 

!ill-Potens af 2 ~ 

hvis n er en P~.~U~ 

~~~(~:ill. 

Fermattale --
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er ~ 3 

- 7 
~~ 31 

"' 2( = 127 
~ 8191 

Vi har i;idllger[~ omtalt dem 

i ~·orbindelse med Spørgsmaa-

d.inLJiLt_§!Ll1tklls a~· 2 hy-l,§. 

.QB_kY:!LAVil!.,n, E?~.Q..d}lkt 

~f -~~lligLMertit~nn~al .. 

Bevis: Da 6 er mul·tiplikativ 

reduceres Spørgsmaalet til at 

undersøge h:vornaar ~(p f;() "..;: 2k, 

2 i)( k 
altaaa l+p+p +.oeP = 2 ø Da 

Venstresidens Led er ulige maa 

Antallet Led være lige, saa at 

p+l. ga.s.r op. og følgelig e:r af 

Form 2h. J d., v~ s "' p er Mers eru1eta1. 

Kvo·bien·ten er af Form l+p2+p4 + .... 

og hvis større end 1 da ogsaa 
2 lige, altsaa delelig med p +l .. 

') 

Men p~+l er ikke en Potens af 2, 

da p 2 + 1 < ( p+ l) 2 < 2 o ( p?+ l)' .. Q 



Bevis: Hvis h er delelig med 

et 1.1lige Primt;al q, h -~ qr 9 

h r q saa er 2 +l = (2 ) +l = 

( r )( (q-1)_2r(q-2)+.-2 +l v 

større end 1 .. o 

+l) 

Bevis: Idet p~2h-l,men pl22h-l 

= (2h+l)(2h ) ses~at i (~p'$) 

vil ord ~{h,men orct@/2h og 

følgelig er ord® ~ 2h (idet 

man benytter at b. er en Potens 

af 2) .. Ifølge Fermats Sætning 

vil ord (S) l p-l, hvoraf ses at 

D 

Bevis: Hv1s h er Produlct af to 

Tal større end l~ h. ~"' q r~ 

hvo :r.• l begge F akt orern€~ er 

større end l,., [] 

l22~at_~ili 

Bevis: Idet p(2-l, men pl2h-l 

ses~ a:t i (22';") vi.l ord@fl 9 

men ord (5)/h og følgelig er 

ord@ = h (idet :man benytter 

at h er et Prin:rtal)" Ifølge 

Ferma,ts Sætning vll ord@ / p-l, 

og da yderligere p c-1r ulige ses 

at for ul.itge h er p·liill: 2h<>hel+l~1J, 

Af de ifølge foregaaende S~:,~t- Af de i.f'ølge foregaaende Soo·t-

ning mulige Primdivisorer kan ning mulige Primdivisorer kan 

Halvdelen forkastes v .Hj ø af Halvd(~len forkastes v .,H j e af 

2· .. supplement til Reciprocitet s- 2 .,Supplement ·ti.l Reciprocitets-

sætningen, idet man finder at sætningen, idet man finder at 

J?L~+J. k~~!Itlf!!!LJnd træ:f;'Je f 21: 

JL;:;_jhø_hJ?l_~,&~d~Jl> 2 

Bevis: Idet h er en Potens af Bevis: Idet h er uli.ge ses at 

2 ses at for h> 2 er p æ l(mod"8 altsaa ord@ j 



derfor (~) = l som medfører 
.P=1 " 

p )2 2 ~1 1 eller ord@ l 
altsaa p = 4høhel+l. C 

Ovenetaaende Sætninger ind-

skrænker Mængden af mu~ige 

Primdivisorer p i Tallene 

2h+L, 

For h ~- 32 er det tilstrække~· ·. 

ligt at undersøge om 232+1 

(lO-cifret) er delelig med 

noget Primtal af Formen p = 

Det blev g,j ort af Euler, som 

ffandt at p = 641 gaar opQ Det 

er let at kontrollere~ thi 

dels er 641 = 640+1 = 5e27+1~ 
dels er 641 = 625+16 = 54+24

w 

og modulo 641 faas saa 232+1 

- 24 .. (27)4+1 -54"(27)4+1 -
7 4 =. 4 = o .. = -(5e2 ) +l -(-1) +l 

Det var heldigt for Euler at 

der var et. saa lille p som .. ·. 

gaar op~ Den næste h~Værdi er 

64 (giver 20-cifret Tal), og 

en tilsvarende lille Primdi~<O 

visor findes ikke .. 

p}2 som medfører at 

( ~\ p) ~ l~ hvoraf igen faas at 

p D 

OvemJtaaE:lY.I.de Sætni:nger ind~ 

mulige~ 

Primdivisorer p i Tallene 

2h 

ligt at u.:ndersøge om 

(lO-cifret) er delelig med 

nog<:3t Prim·tal af .B1ormen p = 

6 2 • h e l+ 1 1'\ p a t l (mod" 8) , 

d.v.s. p ~ 248•hel+[6~ • 

Det blev gjort af Euler, som 

fandt at ingen af disse Tal 

c~ (n) gaar op? og dermed hav­

de fundet at 231·-1 er et Prim-

tal.. Det h.avde saa i hundrede 

Aar Rekorden som det største 

kendte Primtal.. Den næste h-

Værdi er 37 1 og Arbejdet med en 

tilsvarende Undersøgelse vilde 

være ti-doblet& Alle de mindre 

h·-Værdier fik han undersøgt; for-

uden de foran nævnte giver h := 

1'7 og 19 Mersenrretal~ Euler be­

mærkede ogsaa.1 at h:; -l(mod~4)A 

2h+l ;:,., Primtal p medfører at 

pj2h-l (ses let, da(%) =l)., 



( ca . ., 

1875): 
h 

2 +l .:::,;._,.;.~:';"~~::,:,-~~;;;:,;;_:;;,~-:::J;;J~;;;,;.;;;;;;:; 

!12:11! 2h + 11 ch 11 

2 
cr+l = (or-1) "+l~ Bøvi.set beny"t;ter samme Ideer 

Be"r:ts: Ved Induktion ses direk ,, ,som :Bev:is(~·t 

te at oh = +l. 

Dersom 2h+l er e·t Primtal l41 p 

ses at F li' 
2( mocL 3) 9 ( 3·) 

':'~ 

l(mode4) er (J) og da 

Dersom 2h+llch' saa lad p vært1 

en Primdivisor :L 2h+:L Da nu 

h-l . 2h 
pb2 -1~ m'ett p'j3 -l ses at 

i ( Z"~ o ) er ord 6} = 211 ~ saa p 

2hJp-l (Fermtt:t !)~ hvilket kun 

er mt.tligt med p = 2h+l", a 
Kriteriets Anvendelse kræver 

kun ca. h Kvadreringer mod~2h+ 

Ved Kriteriet har man tmder~ 
søgt de mulige h op til og rm~d 

214 (N 20000) ~ og man har ikke 

fundet flere Fermattal ø Ms.n 

leender altsaa kun de fem nævn­
te, nemlig for h = 1,294;8,16o 
Det er tvivlsomt om der er fle­
re, og der er nmppe ·ctendelig 

mange, da 2-Potenserne ligger 

saa spredt i Talrækken~ De 
k 

22 +l Ewm er sammensatte er det 
i nogle Tilfælde lykkedes at 
faktorisere, helt eller delvis. 

det skal lkke g:Lves h.ez·. 

D4tc~ts A:mrt::nd.else kun c a." 

h Kv·adreringer mod. ø 211 
p og 

ved. Haand.regning kunde Lt1cas 

undersøge fx h ··- 127 som viste 

r:dg at gtve et PrimtaJ/ier indtil 

ca~1950 (Elektronregnema,skiner) 

havde Rekorden som det største 

kendte (Mersenne havde fremsat 
en l!'ormodni:ng om at ·h = 31~67 ~ 

127 9 257 skulde gi "~Te Primtal, 

smlgnønedenfor)o 
Man har nu undersøgt alle h~Nær­
dier op til 20000, og det viser 

· ' "'n Mersennetal for Sl.g a·t; m""" 

.følgende 24 Stk.: h= 2,3v5,7, 
13,17,19,31,61,89,107,127,521, 
607~1279?2203,2281~3217,4253, 

4423,9689,9941~11213 og 19937o 
Det sidste (fra 1971) er det 
Eltørste kendte Primtalø Formo­

dentlig er der uendelig mange~ 

da P:rimtallene ligger ret tæt i 

'ralræklcen~ men man kan slet ik""'­

ke bevise det~ Og man kender 

altsaa ogsaa emorme sammensatte 
TaJ~ ( 6000 Cifre) P :F'aktorer ukend·­
te. 
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Vi vil undersøge 

en uforkor·telig Brøk ~ ~ med b ifW IN v 0. ~ 

denne Fremstilling er entydJ.g. 

a 
'b naar hc - ad = l., 

Det er klart at I1'ortegnsskifte vender Hel~.ti.cmen: ~ ~ ·~ => 
.:~ 'og iøvrigt ogsaa Reci.prokni:ng af Brøkerne) .. 

I Relationen kan ens Nævn.e:r·e kun forekomme hvis de er ls. :l hvil-

k et Tilfælde man faar o 
·~-4 

l 2 
=-~ø., .. ol)~ 01 -1 l I I 

Betra ter vi Brø~ 
r med. (f)* l, en s s 

des 
IP Brøk a a 

~i 
r 

b < en b b !lE s@ - s 
Bevis: Vi faar Ligningen r b ~ s.a = 1 til Bestenm1else af a og b .. 

Da (rps) = l findes de~ en IJøsni.ng (a
0

p b
0
), og samtlige Løs­

ninger er saa (a
0

+t;ør,b
0 

+tos), hvor t gem.1emløber J/: o Det 

ses at netop em af disse b-Værdier falder t Intervallet ]O~s.Jf 

og da den ikke kan være s (saa kunde Højresiden ikke bliv-e l) 

falder den i Jo v s [. O 
T..~igeledes findef~ der ti.l r netop " c r _, c d en 

d 
saa d og < s~ s s 

.Naar vi· har·.:·· a. 
-\ 

r -Mi c p;i"''ter IJi,q;ninp;e:rne b s d 
r b - s a ··- l og se """" r d = 1 ved Subtrakt:l.on.~~at r(b+d) :::::: s(a+c) 

at r a+e 
fiJ altsaa at sa.a - b+d ~ 

"'' 

ielle Situat hvor a 
-'1 

r c med. l) v d < skal b s d s 
a c (l dette Til-b d 
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:fai)lde virleer Relationen altsaa som om den var transitiv, normalt 

er den det ikke). 

Bevis: Da r a+c s = b+d 9 og vi har b+d < 2s , ses at der ikke kan 

være nogen Forkortningsfaktor større end l. Altsaa er r = e:.+c 

og s = b+d. Endvidere faas bc - ad = b(a+c) - a(b+d) = br-as 

= 1, som viser at 

Re la t ionen -t har et simpel t 

geometrisk Billede e Paa en A b-, 

scisseakse afbildes Punkterne 
a a b og d og man tegner Cirkler 

med Radier hhv. l/2b2 og l/2d2 

a 

som rører Linien i disse Center-

liniens Længde udregnes: 

rationalt r 
s med 8 >l kan man altaaa faa en Cirkel som rø-

rer Linien og to større Cirkler. 
~~ 

Hvis manYt en Linie 

en Række Cirkler med 

g~.dius __ 1[~_!:.~E~.t.0~ 

.i..lli~_hel~ll:i_:ge J?ul,lkter 

(og rører hinanden),~ 

J -
~ 

l -
Cirkler som_rører ~~eM_~e:cede for~~rende~.~4 o.~­

E}~ VE:~ed det 1_,~!~.-.§: __ yil R~!:,il'}.~U!}~~teriJ_~~a L~,E.,!.E}n n~t?J?, 

ve alle rat ~ 11 og den tilsvarende Cirkelradius 



Denne smukko og simple Konfiguration, "Ford's Cirkler"~ synes 

først fremstillet i 1937.(L.R@Ford, 1887- )~ 

Men nedenetaaende Sætninger om rationale Tal er opdaget tidlige­

re, nemlig af' Haros 1802 (som,i Anledning af den franske Revolu­

tions Indførelse af Decimalsystemet paa mange nye Felter,udar= 

bejdede Omsætningstabeller fra sædvanlige Brøker til Decimal­

brøker); de blev omtalt i en Notits 1816 af en Englænder Farey, 

(hvorfor B:i·øker opfattet paa denne Maade ofte kaldes !.!rey_br~.;;. "' 

, men burde hedde JjaJ::Q§.b~øker), 6g Sætningerne om dem blev 

urlliddelbart ~~~ter ~evist af Cauchy (0 .. 1789-1857) .. / 

V:L betragter alle ~.:r.~:Q.:r.:te_l_ige Brøk~r med :[ævnereL it .ll, og ord­

~:GE~1~. (det betyder altsaa at vi betragter al­

le Ford'ske Cirkler ned til en vis Størrelse). Saa gælder 
a c For to Nabobrøker b Qg d ~ b+d > n .. 

J.i'or 'bc· .. _i ad: = 1 .. 

4) ~_!L~ t'~ Qg ~ gælder ~=~:l ø 

Beviser: 1 ) er klart, da Brøken ~ med s ::c: b+d (svarende til 

den Cirkel som kan indskydes mellem de to Cirkler og Linien) 

ikke er med (da de var Naboer), og følgelig er b+d > n. · 
2) er klart~ da Nabobrøker svarer til rørende Cirkler. 3) er 

klar Konsekvens af 2)0 4) er omtalt foran som Konsekvens af at 

§:. -"'~ .2. -; !l a 
b d f " 

S~øt n = 7. De uf orkartelige Brøker med Nævnere ~ 7 

ordnet efter Størrelse er 

o l l 1'$ ! ') .:2 l i l 2 !?. 2 ··~ t 6 1 !; f .. 

@<l> 1 6 5 7 3 'f' 7 .2 7 5 3 7 4 5 ' I <b <il 

:> 

l) v 2), 3). 4) ~~~~~ 
--- -. _.., __ - ---- .. ~ --.-----.. ~·~· ' 

hvor ~an kan øfterprøve at og opfyldt .. 



.< 
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menes 
Derm"e"d"1;proxima t ion :med rationale Tal. Af den øverste li'igur 

SølG5 ses a·t for J e J~!)~[ vil der til ! findes mindst ~n 
Tilnærmelsesbrøk .! , nemlig et af In·~e:r'valendepunkterne~ for y 

hvilken man har j~~ ~ ( l/2y2
., Dersom ~ er irrational vil 

det ligge indeni en uendelig Følge af saadanne Intervaller, som 

snævrer satmnen om Punkt(:~iJ (baade fra.. venstre og højre)~ og vi 
'i: 

har derfor at·· der. til ~ findes uendelig mange Tilnærmelses-

brøker ~ for hvilke der gælder j/- ~l fir l/2y2 .. Men Resul ta­

tet kan forbedres: 

) findes 

J J- ~l 

Bevis: Slutparentesen følger af at hvis der kunde bruges en 

bedre (d.v-.s. større) Exponent end 2, vilde ma11
1
l!iaar y oc, 

have IJ ~, ~l < y~ . ey , i Strid med at 1./{5 er bedst mulig. 

løvrigt er det bernærkelsesværdigt at der i SætningEm gælder 

ska,rpt Ulighedstegn med den bedst mulige Konstant; da det er en 

Sætning som omhandler en Situation med y~ <X; kunde man vente 

sig; at den blot gav en Ulighed ., • ~. < (l/f§ + l.) • .• "J se!ll.vom 

J./{5 er bedst; e Konstant. 

Ideen er rm, at dersom rru:m i det ovenfor givne Ræsonnement (re­

farende til Fig ø S ~165) havde en Situation hvor ]'ej l vurderingen 

l/2y2 :næsten var bedst mulig, saa maatte det skyldes at baade 

Centerlinien o1o2 dam1ede en k1Ln lille Vinkel med Abscisseaksen 

og at (~ las, omtrent midt 

ge nær ved den næste Brøk 
sirnat ion. 

. a c 'f J.mellem b og d , men saa rnaatte (' lig-

~ , som saa vilde give en god Approk-



Lad os igen betragte Figuren 

med de tre Cirkler, og lad 

Centerliniernes Vinkler med 

vandret hedde u,v og w som 

angivet paa ]'iguren. Vi an-

tager b < d (ellers kunde vi 
V4»\ol~ 

blo-fukseretningen), saa Ic'i-
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(J. -
guren bliver 

1/2d 2 ~ og da 

l/2(b+d) 2 .. 

v 6-~e/.-

som tegnet, de to ydre Cirkler har Radier l/2b2 og 

s = b+d har den lille inderste Cirkel Radius .lig 

Ved Projektion paa Abscisseaksen faar vi ved at bruge ~ eller 

~ som Tilnærmelsesbrøk at J J - ~ J ~ .. 1/y2 og paa til-

svarende Maade :faar vi ved at bruge den lille Cirkel sammen med 

en af de ydre (hvilken af dem afhænger af om ) er større el-

ler mindre end r/s) at vi har 
...:J!. Cv..f::;v. c o s v 2 

mindre endlenten ----- ~ l/y 2 

en Tilnærmelsesbrøk ~ mød {) - ~l 
cos ~r l 2 eller --~ • l y ~ Da nu af 

Fig .. fremgaar at w; > \\4, al tsaa cos w < cos LA p ses at vi kan 

bruge den mindste a:f Størrelserne cos u og ~2/...! som Vurderings--2-

faktor. 

Vi finder 

cos u -~ l @ 

b. 
med (l b • --- = 2 ~~:-r~ = = d , 2 ;;2 T ~2 

nos v for ---r- skal vi fox·etage samme Regning, men med b erstattet 

med b+d, d0v.s4 (l erstattes med j3 +1. Som Vurderingsfaktor 

kan vi al tsaa bruge den mindste af disse to Størrelser, p € Jo, 1] .. 

Den afledede af (J>/(l+f/) er (l-p.2)/(1+()
2

) 2
F og· Funktione;, 

er altsaa voksende i (J. e. ]0,1]. For . 1 ."~ '<L. 

:':-::;:,:* 
(~ > 1~ aJ;tsaa naar (21 er erertat-tet (l 

med (l +l', er Fmi.ktionen aftagende~ 
l 
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Vurderingsfaktoren min {f/(1+(>2), (l+,S)/(1+(1+(3) 2 )) har en 

Størsteværdi svarende til Kurvernes Skæringspunkt, altsaa for 

f/(l+(!J2 ) "' (1+f3)/(2-l-2/i+~2 ), eller f) 2 +(l l = O, som giver 

f~ ""' , og indsættes dette faas ~J- , som ønsket. ))1!4. Af: t/l 
c'• ,, .L ~ " v s. r 
.:N1.!:

1 
tao 't- oLvt. (; 'ti'J: c.{.v'l.. s,.J/~ V'!øfJ.\., .fA..,.t-~;y--f,"'cv<d-<.~ 1 ..,: .,t_~t (l :~/So · 

For at vise at Konstanten er bedst mulig kan vi som det irratio-
J .·~l + ,rr 

nale i" benytte det nys fundne ~ , som var Rod i 

.$ 2 + ~ - l = O; Polynomiet s anden Rod er ~· - {5@ Vi indsæt-
(· ? ( 
ter et rational:t Tal x 

y i Polynomiet og tager numerisk Værdi: 

l . 
y2 , 

det sidste Ulighedstegn nkyldes at den foregaaende Tæller er 

heltallig og ikke O, da Polynomiet ikke havde nogen rational 

'

_yx - t! ,!t;" Rod. Naar i' er lille ses at Parantesen ~ er nær y 5, 

og for alle Tilnærmelsesbrøker fra et vist Trin har vi derfor 

D 

J.1ad os bemærke, a t et rationalt 

~etL-.ER~)d~~ig~til~~~l~:t:ø~<e! ~ ~t 
,!f.yj.g_~_lSJ:?E.~~_:r __ §.Q!Q. y~2 , thi Differensen kan aabenbart al­

dr1g bl i ve mindre end .. 1)} , og aftager al tsaa !tun proportio­

nalt med 1 (men til Gengæld kan man naturligvis bruge Tallet 
·~-·m y ir' O. H-O 'Il\. 

sor!l"'1il nærmels e til si e se l v). 

Det er muligt at angive specielle i:urationale 'l'al ! for hvilke 

der findes en lt'ølge af r.rlJ.nærmelser !. hvor Afvigelsen gaar mod y 

O t h t· ·t - 2 ... , ·1 1 lo"'·n! m ege ur ~)_gere enu y .~x V l ( = _ være et 
n 

saada.nt. Hvis man som!:. tager det n'te Afsni't af Rækken. saa . y . ' 

er y= lOn!, og Afvigelsen er (1+~)·10-(:n+l)~ 1 altsaa mindre 

end y-·n, og for ethvert fast k vil Afvigelsen blive lille i For­

hold til y-ko 
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Det t; e Tal blev angive t af Liouville ewm Eksempel paa e·t Tal der 

er transcendent (over (J2 ) " Dermed blev al tsaa Eksis"'tensen af 

transcendente Tal eftervist; senere viste som bekend·t Ca:rYtor 

(0$1845-1918)~ at J.Vlrongden af algebraiske Ta,l (over rt2) er nu­

merabel, medens fH. ikke er nmnerabel P hvoraf ogsaa følger Ek­

sistensen af "t'r(J.."b\~ttli~"k Tal. L.iouville vi .s te nemlig, at 

1:11 f OtJl1hY5~! F.'~loB~L~"k~ls ~-~~g~1g!J: de at 

f?.ftM~J:.sQU j j - ~ l 
Bevis:: Vi kan gerne antage at P( t) har hel tallige Koefficienter 

(ellers gangede vi med Fællesnævneren) og J 

antage ~ irrational, da vi oven­

for har vist Sætningen for n = l, men i øvrigt vilde det nu føl- '· 

gende Bevis med enkel te verbale Ændringer ogseta ftmgere for n ==L. 

J.Vietoden er den samme som blev brugt ved Beviset for at {5-l er 

bedste Konstant i Hurw:i t z' s Sætning o V:L har 

og da Faktoren ._~ er begrænset 

rekte at J ~ - ! ) ( y 

n y 

for ~ i Nærheden af 1 ses di-

Senere fandt man en Række Forbødringer af dette Resultat, idet 

Eksponenten. n "..: deg P kunde erstattes mød mindre Funktioner af 

n, og i 1955 lykkedes det Roth (eng.) at vise, at for alle Tal 

som er i.:t~ratlionale og algebrai.~1ke over <2Q ~:~r den bedst mulige 

Eksponent l~Lg 2 ( altsaø, uafhængig 

'r:LlnærmelDer:Jbrøker 
-~~~-"'"~~.."...".~· - ~l 

n ns i t :Lvt Jf. er /\)f ~·f( 
~-·----~ y J 
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Den anførte Ligning, i hvilken D er 1;i ve t og x ,y søges v al t 

irJdenfor 

sen sk:y:ldes en Fej lt.~tgelse fra Eulers Side, og iøvrigt "Var al-

lerede Fermat helt klar over Ligningens Forhold 9 saa man ser 

den ogsa.a lej lighedsvis kald t 11 Fermats l1:igning" ø 

Den er et Eksempel paa det ::;om man i nyere Tid forstaar ved 

"Diofantiske , d. v~ H. Ligninger for hvilke der søges 

Hel talsJløsninger (medens J.1igningerne opfat t et over ~ er"ube­

stemte", idet man til ethvert y kan finde et x). Diofant (ca. 

250 e.Chr.(?)) skrev et Værk om saadanne Ligninger, hvori han 

dog fortr:Lnsvis søgte JJøsninger indenfor ({2 (som j o var det da 

''anerkendte" Talomraade 9 smlgn. og~~aa den foran benyttede mo­

derne Betegnelse "Diofantisk Approksimation"). Diofant angav 

~Of!l kum ~ketrpsindigo lVIetader til at naa frem til specielle Løs-

ninger, om~.I~øsningsro.emgderne var fllldstændige interesserede 

ham ikke. Som omtalt (S.90) blev Diofant udgivet 1621 af Ba­

chet (B~l581·~1638) med Tilføjelser (en af dem omtales j_ næste 

Kapitel), og en Del af :B'ermats Opdagelser blev skrevet som Rand-

notater i hans Eksemplar af Bogen, 

sc.1a genudgive t n. f hans r::> ø n med Randnota t ernt~ ø 

Men lad os først betragte Ligningen ""2 D 2 A - y ~ l i en almen 

Ra.mme, som omfatter baade Heltals- og Ha.tion::::tltalssituationen: 

Vi ser paa 
2 x -· l 9 med D M 

rJJan ser 9 at hvis der er Løsningarv saa vil M indeholde Tallet l, 

og følgelig være en Integritetsring* 
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Vi vælger en fast Vmrdj for I{E G ft: .» ((ID l eller udenfor M), og 

lad L være lVfængden af (x dr) som tilfredsstiller Ligningen. 

Vi betragter illj)-<trU,~~en Cf: J_, ""~ C, givet ved 

(x,y) 'f(x 9 y) =.x+ yi{D. 

Afb:Lldningen er .i:gJ~:tliY, thi L :ligningen kan s kr i ves som 

(x + yi{D)(x - y\(D) = l, hvoraf ses at for fCx,y) =a bliver 

x - y{f5 c l/a., og derfor x = (a + 1)/2 og y = (a - J~)/2J/D., 
a a tn"',t 

Endvidere: Bill~ y?(L) §..;~~ (~,")e 

Bevis: 1 ) Da "trivielt (1,0) E: L vil 'f(l,O) = lt:: 'f(L)., 
2 ) Triv:Lelt haves: (x,y) ~ L (x,-y) IJv og derfor 

3) 
a€-<.f(L) l G f( J_,). 

a 

(x,y) G L giver (x + Y (D) (x - y\[D) = l 

(u, v) € 1 giver (u + v'(D) (u - vi/D) ·- l 

som ved Multiplikation (af de ~co :F'ørstefaktorer og 

de to Sidstefaktorer) giver 

((xu+Dyv) + (xv+yu){D)((xu+Dyv) = (xv+yu)(D) =l , 

som viser at (xu+Dyv,xv+yu) e L og at q-værdien 

af dette er Cf(xvy) e f(u,v) 6 

·Samtidig havde vi Bijektionen IJ ~O( L)~ og vi ser yed at bruge 

cp.-1 at IJ~{:~I9~l§Jn __ Jd__Jf.t'> .. l:,. . .Q~i:§.§lr~~!m._Q.~ 

]\l·eu~:r-~err~ent !3ii ( J:.J21"'~.Q.~~-SL§~jf~~~-;rs ~(l:JZL~ 

J::::~Jj_~~-J~'tJ2.J~v ~~Z!:!l· 

Det er trivielt, at r, foruden (1 1 0) indeholder (-1,0), .men Grup-

pens Størrelse og Struktur afhænger løvrigt dH·t givne M og D~ 

og til Hjælp ved Unde:r·søgelsen af dens Egenskaber kan vl benytte 

Kendskabet til multiplika:tive Unde!l?g:r'\rpper i ( (f, , ") .. 

JJ)k~: M ~"'" og D ... -2. JJignlngen er x2t2y2 = l, med eneste 

Løsni:nger (1~0) og (-1,0). Gruppen (f( L) 9 •) er blot <{:!1},·). 
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l~'o:r· de umiddelbare Anven.delser er de vi.gtigerte 'rilfælde dem 

hvor JVI er reel; her kommer en væsentlig Forskel eftersom D 

er negativ eller positiv. 

Lad os først antage, at 11q = ff( " Som (n tages 

ger ikke i M~ og naar vi adjungerer det faar vi 

Ligningen er 2 2 x- - Dy = l, som i en 

XY~ fremstiller en Ellipse~ og 

det er altsaa Løsningsmængden L. 

Billedet ~(L) bliver bestemt ved 

at qcx,y) = x ·l- iVl"IlY, som ses at 

i 11·;;1 7 

lVI[Vn] 
y 

det lig~. 

fremstille Enhedscirklen i _tr'-Planerl, _-_1~-~~--+---f~.......;~ 

og Gr.~ppen (q(L),•) ~ ({e2~1vJ~·)med 

v reel, altsaa isomorf med Gruppen 

af DreJninger om et Punkt, d"v.s" en Gruppe af Typen (fR,+)/Z;', 

altsaa som de reelle Tal modulo 19 

Det·te gælder for alle D < o, hvoraf man ser? at dersom vi har et 

M c. iR 9 saa vil Gruppen ( Lf( I;) 1 ø) bllve en Undergruppe af den 

nævntea :F'oran blev ru:evnt et Eksempel paa dette, med tf(L) = [±1}, 
lad os gi\'re endnu et Par Bksempler. 

M = Z/1 D = -l giver Ligningen x2 
+ y2 = l med 

Løsningerne (:tl,O) og (0,!1); :L en tV-Plan 

afbildes 'f (L) som de 4 Punkter t l og 

i beliggende paa :Binhedscirk1en; hvis 

man afbilder L i en XY·-Plan faar man en 

P igur med d e s amme 4 Pu:'Cdct er ø men nu 

bategnet (±1,0) og (O, )a 

Z d({L) 
.ø.,...~ 4o' 

.. 
' 
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LigJ."lingen er 

og der spørges om Lø~minger 9 der kan :Jkrives som Brøker hvis 

NføvneP er en J)oJc;ens af 2 ~' al tsaa paa Formen t hvor r er O eller 

ulige' og·hYor t er en Potens af 2 (~l). JV'mltipliceres Lig-

ninger.. med Fællesnævneren faar den Formen 

r
2 

+ 3::~ 2 = t 2 ; her er t en Potens af 2, 

og mindst et af Tallene r og s er uli.ge; 

da et ulige Kvad r a t er ;:. l (mod e 8) s es 

at Jc; 4 er umulig, og saa bliver der 

kun Løsningerne (r~s,t) lig (tl,O,l) el­

ler lig (tl, ,2), d.v.s. (x,y) lig (tl,O) 

eller lig (tt~tt)a Der er altsaa 6 Løsninger, og Gruppen 

('f'(L)~e) kommer til at bestaa af de 6 paa Fig. viste Punkter 

paa den komplexe Enhedsc1rkelQ 

~~~i~~2~i~n~~-=~~~o~r~æ~i~s~k~e--Ta~l-: 

Med M r.~ (/)2. ? D = -l faas Ligningen + y 2 = l, og man ser at 

P:coblemet kan opfattes som at spørge om rationale Værdisæt for 

(cos v,sin v)-
v Idet tg 2 srottes lig t har man som bekendt Formlerne 

2t l-cos v sin v 
cos v = sin v = 

sin v l+CO!ti V 

(i hvilke man paa en selv:følgel:lg Maade kan regne med t = 00) ~ 

Man ser at ,.. cos v? s:Ln v· er rationale hvis og kun rntis t er ra-

tional$ Vi har e,ltsaa dermed at 

±ltY1:S!m. x2 + y2 = l 

L~L __ ~r.LFl:E§;l~~l:,_l:l-2!Lg§Jl!l:~JihL~.P~-L rQ " 
Og q' (LJ) bestaar al tsaa af ~:::d.lene x + iy = COB v + i sin v, 

hvor tg ~ er ratio:r.1a,l~ og disse udgør med Multiplikation en 

Gruppe 1 i Overensstemm.else med a 't de V:Lnkler som har en 
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rational 'l:'angen~3 udgør en Grnppe ved Addition (idet der som 

beke:n.dt er en rational Formel for tg (u+v) udtrykt ved tgu,tgv). 

Ved ]yta.gox1~~t?k~ (x,y,z) forsta.as et SfBt af naturlige Tal 
2 '') 2 

som opfylder Ligningen ""'" + :~re... A J :::: Z ? d.v~s. som kan indgaa som 

Sider i en retvinklet 'I':cekant. Da Ligningen ogsaa kan skrives 

l føres det over i den ovenfor løste Opgave6 

r Sættes t = og indsættes det i Formlerne, faar man i den 
s 2 2 

x s - r v 2rs 
herværende Situation z = 

8
2.;-:;2 , ~ = ~ 2$-::---? ~ hvoraf 

faas at s~le'~~Di~_!l§t~.J.l:&L.'Lal~til]!,~tQlingen 

L.:tL= ~~v~nlerlli! 
2 2 x = s - r , y = 2rs 2 2 z = s + r 

~~~l .med ~:g. fælles Faktc2:_; i_I~DJ:rnlerne b~J!et-~.lZ. og s 

~ige~.;., .. .zL_::; __ :~~· (Begrænsningerne i Variationsmængderne 

for r og s følger trivielt af at der ønskes x 1 y,z ri: IN)~ 

Det bør bemærkes, at selvom (r,s) == l, altsaa ; er uforkor·helig, 

saa kan de anførte Udtryk for x,y og z godt have en fælles 

Faktor 2 (at derji.kke kan være andre fælles lilaktorer ses umid­

de:UJa.rt) ~ neml:Lg hvis r og s begge er uligs.;' u 

Ekstl\ttl'M:.l; 'tw ~ .. ~A~:: .2 1'c<.<.tS x=:;~: '··~::tv -t.::: !:i. 
~-~"""'" r tv 1 

IÆtd os først at.ttage at M ""' iR • Som fn tages den pos i ti ve Kva-

dratrod, den er indeholdt i M~ saa Adjunktion af den bed;ydt~r 

ingen Ud:vi.delse af M :.:!! [j( ~ Idgningen er x2 Dy2 == l, som 

i en XY-Plan fremstiller en 

T-(yperbel ~ , og det er altsaa 

Løsn.ingsnJOOngden J..1. Billedet 

tp(L) er bestemt ved at l((x,y) 
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::::: ;:: + yi/D, som bl:tver et reelt 1'al~ (},en' kan faas ved den paa 

Figu.ren angJ.vne Kom:d:;ruktion (gennem (x ,y) er trukket en Li-

nie parallel med den anden Asymptote, og dens Skæringspunkt 

med X-Aksen giver !f(x~y)) ~ og man ser at ({'(I~) netøp bliver 

W>* ~f\ • 

Dette gælder for alle D O, hvor·af man ser, at dersom vi har 

t~t M c 1R, saa vil Gruppen ('f(I~),ø) t~l:Lve en Undergruppe 

af ( fR ~, *). Da vi altid har -l E C{J( 1) vil Gruppen med t al­

tid indeholde ·~·!;;, og kan derfor skri·ves som et direkte Produkt 

(c:f(L)~ø) = ({±l}, .. )X(q/(L)Pø), hvor q+(L) ='f(L)flfA.+" Denne 

sidste Gruppefaktor som er Undergruppe i {fR +, ") overføres ved 

at tage Logaritmen til en Undergruppe i (~,+)gg dermed til no­

get relativ bekendt. 

Man ser (smlgn~ ogsaa den paa Fig. angivne Konstruktion af fCx,y) 

udfra (x,y)) at man kan inddele i følgende tre Tilfælde: 

I 0
" Hvis Ligningen kun har Løsningerne (±1,0) vil 'ft(L) kun 

bestaa af det ene Tal lø 

o II • Hvis der findes et mindste y > O :.:wm indgaar i en Løsni11g 

(x,y) til Ligningen, t:.3aa har o/+(]j) e·t mindste Element a 

+ - { n 'l-?/} større end 1, og ({i (J.~) ,;:;; a , n E a ~ 

III0 øEllers vil der fi~d(~s y-V<::ardier vi1kaarlig :n.&lr O som ind•· J. 

gaar i JJøsninger (:x:,y) p og Mængden q +(L) vil blive over-

alt tæt paa den positive reelle Akse. 

Man bemærker, at der er væsentlige Forskelle fra T1.lfældet D O., 

For det første, at det for D > O al tid er mu1ig ... c at fraspalte 

en Gruppefaktor C f± l}~ o) v noget saadant er i.kk~) muligt i Ek~~ 

sempal 1 ) (S .173) 1 hvor Gr1.1ppestrukturen var ?f4 @ Endvidere a:t 

vi. for D > O kun .har Inementerne t 1 med eg1. Potenser som er 

lj.g l, medens der for D< O kan være mange saadanne ("Torsions 
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(:;l.emente:r 11
). Og at dersom der fi. ndes en Løsning ( x1 ;y 

1
) med 

m1ndste posit vil (}ruppen for D > O være direkte 

Produkt af (\i: 1} ~ •) og en uendelig cyklisk Gruppe (hvis Frem-
~~~ 

bringerelement er x1 +yi'"D), medens Gruppen for D < O er en-

delig cyklisk af lige Orden (med tilsvarende Frembringerele-

V.i skal som nævnt b e tragte 

.QE~J::Lyo~~QLI.L~E!~PCL~n[Q!:..._. 

Det har kun Interesse at se paa 'rilfældet hvor D 
--~----·----

Thi hvis D er et l<:Va.dra t ud trykker TJ.igningen at to 

Kvadrattal skal havø Differensen l, og eneste Løsni.ng bli.ver 

(x,y) = ( ,O), altsaa Tilfældet ! 0 ovenfor. 

Det er klart :::d; med heltallige y kan 'l'ilfælde III0 ikke lndtrmf­

:fe v men vi vil vise at 'l'ilfælde II0 al tid :indtrr:effer, al tsaa 

følgende Sætning: 

( + y· 1/n 

Dy 
1)~1 V(' X. ) 1 n 

x l. t y n 

·~ ( 

J2~Æ~l'.lg1i:r,;tg~~;~:: Størrelsesoi'dningen er entydig, da større :x: sva,­
~J/.2 

rer til større y. Samtllge r,øsninger ~;;. /.i- -til Id.g:nLnge:n 

faas af de O".ren:r.ur.rvnte ved at sldfte Por·tegn :for x og Yv og 0nd-· 

,. 

oe dette kan saa ifølge det tidligere og-

saa udtrykkes ved at x + y{f5 ~ hvor n E. lY!e-

nl.ngert m~~d denne Formel er at 

h.vorved :f~l~l.h et Udtry-k a ,+ bi[I5, hvo-r· saa a = x og b = y, nwn 
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da YD er irrational ses? at alene Talværdien e /7< af a+b{D 

entydigt bestemmer Værdierne af a og b. Døn indukt1Ye 

Formel faas a:f x 
1 

+ y +l(D = ( x1 +y1{D) (x +y {f)) ved at udvik-n+ . n . _ n n 

le efter 1/fi. 
BeYi§.: Problemet er blot at vise, at df0r findes en Løsning (x,y) 

med y~ O, thi saa maa Tilfælde II0 indtræffe. Det vil ske som 

en smuk Anvendelse af Skuffeprincippet. 

Vi har 

\x2-Dy
2j = j(x+yVD)(x-yVD)I = jy- fn}·jy- fn + 2fn/·Y2 

og da '{D er irrational vil der ifølge Hurwitz's Sætning findes 

uendelig mange (x,y) f'or hvilke dette er mindre end 

ii=l 2 ·! .El2 + 2m/· y2 
v:;·•Y V-'"'Y 

(da 2 <:: (5) • 

Ifølgø Skuffeprincippet findes da et K (med )KJ< (D), saa J~ig-

ningen x:2 - Dy2 = K har uendelig mange Løsninger. Her er K :/:O 
IJn X for ellers var jo yu = -, altsaa rational$ y 

Ifølge Skuffeprincippet findes blandt disse (x,y) en uendelig 

Delmængde for hvilken alle x"~ Værdierne er kongruente modulo }K 1, 
og ifølge Skuffeprincippet vil der blandt dem igen findes to, 

for hvilke y,-Værdierne f~r kongruente modulo !K i.. Lad os kalde 

disse to Værdisæt for (u,v) og (z,w). 

Vi har altsaa 
') 2 2 ') L-D· D'- 17 U. ~a V ;:.-o Z -. \'f ''" .).? 

hvor (u,v) og (z,w) er to fo:cskel-
2 . 2 

lige Punkter paa Hyperblen x -Dy =K, 

og hvor K j u-·z og K l v-1'1. 

Vi sætter saa 

og 

og af Figu:cen ("les a 't y :f. O 1 thi uw - zv 

l y 

angiver 
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jo dc·t dobbelte af det skraverede Trekantsarea.L Endvidere er 

x og y begge heltallige, thi modulo K er Tælleren i x kongruent 
2 ') 

u -Dv{.;,= K, og Tælleren i y er kongruent uv~=uv = O. 

Sluttelig skal vi vise, at x og y opfylder x2 - y2 - l, og det 

faas a:f 

') 

x .e: = l ' 

(i den første Brøk gaar de dobbelte Produkter ud mod hinanden). 0 
For n ~ <>O vil 

(S./'flJ) 
x og y .-+ oo , og da x +y {D = a medfører .,.at 

n n n n 

x ~ ~a + 1)/2 n a og yn = (a - ~~)/2Vn ses)at xn vokser som 

(x1+y1 VD) 11/2 og Yn vokser som x j(D, 
n 

11 Grundløsningen" (x
1

,y
1

) afhænger paa meget springende Maade af 

D. Det hænger sammen med Haresbrøker (og Kædebrøksudvikl:i.nger), 

idet man af Beviset foran ser at x
1
/y

1 
skal være en god 'I'ilnær-

mels e til fD 9 cl4"" den skal opfylde at x 
y 

2 (D f'J l/ 2 {Dy - .. Men 

det er vanskeligt at give ret meget System i det, og der er der­

for i Tidens Løb publiceret en Del Tabeller (bl.a. af Dagen, 

1766-lSJ.)~dansk). 

2 2 x - 2y -- l indenfor J?,. 
1T d u f'i d t -.~ 2 - ?·2 2 ~ 9 8 l ~e . L' orsøg · n. er man a ) ~ - - ··- , og 

Grundløsningen er (3,2). 

Samtlige Løsninger er 

( ± x , ±. y ) , hvor Følgen n n 
kan bestemmef; induktivt 

ved /x. ,1 )' /3 
( 

n·,-
= 2 

_Yn+J.., l 
n1 4) {x i 

3 Y :n) 

n 

o l o 
l 3 2 

2 17 12 

3 99 70 

4 577 40fl 

De første Værdisæt er angJvet i Tabellen. Væ:r.>dierr1n 

gaar mod uendelig som Kvotientrækker med Kvotient 

3 + 2(2 ('~ 5t8 •... 
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IÆisningen af Pells Ligning er nært beslægtet med Opgaven: 

"Indenfor Ringen Æ[\J.DJ ønskes de invertible B1ementer bestemt': 

Thi man ser at x + y'{D er invertibel naar og kllil naar 

(x+ y(D)(x- y'{D) ==:x?~ Dy2 er lig +l eller -1. Den 

første Mulighed er Pells Ligning, og specielt ses altsaa, at 

der er uendel.ig mange invertible Elementer i Ringen (saafremt 

(D er irrational, d.v.s. at Hingen er en ægte Udvidelse af ). 

Den anden JVIulighed fører t n TJigningen x 2 Dy 2 = -1, som man 

betegner som den ~Lsqke. Lig:ning (en fra et logisk Syns­

pilll.let ejendommelig Betegnelse). Den har sommetider Løsninger, 

fx for D= 5, (x= 2, y= l), og sommetider har den det ikke, 

fx for D = 5 (da x 2 .= -l modulo 3 ikke kan opfyldes), og i øv&· 

rigt kan man knap sige at dens Forhold er helt afklaret. 

Forbindelsen mellem Approksimationssætninger og diofantiske Lig-

ninger var væsentlig for det foregaaende. ~ærkere A~~ok­

~ationssæ_:'r.nirhg som RoitJ.'s S~~i~_g (S.l70) ~saa af _Be~x.<2:$· 
4 4 .D:.1Pe; for diofanti.s~e[. li'x ses at Ligningen x -· 5y =l 

kun kan have endelig mange Løsninger, thi 

< konst·y-4 , hvilket 

ifølge Roth kun er opfyldt af endelig mange (x,y); Ligningen 

har ikke-trivielle Løsninger, fx (x,y) = (3,2). 

Eks_~J2.f~2:.~n:tf: 

Opskrives Pascals Trekant (S.37ff) møder man to lige store Bino-

mialkoefficienter, nemlig (14) E3 og (15) 
10 som begge er lig 3003. 

Hvis man ser bort fra rrrekantens Symmetri og Rnndrækkerne 

( ~) c::. l og ( ~~) = m synes Fænomenet sjældent forekommende o 
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I,ad os om vi kan finde andre Bks at 

(det nævnte svarer til m -~ 15, k = 9). 

Hvis man indsætter Udtrykkene for Binomialkoefficienterne kan 

det meste forkortes bort, og man faar Id.gningen k(k+l) "." m(m-k), 

eller k2 + mk ·- rr/ + k :"" O. Der søges LøsnJ.nger m, k E /N ,. 
Udtrykket kan paa sædvanlig Maade omskrives til en Sum af rene 

Kvadrater, og man lmn faa 

(Oms kr i vn:Lngen kan foretages paa mange Maadf.3r? men da den kva-

dratiske Form i den foregaaende Ligning har Determinanten 2 
4 

kan Facit aldrig blive væsensforskelligt fra det her anførte}ø 

Vi har altsaa en Ligning x2 - 5y2 = l, men har Brug for Løs­

ninger, som gerne maa ligge i 7{ [t] . Paa samme Maade som i 

Eks. 2 ) (Sol74) ser man- ved at benytte at et ulige Kvadrat a.l­

tid er l (mod.8) -at x og y ikke kan have Nævnere støx·re 

end 2. Følgelig er Tilfælde III 0 udelukket, og da vi paa den 

anden Side ved, at Ligningen har ikke-trivielle Heltålsløsnin­

ger (naar vi. opfatter den som en Pell'sk J;.igning), saa maa vi 

have 'I'i.lfwlde II 0
, og der rnaa være en ljøsning med et mindste y~ 

A11e:red e y == ~ give:r· en Løsning, nemlig med x = ~· 

Samtlige Løsninger med x 9 y E f/2+ fa as 

eLLer induktivt udtrykt af 

Naar vi lader n gennemlø1:;e faar vi herved frembragt Gruppen 

af Løsninger med positivt x~ Den skal som Undergruppe :i.ndeholde 

Heltalsløsningerne til d en Jlell 1 ske r,igni:ng, og hvis man regnr3r 

freme,d ftnder man a.t ~ 9 ~ y,1 = 4, som al tsaa er Grundløs­
::> 
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ningen til Pelllign:i.ngen, og denne Lignings Løsmimger faas 

saa som (x3h,y~~)Q )H 
~ k 

Men vor Opgave er· at fj nde Lø~·minger xn = ~k + l, y n = m - 2 , 

al tsaa med xn '%l 1 (mod .• 5) " Af Matrixfremstillingen ses at 

~xn (mod. 5) P og da x
0 

~" l skal vi aabenbart bruge lige 
? 2 

Indices n= 2j, men saa er det ogsaa godt, thJ. af xL - 5y =l 

ses at x og y begge er hele, hhv. ikke-hele, og at det indtræf·­

fer for k lige, hhv. ulige. Vi finder 

.j k m ens Binomialkoeffic ,, 
~---~~---·-·-

l 7/2 3/2 l 2 (l) o -· (2) 
2 

2 47/2 21/2 9 15 (l~) = (15) 
lO 

3 161 72 64 104 ( ]_03) 
63 ~-

(104) 
65 

o.s.v 

Ved Hjælp af Matricerne kan vi ogsaa finde den Jj.neære Overgang 

fra et Par (k,m) til det paafølgende (k 1 ,m 1
). Man finder 

[k'l = l": ~ "]o [k] + [12J1 
m'~ 5 5_ m 

Nf~iBil;!;.UK~hl k·J-lL::: ~:kLl~S1IL~~~.~<L~n. 
1'1aag~f?~e De:n kan skri.ves rr? == k( m+k+l) ; for et; Primtal p vil 

pjk pfm p(m+k+l, hvor2J,f følger at (k,m+k+l) = 1, og begge 

HøjreBidens Faktorer er derfor Kvadrater, k~ b 2 , m+k+l = a 2 og 
") ') 

m = ab) og vi skal løse ab+b~+l = a~. Her er a> b- og vi aæt-
ter a = b+-c ~ 

? ~) 

Saa faas b~ = bc + cL l. SrettHs b ~= c+d faas 
"') 

cd+d. '··+l 
') 

""'c"'~ Ligning i (c,d) som ovenfor i (a,b), 
og vi ha:t:" en "Descente", rnen ikke "infinie",, idet den "vender 
nede i BundGn" . (ved de trivielle Løsninger)@ !"len naar enhver 

større I~øsning :faas udfJ'a en mindre, faar man en Kæde af Løsn in·-. 

ger. Følgen a.,b,c.vd, •• :;r dannet paa samme JVIaade, men i modsat; 

Hetning? som Pibo:naceis E'ølge (3.135), og man kan kontrollere 

at B11ndløsningen svarer til Begyndeleen af F.ibonaccifølgen. For 
') 

de søgte k = b' .. og m "" ab finder ma.n mod det ovenfor bru.gtc In~ 

de:x: j og med 
h(2j-,2)h(?j 

Benævne.L:.:ørne f:ca S.l35 at k = h(2j-2) 2 og m= 

) ,, Da 64 ""' 8 2 ~ 104 "" 8•13». e ses at; det stemmer~ 



Det første Problem som skal løses er: 

Nærmere præcisere,t skal Antallet af 

Lø;:::ninger (x,y) 2':2
1 

for hvilke 

2 +y = nJbetegnes 4F(n)~ og vi skal 

bestemme dette Antal. Man ser, at 

det geometrisk kan fortolkes som An-

tallet af Gitterpunkter i en XY-"Plan 
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l ' c . l l 2 2 f . d ~ l"b s t . som _ 1.gger paa 1.r { en x +y = n~ og a um1. Cte. ar e ymme r1.-

grunde ses at Tallet er deleligt med 4, saa Betegnelsen 4F(n) 
·' 

er rime1ig. 

Til det J.<'orm.aal skal først bestemmes Antalle;fi.G(n) af primiske 

Løsninger, d.vos. Antallet af (x 9 y) for hvilke (x,y) = l for-

2 2 uden at x +y =lQ.. Vi har G( l) '"" l (nemlig Løsni:r'lgerne (±l, O) og 

(O,!l)L Og for n> l ses at G(n) angiver Antallet (x,y)t:/H 2 

2 ') 
for h1rilke x +y<:, ~.:: n (idet x e11er y ikke kan være O for disse 

n hvis de skal være indbyrdes primtske). 

Naar G er fundet kan F bestemmes af Formlen :B'(n) = G(:1), 
k 

hvor der summeres over de k for hvilke 

x 2 +;y· 2 '"'n med (x,y) ;"" k ses <lt være det 

prim:Lske Par (~,~),for hvilke 

k 2' n. 

samme 

Thi AntEtllet af 

som Antallet af' 

denne Summation kan opfattes som en Foldning F ~ G h 9 hvor 
') 

8aa:fremt m ""' k''" :o: et Kvadrat 
h(m) ~ { ~ 

r::llers 

Fur1kt:L<D1nen h er mul ti plikat tv (et Produkt af to indbyrdes pri-
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miske Jfaktorer er e·t Kvadrat hvis og kun hvis begge Faktorerne 

er Kvadrater), og da det skal vise sig at G bliver multipli-

(S.l42) har vist ~t Antallet af Løsningsrestklasser til en al-

gebraisk Kongruens er en multiplilmtiv Fu.nkti.on af Modulen n 
l 

faar vi dermed at G og F bliver rnultiplikative. 

Bevis (for paastanden om G(n)): 2 2 Naar x +y = n og (x~y) = l 

maa x og y hver for sj_g være primisk med n. 

Følgende Afbildning har saa en Mening: 

'f:(x,y) 

Idet 
0= ® 

ses at 

o. 

Vi har at ~njeJtj;.lli Thi antag 2 2 2 2 . x-·t·y -u +v ~"0: n med x >u, 

hvoraf følger y < v. Da er dels xv ·- yu 09 og dels 

xv - yu ,..~ x:v < I{D.~.,I[n.' = n, hvoraf ses at x-v - yu O (mod. n)·., 

Men saa er ;j o 
o . 

Dernæst skal vi vise at ""'~~L.!Llli~Jf~~v over paa MEJmgden af Hest-

klasser @) med (~ 2 
"'" (:J) . Dertil bruger vi følgEmdt~: 

(Axel Thue,l863 

·-1922, norsk) 

L~.!L!L~e .. ~.;Ly~t.?_~J~_Ti.l_~E~J..~g! 

fL21nd ~§_J_QÆL .. ~~saa ~I..:__g;~~.mgd .-~!'LLJ?2: 

Sætningen er ejendommelig ved at der ikke stilles nogen Krav 

om at atr eller s skal være primiske med n, og der paastaas 

j.kke noget om at r og s er entydtgt bestemte. lVfan bemærker og-

saa at Antø.llet af tD.ladte Par (r.s) er omtrent 2n. 
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Bevis: Vi betragter Restklasserne c -ad, hvor 

c E r lhl'7 t,Onn.J Antallet mulige c er > (rl' 

[o, l/n[ Antallet mulige d er > m :::::: d E 

Antallet Par (c,d) 

(c19 dl) -:f (c2 ~d 2 ) 

er altsaa større end n, og der findes derfor 

saa, cl ~n ad1 ·- c2 ad (mod.n). Her er 2 
d1 d 2 , idet d1 ,::;:; d 2 vilde medføre c1 ::.:: c 2 (NB her benyttes 

at n~ l); lad os antage d1 > d2 • Vi tager saa s= d1 - d2 

og r = c1 - c2 , og da c1 ~ c2 1 ~ a( d1 - d2) har vi r :=: as 

som øru:;ket, og endvidere at r og s opfylder de forlangte Stør~, 

relseskrav. Dermed er Thues Sætning bevist. 

Lad nu a være saaledes at @ 2 = @ Vi tager r og s fra 

Thues Sætning, og af Begrænsningerne for deres Størrelse har 

(Q) 

2 2 2 2 2 2 vi at O < r + s ~ 2n, og da endvidere r +s- a s (a +l) !! O 

2 2 J..lv~ U$ 1 ~t "'" ~~ s ~ ~'M-"-4, 14 modulo n, maa vi have r. +s - n "" o - r· -· . - " "i:JJw > l .,d ~s h '!).s l~ n,v,~ ~. 
Da r as hvor a er en primisk Restklasse og s ';1: O kan vi ik-

> o tager vi x :: r og y = s, og har k e have r -- O. Dersom r 

saa x2 + y 2 = n med x,y E: /A.! og ® = ® som ønsket. Dersom 

r < O tager vi x = s 

x,y E: /f/ og (i) '"'; ~ \v v::JSJ 

og 

= 

y = -r, 

@ som 

og har saa x2+y2 = n med 

ønsket. 

Dermed har vi::vist en ·B±jektion·mel1em· (Jarrene (x,y) og Restklas-

se:r.·ne @ , og deres Antal er al tsaa ens. 

Tidligere e:r nB<Jvnt at G(l) :::::: l, og vi kan nu angive Værdierne 

( 
61() for G p . ~ o<> O. 

E' o r 2 har vi G(2) l da 2 J - o (mod.2) har ~ Løsning 9 p - = a ~~ ~ ::. en 

og ellers er G ( 2 «) = o fordi ethvert ulig ø Kvadrat er af Form 

4h + l. 

For p af Form 4h+l har vi G(pK) = 2 (se S.l53; vi ved at -l er 

kvadratisk Hest for et saadant J?rimtal) ,, 

Q 

For p = 4h-l har vi G(p~) = O (S.l53; -l er kv.Ikke-Rest mod.p). 
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Vi kan nu bestemme l•\ og da vi ved at den bliver nru.l tiplikativ 

skal vi blot u.dregne J~(pt>i) = G(pe1l.) + G(rr=2 ) + G(p~""4) + øao" 

For p = 2 er alle Led lig O undtagen sidste Led som er G(2) el~ 

ler G(.l), i begge Tilfælde lig le Følgelig e:r 

For p af Form 4h+J faar v :L 
t 2 + 2 + + 2 + 1 for o{ lige } F (p IX) l e o i' 

-· l ·- IX + l 
2 + 2 + (') 0 Cl @ + 2 for o' ulige 

i begge Tilft:nlde ~ !ll tsaa 

For p af Form 4h.";.1 faar vi 

cl. {0+0+0$,. 
F(p ) = O 

+O·+øf.J$6 

+ o + l for 0(. lige 

+ o for IX, ulige 

altsaa flJltj_ = { 

tiJ21J1æ.thY1L.f~llli.2.!L..Sl~Ql!L.~T .& v~Ji. .. ~Lls~ta.::..aend e_~ ve~ 

Specielt ses 9 at nødve!l_<U~B'1._QK. tilst:~:.:~!:l~~_!Qp at rl.J.Ca!l~,~-

y~ OJ!L.Q!L..2~:f_j_g ___ J}_:y:~d r a t BL~E?.t .. J.t~t s ~t ~tlY11LJL1n9-~q~r, 

~k:t.Qrer_&_Kgrm JL;:_1h:-.l:..,~~~J~un _f q__r~!Jl!!:l~~-

2 ? Der er altsaa 4•3 = 12 Skrivemaader for 450 = x-+y~. De 
2 2 ? "') 2 2 

er 4-50 = ( ) ···1{!21) -· = (t21)""+('t3)c. ::: (±15) ··+(tl5)- ø 

~l~Æl?..?+.: Et ulige F(n) fa:::J.s hviF> og i--:u.n h.vis a.11e de ulige 

Primfr-:3Jdorer i n forekorruner 

med lige Eksponent. d.v.sa 

hviB n er et Kvadrat tal ~:::1-· 

ler det dobbelte af et Kva~ 

drattal; det seG at være :L Overm:u.>:~temmelse med at Cirk-

2 '"' len :x "+yc. ""· n. indeholdør :f":lre Pt.mkter paa en af de to paa 

l'i'igurerne viste Maader. 



Medenø de foreg~:u:tend1:} Sætninger først er vist af Gauss 9 saa var 

følgende Spøcia1 tJlfiJJlde :tf den allerede kendt af J?ermat:; 

A t ø t .Primtal 

p = 4h-l ikke kan skrives saadan e1· jo trivielt. 

En f:Lks Formulering af Udtrykket :fo:r' F (n) findes i følgende: 

Bevis: Da man llllilddelbart ser, at X er en multiplikat i v Funk­

tion, vil L X (d) ogsaa være det, og det er derfor tilstrække­

ligt at eft~~i.se Formlens H:i.gtighed for Primtalpotei'lser pi}< • 

Vi skal altsaa vise, at X(l)+/((p)+/((p2 )+ ••• +'X(po<) = F'( p(!(). 

For p- 2 faar vi l·~O+O+Q •• +O =l, stemmer. 

l'' o r p ·- 4h+1 faar vi l+l+l+ • • e+l "'"" o< +l~ stemmer ø 

For 4h-l fa ar vi 1-~1+1-. "o :t: 1 { l for I)C, lige J stemmer.Q p - ·- o for ot.. u~lge v 

E!cserrt~: Vi tager igen n "" 450, og skriver en. Tabel o·ver D:i.-~ 

visorernø d og deres X-Værdier (:noterer blot +~O eller -)u 

d l 2 3 5 6 9 10 15 18 25 o 
X(d) + o - + o + o o + o + o o + o 

og Sammentælning giver igen F'(450) = 3u 

J!'unkiJionen X (d) er en 8<3.aka1d t ''B&§.:~Jf!~t!'§t!fJ,~" ~ d. v. s e en Afbild-

~-· ning af ,4{,' , hvor for et givet m (i dette 'rilfælde m ""~ 4) et 'ral 

~;l'\ a først afbildes over i ~~ 
~ 

m, og dernæst Gruppøn C:æ' m t'") 

af primiske Restklasser afbildes hornamorft over i ( o), medens 

de ikke·~primi sl;;.e RestklasBe::t afbildes over i O. Saadanne Restka .. = 

raktarer er et vigtigt Hjælpemiddel, fx til at bevise den ofte 

omtaltø"Dir1.chlets Sætning" ( øt Jkrvis for den kunde sagtenEJ ind~ 

lægges i disse Forelæsnj.nger, men det skal ikke gøres)a 



1! 4® 

Det ses let, idet f aaben-
11 ·~K 

bart er Arrtallet af Gitterpunkter i 

XY=·Plane:n som ligger j_:nde:nfor eller 

paa GirklEm 
2 ') 

x +y' = [f tager man 

nu sammen med hveri' Gitterpunkt En·~· 

hedekvadratet (foroven, tilhøjre} 

ved P1.mktet faa:c man overdækket et 

188 

-~1+-~~ 
~...----,~r---~~--~ L-~ 

li (/ "'' (jJ 

<j! ~ " /li 

l 

:-·-~t-~:·-~:- l 

~1.~€!1 
.. _ ... 

Omraade, hvis Begrænsning har en Distance paa høj s t (2 til Cir~u 

kelperiferj_ens Punkter, og Arealet er derfor lig Cirklens Areal 

1( K paanær en Afvigelse
1 

hvis Størrelsesorden højst er som 

Lader man K~ o~ viser det sig iøvrigt, at F'(n) bliver O for 

sten alle" n-Værdier, mc~n at F'( n) ogsaa. kan antage vilkaarlig 

store VærdierQ 

Dersom man her indsætter Ud trykket fra Jac o bis Sætning( og ombyt~~ 

ter Summaticmsordenen) faar man 

F( :n) ~"' K [ ] (d)" d 

og hvis man se,a benytter at ['!.~] !'J 1 
K 
d 

har Infm (NB med en Del 

Forsigt:tghed i t -,Bet·ragtningnr og Jt'ortegnsvu~cderinge:r) at 
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8 O"IYJ Y)E"V'Ii .Ll• ( r) "i ,..( -j ) .b·, "· \ ,. . ,)'. V _ . \ ~ , ; ~L ~ ~ J .. •.; f t udgivet 1621 af Bachet med Til-

føjelfHH'. l<1n af df)ltl i~''''t~od i en Tabe1 9 i hvilkEmalle Tal op 
2 2 2 ,~, 

til )25 ble·v skrevet som en Sum n = x +y +z +v'- af (højst) fl-

re Kvadrattal. Noget i3av:Ls for at det al tid var tilstrækkeligt 

med Kvadrnte.r· p:;av han :\kkev men vi vil dot::,som man of1;e 

gør (og o.gøaa" for h't. have en karr:;.kte:rist isk Be·tt-?.gnelse) knyt­
l 

Sætningen blev første Gang bevist i 1770 af Lagrangeø 

Den bar faaet fo~·cnyet I:ntero~;ce som et :førs"'ce Skridt til dybt-

i Aa:r 1900 ( n Le •• SE:m:i l du 

v].ngtit~me t3iec1\c:J mc :::.:emble bien choisi pour p~:u:'l~Jex· en reVlJ.e ces 

b .l '· pro ... em<-:>8 •• attirent notre pens sur 1' avenir incorn1u~ •• Tant 

qu'une branchø de la Science jo·cdt d'u11e aborH'iance de probl~3mN'lø 
li 

elle est ine de vie; le manqua de probl~mes d~note la mort•)~ 
2 2 2 2 Thi Smtn.in;:~:,:rt angiver j o et Polynomium x ·:·y ~+z -+v-· som for V1::t""' 

r:La.:11e C:: Væ:rd:l.mætl1<5en IJV
0

;; man lran k;;rygge videre, :ldo1J 

fx 2 2 2 +e ·1-·G +1), +2) øom Væ:cd.:Lmængde har n<:.~top de 

abelantal og Gra~ er tocifrede), der som 

Vuo.r•rLLmwngde har f'x :c,et(1p JVft-Bngden a:f· P.r·:i.mta1; at noget saadant 

m." meget la:ngt f:r·a at vnn·e muligt med Polynomier i en Variabel 

er viot foran (S.30). 



som Baohets Sætning blev bevist, 1770, blev den For-

modning fremsat af 

·i 
alle a_, E IA/

0
. .. 

. J 
v 

l/i vil l'H:l·(;·u:rligvis ladE? g(k) betøgne det rn:Lr1dErte Tal med Egen-

skaben. · At g(l) ~ l er klart Bachets Sætning udsig<:~r at g( 2) 

= 4. For g(3) har man Vwrdien 9, idet Talfremstillingen 23 • 

8+8+1+1+1+1+1+1+1 er noget det vær·øte som kan forekomme ø 

Por g( 4) ha:t" man Værdien 19 ~ idet ~:alfremstillingen 79 

16+o" "+16+1+<, o .+l med 4 Addender paa 16 og 15 Addender paa l 

er: noget af det værste som kan for(::korn_rne .. 

Det E3r ikke 1.mdn:cligt? at nogle røt smaa Tal giv(~r noget af det 

vc:ø:rste s· lwngere ud.e i ~~al.rækken ligger Po·l:ien:·:.HH'l'le paa en \~"is 1
'' • 

ME;.a.d<:~ ri~lativt tættr:Lce p og Talfrems·tillinge:n gaar faktisk let-

te:r•e. D-t;rfor har rna:n ogsaa H1dført Funkttone:n G-(k) ~ lim sup 
l'l~ ~ 

af det :nødv-ø1:v.:tige A:nts.l Addender k a at Summen :n, og man 

b. ar 

Dat viser sig at for k > 2 bliver G(k) mindre end g(k) (det er 

~;,q_t,\Ct!)., for saø. vid.t .;:-n-1 u.XH1ldJg Bogs·l;lc;r.vbEd;egnE'ili':Je ma11 har i.nd-

ført v nH:Jd .LL11f:7 g og stort G (!)). lVIc:m ~;:er 

'l (")-h·-·! 0'7'7) .... c>tl.J . . ::; 1 

Warings Hypoteoo rigtig (med k)ø 

I de fø1 1:\·ende Aar kom der en De1 .c~Jimpli:fikat:toner 

:>o gav 

Be~v::i..s rned kompleks Funkt:lo:nsteori 9 ca o 
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19)0 blev diSGI':J Ideer sj_rnpLLLLce:cet ved Overførsel t il trigono~-· 

~l~ss.)~ og i 1942 

blev der af Linnik (1. ,russ.) givet et Bevis som er 

ligt; som S·pec :.a1eJ.tasning j_ Gymnr:tsiet) ., 

Inden vi skri<.1r:n' til Beviset for &,t g(2) ~.~ G(2) = 4, saa lad os 

vise hvo:cledes It:i. ol:~.v:L11e i 1f359 ved at bertytte dette ResuJ_ta:t 

kunde vise p ;;l t ethvert 'l'al er en Sum 

s ( ogøaa kaldet "B:Uc1radrater")" 

~Bt:rv·is ~ Det er aabenbari~ tilstrmkke1igt at vise v a. t ethvert Mul-

tiplt:un 6 e::r en Sum ~:tf højst 48 Stk. 4 1 .",potenser~ da ma:n. saa 

dertil blot kan føje indtil 5 ~3tk. Addender 14 = lø Men naar et 

l\'Iultiplurn af 6 kan s kr i ves 2 2 2 2 som 6 (m +:n +r +~1 ) , saa v .il de·(; være 

tilstrækkeligt at vise, at en Størrel::1e 6m2 kan skrives som en 

Sum af 12 Stk. 4 1-Potensero 

Da f(x,y) = (x+y)4 + (x-y)4 

+f(x,v)+f(y,z)+f(y,v)+f(z?v) 
,.., 2 0 2 0 0 2" 

·•l"~•,''~ .. r-- -~ '~(v·L.,, .. - .. c._" c.)·-• ". ·,- .: .. ,:, , -·· o "'" -r,Y ,.z .,·v 9 

Ll. • ,.., 2 2 ' 4 ( ) ( ) - 2x'+lL.X y +2y ,ses at f x,y +f x~z 
- 4 6 4 6 4 . 4 2 ? ~ 2 2 = bx +y+ z +6v +12x y-+l~x z+ o• 
h~L~ 2 

ogAethvert Udtryk 6m kan skrives 

~~a denne sidste Form, har man det ønskede. 

hve:ct Tal af Form n "'" 8h+'7 Ikke kan skrives som ('311 Sum af frl'8rre 

eDd 4 Kvadrat , hvilket umiddelbart følger 

G(2) 

Den svær~:": Del 

ligt 9 vil vi. bevi1::;e _paa den stmrke JV.fa.ade ~ a:t; v:t (i lL:na.logi med 

rn 
.L 

4 

vise sig, at dette Antal 
:for l;.v:Llke 

2 2 (2 
+y +z +v = n, og det vil 

+ ·' .· 
l . ' ' ' ~ or positivi~" 
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Axd: . .;t.llclt blev bestemt af ,Jacobi ved analyt;L::Jko HjcY:llperoid.ler 

4 

visor·~:n'ne i m. 

Ant:\llEl'G )JøHninger til 

n 

~~/( . ) 
/i, d. , hvor der summeres over Di-

faar Yi nu ved at lade a og b vari.ere e [o~n] saaledes aii 

a+ b~ n; det samlede Antal kaldes 8-H{n), og det kommer til 

at bestaa af tre Bidrag, det første for a = O, b = n, det andet 

for a og b (: /1\J , og det 'bred i e for a ::::: Yl. 9 b '"' 0., Vi faar 

( 1dt-)t j o a - O eller b -- O kl:tn kan fremstilles paa en Ma.ade) 

E3 H( :n) :::c 4 X (d) ,-"" r ;; '·' (' ) ) (/.l "~1((, ,!; ) ) + Il '\:~'Y'( d) " + .t!.'-.. , ,, x r ." l . T tt- "' 
a+b=n rja slb d!n 

Inden vi gan.r videre skal vi minde on1 at vi strengt holder os 

t:Ll at 

matiOf!J. nw.a vi nøje paase~ at d.er er B:Ljektion mellem de gamle og 

kctr1 \ri l:i.gesaagodt summere ovf~:r• h~k,:c,EJ med hr + ks "" n. 

r:ac:'i e, at 

H( n) ~-

dln 
l 

"-,/ ( i~ ) + 2 ,,, 1\ \ ~. )((r) )((s) 

og det er dei!nø ~~h.11t1 som v:L :nu skal 1xJøtemrne (d ,;v·" s. bringE~ paa 

f,Ol'.f:.l '')TTE>'t'r'}~· )'.;)\ ~ ·)' }~(''I''I'l)' ~ ~- v ·"- '-' \.l.-,,J-.Lb . J,, . .l o 



Vi ., 
.l ')( (i<) ( 1'3 ) 

r(mod.,4) 

o 
1 o 1 o ""'~''J. 

2 o o () o lig 

:3 o ~l o l 

s( 1nod "4) 

hvorø.f man r: ø:c 9 at 

".' l "' ( .",) )'o .L 

H( n) -· l 

o 
1 

~--~ 

3 

0·=0 

0·=0 

/1 ''"' l o 

l 

19:::> 

r 
t. 

") ,_ 3 
O-O 0-0 0-0 

1-0 o-~ o o~,. l 

0-·0 l-l O-O 
0~"1 0-0 1·-0 

for 4[ r+s ;·· 
ellers • 

I den midterste Sum vil der være lige mange Led med r > s og 

r '\;;; D 9 og vi vil d.Grfor nedenfor gaÆ:ividere med r;:;~ fli og fordoble; 
l 

I,eddene med r := o k:an vi. let ud:l:'egne (dø opfylder a i; 4 J r-s)~ de 

bliver til 1 >' hvor der summeres OYt:n· hs+ks - n 9 og hi'Jr 

maa b.+·k være en IHvisor d fra :rl 9 og for givet d = h+k er der 

''1'1<1 J' u e ·1=
1
'" r ( l'l le ) H \ .. L -1..::; • , . '.::J~- ~~ . ~1 og disse Leds Bidrag er derfor 

hvor de:r· summere~"! for d j n. 

Den r:Jldste Sum behandles paa lignende l\1.a.ad.e, t1en her deleø op 

ø:fter h k (som vi fortsætter med, fordoblet)p h k (som vi 

d bortkaster) og h ~ k,for hvil -v-i ka:n udregne Summe:n: 
4 

iver 2o l 

2 ( d-1) ? hvo:r der summeres :to:c d !n og nu med det yderltg(~re 

I{ r~ a\' D t 4 ~ d. ø 

De ·1;o udr·egnede B:Ldrag k.:J.n saa Blaa::> >?i8J;rmex1 til ut Bidrag hvor1 

d. I fø:cste ):.,ed i Udtrykket ovenfor 
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,, /f ) 
d l 

r\\, d in~ og h ex· k a. n ogsaa godt 

4 " Ct ~ d<:t jo (d) er o 4/lL 

til udregnode Led over til H(n) paa ven-

., .. l ) 
li\ n "~ 

ar at reducere Højresinen. 

skal vi bortset fra Faktoren 4 blot tælle An-

mat " A:t l første S1m1 r>· e h::an vi ttdtrykke ved 

r::d; s :led ve :c s+t 9 og at i a.nd en SUin h ~·]r. kG.n vi ud i1rykke vad 

ove:c h:tr~r" 

og 

h+k "'~' m h}YVo 

og ::m.a løber Surnmaticn1.er:ne over 

( ) ,, 

Do to fh:unJ.!JB:I;ionsuJWngder ligner hinanden. ~" 

men e~c :Lkke orw, 

ka:r:1. ·1r:i lJ.d trykke ved ~:rt sk:civo :c :::-,; s+t: i de11 ~J.nde:n 

o r og de.cved b1iver begge Mængderne til 



f:comkormo.EJ ve1i vi mangler de 1ed som vi vilde 

J1eclst; 

; ver cl~:r:fo:c lig 

.l. 

I 

·~·i 

h(~ J:• ma•::t 

ør d::,·c f' 
l,ø~ 

! rnuJige 
'"-""~ 

I don anden disse SurralH2~C skal der su.nnrt~n·e~~ oYer xnt+kt = n, 

og derfo:r:' kan de to Jjed trmkkes 

H( n) -- ~r 2 ( ) "" 4 

blive 

l -{- 8h --~· + l 

d .;':]'. 41:1+;?. o <? ~:.) + Bh+? ij.h ·-· "~~· 2 '>.J:~ (; 
.,f. id~ 

d . ~,. 41'1'1-5 -· • -+ 8h+4 4h ·l~ '7 :t:: ) 



med 8 eller en højere Potene af 2 er H(n) = 

2 2 ") ') 
X -+y· +'Y''- ·'-·1r'·~ ~.J ~~ • G 

:f():C 
.il 

4 J n ska.l S'l.tbt;raherø :noe;le Led~ 

hvo.r.' Fo1d:r.J.i:ngefc'tld;oren c er :J?un1dionen definør~::lt ·'\Ted 

1 :for :r.t "="' 1 
c(n) :::: for T l !;t: 4 

O ellers 

si. ges 
\'" 7"'!' "' 

er E (n.) = /i H (p ) ,~ Da nu H (l) ";;: 19 

'f '" 2 ~ -· ·;.:; ('') ('/ '}, (p· ~~:,) """ . J • f-- ' .v 'C.> .!..J, • .l .. +p-rp ' " o o T }J ulige r:Jeø at H(11.) 
'"""'-=m.~-->1;;1ri 

f) ,, ') '") 

:n .. ,. +y~- ;-;/':.+.,.te:. ved Synm10Ji.:"Ci g'Lve .A:nledning: til 384 I;':rerns·c:tll:h1.-

·.a 1 -1 ) u \, l f 

de:rn 

Fort egne:n~:J 

os betragte n = 26 og n = 52. 

4 d 

~ 42 for begge. Antallet Kvad:rupler 
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V:L v11 ve d.::1 :forskelLLge P:cmJl~Jt:Llli:n.gø.z' af n som !Jum af Kvar 

drattal. F idet vi ved hver angiver hvon:nange :F'ortegnsrnulighede:r 

de:r- er og hvo:r :mange }Je:cm.uta :.;iurumru.ligheder P og dermed f:Ln.cler 

hvordan det skal tælles for at give 8 H(n) = 336 • 

.r) r 
l •. t) ~~ 25 + l + o <"!<' o 

::I"::Z 16 ·+· 9 + l + o 8 

~ 
q "':'~ 9 .J(. 4 ...:-~ 4 16 6 

Ialt 

52 ~ 49 + l + l ~+· 1 16 j~~ ---
:::;:::.:;: ~56 '-"!·· 16 + o + o 4- l') ... C.. ---
"'""' ;?5 1\• ?'-L<) ·+ 1 + l 16 " 6 -· 

')C ~: .. 9 + 9 + 9 ~-· ! ... :J 
., r 4 _,_l) ---

-~ 16 ·+ 16 + 16 + 4 16 ·4- ~ 

4e 
192 

96 

64 
tJr8 

96 

64 

64 

I~tl.t ~536 

r_i.1h .. ·1.. .,,.1·. D11P .. 1 ... ' +,.· :\(·.~ l.-·L.~.'_:_•,'P'.•.·'r.c! l c)• f;7 J 'IT'J, r• +· "'+ r' '"XlJ"" ''''fl<'=111l' t SV"" Y'(~]· er.• v _ o , .• A... , ~ • \h ø ... .• .• i::> v C-'• v \.f..:; .. > .. t<.<.~.,.:,... i: C>:<- ). - ., J. 

'') 

Ln/6, og herfra skal nu trækkes Gennemsnitsværdien 

8 H(n) 
n ~j~ K 

d (n) 

j_:n.cl ~1r . .et t e:r 
•"') ') 

Udtrykk-Gt fu H(n) :f':\.:n.der man he:r· ~:d; 'lt'-lz'"/16 d• 

rned cl '§ lC finder man o:t 
,, 
C. S k 1.J_l (1. C I{Cf)J' (c: 

K 
d. 

b li 'l ø:;· Sum.atøn 

( ,; ) ) ,, 
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Jacobi bestemte ogsaa Udtryk :for Antallet af :B'remstillinger af 

et Tal n som Sum af 6 eller 8 Kvadrater, og man er senere gaa~ 

et videre med de lige Antal Kvadrataddender., Porrnlerne bliver 

dog hurtigt komplicerede o{; TISkønne.. Med et ulige Antal Kva­

drater er det langt sværere. Vi skal nu undersøge hvilke •ral 

der kan skrives som Sum af tre Kvadrater (fundet af Gauss), 

men vi skal kl.m klare Eksistensspørgsmaalet, og 
·---~;,._,;._"_. 

.B0vis b e t te Diri_9hle~b~ Sætni:qg.- om a t enhver· primisk Restklas-

se indeholder Primtal. 

N~dv~od~-~lstr~kel~~~T~~ kan skrives 

.§Æ!! .. Sy.m_,,.?tf h~J.~t } Kvadrattal er det at n ik~men 

~..!. 
En Konsekvens af Sætningen er det at ~:thvert. patm:J-igt Tal er 

S~~f_højst z Trekant~talo .Ved Tr~ forstaar man Tal 

af Følgen 

_!{ :Jr-1.2, • 
1,3,6,10,ø•o• altsaa Binomialkoefficienter 

2 p NaVnet hidrører fra at de angiver Antallet Punkter 

i Figu.rerne Thi Fremstillingen m= 

(~) + (~) + (~) er ensbetydende med Llgningen 8m + 3 = (2x-1) 2 

2 2 + (2y-l) + (2z-1) ~ og naax· 8m ·:- 3 kan skrives som Sum af 3 
uli~e ~"~ ~ ( )) Kvadrater maa de alle være ulige (d·a""''vadrat l rnod.4 saa 

man kan foretage Omskrivningen den .modsatte V(::j ø 

,~t_i!!~.-1.s~~nd~.~ i Sætningen er l~at at se, ·thi for det 

før~:3te har vi bemærket (3"191) at 8h+7 ikke kan skrives med min~, 

dre end 4 Kvadrater, og :for det andet &.alder at Q.yis_,ll kt;tn skr1:= 

ve§_~~~1JlT!~2J:Yadrate:T f!aa 1~~B_Qg§2a ~~~det før­

ste er klart, og det andet følger af at hvis 4n = x2+y2+z 2 , saa 

maa x vY og z alle være lige (igen :fo:rd:L ulige Kvadra·t l ( mocL 4) ) " 
61>ø 

Bemærk: Bach et: Ethvert n er Sum af 4 "Firkantstal ~~ ~ :: JJJ 9 
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Problemet er altsaa at vise Betingelsens Tilstrækkelighed. Og 

af det lige anførte ses at en eventuel Faktor 4 kan bortdivi­

deres, og vi skal derfor blot_yi§~~t saafremt n a l (mod.4) 

errler n e 2 Cmod.4} ell~r ~æ 2 (modø8) 1 da kan n skrives som 

Sum af :tre Kvadrattalo 

Beviset skal bestaa af to Deleø I den første beviser vi~ at 

sle~gm der f1n,!ies naturli_ge Tal a, bLe _,;s!l;aledee at Ligp.ingen 
2 

!Q!!_:::: b n + c_+ l er o..E_fyld t, da kan" n s kr i ves som _sum af t:t~ 

~~dr~ter; I den anden skal vi. vise. at saadanne a 2b,o findes 

for de ovennævnte Arter af n. 

Beviset for første Del skal føres v.Hj.af kvadratiske Former. 

Læren om disse er velkendt, naar det benyttede Talomraade er~, 

men da vi her benytter Tal omraade·t :f:: kommer der en Rækk~· Mo­

difikationer. Det er det 3-dimensionale Tilfælde vi har Brug 

for ("ternære" kvadratiske Former), og vi vil derfor kun formu­

lere Teorien for dette, men det er umiddelbart indlysende at 

alle de først~ Betragtninger gæl~er for vilkaarligt Dimensiops• 
' 

~ (og naar vi naar det Punkt
1
hvor det er væsentligt at Dimen­

sionen er 3,skal der blive gjort opmærksom paa det). 

Lad M være en p~mmetrisk 3x3-Matrix med Elementer mi j :fra 

~; Lad 
p m være en Vektor med Elementer fra 2. Saa 

2 2 er M(y) = VHM V= m11x +m12xy+ ••• +m33z en kvadratisk Form -=-
over ~ , og giver en Afbildning 2'3-+'2.. Fx e.r ,l+y2+z2 

= E( y) t idet E er Enhedsmatricen. 

Lad L være Mængden af 3~-Matricer A o~er·~ med~det A~~.'· 
Saa vil L med Matrixmultiplikation udgøre en Gruppe (L~·), 

thi med A og B vil L indeholde 1) E, 2) !-1 og 3) •B (her be-
::::r .::::: = =a = 

ror 2) paa at den inverse Matrix har Elementer med Nævner 

(det ,A) -l, det øvrige er klart) • En Afbildning . ry_ ~ = A v - =-
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(L,•) er den generelle lineære Gruppe af disse Afbildninger. 

Dersom N ~ A~M A sættes N ~ M. 
ØiWJ ~ ~ ~ 

Paa Grund af l), 2) og 3) 
---

bliver Relationen ('b 
1 ) re:LLexiv, 2 ) symmetrisk og 3) tra:nsi-

tiv, altsaa. en Ækvivalensrelation, og vi siger at M og N er = -= 
ækviv~lt~o Og da N(y) = !~~ ! = yw~W~ ! y = !~ ~ = M(!) ses 

at (naar Vektorerne løber indenfor Z:)) ~pa_t~~f2!:!!er: 

med ækvivalente Matricer faal~§:!!ll!l~L_værdimængd~. 

Da det N = (det A) 2 •det M ~= det M haves at ~illl-.-
= ~ = = 

_9e:r.:_h&!;L samme Determinant. Hvis en kvadratisk li'orm M(v) kun - . 

antager Værdierlstørre end eller lig O, og kun lig O for y = Q, 

siges Formen, og ogsaa duns Matrix :M at være .J2Q.Sit~v de!J.nit; 

og man ser at !"'ormens ækvivalente har_f!.~~ Egel:_!§kf:!:.."l2.· Mere ge­

nerelt ses ogsaa, at ~§l);;..~~nte Matricer har sarorne Posit1yJ-:, 

tetsindex (d.eo den maximale Dimension af en lineær Undermodul 

paa hvilken F'ermen er positiv definit)ø 

IJX)JL .~ SJL.J2.Q§J. t i v d ~---ll§JLvel:n~-~~12i!E!&m9J,..el_Cf?J!!en t§!: mi i 
' stør:r~ e_pd _ _Q, idet jo Restriktionen af M(v) til de Vektorer v 

som har højst en Koordinat ulig O ogsaa skal være positiv defi-

nit. 

M ~tiv definit Matrix er ækvivalent med en lVIatrix 
---==~'-'"'-"""=-~· ~~--==*'-'-~ ...... ,.,..,. .... ~""""""...-.... -~--~~~--~~ ~ 

i ;f j har l 
2 mii" 

(Man kan ikke, ~1aaJ.edes som over fi~ ~ faa den ækvivalent med en 

ren Di&gonalmatrix, men kun med en
1
i hvilken Diagonalen er 

"ret fremtrædende~~ i den angivne Forstand) .. 

Bevi.s: Blandt IVfEttricens ækv:L valente findes nogen hvori Diago­

nalelementerne er minimale (altsaa at hvis de er ø"~mii~ ... og 

de i en anden lVlatrix er ··~mii~~ • ., sa.a vil V1 : mii 1 m11 

medføre at V
1

: m
1

iv = mii). Det følger af at alle Diagonal-
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elementer tilhører /N. Bthvert saadant ~ har Egenskaben. 

Thi lad os tage A = B + D , hvor D = er en Matrix som har 'I'a.l---
let l p a a Plad8en (i, ;i) og ellers lutter o. Vi har det ""' l. 

Saa er A~·M A 
~ M + M D + D*'M + D*'M D • De tre s1dste JJf~d ses 

= ~:'!:. :::;:, == - :: ~ .. -- ·- -
ved umiddelbar Udregning at give en Matrix som har O overalt 

undtagen i j 1 te Hække og i j' te Søjle og af fø.lger1de Udseende 

ml i 

o m2i o 
" • 

~ 

mil mi2 • • 
o • o 

hvor Rækken og Søjlen skærer hinanden, altsaa paa Plads (j,j), 

bliver Elementet lig 

retog man det samme med 

mii + 2 mij (da jo mji = m1j). Fo-

4:, = ~ - ~. vilde man paa Pladr.J (j~ j) 

fa,a m11 - 2 rnij .. Paa Grund af Minimalegenskaben ved ~ 

m:Li! 2mij begge være ~ O, hvoraf Paastanden. 

rnaa 

Nu kommer et Resultat, hvor v:.l benytter at Dlm~~nstonen er 3 ~ det 

gælder dog ogsaa for lavere Dimension hvor det er næsten trivi-

~~ill ~ Q.~_J2.Q.:'3 i,ttY~~±l-~!!1- -~. 3 t< 3-·.~1?-t rll._,m,ed d e t ~ = l , 

~~ J1 ~V,Sll,.ent_raed ~ø 

Ifølge forrige Sætning har M en ækvivalent af Form 

{ a d 

~ ) N c: \: b 
~'!& 

f 

med 
2ldl ~ awb 

;!, l EJ} ~ a,c 

2 f:f l ~ b,c 

E. = og ~ri vil v:Lse 9 at denn.e maa være lig 

Vi har det g ·~ l, og udregnes Determinanten faas 

abc + 2 def - af2 .~) 2. 

b c;, . d'' e - c 

som viser, at mindst et af 'ra11e:ne a 1 b,c maa Vt'Bre ulige., Lad 
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os antage at a ulige (det kan altid opnaas ved Koordinatslciftef 

som j o er en speciel Ækvi V<:'llerw) ~ saa ,1\Ti\lf~ i de to øverste 

af Ulighederne erstatte a med a.-1. 

Vi opskriver igen Determinnntværdien, og vurderer nedad ledvis: 

· af 2 2 'J 
abc + 2 de f b e cd .c. ... l 

abc * {a-l)bc l abc l l c(a-l)b 2bo., 4 b(a-l)c ·- 4 Q 

4 4 

Al tsaa maa vi have b = c == l, hvorefter Uligheder11e gi ve r 

d = e ··- f = O, og da det ~ = l faas sluttelig a ::::: l, saa at 

N 
::;;:: 

Q 

det M. -- l , hvor M (~ -- --

(hvor a, ·b~ c intet har at gøre med de ovenfor ligesaabenævnte 

Størrelser). 

Bevis: Paa Underrummet af Vøktonn· 2 2 er M(v) = cøy +n,.z ~ ... 

hvoraf ses at Positivitetsindex for !:1. mindst er 2 (hvadenten 

'r "'71' det opfat tes over 11'' eller 4L.. ) ~ og da Produktet af Bgenværdi-

erne er lig det J.Vl = 1, er alle 3 E:genværdier positive~ altsaa 
~"' 

~ pos i ti v definit a Ifølgt-: foregaaertd(l Sætning er ~ rv ~ i o) 
og da n ti1hører Værdimængcl.<.m for M(]::)~ nemlig for y ~ \~ , 

maa n og1~aa tilhøre Værdimængden for E(y), d..v~s. være en 

Sum af tre Kvadrater. o 
Dermed første Del af Beviset for Hoved fuldført. Thi 

det M ~ acn - b2n - c , og hvis blot vi kan opnaa at dette er 

lig 1. 9 saa er den ønskede Premsti11ing af n ltrLtlig. 
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Saa korruner anden Del af Bevis Vi skal vise r 

at for de tidligere angivne Arter af n vil der findes a, b, c <::/IV 
saa 

Ligningen ser meget m1kyldig ud, den er lineær i a og c, men at 

Problemet ikke kan være helt simpelt fremgaar af at vi ved 9 at 

for n = 8h + 7 er der ingen I1øsninger (da disse n ikke er Sum 

af 3 Kvadrater)• (Da man maa have n/c+l er det fristende at sæt-

te c+l = hn, hvorved Ligningen bliver til 
') 

ahn ~ b~ + a + h, syrn-

metrisk i a og h, men der synes ikke at være vundet noget ved den­

ne Omskrivning). 

l):roblemet kan reduceres, idet ~~]:.~a:t~.~S! 

~!Y~-
I0: c ~ ·~·1 (mod" n) 

II0
: - n er kvadratisk Hest modulo c. 

Thi af I 0 følger at c og n er primiske, hvorefter II0 giver at 

der 
~ 2_ 

findes et b (med @~ .z;c) saa (bn) =: - n (mod.c), som 

giver at Altsaa vil c gaa op i Højresiden, og da ifølge 

I 0 ogsaa n gaar op, saa vi.l en gaa op v og v j_ har dermed et hel-

talligt a~ 

Vi skal nu betragte de forskellige Tilfælde for n (se 8.199). 

E'or n 
·--~~--~~--~~----~~.·~ 

tager vj for c et Primtal p hvor p = l (mod. 4) 

og p -l (mod.n)~ Da 4 og n er primiske, bliver Kravene ifølge 

den kinesiske Restklassesætning til at p skal tilhøre en vis pri­

misk Restklasse modulo 4n (det bliveriøvrigt at p m 2n-l (mod.4n)) 

og ~Lfølge PJd.:;Lcrq.E;ts~ S~_.:t!l!1DE findes et saadant p.. Kravet I
0 

er 

evident opfyldt 7 (c =p), saa~det er blot II 0 vi skal kontrollere, 

( u~ n) al t saa a t ~.._:__- :::: l. p ' 
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Da n er Produkt af ulige Primtal, 

procitatssætningen (med Supplement) at 

og da p 5 -l (mod.n) har vi ogsaa p a -l (mod.nj), saa vi 

faar (igen af første Suppl. til Rec.-Sætn.) o.t Stør~"d~ q,r e~ 

rn-n:) med r = Antallet nj af Form 4h - l. 

Men da n l (mod.4) maa r være lige, og vi har det ønskede. O 
For' n 

hvor p 

gaar det analogt: For c tager vi et Primtal p, 

3 (moda8) og p :=r - 1 (mod.~). Ifølge den kinesiske 

Sætning skal p tilhøre en vis Restklasse modulo 4n (det bliver i-

øvrigt p 2n-l (mod.4n)), og ifølge Dirichlets Sætning findes 

et saadant p. I 0 er evident opfyldt, og vi skal blot vise at 

(T) = l. Dennegang sættes ~ lig TT nj , og vi benytter at 

(~)=l (8.157), og faar 

l=::)= l=2)·(~') =77fnJ.)~ (-l)"·JTfP_)= (-l)r .. J7fl)=(-l)r+~ 
P P P ~ ~j (nj 

altsaa lig +1, saa vi har det ønskede. D 

3 (mod .8 .. Dennegang taget:l c = 2p med p 
~~-~---~;·~--~-,---.~-
E'or n l. (.mod .. 4) og 

p e !!:::2-1 (mod.n) (d@v"s. p n-l (mod.4n))@ I 0 er evident, 
2 

og da 

2 )(n er -,n 11..-v.Hest mod.2, saa vi skal blot vise, at (-~) = 1 .. Vi 

faar C J'" t:rm~-J ~ Trln; J = 11 (:;J ,)rt::J = 

hvor s angiver Antallet nj a.f Form 8h- {~ (igen S.l57). Men 

.naar n :::: rr :nj er af l"i'orm 8h+3~ saa maa s være lige (indenfor 
'r<JJ tf" /!J\ f.Z\ l~ ~ (Æ8 ro ø) er ~· og l.2; en Undergruppe med \::J~ og ~ som Sideklas-

sen). Dermed er det store Bevis helt afsluttete o 
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Det drejer sig om to Hypoteser om Primtallenes Fordeling i Tal-

rækken .. 

Som omtalt i tidligere Kapitler kan Primtallenes Fordeling beskri­

ves ved Primtalfunktionen 

T[ (x) = (Antallet Primtal mindre end eller lig x) o 

Vi ha:t.· (i Kap:L t el V) vist Primtalsætningen - x U (x)= log i+ R(x), 

hvor Restleddet E(x) bliver forsvindende i Forhold til det før-

ste Led for x~ QO., Af Sætningen har vi udledt, at for Tal som 

~tive_Primta~n~&1llB.:.~~~~ .. 

En lidt stærkere Form af Sætningen (vist allerede før 1900 af 

de la Vall~e-Poussin) siger at 

Tr(x) ==jx-+-. dt +R (x) log t 2 - 1og x 

Integralet her er den saakald'te "In.tegrallogari.tme", og man ser 

let ved en partiel Integration at dens Størrelse er som angivet 

ti1 højre. 

Naar mqn gaar ud i rpalrækken vil .Primtallene 11 genrH;msni t lig" kom-

me til at ligge mere og mere spredt, og det ytrer sig ved at de 

angivne Til:nærmelses:f:'u11kt:Loner til J/(x) ør nedad lru.le v idet fx 

Integranden er aftagende. De:tm€; aftagende Tæthed kan nu 

udtrykkes i følgemde: 

For a11e x,y e gælder 

x + y) Tfcx) + 
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I Uligheden er der Symn:itri mellem x og y 9 saa vi kan derfor i 

alt det følgende antage x ~ Y e At x = l maa undtages er klart, 

da 17( l) = O, saa Gyld:1.gheden her vilde simpelthen forhindre at 

Tf blev en voksende Funktion; iøvrigt er det jo en Definitions­

sag at l ikke medre~1es til Primtallene, dersom man gjorde d~t 

blev Venstresiden forøget med l og Højresiden med 2, og det er 

uvæsentligt for Uligheden (og for alt det følgende). 

For x = 2 siger Uligheden at Tr(y+2) ~ iT(y) + l, og det er 

klart? da der højst er Jt ulige Tal paa Intervallet J y ,y+iJ; 
~ -~ 

for x= 3 eller 4 staar der at 11 (y+x) ' ll(y) + 2, som er klar~ 

da højst 2 ulige Tal paa Intervallet Jy,y+xj. 

fzypotesen er støttet af vidtgaaende numeriske Undersøgelser, den 

er saaledes vist at være rigtig for alle x,y < 105 (Segal,l962). 

I 1958 fremsatte AeSchinzel (polsk) en vidtgaaende Hy~tllse, som 

løst udtrykt sigerv at hvis man har en endelig Mæ:rrgtftt·Polynomier 

af en reel Variabel y E /N , da vil der findes uendelig mange 

y~~Værdier for hvilke Polynomierne sirnul tant antager Primtals­

værdier v medmindre dette er a.abenlyst umuligt .. 

Præcist: ~~),. • .,f:a(y) alle tilhører Z [y), -~g-~e ha_: 

~sit~v· HøJ~ad~~oefficient og de er irreducible 9~ der, f~ 

.:!.hve~ta~-~~~~s et y e N saa. p kfl (y)" n H ofs(y) ~ da 

vil der findes uendelig mange y e IN for hvilke (y), ... 0, (y) 

.§J.!!l!.bht~~ (ligesom paa S .. 30 kunde Kravet om heltallige 

Koefficienter afsvækkes)" ( S·chinzels Hypotese "H~~) ø ... 
At de na:nrnte Betingelser er nødvendige kan let ses: Det første 

skal blot sikre at det/for vilkaarlig store y kan antage.s,~osi ti ve 

Værdier~ det andet er klart, thi hvis fj(yr) = g(y:)eh(y), hvor in­

gen af Faktorerne er ±1, da vil f' j (y) for alle tilstrækkelig 
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store y være et sammensat Tal (NB "irreducibel11 betyder jo baade 

at man ikke kan trække en konstant Talfaktor ~ ±l ud
1

og at 

Polynomiet ikke kan skrives som Produkt af to ikke-konstante 

Polynomier); det tredie Krav er nødvendigt, thi hvis det ikke 

er opfyldt vilde jo altid for alle tilstrækkelig store y mindst 

et fj(,) være delelig med et mindre Primtal p (og hvis det paa 

den emden Side fo'lr'··et. g'!lll/et p er opfyldt af et y, da er det ogsaa 

opfyldt af vilkaarlig store y, nemlig af en hel Restklasse modu­

lo p)., 

Denne Vidtrækkende Hypotese er kun bevist i et eneste Specialtil­

fælde, nemlig for et Førstegradspolynomium(!), hvor den i det 

moniske Tilfælde, altsaa et Polynomium y+b, er bevist af Euklid 

(nemlig Sætningen om at der er uendelig mange Primta,l), og i det 

iYtke-moniske Tilfælde, altsaa et Polynomium ay+b med (a,b) = 1, 

er bevis·h af Dirichlet i 1837 (den ofte omtalte Diri.chlets Sætning), 

Hypotesen vil havi!L·mange:r I\onsekvenser. F'x vil der findes uendelig 
'w 

~!_.E,rim~l af Form p = y2+1, saa Primtalfølgen 5,17,37 ,101, •• 

blev uendelig., Endvidere: Der findes ue:_:~eli_§ mange CB;!michael:_­

tal (S.l46); thi ifølge Hypotesen vil der findes uendelig mange -
y for hvilke de tre Polynomier p = 6y+l, q = 12y+l og r = 18y+l 

l 

simultant er Primtal, og dermed pqr - l = 1296y3 + 396y2 + 36y 

= 36y•(36y2 + lly + l) er delelig med baade p-1, q-l og r-1, hvil­

ket er tilstrækkeligt til at pqr er et Carmichaeltal. 

Man kan sige, at Hypotesen paa en Maade udtrykker, at det virker 

som om Primtallene er tilfældig fordelt. 

Her skal vi dog kun interessere os for et Specialtilfælde af Hypo-

tesen, nemlig hvor den anvendes paa et Sæt af moniske Førstegrads­

Polynomier, f 1 (y) =y+ b1 , ••• , fs(y) =y+ b
8 

• 
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Da Polynomierne er irreducible og med positiv Højestegradskoef­

flcient, bliver det kun den tredie af Schinzels Betingelser som 

faar Interesse. Den udsiger, at for ethvert p skal man kunne 

finde et y= Yp , saa p ikke gaar op i noget yp + bj, eller 

med andre Ord at -yp :/: bj for j= l, •• ., 9 s. altsaa at der 

modulo p findes mindst en Restklasse, nemlig ~ , som ikke 

indeholder noget b .• 
J 

Det udtrykker vi i følgende Definition: Et endeligt Sæt Bra:r he-

le Ta.l, b1 , ." .... ,b s , kaldes brugbart dersom det for ethvert Prim­

tal p gælder at ~ indeholder mindst en Restklasse som er for­

skellig fra @,. " .. , ~.. (Definit ionen kunde iøvrigt umiddel-. 

bart udvides til uendelige Talsæt b1 ,b2 , ••• ). Vort Specieltil­

fælde af Schinzels Hypotese udtrykkes saa i følgende: 

~~?t~s~: For ethvert brugbart Talsæt B skal der fin-

l_ ________ des uendelig mange y hvor y + B Primtalmængden P ." 

idet B = ~b j} .. 
Det er tuniddelbar.ir-··indlye-ende, at· dersom B er brt!.gbl!!:l:, 'i'la er en­

hver E~~ngd_~~f. B,_ ogsaa brugbJ!r, og endvidere a t enhver trans-

Det--erlet.at angive Eksempler paa brugbare Talsæt .. Fx vil for 
' 

2 s ' et fast Primtal p
0 

Sættet p
0

,p
0 

, ••• ,p
0 

være brugbart, thi for· 

p = p
0 

er alle (S) = ~ = @, og for p p0 er alle @ * (§) .. Et simpelt Taleksempel er B= (2,4}, og man ser, at 

l 

Hypotesen i dette Tilfælde udsiger, at der findes ~e~elig mang~ 

R.rJmtal tvilling_Ell:,, hvil.ke·t er en aarliUJatretgammel Formodning • 

~~--;~ls~~~~-.;;-(l, 3, 5 J er ikke brugbart, thi ;· Z:3 vil CD , ® .. og ® 
udgøre §lamtlige Restklasser, i Overensstemmelse med at tre kon-

' l 
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sekuti.ve ulige Tal (store) ikke kan være Primtal, idet et af 

dem vil være deleligt med 3e 

Derimod er Sættet (1,3,7,9) brugbart, thi for p = 2 eller 5 

eller større end lO er alle (b) forskellige fra @, og for 

p = 3 eller 7 er de forskellige fra ~· Ifølge Hypotesen skal 

det give Anledning til uendelig mange Kvadrupler af fire Prim­

tal i samme Dekade i Decimalsystemet (nemlig 5 konsekutive uli­

ge Tal, hvoraf det midterste mangler, og dette maa saa være 

deleligt med 5) o Eksempler paa saadanne er ( 11,13,17,19 J og 

(191,193,197,199) og (34841,34843,34847,34849) og de findes saa 

langt ud som Primtaltabellerne gaar, selvom de efterha~mden 

kommer til at ligge mere spredto 

Hypotesen støttes af følgende Betragtninger: "Sandsynihigheden" 

for at e·t Tal af Størrelse x er et Primtal er 1 • "Sand-log x 
synlighed en" for at x ±l sirnul tant er Prim·tal bliver saa pro-

portional med (log x)-2 (iøvrigt lig C•(log x)-2 , thi naar 

det ene af Tallene er ulige bliver det andet automatisk ogsaa 
et~. 

ulig~ "Sandsynligheden" for at x+l,x+3,x+7 ,x+9 simultant er 

Primtal bliver proportional med (log x)-4 OoSov •• Og da 
00 J (log t)"-mdt er divergent for alle m maa man vente sig, at saa-

danne Primtalkonfigurationer gentages i det uendelige" 

(Dette er ikke Matematik, Primtallene er jo ikke noget tilfæl­

digt fordelt, men der er hyppigt"noget om det". Et Eksempel som 

viser baade Styrken og Svagheden i Ideen er følgende: Kravet om 

at x er et Primtal kan udtrykkes ved at det ikke maa være dele­

ligt med noget p< x, hvilket giver "Sandsynligheden" 1T (l- 1.), 
p<x p 

som kan~~ at være "I%g6~·, hvilket er mindre end det "rig-
. u l tJ.ge -1 ..; ; men Kravet kan ogsaa ud trykkes ved at x ikke maa . og .A 

være deleligt med noget p '[X , hvilket giver "Sandsynligheden" 



Tf (l- !) , altsaa 
p~\{X p 

rigtige) ø 

o, 6 •• 
tlog x 
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som er større end det 

At "Sandsynligheden" for at x :t l er Primtaltvillinger er propor­

tional med (log x)-2 betyder, at Antallet Primtaltvillinger c x 

vokser som const.•x•(log x)-2 , og analogt i de andre Tilfælde; 

det ses paa samme Maade som at 7T(x) N x•(log x)-l svarer til 

"Primtalsandsynligheden" (log x)-1 • Dette understøttes af flere 

Resultater. Viggo Brun (norsk,l885- ) kunde vise, at Tvillinge­

antallet er mindre end const.•x•(log x)-2, men han kunde deri­

mod ikke vise, at Antallet er uendeligt (~evismetoden var en ge­

nial Modifikation af Eratostenes' Si, og blev Oprindelsen til 

de moderne Anvendelser af "~Hmetoder" i Talteorien; Resten af 

Kapitlet her bliver et - relativt simpelt - Eksempel pa.a Anven-

delse af disse). Hardy Littlewood kunde (1923) - men kun ved 

at benytte en stadig ubevist Hypotese i Slægt med den berømte 

"Riemann'ske Formodning" - vise Rigtigheden af de gættede Udtryk, 

ogsaa med de indgaaende konstante Faktorer, for Antallene af 

Primtal-Tvillinger, -Kvadrupler, oGs.v. < x, og Resultaterne sy­

nes at stemme meget godt med Optællinger i Tabellerne. 

Vi definerer 
p ( x) = max J B n J o, :x] L 

B 
hvor B brugbar. 

Altsaa (ifølge de ovenfor nævnte trivielle Egenskaber for brug-

bare Mængder):~) er det maximale Elementtal for et brugbart 

Sæt aa et Interval af I1æn de Zo 

Det er klar·!;, at p(x) er en ikke-aftagende Trappefunktion, som 

opfylder at p (x) x, og den vokser med Spring af Størrelsen l 

i visse naturlige Tale Endvidere gælder at 

~7Jy+x) :_([(y) Ji ~(x)* , idet Primtallene paa Intervallet Jy,y+~ 
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udgør et brugbart Sæt (for p~ y vil i.ngen af dem falde i Nul­

restklassen modulo p, og for p > y vil ingen af dem falde i Rest­

klassen (j) modulo p) o Af Ræsonnementet ser man fx umiddelbart 

at Primtallene 11,13,17,19 udgør et brugbart Sæt, som ved 

Translation giver at (1,3,7,9) er brugbart, benyttet ovenfor. 

Af Uligheden ses at p (x) 7[ ( 2x) - T[ (x) ø saa a t f (x) - Tf (x) 

er større end eller li.g 1T(2x)- 2o'rr(x); indsætter man heri 
r-

de la Vallee-Poussins skarpe Tilnærmelser til Il faar man at 

p(x)( )Tf(x) - 2oX•log 2/(log x) 2 , d.v.s. at f(x) kan vurderes 

nedad ved 7f(x) paanær en Afvigelse, som for x~ 00 bliver for­

svindende i Forhold til Tf( x). Ved ret kraftige Midler er det 

vist (H .LøMontgomery, 1971) , a t f (x) < 2 • Ti( x) for store x. 

Uvæsentligt, men interessant, er det at vi ogsaa har p (x+y) 

p(x) + p(y), saa at der for 
,, p gælder den "Trekantsulighed som 

er tvi.vlsom for 7T; det følger simpelthen af at et brugbart Sæt 

paa et Interval af I.~ængde x+y jo umiddelbar·t kan deles op i et 

brugbart Sæt paa et Interval af Længde x og et paa et Interval 

af Længde Yo 

Den foran fremhævede "anden Hypotese" ses at medføre at 

lim sup (7T(y+x) -Tf(y)} = f(x) 
Y4 CXJ 

(Man kan ikke slutte den modsatte Vej; fx er Sættet (2,4,8) brug-

bart, og det er klart at hvis man skifter Fortegn i et brugbart 

Sæt faas igen et brugbart Sæt, saa (-2,-4,-8) er ogsaa brugbart 

og ligger ligesom det forrige paa e·t Interval af hele Tal af 

I1ængde 7; men se l vom der findes vilkaarligt store y for hvilke 

y+2,y+4,y+8 simultant er Primtal, saa er det ikke sikkert at det 

gælder for Tripler y-2,y-4,y-8). 

Det~a~rende b~iver derfor at sammenligne p (x) og 7T(x). Hvis 
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p (x) Tf(x), saa viser den for y ~x gyldige Ulighed (S.,2lo,ne­

derst) at 'my+x) /((y) + /i( x), og dermed Rigtigheden af" første 

Hypotese". Men hvis der findes et x for hvilket p (x) > 7f( x), og 

reanden Hypotese" gælder, saa vil der findes vilkaalig sto::Qty for 

hvilke 7T(y+x) > 7((y) + 7T(x), og"første Hypotese" maa være for­

kert; lad os bemærke, at det kan (for store x-Værdier) kun ind-

træffe hvis x og y er væsentlig forskellige, hvilket fremgaar af 

Vurderingen (So211) af 7T(2x) - 2•1T(x). Endvidere maa vi antage 

x l, da p(l) = l medens rr(l) = o, men det svarer jo netop til 

at første Hypotese kun omhandler x,y >lo Alt dette er Overvejel-

se,r, som - mere eller mindre explici t - er gjort for 50-100 Aar 

sidene Vi maa derfor undersøge p (x). nærmere. 

~inj.tionen af et b;r:v,gpart Sæt kan aabenbart ogsaa formuleres sM: 

J&,Q.,~ Et brugbart Sæt er et Sæt ud·taget blandt de Tal som staar 

tilbage naar vi for ethvert Primtal p har fjernet en Restklasse 

modulo p fra Talrækken 'Z., 
~ M00 ~tegne en Foreningsmængde af Restklasser, en for hvert 

Primtal p; altsaa 
~æur.m 

Møo: U {t æ ap (mod .p)} ,et ap for hvert p. 
p 

Et Sæt er brugbart hvis det ligger i Komplementærmængden til et 

M00 , og vi har 
p (x) = ~M~x ( J O, x] \ M ~ l " 

'oo 
E1or nærmere at kunne undersøge Fænomenerne definerer vi 

og specielt 

et a for hvert p) p 

Vi kunde tilsvarende definere M~ , det ses at blive lig ~\fil~. 
Generelt vil der til et større z svare et mere omfattende Mz , 
og speciel t har vi M~ iri p/ c. -o :MO>Ø. 
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Der er ~~~li~ Mz9 ~de er ene paanær Translation, 

thi for givne ap, p ~ z, findes ifølge den kinesiske Sætning et 

y saa man for alle disse p har y~ ap (mod.p), og saa er jo 

·~y + Mz = M~ Da M~= ,æ-'- {.t1} ses, at ethvert Mz er en ægte 

Del af .L2'., 
Y~ Pz= 1fp 0 

p~z 
for ethvert Mz , og Antallet 

Saa er -o Pz Periode for Mz og dermed 

af forskellige Mz er altsaa højst 

lig Pz" 

Indskud: Faktisk er Pz den korteste Periode for~ , og Antallet 

af forskellige M er altsaa lig P • Dette er ikke trivielt, idet 
z z 1.& ' ' su J 

det ikke er umiddelbart indlysende~~~llige Sæt •··~e•• 
giver forskellige Mz, men det kan indses saaledes: Antag at q 

er den korteste Periode for M~, saa gælder qjPz' og q er altsaa 

Produktet af visse af Primtallene ~ z. Dersom der nu findes et 

Primtal p ~ z hvor pfq, saa er (p,q) = l og der findes altsaa 

et h saa p\hq+l; men saa er jo hq+l G M~ , og naar q er Periode 

vil ogsaa l E M0 
, hvilket ikke stemmer. Ifi'\,C..d<-.ut s L..., tø z 

- -o For M~ gælder ikke noget tilsvarende. Ovenfor er nævnt at Moø 

= .iZ \ { :tl}., Men man kan ogsaa opnaa at et M 00 har en uendelig 

Komplementærmængde, fx omfattende alle Tal 

(S. 208, Eksemplet paa brugbar Mængde). Eller et M tW kan omfatte. 

hele ~: Man opskriver alle de hele Tal som en Følge c1 ,c2 , ••• 

og alle Primtallene som en Følge p1 ,p2,., • ., og tager saa som Møo 

Foreningsmængden U {t ej (mod.,pj)}., Dog gælder det stadig 

at det translaterede af et M~ igen er et M øtJ .. 

Det er trivielt at p (l) = l og at p(2) =l (to Nabotal dækker 

begge Restklasserne modulo 2)o Ligesaases at p(3) =. 2 (fx var 

jo (2,4) brugbart, svarende til Primtaltvillingerne) og p(4} =~2. 

I øvrigt ses let at p kun kan vokse i de ulige Tal (da en Restklas­
se mod. 2 skal udgaa), hvilket ligner Tf -Funktionen .. 
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Jf(x) •---------
' 

p(x) 

l 17' ,, il !l 

~"'iguren viser p (x) og (punkteret) iT(x). Desværre bliver Be­

stemmelsen af p(x) hurtigt kompliceret. Lad os vise, at 

p (19) = 6., Af Tallene j 0,19] skal først fjernes en Restklasse 

modulo 2, og det er aabenbart bedst at fjerne de lige Tal, saa 

at der resterer lo ækvidistante Tal. Dernæst skal fjernes en 

Restklasse modulo 3; gøres det som paa øverste Figur (eller der­

med symmetrisk) med .., vil der 
J 

restere 7 Tal, og naar dernæst 

fjernes en Restklasse modulo 5 

kan man ikke undgaa i bedste 

Fald J -n" at fjerne endnu et, saa 

6 tilbage, men derefter gaar det 

glat, idet man modulo 7,11,13, •• 

altid kan vælge Restklasser som undgaar de 6; modulo 3 kunde man 

ogsaa have fjernet som paa nederste Figur -m , men saa var man 

allerede nede paa kun at have 6 tilbageo I bedste Fald er altsaa 

6 t il bage af d e 19 , saa p ( 19) = 6 • 

Paa Figuren ser man at 1T(x) - (J(x) i det store og hele vokser, 

omend langsomt. Hardy & Littlewood bestemte (1923) ~(x) for 

x< 100, og Schinzel & Sierpinski (1882-1970) for x< ~Self­
ridge (ca.l972) for x< 500, og den samme Tendens var klar, omend 

Funktionerne:-~ kom nær hinanden for x = 97, hvor Tf ( 97) = 25 og 
p ( 97) ; 23. ·. 
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I 1974 er der publiceret et Arbejde af Hensley & Richards (amrk.) 

hvori det vises, at der findes vilkaarlig store x for hvilke 

~x}.> 7[(x). ~rmed er altsaa vist, at de to foran opstil­

lede HlFot~ser er uforenelige. Man kan saa fundere over hvilken 

af dem der er forkert, og det er nok mest sandsyhligt at det er 

første Hypotese, idet anden Hypotese synes bedre underbygget, 

den har ligesom en mere "matematisk" Baggrund. Endelig er der 

selvfølgelig ogsaa den Mulighed at begge Hypoteser kan være for­

kerte. 

Faktisk gmlder, at P(x) - 7T(x) ~CO for x..,... oo , men for 
l 

at vise det maa man inddrage de la Vallee-Poussins stærke Prim-

talsvurdering~ uden denne kan vi kun vise det ovenfor nævnte, 

altsaa at f(x) - 7T(x) stedvis bliver positiv, men det er jo 

ogsaa tilstrækkeligt til at vise Hypotesernes Modstrid, og det 

vil fremgaa, at til det Formaal er Primtalsætningen ikke til no­

gen Nytte, vi kan klare os med de. ~svagere Tchebycheff-Vurderin-'o·' . 

ger. 

Anden Hypotese medfører at der vilkaarligt langt ud i Primtalføl­

gen findes hel t smaa Huller (fx Primtaltvillingerne); det kan !• 

man ikke vise, men derimod vil det undervejs i Betragtningerne 

fremgaa, at der stedvis vil findes konsekutive Primtal a:L··S.:tør-

reises-erae:a:.:·xy::..hY:!s Differens er vilkaarlig mange Gange større 

i3nd "Normaldifferensen" log x. Det viser i hvert FaldJat der er 

Uregelmæssigheder i Primtalfølgen, og er derfor ikke saa fjernt 

fra vort Formaal. 

Som Forberedelse til Beviset vil vi notere et Par Resultater. 

I 0
: Det uendelige Produkt lT (l 

p 
1) er lig O, ensbetydende p 
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med at Rækken )! 
L-p er divergent. Thi med Stieltjesinte-

gralskrivemaaden har vi 

.L--= t d l (t) =- ll(x) + -:2' /T(t) dt , -c- l )x l 1T l - J x l 
P fx P l x l t 

og da 7r(t) paanær en begrænset Faktor er lig t/log t faas 

at Summen vokser af Størrelsesordenen log( log )t). (En forfi­

net Analyse giver i øvrigt at (summen - log( log 'lt)) konverer mod 

en Konstant 0,26 •• ). 

II0
: Vi har Pz < e3z (idet Pz er Produktet af Primtallene ~z). 

Det følger umiddelbart af Tchebycheffs Vurdering, idet de en­

kel te Primtal er '§' z, og deres Antal er < 3z/ (log z). 

Beviset for Hovedresultatet skal bestaa af to Dele. I første Del 

vil vi vise, at Mz indeholder et langt ubrudt Interval af konse­

kutive hele Tal. 

Det er trivielt at Mz indeholder et Interval af Længde z-1, idet 

] J c-o l( l,z ::. Mz, men vi vil vise, at for z ~oo vil z-· Længden af 

det største Interval i M)~ QO. Det kan aabenbart ogsaa udtryk-z 
kes som: 

Til ethvert E ~ O findes et K = K l, saa for alle x > K haves 

Jo,x] ~ et Ms,x • 

Bevis: Vi kan antage f <l, og vælger 

A ! < f 
B 1 saa rr (l - !) < t saa A 20 J og 20 

, 
p6]A,B] p 

(det sidste er muligt p.G.a. Io ovenfor). For x> AB har vi saa 

Rækkefølgen ~ 
1< E fX J( o A - ;,ØJ( A 

l t ' ' l l 

Det gælder nu om at bestemme M' = u {t a a (mod.p)} saa det 
~x p 

Tallene Jo,x]. 
p f: t x 

indeholder alle 

For p e;: ]o,A] og for p(: JB,xJ vælges a = o. p 
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Dermed vil Mtx indeholde ]o,x] paanær 

Tal af Formen 
ex p r hvor r , P. ~ J A,B] (blandt 

J 
disse er Tallet l med) 

2) Primtallene paa J X,x] (alle ægte Multipla af disse Tal er 

derimod kommet med i Mix' idet deres øvrige Primfaktorer 

er mindre end A). 

Antallet af resterende Tal er derfor mindre end 

+ 

(Vurderingen 1 ) skyldes at ethvert ø<j opfylder O ~ D<j ~ 

og Antallet r er jo i hvert Fald mindre end B). 

log x 
log A ' 

For alle tilstrækkelig store x er dette samlede Antal mindre end 

JT(x), thi Bidraget fra 1 ) vokser højst som en Potens af log x, 
x medens Tr(x) vokser som x/log x, altsaa omtrent som log x • 

Saa lader vi p gennemløbe Primtallene paa J A, B], og vælger hver 

Gang ap saaledes at Restklassen ~ sluger flest muligt af de 

resterende Tal; for hvert p vil Restklasserne tilsammen indeholde 

alle Tallene, og der er derfor mindst en af Restklasserne, som in­

deholder mindst ~ af dem, og Antallet bliver derfor i hvert Fald 

nedsat med en Faktor (l- 1). Ialt bliver Antallet nedsat 
p l 

med en Faktor paa højst JT(l - ~) < 20 , saa det resterende 

Antal er nu mindre end 2~·Tf(x). 
Dem fjerner vi saa, et ad Gangen, idet vi hver Gang vælger et pas­

sende ap for p liggende i Intervallet J X' t. x J, saalænge indtil 

alt er fjernet. Hvis x er tilstrækkelig stor saa gaar det, thi 

saa har vi 2~ ]T(x) < 7/( t x) - IT (X), hvilket følger af Tcheby­

cheffs Vu:r.dering af 1T : Dels er 2!0 ·Tf( x) < ~·l~g x x , og dels er 

rr (~x) -IT (x) > IT (i x) -Tf( 2~x), og naar man i Vurderingerne af 

dette benytter at for tilstrækkelig store x er 1~gg~~ nær ved l, 
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og analogt med log·~x /log x
1
finder man at Uligheden er opfyldt 

( Talle·b 20 er valgt saa der bl i ve r et lille Overskud 

naar man bruger Tchebycheffvurderingerne med ~og 3). D 
Det var første Del af Beviset for Hovedresultatet. 

Inden vi gaar videre noterer vi som et Korollar at der findes store 

Huller i Primtalfølgen, idet for et vilkaarligt stort H gælder det 

for alle tilstrækkelig store y at Intervallet Jo,y] indeholder 

mindst H•log y Eaa hinanden følgende hele Tal, som alle er sam-

mensatte. 

Thi lad et G være givet, da vil for alle tilstrækkelig store z gæl­

de at M~ indeholder et Interval af Længde > Gz, og et saadant 

Interval findes indenfor Perioden ]o,Pz] (det kan ikke gaa ud over 

Enderne af dett.e Interval, thi vi ved jo at l f M~ ) • Primtal­

lene i M~ ligger alle i ] O, z J , og hvis vi fjerner dette har 

vi altsa.a mindst (G - l) •z konsekutive sammensatte Tal som alle 

er mindre end Pz, altsaa mindre end e3z (ifølge II 0 foran). Sæt­

tes y= e3z har vi det paastaaede med H= ~(G- 1). O 
Resultater, 

Det hidtidige er egentlig ældre EHBg~igH~ idet de ~ med det Formaal 

at bevise de omtalte store Huller i Primtalfølgen - gaar tilbage 

til Westzynthius (finsk) 1931 og Erdos 1935. Men nu kommer vi til 

det egentlige Bidrag af Hensley & Richards, altsaa anden Del af Be­

viset for Hovedresultatet. 

For at klarholde Begreberne er det maaske praktisk her at benytte 
l 

Kvantorer. Vi skal dog et langt Stykke frem holde f fast, og li-

geledes fastholde x> Kf (fra foregaaende Sætning), saa disse Bog­

staver vil vi udeladeo Nogle Variable skal tilhøre ~, andre skal 

bl.bt tilhøre {R , men det er ret selvfølgeligt, og vil kun blive 

anført I Teksten. Vi har x t R\ ; som sædvanlig skal en Interval­

betegnelse Ja, b] kun betegne d'e hele Tal n med a4 n~ b. 
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Vi havde 
]o,x] c 

og ved Translation kan vi flytte Mfx over i M~x , saa (y'E: ~) 

Jy',y'+x] ~ 

Vi multiplicerer Konfigurationen med p (p betegner et Primtal, men 

Operationen her er faktisk gyldig for alle p ~/N), hvorved M~ x 

afbildes ind ~elv ; vi sætter p•y' = y , og har saa 

'ri 3 p y 

Da M0 har Perioden fX P!x kan vi endda vælge y vilkaarlig i en Pe-

riodelængde, og vi har, med k e~, 

Y \( 3 :1: {y+p, ••• ,y+[x]p} S M~x 
k p yE ]-k-Pt:x'-l;J -

2k+Pax 
Vi har y !i -k; vi tager nu k >O og p > -x--'= , hvormed 

vi faar y +. xp > y + 2k + P > k o t_ X 
Altsaa vil Intervallet 

] -k, k] være indeholdt i Intervallet Jy,y+xp] , og den Del af 

Restklassen ~ modulo p som ligger indeni Intervallet J-k 2kJ 

maa være en Delmængde af { y+p, ••• ,y+ [xJ p} • Altsaa 

V, v 2k+P 3 : {t :; y (mod • p) J Il J-k,~ c. -o - Mtx • k> o p> · i x -y 
x 

Men det betyder jo, at indenfor Intervallet J -k, k] vil -o 
M~ x in-

deholde en Restklasse modulo ethvert p, der er tilstrækkelig 

stort, og vil derfor paa dette Interval være identisk med et Møø• 
2k+P 

Præcist: Vi tager et m større end · x &.x-, og hvis vi desuden 

sørger for at m er større end t x saa er Mlx S ~ , og vi 

har (m t: JR) 

LI v 2k+P 
Vk>O m>fx, x €x 
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Paa et Interval er et N00 komplementært til et brugbart Sæt, 

og benytter vi dette paa J -k 9 k], hvis Længde er 2k, faar vi 

·. .·2k+Plx 
f,Xr; X 

Hidtil har vi holdt x fast, idet blot x > Ke, • Nu lader vi 

ogsaa x variere 11 

Vi sætter 
k = e3 € x og m = ~ o 

2k+PI. 
Vi har P!,X < k og dermed er m ~ x x X"og..:.endvidere ~r 

k positiv), og for tilstrækkelig store x er ogsaa m ;:11' tx, 

idet 
> f. X for x stor .. 

Endvidere konstaterer vi at m< k (dersom blot x >3), og at 

for tilstrækkelig store x er idet 

l for x stor .. 

Vi betragter nu ]-k,k] '~;bortset fra at venstre Endepunkt 

mangler er der Symmetri omkring O. Vi havde Vk <m< k, hvor­

af umiddelbart følger at paa den positive Halvakse bestaar denne 

Mængde netop af Primtallene paa Jm,~ suppleret med Tallet l 

(da jo l J~). Følgelig har vi 

p(2k) > 2Tf(k) - 21T(m) • 

Da k= e3 f x ses,at store x-Værdier svarer til store k-Værdier, 

og idet vi udtrykker m ved k faar vi som Hovedresultat 

for alle 

Hvis vi saa benytter de la Vallee-Poussins Vurdering af 7T er vi 

færdige. Ved at udvikle, . fx l = l - 'log''·2 + o •" o,t/, 
log 2k log k (log k)2 1 
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finder mm k 
? ( 2k) - /L ( 2k) ~ ( 2 log 2 - 18!) • 2 + R( k) , 

(log k) 

hvor Restleddet bliver forsvindende i Fh .. t. k/(log k) 2 for k..,.~ 

Tager man nu blot et passende lille ( (fx lig 1~ , det er ikke 

nødvendigt at lade f ~ O) vil Højresiden gaa mod uendelig for 

K_.. oc , og vort Hovedresultat vil være bevist. 

Uden Brug af de la Vallee-Poussins fine Restledvurdering kan vi 

kun vise, at p(x) - 7f(x) stedvis bliver positiv og endda vil­

kaarlig stor, altsaa at lim sup (p(x) -7i(x)) = 00, medens Re­

sultatet ovenfor sagde at lim (f(x) -/t( x)) = 00.. Men til Gen­

gæld kan vi komme igennem blot ved at benytte Tchebycheffvurderin­

gerne (S.34) som udsagde at 

~ < f( x) = lo~ x • 7( (x) < 3 • 

Af skrivernæssige Hensyn vil vi igen benytte m = ( 9 l k)/( log k), 

idet vi bemærker, at k og m samtidig vil gaa mod uendelig; for 

k ~ QO vil al tsaa ogsaa T(( m) ~ 00, og endvidere vil i~~ ~k 

~ l. Vi vil nu bevise, at Størrelsen 

p ( 2k) - Ti( 2k) - 2 IL( m) 

kan blive positiv for vilkaarlig store k-Værdier, da deraf følger 

at lim sup (p(x) - Yf(x)) = 00. Ifølge Uligheden foran er 
X "'i' QO 

Størrelsen større end 2 Tf( k) - 7T( 2k) - 4 7f( m), som ail. tsaa skal 

vises at blive stedvis positiv. For at faa f ind i Spillet mul­

tiplicerer vi med ~~~ k , og faar dermed (idet vi betegner det 

d(k)) at 

d(k) = f(k) - (l - log 2) •f(2k) - 2• 10B k. m •f(m) 1 log 2k k log m 

og idet vi spalter den midterste Parentes op 1 og saa paa de to 

sidste Led benytter Grænserne for f, og endvidere indsætter 
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Forholdet ~ i sidste Led faar vi (bruger ogsaa, at log 2 > ~) 

Da nu i~~ ~k ~ l kan vi (for tilstrækkelig store k) trække 

de to sidste Led sammen; hvis blot vi vælger et tilstrækkelig 

lille !"(fx e. lig ur3 
9 vi behøver heller ikke her at lade' 

gaa mod O) faar vi 

d(k) > f(k) - f(2k) + ....!.. l 10 log 2k " 

Hvis vi opskriver denne Ulighed med k, med 2k, med 4k, •• o, 

med 2r-lk, og adderer det hele, faas 

For r -+ oo vil Højresiden gaa mod uendelig, thi f er begræn­

set, og Summanden under L: -Tegnet er lig jolog 2 ~ log k (med 

j som variabel), og det er Led i en Række der djvergerer (af Ty­

pe som den harmoniske Række) .. Altsaa maa d(2jk) være positiv 

for uendelig mange j. D 
Dermed er vort paastaaede Hovedresultat bevisto 
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