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DEL |

Vi filosoferer
— og indfgrer kompleksitet, entropi og divergens
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hvad vi lever af
Vi indleder med en banalitet:

Ligesom mennesket ikke lever af brgd alene,
lever vi i naturvidenskaberne ikke af formler alene
— ideer af almen karakter baerer ogsa veerket.

Ideerne skal lede os — det tekniske med formler og
symbolsprog skal give ideerne konkret indhold og bane vejen
for kvantitative overvejelser baseret pd iagttagelse.

Og hvad lever vi for?

| naturvidenskaberne sgger vi sandheden om den fysiske verden,
vi er anbragt i.

— 53 vi vil filosofere over vores tema:
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verden og dig

Det hele er verden, V.
Situationer fra verden vedrgrer Naturen og lagttager, dig!

Naturen har ingen bevidsthed — det har du!
Naturen er ikke kreativ — det er du!

Naturen er barer af sandheden,
du sgger sandheden, men er henvist til tro.

Med erfaring kommer erkendelsen, viden.
Viden er syntesen af udstrakt erfaring.
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interaktion (vekselvirkning)

Konkrete stgrrelser (instanser) i en typisk situation:
sandhed: x tro: y viden: z

En lidt anden (?) fortolkning af viden (z):
sadan opfatter du sandheden! (perception)

Fundamental og kritisk antagelse:
viden afledes af sandhed og tro tilsammen‘
— dvs. der findes en funktion, interaktoren I1, siledes at

z="(x,y).

— absolut sandhed? virkelighed?
— erfaring, viden, erkendelse, perception?
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Eksempler pa verdener

Den klassiske verden V; er karakteriseret ved interaktoren
|_|12

M1(x,y) = x, sé& her er z = x. Her kan sandheden erfares:

‘det, du ser, er det, der er sandt.

Et sort hul V), er karakteriseret ved interaktoren [g:

Mo(x,y) =y, sé her er z=y. Med andre ord:

‘det, du ser, er det, du tror.‘

Blandinger (Tsallis verdener), f.eks Vs:
4

: 3 1
V% , karakteriseret ved I'I%(x,y) = 7x + e

Andre muligheder...(der er mange, men ovenstdende er nok
de vigtigste)
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eksempler pa situationer

Naturfaenomener: vejret i morgen, hvor er askeskyen? ...

Fra fysikkens verden: tilstanden af en gas i et varmebad, ...
Sundhedssektoren: virker pillen? kommer der en epedemi? ...
Samfund, gkonomi: kursernes udsving ...

Den religigse sfare: forholdet mellem Vorherre og dig, ...
Personlige forhold: elsker hun mig? ...

Litteraturen: Daphne myten ...

Psykologi: udfyldning ...

Spil: hvor mange gjne? er terningen aegte? ...
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Beskrivelse, besvaer, kompleksitet

Den, der kan beskrive verden, behersker verden!
— men beskrivelse koster i form af et besvaer for dig
og besvaeret afthanger bade af sandheden og af din tro.

Notation: ®(x, y) er besvaeret, nar sandheden er x, din tro y.
Andet ord for “besveer”: kompleksitet .
Vi kalder @ for kompleksitetsfunktionen .

Vi vedtager: Kompleksitetsfunktionen er ren hvis
besvaeret er mindst nar din tro matcher sandheden:
®(x,y) > ®(x,x) med lighedstegn kun nar y = x.

| det fglgende taenkes kun pa rene kompleksitetsfunktioner.
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entropi og information

‘ Entropi (H) er uundgaeligt besvaer! ‘ sa: ‘ H(x) = ®(x, x). ‘

MaxEnt: Med flere muligheder for x, vaelger Naturen den mest
ugunstige for dig, den, med stgrst entropi. (mere senere)

Man kan ogsé tanke positivt pd besvar, pa entropi:

Ved information kan man undgd besvaer. Informationsmaengde
males ved sparet besvaer. Specielt: Ved fuld information om
x, er den vundne informationsmangde lig med entropien H(x).
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Divergens og den fundamentale ulighed

Divergens (D) er et mal for hvor taet y er pa x og males ved
aktuelt besveer i forhold til minimalt besveer:

D(x,y) = ®(x,y) = H(x) .

Anderledes udtrykt: der gzlder fglgende, linking identiteten:
®(x,y) = H(x) + D(x,y).

Da vi har valgt en ren kompleksitetsfunktion galder:

Informationsteoriens Fundamentale Ulighed (IFU)
D(x,y) > 0 med lighedstegn kun hvis y = x.
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mer’ om information, mer’ om MaxEnt

Information er information om noget, for os om sandheden.
Typisk: “x € P" med P en maengde af mulige x'er, en
preparation .

Jaynes maksimumentropiprincip, MaxEnt: Er “x € P" det, der
vides, er sandheden det x € P med stgrst entropi — ethvert
andet x ville svare til at du vidste noget mere!

‘Det, du ser, afhaenger af det, du ved.

‘ | naturvidenskaberne er sandheden ikke absolut. ‘
Bland ikke tingene sammen. Her tales om viden, ikke tro.
Farer til et ngglespgrgsmal:
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... hvad k a n vi vide?

Svaret er gemt i fglgende opfattelse:

Tro er en tendens til handling!

- eller snarere et forvarsel herom.

Tro kan transformeres til kontrol .

Med kontrol kan lagttager udfgre eksperimenter .
Et eksperiment kraever en praparation.

‘Praeparationerne fortzeller, hvad lagttager kan vide‘

Typisk praeparation: Maengden af x for hvilke ®(x, yp) har en
bestemt veerdi. (yo bgr transformeres til tilsv. kontrol)

‘Det, du kan vide, er det, du kan beskrive.‘
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MaxEnt og robusthed

MaxEnt finder udstrakt anvendelse for praeparationer som
netop beskrevet. Den tekniske behandling er typisk ganske let
ved udnyttelse af et nyt begreb:

y* er robust for praeparationen P safremt ®(x, y*) er
uafhangig af x, sdleenge x € P.

Saetning Hvis x*, y* opfylder fglgende betingelser:
y* = x* (perfekt match), x* € P, y* robust for P,
sa er x* det sggte MaxEnt-element.

Bevis: Antag ®(x, y*) = h for alle x € P. Sa er
H(x*) = &(x*,x*) = ¢(x*,y*) = h
og for hvert x € P er
H(x) < H(x) + D(x,y*) = ®(x,y*) = h.

Derfor!
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DEL Il

Vi ser pa stokastiske modeller
og bestemmer konkrete rene
kompleksitetsfunktioner
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Verdener baseret pa sandsynlighed
Verdener, hvor situationer er bestemt ved sandsynligheder
over et alfabet. Skematisk:

A | sandhed | tro | viden

1 Xi Yi Zj

(feks i V1 er zi = x; og i V% er z; = %X,- + %y,-).
Et konkret eksempel:

A | sandhed | t

_‘
o

viden iV | viden i V%
0.2500 0.2500
0.5000 0.4375
0.1250 0.1563
0.1250 0.1563

00| 00| =N | = |
HS S S s

> P 3
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kompleksitetsfunktioner i stokastiske modeller

Al x|y z

besveer (pris, energi...)

i xi|yi|zi=7(xiyi) | o(xi,yi) = zik(yi) = 7(xi, yi)e(yi)

O(x,y) =S icn m(xi vi)E(yi)-

Det totale besvaer er ®(x,y) = > &(x;, yi), dvs.

k :[0,1] = [0, 0], er deskriptoren, der til t (sandsynlighed,
du tror, et udfald har), angiver dit besvaer med at indkredse
udfaldet. Sagt positivt: x(t) er den pris, du er villig til at
betale for at fa information om at en handelse med

sandsynlighed t er indtruffet.
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om eksistens af rene kompleksitetsfunktioner

‘PROBLEM: bestem k, s& ® bliver en ren kompleksitetsfunktion!

Saetning: For enhver verden V = V. er der masser af acceptab-
le kompleksitetsfunktioner, nemlig svarende til forskellige valg
af k, men hgjst eet valg, der giver en ren kompleksitetsfunktion!

Beviset er lidt omstaendeligt. Jeg springer det over!
Igvrigt geelder, at forskellige verdener godt kan have samme
rene kompleksitetsfunktion. Sa:

Selvom du kan beskrive verden, behgver du ikke kende verden!
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prisen pa information i den klassiske verden

| den klassiske verden ser det lidt enklere ud:

Al x|y z besvaer

il xi|yi| zi=x | o(xi,yi) = zic(yi) = xic(yi)

Kompleksitetsfunktionen er her | ®(x,y) = > ;4 xik(yi).

Vi sgger k. Vi forventer, at k er aftagende og at k(1) = 0.
Desuden vil vi sgrge for at x'(1) = —1. Dette svarer blot til
et valg af enhed . Vores valg giver naturlige enheder, nats.
Havde vi valgt normeringen #’(1) = In 3 ~ —0.6931, havde vi
faet binzere enheder (bits).
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Vi geaetter en ren kpl.fkt. i klassiske verden V;

Skal finde «, s& det for alle sandsynlighedsvektorer x og y
gelder, at summen ®(x, x) er < summen ®(x, y), se skema:

A | x | y | bidrag til ®(x,x) | bidrag til ®(x,y)
I | x| »n x16(x1) x1k(y1)

2 | x|y xok(x2) x2k(y2)
i x| i xik(x;) xik(yi)

sum | 1 | 1 d(x, x) P(x,y)

Et trick: Vis i stedet, at
summen ®(x, x) + 1 er < summen ®(x,y) + 1,
se skemaet:

Slide 20/26



UNIVERSITY OF COPENHAGEN

Slide 21/26

bidrag til ®(x,x)+1

bidrag til ®(x,y) + 1

A | x|y
1 | x| wn xyk(x1) +x1 x1k(y1) + 1
2 | x| w xok(x2) + x2 xo6(y2) + y2
i x| i xjk(xi) + Xi xik(yi) + yi
sum | 1 | 1 O(x,x) +1 d(x,y)+1

Satser pa at dette endog galder “ledvist”, dvs. at uligheden
sk(s) +s <sk(t)+t (1)
geelder for alle 0 < s <1ogalle 0 <t <1. Hold fgrst s fast.
Hgjre-siden i (1) er en funktion af t med mindstevaerdi for

t = s; derfor er der stationart punkt for t = s, dvs.

sk/(s) +1 = 0. Dette gelder alle s og bestemmer dermed en
differentialligning. Lgsningen med (1) = 0 er funktionen

1
k(t) = In?.
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... fortsat ...
Vi har gattet en x-funktion og dermed en
kompleksitetsfunktion! Men er det en ren
kompleksitetsfunktion? Vi checker: Er
sk(s)+s <sk(t)+t 7
— eller: er
1 1
sin—+s<slh—+1t7
s t
— eller: er

t
sih-<t—s?
s

JA! — det fglger af den velkendte ulighed Inx < x — 1! Vi
konkluderer:

[Vierk: t~In % den entydigt bestemte deskriptor, der fgrer

til en ren kompleksitetsfunktion!
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DEL Il Opgaver til de, der har lyst
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Opgave 1:

Diskuter situationer, hvor de opstillede filosofiske
betragtninger virker interessante, maske fordi de peger pa
forhold, du selv har iagttaget. Du bgr forholde dig kritisk til
de fremfgrte tanker. Der er masser af spgrgsmal, man kan
stille, f.eks. omkring begrebet “virkelighed" - findes
“virkeligheden” og, i sammenhang hermed, er der mening i
et begreb som den “absolutte sandhed”?

Hvordan passer begreberne sandhed, tro og viden ind i en
religigs kontekst? Er det det rene vas og misforstaet
videnskabelighed, hvis man prgver at fortolke begreberne i en
anden sammenhang end en rent videnskabelig?

Og, lidt omvendt, kan forhold vi mgder som almindelige
mennesker hjzlpe os, nar vi sgger efter modeller til forklaring
af rent naturvidenskabelige forhold?

Opgave 2: Bestem entropi og divergens i V;.
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Opgave 3: Se pa Tsallis verden 1V, med et g mellem 0 og 1
(0 < g < 1). Der er kun een ren-kompleksitetsfunktion i
denne verden. Bestem den og opskriv en formel for den
tilhgrende entropi, den sdkaldte Tsallis entropi. Vis, at
blandt samtlige fordelinger over en endelig maengde, er
ligefordelingen den med stgrst entropi. Vejledning: Ga frem
helt som i V; og gaet dig frem. Tricket, vi sa fgr, fgrer til
differentialligningen

sk'(s)+ (1 —q)k(s) +1=0.

Du finder let en konstant-funktion kg som Igsning og sa ses,
at er k en Igsning, opfylder funktionen f = xk — kg en noget
simplere differentialligning, som du kan Igse. Husk sa at pil
den Igsning ud, der opfylder (1) = 0. Du kan stille dig
tilfreds med dette, men bgr checke, at uligheden

sk(s) + s < sk(t) + t virkelig er opfyldt. Vedrgrende sidste
spgrgsmal om ligefordelingen: Brug robusthed!

Advarsel: Opgaven er ikke let! Vil du vide mere om Tsallis
entropi, spgrg evt. Google eller Wikipedia.
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Mere information: se min hjemmeside
(spg f.eks. pd mit navn i GOOGLE)
SLUT for nu — TAK!




