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Kommutativ algebra



Om ringe og moduler

1. Nogle grundbegreber.

(1.1). 1 det folgende betegner R en ring. Her, som overalt i dette kursus, forudsattes, at
ringen er kommutativ, dvs at multiplikationen er kommutativ: rs = sr for alle elementer r, s
i ringen. Videre forudsettes overalt, at ringen har et et-element, dvs at der findes et element
1iringen, sa at 1r = r for alle elementer r i ringen. Et-elementet er med andre ord neutralt
element for multiplikationen. Ringens nul-element er det neutrale element for additionen.
Det betegnes 0, og det er karakteriseret ved r + 0 = r. Hvert element r i R har et inverst
med hensyn til additionen: det er det modsatte element, betegnet —r. Det er ikke udelukket,
at nul-elementet og et-elementet i R er det samme element. Hvis 0 = 1, sa sluttes imidlertid,
atr = 1r = Or = 0; ringen indeholder altsé sa kun ét element, nemlig nul-elementet, og den
kaldes ogsa nul-ringen og betegnes 0.

Et element i R, der har et inverst med hensyn til multiplikationen, siges blot at vaere et
invertibelt i R. Et sadant element kaldes ogsa en enhed i R. At r er invertibelti R betyder, at
der findes et element " i R, saledes at rr’ = 1. Elementet »’ er det inverse element, betegnet
r~1. De invertible elementer i R udger, med multiplikation som komposition, en gruppe
betegnet R*.

Et element r i R kaldes nilpotent, hvis der findes en eksponent » saledes at " = 0, det
kaldes idempotent, hvis r? = r, og det kaldes involutorisk, hvis 2 = 1.

(1.2) Definition. Et element r i R kaldes en nuldivisor, hvis der findes et element a #~ 0 i
R, saledes at ra = 0, og det kaldes regulert, hvis det ikke er en nuldivisor. Bemark, at der
ikke findes nogen nuldivisorer i nul-ringen. I alle andre ringe er nulelementet en nul-divisor.
Ringen kaldes et integritetsomrade, hvis ringen ikke er nul-ringen og den eneste nuldivisor
er nul-elementet. Den sidste betingelse kan udtrykkes ved nul-reglen: af ra = 0 falger at
r=~0ellerata =0.

Ringen R kaldes et legeme, hvis R ikke er nul-ringen og hvis alle elementer forskellige
fra O er invertible i R. Bemark, at et legeme er et integritetsomrade. Af en ligning ra = 0,
hvor r = 0, fés nemlig ved multiplikation med r ~! ata = 0.

Ringen Z af hele tal er et integritetsomrade. Ringene Q, R og C af henholdsvis rationale,
reelle og komplekse tal er legemer.

(1.3) Karakteristik. Lad 1 veere et-elementet i R. Det er ikke udelukket, at der findes
naturlige tal » séledes at

1+---+1=0. (1.3.1)
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Hvis der findes sadanne tal n, sa kaldes det mindste af disse ogsa for ringens karakteristik.
Alle tal n, for hvilke (1.3.1) er opfyldt, vil sa veere multipla af karakteristikken. Hvis ligningen
(1.3.1) ikke er opfyldt for noget tal , siges ringen at have karakteristik 0.

(1.4) Ringhomomorfi. En afbildning 6: S — R mellem ringe kaldes en (ring-)homomorfi,
hvis 6 bevarer addition og multiplikation og afbilder et-elementet i S over i et-elementet i R.
Betingelserne kan udtrykkes ved ligningerne ¢(s +t) = ¢(s) + ¢(t), ¢(st) = ¢(s)@(t) 0g
¢(1) = 1. Homomorfien kaldes en isomorfi, hvis den er bijektiv.

En delmangde R’ af R, som er stabil under addition og multiplikation, og som selv er en
ring med samme et-element som R, kaldes en delring af R. Bemeerk, at den sidste betingelse
er ngdvendig for at sikre, at inklusionsafbildningen s — s er en ringhomomorfi R” — R.

(1.5) Ideal. Endelmangde a af R kaldes et ideal, hvis a er en undergruppe i ringens additive
gruppe og a desuden er stabil med hensyn til multiplikation med et vilkarligt element fra R.
Den sidste betingelse betyder, at der for alle elementer a i a og r i R geelder, at produktet ra
tilhgrer a.

De trivielle idealer er delmangderne {0} og R. Idealer, der er forskellige fra R, kaldes
ogsa &gte idealer. Bemaerk, at et ideal a i R er et &gte ideal, hvis og kun hvis et-elementet 1
ikke tilhgrer a. Er nemlig 1 € a, sa falger for hvert element 7 i R, atr = r1 € a.

Et ideal a kaldes et hovedideal, hvis der i a findes et element a, saledes at a bestar af alle
multipla af a, dvs a = Ra = {ra | r € R}. ldealet siges da at veere frembragt af a, og det
betegnes ogsa (a). Ringen kaldes en hovedidealring, hvis alle idealer er hovedidealer, og et
hovedidealomrade (eller et PID), hvis den desuden er et integritetsomrade.

De trivielle idealer er hovedidealer: hovedidealet (0) bestar kun af nul-elementet, og
hovedidealet (1) bestar af alle elementer i R. Bemaerk videre, at hovedidealet (a) er et &gte
ideal, hvis og kun hvis a ikke er et invertibelt element. Er nemlig (a) = R, sa er specielt 1
element i (a). Folgelig er 1 = sa, hvor s € R, og sa er a invertibel. Antag omvendt, at a er
invertibel, altsa at der findes s i R sa at sa = 1. Da gelder for hvert element r, at r = rsa
tilharer (a).

(1.6) Faktorielle ringe. Antag, at R er et integritetsomrade. Et element p i R, som ikke
er 0 og ikke er en enhed, kaldes irreducibelt, hvis det kun pa triviel made kan skrives som
et produkt p = rs. Det kaldes et primelement, hvis det opfylder fglgende: hvis p gar op i
et produkt rs, sa gar p op i en af faktorerne r og s. Det er let at vise, at et primelement er
irreducibelt.

Ringen R siges at veere faktoriel (eller et UFD), hvis hvert element i R, der ikke er 0 og ikke
er en enhed, kan skrives som produkt af primelementer. ZAKkvivalent er betingelsen, at hvert
element, som ikke er 0 og ikke er en enhed, entydigt kan skrive som produkt af irreducible
elementer. En faktoriel ring siges ogsa at veere en ring med entydig primoplgsning. Det er
velkendt, at et hovedidealomrade er en faktoriel ring (,,Et PID er et UFD*). To elementer i en
faktoriel ring kaldes primiske, hvis deres faelles divisorer kun er enhederne.

(1.7) Idealoperationerne. Lad a og b veere idealer i R. Det er Klart, at feellesmaengden a N b
igen er et ideal. Ved summen a + b forstas idealet bestaende af summer a + b, hvor a € a og
b € b. Ved produktet ab forstas idealet bestdende af alle endelige summer af produkter ab,
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hvora € aog b € b. Ved radikalet Rad a forstas idealet bestaende af de elementer » i R, der
har en potens r”*, som tilhgrer a.

Bemeerk, at produktet ab er indeholdt i feellesmeengden a N b. Bemaerk videre, at radikalet
Rad(0) af det trivielle ideal (0) bestar af de nilpotente elementer i R.

(1.8) Kvotientring. Til hvert ideal a i R hgrer som bekendt en kongruensrelation: To ele-
menter r og r’ er kongruente modulo a, hvis differensen ’ — r tilhgrer a. Kongruens modulo
a er en &kvivalensrelation, og akvivalensklasserne kaldes ogsa restklasser (eller sideklas-
ser). Den tilhgrende kvotientring, dvs mangden af restklasser, betegnes R/a. Restklasser
komponeres ved regning med reprasentanter.

Ringhomomorfien R — R/a, der afbilder et element i R over i den &kvivalensklasse,
der indeholder r, kaldes den kanoniske homomorfi, og den betegnes r +— 7.

Lad6: R — S vareenringhomomorfi. Daudsiger Isomorfisaetning for ringe som bekendt
folgende: Kernen for 6, dvs originalmaengden 6—1(0), er et ideal i R, billedet 6(R) er en
delring af S, og 6 inducerer en naturlig isomorfi fra kvotientringen R /60 ~1(0) p4 billedringen
O(R).

(1.9) Polynomiumsringen. Med R[X] betegnes ringen af polynomier med koefficienter i R.
Elementerne i R[X] er endelige summer,

f=ro+nX+--+r,X"

Hvis polynomiet ikke er nul-polynomiet, dvs hvis et af »;’erne er forskelligt fra 0, defineres
polynomiets grad som det starste i for hvilket r; % 0. Den tilsvarende koefficient r; kaldes
hgjestegradskoefficienten eller den ledende koefficient. Hvis den er lig med 1, siges polyno-
miet at vaere et normeret polynomium (eller et monisk polynomium). Nar nul-polynomiet
tilleegges en grad, forudseettes altid, at denne grad er mindre end alle andre grader, og specielt,
at denne grad er mindre end 0. Graden af et polynomium f betegnes deg( /). Polynomierne
af grad mindre end eller lig med 0 kaldes konstante polynomier. De udger i R[X] en delring,
der er isomorf med R.

Ved multiplikation af polynomier multipliceres specielt hgjestegradskoefficienterne. Det
ses specielt, at hvis R er et integritetsomrade, sa er ogsd polynomiumsringen R[X] et inte-
gritetsomrade, og graden af et produkt er summen af graderne.

(1.10) Division med rest. Lad der i R[X] veere givet et normeret polynomium d af grad n.
Satningen om division med rest udsiger da, at hvert polynomium f har en entydig fremstilling,

f=qd+r,

hvor polynomiet r er af lavere grad end d, dvs af grad hgjst n — 1.

Polynomier af formen gd udger hovedidealet (d). Alternativt udtrykker setningen derfor,
at hvert polynomium f modulo (d) er kongruent med et entydigt bestemt polynomium af
formen,

ro+rX 4+ X"
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Elementerne i kvotientringen R[X]/(d) er restklasser f af polynomier f. Sattes £ := X, er
setningen a&kvivalent med fglgende resultat: Hver restklasse i R[X]/(d) har en fremstilling,

ro+ré+ -+ rp_1E"L

hvor r; ’erne er entydigt bestemte elementer i R.

(1.11) Redder. Etelement a i R siges at veere rod i polynomiet f, hvis f(a) = 0. For et
givet element a i R kan sztningen om division med rest anvendes pa farstegradspolynomiet
X — a. Som resultat fas en fremstilling, f = g (X — a) + r, hvor graden af restpolynomiet
r er mindre end 1. Restpolynomiet r er altsa et konstant polynomium. Ved indsattelse af a
ses, at konstanten er f(a). Fremstillingen har altsa formen,

f=qX —-a)+ f(a).

Specielt afleeses heraf, ata errodi f, hvis og kun hvis f er delelig med forstegradspolynomiet
X —a.

Hvis polynomiet ¢ har en rod kan processen gentages. Det er let herved at indse fglgende:
Hvis R er et integritetsomrade, sa har hvert polynomium f # 0 en entydig fremstilling af
formen,

f=qgX —a)"™ - (X —a)", (1.11.1)

hvor g er et polynomium uden redder i R.

(1.12). Det er velkendt, at polynomiumsringen k[ X], med koefficienter i et legeme %, er et
hovedidealomrade. Specielt er k[X] en faktoriel ring. Ethvert ikke-konstant polynomium
kan altsa skrives entydigt som produkt af irreducible polynomier. Enhederne er de kon-
stante polynomier forskellige fra 0, og ofte antages (implicit), at irreducible polynomier er
normerede.

Legemet k siges at veere et algebraisk afsluttet legeme, hvis hvert ikke-konstant polyno-
mium i k[X] har enrod i k. En a&kvivalent betingelse er, at de irreducible polynomier (pa neer
multiplikation med en konstant) netop er farstegradspolynomierne X — a for a € k (dette
folger fx ved at betragte fremstillingen (1.11.1)). Yderligere geelder fglgende resultat:

Antag, at k er et algebraisk afsluttet legeme. Lad K vere et legeme, som indeholder k, og
antag at K er af endelig dimension som vektorrum overk. Daerk = K.

Bevis. Lad « veere et element i K. Det skal vises, at « tilhgrer k. Betragt hertil potenserne
1,a,?, ... i K. Da K er af endelig dimension over , findes blandt disse uendelig mange
potenser en ikke-triviel linezer relation, dvs en ligning af formen aga” +aja™ 1+ - -4-a, = 0,
hvor a; € k og ikke alle a; er lig med nul. Elementet « er med andre ord rod i et ikke-trivielt
polynomium f i k[X]. Skriv nu f som produkt af irreducible polynomier, f = p1--- p,.
Ved indsattelse af o fas ligningen 0 = f(@) = p1(a)--- p,(a). Da K er et legeme, og
specielt et integritetsomrade, falger det af ligningen, at en af faktorerne p;(«) er lig med
0. Elementet « er saledes rod i et (normeret) irreducibelt polynomium. Da k er algebraisk
afsluttet, er dette irreducible polynomium af formen X — a, hvora € k. Ataerrodi X —a

betyder, at « = a. Altsa er a element i k, som gnsket. I
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(1.13) Algebraens fundamentalsaetning. udsiger, at legemet C af komplekse tal er et al-
gebraisk afsluttet legeme. De irreducible (normerede) polynomier i C[X] er altsa netop
farstegradspolynomierne X — a for a € C. Som konsekvens fas falgende resultat om ringen
af polynomier R[X] med reelle koefficienter:

De irreducible (normerede) polynomier i R[ X] er netop polynomierne X —a fora € R og
andengradspolynomierne uden (reelle) radder, dvs polynomierne af formen (X — a)? + b?,
hvor b # 0.

Bevis. Antag nemlig, at f er et irreducibelt (normeret) polynomium i R[X]. Hvis f har en
reel rod a, sder f deleligmed X —a, jfr (1.11), og falgeliger f = X —a, da f er irreducibel.
Antag derfor, at f ikke har reelle redder. Da har f en kompleks rod «, og med o er ogsa det
komplekst konjugerede tal @ rod i f. Disse tal er forskellige, sa inden for C[X] er f delelig
med produktet p = (X — a)(X — @). Polynomiet p har reelle koefficienter, og er af den
gnskede form. | ringen C[X] géar p op i f; det falger sa, fx af Seetningen om division med
rest, at p ogsa i ringen R[X] garop i f. Da f er irreducibelt, fglger det endeligt at f = p,
som gnsket. I

Yderligere fas falgende resultat: Lad K vere et legeme, som indeholder R, og antag at K
har endelig dimension som vektorrum over R. Da er enten K = R eller K er isomorf med C

Bevis. Antag, at R C K, og betragt et element « i overskudsmangden. Som i (1.12) indses,
ata errod i etirreducibelt polynomium p i R[X]. Da« ¢ R, kan p ikke veere et fgrstegrads-
polynomium. Af det foregaende resultat falger derfor, at p er et andengradspolynomium
p = (X —a)?+b%hvora,berreelleogb # 0. Setnu j := (@ — a)/b. Af ligningen
p(a) = 0 falger da, at j2+1 = 0. Det er herefter klart, at elementerne i K af formen x + yj,
hvor x, y € R, udger et med C isomorft dellegeme af K. Af resultatet i (1.12), anvendt for

k = C, falger nu, at K er lig med dette dellegeme. Hermed er resultatet bevist. I
(1.14) Flere variable. Polynomiumsringen R[X1, ..., X,] i n variable defineres ganske som
for én variabel. Elementerne i R[X1, ..., X,] er endelige summer,
= Z Fig,oig XT o X0, (1.14.1)
i1,..0) in

altsé en sum af endelige mange led af formen rXi*--- X;'. De specielle polynomier af
formen X7 - - - X, kaldes monomier, og summen i +- - - +i, er monomiets grad. Monomiet

Xil .-~ X, siges at forekomme i polynomiet F, hvis den tilhgrende koefficient r;, . ; er
forskellig fra 0. Hvis F ikke er nul-polynomiet, defineres graden af F som den starste grad
af et monomium, der forekommer i F.
Et polynomium H kaldes homogent, hvis alle monomier, der forekommer i H, har samme
grad. Ethvert polynomium F kan fremstilles som en sum af homogene led Fj,: Leddet Fj, er
Et polynomium F kan ,,ordnes” efter en af de variable, fx efter X,;: Hermed menes, at
man omordner summen (1.14.1) saledes:

' in-1) yi
F = Z( Z ril"vvin—l,l‘X;-l e Xn_::ll_)XIl,l
i

i1,eedin—1
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den indre sum, for en fastvaerdi af i = 0, 1,..., har formen f; X!, s via omformningen
bliver F et polynomium i den ene variable X,,, med koefficienter f;, der er polynomier i de
resterende variable X1, ..., X,_1. Specielt fas falgende induktive definition af polynomier:

R[X1, ..., Xl = R[X1, ..., Xu_1l[Xn]. (1.14.2)

Gauss’ Seetning udsiger, at hvis R er en faktoriel ring, sa er ogsa polynomiumsringen R[X]
en faktoriel ring. Ved induktion fglger sa, at nar R er faktoriel, sa er ogsa polynomium-
sringen R[X1, ..., X,] i n variable en faktoriel ring. Specielt fglger det ved induktion,
at polynomiumsringen k[X1, ..., X, ] med koefficienter i et legeme & er en faktoriel ring.
[Induktionsstarten er her, at polynomiumsringen k[ X] er faktoriel, jfr (1.12).]

Over en faktoriel ring R kan man, ogsa i flere variable via (1.14.2), bruge

Eisenstein’s Irreducibilitetskriterium. Antagom f = agX" +a1 X"t +---+a, € R[X],
at f er primitivt (dvs intet primelement fra R gar op i alle a;) og at der findes et primelement
p € Rsdledes, at p | a; fori =1,...,n 09 p?ta,. Daer f irreducibel i R[X].

(1.15) Moduler. Ved en modul M over ringen R (ogsa kaldet en R-modul) forstas en kom-
mutativ (additivt skrevet) gruppe M, i hvilken der yderligere er givet en multiplikation med
elementer fra R, dvs en afbildning R x M — M betegnet (r, x) — rx, som opfylder de
linearitetskrav, der kendes fra vektorrum. Disse krav er falgende, for elementer r, s € R 0og
x,yeM:

rx+y)=rx+ry, (r+s)x=rx+sx, (rs)x=r(sx), 1lx=nx.

I denne forbindelse kaldes elementerne i ringen ofte skalarer. Modulen, der har netop ét
element, kaldes nul-modulen, og den betegnes 0.

For moduler kan det af og til veere bekvemt at bruge en udferlig notation af formen
(M, +, R), som indikerer navnet, additionen, og multiplikationen med skalarer fra R.

(1.16) Eksempler. Moduler over et legeme er blot vektorrum over dette legeme; specielt er
moduler over C (eller R) er blot komplekse (eller reelle) vektorrum.

Moduler over Z er blot kommutative grupper i den forstand, er der for en givet kommutativ
gruppe M er en entydig made hvorpa man kan definere multiplikation med skalarer fra Z:
Er der nemlig givet en saddan multiplikation, sa fglger af den den anden og den sidste ligning
ovenfor,forn € Z,n > 1, at

n n

—— [ NS

multiplikationen af x med n er altsa den n’te (additive) potens af x i gruppen M. Heraf falger
let, at ogsa multiplikation med negative tal er bestemt ved den additive potens. Omvendt
folger det af de tre potensregler, for en given kommutativ gruppe M, at med additiv potens
som multiplikation med skalarer er M en Z-modul.

For en vilkarlig givet ring R er det mest oplagte eksempel pa en R-modul mangden R”"
af sgjler af n-set med koefficienter i R. Additionen og multiplikation med skalarer fra R
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er koordinatvise. For n = 1 fas specielt ringen R opfattet som modul over sig selv. Hvis

M, ..., M, er givne R-moduler, defineres mere generelt den direkte sum,
Ml D---P Mm
som mangden af alle sgjler af n-s&t x = (x1,...,x,)", hvor x; € M;. Addition og multi-

plikation med skalarer fra R defineres koordinatvis.

(1.17) Definition. En afbildning ¢: M — N mellem moduler kaldes en (modul-) homo-
morfi eller en R-lineaer afbildning, hvis den bevarer addition og multiplikation med skalar.
Betingelsen kan udtrykkes ved ligningerne ¢(x + y) = ¢(x) + ¢(y) 0g ¢(rx) = re(x).
Homomorfien kaldes en isomorfi, hvis den er bijektiv.

En modul M siges at veere endeligt frembragt, hvis der i M findes endelig mange elementer
e1, ..., ey, Saledes, at hvert element x i M kan skrives som en linearkombination,

X =rie1+ -+ rpey,

hvor r;’erne tilhgrer R. Hvis sadanne fremstillinger er entydige, siges modulen M at veere en
fri modul, og s&ttet eq, . . ., e, kaldes en basis for modulen. Det er let at se, at M er endeligt
frembragt, hvis og kun hvis der findes en surjektiv homomorfi R” — M, og at M er fri, hvis
og kun hvis der findes en isomorfi R” — M.

(1.18) Undermodul. Lad M vere en R-modul. En undermodul N er da en delmangde N
af M, som er stabil over for addition og multiplikation med skalarer fra R, og indeholder
modulens nul-element. De trivielle undermoduler er hele M og undermodulen bestaende
alene af nul-elementet i M; den sidste undermodul betegnes 0 eller (0).

For givne elementer x1, ..., x,, i M udger mangden af alle linearkombinationer,

Rxi+ -+ Rxpy ={rixa1+---+rx,|r1,....,m € R},

en undermodul; det er undermodulen frembragt af x4, ..., x,.
Bemark, at i modulen R er undermodulerne netop idealerne i ringen R. ldealet frembragt
af endelig mange elementer aq, ..., a, € R betegnes nasten altid (a1, ..., a,).

Lad N og P vere undermoduler i R-modulen M. Det er Klart, at feellesmangden N N P
igen er en undermodul. Ved summen N -+ P forstas undermodulen bestaende af summer n+ p,
hvorn € N og p € P. Lad a vere et ideal i R. Ved produktet aN forstas undermodulen
bestaende af alle endelige summer af produkter an, hvor a € a ogn € N. Hvis idealet er et
hovedideal (a), sa er produktet lig med undermodulen aN = {an | n € N}.

(1.19) Kvotientmodul. Til hver undermodul N i M hgarer en kvotientmodul M /N: Elemen-
terne i M/ N er restklasser (eller sideklasser) modulo N, dvs &kvivalensklasser svarende til
felgende akvivalensrelation:

DEF
x=x & x'—xeN.
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Relationen kaldes ogsa kongruens modulo N. Klassen, der indeholder x, er delmeaengden
x+ N = {x+n | n € N}. Nar denne klasse opfattes som element i M /N betegnes den x, og
x siges at veere en reprasentant for klassen. Kvotienten, dvs mangden af restklasser modulo
N, organiseres som R-modul ved regning med repreesentanter: Lad U og V veere klasser, og
veelg repraesentanter, u for U og v for V. Summen U + V er da klassen, der indeholder u + v,
og produktet rU (for r € R) er klassen, der indeholder produktet ru. Det felger umiddelbart
af disse definitioner, at der for alle x, y i M og r i R gelder,

X+y=x+y, rx=rx.

Afbildningen x — x er altsa en homomorfi M — M /N, kaldet den kanoniske homomorfi.

Isomorfiseetning for moduler. Lad ¢: M — N vare en modulhomomorfi. Da gelder:
Kernen for ¢, dvs originalmaengden ¢~1(0), er en undermodul i M, og billedet oM er en
undermodul i N. Videre bestemmes ved

X = @(x)

en veldefineret isomorfi fra kvotientmodulen M /¢ ~1(0) pa billedmodulen ¢ M.

Bevis. Det vides allerede, fra Isomorfiseetning for grupper, at forskriften bestemmer en vel-
defineret isomorfi fra kvotientgruppen til billedgruppen. Det skal altsa blot tilfgjes, at denne
isomorfi ogsa bevarer multiplikation med skalarer. Og det falger af, at ¢ er linezr. I

(1.20) Annullator og nuldivisor; cyklisk modul. Lad x vere et element i modulen M. Ved
r +— rx defineres da en homomorfi R — M. Kernen for denne homomorfi er en undermodul
i R, altsa et ideal. Dette ideal bestar af de skalarer », som annullerer x, dvs opfylder, at
rx = 0, og det kaldes ogsa annullatoren for elementet x, og det betegnes Ann(x).

Hvis ligningen rx = 0 er opfyldt med x # 0, kaldes r en nuldivisor pa M. Mangden
af nul-divisorer, betegnet Z (M), er altsa foreningsmangden af annullatorerne Ann(x) for
alle x # 0. De elementer i R, der ikke er nuldivisorer pa M, siges ogsa at vere regulaere
pa M. Er ligningen rx = 0 opfyldt med en skalar r, som ikke er nuldivisor i R, kaldes x et
torsionselement.

De skalarer, der annullerer alle elementer i M, udger et ideal i R, kaldet modulens an-
nulllator, og betegnet Ann M.

Billedet ved homomorfien r — rx bestar af elementerne i M af formen rx for r € R, og
det betegnes ogsa Rx. Isomorfisetningen er her en isomorfi,

R/Ann(x) — Rx.
Modulen M kaldes cyklisk, hvis der i M findes et element e saledes, at M = Re. Det fremgar

af det foregaende, at M er cyklisk, hvis og kun hvis M er isomorf med en kvotientmodul R /a
af R modulo et ideal.
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(1.21) Strukturseetning for endeligt frembragte moduler over et PID. Hvis R er et ho-
vedidealomrade (et PID), sa galder, at enhver endelig frembragt R-modul M er en direkte
sum af cykliske moduler. Der findes med andre ord en isomorfi af R-moduler,

M>~R/a1 @ ---® R/ay,

hvor a; erne er (hoved-)idealer i R.

For R = 7 og en endelig kommutativ gruppe M som modulen, er resultatet blot den
velkendte Strukturseztning for endelige kommutative gruppe. Vi viser ikke det generelle
resultat.

(1.22) Determinant. For en (kvadratisk) (n x n)-matrix « = (c;;) med koefficienter o;; i R
betegnes med «; den j’te sgjle og med ;o den i’te reekke i «v. Videre defineres determinanten
af a ved udtrykket,

deta = Z SIgN(0) 0ty 1 -+ - Oy » (1.22.1)
oes,
hvor der summeres over alle permutationer o = (o1, ..., 0,) i den symmetriske gruppe S,,.

Der er n! led i summen, og hvert led bestar ud over et fortegn af et produkt af » af matricens
elementer udvalgt ved hjeelp af permutationen o med ét element fra hver sgjle og ét fra hver
rekke.

Det er let ud fra definitionen at vise de simple regler: Determinanten er alternerende
som funktion af sgjlerne, dvs R-lineser som funktion af den k’te sgjle (nar de gvrige sgjler
fastholdes) og lig med 0 nar to sgjler er ens. Det er en konsekvens, at nar matricens sgijler
permuteres, sa multipliceres determinanten med permutationens fortegn. Desuden &ndres
determinanten ikke, hvis matricen transponeres. Heraf fglger videre, at determinanten ogsa
er alternerende som funktion af reekkerne.

Endelig er determinanten multiplikativ: Er g endnu en (n x n)-matrix, sa er det(Ba) =
det(B) det(«). Mere generelt betragtes R-moduler M og N og en alternerende afbildning

Ww: M" — N. Betragt to seet u = (u1,...,u,) 0g v = (v1,...,v,) af n elementer i M.
Antag, at elementerne v; i det andet set er bestemt som linearkombinationer af elementerne
ui, ..., uy idet forste set; det svarer til en matrixligning,

V1, ..., vy) = (U1, ..., up)e, (eller kort: v = ua)

som udtrykker, at den i "te koordinat v; pa venstresiden er det produkt, der fas ved pa hgjresiden
at gange raekken (u1, ..., u,) med den i’te sgjle i «. Med denne antagelse gelder, at
V(ua) = det(a) ¥ (u). (1.22.2)
Udregningen er umiddelbar: Med v = u«a har vi v; = Zﬁl:l O, illg;, hvor vi har ladet
navnet pa summationsindex afhaenge af i. Da W er linezr i hver variabel, fglger det, at

n n
V(ua) = Z Z Qo1 oy nV(Ugy,s .oy Ug,). *)

o1=1 o,=1
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De mulige setafindices (o1, . . ., 0,) svarertil afbildningerneo: {1,...,n} — {1,...,n},sa
summen i (*) er over alle sadanne afbildninger. Da v er alternerende, er leddet pa hgjresiden
0, hvis to argumenter er ens. Det er derfor nok at summere over de afbildninger o, der er
injektive (og dermed bijektive), dvs over permutationerne o € S,. For en permutation o
har vi, da W er alternerende, at W (us,, ..., Ug,) = Sign(o)W(u1, ..., u,). Udtrykket i (*)
reduceres altsa til falgende:

W(ua) = ) SIgN(0) toy1 - - - Con W (0);

oes,

det er, ifalge definitionen af determinanten, den gnskede formel (1.22.2). Formlen for deter-
minanten af et matrixprodukt, i formen det(Ba) = det(«) det(B), folger af (1.22.2) ved at
bemerke, at i matrixproduktet y = Bo er den i’te sgjle i y pracis den linearkombination
af sgjlerne i B, hvis koefficienter er er den i’te sgjle i . Ligningen y = Ba svarer altsa til
v=ux,medv=7yogu=_2;.

(1.23) Cramer’s formler. Betragt nu for en given matrix o den matrix, der fas ved at erstatte
den k’te sgjle i « med en sgjle x. Determinanten af denne matrix udvikles efter den k’te
sgjle. Det betyder fglgende: | hvert led i summen i (1.22.1) er den k’te faktor efter fortegnet
et element fra matricens k’te sgjle. For den betragtede matrix er den k’te faktor altsa en af
koordinaterne x; i x. Nu samles i summen alle led, hvor den k’te faktor er x; (og x; settes
uden for parentes), dernast samles alle led hvor den k’te faktor er x» (0g x2 seettes uden for
parentes), osv. Herved fremkommer et udtryk for determinanten, der gjensynlig har formen,

det(aq, ..., x, ..., o) = Qr1xX1 + - - - + QknXn, (1.23.1)

hvor faktorerne ay; kun afhanger af matricen o og ikke af sgjlen x. Fglgelig kan oy;
bestemmes ved i udtrykket (1.23.1) at indsette den sgjle x, der har 1 pa den j’te plads og 0
pa de gvrige pladser. Det falger, at &; er determinanten af den matrix, der fas fra o ved at
erstatte elementet pa plads jk med 1 og erstatte de gvrige elementer i den k’te sgjle med 0.
Determinanten af denne sidste matrix &ndres gjensynlig ikke, hvis man yderligere erstatter
de gvrige elementer i j’te reekke med 0.

Elementet ay; er uafhangigt af elementerne i den k’te sgjle og den j’te reekke. Derfor
giver et tilsvarende argument udvikling efter /’te reekke:

det(rer, ..., xY, ... )" = X181 + - - - + X @, (1.23.2)

med den samme matrix af koefficienter ;.

Matricen @ = &;; kaldtes klassisk den adjugerede til matricen o; vi vil oftest kalde den for
kofaktormatricen for «. Definitionen indeholder en slags ,,transponering“: Kofaktoren a;; er
determinanten af den matrix, der fas ved at erstatte «;; med 1 og de @vrige elementer i jte
reekke og i ’te sgjle med 0. Sammenlignet med determinanten af den (n — 1) x (n — 1)-matrix,
der fas fra o ved at fjerne j’te raekke og ite sgjle, er der ogsa ,,indbygget et fortegn i &;;.
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Bemeerk, at hgjresiderne i formlerne (1.23.1) og (1.23.2) kan udtrykkes ved raekker og
sgjler i matricen & som, henholdsvis, produkterne ;ax og xa;. Formlerne kan altsa bruges
til at beregne matrixprodukterne &x og x"&. Specielt, ved at anvende formlerne, nar x og x
er sgjler og reekker i matricen «, udledes Cramer’s formler:

aa = aa = det(a)l,,

hvor 1, er enhedsmatricen i Mat,,(R).

(1.24) Algebra. Ved en generel algebra over R forstas en R-modul A, i hvilken der er givet
en multiplikation (x, y) — x % y, som er R-lineer i hver variabel. Af lineariteten falger
specielt at multiplikationen er additiv i hver variabel, dvs at den distributive lov gelder.

Specielle krav til multiplikationen giver specielle klasser af algebraer. Fx fastleegges en
Lie-algebra ved fglgende krav:

xxx =0, xx(yx2)+y*x(@z*xx)+zxx*xy)=0 x,y,z€A.
En associativ algebra med et-element fastleegges ved fglgende krav:
xx(yxz)=@*xy)*xz, laxx=xxly, x,y,z€A

hvor 14 er algebraens et-element. Vi betragter udelukkende sadanne associative algebraer
med et-element, og vi reserverer betegnelsen R-algebra for denne type. | en R-algebra A
er der altsa tre operationer: En addition (x, y) — x + y som ger (A, +) til en kommutativ
gruppe, en multiplikation med skalarer fra R, (r, x) — rx,somger (A, +, R) tilen R-modul,
og en multiplikation (x, y) — x = y, som gar (A, +, %) til en ring. Det kraeves yderligere,
at multiplikation i ringen A og multiplikation med skalarer fra R harmonerer i den forstand
at

r(x*xy)=@x)xy=uxx(ry).
Seedvanligvis skrives blot xy for x * y.
(1.25) Opgaver.

1. Betragt i ringen Z (hoved)idealerne a = (24) og b = (32). Bestem summen a + b,
produktet ab, og radikalerne Rad(a) og Rad(b).

2. Vis, at antallet af monomier Xil . -X,i{’ afgradd i R[X1, ..., X,] er bestemt ved bino-
mialkoefficienten (”jﬁzl). [Vink: Etabler, for n-sat af ikke-negative tal, en bijektiv kor-

respondence mellem sat (i1, ..., i,) med sum d og strengt voksende s&t (1, ..., j,) med
3. Vis, at hvis R er delring afen ring A og o1, ..., a, er elementer i A, sa er evaluering,

_E:..il i _2:..1'11'
F = Fig,..., l,,X]_ Xy o Flag, ..., ap) = Tig, . inOp 0",

en ringhomomorfi R[X1, ..., X,] — A.
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4. Vis, for elementer x i en R-modul M, atOx = 0o0g (—1)x = —x.

5. Er det virkelig korrekt at tale om sgjlen (x1, ..., x,)? Er der ikke snarere tale om en
raekke?

6. Lad @ € Mat,,,(R) veere en p x m-matrix. Vis, at x — ax er en R-linezr afbildning
R™ — RP?. Vis, at enhver R-lineaer afbildning R™ — RP? er af denne form med en entydig
bestemt matrix «.

7. Lad der veere givet en undermodul N; € M; fori =1, ..., m. Bestem en isomorfi,
Mi&---&M,
Mi/N1®D---@® My /Ny,.
N® BN, 1/N1 m/Nm
8. Vis forelementer x1, ..., xx i R, at (x1) +---+ (xx) = (x1, ..., xk).

9. Beskriv, for et naturligt tal », idealet (n, X) i Z[X]. Vis, at idealet er kernen for en ,,oplagt”
homomorfi Z[X] — Z/n.

10. Beskriv idealet (X, Y) i Q[X, Y]. Vis, at (X, Y)? = (X?, XY, Y?), og at dette ideal ikke
kan frembringes af feerre end 3 polynomier.

11. Lad d veere et normeret polynomium af grad ¢ i R[X]. Ringen R[X] og kvotienten
R[X]/(d) er specielt moduler over R. Lad & vere restklassen af X modulo (d). Vis, at de n
potenser 1, &, ..., &L er en R-basis for R[X]/(d).

12. Beskriv de cykliske Z-moduler. Hvilken sammenhgng er der mellem elementorden og
annullator for elementer i kommutative grupper?

13. For hvilke elementer x i R-modulen M er Ann(x) et &gte ideal?
14. Antag, at R er et integritetsomrade. Hvad kan du sige om Ann(r) for r € R?

15. Betragt for et ideal a kvotienten R /a som R-modul. Lad 1 € R/a betegne restklassen af
1. Vis, at Ann(1) = a.

16. Hvad plejer vi at kalde cykliske undermoduler af en given Z-modul?

17. Hvis M er en fri modul med basis e1, ..., e,, kaldes antallet »n af basiselementer ogsa
modulens rang. Kan du finde et problem i denne definition? *Og lgse det?

18. Vis, at en kvadratisk matrix « er invertibel i Mat,, (R), hvis og kun hvis det « er invertibel
i R.
19. Vis for en given mangde 1, at mangden R’ af alle afbildninger x: I — R pa naturlig
made er en R-modul. For et element x € R’ ogi e I skrives ofte x; = x(i) for veerdien i
i; elmentet x; € R er den i’te koordinat af x. Vis, at delmangden bestaende af de elementer
x € R!, der kun har endelig mange koordinater (evt ingen) forskellige fra 0, udger en
undermodul af R’; den betegnes R®!.

For i e I betegnes med §; den karakteristiske funktion for i, dvs veerdien §;; er 1 (et-
elementeti R) néri = j, og O ellers. @jensynliger §; € R®!. Vis, at hvert element x € R®!
har en entydig fremstilling som en (endelig) linearkombination af elementerne §;, nemlig

som
X = X;8;
Ziel r
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(hvor summen er endelig i den forstand, at skalaren x; kun er forskellig fra 0 i endelig mange
af leddene).

Oftest identificeres elementerne i € I med de tilsvarende elementer §;, og I opfattes som
delmangde af R®7. Man kan s teenke pa elementerne i R®! som formelle linearkombinati-
oner af elementerne i den givne mangde. Modulen R®! kaldes den frie modul med basis /.
Vis, at enhver afbildning ¢ : I — M, framangden 7 til en R-modul M, entydigt kan udvides
til en lineaer afbildning @: R®! — M.

20. Elementerne i en direkte sum M1 & - - - ® M,, er sgjler af n-set x, hvor den i ’te koordinat
x; tilhgrer M;. Betragt for simpelheds skyld tilfeldet n = 2, altsa en direkte sum P @ Q. |
overensstemmelse med denne konvention skrives homomorfier ind i P & Q som sgjler: idet
¢: M — Pogy:M— Q ergivne homomorfier, betegner sgjlen (fz) homomorfien,

(f;) M — P @ Q, bestemtved x — (1(2))6 = (f;);)

Tilsvarende skrives homomorfier fra P & Q som rekker: ideta: P — Nog B: Q — N er
givne homomorfier, betegner reekken (o« 8) homomorfien,

(¢ B): P® Q — N bestemt ved (;C) — (o ,3)(?}) = ax + By.

Betragt mere generelt to direkte summer M = M1 @ ---® M,, 0 N =N1 @ --- ® N,,.
Vis, at de linezere afbildninger «: M — N er afbildningerne x — ax, hvor « eren p x m-
matrix af lineare afbildninger (mere preecist, hvor « pa plads i, j har en lineer afbildning
oj. Mj — Ni).

21. Vis, at hvis (A, +, -, R) er en R-algebra (associativ, med et-element, det forudseettes
altid), sa defineres ved
re—rly

en ringhomomorfi ¢: R — A som opfylder rx = ¢(r)x. Praciser, hvad der menes med
falgende pastand: En kommutativ R-algebra A er , det samme som*“ en kommutativ ring A
med en ringhomomorfi ¢: R — A. Og vis pastanden. Hvorfor indgar ordet , kommutativ* i
pastanden?

22. Bestem, for polynomiumsringen i m + k variable, en isomorfi,
R[X1,....Xm, Y1,..., Y% /(Y1, ..., Vi) — R[X1, ..., Xn].

23. Antag, at R er et PID. Vis, at enhver undermodul K < R" er fri, og at der for rangen,
dvs elementantallet i en basis, gelder rk K < n.

24. Vis for et ideal a C R, at delmangden Rad(a) faktisk er et ideal i R, og at a € Rad(a).
Vis, at for et primideal p er Rad(p) = p; og mere generelt: Rad(p”) = p forn > 1.

25. Vis for et ideal a i R og en modul M, at maengden aM, af alle summer af produkter ax
fora € aog x € M, er en undermodul. Vis (og preciser), at kvotienten M /aM naturligt er
en R/a-modul.
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26. Lad p veere et primtal og lad M vere en endelig kommutativ gruppe (additivt skre-
vet). Vis, at M/pM naturligt er et vektorrum over F,. Vis, at vektorrumsdimensionen af
M/pM er relateret” til de cykliske grupper af primtalspotensorden, der indgar i M ifglge
Strukturseetningen for endelige kommutative grupper.

27. Vis, at de linezre afbildninger e: R” — M er afbildningerne af formen e(x) =
(e1, ..., e,) svarende til et st af n elementer ey, ..., e, i R-modulen M.

Vis, at seettet (eq, ..., e,) er et frembringersystem for M, hvis og kun hvise: R" — M
er surjektiv. Seettet (eq, ..., e,) er lineert uafthengigt, hvis den eneste lineare relation
x1e1 + - -+ + x,e, = 0 er den trivielle, hvor x; = --- = x,, = 0. Vis, at sattet er lineert
uafhaengigt, hvis og kun hvis e: R" — M er injektiv. Vis, at sattet er en basis for M, hvis
og kun e: R"™ — M er en isomorfi.

28. Det er et fundamentalt resultat i linezer algebra, at en linezr afbildning o: RY — R? er
injektiv, hvis og kun hvis determinanten det(«) ikke er en nuldivisor, dvs hvis og kun hvis
multiplikation med det(«) er en injektiv afbildning R — R. Vis, at , hvis* falger af Cramer’s
formler. Det generelle resultat er ikke sa let at eftervise. Vis resultatet for integritetsomrader
R. Vis, ved hjalp af resultatet, at en linezr afbildning R” — R¢ kun kan vere injektiv nar
n < d (eller nar R er nulringen).

Ved rangen af en modul M, betegnet rk M, forstas det sterste antal elementer, der kan
veere i et lineaert uafhaengigt system i M. Ved frembringerdimensionen, betegnet dimgen M,
forstas det mindste antal elemeneter, der kan vere i et frembringersystem for M. [Bemark, at
notationen dimgen M ikke er en standardnotation.] Vis, ved hjeelp af resultatet, at der generelt
geelder rk M < dimgen M. Vis yderligere, at hvis M er endeligt frembragt, s& er M fri, hvis
og kun hvis rk M = dimgen M.

29. Vis, at de cykliske moduler R/a og R/b er isomorfe, hvis og kun hvis idealerne a og
b er det samme: a = b. [Vink: Overvej, hvordan du ud fra R-modulen R/a kan bestemme
idealet a.]

30. Antag, at x € R er nilpotent. Vis, at sa er 1 + x invertibel i R.

31. Betragt polynomiumsringen G = R[X1, ..., X,]. Vis, for idealet M = (X1, ..., X,)
I G, at G/9% = R. Lad G, veere undergruppen af homogene polynomier af grad d. Det
er en fri R-modul, der som basis har monomierne af grad 4. Vis, at G4 < 9¢. Vis, at
9me /9mm?+L er en modul over G/ = R. Beskriv 9?, og bestem en naturlig R-linezr
isomorfi M? = G4 @ ML, Udled heraf en R-isomorfi G4 —> 9? /md+1,

32. Visforen R-modul M oga € R, at (a)M = aM (hvoraM = {ax | x € M }).

33. Et element x i R-modulen M kaldes et torsionselement, hvis der findes en skalar r,
der ikke er nuldivisor i R, saledes, at rx = 0. Vis, at torsionselementerne i M udger en
undermodul Miors af M og at kvotientmodulen M/ Miqs er ,torsionsfri®.

34. Antag, at R er et PID. Antag, at Q er en R-modul frembragt af e, f, og at der findes
en linear relation ae + bf = 0 med a # 0. Lad d vere storste feelles divisor for a, b.
Vis, at der findes x, y € R sdledes, at ax + by = d, og at der sa gelder: elementerne

¢ = (a/d)e + (b/d) f og f = —ye + xf frembringer Q og dé = 0.
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Antag, at M er en endeligt frembragt torsionsfri R-modul (dvs Ann(x) = (0) for x # 0).
Vis, at M fri. [Vink: Vis, ved induktion efter n, at ethvert frembringersystem ey, .. ., e, for
M, hvor n er mindst mulig, er en basis.

35. Vis, at enhver surjektiv homomorfi «: R” — R" er en isomorfi. [Vink: Vis, ved hjelp
af Cramer’s formler, at for kvadratiske matricer «, 8 medfgrer ligningen o = 1, at « er
invertibel med 8 som den inverse.]

36. Den adjugerede til en 2 x 2-matrix (") er matricen ( d ;”). | matricen (gg) Star

tallene for deres restklasser modulo 24. Bestem den inverse matrix.

37. Betragt en (n x k)-matrix g og en (k x p)-matrix «, 0g produktmatricen y := Ba.
Overvej om falgende matrixligninger er rigtige:

Yi =B, ., B, (1,5 ¥p) = (B1, .-, B

38. Antag, at W: M" — N er linear i hver af de n variable, og alternerende, dvs lig med 0
nar to af de n argumenter er ens. Vis, for (x1, ..., x,) € M" og en permutation o € S,,, at
W (Xgys - ey Xg,) = SIQN(O)W (X1, ..., Xp).

39. Hvordan lgser man ved hjelp af Cramer’s formler, for en invertibel matrix « i Mat,, (R),
et lineeert ligningssystem ax = b?
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2. Kerne og kokerne. Exakte falger.

(2.1) Kerne og kokerne. Lad der vaere givet en homomorfi, dvs en R-linear afbildning,
¢: M — N. Ved kernen for ¢ forstés som bekendt originalmangden ¢ ~1(0). Kernen beteg-
nes Ker ¢. @jensynlig er kernen en undermodul af M. Videre er billedet ¢ M en undermodul
af N. Ved kokernen for ¢ forstas den tilhgrende kvotientmodul N /oM. Kokernen betegnes
Coker ¢.

Som bekendt er ¢ injektiv, hvis og kun hvis Ker ¢ = 0. Af definitionen fremgar umiddel-
bart, at ¢ er surjektiv, hvis og kun hvis Coker ¢ = 0.

(2.2) Observation. Lad der vere givet et kommutativt diagram af moduler,

M pm

Ll

N —— N'.

[Her, som i det felgende, siges et diagram bestaende af moduler og homomorfier at veere
kommutativt, hvis det for hvilkesomhelst to moduler M og P i diagrammet geelder, at alle
homorfier fra M til P, der kan fas ved sammensatning af diagrammets homomorfier, er ens.]

| diagrammet er altsd v = ¢’. Homomorfien w vil da afbilde undermodulen Ker ¢ af
M ind i undermodulen Ker ¢’ af M’. Antag nemlig, at x tilhgrer Ker ¢. Sa er altsa px = 0,
og dermed ogsa vgx = 0. Da diagrammet er kommutativt, falger det at ¢’ ux = 0. Og det
betyder jo, at w.x tilhgrer Ker ¢'.

Det kommutative diagram vil altsa inducere en homomorfi mellem kernerne,

Kergp — Kerg'.

Tilsvarende vil v afbilde undermodulen ¢ M af N ind i undermodulen ¢’ M’ af N’. Heraf fas
en veldefineret afbildning N /oM — N’/¢’ M’ mellem kvotienterne: en klasse i N /oM med
repraesentanten x € N afbildes pa den klasse i N'/¢’M’, som repreaesenteres af vx € N’. Der
induceres altsa en homomorfi mellem kokernerne,

Coker ¢ — Coker ¢'.

(2.3) Nulfglge og eksakt falge. Lad der veere givet en falge af moduler og homomorfier,

e M1 e My I My g
Falgen kan veere endelig, eller uendelig i en eller begge retninger. Falgen siges da at veere en
nulfglge, hvis sasmmenszatningen af to pa hinanden fglgende homomorfier altid er nul. Dette
betyder, at billedet af ¢;,1 er indeholdt i kernen for ¢; for alle i. Fglgen kaldes eksakt i
modulen M;, hvis billedet af ¢; 1 er lig med kernen for ¢;, og den kaldes en eksakt falge,
hvis den er eksakt i M; forallei.

I definitionen forudseettes naturligvis, at M; ikke er falgens farste eller sidste modul,
saledes at bade ¢; 11 0g ¢; er definerede.
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(2.4) Observation. Betragt for en given homomorfi ¢: M — N falgerne herunder:

0—>M -2+ N, (2.4.1)
M-~ N—0, (2.4.2)
0—sM -4~ N—0. (2.4.3)

Falgen (2.4.1) er naturligvis en nulfglge. Billedet ved den farste homomorfi er nul-undermo-
dulen 0i M. Falgen er altsa eksakt, netop nar kernen for ¢ kun bestar af 0, altsa netop nar ¢
er injektiv.

Tilsvarende ses, at falgen (2.4.2) er eksakt, netop nar ¢ er surjektiv. Heraf ses, at fglgen
(2.4.3) eksakt netop nar ¢ er bijektiv, dvs en isomorfi.

Betragt nu videre faglgerne:

0—M -4~ N-rp, (2.4.4)
M2 NYep 0 (2.4.5)

Falgen (2.4.4) er eksakt i M, netop nar ¢ er injektiv, dvs nar ¢ afbilder M isomorft pa billedet
oM. Den er eksakt i N, hvis ¢ M er lig med kernen for v». At falgen er eksakt betyder
altsa at ¢ afbilder M isomorft pa kernen af v. Lidt lgst betyder det, at M ,.er” kernen for
homomorfien .

Falgen (2.4.5) er eksakt i P, netop nar v er surjektiv. Lad K betegne kernen for .
Ifalge isomorfisaetningen induceres da en injektiv homomorfi N/K — P med billedet ¢ N.
Homomorfien v er altsa surjektiv, netop nar den inducerede homomorfi N/K — P er en
isomorfi. At fglgen er eksakt i N betyder, at K er lig med billedet af ¢, altsa at N/K er lig
med kokernen for ¢. At fglgen er eksakt betyder altsa at v afbilder kokernen for ¢ isomorft
pa P. Lidt lgst betyder det, at P ,.er“ kokernen for homomorfien ¢.

(2.5) Isomorfiseetning. Falgen,

0o—M-2NLep o,

er eksakt, hvis og kun hvis ¢ ,er*inklusionen af en undermodul af N og v ,er*den kanoniske
homomorfi pa den tilharende kvotient.
Bevis. Pastanden er gjensynlig et specialtilfelde af overvejelserne i (2.4). i

(2.6) Slangelemma. Lad der veere givet et kommutativt diagram med eksakte raekker,

M e M0

S

0—> N 2+~ N "= N".
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Da induceres naturligt en eksakt falge mellem kerner og kokerner,
Ker ¢’ — Ker ¢ —» Ker ¢” —~ Coker ¢/ — Coker ¢ —» Coker ¢” .

Hvis homomorfien 11" er injektiv, sa er den farste homomorfi mellem kernerne injektiv. Hvis
homomorfien v er surjektiv, sa er den sidste homomorfi mellem kokernerne surjektiv.

(2.7) Kerne-kokerne-falgen. Fglgen af kerner og kokerner i Slangelemma’et kaldes kerne-
kokerne-fglgen. Homorfien §, der indgar heri, kaldes ogsa den forbindende homomorfi. Den
defineres saledes: Lad x vere et element i kernen for ¢”. Specielt er x sa element i M”, og
da homomorfien . er surjektiv findes et element w i M, sd at uw = x. Betragt billedet pw i
N. Da diagrammet er kommutativt og x tilhgrer kernen for ¢”, far vi at

vow = ¢ " pw = ¢"x = 0.

Altsa vil pw tilhgre kernen for v. Da diagrammets nederste reekke er eksakt i N, falger det,
at pw tilhgrer billedet v’ N’. Altsa findes et element y i N/, sd at v'y = pw. Billedelementet
3x defineres nu som den klasse i Coker ¢’, der repraesenteres af elementet y € N'.

Det er naturligvis en del af Slangelemma’et, at denne definition er lovlig, dvs at billedet
dx ikke afhaenger af de valg (af w og y), der indgik i definitionen.

Bevis for Slangelemma. Det skal vises, at definitionen af § er lovlig, og at § er en homomorfi.
Videre skal det vises, at fglgen er eksakt pd 4 steder. Endelig skal lemma’ets to sidste
pastande bevises. Beviserne udfgres ved en sakaldt diagramjagt, hvor elementer fares rundt i
diagrammet langs pilene under udnyttelse af eksaktheden. Vi efterviser kun to af pastandene,
og overlader resten til laeseren.

Folgen er eksakt i Coker ¢ Betragt hertil en klasse i Coker ¢, 0og veelg en repraesentant x
for den. Det skal vises, at klassen afbildes i nul-klassen i Coker ¢”, hvis og kun hvis klassen
kommer fra en klasse i Coker ¢’. At klassen reprasenteret ved x afbildes i 0 i Coker ¢”
betyder at vx tilhgrer billedet ¢’ M”, altsa at der findes et element z i M” sd at ¢”z = vx.
Ifglge antagelsen er u surjektiv, sa et sadant element z har formen wy. Klassen afbildes
derfor i 0, hvis og kun hvis der findes et element y i M, sd at vx = ¢”uy. Da diagrammet
er kommutativt, er ¢” = ve, 0g betingelsen kan derfor ogsa skrives vx = vey. Klassen
afbildes derfor i 0, hvis og kun hvis der findes et element y i M, sa at

v(x —gy) =0.

Elementerne af formen x — ¢y, hvor y € M, er netop samtlige repraesentanter for den givne
klasse. Heraf ses, at klassen afbildes i 0, hvis og kun hvis den har en repraesentant, der
tilhgrer kernen for v. Da den nederste raekke i diagrammet er eksakt, er den sidste betingelse
akvivalent med at klassen har en repraesentant, der tilhgrer billedet for v’. Nu er det klart, at
klassen afbildes i 0, hvis og kun hvis den kommer fra en klasse i Coker ¢’.

Falgen er eksakt i Ker ¢”: Lad nemlig x veere et element i Ker ¢”. Det skal vises, at
8x = 0, hvis og kun hvis der findes et element v i Ker ¢ sa at uv = x.
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Lhvis“: Antag, at v € Ker ¢ og uv = x. Som det element w der indgar i definitionen pa
8x kan vi sa bruge w := v. Da w sa tilhgrer Ker ¢, er pw = 0. Som det element y der indgar
i definitionen af 5x kan vi derfor vaelge y := 0. Da klassen §x sd er repraesenteret ved y = 0,
eréx = 0.

Lkun hvis“: Antag omvendt, at §x = 0. | definitionen af § indgar to valgte elementer y
og w. Da 8x = 0, er repraesentanten y element i ¢’ M’. Der findes altsa et element u i M’
sd at ¢'u = y. Ifglge valget af y i definitionen af § er v’y = pw. Videre er v'¢’ = ¢u’ da
diagrammet er kommutativt. Altsa er

op'u=v'e'u =v'y = puw.

Heraf ses, at elementet v := w — u/u tilhgrer kernen for ¢. Yderligere er uu’ = 0 ifolge
forudsaetningen, og heraf fas, at

po = pw — pp'n = pw = x,

idet den sidste ligning falger af valget af w. Altsa er v element i kernen for ¢ og uv = x,
som gnsket. I

(2.9) Bemarkning. De to ekstra antagelser i slutningen af Slangelemma’et kan under ét
udtrykkes ved at fglgende kommutative diagram har eksakte reekker:

0— M 2 M e M — 0

I

0—>N 2+ N—2s N —0.

Konklusionen er sa en udvidet eksakt kerne-kokerne-fglge,
0 — Ker ¢/ —» Ker ¢ —» Ker ¢” —+ Coker ¢’ —» Coker ¢ — Coker ¢” —» 0.

Slangelemma’et har en lang raekke anvendelser. Her indskrenker vi os til at vise nogle
klassiske isomorfisatninger.

(2.10) Korollar. Lad der vare givet en homomorfi ¢: M — P og undermoduler F1 C F»
af M. Fori = 1, 2 betegnes med F/ kernen for ¢ s restriktion til F; og med F;" billedet af F;
I P. Da induceres en eksakt falge mellem kvotienterne,

0—» Fy/F] —» F2/Fi —» F} JF{ — 0.

Bevis. Undermodulen F! af M er blot fellesmangden af F; og Ker ¢, sa det er klart, at
F] € F,. Deter ligeledes Klart, at F;" € F,'. Afbildningen ¢ definerer ved restriktion en
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surjektiv afbildning F; — F’, og kernen for denne afbildning er gjensynlig undermodulen
F!. Vi far derfor falgende diagram,

0— F — F — F// —0

b

0—> Fy)— Fp — Fj — 0,

hvor de lodrette pile er inklusionsafbildninger. Raekkerne er eksakte ifglge Isomorfisaetning
(2.5). Det er Klart, at diagrammet er kommutativt. Da den sidste lodrette pil i diagrammet
er injektiv, er den tilsvarende kerne lig med 0. Den sggte eksakte falge af kvotienter er altsa
den sidste del af den eksakte kerne-kokerne-fglge. I

(2.11) Noether’s fagrste Isomorfisetning. Lad P og Q vere undermoduler i modulen M.
Da findes en naturlig isomorfi,
P ~ P+0

PNQO 0

Bevis. Lad ¢: M — M/ P vere den kanoniske homomorfi af M pé kvotienten. Undermo-
dulen P er da kernen for ¢. Anvend nu Korollar (2.10) med F1 := Q og F> := P + Q.
@jensynliger F{ = PN Q, 09 F, = P,da F» > P. Billedet F er billedet af F; i kvo-
tienten M/P. Her er F/' = F}/, thi elementerne i F, er jo &kvivalensklasserne modulo P
med repraesentanter af formen p + ¢, hvor p € P og g € Q, og modulo P vil p + g 0g ¢
repreesentere samme klasse. | den eksakte fglge fra (2.10) er altsd F,/F;" = 0. Exaktheden
sikrer derfor, at homomorfien F,/F]; — F,/Fy er en isomorfi. Og det er netop Noether’s
farste isomorfi. I

(2.12) Noether’s anden Isomorfiseetning. Lad der vare givet en modul M, og heri under-
moduler N C F. Da findes en naturlig eksakt falge,

0—»F/N—»M/N—»M/F —»0.

Bevis. Ladg: M — M/ F vare den kanoniske afbildning af M pa kvotienten. Undermodulen
F er da kernen for ¢. Anvend nu Korollar (2.10) med F; := N og F> := M. Her finder
Vi Fj = F og F] = N. Billedet F} er billedet for ¢, altsé F;’ = M/F, og billedet F," er
nulmoduleni M/F, da F, = N er indeholdt i F. Kvotienten F'/F, er altsa lig med M/F.
Den eksakte fglge i (2.10) er altsa den gnskede. I

(2.13) Bemearkning. Ifglge Isomorfisetning (2.5) kan eksaktheden af fglgen i Noether’s
anden isomorfisztning udtrykkes saledes: Modulen F/N er en undermodul i M/N, o9 M/ F
er den tilhgrende kvotientmodul. Med andre ord findes en naturlig isomorfi,

M/N
F/N
I anvendelserne af Noether’s anden Isomorfiseetning vil man ofte udnytte, at undermodu-

lerne i M/N netop er undermodulerne af formen F/N, hvor F 2 N er entydigt bestemt.
Eftervisningen heraf overlades til laeseren.

5 MJF.
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(2.14) Kerne-kokerne-fglgen for sammensat homomorfi. Lado: M — N ogy: N — P
veere homomorfier. Da induceres naturligt en eksakt folge,

0 Kerg — Ker g —%~ Ker v —~ Coker ¢ —/~ Coker y/¢ —» Coker  — 0.

Bevis. Det er klart, at Ker ¢ er indeholdt i Ker y¢. Falgens farste homomorfi er den tilsva-
rende inklusionsafbildning. Det er ogsa klart, at @M er indeholdt i v N. Disse to billeder
er undermoduler af P, og faglgens sidste homomorfi er den tilsvarende surjektive homomorfi
mellem kvotienterne.

Homomorfien markeret ¢ i folgen er induceret af o: M — N: nar x tilhgrer Ker v ¢, vil
ox tilhere Ker . Tilsvarende er homomorfien v i felgen induceret af +: N — P: denne
homomorfi afbilder nemlig ¢ M pa oM, sd nar x € M er representant for en klasse i
Coker ¢, sa er yx reprasentant for en veldefineret klasse i Coker v ¢.

Endelig afbilder § et element x i Ker v pa &kvivalensklassen af x modulo ¢ M.

Beviset for at kerne-kokerne-falgen er eksakt overlades til lzeseren. I

(2.15) Opgaver.
1. Lad der nu vaere givet homomorfierp: M — N ogvy: N — P,og lad y := ¥ ¢ betegne
den sammensatte homomorfi. Betragt falgende diagram,

0 M (;) M (¢ =1)
— M ——>M®N —>N—0
(pl (l) (2 %)l Wl

0—>N-""sNoP- L% p 0.

Gor rede for hvorledes afbildningerne, specielt den midterste lodrette, er definerede. Vis,
at reekkerne er eksakte og at diagrammet er kommutativt. Vis, at kerne-kokerne-falgen for
diagrammet kan identificeres med folgen i (2.14), og giv herved et alternativt bevis for at
denne sidste falge er eksakt.

2. Falgen0 - A %~ B 2+ ¢ Y+ D+ E 5 0ereksakt. Endvidere vides, at 3 er
nulafbildningen. Hvad kan du sige om de gvrige afbildninger i falgen?
3. Betragt en nul-falge,

0—C,—Cp.1—>+--—> C1—> Co —>0, (*)

og lad Z; C C; vere kernen for C; — C;_1, for alle i (det er underforstaet, at C; = 0 nar
i ikke er et af tallenei = 0, ..., p. Gar rede for at homomorfien C; 1 — C; afbilder ind i
undermodulen Z;. Vis, at felgen (*) er eksakt, hvis og kun hvis fglgerne herunder, for alle i,
er eksakte:

0O—27,—>C;,—Z7Z;_1—0.

Vis, athvis0 — U — V — W —— 0 er en eksakt fglge af endeligdimensionale
vektorrum, sa er dim V = dim U + dim W. Vis, at hvis (*) er en eksakt fglge af endeligdi-
mensionale vektorrum, sa er den alternerende sum af dimensionerne lig med 0,

Zp(—l)p dimcC, = 0.
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4. Betragt en korteksakt falge0 — K — M — L — 0. Antag, at K og L er frie moduler.
Vis, at M er fri. [Vink: ,lgft* elementerne fra en basis for L til elementer i M, og suppler
med (billederne af) en basis for K. Vis, at der herved fremkommer en basis for M.]

5. Lad a veere et ideal. Vis, at hvis felgen 0 — M’ — M — M"” — 0 er eksakt, sa er ogsa
folgen M’ JaM’ — M/aM — M"/aM"” — 0 eksakt. Manglede pilen 0 — M’/aM’ i den
sidste folge?

6. Lad N og M vere moduler, og betragt inklusioneni: N — N & M (bestemt ved x —
(x, 0) og projektionen p: N & M — M bestemt ved (x, y) — y. Gar rede for, at felgen
0—>N—">»N®M-L+M—+0ereksakt.

7. Lad ¢ vere en endomofi i modulen M, dvs en linegr afbildning ¢: M — M. Vis, at

kaeden af kerner er stigende: Ker g C Kerg? C Kerg® C ---, og at keeden af billeder er
dalende: ¢ M D ¢?M D ¢3M D ---. Vis, at der findes et kommutativt diagram med exakte
reekker, )

0 — Kerg" -M—2 "M ~0

|

0— Kerg"tl —» pp & pntlpyr — 0.

Slut heraf, at Ker ¢" = Ker ¢™*1, hvis og kun hvis restriktionen ¢: 9" M — ¢" M er injektiv.
Antag nu, at (mindst) et af billederne o' M har endelig leengde. Vis, at nar n > 0, sa er
restriktionen ¢: "M — ¢" M bijektivog M = Ker ¢" & ¢" M.
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3. Brgkring og brgkmodul.

| det fglgende betegner S en multiplikativ delmengde af ringen R, dvs en delmangde, som
er stabil over for multiplikation og indeholder et-elementet 1 i R.

(3.1) Definition. Lad M vare en R-modul. Betragt produktmangden M x S, altsda mangden
af par (x,s), hvorx € M ogs € S. Er (x,s) et sadant par og er u € S, siges parret
(ux, us) at fremga af (x, s) ved at forlenge med u. To par (x, s) og (x', s") siges at vere
akvivalente par, hvis de kan forlenges til samme par, dvs hvis der findes u, u’ € S sa at
(ux,us) = Ww'x',u's").

Det er ikke sveert at vise, at denne relation i mengden af par er en a&kvivalensrelation.
Akvivalensklasserne kaldes brgker (med teellere fra M og navnere fra S), og mangden
af broker betegnes S~1M. Bragken med teller x navner s, dvs den akvivalensklasse som
indeholder parret (x, s), betegnes x /s.

(3.2) Observation. Det er en umiddelbar fglge af definitionen, at brgker kan ,forleenges™:
Broken x /s er samme brgk som (ux)/(us). Dette fglger af at parrene (x, s) og (ux, us) begge
kan forleenges til (ux, us) (det farste par forleenges med u, det andet par med 1). Tilsvarende
kan man ,forkorte” (ux)/(us) til x/s.
Enhver afbildning defineret pa meengden af brgker er naturligvis bestemt ved en forskrift
af fglgende form:
x/t+— O(x,t), forx e M, t € S.

Omvendt ses, at en sadan forskrift bestemmer en veldefineret afbildning pd mangden af
brgker, nar blot veerdien ® (x, ¢) ikke andres ved forlaengelse af parret (x, ¢).

(3.3) Lemma. (1) I mangden af braker S~M er additionen,
x/s+y/t:=(tx+sy)/st,
en veldefineret komposition M x S~M — S~M, og multiplikationen,
(r/s)(x/t) = (rx)/(st),
er en veldefineret afbildning SR x S~'M — S—M. Med disse operationer er S~1R enring,
og S7M er en STIR-modul. Nul-elementet i modulen S~*M er braken0/1, og et-elementet

i ringen SR er broken 1/1.
(2) For hver R-linezr afbildning ¢ M — N induceres ved forskriften,

x/s = (px)/s,

en veldefineret SR -linezer afbildning S~1¢: S—M — S~IN.
(3) Betragt den kanoniske afbildning M — S—M defineret ved

x> x/1.
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Herom geelder: Den kanoniske afbildning R — S~'R er en ringhomomorfi, og for hvert
element s i S er billedet s/1 invertibelt i S™*R. Videre er den kanoniske afbildning M —
S~IM en R-linezr afbildning, og for hver R-linezr afbildning ¢: M — N er falgende
diagram kommutativt:

M—Y% N

S’1<p

N 7 G e Vo

Bevis. Beviset for disse pastande er langt og omstendeligt. Men lengden skyldes alene
antallet af pastande, og de trivielle beviser overlades til laeseren. I

(3.4) Lemma. (1) Enbrokx /t i S™M er nul-elementet, hvis og kun hvis der findes et element
s i S, sdledes at sx = 0. Specielt bestar kernen for den kanoniske homomorfi M — S~M
af de elementer x i M for hvilke der findes et element s i S sd at sx = 0.

(2) Den kanoniske homomorfi M — S~M er injektiv (henh bijektiv), hvis og kun hvis der
for hvert element s i S geelder at multiplikation med s er en injektiv (henh bijektiv) afbildning
M — M. Hvis den kanoniske homomorfi er injektiv, s er en brok x / t nul-elementeti S —M,
hvis og kun hvis x = 0, og to braker x /t og x’/t" ens, hvis og kun hvist'x = tx’.

(3) Brokringen S~IR er nul-ringen, hvis og kun hvis S indeholder nul-elementet 0 i R.

Bevis. (1) Nul-elementet i brakmodulen S~ er brgken 0/1, sd x /¢ er nul-elementet, hvis
og kun parrene (x, t) og (0, 1) er &kvivalente. Parret (0, 1) kan netop forleenges til parrene
af formen (0, u), hvor u € S. @jensynlig kan (x, ) forleenges til et par af denne form, hvis
og kun hvis der findes et element s i S sa at sx = 0. Hermed er den farste pastand bevist.
Kernen for den kanoniske homomorfi bestar af de elementer x € M, for hvilke x/1 = 0/1.
Den anden pastand i (1) felger derfor umiddelbart af den farste.

(2) Den kanoniske homomorfi er injektiv, hvis og kun hvis dens kerne kun bestar af nul-
elementet 0 i M. Af (1) felger derfor, at den kanoniske homomorfi er injektiv, hvis og kun
hvis der for alle x i M og alle s € S gelder, at sx = 0 = x = 0. Og det er gjensynlig den
forste pastand i (2).

Antag nu, at den kanoniske homomorfi er injektiv. Den sidste pastand i (2) fglger da af (1)
ved at betragte differensen x/r — x"/t' = (t'x — tx’)/tt’. Heraf folger videre den mellemste
pastand i (2). Breken x /¢ tilhgrer nemlig billedet ved den kanoniske homomorfi, hvis og kun
hvis den har formen y/1, dvs, hvis og kun hvis der findes y sledes at x = ¢ty. Hermed er
pastandene i (2) bevist.

(3) Hvis SR er nul-ringen, s& er specielt 1/1 = 0/1; ifglge (1) findes s& et element s € §
sdatsl =0,0gsaer0=selementi S. Antag omvendt, at 0 € S. Det falger da af (1), at
enhver brgk er nul-elementet, sd S~1R bestér kun af nul-elementet. i

(3.5) Brokring og brakmodul. Ringen S~IR kaldes brgkringen for R mht S, og den siges
at fremkomme ved at lokalisere mht S; den betegnes ogsd R[S ]. Tilsvarende siges S—M
at veere brgkmodulen for M. De to vigtigste eksempler pa multiplikative delmangder er
falgende:
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(1) Delmangden S bestar af potenserne £ af et givetelement £ i ringen R. | dette tilflde
bruges betegnelserne Ry (eller R[f~1]) for brekringen og M for brakmodulen. Brgker har
her formen x/f*. Det folger af Lemma (3.4)(3), at R er nul-ringen, hvis og kun hvis der
findes en eksponent i sd at f' = 0, dvs hvis og kun hvis elementet f er nilpotent.

(2) Delmangden S bestar af komplementeermangden i R af et givet primideal p. | dette
tilfelde bruges betegnelserne R, for brekringen og M, for brekmodulen, og de siges at
fremkomme ved at lokalisere i p. Brgker har her formen x/s, hvor s ¢ p. Det falger af
Lemma (3.4)(3), at brekringen R, aldrig er nul-ringen.

Bemark, at brekringen Z¢, hvor f er et helt tal forskelligt fra 0, ikke méa forveksles med
restklasseringen modulo f. Den sidste betegnes Z/f. Bemerk videre, at for et primtal p er
brekringene Z,, og Z,, forskellige. Begge kan opfattes som delringe af Q. Den farste bestar
af rationale tal af formen r/p", den anden af tal af formen /s, hvor p ikke garop i s.

(3.6) Seetning. Lad R vere et integritetsomrade. Brokringen K, der fremkommer ved at
lokalisere mht alle elementer forskellige fra O, er da et legeme, som omfatter R. For enhver
multiplikativ delmangde S, som ikke indeholder nul-elementet, er brokringen S —'R naturligt
en delring af K ; specielt er S~R et integritetsomréde.

Bevis. Da R er et integritetsomrade, er delmangden bestaende af alle elementer forskellige
fra 0 en multiplikativ delmeaengde. Yderligere folger det, at multiplikationen x +— sx, med et
element s # 0, er en injektiv afbildning R — R. Af Lemma (3.4)(2) falger, at den kanoniske
homomorfi fra R til brekringen K er injektiv. Vi kan altsa opfatte R som delring af K.

Videre er K et legeme. Elementerne i K er nemlig bragker r/s, hvor r, s tilhgrer R og
s # 0. Hvis en sadan brgk r /s ikke er nul-brgken, sd er r # 0, og falgelig er s /r en breki K ;
denne brgk er invers til den givne bragk r /s, idet (r/s)(s/r) = (rs/rs) = 1/1 er et-elementet
i K. Altsa har enhver brgk forskellig fra nul-brgken en invers.

Lad nu S vare en multiplikativ delmangde af R, sd at 0 ¢ S. Det pastas, at afbildningen,

r/s—r/s,

der til en bregk /s i STIR lader svare brgken r/s i K, er en veldefineret, injektiv ringhom-
omorfi. Det er klart, at afbildningen er veldefineret (ja, hvorfor egentlig det?), og at den er
en ringhomomorfi. Og den er injektiv, thi hvis r/s i S~IR afbildes pa nul-elementet i K,
sé& falger det af Lemma (3.4)(2) at r = 0, og s& er broken /s nul-elementet i S~1R. Altsa
er STIR en delring af K. Da en delring af et legeme er et integritetsomrade, er SR alts&
specielt et integritetsomrade. I

(3.7) Brgklegeme. Legemet K, der fremkommer ved at lokalisere et integritetsomrade R
mht alle elementer forskellige fra 0, kaldes brgklegemet for R. Bemark, at den multiplikative
delmangde netop er komplementeermangden til (0), og at idealet (0) i R er et primideal, da
R er et integritetsomrade. Brgklegemet fremkommer altsa ved at lokalisere i primidealet (0),
jfr Definition (3.5)(2), og det kan betegnes R q).

Bragklegemet for ringen Z af hele tal er legemet Q af rationale tal.

Ringen k[ X1, ..., X,,] af polynomier i m variable over et legeme k er et integritetsom-
rade. Det tilhgrende brgklegeme betegnes k(X 1, ..., X,,), og det kaldes legemet af rationale
funktioner i m variable.
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(3.8) Seetning. Lokalisering bevarer direkte sum.

Hermed menes: For en direkte sum M1 & - - - & M,, af R-moduler findes en naturlig isomorfi
af S~1R-moduler,

STMi @ OM) =S M- @S M,. (3.8.1)
Specielt findes en naturlig isomorfi S~1(R") ~ (S~IR)".
Bevis. En brgk pa venstresiden af (3.8.1) har formen x /s, hvor x = (x1, ..., x,,) er et n-se&t
med x; € M;. Ved isomorfien svarer denne brgk til n-settet (x1/s, ..., x,/s) af braker.

Det skal vises, at denne tilordning er veldefineret, og at den herved definerede afbildning fra
venstresiden til hgjresiden er en isomorfi.

Tilordningen er veldefineret, thi ved forleengelse med ¢ af en brek pa venstresiden aendres
n-sa&ettet (x1,...,x,) til r1(x1,...,x,) = (tx1,...,1tx,), 0g s @&ndres til ts. Det er derfor
Klart, at forleengelsen ikke sndrer det tilordnede seet af braker.

Deter letat se, at tilordningen er en homomorfi. Videre er den injektiv. Antag nemlig aten
brgk x /s, hvor x = (x1, ..., x,), ved tilordningen afbildes pa nul-elementet pa hagjresiden.
Dette betyder at hver koordinat x; /s er nul-elementet i S™'M;. Af (3.4)(1) felger derfor, at
der for hvert i findes et element #; € S sd at #;x; = 0. Nar ¢ er produktet af #;,’erne galder
derfor, at rx; = O for alle i. Men det betyder at tx = 0. Altsa er x/s = 0.

Endelig er tilordningen surjektiv. Lad der nemlig vare givet et element pa hgjresiden,
altsa et n-saet af broker x; /s;. Efter forl&engelse kan vi antage, at de optreedende s;’er er det
samme element s i S. Den i’te brgk kan nemlig forlenges med produktet af alle s;’erne for
j # i, 0g sa far den formen x; /s, hvor s = s1 - - - 5,,. Herefter er det klart, at det givne n-set
tilhgrer billedmangden. i

(3.9) Lemma. Lad N Y~ M Vo P vare en eksakt folge af R-lineare afbildninger. Da

induceres en eksakt falge af S~ R-linezre afbildninger,
SN S, gy SV, g-1p

Bevis. Lad der veere givet en brgk i S~M. Det skal vises, at broken ved S—1y afbildes i
nulbrgken i S~1P, hvis og kun hvis braken er billede ved S~1¢ af en brgk i S~IN.

Jhvis“: Ifglge definitionen afbildes en brek y/u i S™IN ved S~1¢ pa breken (¢y)/u i
S~IM. Antag altsé at den givne brgk har formen (¢y)/u. Brokens billedet ved S~y er
da broken (Y @y)/u i STIP. Her er ¢y = 0, da den givne falge specielt var en nulfglge.
Billedet er derfor (y¢y)/u = 0/u, som er nul-brgken i S~1P.

Lkun hvis“: Lad x /¢ vaere den givne brgk, og antag, at den ved S~ afbildes i nul-brgken.
Det antages altsa at broken (x)/t er nul-brgken i S~1P. Ifglge Lemma (3.4)(1) findes sé et
element s i S, sdledes at s(yx) = 0. Da v er lineer, felger det at ¢ (sx) = 0. Da den givne
falge var eksakt, sluttes videre, at sx tilhgrer billedet for . Altsa findes et element y i N, sa
at oy = sx. Nuer y/st en brek i SN, og vi far

(S7Yp)(y/st) = (py)/(st) = (sx)/(st) = x /1.

Den givne brak x/ er altsé billedet af broken y/st i STIN.
Hermed er eksaktheden bevist. 0
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(3.10) Isomorfiseetning for brgkmoduler. Lad N vere en undermodul i R-modulen M. Da
er STIN naturligt en undermodul i S—*R-modulen S~*M, og for den tilharende kvotientmodul
findes en isomorfi,

(S7M/STINY = STH(M/N). (3.10.1)

Lad omvendt Q veare en undermodul i S~ R-modulen S~*M, og lad Q¢ betegne original-
maengden af Q ved den kanoniske afbildning M — S™M. Daer Q = S~1Qy.

Bevis. Fglgen0 —- N —- M — M /N — 0 er eksakt. Ved gentagen anvendelse af Lemma
(3.9) fas derfor, at den lokaliserede falge er eksakt,

0— SN — 5 —stMm/N)—0.

Men det betyder netop, at modulen til venstre er en undermodul i modulen i midten og at
modulen til hgjre er den tilhgrende kvotientmodul.

Bemark, at den injektive homomorfi S~N — S~1M er den oplagte identifikation: brgken
y/s i STIN, hvor y € N og s € S, identificeres med broken y/s i S~M.

Lad nu Q veere en undermodul i S~1M. Ifglge definitionen bestér Qg da af de elementer
x € M for hvilke x /1 tilhgrer Q. Det pastas, at

0 = S1Qo.

,C*“ Lad x /s vaere en brok i Q. Da Q er en undermodul i S~1M, er produktet (s /1)(x/s)
ligeledes element i Q. Pa den anden side er produktet lig med (sx)/s = x/1. Altsaer x/1
element i Q, og falgelig er x elementi Qg. Broken x /s tilnhgrer derfor S~1Qo.

2" Betragt en brgk pa hgjresiden, dvs en brgk af formen x /s, hvor x € Qg. Daer x/1
element i Q. Da Q er en undermodul i S~M, er produktet (1/s)(x/1) ligeledes element i
Q. Pa den anden side er produktet lig med x/s. Altsa er x /s elementi Q.

Hermed er ligheden bevist, og beviset for Isomorfiseetningen fuldfart. I

(3.11) Bemeerkning. Det folger af Isomorfiseetningens sidste resultat, at enhver undermodul
i S~IM er af formen S~IN for en passende undermodul N af M.

Yderligere fremhaves folgende konsekvens: Betragt en filtration i M, dvs en voksende
kaede af undermoduler: (0) = Fop € F; C --- C F,, = M. Da fremkommer ved lokalisering
en filtration i brekmodulen,

0 =S"FRcshc . .csF =5,

og for de successive kvotienter fs isomorfier S~1F; /S1F;_1 ~ S7L(F; /Fi_1).

(3.12) Korollar. Lad a vere et ideal i R. Da er S~%a et ideal i brakringen S™'R. Videre
er S~ta = S7IR, hvis og kun hvis a N S # @. Lad endelig M vere en R-modul. Da er
(S~Ya)(S~M) = S~ (aM) = a S~IM, og der findes en naturlig isomorfi,

STIM /(S las™IM) =5 sTH (M /aM). (3.12.1)
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Bevis. Ifglge Isomorfisatningen (3.10) er S~ en undermodul i S~1R, altsé et ideal i brok-
ringen STIR. Antag forst, at a N S # ¢, altsd at der findes et element a som tilhgrer bade
aog S. Det falger da at 1/1 = a/a tilhgrer S~%a, og sé er S~ = S~1R. Antag omvendt,
at S~ = S71R. Et-elementet 1/1 vil da tilhgre S, s& der findesa € aog s € S sé at
1/1 = a/s. Ligheden af brgkerne betyder, at parret (a, s) kan forleenges med u € S til et par
(ua, us) der er af formen (¢, ), hvort € S. Daaeretideal ert = ua € a. Altsder ¢t element
i feellesmaengden a N S, og feellesmaengden er derfor ikke-tom, som gnsket.

Betragt nu en R-modul M. Produktet aM betegner da undermodulen i M bestdende af
endelige summer af produkter ax, hvora € aogx € M. | modulen S 1M kan vi tilsvarende
betragte produktet S~a S~1M, og undermodulen S—1(aM), og videre produktet aS—M. Det
pastés at disse tre undermoduler i S~ er den samme.

Betragt et element i den farste undermodul. Elementet er da en endelig sum af produkter
(a/s)(x/t), hvor a € aog x € M. Af ligningen (a/s)(x/t) = (ax)/(st) ses, at hvert af
produkterne tilhgrer den anden undermodul. Fglgelig er den fgrste undermodul indeholdt i
den anden.

Betragt et element i den anden undermodul. Da (y1 + y2)/s = y1/s + y2/s, er elementet
en sum af brgker af formen (ax)/s, hvor a € a og x € M. Af ligningen (ax)/s = a(x/s)
ses, at hver af brgkerne tilhgrer den den tredie undermodul. Altsa er den anden undermodul
indeholdt i den tredie.

Betragt et element i den tredie undermodul. Elementet er da en endelig sum af produkter
a(x/s), hvora € aogx € M. Af ligningen a(x/s) = (a/1)(x/s) ses, at hvert produkt
tilhgrer den farste undermodul. Falgelig er den tredie undermodul indeholdt i den farste.

Hermed er vist, at de tre undermoduler er ens. Isomorfien (3.12.1) er nu blot isomorfien
(3.10.1) for N :=aM. I

(3.13) Observation. Lad der vare givet en ringhomomorfi9: R — R’. Billedmangden 6§
er da en multiplikativ delmaengde af R’. Lad videre N vare en R’-modul. Som sadan kan
N lokaliseres mht #S. Pa den anden side kan R’-modulen N opfattes som R-modul, idet
produktet defineres ved rx := (r)x. Som R-modul kan N altsa lokaliseres mht S. Her kan
man naturligt identificere,

STIN = (085)7IN,

idet en brgk x /¢ pa venstresiden herved svarer til brgken x /(6t) pa hgjresiden. Mere precist
er x/t — x/(6t) en veldefineret surjektiv afbildning, og den er injektiv. Er nemlig x/(0¢)
nulbrgken i (6.5)~1N, s& findes ifalge (3.4)(1) et element i 65, dvs et element af formen 6,
hvor s € S, saledes at (6s)x = 0. Med den definerede multiplikation er altsa sx = 0, og sa
er den givne brgk x /¢ lig med nul-braken.

Specielt fas for N = R’ en isomorfi,

SR = S)7 IR

Venstresiden, der a priori er en brgkmodul for R-modulen R’, kan altsa opfattes som en
brokring for ringen R’. Videre er det let at se, at den inducerede afbildning S~%: SR —
SR’ er en ringhomomorfi.
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(3.14) Bemerkning. Isomorfien (3.12.1) skal ses i lyset af observationen i (3.13). Lad
6: R — R/a veere den kanoniske homomorfi ind i kvotientringen. For M = R fas af
Korollar (3.12) felgende isomorfi af S~1R-moduler:

STIR/S7la =5 STH(R/a). (3.14.1)

Her kan hgjresiden ifglge (3.13) opfattes som brgkringen af R/a mht til den multiplikative
delmangde 65, og venstresiden er kvotientringen af brekringen SR modulo idealet S~ .
Deter letat se, at isomorfien er en isomorfi af ringe. 1Isomorfien (3.14.1) udtrykker, at dannelse
af kvotientring og dannelse af brgkring er ombyttelige operationer.

Ogsa isomorfien (3.12.1) udtrykker en sadan ombyttelighed. Som bekendt geelder, at
kvotienten M/aM kan opfattes som R/a-modul, og hgjresiden i (3.12.1) kan ifglge (3.13)
opfattes som lokaliseringen af denne modul mht 8S. Hgjresiden af (3.12.1) er altsa en modul
over ringen (9S)"1(R/a). Venstresiden kan tilsvarende opfattes som modul over ringen
S~R/S~Ta. Som bemaerket er de to ringe den samme ring, og isomorfien (3.12.1) udtrykker,
at de to sider er isomorfe som moduler over denne ring.

Billedmangden 6.5 i R/a bestar af restklasser modulo a af elementer i S. Det er derfor na-
turligt at betegne denne maengde med S/a. Isomorfien (3.14.1) og, mere generelt, isomorfien
(3.12.1) er altsa isomorfier,

STR/S =S/ (R/0), STM/(STNaSTIM) = (S/a)y (M /aM).

(3.15) Opgaver.
1. Vis for et integritetsomrade R med brgklegeme K, at for enhver ,mellemring“R C T C K
kan man identificere breklegemet for 7 med K.

2. Lad S veere en multiplikativ delmengde af R. Vis for r € R, at breken r/s er invertibel i
R[S~1], hvis og kun hvis der findes et element b € R séledes, at b € S.

3. Lad M veere en kommutativ gruppe, og altsa en Z-modul. Ger rede for, at Mg er et
vektorrum over Q. Hvad bliver M), hvis M er en endelig gruppe.

4. Vis, at Q = Zp[p 1]

5. Antag, at R er et integritetsomrade og at S er en multiplikativ delmengde med 0 ¢ S. Vis,
at hvis R er et PID, sd er R[S~1] et PID. Vis, at hvis R er et UFD, s& er R[S] et UFD.

6. En multiplikativ delmangde S € R kan ogsa opfattes som en multiplikativ delmangde af
R[X]. Bestem en isomorfi: R[X][S~1]—=> R[S][X].

Gor rede for, at hvis R er et integritetsomrade, sd er de to ringe R()[X] og R[X] o) ikke
ens. Beskriv de to ringe udtrykt ved brgklegemet K for R.

7. Lad R vare et UFD med breklegeme K. Lad P veere et repraesentantsystem for primele-
menterne pa ner associering, og antag, at der for hvert p € P er valgt er repraesentantsystem
U, for restklasserne forskellige fra 0 i R/(p). En brgk af formen u/p", hvor p € P og
u € U, (0g n > 1) kaldes da — relativt til disse valg — en stambrgk.

Beskriv de naturlige valg af stambrgker, nar R = Z, nar R = C[X], nar R = R[X], og
nar R = k[X] hvor k er et legeme.
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Vis, at enhver brgk « i K entydigt kan skrives som et element i R plus en endelig sum af
stambrgker med forskellige naevnere. [Vink: overvej, hvordan man for et givet p € P be-
stemmer den starste eksponent n for hvilken en stambrgk u / p" forekommer i fremstillingen,
— 0g hvordan man dernast bestemmer telleren « i denne stambrgk.]

8. Hvornérer M — S~1M injektiv? Kan det indtreeffe, at M — S~1M er en isomorfi?

9. Lad p vere et primtal. Brgkringene Z,) og Z[1/p] er delringe af Q. Bestem feelles-
meengden Z,y N Z[1/ p].

10. Lad R veere et integritetsomrade med brgklegeme K := R o). Vis for enhver R-modul
M, atrk M = dim M q), hvor dimensionen er dimensionen som vektorrum over K.

11. Lad a og b veere idealer i R, og lad S € R vare en multiplikativ delmangde. Vis, at
S7Y@nb) =S"tanste.

12. Betragt ringen Z og heri et tal n > 1. Vis, at maengden S = {s | (s,n) = 1} eren
multiplikativ delmangde af Z. Beskriv primidealerne i brekringen S ~1Z, og de tilsvarende
primidealer i Z.

13. Betragt i R en multiplikativ delmangde S og et ideal a. Vis, at idealet S ~ta € S™1R er
extensionen aS~1R af atil S71R.

14. Betragt primidealer g C p. Hvilken relation er der mellem M, og M,?
15. Lad S vaere en multiplikativ delmeangde af R. Vis, at homomorfien M — S~ M er
injektiv, hvis og kun hvis Zg (M) N S = @, hvor Zg (M) er maengden af nuldivisorer pa M.

16. Lad q veere et p-primeert ideal i en noethersk ring R, og lad S € R vare en multiplikativ
delmangde, disjunkt med p. Vis, at q er kontraktionen af sin extension: ¢ = R N S~1q.
[Vink: R N S~1q er kernen for den sammensatte homomorfi R — R/q — S™1(R/q).]

17. Visiringen R := Zs,, at idealet (0) og potenserne (5") forn =0, 1, 2, ... er samtlige
idealer.

18. Lad S C R veare en multiplikativ delmangde med O ¢ S. Vis, at hvis R er et UFD sa er
S~1R et UFD. Hvad med PID?

19. Bestem for f € R enisomorfi (af R-algebraer) R[X]/(fX — 1) ~ R[1/f]. [Vink: Lad
& veere restklassen af X modulo (fX — 1). Vis, at de to afbildninger P(£) — P(1/f) og
a/f" — a&™ er veldefinerede og hinandens inverse.]
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4. Primideal og maksimalideal.

(4.1) Definition. Etideal miringen R, der er maksimalt blandt de &gte idealer i R, kaldes
som bekendt et maksimalideal. Dette betyder, at m selv er et &gte ideal, dvs m C R, og at
der for alle idealer a i R geelder falgende betingelse:

mMCaCR — m=ua.

Som bekendt geelder falgende karakterisering: Et ideal m i R er et maksimalideal, hvis og
kun hvis kvotientringen R /m er et legeme.

Et ideal p i ringen R kaldes som bekendt et primideal, hvis p C R, og hvis der for alle
elementer x, y i R gelder falgende betingelse:

Xyep — xepvyehph.

Som bekendt geelder falgende karakterisering: Etideal p i R er et primideal, hvis og kun hvis
kvotientringen R /p er et integritetsomrade.

Da et legeme er et integritetsomrade, falger det af karakteriseringerne, at ethvert maksi-
malideal er et primideal.

(4.2) Eksistensseetning. Lad a veere et ideal i R saledes, at a C R. Da findes i R et
maksimalideal m, som omfatter a.

Bevis. Ideen i beviset er falgende: Enten er a et maksimalideal (og sa er vi ferdige), eller
ogsa findes et ideal a; forskelligt fra R saledes at a C a;. Her er enten a; et maksimalideal
(og sa er vi feerdige), eller ogsa findes et ideal a; forskelligt fra R saledes at a; C a. Saledes
fortseettes. Enten stopper processen efter endelig mange skridt (og sa har vi fundet det gnskede
maksimalideal), eller ogsa fas en uendelig keede af idealer,

aCarCax C---.

Noetherske ringe er karakteriseret ved at en sadan kade ikke kan eksistere. Hvis R er
noethersk, stopper processen altsa efter endelig mange skridt med det gnskede maksimalideal.
Hvis R ikke er noethersk, sa kraeves der yderligere axiomer fra mangdelaren (Zorn’s Lemma)
for at vise, at ideen kan udbygges til et bevis for eksistensen af det gnskede maksimalideal. [

(4.3) Bemeerkning. Det faglger af Szetningen, at der i enhver ring R forskellig fra nul-ringen
findes maksimalidealer. Specielt findes altsa primidealer i enhver ring, der ikke er nul-ringen.

(4.4) Lokal ring. Enring R kaldes en lokal ring, hvis der findes et ideal m C R, som
er det sterste blandt de &gte idealer i R, dvs opfylder, at ethvert ideal forskelligt fra R er
indeholdt i m. Det er klart, at et sadant ideal m ma veere et maksimalideal i R (og endda det
eneste maksimalideal i R); den tilsvarende kvotient R/m kaldes restklasselegemet for den
lokale ring R. For en R-modul M er kvotienten M /mM sa naturligt en R /m-modul, dvs et
vektorrum over restklasselegemet R /m.
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(4.5) Observation. Det falger af Seetning (4.2), at R er en lokal ring, hvis og kun hvis R har
preecis ét maksimalideal.

Det er klart, at et element r i en ring R er invertibelt, hvis og hvis kun hovedidealet Rr
er hele ringen R. 1 en lokal ring med maksimalidealet m geelder derfor, at alle elementer i
komplementaermangden til m er invertible.

(4.6) Nakayama’s Lemma. Lad R vere en lokal ring med maksimalidealet m. Lad videre
M vere en endeligt frembragt R-modul. Hvis M = mM, sder M = 0.

Bevis. Antag, at elementerne v, ..., v, frembringer M. Hvert element v i M er altsa en
R-linearkombination v = )" r;v;. Det er klart, at undermodulen mM bestar af de elementer
v, der tilfredsstiller en ligning af formen v = 3" q;v;, hvor ¢; € m. En sadan ligning kan
skrives som et matrixprodukt,

v=(v1,..., Up),

hvor « er en sgjle af koefficienter i m. Ifglge forudsztningen findes for alle elementer i M, og
specielt for frembringerne v;, en sadan ligning. Ligningerne svarende til de m frembringere
kan under ét skrives som en matrixligning,

(v17 sy Um) = (Ul, ""vm)a7

hvor « nu er en m x m-matrix med koefficienter i m. Den sidste matrixligning kan omformes
til ligningen,
(v1, ..., o)Ay —a) =0,

hvor 1,, betegner enhedsmatricen. Betragt nu determinanten d := det(1,, — @) i R. Af
matrixligningen falger ved hjalp af Cramer’s formler, at (v1, ..., v,)d = 0. Determinanten
d annullerer derfor alle v;’erne, og dermed ogsa enhver linearkombination af v;’erne. Da
v;’erne var et frembringersystem for M, vil d altsa annullere alle elementer i M. Pa den
anden side har matricen o koefficienter i m, sa determinanten d = det(1,, — o) har formen
d =1+ a, hvor a € m. Heraf folger,atd ¢ m, thiellersvarl1 = (1+a) —a e m. DaR er
lokal, falger det videre, at d er invertibel i R. Da d er invertibel og annullerer alle elementer
i M, m& M vaere nul-modulen. i

(4.7) Korollar. Lad R vere en lokal ring med maksimalidealet m, og lad M veere en endeligt
frembragt R-modul. Hvis et sat (v1, ..., v,) af elementer v; i M opfylder, at restklasserne
v; modulo mM frembringer kvotientmodulen M /mM, da vil v; ’erne frembringe M.

Bevis. Seet F := R" og lad ¢: F — M vere den lineare afbildning svarende til v;’erne, dvs
afbildningen,
(ri,...,rm)—=>rivi+---+ryv,.

Det skal vises, at afbildningen ¢ er surjektiv. Idet Q betegner kokernen for ¢ skal det altsa
vises, at Q = 0. Da M er endeligt frembragt, er O endeligt frembragt. Videre har vi den
eksakte fglge F — M — Q — 0, og heraf fas umiddelbart den eksakte falge,

F/mF — M/mM — Q/mQ — 0.
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Forudseetningerne medfarer, at afbildningen F/mF — M /mM er surjektiv. Af eksaktheden
folger derfor, at Q/mQ = 0. Af Nakayama’s Lemma falger endelig, at Q = 0. Hermed er
seetningen bevist. I

(4.8) Lemma. Antag, at primidealet p omfatter et produkt ay - - - a,, afn idealer a;. Da vil p
omfatte et af a; ’erne.

Bevis. Det antages, at a; - - - a, < p, og det skal vises, at der findes et i sa at a; C p. Antag,
indirekte, at et sddant i ikke fandtes. Da findes for hvert i et element a; € a;, sdat a; ¢ p.
Betragt produktet a = aj - - - a,. Pa den ene side er a element i produktet af a;’erne. Pa den
anden side er a ikke element i p, da p er et primideal og ingen af faktorerne tilhgrte p. Men
det er i modstrid med at produktet af a;’erne er indeholdt i p. I

(4.9) Lemma. Antag, at idealet a er indeholdt i en foreningpy U - - - U p,, af n primidealer p;.
Da er a indeholdt i et af p; erne.

Bevis. Betragt farst fglgende relationer mellem idealer:

aCprU---Upp, (1)
anNptN---Npy—1  pa, (2)
aZprU---Upp_1. (3)

Det pastas, at disse tre relationer ikke samtidigt kan veere sande. Antag, indirekte, at alle
tre relationer er opfyldt. Velg sa et element @ € a som tilhgrer venstresiden i (2) og ikke
hgjresiden, og et element b € a, som tilhgrer venstresiden i (3) og ikke hgjresiden. Da er

aepfori=1,...,n—10ga ¢ p,, 4)
bé¢p fori=1,...,n—109b € p,, (5)

idet den sidste relation i (5) falger af de n — 1 foregaende da (1) gelder. Elementerne a og b
ervalgtia,sda+b € a. Af (1) falger derfor, at a + b tilhgrer et af p;’erne. Men nu opnas den
gnskede modstrid. Hvisnemliga+b € p; medi < n, safolgeraf (4)ath = (a+b)—a € p;,
i modstrid med (5). Og hvisa + b € p,, sa folger af (5) ata = (a + b) — b € p,,, i modstrid
med (4).

Beviset for Lemma’et fares nu ved induktion efter n. Pastanden er triviel for n = 1,
og det kan derfor antages, at » > 1 og at pastanden gelder for n — 1 primidealer. Ifglge
forudseetningen geelder relationen (1). Af det lige viste fglger derfor, at en af relationerne (2)
og (3) er falsk.

Antag, at (3) er falsk. Det fglger da umiddelbart af induktionsforudsetningen, at a er
indeholdtietp; medi < n.

Antag endelig, at (2) er falsk. Feellesmangden pa venstresiden i (2) omfatter produktet
ap1 - - - pr—1. Da (2) er antaget falsk, gelder derfor relationen:

apr---Pp—1 < pn.
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Af Lemma (4.8) falger, at en af faktorerne pa venstresiden er indeholdti p,,. Hvis faktoren a er
indeholdti p,,, sd er den gnskede inklusion opnaet. Hvis faktoren p; fori < n erindeholdtip,,
sa kan p; undvaeres i foreningsmangden pa hgjresiden af (1); i dette tilfeelde er a indeholdtien
forening af n — 1 af p;’erne, og sa falger den @nskede inklusion af induktionsforudsaetningen.

Hermed er den gnskede inklusion naet i alle tilfelde. I

(4.10) Kontraktion og ekstension. Lad6: R — R’ vaere en ringhomomorfi. For hvert ideal
bi R’ er originalmangden 6~1(b) gjensynlig et ideal i R, kaldet kontraktionen af b. Hvis 6
er inklusionen af en delring R af R’, er kontraktionen blot feellesmaengden R N b. Ofte bruges
betegnelsen R N b for kontraktionen ogsa nar 6 ikke er en inklusionsafbildning.

Lad omvendt a vere et ideal i R. Det er let at se, at produktet aR’ sa er et ideal i ringen
R’. Det kaldes ekstensionen af idealet a.

(4.11) Observation. Kontraktionen 6~1(b) af et ideal b i R’ er gjensynlig kernen for den
sammensatte ringhomomorfi R — R’ — R’/b. Afisomorfisatningen for ringe falger derfor,
at kvotienten R/0~1(b) er isomorf med en delring af R’/b. Heraf fglger umiddelbart, at et
primideal i R’ kontraheres til et primideal i R.

Derimod er kontraktionen af et maksimalideal i R’ ikke ngdvendigvis et maksimalideal i
R, og ekstension af et primideal er ikke ngdvendigvis et primideal.

(4.12) Kvotientprincip. Lad a vare etideal i R, og lad0: R — R/a betegne den kanoniske
afbildning pa kvotientringen. Da vil ekstension og kontraktion,

pr>p/a og q+ 6 q),

definere en bijektiv, ordenstro forbindelse mellem pa den ene side de primidealer p i R, som
omfatter a, og pa den anden side samtlige primidealer q i R /a. Hvisp og q svarer til hinanden
ved denne bijektive forbindelse, da er de tilharende kvotientringe isomorfe. Endelig findes,
for hver modul M og hvert primideal p der omfatter a, en naturlig isomorfi,

My/aMy, >~ (M/aM)yq . (4.12.1)

Bevis. Det er en del af Noether’s anden Isomorfisatning, at ekstension og kontraktion, som
defineret ovenfor, er en bijektiv forbindelse mellem idealer i R, som indeholder a, og samtlige
idealeri R/a. Detskal altsa vises, at primideal svarer til primideal ved denne forbindelse. Men
det falger af Noether’s anden Isomorfi: for idealer, der svarer til hinanden ved den bijektive
forbindelse, er de tilhgrende kvotientringe isomorfe. Den ene er altsa et integritetsomrade,
hvis og kun hvis den anden er. Desuden fglger, at for tilsvarende primidealer er de tilhgrende
kvotientringe isomorfe.

Endelig er den naturlige isomorfi (4.12.1) blot isomorfien (3.12.1) anvendt pd S := R \ p.
Som naevnt i Bemarkning (3.14) kan hgjresiden i (3.12.1) nemlig fas ved at lokalisere M /aM
som R /a-modul mhtbilledet 6 S; og det er klart, at dette billede netop er komplementaermang-
deni R/atil primidealet p/a. I
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(4.14) Lokaliseringsprincip. Lad S vare en multiplikativ delmangde af R, og betragt den
kanoniske homomorfi R — S~'R. Da vil ekstension og kontraktion,

p—>S og q— RNg,

definere en bijektiv, ordenstro forbindelse mellem pa den ene side de primidealer p i R, som
er disjunkte med S, og pa den anden side samtlige primidealer q i S~1R. For et primideal p
disjunkt med S geelder, at kvotienten SR /S~ er isomorf med lokaliseringen af integritets-
omradet R/p mht billedet af S i R/p. Endelig findes, for hver modul M og hvert primideal
p der er disjunkt med S, en naturlig isomorfi,

(™M) g-1, = M, (4.14.2)

Bevis. Deter klart, at idealet S~ netop er ekstensionen af p. Det skal vises, at kontraktion af
et primideal g er et primideal qo = RNqdisjunktmed S, og at ekstension af et primideal p, der
er disjunkt med S, er et primideal S~%p. Videre skal det vises, at kontraktion og ekstension er
Jhinandens inverse*, altsd at g = g 0og R N S~ = p. Idet S betegner billedmangden af
S ved den kanoniske homomorfi R — R/p, skal det endelig vises, at S~*R /S~ er isomorf
med S~1(R/p).

Betragt forst i brekringen S~IR et primideal q. Det er klart, at kontraktionen qq er et
primideal i R. Videre falger det af Isomorfisatning for brgkmoduler (3.10), at ¢ = S qo.
Af Korollar til Isomorfiseetningen (3.12) fglger nu videre, at qo N S = @.

Betragt omvendt i R et primideal p, der er disjunkt med S. Af Isomorfisetningen for
brgkmoduler (3.10) fas nu en naturlig isomorfi,

STIR/S™ =5 STLH(R/p).

Som navnt i Observation (3.13) er hgjresiden netop brakringen S~ (R /p), og isomorfien er
isomorfi af ringe. Hermed er den anfgrte isomorfi mellem ringe etableret. Forudsatningen
omat SNp = @ betyder pracis, at S ikke indeholder nul-elementeti R /p. Hgjresiden er derfor
brgkringen af et integritetsomrade mht en multiplikativ delmaengde, der ikke indeholder 0.
Af Satning (3.6) falger derfor, at hgjresiden er et integritetsomrade. Altsa er venstresiden et
integritetsomrade. Falgelig er S~ et primideal i ringen S—R.

Betragt videre kontraktionen R N S~%. Kontraktionen er kernen for den sammensatte
homomorfi R — S™'R — S™'R/S~%. Det er Klart, at denne homomorfi er den samme
som den sammensatte homomorfi R — R/p — S™XR/p). Kontraktionen er falgelig kernen
for denne sidste sammensatte homomorfi. Her er homomorfien R/p — S~1(R/p) injektiv,
jfr Seetning (3.6). Kontraktionen er derfor kernen for homomorfien R — R/p. Falgelig er
kontraktionen lig med p.

Hermed er vist, at kontraktion og ekstension er ,hinandens inverse“ pa de betragtede
mangder af primidealer. Den anfgrte isomorfi mellem ringe blev etableret undervejs.
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Betragt endelig en R-modul M og et primideal p disjunkt med S. Venstresiden af (4.14.1)
bestar af brgker, hvor teller og naevner er brgker, af formen

x/s1
t/sy

Teelleren x /s1 tilharer S~M, og navneren ¢ /s, tilhgrer komplementseermangden til primi-
dealet S~1p. Hagjresiden af (4.14.1) bestar af brgker x/z, hvor navneren ¢ tilhgrer komple-
mentermeengden til p. Det er nu let at vise, at forskriften, der til en brek x /¢ pa hgjresiden
af (4.14.1) lader svare brgken (x/1)/(t/1) pa venstresiden, er en veldefineret injektiv homo-
morfi. For at vise, at denne homomorfi er surjektiv betragtes en brgk (x). Broken s1sp/1
tilharer ikke ekstensionen S~1p, thi ellers ville sys, tilhare kontraktionen p, i modstrid med
at s1s7 tilhgrer S som er disjunkt med p. Falgelig geelder i (S_]'M)S—lp ligningen,

x/s1 _ (s1s2/D)(x/s1) _ s2x/1
t/s2 (s1s2/D)(t/s2)  s1t/1°
og heraf folger surjektiviteten. I

(%)

(4.15) Bemeaerkning. To specialtilfelde af Lokaliseringsprincippet skal fremhaves:

(1) Lad f veere et element i R. Der er da en bijektiv forbindelse mellem samtlige pri-
midealer i brgkringen Ry, og de primidealer i R, som ikke indeholder f. Dette falger af at
brgkringen R er lokaliseringen af R mht mangden af potenser f7; et primideal er gjensynlig
disjunkt med denne mangde, hvis og kun hvis det ikke indeholder f.

(2) Lad p veere et primideal i R. Der er da en bijektiv forbindelse mellem samtlige
primidealer i brekringen R, og de primidealer i R, som er indeholdt i p. Dette falger af at
brgkringen Ry, er lokaliseringen af R mht til komplementseermeaengden S := R\ p; et primideal
er disjunkt med denne komplementaermangde, hvis og kun hvis det er indeholdt i p.

Yderligere geelder, at brgkringen R, er en lokal ring med maksimalidealet pR,. Et a&gte
ideal i brgkringen, dvs et ideal forskelligt fra R,,, har nemlig formen aR,, hvor a er et ideal
i R disjunkt med S, jfr Korollar (3.12). At a er disjunkt med S betyder at a € p. Altsa er
aR, C pR,. Ethvert &gte ideal er altsa indeholdt i pR,,.

Endelig geelder, at restklasselegemet R, /p R, er isomorft med braklegemet for integritets-
omradet R/p. Af beskrivelsen i Lokaliseringsprincippet falger nemlig, at restklasselegemet
er brokringen for R /p mht til billedet S af S, og da S er komplementarmangden til p, bestar
S netop af elementerne forskellige fra 0 i R/p.

(4.16) Seetning. Ladm vaere et maksimalideal i R. Den lokale ring R, har da maksimalidealet
mRy,, 0g dens restklasselegeme er isomorft med legemet R /m. Mere generelt findes for hver
R-modul M ogi > 1 en naturlig isomorfi,

M/m'M > My /m' My, (4.16.1)
Bevis. Den farste pastand falger af Lokaliseringsprincippet, jfr Bemarkning (4.15). Restk-

lasselegemet R, /mR,, er nemlig isomorft med brgklegemet for kvotienten R/m. Da m er et
maksimalideal, er denne sidste kvotient et legeme, og altsa lig med sit brgklegeme.
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Lad nu S betegne komplementeermangden S := R \ m. Hgjresiden i (4.16.1) er da
isomorf med brekmodulen S~1(M/mi M), jfr Korollar (3.12). Det er saledes pastanden, at
den kanoniske homomorfi M/m! M — S~1(M/m’ M) er en isomorfi.

Ifalge Lemma (3.4)(2) er det nok at vise for hvert element s € S, at multiplikation med s
er bijektiv pd M/m’ M. Da s ikke tilhgrer m og m er et maksimalideal, er Rs +m = R. Der
findes altsd elementer r € R ogm € msaat 1 = rs + m. Oplgft rs + m til i 'te potens og
anvend den distributive lov. Herved fas en sum af led, hvoraf ét led er m’ og hvor de gvrige
led indeholder s som faktor. ldet s seettes uden for parentes i disse gvrige led, fremkommer
en ligning af formen,

l=r;s+ mt.

Heraf fremgar det gnskede. Potensen m' tilhgrer jo m’, sd ligningen viser, at der for alle
x | M gelder, at r;sx = sr;x er kongruent med x modulo m* M. | kvotienten M/m' M er
multiplikation med r; derfor invers til multiplikation med s. I

(4.17) Komaksimale idealer. To idealer a og b i R kaldes komaksimale, hvis summen a + b
er hele ringen R. @jensynlig er betingelsen a&kvivalent med at et-elementet 1 tilhgrer a + b,
altsa aekvivalent med at der eksisterer en fremstilling,

l=a+b hvoraca, beb.

(4.18) Lemma. Lad a, b og ¢ vare idealer i R. (1) Hvis a og b er komaksimale, sa er
feellesmaengden lig med produktet, dvs a N b = ab.

(2) Hvis a er komaksimal med b og komaksimal med ¢, sd er a komaksimal med produktet
bc.

Bevis. @jensynlig geaelder for idealer a, b og ¢ den distributive lov, c(a 4+ b) = ca + ¢b.
Det er Klart, at (1) er en konsekvens af falgende relationer mellem idealer:

anNnb=@Nb)a+b)=@@Nbla+(aNb)bCab Canb.

Den farste relation geelder, da a og b er komaksimale, den anden faglger af den distributive
lov, den tredie er oplagt idet a N b er indeholdt i bade a og b, og den sidste relation galder
for vilkarlige idealer.

Af relationerne R = (a+ b)(a +¢) = aa + ac + ab + bc C a + be folger tilsvarende
pastanden i (2). 0

(4.19) Observation. Af definitionen falger, at to forskellige maksimalidealer m; og my er
komaksimale. Da idealerne er forskellige, er summen m1 + my nemlig effektivt sterre end
(fX) my, og da my er et maksimalideal, felger det at m; + m, = R. Ved gentagen anvendelse

n

af Lemma (4.18)(2) falger det nu, at vilkérlige potenser m}* og m5? er komaksimale.

(4.20) Den Kinesiske Restklassesatning. Ladas, ..., a, vare et s&t af parvis komaksimale
idealer. Daeray ---a, = a1 N---Na,, og der findes en naturlig isomorfi,

R/al"'ar%R/alx"‘XR/ar-
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Bevis. For i = 1,...,r betegnes med a produktet af a;’erne for j # i. Ved gentagen
anvendelse af Lemma (4.18)(2) falger det, at a; er komaksimal med a’. Videre falger ligheden
ap---a, =a;N---Na-af Lemma (4.18)(1) ved induktion.

Den sggte isomorfi fas ved at betragte den kanoniske afbildning, der til hvert element x i
R lader svare r-sattet bestaende af restklasserne af x modulo hvert af de » idealer a;. Denne
kanoniske afbildning er gjensynlig en ringhomomorfi,

R — R/a; x---x R/a,,

hvor hgjresiden er produktringen, med koordinatvise kompositioner. Kernen for denne rin-
ghomomorfi er fellesmeengden af a;’erne, der ifglge det allerede viste er lig med produktet
af a;’erne. For at vise, at denne ringhomorfi inducerer en isomorfi som gnsket, er det derfor
nok at vise, at den er surjektiv.

Videre er det, da afbildningen er en ringhomomorfi, nok at vise fori = 1, ..., r, at det
specielle r-sat, der har restklassen af 1 modulo a; pa den i’te plads og 0 pa de gvrige pladser,
tilhgrer billedet. Hertil bemzrkes, at da a; og a: er komaksimale, findes elementer a; € a;
0g a; € a; sledes at 1 = a; + a/. Betragt elementet a;. Det tilhgrer o} og dermed alle
a;’erne for j # i. Elementets restklasse modulo a; er derfor lig med O for j # i. Desuden
era; —1 = —a; elementi a;, saer a; er kongruent med 1 modulo a;. Restklassen modulo a;
af elementet ! er altsé lig med restklassen af 1.

Hermed er vist, at elementet a; ved den kanoniske afbildning afbildes pé& det specielle
r-seet, som gnsket. I

(4.21) Eksempel. Den klassiske anvendelse af den kinesiske restklassesatning er pa ringen
Z af hele tal. Her er alle idealer hovedidealer, dvs af formen (n), hvorn > 0. To hovedidealer
(n1) og (n2) er komaksimale, hvis og kun hvis tallene n1 og ny er primiske, dvs ikke har
feelles primdivisorer. Dette falger af at idealsummen (n1) + (n2) gjensynlig er hovedidealet
(d), hvor d er den starste faelles divisor for ny og ny; idealsummen er saledes hele ringen Z,
hvis og kun hvis d = 1 er den sterste feelles divisor for n1 og ny.

Heraf fas den klassiske restklassesatning: For givne parvis primiske tal ny, ..., n, og
ni=ni---n,er

Z[(n) —> Z[(n1) x - -+ X Z/(ny).

(4.22) Opgaver.

1. Vis, for et primtal p, at idealet (p,X) i Z[X] er et maksimalideal, og beskriv legemet
Z[X]/(p,X). [Vink: Bestem en surjektiv ringhomomorfi ind i ,,det rigtige” legeme, med det
givne ideal som kerne.]

2. Vis, atidealet (X, Y) i Q[X, Y] er et maksimalideal.

3. Vis, atidealerne (0) C (X) Cc (X,Y) C (X,Y,Z)iZ[X,Y, Z] er primidealer. Er der
maksimalidealer imellem dem?

4. Vis, at hvis a er en feellesmangde af primidealer, sa er a = Rad(a).

5. Vis, at en endelig fellesmeengde p1 N - - - N p, af primidealer kun kan veere et primideal,
hvis et p; er indeholdt i de gvrige.
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6. Vis, at hvis en familie af primidealer p;, i € I, er totalt ordnet (dvs, at for alle 7, j er
pi € pjellerp; < p;), sd er fellesmangden (), p; igen et primideal.

7. Vis, at Rad(0) er delmangden bestaende af alle nilpotente elementer i R. *Vis, at

Rad(0) = (p.

hvor hgjresiden er feellesmaengden af alle primidealer i R. [Vink: For at vise inklusionen ,, >
skal det vises, at hvis f ikke er nilpotent, sa findes et primideal p med £ ¢ p. Anvend hertil
eksistensen af et primideal (endda et maksimalideal) i ringen Ry.]

8. Lad I veere en mangde. Betragt ringen R = IF‘ZI af alle funktioner I — . Vis, at
ved f +— f~1(0) bestemmes en bijektiv afbildning af R p& mangden af alle delmangder af
I; den inverse afbildning knytter til en delmaengde F < I den karakteristiske funktion for
komplementermangden til F. Herved svarer delmangder a C R til systemer af delmangder
F C P(). Vis, at a C R er et &gte ideal, hvis og kun hvis F € P([) er et filter pa I, dvs
opfylder fglgende: 1) G D F e F — G e F,09(2) F1,F, € F — F1NF € F,
og 3) F #0og @ ¢ F. Vis, at falgende betingelser er &kvivalente: (i) a er et primideal,
(if)F er et ultrafilter, dvs et filter som opfylder, at for enhver delmangde F af I gelder:
F € F v UF e F, (iv) Filtret F er maksimalt blandt filtre, (iv) a er et maksimalideal.

9. Betragtringen R := F§’ af alle fglger : N — . Vis, at delmangden a C R bestaende
af de falger, der er O fra et vist trin, er et segte ideal i R. Kan du bestemme et maksimalideal
mmedm D a?

10. Bestem en keede af tre primidealer pg C p1 C p2 iringen Q[X, Y]. —Og i ringen Z[X].
11. Betragt en ringhomomorfi R — R’ og for idealer a € R og a’ C R’ extension R’a 0g

kontraktion RNa’. Vis,ata € RNR'aogat R"(RNa’) C . Vis, at hvis a er en kontraktion,
sdera= RN R'a,og hvis a’ er en extension, sa era’ = R'(R N a').

12. Antag, at R er lokal med maksimalideal m. Vis, at hvis idealet m er endeligt frembragt,
s& er enten mf = (0) for et (passende stort) , eller ogsé er m” > m”**! for alle n. Vis, at
hvis den farste mulighed indtreaffer, sa er m det eneste primideal i R.
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1. Endeligt frembragte moduler.

(1.1) Endeligt frembragt modul. Lad M vare en R-modul. For givne elementer vy, ..., vy,
i M betegnes da med
Rvi+---+ Ry,

delmangden af M bestaende af de elementer, der har formen
rivy+---+ruv, medr; € R.

@jensynlig er denne delmangde en undermodul i M, endda den mindste, der indeholder
v;’erne. Den kaldes undermodulen frembragt af v;’erne.

Modulen M siges at veere endeligt frembragt, hvis der i M findes endelig mange elementer
V1, ..., Uy, SOM frembringer M, dvs opfylder at

M = Rv1 +---+ Rv,,.

En modul M, der er frembragt af et enkelt element, dvs har formen M = Rv, siges ogsa at
veere en cyklisk modul.

(1.2) Observation. Modulen R" er endeligt frembragt, nemlig frembragt af de n-szt, der
har 0 pa alle pladser pa nzr et enkelt 1 pa én plads. Specielt er R, som R-modul, endeligt
frembragt (endda cyklisk).
For givne elementer vy, ..., v, i en modul M defineres en R-linear afbildning R™ — M
ved
(ri,...,rm) > rivi+ -+ rpvy.

Billedet for denne afbildning er gjensynlig undermodulen frembragt af v;’erne. Heraf fglger
let, at en modul M er endeligt frembragt, hvis og kun hvis M er homomorft billede af en
modul R™ for passende m, altsa hvis og kun hvis M er isomorf med en kvotient R /K, hvor
K er en undermodul i R™.

Tilsvarende falger det, at modulen M er cyklisk, hvis og kun hvis M som modul er isomorf
med en kvotient R/a, hvor a er et ideal i R.

Hvis ringen R er et legeme, er moduler over R som bekendt blot vektorrum. Et vektorrum
er gjensynlig endeligt frembragt, hvis og kun hvis det er endeligdimensionalt, og det er
cyklisk, hvis og kun hvis det enten er 1-dimensionalt eller bestar alene af 0.
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(1.3) Seetning. Lad der veere givet en eksakt falge af R-moduler,

N-2emLep—ro.
Hvis M er endelig frembragt, sd er P endelig frembragt. Hvis bade N og P er endeligt
frembragte, sd er M endelig frembragt.

Bevis. Hvis elementer v1, ..., v, frembringer M, sa vil deres billeder i P frembringe P,
fordi homomorfien v : M — P er surjektiv. Heraf fglger den farste pastand.

For at vise den anden pastand betragtes elementer v, ..., v, som frembringer N og
elementer uy, ..., u,, som frembringer P. Da v er surjektiv, findes elementer wy, ..., w,
i M, som ved  afbildes pa u;’erne. Det pastas, at M er frembragt af de endelig mange
elementer pv1, ..., @u,, w1, ..., w,. Betragt hertil et vilkarligt element x i M. Billedet af x
i P erdaen linearkombination af u;’erne, ¥ x = ) _ r;u;. Den tilsvarende linearkombination
af w;’erne, > rjw;, har nu samme billede i P som x, og differensen,

X — Zri w;,
i
tilhgrer derfor kernen for 1. Da falgen er eksakt, vil differensen altsa tilhgre billedet g V.
Dette billede er frembragt af pv;’erne, da v;’erne frembringer N. Differensen er derfor en
linearkombination af pv;’erne. Heraf ses, at elementet x er en linearkombination af w;’erne
0g ¢v;’erne, som pastaet. 0

(1.4) Note. Beviset for Seetningen giver mere information: Hvis P er frembragt af p elementer
og N er frembragt af n elementer, sa er M frembragt af p + n elementer.

(1.5) Bemaerkning. Den oplagte anvendelse af setningen er pa den eksakte falge harende
til en undermodul N af M,

0—>N—M—»M/N—D0.

Hvis N og M/N er endeligt frembragte, sd er M endeligt frembragt. Hvis M er endeligt
frembragt, sa er kvotienten M /N endeligt frembragt.

Bemeerk, at man ikke, nar M er endeligt frembragt, kan slutte at undermodulen N i M
ngdvendigvis er endeligt frembragt. | R, der jo som R-modul er frembragt af ét element
(nemlig af et-elementet 1 € R), er alle idealer ikke ngdvendigvis endeligt frembragte.

(1.6) Eksempel. Lad R betegne ringen af reelle talfglger (a,). Det er klart, at de falger (a,),
der er O fra et vist trin, udger et ideal 7 i R. Det er let at se, at idealet 7 ikke er endeligt
frembragt.

(1.7) Definition. Lad M veere en R-modul. Ved en (endelig) filtration i M forstas en fglge
af undermoduler,
O=FCHhnC---CF =M.

De successive kvotienter F; /F; _1 fori =1, ..., n kaldes ogsa filtrationens kvotienter. Den
i'te kvotient F; / F;_1 er gjensynlig 0, netop nar F;_; = F;. Antallet af kvotienter forskellige
fra 0 er altsa antallet af skarpe C’er i filtrationen. Dette antal kaldes filtrationens leengde.
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(1.8) Eksempel. Antag, at M er frembragt af elementer vy, ..., v,. Seet
F, '= Rvyi + -+ Ry;

fori =0,...,m (fori = 0 er Fy = 0). Da udger F;’erne en filtration af M. Bemark, at
kvotienten F; / F; _1 er frembragt af billedet af v;, idet der modulo F; _1 geelder, at Z}:l rivj =
riv;. Filtrationens kvotienter er altsa cykliske.

(1.9) Observation. Ofte er det bekvemt at kunne udlede egenskaber for en modul M ud
fra egenskaberne ved kvotienterne i en given filtration0 = Fp € F; C --- C F, = M af
M. Lad os fx vise, at hvis kvotienterne F;/F;_; er endeligt frembragte, sd er M endeligt
frembragt.

Vi viser ved induktion efter i, fori =1, ..., n, at F; er endeligt frembragt. Fori = 1 er
F1 = F1/Fp endeligt frembragt. Til induktionsskridtet anvendes den eksakte falge,

0— Fi_1— F, > F;j/F;_1 — 0.

Induktivt kan det antages, at F;_1 er endeligt frembragt, og F;/F;_1 er endeligt frembragt
ifglge antagelsen. Af Satning (1.3) falger derfor, at F; er endeligt frembragt.

(1.10) Observation. Betragt en direkte sum af moduler, M = M1 & - - - & M,,. Saet
Fipi=M1&®---®M;

fori =0,...,n (fori = 0er Fp = 0). Her kan F; opfattes som undermodul af M: Den
direkte sum M bestar af n-set, og F; bestar af de n-set, der har 0 pa pladser med index starre
end i. Herved udger F;’erne en filtration af M. Den i’te kvotient F; /F;_1 kan identificeres
med M;. Dette falger af at der generelt for en direkte sum F @ N gelder,at (F®N)/F = N.
Af de foregaende resultater ferlger umiddelbart: M er endeligt frembragt, hvis og kun hvis
hver ,,summand“ M; er endeligt frembragt.

(1.11) Opgaver.
1. Vis, at Q som Z-modul ikke er endeligt frembragt.

2. Betragt delringen R = Z&QX dQX?®QX3@- - - € Q[X]. Vis, at idealet af polynomier
f € Rmed f(0) = 0 ikke er endeligt frembragt.

3. Preciser hvad der menes med polynomiumsringen R = Q[X1, X2, X3, ...] i numera-
belt mange variable. Vis, at idealet bestaende af polynomier ,uden* konstantled, dvs med
konstantled lig med 0, ikke er endeligt frembragt.

4. Vis, at en kommutativ gruppe (altsa en Z-modul) M er endelig, hvis og kun hvis M har
en filtration (0) = Fy € --- € F,, = M, hvor kvotienterne F;/F;_1 er endelige. Vis, at ,i sa
fald“er |M| = |F1/Fol - - - | Fy/ Fu-1l.

5. Lad der veere givet en filtration 0 = Fp € F; € --- C F, = M i M med cykliske
kvotienter F;/F;_1 = R/a; fori = 1,...,n. Vis, at produktet aj ---a, er indeholdt i
annullatoren Ann M.
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6. Vis, at en R-modul M er fri, hvis og kun hvis M har en endelig filtration, hvor alle de
successive kvotienter er isomorfe med R.

7. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul og lad a veere et ideal saledes, at for alle
x #0iMerax C Rx. Vis,athvis M # 0,sd er aM C M. [Vink: Indirekte, som i beviset
for Nakayama’s Lemma; brug, at en ligning (1 —a)e = 0, med @ € a 0g ¢ € M medfarer, at
e=0.

8. Enring R, hvori idealerne er totalt ordnede (dvs, at for vilkarlige to idealer a og b er enten
a C beller b C a), kaldes en valuationsring. Vis, at i en valuationsring er ethvert endeligt
frembragt ideal et hovedideal.

9. Lad f: M — N veare en homomorfi mellem moduler, der har den samme endelige leengde.
Vis, at fglgende betingelser er &kvivalente: (i) f er surjektiv; (ii) f er injektiv; (iii) f eren
isomorfi.
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2. Moduler af endelig leengde.

(2.1) Definition. Lad M vaere en R-modul. Ved leengden af M forstas supremum af leengderne
af filtrationerne i M. Leangden af M betegnes ogsa long M. Langden kan vere oo, nemlig
hvis der findes filtrationer i M af vilkarlig stor leengde. At leengden er endelig betyder, at
der er en gvre grense for leengden af en filtration i M, altsa en gvre grense for hvor mange
skarpe inklusioner, der kan veere i en filtration af M.

I enhver modul M # 0 er (0) C M en filtration af leengde 1. Nulmodulen 0 er altsa den
eneste modul af leengde 0.

(2.2) Seetning. For en R-modul M er folgende betingelser akvivalente:

(i) M har lengde 1.

(i) M # 0 og de eneste undermoduler i M er de trivielle, nemlig (0) og M.
(ili) M # 0 og for hvert elementv # 0 i M geelder M = Rv.
(iv) M er modul-isomorf med en kvotient R /m, hvor m er et maksimalideal i R.

Bevis. At en modul M har leengde mindst 2 betyder, at der i M findes en filtration
O cCcFhCM,

altsd at M har en ikke-triviel undermodul. Betingelserne (i) og (ii) er derfor &kvivalente.

At (if)=(iii) er klart. For hvertelement v # 01 M er Rv jo en undermodul, og Rv # (0);
hvis M kun har de trivielle undermoduler, ma der altsa geelde Rv = M. Antag omvendt, at
(iii) er opfyldt. Lad F1 # (0) veere en undermodul i M. Da F1 # (0), findes v £ 01 Fy. Af
Rv C F1 € M og (iii) felger nu, at F; = M. Det er saledes vist, at M kun har de to trivielle
undermoduler, sa (ii) gaelder.

Betingelserne (ii) og (iii) er saledes &kvivalente. Er de opfyldt, ma M specielt vare cyklisk
ifalge (iii), altsa isomorf med en kvotient R /m, hvor mer et ideal i R. Det er derfor nok at vise
for en kvotient M = R/m, at (ii) er opfyldt, hvis og kun hvis m er et maximalideal. Denne
sidste pastand felger umiddelbart af Noether’s anden Isomorfisetning: undermodulerne i
kvotienten R /m svarer bijektivt til undermoduler (dvs idealer) a 2 m. i

(2.3) Definition. Enmodul M, der opfylder de &kvivalente betingelser i Seetning (2.2), kaldes
en simpel modul.
Lad M veere en modul, og betragt i M en filtration med skarpe inklusioner,

O=FRCcFhcCc---CF,=M.

Undermoduler F mellem F;_1 og F;, dvs som opfylder F;_1 € F C F;, svarer ifglge
Noether’s anden Isomorfisatning til undermoduler af kvotienten F;/F;_1. Af betingelsen
(2.2)(ii) falger derfor, at kvotienten F;/F;_1 er en simpel modul, hvis og kun hvis der ikke
findes undermoduler F, som ligger ,,zegte” mellem F; _1 og F;. Med andre ord: filtrationen
er uforfinelig, hvis og kun hvis alle kvotienterne F;/ F;_1 er simple moduler.

Hvis modulen M har endelig leengde, sa findes naturligvis en sadan uforfinelig filtration i
M. Vi skal senere se, at det omvendte ogsa galder.
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(2.4) Seetning. Lad der veare givet en eksakt falge af moduler,
O—M —M-—M'—0.

Da gealder formlen,
long M = long M’ + long M”.

Bevis. Vi kan antage, at M’ er en undermodul i M og at M” = M /M’ er den tilhgrende
kvotientmodul. Vi viser ligheden ved at vise de to uligheder.
=" Betragt to vilkarlige filtrationer i M’ og M”,

OCFCcC---CF, M, (OCF c---CF, ;<M

og lad k” og k” betegne lengderne af filtrationerne. Ifglge Noether’s anden Isomorfisatning
svarer undermodulerne F/” af kvotienten M” til undermoduler F; af M, séledes at F; © M'.
| M fas saledes en filtration,

OCFC---CF,_1CSMCF---CFy1SM.
1 n—1

| denne filtration er der ialt k¥’ + k” skarpe inklusioner, sa filtrationens leengde er k' + k”.
Altsder k' + k" < long M. Dafiltrationerne i M’ og M" var vilkarlige, falger det endelig, at

long M > long M’ + long M".
<" For at vise den omvendte ulighed betragtes en vilkarlig filtration i M,
O =FhCchnCc---CF,=M.

Seaet F/ := F;NM’, og lad F/’ betegne billedet af F; i kvotienten M /M’. Da udger modulerne
F! en filtration i undermodulen M’, og modulerne F/” udger en filtration i kvotientmodulen
M/M’, og F/ er kernen for den surjektive homomorfi F; — F/’. Af Slangelemmaet far vi sa
eksakte folger,

00— F//F_y — Fi/Fi.1— F'/F_; —0. *)

Lad nu k, k', k” veere leengderne af filtrationerne i M, i M’ ogi M/M’. | (*) er den midterste
modul altsa forskellig fra O for k veerdier afi = 1, ...n. Af eksaktheden falger derfor, at for
hver af disse k vardier af i er mindst én af de to moduler, F//F/_, og F/'/F!" ;, forskellig
fra 0. Den farste er forskellig fra O for k’ veerdier af i, den anden er forskellig fra 0 for k"
veerdier af i. Heraf fas uligheden,

k <k +Kk".

Ifalge definitionen er &’ < long M’ og k" < long M"”. Uligheden ovenfor medfarer derfor, at
k < long M’ +long M”. Da k var leengden af en vilkarlig filtration i M, falger det endelig, at

long M < long M’ + long M”.

Hermed er den omvendte ulighed, og dermed den sggte formel, bevist. I
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(2.5) Korollar. (1) For en undermodul N i M gelder formlen,
long M = long N + long M/N.

(2) For en filtration0 = Fy € --- € F, = M galder formlen,

long M = "long F;/Fi_1.

(3) Forendirekte sumM = My & - - - ® M,, gelder formlen,

long M = "long M;.

Bevis. (1) Da fglgen 0 — N — M — M /N — 0 er eksakt, fglger (1) umiddelbart
af setningen. Pastand (2) fglger ved induktion efter n af setningen ved hjeelp af den eksakte
falge,

0—’Fn—l—’Fn—’Fn/Fn—1—'0-

Endelig falger (3) af (2) ved at betragte filtrationen defineret ved F; .= M1 & ---® M;. 10

(2.6) Bemarkning. Bemark, at de anfarte formler geelder, nar der pa oplagt made regnes
med oo. Fx er det saledes en del af udsagnet i (2.5)(1), at modulen M har endelig lengde,
hvis og kun hvis bade N og M /N har endelig leengde.

(2.7) Korollar. Modulen M har endelig leengde, hvis og kun hvis der i M findes en uforfinelig
filtration,

O=FRCFhC---CF,=M. (%)
Alle uforfinelige filtrationer har samme langde, nemlig leengden af M.

Bevis. Hvis M har endelig leengde, sa findes gjensynlig en uforfinelig filtration () med
n = long M. Antag omvendt, at (x) er en uforfinelig filtration. Da er alle kvotienterne
F; /F;_1 simple moduler, dvs af lengde 1. Tallet n er filtrationens leengde. Af Korollar
(2.5)(2) folger, at long M = n. Hermed er pastandene bevist. I

(2.8) Eksempel. De simple Z-moduler er kvotienterne Z/(p) for et primtal p. De er specielt
endelige. Heraf fglger let, aten Z-modul M har endelig leengde, hvis og kun hvis M er endelig.
Antag, at M har lengde n. 1en uforfinelig filtration af M forekommer sa kvotienterne Z/ p; for
n ikke ngdvendigvis forskellige primtal p;. Det falger let, at der sa gaelder |M| = p1 - - - pa.

De simple C[X]-moduler er kvotienterne C[X]/(X — «) for « € C. De er specielt 1-
dimensionale som vektorrum over C. Heraf fglger let, at en C[X]-modul M har endelig
leengde, hvis og kun hvis M har endelig dimension som vektorrum over C, og at der faktisk
geelder ligheden long M = dim¢ M.
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(2.9) Opgaver.
1. Hvor langt er et vektorrum?

2. Angiv i Z som Z-modul en filtration af leengde 999.
3. Vis, at enhver modul af endelig leengde er endeligt frembragt.

4. Vis, hvis ringen R som R-modul har endelig leengde, sa har enhver endeligt frembragt
R-modul ogsa endelig lzengde.

5. Lad 0 — M, — oo —> M1 — Mo — 0 vere en exakt fglge af moduler af endelig
lengde. Vis, at Y (—1)" long M; = 0.

6. Vis, at en R[X]-modul M har endelig l&engde, hvis og kun hvis M har endelig dimension
som vektorrum over R.

7. Lad m veere et fast maksimalideal i R. For hver uforfinelig filtration i en modul M
kan vi spgrge om antallet af gange den simple modul R/m forekommer blandt filtrationens
kvotienter. Lad long,, M betegne det starste antal gange R/m forekommer som simpel
kvotient i en uforfinelig filtration af M. Vis, at long,, R/m = 1, og at long R/n = 0, nar n
er et maksimalideal, n # m. Vis, for en undermodul M’ af M, at long,, M = long,, M’ +
long,, M/M’. Vis, at i enhver filtration af M forekommer R /m som simpel kvotient praecis
long,, M gange.

8. Antag, at R er et PID, og ata = p;*--- p,” er en primoplgsning. Bestem leengden af
R-modulen R/(a).

9. Antag, at R er et PID og ikke et legeme. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul.
Vis, at M har endelig leengde, hvis og kun hvis Ann M # (0).

10. Lad M vere en endeligt frembragt modul over en noethersk ring R. Vis, at M har
endelig leengde, hvis og kun hvis der findes endelig mange maksimalidealer m1, ..., m,
(ikke ngdvendigvis forskellige) i R saledes, at my - --m, M = 0.

Hvad udsiger resultatet, hvis R er lokal?
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3. Lidt om noetherske ringe og moduler.

(3.1) Seetning. For en modul M er falgende betingelser &kvivalente:

(i) Enhver undermodul i M er endeligt frembragt.
(i1) I enhver stigende kaede af undermoduler i M,

My S M, CM3C---,

galder lighed fra et vist trin.
(iii) I enhver ikke-tom mangde S af undermoduler i M findes en undermodul, der er
maksimal blandt undermodulerne i S.

Bevis. (i)=(ii): Betragt en keaede af undermoduler som i (ii), og dan foreningsmangden,
N =M.

Foreningsmengden N er stabil under addition. Lad nemlig x og y veere elementer i N.
Da findes i, j sdatx € M; og y € M;. Det kan antages, ati < j. Mensder M; € M;, og
undermodulen M; vil alts indeholde bade x og y og dermed ogsa summen x + y. Folgelig
tilhgrer x + y foreningsmangden N .

Det er klart, at nul-elementet tilhgrer N, og det er let at vise, at N er stabil under multi-
plikation med skalar. Da N ogsa er stabil under addition, er N' derfor en undermodul. Ifglge
antagelsen (i) er N endeligt frembragt. Der findes altsa endelig mange elementer vy, ..., v,
i N sdat

N = Rvi+---+ Rv,,.

Hver af frembringerne vy tilhgrer en af undermodulerne M;. Af disse endelig mange M;’er
er en, fx M, den starste. Da hver af frembringerne vy tilhgrer M,,, geelder

N=Rvi+ - +Rvy CM, SM,11 S S| JM;=N.

Det falger, at lighed geelder overalt i inklusionerne ovenfor. Specielt geelder altsa at M,, =
M, 11 = ---, hvormed (ii) er bevist.

(i)=(i): Antag, indirekte, at der i M findes en undermodul N, der ikke er endeligt
frembragt. Veelg et element vy i N (fx v1 = 0), og st M1 := Rvy. Davy € N,er M1 C N,
og da N specielt ikke er frembragt af ét element, geelder endda

M1 C N.

Velg nu vy i overskudsmaengden N \ M1, 0og s&et My := M1 + Rvy. @jensynlig er M1 C
M>, og da M, indeholder vy, som var valgt i komplementeermangden til M1, gelder endda
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M1 C M>. Videre er M, frembragt af v1 og v, som begge var valgti N; fglgeliger M, C N.
Da N specielt ikke kan veere frembragt af to elementer, fas endda

My C Mo CN.

Velg nu v3 i overskudsmaengden N \ M», og seet M3 := M+ Ruvs. Idet processen fortszettes
induktivt, fas en uendelig felge af undermoduler,

My C M, CM3zC---

(der alle er skarpt indeholdt i N). Da dette er i modstrid med antagelsen (ii), er det indirekte
bevis fuldfert.

(if) <= (iii): Dette resultat geelder for enhver partielt ordnet mangde, og har intet at gare
med at vi her betragter undermoduler af en modul. Beviset overlades til lzeseren. I

(3.2) Noethersk modul. En modul M, der opfylder de a&kvivalente betingelser (i), (ii), (iii)
i Seetning (3.1), kaldes en noethersk modul.

Bemark forskellen og ligheden i definitionen af ,,noethersk* og ,.endelig leengde”. At M
er noethersk betyder at i en given keede af undermoduler,

My C My S M3 C -,

kan der kun veere endelig mange skarpe inklusioner. At M har endelig laeengde betyder at der
er en pa forhand given gvre greense for antallet af skarpe inklusioner.

(3.3) Seetning. Lad N vere en undermodul i modulen M. Da er M noethersk, hvis og kun
hvis bade undermodulen N og kvotientmodulen M /N er noetherske.

Bevis. Antag ferst, at N og M/N er noetherske. Vi efterviser, at M opfylder betingelsen
(3.1)(i). Lad altsa K vere en undermodul i M. Billedet K" af K i M /N er da en undermodul
i M/N. Altsaer K” endeligt frembragt, da M /N er noethersk. Fellesmangden K’ := KNN
er en undermodul i N. Altsd er K’ endeligt frembragt, da N er noethersk. Restriktion af den
kanoniske afbildning M — M/ N til undermodulen K giver en eksakt fglge,

0—K —+K—>K"—»0.

Af Setning (1.3) falger derfor, at K er endeligt frembragt. Da K var en vilkarlig undermodul
i M, er M saledes noethersk.

Antag omvendt, at M er noethersk. Enhver undermodul K i N er da specielten undermodul
i M, og derfor endeligt frembragt, da M er noethersk. Altsa er N noethersk. Betragt dernast
en undermodul L i M/N. Ifalge Noether’s anden Isomorfisatning er L sa homomorft billede
af en undermodul K af M (enddamed K O N). Da M er noethersk er K endeligt frembragt,
og det homomorfe billede L er derfor ligeledes endeligt frembragt, jfr Setning (1.3). Altsa
er M /N noethersk. I
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(3.4) Korollar. (1) For en eksakt falge 0 —» M’ —%~ M —V~ M" —+ 0 gelder, at M er

noethersk, hvis og kun hvis M’ og M" er noetherske.

(2) For en filtration (0) = Fy C --- C F, = M gealder, at M er noethersk, hvis og kun
hvis alle kvotienterne F; / F;_1 er noetherske.

(3) Foren direkte sumM = M1 & - - - & M, galder, at M er noethersk, hvis og kun hvis
alle addenderne M; er noetherske.

Bevis. Ifglge Isomorfisaetningen er (1) blot en oversattelse af Satningen. Pastand (2) felger
ved induktion af (1), ved hjeelp af den eksakte falge,

Endelig falger (3) af (2) ved at betragte filtrationen i den direkte sum defineret ved F; =
M &---®M,. 0

(3.5) Definition. Ringen R kaldes en noethersk ring, hvis den er noethersk som R-modul.
Undermodulerne i modulen R er netop idealerne i ringen R, sd R er en noethersk ring, netop
hvis ethvert ideal i R er endeligt frembragt.

(3.6) Seetning. Antag, at ringen R er noethersk. Enhver endeligt frembragt R-modul er da
noethersk. Desuden er enhver kvotientring af R en noethersk ring.

Bevis. Modulen R" er en direkte sum R" = R@®- - -® R med n addender. Af Korollar (3.4)(3)
folger derfor, at R” er en noethersk modul. Lad nu M vere en endeligt frembragt R-modul.
Da er M homomorft billede af R” for passende n. Af Korollar (3.4)(1) falger derfor specielt,
at M er noethersk.

Den sidste pastand fglger af at idealerne i en kvotientring R /a netop er undermodulerne i
kvotientmodulen R/a. I

(3.7) Eksempel. Enhver endelig ring er noethersk. Ethvert legeme er en noethersk ring.
Enhver hovedidealring er noethersk. Specielt: ringen Z og polynomiumsringen k[ X] over et
legeme k er noetherske ringe.

(3.8) Hilbert’s Basissaetning. Lad R vare en noethersk ring. Da er ogsa polynomiumsringen
R[X] en noethersk ring.

Bevis. Vi viser, at polynomiumsringen R[X] har egenskaben (3.1)(i). Betragt derfor et ideal
201 R[X]. Lad [ = [(2) betegne mangden bestaende af de ledende koefficienter for polyno-
mierne i 2, samt elementet 0. Elementet a € R tilhgrer sa I, hvis og kun hvis der i idealet 2/
findes et polynomium af formen

aX"+ ... ,

hvor .- - -“ star for en sum af led af lavere grad end det farste.
Vi viser farst, at delmaengden [er et ideal i R. Det er klart, at O tilhgrer [. Videre falger af
aclogr e Ratra €, thihvisaX™ + - - tilhgrer 2, sa vil ogsa polynomiet

raXn+:r(aXn+)
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tilhgre 21. Antag endelig, at a, b € [. Der findes altsa i 2( polynomier af formen aX™ + - - -
0g bX™ + - - .. Det kan fx antages, at n > m. Da 2 er et ideal fglger det, at ogsa polynomiet

a@+b)X"+---=@X"+-- )+ X""OX" +--)

vil tilhgre 2. Altséa er ogsd a + b element i [. Hermed er vist, at [ er et ideal i R.
Da R er noethersk, er idealet [ endeligt frembragt. Der findes altsa endelig mange poly-
nomier,
Pi=a X"+,

hvis ledende koefficienter a; frembringer [. Lad nu ng vere den starste af graderne n;, og
lad 2(_,, betegne mengden af polynomier, der tilhgrer 2 og har grad mindre end ng. Det
er klart, at 2(_,,, er en R-modul, nemlig en undermodul i R-modulen R[X]_,, bestdende af
alle polynomier af grad mindre end ng. Den sidste R-modul er endeligt frembragt, nemlig
frembragt af de ng monomier 1, X, ..., X"0~1, Da R er noethersk, falger det af Setning
(3.6) at R[X]<,, er noethersk som R-modul. | undermodulen 2 _,, findes derfor endelig
mange polynomier Q;, som frembringer 2 ,,, som R-modul.

Det pastas nu, at idealet 2 i R[X] er frembragt af de endelig mange polynomier P; og
Q;. Lad B betegne idealet frembragt af disse polynomier. Da polynomierne er valgt i 2, er
B C A. Omvendt skal det altsa vises for hvert F i 2, at F tilhgrer 8. Denne pastand vises
ved induktion efter graden n af F.

Hvis n < ng er pastanden Klar, thi sa tilhgrer F delmangden 2 _,,,, og F er derfor endda
en R-linearkombination af Q;’erne.

Hvis n > ng betragtes den ledende koefficienta i F. Da F € 2, era € 1. Falgelig er a
en R-linearkombination af a;’erne,

a = Zr,’a,’.

Nuvar P; = a; X" +--- 0gn > ng > n;, sa linearkombinationen,
G .= ZI’,‘XH_"" P;,

har grad n og ledende koefficient a. Linearkombinationen G har altsa samme grad og samme
ledende koefficient som F. Differensen F — G har derfor lavere grad end F. Da G er en
linearkombination af P;’erne, vil G tilhgre 9. Videre er F — G et polynomium i 2 og af
lavere grad end F, sa ifglge induktionsforudsetningen vil F — G tilhgre 8. Men sa vil ogsa
F = G + (F — G) tilhgre B, som pastaet. Hermed er Satningen bevist. 0

(3.9) Korollar. Polynomiumsringen k[X1, ..., X,] i r variable, hvor k er et legeme eller
k = Z, er en noethersk ring.

Bevis. Pastanden galder generelt, nar k er noethersk. Den vises ved induktion. Basissatnin-
gen giver bade starten, » = 1, og induktionsskridtet, idet

R[X1,..., X,] = R[X1, ..., X, —1][X/].
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(3.10) Note. Det er Korollar (3.9) for et legeme k, der er den oprindelige ,basisseetning*.
Resultatet udsiger, at hvert ideal i k[ X1, ..., X,] er frembragt af endelig mange polynomier,
dvs har en endelig ,,basis".

(3.11) Opgaver.
1. Vis, at enhver kvadratisk talring R er noethersk. [Vink: Udnyt, at som Z-modul er R = Z2,
og at hvert ideal i R alts er en undergruppe af Z2.]

2. Lad a veere et ideal i en noethersk ring R, og set v = Rad a. Vis, at der findeset N € N
séledes, at tV C a.

3. Lad R vere et noethersk integritetsomrade. Vis, at ,,irreducible oplasninger eksisterer*.
Med andre ord: Vis, at hvert element r € R, der ikke er O eller en enhed, kan skrives som
produkt af irreducible elementer.

4. Vis, at hvis et ideal a ikke er et primideal, sa findes idealer b og c meda C bog a C ¢ og
bc C a. Vis, at i en noethersk ring R vil hvert ideal indeholde et produkt af primidealer; mere
preecist: til hvert ideal a findes primidealer p; > afori =1, ..., s séledes, atpy ---ps € a.

5. Antag, at R er noethersk. Vis, at (0) er et produkt af primidealer: (0) = p1 - - - p. Vis, at
hvert primideal p C R indeholder et p;. Specielt er de minimale blandt idealerne p; netop de
minimale blandt primidealerne i R. Vis, at Rad(0) = p1 N --- N py.

Vis for hvert ideal a, at der i maengden af primidealer p med p 2 a findes endelig mange

minimale elementer. Vis, at hvis q1, ..., q, er disse minimale elementer, sd er Rad(a) =
qr---Ndg.
6. Etideal q kaldes irreducibelt, hvis q er et &gte ideal og q ikke kan skrives som feellemangde
q = a N b af idealer, der er effektivt stgrre end gq. Vis, at et primideal er irreducibelt. Vis,
at de irreducible idealer i Z er (0) og hovedidealerne (p™) frembragt af en primtalspotens.
Vis, at i en noethersk ring er hvert ideal a en feellesmeaengde, a = q1 N - - - N q,, af irreducible
idealer q;. (Her medregnes fellesmangden af ingen idealer som fremstillingen af R.)

7. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul. Vis, at M er en noethersk modul, hvis og
kun hvis kvotientringen R/ Ann M er en noethersk ring.

8. Antag, at M er en noethersk R-modul. Vis, for en vilkarlig multiplikativ delmaengde S
af R, at S~ M er en noethersk S~ R-modul. [Vink: Enhver undermodul af $~1M har som
bekendt formen S~ N med en undermodul N € M ]

9. Visfor hvertn-seto = (a1, ..., a,) i k", atidealetmy := (X1 — o1, ..., X, —,) bestar
af de polynomier f € k[X1, ..., X,] for hvilke f (a1, ..., a,) = 0. Vis, nar k er et legeme,
at m,, er et maksimalideal.

10. Antag, at k er et uendeligt legeme. Vis,athvis f € k[X1, ..., X, ] ikke er nul-polynomiet,
sd findeseta = (a1, ..., a,) € k" med f(a) #0.

11. En partielt ordnet mangde (M, <) kaldes noethersk ordnet, hvis der i enhver stigende
kede x1 < x2 < x3 < --- geelder ,,=" fra et vist trin. Formuler en &kvivalent , mak-
simalitetsbetingelse”. Ordningen kaldes artinsk, hvis den modsatte ordning er noethersk.
Antag, at ordningen er bade noethersk og artinsk. Vis, at sa findes der i M en keade
X0 < X1 < ---Xxy_1 < X, sSom er uforfinelig i den forstand, at xo er minimalt element i M,
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x, er maksimalt element i M og for hvert i findes der intet element x med x;_1 < x < x;. |
almindelighed kan man ikke slutte, at der sa er en gvre graense for antallet at elementer i en
uforfinelig keede. Hvilket resultat kan man udlede, nar M er mangden af undermoduler af
en given modul M?

12. Betragt R-homomorfier p: M — N og v: N — P. Vis, at Kerp C Ker ¢ ¢ og at
inducerer en surjektiv homomorfi (M) — o (M). Vis, at Ker ¢ = Ker ¥ ¢, hvis og kun
hvis den inducerede homomorfi er en isomorfi v : (M) — Y o(M).

Vis, at hvis M er noethersk, sa er enhver surjektiv homomorfi M — M automatisk en
isomorfi.

13. Vis, at enhver noethersk modul M # 0 har en simpel kvotientmodul.

14. To af de egenskaber, der karakteriserer noetherske moduler ved deres undermoduler, hed-
der, henholdvis, ,,den opstigende kades egenskab®, og ,, maksimalitetsegenskaben®. Praciser
hvilke! Formuler tilsvarende ,,den nedstigende keedes egenskab“ og ,,minimalitetsegenska-
ben“, og vis at de to sidste egenskaber er a&kvivalente. En modul, der har de to egenskaber,
kaldes artinsk. Vis, at enhver artinsk modul har en simpel undermodul.

15. Vis, at en R-modul M har endelig lengde, hvis og kun hvis M er bade noethersk og
artinsk.

16. Lad p veere et primtal, og lad C,c C C* veere foreningsmeaengden af undergrupperne:

Vis, at C e er en gruppe, og at undergrupperne i (x) er de eneste agte undergrupper af C .
Vis, at C < er artinsk som Z-modul.

17. Vis, for et primtal p, at M := Z[1/p]/Z er artinsk som Z-modul. [Vink 1: Vis, at
undergrupperne Z(1/p)" /Z forn = 0,1, 2, ... er de eneste &gte undergrupper af M. Eller
Vink 2: Vis, at M er relateret til gruppen Cp.]

18. Antag, at nul-idealet er et produkt af maksimalidealer, (0) = mq ---m,. Vis, at s er
falgende betingelser er &kvivalente: (i) R er noethersk; (ii) R er artinsk; (iii) R har endelig
leengde. [Vink: | filtrationen af R bestemt ved F; := mq ---m; har hver af de successive
kvotienter formen F/mF; specielt er hver kvotient en modul over en kvotientring R /m, altsa
et vektorrum. Brug nu, at for vektorrum er de tre betingelser trivielt eekvivalente.]

19. Vis, at R (som modul over sig selv) er artinsk, hvis og kun hvis R har endelig lengde.
[Vink: Antag, at R er artinsk. Det er nok at vise, at (0) er produkt af maksimalidealer. Veelg
9 minimalt blandt de idealer, der er produkter af maksimalidealer, og st a = Annd. Saer a
det storste ideal med ad = 0. Antag, indirekte, at 0 # (0). Saer 1 ¢ a, og kvotienten R /a
er ikke nul. Slut heraf, at R/a har en simpel undermodul, svarende til et ideal b med a C b
0g b/a = R/m. Nuermb C a, og dermed er mbo = 0. @jensynlig er mo C 0 er produkt af
maksimal idealer, sa valget af o sikrer, at md = 0. Altsd er bdo = (0), menda a C b er det er
i modstrid med definitionen af a.

20. Vis, aten endeligt frembragt R-modul er artinsk, hvis og kun hvis den har endelig leengde.



u6

ENDL3. Lidt om noetherske ringe og moduler 59

21. Lad M veere en R-modul, og betragt den direkte sum R & M. Vis, at med kompositionen
(r, x)(s, y) = (rs, ry+sx) som multiplikation er R & M en kommutativ ring. (Tenker man
pa (r, x) som r + x, er multiplikationen bestemt ved xy = 0.) Antag, at R = k er et legeme.
Vis, at k @ M en lokal ring med kun ét primideal. Hvornar er k @ M noethersk?, — artinsk?,

— af endelig leengde?
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4. Endeligt frembragte algebraer. Hele udvidelser.

(4.1) Algebra og delalgebra. Lad der veere givet en ringhomomorfi6: R — A. Ringen A
organiseres da som R-modul med multiplikationen defineret ved

ra'=0(r)a forre R, acA.

Nar ringhomomorfien  er givet, siges A 0gsa at vaere en algebra over R eller en R-algebra.
Specielt: hvis R er en delring af A, sa kan A opfattes som algebra over R.

Nar A er en R-algebra kan enhver delring B € A, som omfatter 6(R), selv opfattes som
R-algebra. En sadan delring kaldes ogsa en delalgebra af A.

(4.2) Lemma. Lad A vere en R-algebra, og lad M veare en A-modul. Hvis M er endeligt
frembragt som A-modul og A er endeligt frembragt som R -modul, sa er M endeligt frembragt
som R-modul.

Bevis. Den givne A-modul M opfattes naturligt som R-modul, idet produktet rx for r € R
0g x € M defineres ved rx := 0(r)x.

Antag nu, at n elementer eq, ..., e, i M frembringer M som A-modul, og at p elemen-
ter v, ..., v, i A frembringer A som R-modul. Det pastds, at de np elementer v;e; i M
frembringer M som R-modul. Lad nemlig x vere element i M. Da har x en fremstilling,

X =aie1 + .-+ ayey, (*)

som A-linearkombination af ¢;’erne. Koefficienterne a; tilhgrer A, og hver koefficient a;
har derfor en fremstilling som R-linearkombination af v;’erne. Indsettes for hvert a; i (x)
en sadan fremstilling, fas en fremstilling af x som R-linearkombination af v;e;’erne, som
gnsket. I

(4.3) Endeligtfrembragtalgebra. Lad A veereen R-algebra. Forgivneelementeras, ..., an
i A betegnes da med
Rlai, ..., an]

delmangden af A bestaende af de elementer, der er R-linearkombinationer af endelig mange
af de endelige produkter,
i1 ip .

. im
ayay - -a,.

@jensynlig er denne delmaengde en delring af A, endda den mindste, der indeholder billedrin-
gend(R) ogalle a;’erne. Specielt er delmeaengden selv en R-algebra; den kaldes delalgebraen
frembragt af a;’erne.

En given R-algebra A siges at veere endeligt frembragt (mere udferligt: endeligt frembragt
som R-algebra), hvis der i A findes endelig mange elementer ay, . .., a,,, som frembringer
algebraen A, dvs opfylder at

A = Rlay, ..., an].

Algebraen A er specielt en R-modul, men det skal understreges, at en endeligt frembragt
algebra ikke ngdvendigvis er endeligt frembragt som R-modul.
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(4.4) Definition. Polynomiumsringen R[X1, ..., X,,] er en R-algebra, idet R kan opfat-
tes som delringen bestaende af de konstante polynomier. Polynomiumsringen er endeligt
frembragt som R-algebra, nemlig frembragt af de variable X1, ..., X,,.

For givne elementer a1, ..., a, i en R-algebra A defineres en R-linear ringhomomorfi
R[X1,...,Xn] — Aved

Billedet af et polynomium P € R[X1, ..., X,,] ved denne afbildning betegnes ogsa

P(al7 "'7am)7

og det siges at fremkomme ved at indsette aq, . . ., a,, | P. Billedet for denne ringhomomorfi
er gjensynlig delalgebraen frembragt af a;’erne. Billedet af det konstante polynomiumr € R
erelementetr1, = 4(r) i A; hvis misforstaelser er udelukkede skrives blot » for dette element
i A.

Givne elementer a1, ..., a,, i A siges at veere algebraisk uafhangige over R, eller trans-
cendente over R, hvis homomorfien defineret ved indseettelse er injektiv. Hvis homomorfien
ikke er injektiv, kaldes elementerne algebraisk afhangige over R.

(4.5) Observation. Af definitionerne falger let, at en R-algebra A er endeligt frembragt

over R, hvis og kun hvis A er homomorft billede af en polynomiumsring R[X 1, ..., X,,] for
passende m, altsa hvis og kun hvis A er isomorf med en kvotient R[X1, ..., X,,,]/2, hvor
er et ideal.

Specielt falger det, at en algebra, der er endeligt frembragt over en noethersk ring R, selv
er en noethersk ring.

(4.6) Seetning. Lad A veere en R-algebra. For hvert element a i A er falgende betingelser
&kvivalente:

(i) Der findes et normeret polynomium P i R[X] sd at P(a) = 0. Med andre ord: der
findes i A en relation af formen a™ + ria”~1 + - - - +r, = 0, hvor r; erne tilhorer R.
(ii) Delalgebraen R[a] af A er endeligt frembragt som R-modul.
(iii) Der findes en delalgebra B af A, som er endeligt frembragt som R-modul og inde-
holder a.

Bevis. (i)=(ii). Antag, at « tilfredsstiller en ligning,

n—1

a+rad"”" "+ +r, =0, (%)

hvor r;’erne tilhgrer R. Det péstas, at elementerne 1, a, ..., a" ! frembringer R[a] som
R-modul. Det er gjensynlig nok at vise, at hver potens a? er en R-linear kombination af
1,...,a" 1. Dette vises ved induktion efter p. For p < n er det klart. Antag, at pastanden
geelder for a”, dvs at der geelder en ligning,

al? = s, +sy,_1a+ - +s1a"" L,
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hvor s1, ..., s, tilhgrer R. Multipliceres denne ligning med a fas ligningen

ab*t = (s,,a +sp_1a® 4 -+ sza"_l) + s1a”. (%)
Af (x) ses, at a* = —r, — rp_1a — - -- — ria™ 1. Specielt er a” en R-linearkombination
af 1,...,a" 1. Erstattes a” p& hgjresiden af (xx) med denne linearkombination fas en
fremstilling af a”** som R-linearkombination af 1, ..., a”~%, som gnsket.

(ii)=(iii). Hvis (ii) geelder, sa kan B := R[a] gjensynlig anvendes i (iii).

(ili)=(i). Antag, at B er en delalgebra af A, frembragt som R-modul af elementer
bi,...,by, 00 ata € B. Da B eren delring og « € B, galder for hvert b i B, at pro-
duktet ab tilhgrer B; produktet ab har altsa en fremstilling som en R-linearkombination af
b;’erne. Skrives koefficienterne i en sadan fremstilling som en sgjlematrix «, fas altsa en
matrixligning af formen,

ab = (b1, ..., by)a.

Specielt fas for i = 1, ..., m en sadan ligning for b = b;, og disse ligninger kan under ét
skrives som en matrixligning,

a(blv ccc bm) = (blv st bm)a7

hvor o nu er en m x m-matrix med koefficienter i R. Den sidste matrixligning kan omformes
til ligningen,
(bla ey bm)(alm - 0() = Oa

hvor 1,, betegner enhedsmatricen. Betragt nu determinanten d := det(al,, — o) i A. Af
matrixligningen falger ved hjelp af Cramer’s formler, at (b1, ..., b, )d = 0. Determinanten
d annullerer derfor alle b;’erne, og dermed ogsa enhver linearkombination af b;’erne. Da
B er frembragt som R-modul af b;’erne, vil d annullere ethvert element i B. Specielt vil
d annullere et-elementet 14, som jo tilhgrer B. Faglgelig er d = 0. Da matricen « har
koefficienter i R, er det pa den anden side klart, at d = det(al,, — o) har formen,

d=a" +rad" 4+ +r,,

hvor r1, ..., ry tilhgrer R. Ligningen d = 0 viser derfor, at betingelsen (i) er opfyldt.
Hermed er Satningen bevist. I

(4.7) Definition. Lad A veere en R-algebra, givet ved ringhomomorfien 6: R — A. Et
element a i A, som opfylder de akvivalente betingelser i Setning (4.6), siges at veere helt
over R. Hvisalle elementer i A er hele over R, siges afbildningen 6 at vaere en hel homomorfi,
og algebraen A siges at vere hel over R.

@ijensynlig er A hel over R, netop nar A er hel over delringen 0 (R).

Hvis R-algebraen A er endeligt frembragt som R-modul, da er A hel over R, dvs hvert
element a i A er helt over R. Som delalgebra B i betingelsen (4.6)(iii) kan nemlig i sa fald
bruges B = A.
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(4.8) Korollar. Lad A vere en R-algebra. Elementeray, ..., a, i A er da hele over R, hvis
og kun hvis delalgebraen R[a1, . .., ay] er endeligt frembragt som R-modul.

Bevis. Delalgebraen R[azs, ..., a,] indeholder a;’erne. Afbetingelsen (4.6)(iii) falger derfor,
at hvis delalgebraen er endelig over R, sa er hvert af a;’erne hele over R.

Den omvendte implikation vises ved induktion efter m. For m = 1 falger pastanden
direkte af definitionen, jfr betingelsen (4.6)(ii). Antag nu, at elementer aq, ..., a;;+11 A er
hele over R, og at pastanden geelder for m elementer. Set B := Rlay, ..., a,]. Djensynlig
er Rlas, ..., an, ayut1] = Blany1], 0g det skal vises, at denne algebra er endeligt frembragt
som R-modul. Daa,,1 er hel over R, er a,, 11 0gsa hel over B. Falgelig er B[a,,+1] endeligt
frembragt som B-modul. Af induktionsforudsetningnen felger, at B er endeligt frembragt
som R-modul. Af Lemma (4.2) felger nu, at B[a,,+1] er endeligt frembragt som R-modul,
som gnsket. I

(4.9) Korollar. Sum og produkt af hele elementer a, b i A er igen hele. Elementerne i A,
som er hele over R, udger en delalgebra af A.

Bevis. Ifglge det foregaende korollar er R[a, b] endelig over R. Da bade summen a + b og
produktet ab tilhgrer R[a, b], felger det af betingelsen (4.6)(iii), at « + b og ab er hele over
R. Heraf falger videre den sidste pastand, idet elementerne i #(R) er hele over R; elementet
a :=6(r) i A opfylder jo ligningena — rls = 0. I

(4.10) Korollar. Antag, at A er hel over R. Lad A — C vare en ringhomomorfi. Hvert
element i C, der er helt over A, vil da ogsa vare helt over R. Hvis homomorfien A — C er
hel, da er ogsa den sammensatte homomorfi R — C hel.

Bevis. Betragt i C et element ¢, der er helt over A. Det skal vises, at ¢ er hel over R. Da c er
hel over A, findes en relation,

1+...+an:0’

A+ arcd"
hvor a;’erne tilhgrer A. Af denne relation fremgar, at ¢ er hel over delalgebraen B =
Rlax, ...,a,] af A. Altsa er B[c] endeligt frembragt som B-modul. Da A er hel over R og B
erendelring af A, er B hel over R. Af Korollar (4.8) fglger derfor, at B er endeligt frembragt
som R-modul. Altsa falger det af Lemma (4.2), at algebraen B[c] er endeligt frembragt som
R-modul. Da c tilhgrer denne delalgebra af C, er ¢ hel over R. Hermed er Korollarets farste
pastand bevist.

Den sidste pastand falger trivielt af den farste. I

(4.11) Seetning. Lad R veere en faktoriel ring. Enhver brok i breklegemet for R, som er hel
over R, vil da tilhare R.

Bevis. Betragt en brgk /s, hvor s = 0. Da R er faktoriel, kan r, s veelges primiske. Antag,
at r/s er hel over R. Der findes altsa i braklegemet en relation,

r/s)" +ri(r/s)" 14 1, =0.
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Multipliceres med s fas en ligning i R,

s(—rr" = s — s =

Af denne ligning falger, at enhver primdivisor i s er divisor i " og dermed i r. Falgelig har
s ingen primdivisorer, og s er derfor invertibel i R. Altsd er r/s = rs ! element i R. I

(4.12) Note. Satningen ovenfor generaliserer en del af fglgende seetning kendt fra gymnasiet:
Hvis et polynomium med hele koefficienter har en rational rod skrevet som uforkortelig bragk
r/s, sa gar r op i konstantleddet og s gar op i hgjestegradskoefficienten.

(4.13) Noether’s Normaliseringslemma. Lad k vare et legeme og lad A # 0 vare en

algebra over k frembragt af m elementeras, . .., a,,. Dafindesi A et sataf t < m elementer
x1, ..., X, der er algebraisk uafhangige over k og saledes at A er endeligt frembragt som
modul over delalgebraen k[x1, ..., x;].

Bevis. Pastanden vises ved induktion efter m. For m = 0 (forudsetningen er her, at k — A
er surjektiv) er pastanden triviel.
Antagnuatm > 0, og at pastanden er vist for algebraer frembragt af feerre end m elementer.

Hvis de givne elementer ay, ..., a,, er algebraisk uafhaengige, er pastanden triviel: vi kan
bruget = mogx; = a; fori =1, ..., m. Antag derfor, at @;’erne er algebraisk afhangige,
dvs at der findes en relation, .

D Fipin@it -y =0, (+)
hvor koefficienterne r;, ;. tilhgrer k, og hvor ikke alle koefficienterne er 0. Lad nu
g1, ..., &m—1 veere et set af m — 1 positive exponenter, og seet

bi:=a;i —all fori=1,...,m—1.

Det er nok at vise, at hvis g;’erne valges passende, sa er a,, hel over delalgebraen B :=
k[b1, ..., by_1]. Antag nemlig, at a,, er hel over B. Da er B[a,] endeligt frembragt som
B-modul. Fori =1,...,m—1lera; = b; +a}, ogaltsd er a; € B[a,,]. Da A er frembragt
som k-algebra af a;’erne, folger det at A = B[a,,]. Altsa er A endeligt frembragt som B-
modul. Videre folger det af induktionsforudsatningen, at der findes r < m — 1 elementer
i B, der er algebraisk uafhangige over k, og séaledes at B er endeligt frembragt som modul
over k[x1,...,x;]. Af Lemma (4.2) falger, at A er endeligt frembragt som modul over
k[x1, ..., x:], og sa er pastanden vist for algebraen A.

Vi viser nu, at g;’erne kan velges passende. Ifglge definitionen er a; = b; + aj: for
i =1,...,m— 1. Indsattes disse ligninger i ligningen (x) fremkommer pa venstresiden en
sum af udtryk af formen,

in (b1 + @§) - (b1 + afr ) aln

.....

| dette udtryk kan vi udfgre multiplikationerne (binomialformlen), og ordne efter potenser
af a,,. Hver potens af a,, kommer da med en koefficient, der afhaenger af b;’erne. Disse
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koefficienter tilhgrer altsa delalgebraen B. Den hgjeste exponent til a,, er gjensynlig g1i1 +
-+++ gm—1im—1 + im, 0g den hertil harende koefficient er blot r;; ;. Udtrykket har altsa
formen

.....

i Al i
St T 8m—1im 1+m+'." (%)

hvor de tre prikker star for en B-linearkombination af potenser af a,, med lavere exponent
end den forste.

| den givne relation (x) er r;; ., ’erne kun forskellige fra O for endelig mange seet
i1,...,in. Svarende til disse endelig mange se&t i1, ..., i, valger vi nu g;’erne, sa at de
tilhgrende exponenteriig1 + - - - +im_18m—1 + i r indbyrdes forskellige. At et sadant valg
er muligt kan indses saledes: Vi betragter kun endelig mange se&t i1, .. ., i, Sa der findes et
naturligt tal g som er skarpt starre end hvert af de optreedende i, ’er. Med dette g veelger vi
gj '= g™ /. De tilhgrende exponenter er da

g™ t+ tipm1g +imgl.

Exponenterne svarende til de endelig mange set i1, ..., i, er da indbyrdes forskellige, thi
dai, < g — 1er sattet simpelthen cifrene, nar exponenten skrives i g-talssystemet.
Med dette valg af g;’erne opnas det gnskede. For de endelig mange st i1, ..., iy, for

hvilke r;, i, # 0O, er de tilsvarende exponenter i1 g” + - - - + i—18 + img® nu forskellige,
sa blandt dem findes én, der er sterst. Lad N vare den starste exponent, og lad » vare den
tilhgrende koefficient. Blandt udtrykkene (xx) forekommer s udtrykket ra +- . ogialle
andre udtryk forekommer a,, med en eksponent mindre end N. Ved addition af udtrykkene
(xx) og udnyttelse af ligningen () far vi derfor en relation,

ra%+-~-:0,

hvor de tre prikker star for en B-linearkombination af potenser af a,, med exponent mindre
end N. Ifglge valget er r # 0. Da k er et legeme, kan relationen derfor multipliceres med
r~L. Det folger af den fremkomne relation, at a,, er hel over B. Hermed er det gnskede
opnaet, og Normaliseringslemma’et bevist. I

(4.14) Lemma. Lad A vere et integritetsomrade, og antag, at A er hel over en delring R. Da
er A et legeme, hvis og kun hvis R er et legeme.

Bevis. Antag farst, at A er et legeme. Det skal sa vises for hvert element » # 0i R, at r er et
invertibelt element i R. Da A er et legeme, har r et inverst element a i A. Ifglge antagelsen
er elementet a helt over R. Der findes altsa en relation i A,

am + I’]_am_l

+---4+r, =0,
hvor r;’erne tilhgrer R. Multiplicer denne relation med ™. Dara = 1 fas fglgende ligninger,

O=1+rri+rrm4+ - +rrm=14+r14 - +rur" 1.



66 Endelighedsbetingelser

Heraf afleeses, at summen i parentesen, bortset fra fortegnet, er det inverse til ». Da summen
tilhgrer R, aflaeses specielt, at det inverse til » er element i R.

Antag dernast, at R er et legeme. Lad a vere et element forskelligt fra 0 i A. Det
skal vises, at a er invertibelt i A. Multiplikation med a definerer en R-linezr afbildning
x +— ax af R[a] ind i sig selv. Da A er et integritetsomrade er multiplikationsafbildningen
injektiv. Videre er a hel over R, og R[a] er derfor endeligt frembragt som R-modul. Med
andre ord er R[a] et endeligdimensionalt vektorrum over legemet R. Fglgelig er den injektive
multiplikationsafbildning bijektiv. Et-elementet 1 i R[a] vil derfor tilhgre billedet. Der findes
altsd et element x i R[a], s at ax = 1. Altsa er elementet a invertibelti A. 0

(4.15) Hilbert’s Nulpunktsseetning, version 1. Lad k vere et legeme, og lad A vare en
endeligt frembragt algebra over k. Antag, at A er et legeme. Da er A et endeligdimensionalt
vektorrum over k.

Bevis. Ifglge Noether’s Normaliseringslemma findes i A elementer x1, ..., x;, der er alge-
braisk uafhangige over k og saledes at A er endeligt frembragt som modul over delringen
k[x1,...,x;]. Da A er et legeme, folger det af Lemma (4.14), at ogsa denne delring er et
legeme. Da elementerne x1, ..., x; er algebraisk uafhaengige over k, er delringen isomorf
med polynomiumsringen over k i ¢ variable. @jensynlig er en sadan polynomiumsring kun
et legeme, hvis ¢ = 0. Delringen er altsa blot k. Algebraen A er altsa endeligt frembragt som
modul over legemet k. Med andre ord: A er endeligdimensional over k. I

(4.16) Opgaver.

1. Lad R vere et integritetsomrade med brgklegeme K, og antag, at K er dellegeme af et
legeme L. Hvis o € L er algebraisk over K, betegnes med f,/x det minimale polynomium
for «, dvs det normerede polynomium af lavest grad i K[X], der har « som rod. Antag, at R
er helt afsluttet i K. Vis, at o er hel over R, hvis og kun hvis « er algebraisk over K og fu/x
har koefficienter i R.

2. Gennemfar falgende bevis for Noether’s Normaliseringslemma. Lad A := k[az, .. ., an]
veere den givne algebra. Antag, at der findes en egentlig relation F(as, ..., a,) = 0, hvor F
ikke er nul-polynomiet. Betragt et seet af m — 1 skalarer A1, ..., A,,—1 € k, 0g St

b; '=a; — \iay, fori =1,....m—1.
Det skal vises, at skalarerne kan valges sadan, at a,, er hel over k[by, ..., b,,_1] (thi s&
bliver k[ay, ..., a,] hel over k[by, ..., b,_1]). Lad d vere graden af F, og altsd F =
Fy+ -+ F1+ Fy, hvor F; er homogen af grad d. Vi har a; = b; + A;a,,, 0og altsa ligningen,
Fb1+ Mam, ..., bp—1+ Ap—1am, an) = 0.

Ordnes efter potenser af a,, fas en ligning af grad hgjst d i a,,, og koefficienten til ¢,/ kommer
fra F,;. Det bliver en skalar:

O = F(bl +)‘—lam’ ---’bm—1+)\m—1amaam) = Fd()"].? "")\‘m—lv 1)ar;d1 + oo
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Nu var F;(X1, ..., X,,) homogent og ikke nul-polynomiet, og sa er Fy(X1, ..., X;u_1,1)
ikke nul-polynomiet. Valg nu skalarerne sadan, at koefficienten Fy (A1, ..., Am_1,1) # 0.
Division med denne koefficient giver sa en ,helhelds“-relation for a,, over k[b1, ..., b,_1].
Den vasentlige fordel ved dette bevis er, at den givne algebra bliver hel over algebraisk
uafhaengige elementer, der er linearkombinationer af de givne ay, ..., a,. Ulempen er, at
beviset kun fungerer, nar legemet k er undeligt. Hvorfor denne sidste indskraenkning?

3. Lad k veere et legeme, og lad A := k™ veere ringen af alle falger a1, ap, ... med o; € k.
Vis, at de falger, der er konstante fra et vist trin, udger en delring R af A. For en fglge («;) i
R betegnes med o, folgens konstante vaerdi «; for j > 0. Vis, for hverti = 1,2, ..., oo,
at falgerne « € R med o; = 0 udger et maksimalideal m; i R, og at disse idealer er samtlige
primidealer i R. [Vink: Lad p veere et primideal i R. Betragt, fori =1, 2, ..., hovedidealet
(8;) 1 R (hvor &; er Kronecker’s delta, §;; = 1 ndr j =i og §;; = 0 ndr j # i). Udnyt, at
(i)m; = (0) Cp]

Vis, at de falger, der kun antager endelig mange verdier, udger en delring R” af A [Sa
R’ = A, hvis k er et endeligt legeme]. Vis, at R’ er den hele afslutning af R i A. Kan du
bestemme et maksimalideal i R’, der ligger over m;? — Ogsa for i = 00?

4. Betragt i polynomiumsringen k[T] (k er et legeme) polynomierne x = T2 og y = T3, og
delalgebraen k[x, y] af k[T]. Vis, at kernen for den naturlige homomorfi k[ X, Y] — k[x, y]
(bestemt ved f +— f(x,y)) er idealet p := (X3 — ¥Y?). [Vink: Regn modulo det sidste
ideal, dvs at man i monomier kan erstatte X3 med Y2 (og omvendt). For hvert f € k[X, Y]
har vi sa en kongruens, f = fo(X) + f1(X)Y med polynomier fy, f1 € k[X]. Det er
klart, at p er indeholdt i kernen. Antag omvendt, at f tilhgrer kernen. Sa falger det, at
fox) + fi(x)y = 0, altsd fo(T?) + f1(T?)T3 =0, og s& mé& fo og f1 veere nul, og altsé
f=0,dvs f e (X3-Y?)]

5. *Betragt i polynomiumsringen k[T] (k er et legeme) polynomierne x = T2, y = T3
og z = T*, og delalgebraen k[x, y, z] af k[T]. Vis, at kernen for den naturlige homomorfi
k[X,Y,Z] — k[x,y,z]eridealetp := (Y?> — XZ, X® — YZ, X?Y — Z?). [Vink: Regn
modulo det sidste ideal, og vis, at for hvert f € k[X, Y, Z] er der en kongruens

f=X2f1(Z) + XY 2(Z) + Xf3(Z) + Yfa(Z) + f5(Z) (mod p).

Det er klart, at kernen omfatter p. Omvendt, hvis f ligger i kernen, s& fas 76 f1(T°) +
T7 fo(T®)+ T3 f3(T®) +T* fa(T®) + f5(T°), og heraf falger f1 = fo = f3= fa = f5 =0,
og altsd f € p.]

6. Lad 6: R — R’ veere en ringhomomorfi, og lad S veere en multiplikativ delmangde
af R. Brgkmodulen S~*R’ kan som bekendt identificeres med brekringen 6(S)~1R’, og
homomorfien S™1R — SR’ er en ringhomomorfi. Vis, at hvis R’ er hel over R, sé er
S~L1R’ hel over S~1R.
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5. Transcendensgrad.

| denne paragraf betragtes et fast integritetsomrade A, og det antages, at ringen R er en delring
af A. Specielt er R sa et integritetsomrade, og A er en R-algebra.

(5.1) Definition. Af definitionen (4.4) fremgar, at et enkelt element a i A er algebraisk
afhaengigt over R, hvis og kun hvis der findes en relation,

rma™ 4+ -+ ria+ro=0, (5.1.1)

hvor r;’erne tilhgrer R, og hvor mindst ét af r;’erne er forskelligt fra 0. Er dette opfyldt siges
a 0Qsa at veere algebraisk over R.

Delmangden af A bestaende af de elementer a, der er algebraiske over R, betegnes R, 0g
den kaldes den algebraiske afslutning af R i A. Bemark, at betegnelsen R er ufuldstzndig,
idet denne delmangde afhanger af bade R og A.

(5.2) Observation. Huvis delringen R er et legeme, sa er et element a i A algebraisk over R,
hvis og kun hvis a er hel over R. At a er hel over R betyder jo, at der findes en relation af
formen (5.1.1), hvor r,, = 1. Et helt element er saledes algebraisk. Omvendt, hvis R er et
legeme og a tilfredsstiller en ligning af formen (5.1.1), hvor r,, # 0, s& kan denne ligning
multipliceres med -, hvorved der opnés en ligning med r,,, = 1.

Hvis brgklegemet K for R er indeholdt i A, sa er et element a algebraisk over R, hvis
og kun hvis a er algebraisk (og dermed hel) over K. Er der nemlig givet en ligning (5.1.1),
hvor koefficienterne r; er brgker i K, sa kan ligningen multipliceres med en falles navner
for disse brgker, og herved opnas en ligning, hvor koefficienterne tilhgrer R.

(5.3) Lemma. (1) Den algebraiske afslutning R i A er en delring af A. Hvis A eller R er et
legeme, sé er R et legeme.

(2) Lad B veare en delring af A sdledes at R € B C A, og saledes at hvert element i B er
algebraisk over R. Hvert elementa € A, som er algebraisk over B, er da algebraisk over R.

Bevis. (1) Antag farst, at R er et legeme. Delmangden R af A bestar da af de elementer, der
er hele over R. Af Korollar (4.9) felger derfor, at R er en delring af A. Da denne delring er
hel over legemet R falger det af Lemma (4.14), at R er et legeme. Hermed er (1) vist nar R
er et legeme.

I det almindelige tilfeelde betegnes med Q brgklegemet for A. Legemet Q vil da indeholde
brgklegemet K for R, og vi har inklusioner,

A c Q0
ul ul
R C K.

Lad K betegne den algebraiske afslutning af K i Q. Ifglge det allerede viste er K da et
legeme. Da K er broklegemet for R, bestar K af de elementer i Q, der er algebraiske over
R. Heraf fglger farst, at R = A N K, hvoraf fremgar, at R er en delring af A. Hvis A er
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et legeme, og altsd A = Q, sé folger det videre, at R = K er et legeme. Hermed er alle
pastandene i (1) bevist.

Beviset for (2) er tilsvarende: Af antagelsen falger, at elementet a er helt over brgklegemet
for B, og at breklegemet for B er helt over K. Af Korollar (4.10) falger, at a er hel over K.
Folgelig er a algebraisk over R. I

(5.4) Lemma. Lad der vare givet et sat af endelig mange elementer as, ...,a, | A. Da
er a; erne algebraisk afhangige over R, hvis og kun hvis et af a; ’erne er algebraisk over
delalgebraen frembragt af de avrige.

Bevis. Elementet «a,, er algebraisk over delalgebraen R[as, ..., a,,—1] netop hvis der findes
en relation,
N N-1 _
Py(ay,...,am-1)a, + Py_1(a1,...,am-1)a, ~+---+ Po(ay,...,an-1) =0, (¥)
hvor koefficienterne fas ved indsattelse af a1, ..., a,—1 i polynomier P; i m — 1 variable,
og hvor en af koefficienterne P;(az, ..., an—1) er forskellig fra 0. Venstresiden i (x) fas
gjensynlig ved at inds&tte a1, . .., a,, i polynomiet
P:=PyX) + Py XNt 4 Py (%)

Nu falger ,hvis“ umiddelbart: Er fx (x) opfyldt, og P;(a1, ..., an—1) # 0, saer P # 0; af
P(ai, ..., an) = 0folger derfor, at a;’erne er algebraisk afhangige.

,Kun hvis“ vises ved induktion efter m. Det er trivielt for m = 1, idet delalgebraen
frembragt af den tomme mangde blot er R. Antag, at m > 1 og at pastanden geelder for
m — 1 elementer. Betragt m elementer as, ..., a,, som er algebraisk afhaengige. Hvis de
m — 1 elementer ay, . .., a,_1 er algebraisk afhangige, sa fas den gnskede konklusion af
induktionsforudsatningen. Antag derfor, atde m —1 farste a;’er er algebraisk uafhaengige. Da
alle a;’erne er algebraisk afhangige, findes et polynomium P £ 0saat P(az, ..., an) = 0.
Skriv nu polynomiet P pa formen (xx). Sa er ligningen (x) opfyldt. Yderligere er en af
koefficienterne P;j(ay, ..., a,—1) forskellig fra nul, idet P ellers ville veere nul-polynomiet.
Altsa er a,, algebraisk over delalgebraen frembragt af de farste m — 1 af a;’erne. I

(5.5) Definition. Lad V veere en delmangde af A. Da siges V at have endelig algebraisk
dimension over R, hvis der findes endelig mange elementeray, ..., a, i A, sd at hvert element
i V er algebraisk over delringen R[ay, ..., a,], dvs sa at

V C Rla1, ..., a,). (5.5.1)

Hvis relationen (5.5.1) er opfyldt, siges a; ’erne at veere et algebraisk frembringersystem for
V over R. Det mindste (endelige) antal a;’er, der kan frembringe V, vil vi betegne dimz;‘eIg V.
Hvis V ikke har endelig algebraisk dimension sattes dim‘}‘eIg V = o0.

Ved transcendensgraden for V over R forstas det stgrste antal af algebraisk uafhaengige
(over R) elementer, der kan udtages fra V. Transcendensgraden betegnes tdeg, V. Mere



70 Endelighedsbetingelser

praecist, transcendensgraden er oo, hvis der kan udtages vilkarligt store (endelige) delmaengder
af vV, som er algebraisk uafhangige over R. Hvis transcendensgraden ikke er uendelig, findes
et stgrste antal af elementer i V, der er algebraisk uafhangige over R, og dette sterste antal
betegnes tdeg, V.

Ved en (endelig) transcendenshasis for V over R forstas et endeligt st af elementer
v1, ..., v 1 'V, som er algebraisk uafhaengige over R og som frembringer V algebraisk over
R.

Af definitionen fglger, at enhver delmangde V af A, der er indeholdti en endelig frembragt
R-delalgebra, har endelig algebraisk dimension over R.

Bemeerk videre, aten delmangde V har transcendensgrad 0, hvis og kun hvis hvert element
i V er algebraisk over R, og at dette indtraeffer hvis og kun hvis den algebraiske dimension
af V er lig med 0. | dette tilfeelde er den tomme mangde en transcendensbasis for V over R.

(5.6) Lemma. Lad V vere en delmengde af A, og lad der vare givet et endeligt sat af
elementer vy, ..., v, i V. Falgende betingelser (over R) er da a@kvivalente:

(i) Seettet vy, ..., v, er et minimalt algebraisk frembringersystem for V, dvs et frem-
bringersystem hvori intet v; kan undveeres.

(i) Seettetvy, ..., v, er et maksimalt algebraisk uafhsengigt system iV, dvs et algebraisk
uafhaengigt system, der ikke kan udvides med et element fra V til et storre algebraisk
uafhaengigt system.

(i) Seettet vy, ..., v; eren transcendensbasis for V.

Bevis. ,,(i)=(iii)*: Antag, at v;’erne er et minimalt algebraisk frembringersystem. For at
vise, at de udger en transcendensbasis, skal vises, at de er algebraisk uafhangige. Antag,
indirekte, at v; ’erne er algebraisk afhaengige. Det fglger daaf Lemma (5.4), atet af v;’erne, fx
vy, er algebraisk over delalgebraen frembragt af de gvrige. Lad B betegne denne delalgebra.
Daer

R[v1,...,v] = R[v1, ..., v_1][v/] = B[v¢].

Da v, er algebraisk over B fglger det Lemma (5.3)(1), at alle elementer i B[v,] er algebraiske
over B. Af Lemma (5.3)(2) felger derfor, at B[v;] = B. Med andre betegnelser,

V C R[v1,...,v] = R[v1,...,v_1].

Men dette strider mod at vy, .. ., v, var et minimalt frembringersystem for V.

L(1)=(1)"“: Antag, at v; ’erne er en transcendensbasis for V.. Daer de specielt et algebraisk
frembringersystem for V, og det skal vises, at dette frembringersystem er minimalt. Antag,
indirekte, at et af v;’erne, fx v;, kan undveres. Da gelder inklusionen V C R[v1, ..., v;—1].
Nu er v, element i V, og felgelig er v, element i relationens hgjreside. Ifglge Lemma (5.4)
er dette i modstrid med at v, ’erne er algebraisk uafhangige.

Beviset for ,(ii) <= (iii)* er analogt, og overlades til laeseren. I

(5.7) Bemaerkning. Af Lemma’et falger, at en delmangde V af A har en (endelig) trans-
cendensbasis, hvis enten V har endelig transcendensgrad, eller hvis der findes endelig mange
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elementer i V, der udger et algebraisk frembringersystem for V over R. | det farste tilfeelde
kan vi nemlig begynde med den tomme mangde, som er en algebraisk uafhangig delmangde
af V, og sa supplere successivt med elementer fra V indtil vi opnar en maximal algebraisk
uafhaengig delmengde af V; forudseetningen medfarer, at denne proces stopper efter endelig
mange skridt. | det andet tilfelde kan vi begynde med en endelig delmangde af vV, som
udger et algebraisk frembringersystem, og sa successivt bortkaste v;’er, som kan undvaeres.
Efter endelig mange skridt fas et minimalt algebraisk frembringersystem for V.

(5.8) Lemma. LadV vereendelmangde af A, og antag at V har en endelig transcendensbasis
over R medt elementer. Da geelder ulighederne,

dim3% v <t < tdegy V.

Bevis. Lad v1, ..., v, veere en transcendensbasis for V over R. Da er v;’erne specielt et
algebraisk frembringersystem for V, sa antallet, ¢, af v;’er er starre end eller lig med det
minimale antal elementer, der kan frembringe V. Videre er v;’erne et algebraisk uafhangigt
seet fra V, s antallet af v;’er er mindre end eller lig med det maximale antal (evt oo) der kan
veere i et algebraisk uafhangigt seet udtaget fra V.

Hermed er ulighederne bevist. I
(5.9) Udskiftningsseaetningen. Lad V veere en delmangde af A. Lad ay, ..., a; veere et s&t
af elementer i A, som frembringer V algebraisk over R, og lad v1, ..., v, vare et s&t af

elementer i V, som er algebraisk uafhengige over R. Da erl > t, og der findes | — t af
a; ’erne som sammen med v; erne frembringer V algebraisk over R.

Bevis. Satningen vises ved induktion efter ¢. For ¢+ = 0 er pastanden triviel (og indholdslgs).
Antag, at r > 1, og at pastanden gelder for r — 1 elementer v;. Dade t — 1 farste v;’er er
algebraisk uafhangige over R, galder pastanden altsa for vy, ..., v,_1. Falgeliger! >t —1,
og vi kan udskifte + — 1 af a;’erne med disse v;’er. Vi kan antage, at det er de farste
t — 1 af a;’erne der kan udskiftes, dvs at elementerne vy, ..., v,_1, as, . . ., a; frembringer V
algebraisk over R. [| dette skridtved vikun, at! > ¢—1; deteraltsa ikke udelukket, at/ = r—1,
i hvilket tilfelde folgen a;, ..., a; er tom.] Altsder V € R[v1,...,v_1,4as,...,a]. Da
v, € V geelder derfor specielt, at

vy € R[U]_, e, U 1,4, ..., al]

AfLemma (5.4) fglger nu, atelementerne vy, ..., v,—1, a4, . . ., a;, v; €ralgebraisk afhaengige
over R. Der findes altsa en ikke-triviel algebraisk relation mellem disse elementer. Da
elementerne vy, ..., v; er forudsat algebraisk uafhangige, ma et af elementerne a, ..., a
forekomme i denne relation. Specielt falger det, at + < /. Det kan antages, at det er a,, der
forekommer i relationen, og sa far vi, at

a; € R[U]_, P 2 7 PN a[]
Under brug af Lemma (5.3)(2) fas felgende inklusioner,

V C R[v1,...,v_1,a,...,4;]] C R[v1, ..., v, ai41,...,aq].

Altsder vy, ..., v, a;y41, ..., a; et algebraisk frembringersystem for V over R.
Hermed er pastanden vist for ¢ elementer, hvorved induktionsbeviset er fuldfart. I
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(5.10) Hovedseetning. For enhver delmangde V af A geelder ligningen,
tdegy V = dim%9 V.

Hvis V har endelig transcendensgrad t over R, sa findes der endelige transcendensbaser for
V over R, og alle sadanne baser indeholder t elementer.

Bevis. Uligheden dimi’,‘eIg V < tdegy V geelder, thi hvis hgjresiden er uendelig geelder den
trivielt, og hvis hgjresiden er endelig, sa findes der en transcendensbasis for V, og sa falger
uligheden af Lemma (5.8).

Ligeledes geelder uligheden tdeg, V < dimzj,‘eIg V. Huvis hgjresiden er uendelig geelder
uligheden nemlig trivielt. Hvis hgjresiden er endelig, findes et algebraisk frembringersystem
ai,...,a;forVover Rmed! = dim‘;‘eIg V. Af Udskiftningssatningen (5.9) falger, at der for
hvert algebraisk uafhengigt set i V med ¢ elementer geelder r < I. Altsa er tdeg, V < I,
hvormed den pastaede ulighed er vist.

Altsa galder ligningen anfgrt i stningen. Saetningens sidste pastand falger nu umiddelbart
af Lemma (5.8). 0

(5.11) Bemarkning. Begreberne og satningerne i dette afsnit anvendes ofte i en situation
hvor A og/eller R er legemer.
Antag farst, at integritetsomradet A er et legeme. For enhver delring B af A vil da ogsa

brgklegemet for B vere indeholdti A. For givne elementer ay, ..., a, | A betegnes med
R(ai, ..., am)
breklegemet for delalgebraen R[az, . . ., a,]. Djensynlig er dette dellegeme af A det mindste,

der indeholder R og alle a;’erne; det kaldes dellegemet frembragt af R og a;’erne.
Det givne legeme A siges at veere endeligt frembragt som legeme over R, hvis der i A
findes endelig mange elementer a1, .. ., a,,, Som frembringer legemet A, dvs opfylder at

A=R(a,...,ay).

I denne situation har altsa enhver delmangde V af A en endelig transcendensbasis over R,
ngdvendigvis med hgjst m elementer.
Betragt dernzest tilfeeldet, hvor A er et integritetsomrade, endeligt frembragt som algebra

over et legeme k af elementer ay,...,qa,,. Daer A = klay, ..., a,], og for braklegemet
af A kan anvendes betegnelsen k(as, ..., a;). Algebraen A er homomorft billede af en
polynomiumsring, altsa af formen A = k[X1, ..., X,,]/%, og idealet B er et primideal i

polynomiusringen, da A er forudsat at vaere et integritetsomrade. Resultaterne i dette kapitel
har altsd speciel anvendelse pa sadanne kvotienter af polynomiumsringen over et legeme
k. Ifglge Noether’s Normaliseringslemma er en sadan algebra A hel over en delring af
formen k[x1, ..., x;], hvor x;’erne er algebraisk uafhangige over k. Ifglge definitionen
udger x;’erne en transcendensbasis for A over k. Specielt er antallet ¢ entydigt bestemt,
nemlig som ¢ = tdeg, A.
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(5.12) Seetning. Antag, at A er et integritetsomrade, og at legemet k er en delring af A. Lad
p vaere et primideal i A. Da gelder uligheden,

tdeg; (A/p) < tdeg, A.

Hvis tdeg;, A < oo og lighed gaelder i uligheden ovenfor, da erp = (0).

Bevis. Lad a — a betegne den kanoniske (surjektive) homomorfi A — A/p. Betragti A
elementet P(ay, ..., a;), der fas ved at indsattelse af a;’er i et polynomium P. Det er klart,
at billedet i A/p af dette element fas ved at indsette a;’erne i P. Det falger, at hvis a;’erne er
algebraisk uafheangige over k, sa er a;’erne algebraisk uafhengige over k. Heraf falger den
pastaede ulighed umiddelbart.

Antag nu, at tdeg, A < oo og at lighed gaelder i uligheden. Vi kan da veelge a;’erne, med
t = tdeg, (A/p), sd at a; erne udger en transcendensbasis for A/p. Da er a;’erne algebraisk
uafhangige over k. Specielt afbildes delringen B := k[ay, ..., a;] derfor isomorft pa sit
billede k[a1, ...,an] 1 A/p. Dar = tdeg, A, er a;’erne en transcendensbasis for A over k,
og hvert element i A er derfor algebraisk over B. Lad nu a vere et element forskelligtfraQ i
A. Der findes da en ligning,

bpa™ + -+ bra+ by =0, (%)

hvor koefficienterne b; tilherer B, og hvor ikke alle b;’er er lig med 0. | denne relation kan
vi antage, at bg er forskellig fra 0. Er nemlig b; den farste koefficient forskellig fra 0, sa kan
a' settes uden for parentes pa venstresiden; da a = 0, er parentesen lig med 0, og dette er s&
en ligning af den gnskede form.

Ligningen (x) medfarer falgende ligning i A/p:

A

byd™ + -+ b1a +by =0

Nu var afbildningen b — b injektiv pd B, og da vi har antaget bg 0, falger det af den sidste

ligning, at a # 0.
Vi har vist, at for a # 0 era # 0. Altsa er afbildningen A — A/p injektiv. Og det
betyder, at kernen p er lig med (0). I

(5.13) Bemarkning. Nogle af resultaterne i denne paragraf kan generaliseres til tilfeeldet,
hvor algebraen A ikke er et integritetsomrade. Lad os her betragte en endeligt frembragt
algbra A = k[ay, ..., a,] over et legeme k; det forudsettes ikke, at A er et integritetsomrade.
Definitionen af transcendensgrad, tdeg, A, som det starste antal algebraisk uafhangige ele-
menter fra A, kan overfgres uendret. Bemaerk, at hvis x1, ..., x4 er algebraisk uafhangige
elementer i A, sa er delalgebraen k[x1, ..., x4] isomorf med polynomiumsringen over k i d
variable; specielt er delalgebraen et integritetsomrade.

Seetning. Antag, atalgebraen A = k[x1, ..., x,] er hel overendelalgebra B = k[x1, ..., x{]
frembragt af ¢ algebraisk uafhangige elementer. Da ert = tdeg, A.
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Bevis. Det skal vises, at hvis y1, ..., ys er d algebraisk uafha@ngige elementer i A, sa er
d <t. Lad C := k[y1, ..., yq]. Vi viser farst, at der findes et primideal p € A saledes, at
C Np = (0). Betragt hertil idealet t = Rad(0) i A bestaende af alle nilpotente elementer. Da
A er noethersk, er v en endelig feellesmangde af primidealer, v = p1N---Npy. Snitmed C.
Da C er et integritetsomrade, er O det eneste nilpotente element i C. Derfor er C Nt = (0).
Falgelig far vi ligningen,

O)=(CNp)N---N(CNpn).

Hajresiden er en feellesmangde af primidealer og venstresiden er er primideal. Heraf falger
let, at venstresiden er et af primidealerne pa hgjresiden. Med et af primidealerne p; som p,
har vi altsa den gnskede ligning C N p = (0).

Ligningen C Np = (0) viser, at den sammensatte homomorfi C — A — A/p er injektiv.
Det betyder, at elementerne y1, . .., yq afbildes pa 4 algebraisk uafhangige elementeri A /p.
Derfor geelder uligheden

d < tdeg; (A/p).

Pa den anden side kan vi betragte den sammensatte homomorfi B — A — A/p. Billedet
er en delalgebra B af A/p, og da A er hel over B falger det, at A/p er hel over B. Specielt
er A/p algebraisk over B; de to integritetsomrader har derfor samme transcendensgrad over
k. Nu har vi ulighederne,

t = tdeg, B > tdeg, B = tdeg, A/p.

Tilsammen far vi den sggte ulighed d < t. I

(5.14) Opgaver.
1. Lad B veare en delring af A sdledesat R € B € A. Vis formlen,

tdeggr A = tdegp A + tdegg B.



Moduler over noetherske ringe

1. Ann, Supp og Ass.

(1.1) Definition. Lad M vere en R-modul. En skalar » € R siges da at annullere elementet
x € M, hvis rx = 0. De skalarer, som annullerer et givet element x i M, udger gjensynlig
et ideal i R, kaldet annullatoren for elementet x, og betegnet Ann(x). Ifglge definitionen er
altsd

Anmn(x)={re R|rx=0}.

De skalarer, som annullerer alle elementer i modulen M, udger ligeledes et ideal i R. Dette
ideal kaldes annullatoren for modulen M, og det betegnes Ann M, altsa

AnnM ={reR|rx=0forallex e M}.

Ved stgtten for modulen M forstds mangden af de primidealer p i R, for hvilke M, # 0.
Statten betegnes Supp M. Bemark, at stotten er en maengde af primidealer, og ikke en
delmangde af R. Statten er specielt en partielt ordnet meaengde, ordnet ved inklusion; de
minimale elementer i denne maengde kaldes minimale primidealer for M. Stetten for en
kvotient R/a, hvor a er et ideal, bestar gjensynlig af de primidealer p, for hvilke p D a. Et
minimalt primideal for R /a siges ogsa at vere et isoleret primideal for a.

Primidealerne blandt annullatorerne Ann(x) for x i M siges at veere associerede primide-
aler til modulen M. At primidealet p i R er associeret til modulen M betyder alts3, at der
findes et element x i M saledes, at

p = Ann(x).

Maengden af primidealer associerede til modulen M betegnes Ass M.

(1.2) Observation. Det fglger umiddelbart af definitionen, at modulens annullator Ann M
er fellesmangden af annullatorerne Ann(x) for x € M.

Betragt et element x i M og et primideal p. Broken x/1 er da nul-brgken i M,, hvis og
kun hvis der findes et element s ¢ p saledes, at sx = 0. Med andre ord gelder der, at

x/1#0iM, < Ann(x) Cp.

Brekmodulen M, er gjensynlig forskellig fra O, hvis og kun hvis en af brgkerne x/1, for
x € M, er forskellig fra 0. Heraf falger, at primidealet p tilhgrer stetten for M, hvis og kun
hvis p indeholder en af annullatorerne Ann(x) for et element x i M.
Specielt fglger det, at hvert associeret primideal for modulen tilhgrer statten for modulen.
Der geelder altsa inklusionen,
AssM C Supp M.

75
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(1.3) Observation. Et ideal a er annullator for et element i modulen M, hvis og kun hvis
M indeholder en undermodul isomorf med kvotientmodulen R/a. Annullatoren Ann(x) er
nemlig kernen for den ved r — rx bestemte lineare afbildning R — M. Hvis a = Ann(x),
sa felger det af Isomorfisetningen, at R/a er isomorf med afbildningens billede (der er
undermodulen Rx). Omvendt, hvis R/a er isomorf med en undermodul i M, sa svarer
restklassen 1 herved til et element x i M, og det er Klart, at Ann(x) = Ann(l) = a.

Specielt er et primideal p associeret til M, hvis og kun hvis M indeholder en undermodul
isomorf med R/p.

(1.4) Eksistenssatning. Antag, at R-modulen M er forskellig fra 0. Da er statten Supp M
ikke tom.

Bevis. Da M # 0 findes i M et element x # 0. Da x # 0 vil et-elementet 1 ikke tilhgre
annullatoren Ann(x). Fgalgelig er Ann(x) C R. Af Eksistenssatningen for maksimalidealer
falger derfor, at der i R findes et maksimalideal m saledes, at Ann(x) € m. Af den sidste
relation fglger, at M, # 0. Da maksimalidealet m saledes tilhgrer statten Supp M, er stgtten
ikke tom. I

(1.5) Seetning. Lad M veere en endeligt frembragt R-modul. For et primideal p gaelder da,
at M, # 0, hvis og kun hvisp © Ann M.

Bevis. Antag farst, at M, # 0. Da findes i M et element x saledes, at Ann(x) C p. Da
Ann M C Ann(x), fglger det, at Ann M C p.

For at vise det omvendte bruges, at M er frembragt af endelig mange elementer x4, . .., x,,.
Et element r, der annullerer hvert af x;’erne, vil ogsa annullere enhver linearkombination af
x;’erne, og dermed ethvert element i M. Altsa galder inklusionen,

Ann(xy) N---NAnn(x,) € AnnM

(der forgvrigt klart ma vaere en lighed). Antag nu, at Ann M < p. Af inklusionen ovenfor
falger sd, at feellesmeengden af idealerne Ann(x;) er indeholdt i primidealet p. Som bekendt
falger heraf, at et af idealerne Ann(x;) er indeholdt i p. Primidealet p indeholder altsa en
annullator for et element i M. Folgelig er M, # 0. I

(1.6) Eksempel. Betragt for et ideal a kvotienten R/a som R-modul. Annullatoren af
restklassen 1 er gjensynlig Ann(1) = a. Omvendt er det klart, at hvert element i a annullerer
hvert element i R/a. Altsd er a = Ann(R/a). Heraf falger videre, at stgtten for R/a bestar
af de primidealer p, der omfatter a.

Antag nu, at idealet er et primideal q. Betragt en restklasse x # 0 i modulen R/q. For
et element r i R geelder da rx = 7x, hvor 7 er restklassen modulo q. Da nulreglen geelder i
ringen R/q, folger det, at Ann(x) = q. Alle elementer forskellige fra 0 i R/q har altsa den
samme annullator, nemlig q. Specielt er q det eneste primideal associeret til R/q, dvs,

Ass(R/q) = {q}.
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(1.7) Lemma. Lad N € M veere en undermodul. Da galder relationerne,

Supp M = Supp N U Supp(M/N), (1.7.1)
AssN C AssM € AssN UASS(M/N). (1.7.2)

Bevis. Lad p veere et primideal. Ifglge Isomorfisetning for Brakmoduler er Ny, enundermodul
i M, og (M/N), er den tilhgrende kvotientmodul. Fgelgelig er M, forskellig fra 0, hvis og
kun hvis en af modulerne N, og (M/N), er forskellig fra 0. Og det er netop pastanden i
ligningen (1.7.1).

Den forste inklusion i (1.7.2) er triviel. At p er associeret til N betyder jo at der findes et
element y i N, sd at p = Ann(y). Og denne ligning sikrer at p er associeret til M, idet y er
element i M.

Betragt nu den anden inklusion i (1.7.2). Antag, at p tilhgrer venstresiden, altsa at p er et
primideal associeret til M. Da findes et element x € M sdatp = Ann(x). Betragt restklassen
% af x modulo N. Etelement, der annullerer x vil ogsa annullere x. Altsa geelder relationerne,

p = Ann(x) € Ann(x).

Hvis den sidste inklusion er en lighed, sa er p = Ann(x); falgelig er p associeret til M /N, og
dermed er p element i foreningsmangden pa hgjresiden i (1.7.2). Betragt dernzst tilfeldet,
hvor den sidste inklusion er skarp, hvor altsd Ann(x) c Ann(x). Da findes et element » € R
saledes, at £ = 0 0og rx # 0. Atrx = 0 i kvotientmodulen M /N betyder, at rx tilhgrer N.
Folgelig gelder relationerne,

p=Ann(x) € Ann(rx), rx e N, rx #Q0.

Det er nok at vise, at inklusionen Ann(x) € Ann(rx) er en lighed, thi sa er p annullator for et
element (nemlig rx) i undermodulen N; falgelig er p associeret til N, og dermed er p element
i foreningsmaengden pa hgjresiden i (1.7.2).

For at vise, at inklusionen Ann(x) € Ann(rx) er en lighed, betragtes et element s €
Ann(rx). Daer srx = 0, og falgelig er sr € Ann(x). Ifelge valget af r er rx # 0, sa
r ¢ Ann(x). Da Ann(x) = p er et primideal, sluttes nu, at s € Ann(x). Hermed er den
pastaede lighed vist, og beviset fuldfart. 0

(1.8) Lemma. Lad S veere en multiplikativ delmangde i R og ladp veere et primideal disjunkt
med S. For enhver modul M geelder da,

peSuppM < S e Supp(S~Mm), (1.8.1)
peAssM = S e Ass(S™M). (1.8.2)

Hvis p er endeligt frembragt, sa er den sidste implikation en biimplikation.



78 Moduler over noetherske ringe

Bevis. Primidealet p er disjunkt med S. Af Lokaliseringsprincippet folger derfor, at S~ er
et primideal i brgkringen S~1R og at

(STM) g1, = M.

Af denne ligning falger umiddelbart biimplikationen i (1.8.1).

Foratvise implikationen i (1.8.2) antages, at p er associeret til M. Da har M en undermodul
isomorf med R/p. Af Isomorfisetningen for Brekmoduler folger sa farst, at S~M har
en undermodul isomorf med S—1(R/p), og videre, at denne sidste modul er isomorf med
S~IR /S Y. Heraf ses, at S~ er associeret til S~1M.

Antag endelig, at p er frembragt af endelig mange elementer p1, ..., p,. For at vise
implikationen mod venstre i (1.8.2) antages, at S ~p er associeret til S~1M. Der findes da en
brok x/t i 1M sledes, at

S~ = Ann(x/1). (%)

Heraf ses farst, at for hvert element p € p vil breken p/1 annullere x /. Altsa findes for
hvert p € p et element s € S saledes, at spx = 0. Specielt findes for hver af frembringerne
pi etelement s; € S sédledes, at s; p;jx = 0. Settes s := s1 - - - s, folger det, at sp;x = 0 for
alle i, og dernast videre, at spx = 0 for alle p € p. Med andre ord geaelder inklusionen,

p € Ann(sx).

Det er nok at vise, at lighed gelder i denne inklusion, thi da er p annullatoren for elementet
sx i M, og saer p associeret til M. Antag derfor, at r er element i Ann(sx), altsd at rsx = 0.
Da s tilhgrer S, folger det at brgken /1 annullerer brgken x/z. Af (x) falger derfor, at /1
tilharer S~%p. Af Lokaliseringsprincippet folger endelig, at » tilhgrer p, som gnsket. I

(1.9) Lemma. Lad M vere en R-modul. Enhver annullator, der er maksimal blandt annul-
latorerne Ann(x) med x € M \ {0}, er et primideal (og dermed et associeret primideal for
M). Ladp vere et primideal i R. Enhver annullator, der er maksimal blandt annulatorerne
Ann(x) med x € M og Ann(x) C p, er et primideal (og dermed et associeret primideal for
M).

Bevis. For at vise den anden pastand antages, at annullatoren Ann(y) er maksimal blandt
annullatorerne Ann(x) med x € M og Ann(x) C p. Det skal vises, at Ann(y) er et primideal.
Antag hertil, for r,s € R, at rs € Ann(y), altsd at rsy = 0. Det skal vises, at r eller s
tilhgrer Ann(y). Det er klart, at Ann(y) € Ann(sy). Der er to tilfelde: Ann(sy) < p og
Ann(sy) Z p. | det farste tilfeelde sikrer maksimaliteten af Ann(y), at Ann(y) = Ann(sy);
da r(sy) = 0 falger det, at » € Ann(y), som gnsket. | det andet tilfeelde findes et element
u € Rmedu € Ann(sy) og u ¢ p; nuer Ann(y) € Ann(uy), og da u ¢ p er det klart, at
Ann(uy) C p. Maksimaliteten af Ann(y) sikrer sa, at Ann(y) = Ann(uy); da s(uy) = 0
folger det, at s € Ann(y), som gnsket.

Beviset for den farste pastand er tilsvarende, men lettere. I
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(1.10) Opgaver.
1. Vis, uden noetherske forudsztninger, at for enhver R-modul M gelder formlen,

(feRIMf=0}= [ ».

peSupp M

2. Beskriv Ann M, Supp M og Ass M for Z-modulen M = 7Z/247.. Og for M = Z.

3. Vis, at en potensra@kke f = ag + a1 X + apX? + - -- € k[X] er invertibel, nar blot aq er
invertibel i k. Vis, at nar k er et legeme, sa er k[[X]] en lokal ring, og et PID. [Vink: Vis, at
idealet (0) og idealerne (X') fori =0, 1, ... er samtlige idealer.]

4. Lad ay, ..., a, vere idealer i R. Bestem annullatoren for R-modulen R/a1 @ ---® R/a,.

5. Mangden af primidealer i ringen R kaldes ringens primspektrum og betegnes Spec R.
Hvorndr er primspektret tomt? Beskriv primspektret for et legeme. Bestem for kommutative
ringe R1 0og R> en naturlig bijektiv afbildning Spec(R1 x R2) = Spec Ry Vv Spec Ry, hvor
hgjresiden er den disjunkte forening af de to maengder.

6. Vis, aten R-linear afbildning ¢ : M — Q er injektiv (henh. surjektiv, henh. bijektiv), hvis
og kun hvis ¢, : M, — Q, er injektiv (henh. surjektiv, henh. bijektiv) for alle primidealer p
i R.

7. Antag, at R er et PID. Vis, at hvis M er en endeligt frembragt torsionsfri R-modul (dvs
Ann(x) = (0) for x # 0), sder M fri. [Vink: Lokaliseringen Rq) er brgklegemet for R. Vis,
at homomorfien M — Mg er injektiv, og benyt det til at vise, at M er undermodul i en fri
modul. Slut sa til sidst, at A ma veere fri.]

8. Antag, atp C qer primidealer, og s&t M := R/p @ R/q. Bestem Ann M og Ass M. Find
en modul N som opfylder Ann M = Ann N men Ass M D AsS N.

9. Lad der veere givet en endelig mangde af primidealer p1, ..., p, i R. Angiven modul M
for hvilken Ass M = {p1, ..., pn}.

10. Ligningen Ass(M1 & M>) = Ass(M1) U Ass(M>) er en konsekvens af Noether (1.7.2).
Giv, ved at se pa annullatorer for elementer (x1, x2) i M1 @ M5, et direkte bevis for ligningen.
11. I hvilke af felgende ringe udger nuldivisorerne et ideal: Z, Z/1, Z/8, 7./ 24?

12. Lad a € R vere et ideal, og lad M vere en R-modul. Vis, at Supp(M/aM) <

Supp M N Supp(R/a), og at lighed geelder, nar M er endeligt frembragt. [Vink: Brug
Nakayama’s Lemma.]
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| resten af dette kapitel antages, at R er en noethersk ring.
2. Filtrationsztningen.

(2.1) Seetning. Lad M veare en R-modul. Enhver annullator Ann(y), hvor y er et element
forskelligt fra O i M, er indeholdt i et associeret primideal. Ethvert primideal p i stotten for
M indeholder et associeret primideal. Specielt eksisterer der associerede primidealer til M,
hvis M ikke er nul-modulen.

Bevis. Seatningens sidste pastand er gjensynlig en konsekvens af den farste pastand.

For at vise den farste pastand, betragtes meengden af annullatorer Ann(x) med x € M \ {0}
og Ann(x) 2 Ann(y). Da R er noethersk findes en annullator Ann(xg), der er maksimal
blandt disse annullatorer. Det er klart, at annullatoren Ann(xg) er maksimal blandt alle
annullatorer Ann(x) med x # 0. Af den farste pastand i Setning (1.9) falger, at Ann(xg) er
et primideal associeret til M, og ifelge valget er Ann(y) € Ann(xg). Hermed er den farste
pastand bevist.

Setningens anden pastand felger tilsvarende af den anden pastand i Setning (2.9). I

(2.2) Bemarkning. Det falger af Seetning (2.1), at hvert minimalt primideal q for M, altsa
et primideal q der er minimalt blandt primidealerne i stgtten for M, ma veere et associeret
primideal. For moduler i almindelighed kan man vise, ved hjelp af Zorn’s Lemma, at hvert
primideal i statten for M indeholder et minimalt primideal for M. For modulerne behandlet her
(endeligt frembragte over en noethersk ring) er det en direkte konsekvens af det efterfglgende
resultat.

(2.3) Filtrationssaetning. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul. Da gelder: (1) Der
findes i M en filtration,
(0)=F0§F1§§Fn=M,

hvor de successive kvotienter F; / F; _1, fori =1, ..., n, er isomorfe med moduler af formen
R/p;, hvor p; er et primideal.
(2) For enhver sadan filtration i M geelder falgende relationer mellem maengder af primi-
dealer,
AssM C {p1,...,pn} S Supp M.

Yderligere vil ethvert primideal i stotten for M indeholde et af p; ’erne, og de tre mangder
ovenfor har de samme minimale elementer.

(3) Lad p veere et minimalt primideal for M. Da er antallet af gange R /p forekommer som
kvotient i filtrationen, dvs antallet af i ’er for hvilke F;/F;_1 er isomorf med R /p, entydigt
bestemt, idet antallet er lig med lzengden, longr M, af R,-modulen M.

Bevis. (1) Sat Fy := (0). Hvis M = 0, er den gnskede filtration opnaet, med » = 0 (og ingen
kvotienter). Antag derfor, at M £ 0. Af den sidste pastand i Setning (2.1) falger sa, at M
har en undermodul F; isomorf med R/p, hvor p er et (associeret) primideal. Hvis Fy = M
er den gnskede filtration opnaet. Ellers er M/F; # 0. Af Setning (2.1) falger sa igen, at
M / Fy har en undermodul isomorf med R /p2, hvor p; er et primideal. 1fglge Noether’s anden
Isomorfisaetning svarer denne undermodul i M/ Fy til en undermodul F» D Fi, og F2/F1
er isomorf med R/p,. Hvis F, = M er den gnskede filtration opnaet. Ellers fortseettes
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processen med M/ F,. Da M er endeligt frembragt, og dermed noethersk, stopper processen
efter endelig mange skridt, med den gnskede filtration.

(2) Betragt nu en given filtration af formen i (1). Den farste inklusion vises ved induktion
efter n. Hvis n = 0 er venstresiden tom, sa inklusionen gelder. Hvis n > 0 falger det af
Satning (1.7), at

AssM C AssF,_1 UASS(M/F,_1).

Ifelge induktionsantagelsen er Ass F,,_1 indeholdti {p1, ..., p,—1}, 0g ifglge Eksempel (1.6)
er Ass(M/F,—_1) = AsS(R/p,) = {p,}. Heraf falger den farste inklusion.

Betragt nu et vilkarligt primideal p i R. Ved lokalisering i p fremkommer en filtration i
M, Ifglge Isomorfisetningen for brekmoduler er (F;_1), en undermodul i (F;),, og den
tilsvarende kvotient er (F;/F;_1),. Denne sidste kvotient er ifglge antagelsen isomorf med
(R/pi)p, som ligeledes kan bestemmes af Isomorfiseetningen for brekmoduler: den er isomorf
med R, /p; R,. Her galder ifalge Lokaliseringsprincippet, at kvotienten er lig med 0, hvis og
kun hvis p; Z p. Altsa er

Ryp/piR, hvisp; S p,
(Fp/(Fi-1)p = { 0 ellers.
Deterklart, at M,, # 0, hvis og kun hvis mindst en af kvotienterne (F;), /(Fi—1), er forskellig
fra 0. Af udregningen ovenfor fremgar, at dette indtraeffer, hvis og kun hvis p indeholder et
af p;’erne. Altsa er p element i statten Supp M, hvis og kun hvis p indeholder et af p; ’erne.
Heraf falger den anden inklusion i (2). Desuden fglger det, at maengden af p;’er og meengden
af primidealer i statten har de samme minimale elementer.

Det skal endelig godtgares, at mangden af p;’er og maengden af associerede primidealer
for M har de samme minimale elementer. Da den fgrste maengde omfatter den anden, er det
hertil nok at vise, at hvert p; indeholder et associeret primideal for M. Denne sidste pastand
folger af Saetning (2.1), idet hvert p; tilhgrer stgtten for M.

(3) Antag nu, at p er et minimalt primideal for M. Da p;’erne tilhgrer stetten for M,
er det sa udelukket, at p; C p. Det fremgar derfor af udregningen ovenfor, at kvotienten
(Fi)p/(Fi—1), er forskellig fra O preecis nar p; = p. Yderligere ses, at nar kvotienten er
forskellig fra O, sd er den isomorf med R, /pR,. Denne sidste kvotient er netop den lokale
ring R, modulo maksimalidealet pR,,. | den fremkomne filtration af A1, er kvotienterne, der
er forskellige fra 0, altsa simple R,-moduler. Fglgelig har M, endelig leengde, og da antallet
af simple kvotienter netop var antallet af i "er for hvilke p; = p, falger pastanden. i

(2.4) Bemaerkning. Af Filtrationssatningen falger for en endeligt frembragt modul M, at
der kun er endelig mange associerede primidealer, og dermed specielt kun endelig mange
minimale primidealer. Associerede primidealer, der ikke er minimale, siges ogsa at vere
indlejrede primidealer for M.

(2.5) Korollar. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul. Da er falgende betingelser
&kvivalente:

(i) Modulen M har endelig leengde.
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(it) Alle primidealer i stotten Supp M er maksimalidealer.
(iii) Alle primidealer, der omfatter Ann M, er maksimalidealer.

Er disse betingelser opfyldt, sa bestdr stotten for M af endelig mange maksimalidealer
my, ..., my, og afbildningen, som afbilder x € M pa q-sattet med broken x /1 i My, pa den
J 'te plads, er en isomorfi,

M —> My X - X My,.

Bevis. Betingelserne (ii) og (iii) er &kvivalente ifalge (1.5).
At M har endelig leengde betyder, at der i M findes en filtration,

O=FRCFkhC<---CF,=M, (%)

hvor de successive kvotienter F; / F; _1 er simple moduler, dvs isomorfe med kvotienter R /p;
hvor p;’erne er maksimalidealer i R. Hvis (i) er opfyldt, findes altsa en filtration som i Filtra-
tionsseetningen, hvor p;’erne er maksimalidealer. Da ethvert primideal i stgtten indeholder
et af disse p;’er, ma hvert primideal i statten veere lig med et af disse p;’er. Altsa geelder (ii),
og yderligere ses, at statten bestar af disse endelig mange maksimalidealer.

Antag omvendt, at (ii) geelder, og betragt en filtration af M som i Filtrationssatningen. De
tilsvarende p; "er tilhgrer stgtten for M, sa af antagelsen fglger, at p;’erne er maksimalidealer.
Den betragtede filtration har derfor simple kvotienter. Fglgelig har M endelig leengde, dvs
(i) er opfyldt.

Antag nu at betingelserne er opfyldt, altsa at der findes en filtration () med kvotienter
F;/Fi_1 = R/p;, hvor p;’erne er maksimalidealer. Betragt den angivne afbildning. Den er
gjensynlig R-lineeer.

Farst vises, at afbildningen er injektiv. Lad y veere et element i kernen, og antag, at y # 0.
Det folger da af Seetning (2.1), at annullatoren Ann(y) er indeholdt i et associeret primideal
til M. De associerede primidealer er netop m;’erne, sd Ann(y) er indeholdt i et af m;’erne.
Men dette strider mod at y/1 = 0i My, foralle ;. Altsd er y = 0. Folgelig er afbildningen
injektiv.

Dernest vises for hvert maksimalideal m i statten for M, at brekmodulen M., der ifelge
Filtrationssatningen er en R.,-modul af endelig leengde, ogsa er af endelig leengde (og endda
af samme lengde) som R-modul. Denne pastand felger af, at der ved lokalisering i m
fremkommer en filtration i M, hvor kvotienterne forskellige fra O er af formen R,,/mR,.
Da m er et maksimalideal i R, er den sidste kvotient ifelge Lokaliseringsprincippet isomorf
med R/m, sa kvotienterne er simple som R-moduler.

Nu kan bijektiviteten af afbildningen vises ved et l&engde-argument. Langden af venstre-
siden er leengden af M, altsa lig med n, hvor n er antallet af kvotienter i filtrationen. Pa den
anden side er m;’erne netop de forskellige blandt p;’erne, sa af Filtrationssetningen falger,
at tallet n netop er summen af lengderne long M, . Altsa har homomorfiens venstre- og

hgjreside samme leengde. Da homomorfien er injektiv, fglger det at den er en isomorfi. I
(2.6) Opgaver.
1. Antag, at R er noethersk og M er endeligt frembragt. Lad q1, ..., q, veere de associerede

primidealer for M (i en vilkarlig given reekkefalge). Vis, at der findes en filtration (0) =
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Fo € F1 C --- C F, = M, hvor de successive kvotienter har formen R/p; med primidealer
p; sdledes, atp; =q;forj=1,...,4.

2. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul. Vis, at hvis Ann M er et primideal p, s er p
associeret til M. [Vink: Hviseq, ..., e, frembringer M, sderp = Ann(e1) N---NANN(e,).]
3. Antag, at M er en endeligt frembragt R-modul. Vis, at hvert primideal associeret til
R/ Ann M er associeret til M. [Vink: Lad r € R og lad r vere restklassen af » modulo
Ann M. Vis, at Ann(r) = Ann(r M).

4. Lad M vere en endeligt frembragt modul over en noethersk ring R, og lad p1, ..., p,

veere de associerede primidealer. Vis, at den naturlige homomorfi M — M, x --- x M, er
injektiv. [Vink: Overvej, at intet primideal kan veere associeret til homomorfiens kerne.]
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3. Dekomposition.

(3.1) Definition. Lad M vere en R-modul. Enundermodul N i M siges da at veere en primar
undermodul, hvis der er netop ét primideal associeret til kvotientmodulen M/N. At p er det
eneste primideal associeret til M /N, altsa at Ass(M/N) = {p}, udtrykkes ved at sige, at N
er en p-primaer undermodul i M.

Betragt en endeligt frembragt R-modul Q # 0, og de associerede primidealer py, ..., py
for Q. Foreningsmangden af idealerne p; er da mangden Zz (Q) af nuldivisorer pa Q:

ZR(Q) =p1U---Up,.

De minimale blandt idealerne p; er netop de minimale blandt primidealerne, der omfatter
annullatoren for Q. Falgelig er fellesmangden af idealerne p; lig med radikalet af annulla-
toren:

Rad(Ann Q) =p1N---Np,.

Feellesmangden er skarpt indeholdt i foreningsmangden med mindre ¢ = 1. Med andre
ord: Der er netop ét associeret primideal for Q, hvis og kun hvis Q # 0 og der for enhver
nuldivisor f pa Q gelder, at en potens af f annullerer Q.

Nar M er endeligt frembragt fas herved en karakterisering af de primaere undermoduler i
M. Fx fas for idealer i R folgende:
Karakterisering. Idealet q er et primert ideal i R, hvis og kun hvis falgende betingelse er
opfyldt: ¢ C R og for alle f, g € R galder, at hvis fg € qog g ¢ q,saer f € Rad(q).

Betingelserne fg € qog g ¢ q udtrykker jo netop, at f er nuldivisor pa R/q, og konklu-
sionen, f € Rad(q), udtrykker, at en potens af f annullerer R/q.

En undermodul N i M siges at veere irreducibel, hvis N ¢ M og N ikke kan skrives som
en feellesmaengde N = N1 N N, hvor N € Ny og N C No.

(3.2) Lemma. (1) En irreducibel undermodul er primeer.
(2) En faellesmaengde af to p-primare undermoduler er selv p-primer.

Bevis. (1) Lad N vere en irreducibel undermodul i M. Specielt er sé M/N # 0. Der
findes derfor associerede primidealer for M/N, jfr Seetning (2.1). Det skal nu vises, at
kvotientmodulen M/N kun har ét associeret primideal. Antag, indirekte, at p; og p» er
associerede primidealer for M /N, og at de er forskellige. Fori = 1, 2 har kvotienten M /N
da en undermodul N; isomorf med R /p;. Specielt er p; det eneste primideal associeret til ;.
Faellesmangden N1NN; erindeholdti N1. Etprimideal, der er associeret til fellesmaengden er
derfor ogsd associeret til N1, jfr Lemma (1.7), og det ma folgelig veere ligmed p;. Med samme
begrundelse matte det vere lig med p,. Da p1 # p» konkluderes derfor, at feellesmeengden
N1 N N, ikke har associerede primidealer. Af Satning (2.1) falger derfor, at Ny N N, = (0).

Ifalge Noether’s anden Isomorfisatning svarer undermodulerne N; i M/N til undermo-
duler N; © N. Af det viste falger at Ny N No = N. Yderligereer N; D N, da N; # 0. Da
N var irreducibel, har antagelsen saledes fart til en modstrid, som gnsket.
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(2) Lad N = N1 N N, veere en fellesmangde af p-primare moduler N1 og N,. Det er
klart, at M/N # 0, sa det skal vises, at p er det eneste associerede primideal for M/N. Lad
hertil q veere et associeret primideal for M /N. Betragt homomorfien

M — M/N1&® M/No, (*)

der til et element i M knytter parret af restklasser modulo N1 og modulo N,. Kernen for
denne homomorfi er gjensynlig feellesmangden N1 N Ny, altsa N, sa ifalge Isomorfisatningen
er kvotienten M /N isomorf med en undermodul af den direkte sum pa hgjresiden i ().
Primidealet q er derfor associeret til en undermodel af den direkte sum, og dermed ogsa
associeret til den direkte sum, jfr (1.7.2). Af den anden inklusion i (1.7.2), anvendt pa en
af summanderne i den direkte sum, falger, at et primideal associeret til summen ma vere
associeret til en af summanderne M/N;. Ifglge forudsetningen er p det eneste primideal
associeret til M/N;. Altsd ma q vaere lig med p, som gnsket. 0

(3.3) Eksempel. (1) Et primideal p er en p-primer undermodul i R. Som vist i Eksempel
(1.6) er nemlig Ass(R/p) = {p}.
(2) Lad m veere et maksimalideal. Enhver potens m™, hvor m > 1, og mere generelt,
ethvert ideal a saledes at
m” CaCm,

vil da veere et m-primert ideal i R. Ifglge Eksempel (1.6) bestar statten for R /a nemlig af de
primidealer p, som omfatter a. Af a C p folger, at potensen m™ er indeholdt i p. Da p er et
primideal, fglger det videre, at en af faktorerne i produktet m™, dvs m, er indeholdt i p. Da
m er et maksimalideal falger det endelig, at p = m. Det er saledes godtgjort, at stgtten for
R /a bestar af det ene primideal m. Og sa er m 0gsa det eneste associerede primideal til R/a
ifglge Seetning (2.1).

(3.4) Primaerdekomposition. Lad N veere en undermodul i modulen M. Ved en primarde-
komposition af N forstas en fremstilling af N som en faellesmangde,

N=NiNn---NN,,

hvor N;’erne er primzre undermoduler. Antag, at N; er p;-primer. Dekompositionen siges
da at veere uforkortelig, hvis p;’erne er forskellige og ingen af N;’erne i faellesmeengden er
overfladige.

Det falger af Lemma (3.2), at man ud fra en primardekompostion af N kan opna en
uforkortelig dekomposition: Farst erstattes for hvert primideal p de N, ’er, der er p-primzre,
med deres faellesmaengde, og dernaest bortkastes overfladige N ’er.

(3.5) Dekompositionssatning. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul. Da har hver
undermodul N en primeerdekomposition,

N=NNn---NN,. (3.5.1)



86 Moduler over noetherske ringe

Antag, at en sddan dekomposition er uforkortelig, og at N; er p;-primer. Da er p;’erne
netop primidealerne associerede til M/N. Yderligere geelder, at de undermoduler N;, for
hvilke p; er et minimalt primideal for M /N, er entydigt bestemte, idet N; er kernen for den
sammensatte homomorfiM — M/N — (M/N),;.

Bevis. For at vise eksistensen af fremstillingen er det ifglge Lemma (3.2) nok at vise, at enhver
undermodul N er en endelig fellesmangde af irreducible undermoduler. Denne pastand
vises ved noethersk induktion: Antag, indirekte, at pastanden er gal, og betragt mengden S
af de undermoduler i N, der ikke er en endelig feellesmangde af irreducible undermoduler.
Ifelge antagelsen er S ikke tom. Da M er endeligt frembragt over en noethersk ring, er M
noethersk. Folgelig findes i S en undermodul N, der er maksimal blandt undermodulerne i
S. Undermodulen N tilhgrer S, og specielt kan den derfor ikke veere irreducibel. Yderligere
er N C M, idet M har en fremstilling af den gnskede form, nemlig som faellesmangde af
ingen irreducible moduler. Da N € M og N ikke er irreducibel, er N en feellesmangde,
N = Nj N No, af undermoduler N; D N. Da N var maksimal blandt undermodulerne i S,
kan ingen af undermodulerne N; tilhgre S. Falgelig er begge undermoduler N1 0og N2 en
endelig fellesmangde af irreducible undermoduler, og sa er fellesmangden N det ogsa, i
modstrid med at N var elementi S.
Antag nu, at fremstillingen (3.5.1) er uforkortelig. Betragt homomorfien,

M/N - M/N1&---@® M/N,, (*)

der afbilder restklassen af x modulo N i g-sattet hvis j’te koordinat er restklassen af x modulo
N;. Denne homomorfi er veldefineret, da N C N;, og den er injektiv, da N er feellesmeaengden
af N;’erne. Lad p veere et primideal associeret med M/N. Af Lemma (1.7) falger nu farst,
at p er associeret med den direkte sum pa hgjresiden af (x), og derneest at p er associeret med
en af addenderne M/N;. Da M/N; er p;-primar, er p; det eneste primideal associeret med
M/N;. Altsd er p lig med et af p;’erne.

Betragt omvendt et af primidealerne p;. Lad M veere feellesmaengden af de N;’er, hvor
N ikke medtages, og lad Q vare kvotientmodulen Q = M;/N. Af Noether’s anden
Isomorfisatning falger, at Q = M; /N er isomorf med en undermodul i M/N. Pa den
anden side er gjensynlig N = M; N N, sa af Noether’s farste Isomorfisetning felger, at
Q = My /(M N Ny) er isomorf med en undermodul i M/N;. Af Lemma (1.7) fas derfor
inklusionerne,

AssQ C Ass(M/N), AssQ < Ass(M/Ny).

Modulen M /Ny er pi-primeer, sa mengden pa hgjresiden af den sidste inklusion indeholder
ét element, nemlig primidealet px. Modulen M, opfylder at M; > N, thi ellers var jo Ny
overflgdig i fremstillingen (3.5.1). Kvotienten Q = My /N er derfor forskellig fra 0, og
Ass Q er derfor ikke tom ifglge Saetning (2.1). Den anden inklusion ovenfor medferer derfor,
at Ass Q bestar alene af primidealet p;. Den farste inklusion ovenfor medfarer derfor, at py
er associeret til M/N.

Hermed er det vist, at p;’erne er de associerede primidealer til M/N.
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For at bevise den sidste del af entydighedsudsagnet betragtes farst en vilkarlig endeligt
frembragt modul Q, med den egenskab at Ass Q bestar af netop et primideal p. Det pastas,
at den kanoniske homomorfi,

Q_>Qp7

da er injektiv. Antag nemlig, at y er et element forskelligt fra 0 i homomorfiens kerne.
Da brgken y/1 er lig med 0 i M,, er Ann(y) ikke indeholdt i g. Men det er i modstrid
med at Ann(y) er indeholdt i et associeret primideal ifelge Saetning (2.1) og q er det eneste
associerede primideal for Q.

Lad nu p; veere et minimalt primideal for M /N. Betragt homomorfien, der fremkommer
af (x) ved lokalisering i p;. For k # j bestar statten for M /Ny af de primidealer, der omfatter
pk, 0g p; er ikke et sddant primideal, da p; er minimaltblandt pi’erne. Altséer (M/Ny)y; =0
for k # j. Den lokaliserede homomorfi er derfor falgende homomorfi,

(M/N)p; = (M/Nj)y;. ()

Homomorfien (x) var injektiv, sa det falger af Isomorfisetning for Brgkmoduler, at den
lokaliserede homomorfi (xx) er injektiv. Pa den anden side falger det af pastanden ovenfor,
anvendt pd Q := M/N; og p := p;, at homomorfien M/N; — (M/Nj)y, er injektiv. Det er
klart, at falgende diagram er kommutativt,

M M/N;

| |

(M/N)p; — (M/Nj)y;.

De to homomorfier der ender i (M/N;),, er ifglge det viste injektive. De to homomorfier
der begynder i M har derfor samme kerne. Heraf falger gjensynlig Setningens pastand om
entydigheden af ;. I

(3.6) Eksempel. (1) Lad a vaere en feellesmaengde af primidealer,
a=p1N---Npy. (3.6.1)

Det folger af Eksempel (3.3)(1), at fremstillingen (3.6.1) er en primardekomposition. Antag,
at der ikke er inklusioner mellem p;’erne, altsé at intet p; er indeholdt i et af de gvrige. Da er
dekompositionen uforkortelig, thi p;’erne er specielt forskellige, og var et af p;’erne, fx py,
overflgdigt, sa ville primidealet p, indeholde fellesmangden af de gvrige, og heraf falger
som bekendt, at p; ville indeholde et af de gvrige. Det falger af Dekompositionssatningen,
at p;’erne er de associerede primidealer til R/a.

(2) Lad my, ..., m, veere forskellige maksimalidealer i R, og betragt en faellesmaengde,

a=m{'N---Nmy?, (3.6.2)

hvor eksponenterne m; er positive. Da er (3.6.2) en uforkortelig primeaerdekomposition af
a. Det fglger nemlig farst af Eksempel (3.3)(2), at idealet m;"-’ er m;-primert. Videre er
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ingen af idealerne m?” overflgdige i feellesmangden. Antag nemlig, indirekte, at fx mj'* er

overflgdig. Davil mj'* indeholde feellesmangden af de gvrige m’; 7 *er. Specieltvil primidealet
my indeholde denne feellesmangde. Som bekendt falger heraf, at ms indeholder et af idealerne
m;” for j > 1, 0gvidere, atm indeholder m;. Dette er en modstrid, dam; er et maksimalideal
0g my # m;.

Af Dekompositionssatningen fremgdr nu, at m;’erne er de associerede primidealer til
R/a. Af korollaret til Filtrationssaetningen fglger videre, at R/a har endelig l&engde.

(3) Antag, at ringen R er faktoriel, og betragt et element f med primoplasningen f =
prte pZ“’ (hvor altsé p;’erne er irreducible og ikke associerede, og m;"erne positive). Ved
brug af den entydige primoplgsning ses det let, at

(f)=@EHN--N(pg. (3.6.3)

Af Eksempel (3.3)(3) falger, at fremstillingen ovenfor er en uforkortelig primaerdekomposi-
tion af hovedidealet ( f).
(4) Lad m veere et maksimalideal og lad p vare et primideal forskelligt fra m og saledes
atp ¢ m®. Betragt fellesmangden,
a=pnN m?. (3.6.4)

Det ses ganske som under (1) eller (2), at (3.6.4) er en uforkortelig primardekomposition.
Primidealerne m og p er altsa de associerede primidealer til R/a. Hvis p € m (og dette er
ikke udelukket), sa er p det eneste minimale primideal for R /a og m er et indlejret primideal.

(3.7) Bemeerkning. Dekompositionssatningen kan specielt anvendes pa et ideal a i R. Som
konsekvens fas en uforkortelig primeerdekomposition,

a:q:l_r}...(-]qq7

hvor idealet q; er p;-primart. De minimale primidealer p for R/a er de minimale blandt
primidealerne, der omfatter a, jfr Eksempel (1.6). Huvis p; er et sidant primideal, sa er q;
entydigt bestemt, nemlig som kernen for den sammensatte homomorfi R — R/a — (R/a)y;.
Her er kvotienten (R/a),; ifalge Lokaliseringsprincippet lig med Ry, /aR,,. Heraf ses, at q;
er kontraktionen af ekstensionen aRy, .

Specielt ses, at hvis g er et p-primert ideal, s& er homomorfien R/q — R, /qR,, injektiv.
Hvis p = m er et maksimalideal, felger det endda af Korollar (2.5), at denne homomorfi er
en isomorfi. Specielt fremhaves for en potens m‘, at lokalisering i m inducerer en isomorfi,

R/m' —=> Ry /m' Ry,
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4. Valuationsringe og Dedekindringe.

(4.1) Lemma. Antag, at R er et (noethersk) integritetsomrade. Da har hvert element a i R,
som ikke er nul eller en enhed, en irreducibel oplasning, dvs der findes en fremstilling af a
som et produkt af irreducible elementer,

Bevis. Beviset er indirekte, ved noethersk induktion. Antag, at der findes elementer b, som
ikke er nul og ikke er enheder og ikke kan skrives som produkt af irreducible elementer. Lad
S betegne mangden af hovedidealer () frembragt af sddanne elementer b. Der findes da i
S et hovedideal (b), der er maksimalt blandt hovedidealerne i S. Elementet 5 kan specielt
ikke veere irreducibelt, og det er forskelligt fra nul og ikke en enhed. Falgelig er b et produkt
b = b1by, hvor faktorerne b; ikke er enheder. Nu er (b) C (b2). Ellers ville lighed nemlig
geelde, og sa ville b, kunne skrives by = ab = ab1b,; da nul-reglen geelder, ville det falge,
at 1 = abq, i modstrid med at b1 ikke er en enhed. Tilsvarende er (b) C (b1).

Af (b) C (b;) felger, at hovedidealerne (b;) ikke tilhgrer S. Heraf falger videre, at b; er
et produkt af irreducible elementer. Men det er i modstrid med at b = b1by 0g b ikke er et
produkt af irreducible elementer. I

(4.2) Szetning. Lad R veare en lokal (noethersk) ring med maksimalidealet m. Antag, at R
er et integritetsomrade, men ikke et legeme. Da er folgende betingelser &kvivalente:

(i) Maksimalidealet m er et hovedideal.
(i) Idealerne i R er totalt ordnede ved inklusion.
(iii) Ringen R er et hovedidealomrade.

Bevis. ,,(i)=(ii)“. Antag, atm = (p) er hovedidealet frembragt af etelement pi R. Da R ikke
er et legeme, er p # 0. Videre er (p) et maksimalideal, og dermed et primideal. Altsaer p
et primelement. Specielt er p et irreducibelt element. Det pastas, at p, pa naer multiplikation
med en enhed, er det eneste irreducible element. Betragt nemlig et irreducibelt element ¢.
Specielt er ¢ da ikke en enhed, og felgelig er g element i den lokale rings maksimalideal.
Med andre ord er g € (p), sa g kan skrives ¢ = rp. Da ¢ er irreducibelt, er » en enhed.

Det falger af Lemma (4.1), at hvert element a, som ikke er nul og som ikke er en enhed,
har en fremstilling som produkt af irreducible elementer. Af det allerede viste fglger, at denne
fremstilling har formen,

a=up", (4.2.1)

hvor « er en enhed og n > 1. For enhederne i R fas en fremstilling (4.2.1) med n = 0.
Det pastas nu, at samtlige idealer i R er fglgende:

Oc--c@p"™Hcphc---cp)c.

Af denne pastand falger gjensynlig (ii). For at vise pastanden betragtes et vilkarligt ideal
a # (0) i R. Der findes da elementer a i a som er forskellige fra 0. Velg nu blandt alle
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sadanne elementer a et, for hvilket fremstillingen (4.2.1) har det mindst mulige n. Da a er
valgti a, er p” = u~ta elementi a. Folgelig er

(p") Ca.

Omvendt har ethvert element b # 0 i a en fremstilling af formen (4.2.1), dvs af formen
b = vp™; valget af n sikrer, at m > n, og sd er b = vp™ " p" element i (p"). Altsa er
a = (p™). Hermed er den gnskede pastand, og specielt betingelsen (ii) eftervist.
L(i)=(ii1)*“. Antag, at idealerne i R er totalt ordnede. Heraf falger forst, at ethvert ideal
(a, b) frembragt af 2 elementer er et hovedideal. Af hovedidealerne (a) og (b) vil nemlig et,
fx (b), omfatte det andet, og af (a) < (b) felger, at summen (a, b) = (a) + (b) er lig med
(b). | almindelighed er (a1, ...,a,) = (a1, ...,a,_1) + (a,), sa ved induktion falger, at
hvert endeligt frembragt ideal er et hovedideal. Da R er noethersk, er betingelsen (iii) altsa

opfyldt.
Implikationen ,,(iii)=(i)* er triviel. Hermed er &kvivalensen bevist. i

(4.3) Definition. En lokal (noethersk) ring, som er et integritetsomrade og ikke et legeme og
opfylder de &kvivalente betingelser i Setning (4.2), kaldes en (diskret) valuationsring.

(4.4) Note. Betingelsen (ii) har mening for enhver ikke ngdvendigvis noethersk ring, og en
ring, der opfylder denne betingelse, kaldes ofte en valuationsring. Adjektivet ,diskret* gar
essentielt pa forudsatningen om at ringen i Definition (4.3), ligesom ellers i dette kapitel,
forudseettes at veere noethersk.

(4.5) Bemeerkning. Antag, at R er lokal, med maksimalidealet m, og lad k := R/m betegne
restklasselegemet. Kvotienten m’ /mi+1 er da en modul over kvotientringen R/m, dvs et
vektorrum over k. Hvis R er en valuationsring, sa er

dimg m’ /m' ™! = 1 for alle i,

thi potensen m’ er hovedidealet (p'), og deterklart, atr — rp' inducerer enisomorfiaf R /(p)
pa (p')/(p'™h). Det falger i gvrigt af Nakayama’s Lemma, at dimensionen dim; m’ /m+1
er lig med det minimale antal frembringere for idealet m’. Betingelsen (i) Setning (4.2) kan
séledes udtrykkes ved ligningen dim; m/m? = 1.

(4.6) Eksempel. Antag, at R er en faktoriel ring. For hvert irreducibelt element p er hoved-
idealet (p) da et primideal. Brgkringen R(,,), der fas ved lokalisering i primidealet (p), er en
valuationsring, thi maksimalidealet i brekringen er ekstensionen af hovedidealet (p), og det
er derfor et hovedideal. Betingelsen (4.2)(i) er saledes opfyldt.

Specielt galder for hvert primtal p, at den lokale ring Z,), der bestar af rationale tal af
formen a/s, hvor s ikke er delelig med p, er en valuationsring.

Potensraekkeringen R[[X]] bestar af uendelige falger f = (ao, a1, az, ...) organiseret
som ring med addition og multiplikation svarende til det, der kendes for polynomier. Ofte
skrives f = ag + a1 X + a»X? + - - -, hvor man bedst kan opfatte X? som en ,,pladsholder”.
Det er ikke sveert at vise, at potensraekkeringen k[[ X]] med koefficienter i et legeme & er en
valuationsring.



NOETHA4. Valuationsringe og Dedekindringe 91

(4.7) Definition. Ringen R kaldes en Dedekindring, hvis R er et integritetsomorade og hvis
der for hvert maksimalideal m i R gaelder, at den lokale ring Ry, er en valuationsring.

(4.8) Observation. Et hovedidealomrade, der ikke er et legeme, er en Dedekindring. 1 et
hovedidealomrade, der ikke er et legeme, er maksimalidealerne nemlig hovedidealerne (p)
frembragt af de irreducible elementer p, og maksimalidealet i den lokale ring R, er derfor
et hovedideal, jfr Eksempel (4.6).

(4.9) Seetning. Lad R vare en Dedekindring. Da har hvert ideal a # (0) en entydig frem-
stilling,
a=mN---Nmy, (4.9.1)

som en fallesmangde af potenser af maksimalidealer.

Bevis. Ifalge Dekompositionssatningen (3.5), jfr Eksempel (3.6)(2), er det nok at vise, at de
primere idealer q # (0) i R netop er potenserne m” af maksimalidealer m (og at eksponenten
n er entydigt bestemt).

Antag altsa, at q # (0) er et p-primert ideal. Det falger af Eksistenssatningen, at p er
indeholdt i et maksimalideal m. Yderligere er (0) C q C p. Falgelig geelder inklusionerne,

0)CpCSm (*)

Det fglger af forudsaetningen, at den lokale ring R, er en valuationsring. | R, findes derfor
netop 2 primidealer, nemlig maksimalidealet og (0). Pa den anden side svarer de tre primi-
dealer i () ifalge Lokaliseringsprincippet bijektivt til tre primidealer i den lokaliserede ring
R... Af disse ma de to sidste altsa vaere ens. Falgelig er p = m. Hermed er vist, at q er
m-primeert.

Af entydighedsdelen i Dekompositionssatningen falger nu, at g er kernen for den sam-
mensatte homomorfi R — R, — (R/q)m. ldealet q er med andre ord kontraktionen af
ekstensionen qR,,. Ekstensionen er et ideal forskelligt fra nul i valuationsringen R, og det
er derfor en potens af maksimalidealet i R.,. Ekstensionen har derfor formen m” R, med
en entydig betemt eksponent n. Det givne det givne ideal q er altsa kontraktionen af m” R,,,.
Med samme argument er denne kontraktion lig med m”. Fglgelig er ¢ = m”, som pastaet. [

(4.10) Note. Det er en konsekvens af den sakaldte kinesiske restklassesetning, at felles-
maengden af potenserne i (4.9.1) er lig med produktet. | den forstand udtrykker resultatet
i Seetning (4.9), at Dedekindringe tillader en faktoriseringsteori, der pa mange mader er en
naturlig generalisation af teorien i hovedidealomrader.

Det skal bemarkes, at det her givne resultat kun er et hjgrne af teorien for Dedekindringe.
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5. Artin—-Rees’ setninger.
(5.1) Definition. Lad a veere et fastideal i R. Det er Klart, at polynomierne i R[T] af formen,
ao+arT +---+a,T", hvor a; € o' for alle i,

udger en delring. Denne delring kaldes Rees-ringen for idealet a, og den betegnes i det
fglgende R. Idet monomierne af formen a7, hvor a € o', udger undergruppen a' 7' af
R[T], er altsa

R=R®aT ®a’T?’ @ --- .

Rees-ringen R er gjensynlig en positivt gradueret ring med (R)o = R.
Lad M veere en R-modul. Det er klart hvorledes den direkte sum,

MY =MeMEMSD -,

kan organiseres som en gradueret modul over polynomiumsringen R[T]. Multiplikation med
T i M* forskyder blot graden: elementet x € M opfattet som homogent element af grad i i
M* afbildes pa sig selv opfattet som homogent element af grad i + 1§ M*,

Den graduerede modul M* kan specielt opfattes som en gradueret modul over delringen
R. Videre er det klart, at falgende undergruppe i M*:

M=MOaM DM@ ---

er en homogen R-modul. Den kaldes ogsé Rees-modulen for M (mht det faste ideal a i R).

(5.2) Lemma. Huvis idealet a er frembragt af endelig mange elementera, . . . , ay, S4 er Rees-
ringen R frembragt som R-algebra af elementerne a1T, . .., aqT (der er homogene af grad
1iR ). Hvis R-modulen M er frembragt af elementer vy, . .., v,, S er Rees-modulen M
frembragt som R-modul af vy, . . ., v, opfattet som homogene elementer af grad 0 i M.

Bevis. Begge pastande eftervises umiddelbart. I

(5.3) Observation. Den fgrste pastand udsiger, at algebra-homomorfien
R[T1, ..., Ts] — R,

defineret ved f +— f(a1T,...,aqT), er surjektiv. Denne homomorfi er gjensynlig en ho-
mogen homomorfi af graduerede ringe, og resultatet medfarer derfor at Rees-ringen R er
isomorf med en kvotient af polynomiumsringen R[T4, ..., T;] modulo et homogent ideal.

(5.4) Bemerkning. Ingen af de foregaende definitioner og resultater har udnyttet den stilti-
ende forudsatning, at R er en noethersk ring. Indrages denne forudseetning, falger det af
Hilbert’s Basissatning og det forste resultat i Lemma (5.3), at Rees-ringen R er en noet-
hersk ring, og af det andet resultat, at Rees-modulen for en endeligt frembragt R-modul er
en noethersk R-modul.
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(5.5) Artin—Rees’ Lemma. Lad a vere et ideal i R og lad M vere en endeligt frembragt
R-modul. Lad videre N vare en undermodul i M. Da findes et naturligt tal d, sledes at

"MNN=a"a’MNN) forallen > d.

Specielter "M NN C a"~¢N forallen > d.

Bevis. Ifglge definitionen er Rees-modulen M en homogen undermodul i R-modulen M*.
Det er klart, at ogsa N* er en homogen undermodul i M*. Fellesmangden af disse to
undermoduler er gjensynlig den homogene undermodul,

N=NSN DN, ®---, hvor N, =a"MNN.

Af Lemma (5.2), jfr Bemarkning (5.4), falger, at M er en noethersk R-modul. Da \ er en
undermodul i M, falger det, at A/ er en endeligt frembragt R-modul. Heraf folger, at A" er
frembragt som R-modul af endelig mange homogene elementer. Videre er R ifglge Lemma
(5.2) frembragt som R-algebra af homogene elementer af grad 1. Veelges d starre end eller
lig med graderne af de homogene elementer, der frembringer A/, kan man derfor slutte, at
den homogene undermodul N> er frembragt som R-modul af elementerne i ;. Med andre
ord er hvert homogent element i AV;, for n > d er en sum af produkter ke, hvor i € R,_y4 09
e e Ny. DaN, =a"M N N, galder altsa for n > d ligningen,

"M NN =a""4aMNN).

Hermed er Lemma’ets farste pastand bevist. Den anden pastand er gjensynlig en konsekvens
af den farste. I

(5.6) Krull’s Snitseetning. Antag, at R er lokal med maksimalideal m. Da gzlder for enhver
endeligt frembragt R-modul M, at
ﬂ m'M = 0.

Bevis. Lad N betegne feellesmaengden ovenfor. Ifglge Artin—Rees” Lemma findes et naturligt
tal d sdledes at inklusionen,
m"M NN Cm" 9N,

er opfyldt for n > d. Undermodulerne m” M er en dalende falge af undermoduler i M, med
fellesmangde N. Fellesmangden, for n > d, af modulerne pa venstresiden af inklusionen,
er derfor er lig med N. Hgjresiden af inklusionen, for n > d, er gjensynlig indeholdt i mN.
Det fglger derfor,at N € mN. Altsd er N = mN. Af Nakayama’s Lemma fglger derfor, at
N =0. I
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1. Krull-dimension.

(1.1) Bemarkning. Dimensionen, dim P, af en partielt ordnet mangde (P, <) kan defineres
som det starste antal skarpe ulighedstegn i en keede po < p1 < --- < py, af elementer fra P.
Hvis der ikke findes en gvre greense for antallet af ulighedstegn, seettes dim P := oco. Det er
en konvention, at den tomme mangde tillegges dimensionen —oo, og den medregnes blandt
de partielt ordnede mangder af endelig dimension (dvs af dimension mindre end co). Med
denne konvention betyder dim P = 0, at P ikke er tom og at to forskellige elementer i P ikke
kan sammenlignes.

For eksempel kan lengden af R-modul M defineres som dimensionen af den partielt
ordnede mangde af undermoduler i M.

(1.2) Definition. Ved Krull-dimensionen, i det falgende blot kaldet dimensionen, af en R-
modul M forstas dimensionen,

dim M := dim Supp M,

hvor stgtten Supp M, bestaende af primidealer p i R sdledes at M,, # 0, er partielt ordnet ved
sedvanlig inklusion. Dimensionen er med andre ord det starste antal skarpe inklusionstegn
i en kaede af primidealer i statten for M:

poCp1 C - Cppe (1.2.1)

Et primideal p tilhgrer som bekendt statten Supp M, hvis og kun hvis der findes et element x
i M, sdledes at p D Ann(x). Specielt geelder, nar p tilhgrer stgtten for M og q er et primideal
der omfatter p, at ogsa q tilhgrer stgtten for M. Det er saledes i (1.2.1) nok at kraeve, at
po € Supp M.

For nul-modulen er statten tom, sa nul-modulen har ifglge konventionen fra (1.1) dimen-
sionen —oo. Enmodul M # 0 har som bekendt en ikke-tom statte, og dermed er dim M > 0.
Ligningen dim M = 0 udtrykker gjensynlig, at M # 0 og at ethvert primideal i stgtten for
M er et maksimalideal.

Dimensionen af R som R-modul kaldes ogsa Krull-dimensionen af ringen R.

(1.3) Bemarkning. Lad a veere et ideal i R. Kvotienten R/a kan da opfattes som en ring
og som en R-modul. Mere generelt kan en kvotient M /aM opfattes bade som modul over
R og som modul over R/a. Dimensionen af M/aM er uafhangig heraf. Det er nemlig
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klart, at hvert primideal i stgtten for R-modulen M/aM vil omfatte a. Primidealer p, der
omfatter a, svarer ifglge Kvotientprincippet til samtlige primidealer i R/a, og der findes en
isomorfi (M/aM), >~ (M/aM),,. Heraf ses, at ndr p D a, s vil p tilhare statten for R-
modulen M /aM, hvis og kun hvis primidealet p/a tilhgrer stgtten for R /a-modulen M /aM.
Keder af primidealer (1.2.1) i stetten for R-modulen M /aM svarer altsa bijektivt til keeder
af primidealer i stgtten for R /a-modulen M /aM. Heraf fglger, at de to dimensioner er den
samme.

Et tilsvarende resultat ikke geelder for brekmoduler. Hvis S er en multiplikativ del-
mangde af R, sa er brgkmodulen S~*M en modul over brgkringen S~1R, og S~M kan
derfor specielt opfattes som R-modul. Primidealerne i brgkringen SR svarer ifglge Lo-
kaliseringsprincippet bijektivt til primidealer p der er disjunkte med S, og der findes en
isomorfi (S~'M)-1, = M,. Statten for S~*R-modulen S~ kan derfor identificeres med
den delmangde af statten for R-modulen M, der bestar af primidealer disjunkte med S, og
dimensionen af S~R-modulen S~IM er altsd dimensionen af denne delmzangde. Men det
skal understreges, at det ogsa for primidealer p, der ikke er disjunkte med S, kan indtraffe, at
(S7IM), # 0, altsd at p tilherer statten for R-modulen S~M. Med mindre andet udtrykke-
ligt er fremhaevet, vil vi ved dimensionen af en brgkmodul S ~M altid forstd dens dimension
over brgkringen S—IR.

(1.4) Observation. For enhver R-modul M geelder uligheden dim M < dim R, idet stgtten
for M er en delmangde af mangden af primidealer i R. Tilsvarende gealder for en undermodul
M’ i M og kvotienten M” = M/M’, at dim M’ < dim M og dim M” < dim M, idet bade
M’ og M" har statte indeholdt i statten for M. Yderligere gelder ligningerne,

dimM = sup dimR/p=supdimM,,
peSupp M p

hvor det sidste supremum fx tages over alle primidealer (eller maksimalidealer) (i Supp M).
Den farste lighed indses saledes: Dimensionen af M er supremum af de tal 4, for hvilke der
findes en kade (1.2.1) med pg € Supp M, eller omskrevet, supremum over p € Supp M af
supremum af de tal & for hvilke der findes en kaede (1.2.1) med po = p. Nar p er givet, sa
svarer keeder (1.2.1) med po = p ifelger Kvotientprincippet bijektivt til keeder af primidealer
i kvotienten R/p. Heraf fglger den pastaede lighed.

At dimensionen af M ogsa er bestemt ved det andet supremum indses tilsvarende: Da
hvert primideal er indeholdt i et maksimalideal, er det klart, at vi i definitionen pa dim M kun
behgver at betragte kaeder (1.2.1), hvor p; tilhgrer stgtten for M og p;, = meretmaksimalideal.
Videre er det klart, at vi i supremum kun behgver at medregne bidrag svarende til primidealer
p med M, # 0, idet de gvrige primidealer p kun bidrager med dim M, = —oo til supremum.
Det folger af definitionen, at dimensionen af M er supremum over primidealer p i Supp M
af supremum af de tal 4, for hvilke der findes en kaede (1.2.1) af primidealer i Supp M med
pn = p. Nar p er givet, sa svarer sadanne kader ifglge Lokaliseringsprincippet bijektivt til
keeder af primidealer stgtten for M, (som modul over den lokale ring R,), som ender med
maksimalidealet pR,,. Heraf fglger den anden lighed.
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For M = R udsiger de to ligheder, at
dim R = supdim R/p = supdim R,,.

Lad M vere en endeligt frembragt R-modul. Da bestar statten for M som bekendt af de
primidealer, der omfatter annullatoren Ann M. | keeden (1.2.1) ligger primidealerne p; altsa
i stgtten for M, netop hvis alle p, erne omfatter Ann M. Sadanne kader svarer altsa bijektivt
til kaeder af primidealer i kvotientringen R/ Ann M, og falgelig gaelder ligningen,

dim M = dim(R/ Ann M).

(1.5) Bemaerkning. Dimensionen af en R-modul kan vaere co. Den er naturligvis oo, hvis der
i stgtten for M findes en uendelig kaede po C p1 C - - -, ellerenuendeligkaedeps D p2 O - --.
Sadanne kader findes ikke hvis ringen R er noethersk (det er klart, at der i en noethersk ring
ikke findes uendelige kaeder af den farste type, og det vil fremga af senere resultater, at der
heller ikke findes uendelige kaeder af den anden type). Men ogsa for noetherske ringe kan
dimensionen vare oo, idet dim M = oo kun betyder, at der findes vilkarligt lange kader
(1.2.2).

Antag, at dimensionen dim M er endelig. Da findes i statten for M en kede (1.2.1), hvor
h = dim M er det maksimale antal skarpe inklusioner. Det er Kklart, at en sadan kaede er
maksimal i den forstand, at pg er et minimalt primideal for M, p;, er et maksimalideal i R, og
keeden (1.2.1) er uforfinelig: mellem to pa hinanden fglgende p; ’er findes ingen primidealer.
Det skal understreges, at der ikke geelder omvendt, at hvis en kade (1.2.1) er maksimal i
denne forstand, sa er ~ = dim M. Der findes et eksempel pa en ring R, der er et noethersk,
lokalt integritetsomrade med to uforfinelige keeder af primidealer,

0 CpCm, (0) Cp1Cp2Cm.

(1.6) Eksempel. Nul-ringen har dimension —oco. Et legeme k har gjensynlig dimension 0.
Ringen Z har dimension 1, idet (0) C (p), hvor p er et primtal, er den maksimalt opnaelige
kaede af primidealer i Z. Mere generelt geaelder, at et hovedidealomrade, der ikke er et legeme,
er af dimension 1.

| polynomiumsringen R = k[X1, ..., X,] over et legeme k er kaden,

0) C (X1) C (X1,X2) C - C(X1,...,Xpn),

en kaede af primidealer i R. Heraf fglger, at dim R > n. Pa den anden side er det velkendt,
at man ved at inddrage transcendensgrad kan vise, at ingen keade af primidealer i R kan
indeholde flere end n skarpe inklusioner. Der gelder altsa ligheden dim R = n.

(1.7) Definition. For et primideal p i R defineres hgjden af p som det stagrste antal skarpe
inklusioner i en kaede af primidealer,

PpoC - Chp=0p. (1.7.2)
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Hgjden af p betegnes ht p. Hgjden af et primideal kan vare oo, men den er altid ikke-negativ.
At htp = 0 betyder, at p er et minimalt primideal i R. Primidealer q C p svarer som bekendt
bijektivt til samtlige primidealer i brgkringen R,,. Keeder (1.7.1) svarer derfor bijektivt til
keeder af primidealer i R,. Folgelig er htp = dim R,,.

Det er praktisk at definere hgjden af et vilkarligt ideal a som infimum af hgjderne af de
primidealer, der omfatter a, altsa

hta = inf htp = inf dim R,,.
p2a p2a

For det uzegte ideal a = R tages er infimum over den tomme mangde, og idealet R tilleegges
hgjden oco. Hvis a er et &gte ideal, findes der altid primidealer (endda maksimalidealer), der
omfatter a, sd infimum tages over en ikke-tom mangde. Men ogsa her kan hgjden veere oo,
nemlig nar alle primidealer, der omfatter a, har uendelig hgjde. Vi skal senere vise, at for
noetherske ringe er hgjden af egte idealer altid endelig.

(1.8) Observation. For et &gte ideal a i R gelder uligheden,
hta + dim R/a < dim R.

Uligheden geelder trivielt, hvis hgjresiden er co. Antag, atdim R < oo. Dimensionenaf R/a
bestemmes ved at betragte keeder af primidealer,

aCpyC - CPp (1.8.1)

DadimR < oo, er dimR/a < oo, sa vi kan finde en kade af primidealer (1.8.1), hvor
k =dimR/a. Dadim R < oo er htp; < oo, sa vi kan finde en keede af primidealer (1.7.1)
med p = py, hvor & = htp,. Da hgjden af a er et infimum, er hta < 2. Kombineres de to
keeder (1.7.1) og (1.8.1) fas i R en keede af primidealer med & + k skarpe inklusioner. Altsa
harvihta 4+ dim R/a < h + k < dim R, og dermed den sggte ulighed.

(1.9) Definition. Det er ofte bekvemt at generalisere definitionerne i (1.7) til moduler. For
en R-modul M og et ideal a defineres codimensionen, codim M, og M-hgjden, ht,; a, ved
ligningerne,

codimM := inf dimR, og htya:= inf dimM,.
peSupp M peSupp M, p2a

Hvis M er endeligt frembragt, felger det af Nakayama’s Lemma, at det sidste infimum akvi-
valent kan tages over primidealer i stgtten for M/aM. For et primideal p faglger det let af
definitionen, at hty, p = dim M,,.
Det er let at se, at codim R/a = ht a. Fglgende to uligheder:
codimM +dimM <dimR, ndr M #0,
hty a +dimM/aM < dimM, naraM C M,

generaliserer begge uligheden i (1.8), og de vises ved et tilsvarende bevis.
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(1.10) Definition. Lad M veere en R-modul af endelig dimension, og antag M # 0. Som
nevnt i (1.4) er dim M = supdim R/p, hvor supremum tages over primidealer i stgtten for
M. Dadimensionen er endelig, er supremum et maksimum, og det er klart, at den maksimale
veerdi dim R /p antages i et minimalt primideal p for M, dvs i et primideal p, der er minimalt i
stgtten for M. Hvis der for alle minimale primidealer q for M geelder, atdim R/q = dim M,
siges M at veere equidimensional. Bemark, at en modul med kun ét minimalt primideal,
specielt et integritetsomrade opfattet som modul over sig selv, er equidimensional.

Tilsvarende er dim M = supdim M,,, og den maksimale veerdi dim M, antages i et mak-
simalideal i statten for M. Hvis der for alle maksimalidealer m i stetten for M gelder, at
dim M,, = dim M, siges M at veere co-equidimensional. Bemerk, at en modul over en lokal
ring er co-equidimensional.

Lad q € p veere primidealer i stgtten for M. Da dimensionen af M er endelig, findes der
uforfinelige kader,

q=poCPp1C---Cpp=p, *)

og endda sadanne keeder hvor 2 = ht p/q. Hvis der for enhver sadan uforfinelig keede geelder
at h = htpy/po, siges M at veere katerngr. Hvis der for alle maksimale kaeder (*) i statten
for M, dvs keeder som er uforfinelige og séaledes at pg er et minimalt primideal for M og p;,
er et maksimalideal i R, geelder at 4~ = dim M, siges M at vere bi-equidimensional. Det er
klart, at en bi-equidimensional modul er equidimensional, co-equidimensional og katerneer.

(1.11) Definition. En (endelig eller uendelig) falge (f1, f2,...) af elementer i ringen R
kaldes en M-hgjdefalge, hvis falgende betingelse er opfyldt for alle i:

() For hvert primideal p, som tilhgrer stgtten for M og omfatter (f1, ..., fi) gelder, at
dim M, > i.

Betingelsen kan ogsa udtrykkes ved ulighederne hty(f1, ..., f;) > ifori =1,2,.... For

M = R er betingelsen, at der for alle primidealer p som omfatter (f1, ..., f;) gelder, at

htp > i. Er dette opfyldt, kaldes felgen blot en hgjdefalge.

(1.12) Seetning. Antag, at R indeholder et legeme k og at R er af endelig transcendensgrad
over k. Da gealder uligheden,
dim R < tdegxR.

Bevis. Transcendesgraden er som bekendt det stagrste antal algebraisk uafhaengige (over k)
elementer, der kan udtages fra R. @jensynlig galder for en kvotient R = R/a, at tdegi R <
tdegy R. Yderligere er det velkendt, at hvis R er et integritetsomrade og a = p er et primideal
forskelligt fra (0), s& gealder endda tdeg; R < tdeg; R. Af disse overvejelser falger let for
enhver kaede (1.2.1), at tdegx R/ps + h < tdegi R/po < tdegx R, hvoraf pastanden. i
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2. Dimension af lokale ringe.

(2.1) Setup. | resten af dette kapitel betragtes en noethersk ring R, et ideal a i R, 0og en
endeligt frembragt R-modul M. | visse af resultaterne forudsattes, at ringen R er lokal; i
disse resultater betegner m maksimalidealet i R.

(2.2) Lemma. Antag, at R er lokal. Da har M endelig lzengde, hvis og kun hvis der findes et
naturligt tal n saledes, at m" M = (0).

Bevis. Det er let at se, at pastanden er et korollar til Filtrationssztningen. Her er et mere
direkte bevis: Antag farst, at m" M = (0). Da defineres ved F; := m' M en filtration i M,

O=F,C---CFhCF=M. (2.2.1)

@jensynlig er F; ;1 = mF;, sa de successive kvotienter er F;/mF; fori =0,...,n—1. Un-
dermodulen F; i M er endeligt frembragt over R, og kvotienten F; /mF; er derfor endeligt
frembragt som modul over restklasselegemet R/m. De successive kvotienter er altsa vek-
torrum af endelig dimension over R/m, og de har derfor endelig lzengde som R-moduler.
Falgelig har ogsa M endelig lengde.

Antag omvendt, at M har endelig leengde. Dahar M en filtration (2.2.1), hvor de successive
kvotienter F; / F; 1 er isomorfe med R/m. Modulen R /m annulleres af m, og falgelig geelder
forhverti,atmF; C F;,1. Ved gentagen anvendelse heraf fas, atm” M = m" Fy C F,, = (0).

0

(2.3) Hovedsetning. Antag, at R er lokal og M # 0. Betragt folgende tre tal:

dim(M) er Krull-dimensionen,

dw (M) er graden af den polynomiale funktion n — long M /m" M,

s(M) er det mindste antal s af elementer f1, ..., f; i maksimalidealet m saledes, at
kvotientmodulen M /( f1, ..., fs)M har endelig leengde.

Da galder, atdim(M) = d, (M) = s(M). Specielt er Krull-dimensionen dim(M) endelig.

Bevis. Det er antaget, at M # 0, sa stetten for M er ikke tom; derfor er dim(M) > 0.
Af Nakayma’s Lemma fglger, at long M/m"M > 0, ndr n > 1. Polynomiet svarende
til n — long M/m"M er altsd ikke nul-polynomiet, og derfor er d.,(M) > 0. Endelig
skal det bemeerkes, at tallet s(M) er veldefineret, idet der findes endelig mange elementer
fi,..., fs imsaledes, at M/(f1, ..., fy)M har endelig lengde. Fx er dette opfyldt, hvis
(f1, ..., fs) er et frembringersystem for maksimalidealet m, idet M/(f1, ..., fs)M sa er
en endelig frembragt modul over restklasselegemet R/m, og dermed af endelig lengde.
For s = 0 bestar undermodulen (f1, ..., fy)M blot af nul-elementet i M og kvotienten
M/(f1,..., fs)M er altsd M. Betingelsen s(M) = 0 udtrykker altsa, at M har endelig
leengde.

Vi viser farst, at hver af betingelserne, dim(M) = 0, d,(M) = 0, og s(M) = O, er
akvivalente med, at M har endelig leengde. Som naevnt ovenfor fglger denne pastand for
s(M) af definitionen. Tallet dim(M) er dimensionen af M. Betingelsen dim(M) = 0
betyder saledes, at alle primidealer i stetten for M er maksimalidealer, og dette gaelder som
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bekendt netop, hvis M har endelig leengde. For d,, (M) indses pastanden saledes: betingelsen
d (M) = 0 betyder, at funktionen long M /m" M er konstant nar » > 0. Da denne funktion
er voksende, er dette opfyldt hvis og kun hvis der findes et naturligt tal n saledes, at m" M =
m" T M. Ifglge Nakayama’s Lemma er m"M = m"*t1M, hvis og kun hvis m"M = (0).
Lemma (2.2) viser, at dette indtreeffer netop, nar M har endelig leengde.

Af det viste fglger, at ligningerne dim(M) = d.,(M) = s(M) galder, hvis et af de
tre tal er 0. Vi efterviser ligningerne i almindelighed ved at bevise hver af ulighederne
dim(M) < dw(M), dw(M) < s(M), 0g s(M) < dim(M).

Uligheden dim(M) < d, (M): Krull-dimensionen dim(M) er et supremum, sa uligheden
er &kvivalent med feglgende pastand: For enhver endeligt frembragt R-modul M og enhver
kaede af primidealer,

AnnM S po Cp1 C--- Cpp,

er h < dwm(M). Denne pastand vises ved fuldsteendig induktion efter d := d,(M). Hvis
d = 0 gelder endda dim(M) = d.,(M) ifalge det allerede viste. Vi kan derfor antage,
atd > 1. | keeden kan vi gjensynlig antage, at po er et minimalt primideal for M. Heraf
folger, at po er et associeret primideal for M, og M indeholder derfor en undermodul N,
der er isomorf med R/po. Det er nok at vise, at 1 < di,(N), thi da N er en undermodul
i M folger det af et velkendt resultat om Samuel-polynomier, at d,(N) < dn(M). Vi
kan derfor erstatte M med N, dvs vi kan antage, at M er isomorf med R/po. Uligheden
h < dy(M) er opfyldt, hvis 1 = 0, sa vi kan antage, at # > 1. Velg nu et element £ i
overskudsmangden p1\po, 0g betragt kvotientmodulen M/f M. Da M = R/pg 0og f ikke
tilharer po, er multiplikation med £ injektiv pa M. Af et velkendt resultat om Samuel-
polynomier falger derfor, at d, (M /f M) < dn(M). Den anfarte pastand geelder derfor for
modulen M/f M.

Nuvar M = R/po, s& M/fM = R/(po + (f)). Specielter Ann M/f M = po + (f). Da
f var valgti pp, udger p;’erne for i > 0 en keede af primidealer, som omfatter Ann M /f M.
Der er h — 1 skarpe inklusioner i denne kade, s da pastanden gelder for M/f M sluttes,
ath — 1 < dnw(M/fM). Dadn(M/fM) < dn(M) folger det, at h < d,(M), hvilket var
pastanden for M.

Uligheden d.,(M) < s(M): Tallet s(M) er et infimum, sa uligheden udsiger, at der for
vilkarlige s elementer 71, ..., f;imsaledesat M/(f1, ..., fy) M har endelig leengde gaelder,
atd,(M) <s. Lad a = (f1, ..., fy) veere idealet frembragt af f1,..., f;. Daera C m.
Folgelig er long M/a"M > long M/m”" for alle n. Funktionen long M/a" M er ifglge et
resultat om Samuel-polynomier polynomial af grad < s. Graden d.,,(M) af den mindre
funktion long M /m" M er derfor hgjst lig med s, som pastaet.

Uligheden s(M) < dim(M): Denne ulighed vises ved fuldsteendig induktion efter 4 :=
dim(M) (som er endelig ifalge det allerede viste). Betragt keeder af primidealer med &
inklusioner,

AnnM Cpo Cp1r C--- C pp.

Disse kader er maksimale i den forstand, at 7 = dim M. Vi kan antage, at # > 1, idet
den pastaede ulighed er vist at veare en lighed, hvis & = 0. | sddanne maksimale kader
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ma po nedvendigvis veare et minimalt primideal for M. Specielt er der kun endelig mange
primidealer, der kan forekomme som pg i en sadan kaede. Da 2 > 1 kan intet af disse mulige
po veere lig med m. Det er et velkendt resultat om primidealer, at foreningsmengden af de
mulige po sa heller ikke kan veere lig med m. Altsa findes et element f i m saledes, at f ikke
tilhgrer de mulige po’er. Betragt nu kvotienten M /f M. Dimensionen af kvotienten er mindre
end eller lig med dimensionen af modulen, fordi stgtten for kvotienten er en delmangde af
stgtten for modulen. Valget af f sikrer ydermere, at intet af de mulige po’er kan tilhgre
statten for M/f M. Altsa er dim(M/f M) < dim(M). Induktionsforudsatningen medfarer
derfor, at s(M/f M) < dim(M/fM). Pa den anden side falger det klart af definitionen pa
s, at der for hvert element f i m gelder, at s(M) < s(M/fM) + 1. Vi har saledes vist
ulighederne s(M) < s(M/fM) + 1 < dim(M/fM) + 1 < dim(M), og dermed uligheden
s(M) < dim(M).

Hermed er de tre uligheder eftervist og beviset for hovedsatningen afsluttet. I

(2.4) Tilfejelse. Under forudsztningerne i Hovedsatningen galder for ethvert ideal a € m
saledes at M /aM har endelig leengde, at

de(M) =dim M.

Bevis. Af Lemma (2.2), anvendt pa modulen M/aM, falger, at der findes et naturligt tal k
séledes, at m*M C aM. Ifglge antagelsen er aM < mM. Ved gentagen anvendelse af disse
inklusioner ses, at m*" M C a" M < m" M. Vi far derfor falgende uligheder mellem laengder:

long M/m** M > long M /a"M > long M/m" M.

Heraf ses, at nar n > 0, er polynomiet x, (n) klemt mellem polynomierne x . as(kn)
0g xm.m (n). De to sidste polynomier har gjensynlig samme grad, nemlig graden d ., (M) =
dim M. Altsa har ogsa det farste polynomium denne grad, dvs d,(M) = dim M, som pastaet.

0

(2.5) Korollar. Antag, at R er lokal, og lad k := R/m vere restklasselegemet. Krull-
dimensionen dim R er da lig med det mindste antal s af elementer i m, som frembringer et
m-primeert ideal. Specielt galder uligheden,

dim R < rkg m/m?,

hvor rangen pa hajresiden er dimensionen af m/m? som vektorrum over k.

Bevis. Etideal ¢ = (f1, ..., fy) er som bekendt m-primeert, hvis og kun hvis g indeholder
en potens af m, eller ekvivalent, hvis og kun hvis kvotienten R/q har endelig leengde. Af
den sidste karakterisering og ligningen s(R) = dim R fra hovedsetningen fglger den farste
pastand. Ifalge Nakayama’s lemma er dimensionen pa ulighedens hgjreside lig med det
minimale antal elementer, der frembringer m. Uligheden er derfor et specialtilfeelde af den
forste pastand. 0
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(2.6) Parametersystem. Nar R er lokal og M # 0 siges et system af elementer f1, ..., f;
af elementer i m at veere et parametersystem for M, hvis s = dimM og M/(f1, ..., f{)M
har endelig leengde. Eksistensen af parametersystemer falger af ligningen s(M) = dim M
fra Hovedsatning (2.3).

Specielt er et parametersystem for R et system af s = dim R elementer f1,..., f; som
frembringer et m-primaert ideal.

(2.7) Korollar. Antag, at R er lokal og at M # 0. Der findes da primidealer q, som tilharer
stotten for M og opfylder, at dim M = dim R/q. Ethvert sddant primideal er et minimalt
primideal for M. Specielt er der kun endelig mange sadanne primidealer. Lad f veare et
element i maksimalidealet m. Hvis f tilhgrer et af disse primidealer, sa er dimM/fM =
dim M. | modsat fald er

dmM/fM =dimM — 1.

Bevis. Den farste pastand falger af Observation (1.5): Dimensionen dim M er supremum over
p i statten for M af dim R/p, og da dimensionerne er endelige, er supremum et maximum.
Mere precist findes der kaeder,

AnnM Cpog Cp1 C--- C pn,

hvor » = dim M, og kravettil g er netop, at q indgar som p i en sadan keaede. 1ensadan kaede er
po et minimalt primideal for M, thi ellers ville der findes et primideal p med Ann M C p C po,
og dermed en kaede med & + 1 skarpe inklusioner, i modstrid med at 2 = dim M var det
maksimale antal skarpe inklusioner. Som bekendt findes der kun endelig mange minimale
primidealer for M. Heraf fglger den tredie pastand.

Lad nu f vere element i m. Statten for M/f M bestar af de primidealer p i stetten for
M, for hvilke f € p. Det er altsa klart, at dim M/f M < dim M, og at lighedstegnet gzlder,
hvis og kun hvis f tilhgrer et af de primidealer q i stetten for M, for hvilke dimR/q =
dim M. Det er saledes korollarets essentielle pastand, at hvis dimM/fM < dim M, sa
gelder dimM/fM = dim M — 1. Denne pastand falger af ligningen dimM = s(M) fra
Hovedsetningen, idet der gjensynlig altid geelder s(M) — 1 < s(M/fM) < s(M). I

(2.8) Bemaerkning. Antag, at R er lokal og at M # 0. Det fglger at Korollar (2.7), at
nar f € m, sa geelder ulighederne dimM — 1 < dimM/fM < dim M. Ved gentagen
anvendelse af disse uligheder sluttes, at for en vilkarlig falge (f1, ..., f;) af elementer i m
geelder ulighederne,

dmM —s <dmM/(f1,..., fy) <dmM,
og yderligere, at hvis uligheden til venstre er en lighed, altsa hvis

dimM/(fi, ..., fyM =dimM —s, (2.8.1)

saerdimM/(f1,..., f)M =dimM —ifori =1,...,s5.
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Hvis den givne falge er et parametersystem for M, dvs hvis s = dim M og kvotienten
M/(f1,..., fs)M har endelig leengde, sa har kvotienten dimension 0, og lighed gelder i
(2.8.1). Heraf afleses, at lighed geelder i (2.8.1) hvis den givne folge er delfelge af et
parametersystem.

Antag omvendt, at lighed i (2.8.1) er opfyldt for den givne fglge. Daer s < dim M og
kvotienten M = M/(f1, ..., f;)M dimensionen ¢t ;= dim M — s. Lad (g1, ..., g;) vere et
parametersystem for M. Da har

M/(fl’""fs’gl’"'agl‘)M:M/(gla""gt)M

endelig lengde og s +¢ = dim M. Felgen (f1, ..., fs, &1, .- ., &) er derfor et parametersy-
stem for M.

Heraf afleeses, at lighed geelder i (2.8.1), hvis og kun hvis fglgen (f1, ..., f;) er delfglge
af et parametersystem.

(2.9) Opgaver.

1. I R := k[ X, Y] (k er et legeme) betragtes primidealerne g = (0),p := (Y)ogm = (X, Y),
og kvotienten M := R/p som R-modul. Bestem brgkmodulerne M, M, og M.,, 0g deres
Krull-dimensioner.
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3. Dimension af noetherske ringe.

(3.1) Krull’s Idealseetning. Et primideal p C R, der er isoleret for et ideal frembragt af
s elementer f1, ..., fs, har hgjde mindre end eller lig med s. Mere generelt gelder for et
primideal p, der er minimalt primideal for en kvotient M /(f1, ..., fo)M, atdim M, <s.

Bevis. Hgjden ht p er ligmed dimensionen dim R, af den lokale ring R,,, s& den farste pastand
er et specialtilfeelde af den anden. Den anden pastand falger af Hovedsatningen om dimension
af lokale ringe. Antag nemlig, at p er minimalt primideal for M/(f1, ..., f)M. Da har
kvotienten M, /(f1, ..., fs)M, endelig leengde som R,-modul, og falgelig er s > dim M,,.
0

Bemerkning. Tilfeldet s = 1 i setningen (altsa felgende resultat: Hvis p er isoleret
primideal for et hovedideal, sa er ht p < 1) kaldes ogsa Krull’s Hovedidealsztning.

(3.2) Korollar. Ethvert agte ideal a i R har endelig hajde. Mere generelt galder, at hvis
M/aM # 0, sd er M-hajden ht,; a endelig og mindre end eller lig med det minimale antal
frembringere for a.

Bevis. M-hgjden er infimum af dim M, over alle primidealer p i stgtten for A//aM. Det er
klart, at infimum antages i et primideal p, der er minimalt for A /aM. Pastanden fglger derfor
af Idealseetningen. 0

(38.3) Lemma. Ladb C a vare idealer sdledes athty; b < hty, a. Da findes i a et element f,
sdledes at
htM b < htM(b, f)

Bevis. Af den antagne skarpe ulighed falger specielt, at M-hgjden i := hty; b er endelig.
Tallet & er infimum af dim M, over primidealer p i stetten for A7/6M. For alle primidealer
p i stetten for M/bM geelder altsa uligheden,

h < dim M,, (*)

og det er klart, at lighed i denne ulighed medfarer, at p er minimalt primideal for M/bM.
Ligheden i = dim M, gealder derfor kun for endelig mange primidealer py, ..., p, i statten
for M/bM. Det fglger af den antagne skarpe ulighed, at intet af p;’erne omfatter a. Heraf
falger som bekendt at a ikke er indeholdt i foreningsmeengden af p;’erne. Altsa findes et
element f € asdledesat f ¢ p; fori =1,...,r.

Det pastas, at hty; b < hty, (b, £). For et vilkarligt primideal p i stgtten for M/(b, )M
skal det altsa vises, at 7 < dim M,. Primidealet p tilharer specielt statten for M/bM, s&
uligheden (*) er opfyldt. Yderligere er f < p, sa valget af f sikrer, at p ikke er et af p;’erne.
Altsa er uligheden (*) skarp, hvormed det gnskede er vist. I

(3.4) Korollar. Lad (f1, ..., fr) vare en hgjdefolge i et &gte ideal a. Da er

ht(f1,..., fi)=i fori =0,1,...r.
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Yderligere er r < hta, og falgen kan suppleres til en hgjdefalge i a med ht a elementer.
Et tilsvarende resultat geelder nar hajde erstattes med M -hajde.

Bevis. Vi viser resultatet for en M-hgjdefelge (f1, ..., f») i et ideal a, hvor M/aM # O.
At folgen er en M-hgjdefglge betyder, at uligheden hty,(f1, ..., f;) > i er opfyldt for
i =1,...,r. Daidealet (f1,..., f;) er frembragt at i elementer, geelder den modsatte
ulighed, og dermed den gnskede lighed, ifglge Korollar (3.2).

Daidealet (f1, ..., f;) erindeholdti a, er det klart, at

r= htM(fl”fi’) g htMa
Hvis uligheden er skarp, findes ifglge Lemma (3.3) et element f € a, sdledes at r <
htayr(fi, ..., fry f). Altsderr +1 < hty(f1,..., fr, f), og falgen (f1, ..., f-, f) er
derfor en M-hgjdefalge. Gentagen anvendelse af dette argument viser, at falgen kan supple-
res til en M-hgjdefglge i a med ht;; a elementer. i

(3.5) Korollar. Et primideal p af hgjde s er isoleret primideal for et ideal frembragt af s
elementer.

Bevis. Ifglge Korollar (3.4) findes i p en hgjdefalge (f1, ..., fs) med s = htp elementer.
Idealet p omfatter idealet ( f1, ..., f;) og dermed ogsa et isoleret primideal q for (f1, ..., f).
Hvis inklusionen p 2 g var skarp, ville hgjden af q vaere mindre end hgjden s af p, og felgelig
ville hgjden af (f1, ..., fy) veere mindre end s, i modstrid med at falgen var en hgjdefalge.
Altsd er p = q isoleret primideal for idealet ( f1, ..., f;) frembragt af s elementer. I

(3.6) Hojdeuligheden. Lad 6: R — R’ veere en homomorfi mellem noetherske ringe. Lad
p’ veere et primideal i R’ og lad p := R N p’ veere kontraktionen. Extensionen pR’ er da
indeholdt i p’, sd p’ svarer til et primideal p’/pR’ i kvotientringen R’ /pR’. Herom gelder
uligheden,

htp’ < htp +htp'/pR’.

Bevis. St h ;= htp og k := htp’/pR’. Ifelge ,kun hvis“-delen af Idealsetningen findes da
h elementer f1, ..., f, i psaatp erisoleret primideal for idealet i R frembragt af f;’erne, og
k-elementer g1, ..., g ip’ sdatp’/pR’ erisoleret primideal for idealeti R’ /p R’ frembragt af
restklasserne modulo p R’ af g;’erne. Det er nok at vise, at p’ er isoleret primideal for idealet
a = Of1,...,0f, g1, ..., gk, thisafas den gnskede ulighed ht p’ < h + k af ,hvis“-delen
af ldealsatningen. Valget af f;’erne og g;’erne sikrer, at a’  p’. Antag derfor, at vi for et
primideal g’ i R’ har inklusionerne,

adCqcCy. (3.6.1)
Det skal vises, at ¢ = p. For kontraktionerne af de tre idealer i (3.6.1) fas, med oplagte
betegnelser, at a € q C p. Det er klart, at kontraktionen a indeholder idealet ( f1, ..., fr).

Da p var isoleret primideal for (f1,..., fn), folger det, at ¢ = p. ldealet q’ indeholder
altsa ekstensionen pR’. Altsa svarer q’ til et primideal q'/pR’ i kvotienten R’/pR’. Betragt
billederne i R’/pR’ af de tre idealer i (3.6.1). Billederne af de to sidste er primidealerne
q'/pR’ C p’/pR’ og billedet af det farste vil indeholde idealet frembragt af restklasserne af
gi'erne. Dap’/pR’ var isoleret primideal for det sidste ideal, fglger det, at g’ /pR’ = p’/pR’.
Heraf fas den gnskede lighed q' = p’. I
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(3.7) Bemarkning. En ringhomomorfi 6: R — R’ som i Hgjdeuligheden (3.6) giver en
afbildning 6 ,,den modsatte vej* mellem mangderne af primidealer i de to ringe. Elementet
p’, i maengden af primidealer i R’, afbildes ved 6 p& kontraktionen 6(p’) = R N p/, opfattet
som element i mengden af primidealer i R. Afbildningens fiber over et givet primideal p, dvs
originalmangden 61 (p), bestar af de primidealer p’ i R’, hvis kontraktion er det givne ideal
p. En fiber er, som delmangde af mangden af samtlige primidealer i R’, en partielt ordnet
meangde. Hvert primideal p’ i R’ ligger i én fiber, nemlig i fiberen 6—1(p), hvor p := A (p’).
Primidealerne, der indgar i bestemmelsen af htp’/pR’ pa hgjresiden i Hgjdeuligheden, dvs
primidealerne q" i R’ som opfylder at pR" C ¢’ C p/, svarer netop til de primidealer, der er
indeholdt i p” og ligger i samme fiber som p’. Hgjden htp’/pR’ angiver altsa hgjden af p’ i
sin fiber. Specielt er denne hgjde hgjst lig med dimensionen af fiberen gennem p’, og dermed
hgjst lig med den maximale fiberdimension. Videre er hgjden ht p hgjst lig med dimensionen
af R. Hagjresiden i Hgjdeuligheden er derfor hgjst lig med dim R + ¢, hvor e er den maksimale
fiberdimension. Af Hgjdeuligheden fas derfor uligheden,

dimR < dimR +e.

Hvis homomorfien i (3.6) er en sakaldt lokal homomorfi, dvs en ringhomomorfi mellem
lokale ringe, hvorved maksimalidealet m i R afbildes ind i maksimalidealet m’ i R’, kan hgj-
deuligheden anvendes pa maksimalidealet m’. Kontraktionen af m’ bliver da maksimalidealet
m i R, og kvotienten R’/mR’ bliver en lokal ring med m’/mR’ som maksimalideal. De tre
hgjder i hgjdeuligheden bliver derfor dimensionerne af disse lokale ringe, sa hgjdeuligheden
har formen,

dimR’ <dimR +dimR'/mR’.

Bemeerk, at primidealerne i R’/mR’ svarer til samtlige primidealer i fiberen over m.

(3.8) Opgaver.
1. Antag, at R er et integritetsomrade. Vis, at et ikke-konstant polynomium f € R[X] ikke
kan veere helt over R. Antag, at k er et legeme, og at f1, ..., f, er polynomier i k[T]. Hvad

kan du sige om dimensionen af k[ f1, ..., f/]?
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4. Dimension af endeligt frembragte algebraer.

(4.1) Setup. Vi betragter stadig en noethersk ring R. For et ideal a i R betegnes med a[ X]
ekstensionen af a til polynomiumsringen R[X]. Extensionen a[X] bestar gjensynlig af de
polynomier, hvor alle koefficienterne tilhgrer a, og kvotienten R[X]/a[X] er derfor isomorf
med polynomiumsringen (R/a)[X]. Specielt geelder for et primideal p i R, at ekstensionen
p[X] er et primideal i R[X].

(4.2) Lemma. Lad ‘B veere et primideal i polynomiumsringen R[X], og ladp := R NP
betegne kontraktionen. Hvis B3 D p[X], s er ht/p[X] = 1. Specielt gzlder, ndr kon-
traktionen p er et maksimalideal i R, at 3 er et maksimalideal i R[X], hvis og kun hvis
B O plX].

Bevis. Den sidste pastand fglger af den farste. For at indse dette bemarkes farst, at kvotienten
R[X]/p[X] er polynomiumsringen (R /p)[X], og specielt er kvotienten ikke et legeme. Hvis
B = p[X], er P derfor ikke et maksimalideal. Antag omvendt, at 3 ikke er et maksimalideal.
Da findes et maksimalideal 9t > B. Nuer R N9t D p, og her ma lighed galde, da p er
antaget at veere et maksimalideal. Altsa kan lemmaets ferste pastand anvendes pa 9t og p.
Det falger, at der i keeden p[X] € B C M kun kan veere ét skarpt inklusionstegn. Altsa er
P = p[X].

Nu vises lemmaets farste pastand. Lad S betegne komplementermangden til p i R. Ved
lokalisering af R mht S fas den lokale ring R,, med maksimalidealet m := pR,, og ved
lokalisering af R[X] mht S fas gjensynlig polynomiumsringen R,[X]. Da p er kontraktionen
af 3, er P disjunkt med S. Ved den bijektive forbindelse mellem primidealer i R[X] disjunkte
med S og samtlige primidealer i brekringen R,[X] svarer I3 alts4 til sin ekstension S—193,
og p[X] svarer gjensynlig til ekstensionen m[X]. For at bevise pastanden i Lemmaet kan vi
altsd erstatte R med R,, 0g I3 med S—193. Specielt kan vi altsd antage, at kontraktionen p er
et maksimalideal i R.

Nu er polynomiumsringen (R /p)[X] et hovedidealomrade, fordi koefficientringen R /p er
et legeme. | et hovedidealomrade er gjensynlig ethvert primideal forskelligt fra (0) af hgjde
1. Ifglge forudsaetningen er 3/p[X] ikke (0). Altsa er hgjden af 3 /p[X] lig med 1. Hermed
er ogsa lemmaets farste pastand bevist. 0

(4.3) Seetning. Lad P veere et primideal i polynomiumsringen R[X], og ladp :== R NP
betegne kontraktionen. Da gealder ligningerne,
htp, hvis B = p[X]

ht P = htp + htP/p[X] = { htp + 1, hvisP D p[X]

Bevis. Den anden ligning falger umiddelbart af Lemma (4.2). For at bevise den farste ligning
bemarkes, at venstresiden er mindre end eller lig med hgjresiden ifglge Hgjdeuligheden (3.6).
Omvendter det klart, at hgjresiden er mindre end eller lig med venstresiden, idet enhver kaede
af primidealer po C - -- C pj, 1 R giver en kade af primidealer i R[X]:

po[X] C --- C palX] = p[X] S B, (43.1)
og denne kade kan suppleres med en keede af primidealer fra p[ X] til 3. I
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(4.4) Korollar. Nér R ikke er nul-ringen, s er dim R[X] = dim R + 1.

Bevis. Uligheden dim R[X] < dim R + 1 fglger umiddelbart af Seetningen. For at vise lig-
heden bemeerkes, at en keede af primidealer po C --- C p, 1 R med & skarpe inklusioner i
R giver keeden (4.3.1) af primidealer i R[X] med A skarpe inklusioner. Det sidste primideal
pr[X] i denne kade er ikke et maksimalideal, idet kvotienten (R /po)[X] er en polynomium-
sring og derfor ikke et legeme. Keaden (4.3.1) kan derfor suppleres med et maksimalideal,
der omfatter p; [X] til en keede med % + 1 skarpe inklusioner.

(4.5) Observation. Induktivt falger det af Korollar (4.4), atringen R[X1, . .., X,] af polyno-
mier i n variable har dimension dim R + n. Specielt har polynomiumsringen k[ X 1, ..., X,]
over et legeme k dimension n, og ringen Z[ X1, ..., X,] har dimension n + 1.

(4.6) Eksempel. Betragt den lokale ring Z,), der fremkommer ved at lokalisere Z i pri-
midealet (p) frembragt af et primtal p. Maksimalidealet i Z,) er hovedidealet frembragt
af p, og det eneste andet primideal i Z, er det trivielle ideal (0). Altsd er dimZ,, = 1.
Polynomiumsringen Z,)[X] har alts& dimension 2. For eksempel er folgende to kaeder
maksimale:

0) c(X)c(X,p) og (0) C(p)C(X,p).

Primidealerne (X) og (p) har hgjde 1, og maksimalidealet (X, p) har hgjde 2. Bemark
imidlertid, at hovedidealet (pX — 1) ogsa er et maksimalideal. Den tilhgrende kvotient er
nemlig et legeme:

Zp[X1/(pX = 1) = Zp[1/p] = Q.

Ringen Zp)[X] har altsa dimension 2, men der findes maksimalidealer, der kun har hgjde 1.
Denne ring er altsa ikke co-equidimensional.

(4.7) Dimensionsformlen for polynomiumsringe. Lad R’ := R[X4, ..., X,,] veere polyno-
miumsringen, lad 53 vere et primideal i R’, og lad p = R N ‘P betegne kontraktionen. Da
galder formlen,

htP = htp +n — tdegg , (R'/P)

Bevis. Kontraktionen p er kernen for den sammensatte homomorfi R — R" — R’/B. Inte-
gritetsomradet R’ /3 indeholder derfor integritetsomradet R /p. Idet x; betegner restklassen af
X; modulo B, er detklart, at R" /3 = (R/p)[x1, ..., x,]. Den optreedende transcendensgrad
er altsa endelig, og mindre end eller lig med x.

For n = 1 er formlen blot resultatet fra Seetning (4.3). Kvotienten R’/B er nemlig
(R/p)[x]. Antag farst, at B = p[X]. Sder R'/P = (R/p)[X] og transcendensgraden er
derfor 1. Formlen reduceres altsa til ligningen ht )3 = ht p. Antag dernast, at 3 D p[X]. Sa
findes et polynomium F, som tilhgrer 8, men ikke p[X]. Restklassen F af F modulo p[X] er
altsa ikke nulpolynomiet i (R/p)[X], og da F € P gelder F(x) = 0. Restklassen x er altsa
algebraisk over R/p, og falgelig er transcendensgraden lig med 0. Formlen reduceres altsa
her til ligningen ht 3 = htp + 1. Det ses, at formlen i begge tilfaelde reduceres til resultatet
fra (4.3).
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Formlen i det almindelige tilfeelde vises ved induktion efter n. Polynomiumsringen R’
indeholder polynomiumsringen Ry = R[X1, ..., X,—1] i n — 1 variable, og R’ = R[X,].
Lad Bo = Rp N P veere kontraktionen til Ry. Anvend formlen for n = 1 pa 3 og Ro, 0g
anvend (induktivt) formlen for n — 1 pd PBo og R. Herved fremkommer ligningerne,

htS8 = ht Po + 1 — tdegg, 3, (R'/P),
htPo = htp + (n — 1) — tdegr,, (Ro/Po).

Den sagte formel for n variable fas nu ved en simpel addition, idet summen af de to trans-
cendensgrader som bekendt er transcendensgraden tdeg g, (R'/%R). I

(4.8) En speciel egenskab. Lad 7 veare et integritetsomrade. Vi kan da betragte fglgende
betingelse:

(*) I'ringen I findes et element 7 = 0, saledes at f tilhgrer alle primidealer forskellige
fra (0)i 1.

Som bekendt er der en bijektiv forbindelse mellem primidealer, der ikke omfatter f og
samtlige primidealer i brgkringen Iy = I[1/f]. Atetelement f # 0 har egenskaben i (*)
betyder altsé, at primidealet (0) er det eneste primideal i brgkringen 1, eller, med andre ord,
at brgkringen I er et legeme (og dermed lig med breklegemet for 7).

Det er klart, at ethvert legeme opfylder betingelsen (*). @jensynlig vil ringen Z ikke
opfylde (*). Ringen Z,) fra Eksempel (4.6) vil derimod opfylde (*): Det eneste primideal
forskelligt fra (0) er (p), sa betingelsen i (*) er fx opfyldt med f = p (i overensstemmelse
med at brgklegemet for Z,y er Q = Z,)[1/ p]).

| det falgende vil vi (kortvarigt) mgde primidealer p i R med den egenskab, at betingelsen
(*) er opfyldt for kvotientringen R /p. | mangel af et fornuftigt navn vil vi, helt usystematisk,
kalde sddanne primidealer for *primidealer. Det er klart, at ethvert maksimalideal er et
*primideal. | ringen Z er det kun maksimalidealerne, der er *primidealer. | ringen Z,, er
ogsa primidealet (0) et *primideal.

(4.9) Lemma. Lad B veere et primideal i polynomiumsringen R[X], og ladp := RN P
betegne kontraktionen. Antag, at‘y3 er et *primideal. Da er 3 O p[X] og p er et *primideal.

Bevis. Ved eventuelt at erstatte R med R/p kan det antages, at p = (0). Ringen R er sa et
integritetsomrade, og den eneste konstant, der tilhgrer 3 er 0. Den sammensatte homomorfi
R — R[X] — R[X]/B eraltsa injektiv, sa vi kan opfatte R som delring af integritetsomradet
I := R[X]/B. ldet x betegner restklassen af X modulo 3 geelder s, at I = R[x].

Da ‘P er et *primideal, findes i 7 et element f # 0, som opfylder betingelsen i (*). Det
skal vises, at 3 # (0) og at kontraktionen (0) i R er et *primideal, altsa at betingelsen (*) er
opfyldt for R.

Antag, indirekte, at 3 = (0). Daer I polynomiumsringen R[X], og f er et polynomium.
Af betingelsen i (*) falger, at f tilharer primidealet (X). Specielter f ikke et konstant poly-
nomium. Falgelig er ogsa f + 1 et ikke-konstant polynomium. Altsa findes et maksimalideal
90t som omfatter £ + 1. Det er Klart, at der sa geelder f ¢ 9, i modstrid med at f tilharer
alle primidealer forskellige fra (0).
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Dernast skal det vises, at betingelsen (*) er opfyldt for R. Da‘P3 # 0, findes et polynomium
P #0i%B,0gda RNP = (0), er P et ikke-konstant polynomium. Modulo B er P = 0,
dvs P(x) = 0. Restklassen x er altsa algebraisk over R. Alle elementeri I = R[x] ogiI’s
breklegeme K er derfor algebraiske over R. Da f opfylder betingelsen i (*), er braklegemet
lig med I[1/f]. Med y := 1/f har vi altsa

K =I[y] = R[x, y].

og bade x og y er algebraiske over R. Legemet K indeholder R, og dermed ogsa brgklegemet
for R. Da x og y er algebraiske over R falger det, at der findes et element g £ 0 i R, saledes
at x og y er hele over brgkringen R,. Altsa er K hel over delringen R,. Det er velkendt, at
nar et legeme er helt over en delring, s& er ogsa delringen et legeme. Altsa er R, et legeme.
Men det betyder netop, at elementet g i R opfylder betingelsen i (*), jfr (4.8).

Hermed er begge lemmaets pastande bevist. I

(4.10) Lemma. Lad R veare en ring med egenskaben, at kun maksimalidealerne er *primi-
dealer. Da har polynomiumsringen R[X] den samme egenskab, og for hvert maksimalideal
I R[X] er kontraktionen til R et maksimalideal. Hvis desuden alle maksimalidealer i R har
samme hajde h, sa har alle maksimalidealer i R[X] hajden h + 1.

Bevis. Den farste pastand fas umiddelbart af lemma (4.9) og den sidste del af Lemma (4.2).
Den anden pastand falger nu af den ferste del af Lemma (4.2). i

(4.11) Hilbert’s Nulpunktsseetning. Betragt over et legeme k polynomiumsringen A =
k[X1, ..., X,]. Foralle maksimalidealer 93t i A galder da, at ht 9t = n og at legemet A /9N
er algebraisk over k (og dermed af endelig dimension over k).

Betragt polynomiumsringen A = Z[X1, ..., X,]. For alle maksimalidealer 0t i A gelder
da, atht 9t = n + 1 og at legemet A /9N er et endeligt legeme.

Bevis. Det er umiddelbart at generalisere Lemma (4.10) til polynomiumsringen i n variable.
Anvendt pa et maksimalideal 91 i A = k[X1, ..., X,] folger det, at ht M = n. Af Di-
mensionsformlen (4.7) felger nu, at legemet A /9t er algebraisk over k. Da dette legeme er
frembragt som k-algebra af de n restklasser af X; modulo 93, er det af endelig dimension
over k.

Generaliseringen anvendes pa et maksimalideal 90t i ringen A = Z[X1, ..., X,]. Her
folger det, at ht 9t = n + 1 og at kontraktionen m := Z N M er et maksimalideal i Z.
Kvotienten Z/m er altsé et endeligt legeme E,. Af Dimensionsformlen falger nu, at legemet
A/ er algebraisk over [F,. Da legemet A /9t er frembragt som F,-algebra af de  restklasser
af X; modulo 91, er det af endelig dimension over det endelige legeme [, og dermed selv et
endeligt legeme. 0

(4.12) Bemaerkning. Hvis ringen R har endelig dimension, findes i R en kade,
po C - C pn, (4.12.1)

hvor h = dim R. En sadan keede ma veaere maksimal i den forstand, at idealet pg ma vare
et minimalt primideal i R, idealet p, ma veere et maksimalideal i R, og kaeden er uforfinelig
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(mellem to pa hinanden falgende p;’er findes ingen primidealer). Det er ikke udelukket, at
der i R kan findes keeder (4.12.1) med & < dim R, der er maksimale i denne forstand.

For det farste er det nemt at give et eksempel pa en ring, der har et minimalt primideal po,
hvor dim R/po < dim R. | en keede (4.12.1), der begynder i et sddant pg ma der altid geelde
h < dim R. Dette er naturligvis udelukket, hvis der i R kun findes ét minimalt primideal, fx
hvis R er et integritetsomrade.

For det andet er det nemt, jfr Eksempel (4.6), at give et eksempel pa en ring med et
maksimalideal pj,, hvor htp, < dimR. | en kade (4.12.1), der ender med et sadant pj,,
ma der altid geelde 7 < dim R. Dette er naturligvis udelukket, hvis der i R kun findes ét
maksimalideal, dvs hvis R er lokal.

For det tredie findes der eksempler pa (noetherske) ringe, hvori der findes to primidealer
q C p som tillader to uforfinelige keaeder fra q til p med et forskelligt antal skarpe inklusioner.
En sadan patologisk opfersel er som bekendt udelukket, hvis ringen er katernzr.

(4.13) Dimensionsformlen for endeligt frembragte algebraer. Lad R’ vere en R-algebra,
der er frembragt som R-algebra af n elementer i R'. Lad q’ C p’ veere primidealer i R’, og
lad q:= RN q ogp := R Nyp’ betegne kontraktionerne. Da galder uligheden,

htp'/q" < htp/q+tdegg,,(R'/q") — tdegg,,(R'/p"), (4.13.1)

og lighed gealder, hvis polyomiumsringen R[X 1, ..., X,] er katerner.

Bevis. Den sammmensatte homomorfi R — R’ — R’/q’ har kernen q, sd R/q er en del ring
af integritetsomradet R’/q’. Primidealerne q’ og p’ svarer i kvotientringen R’/q’ til primidea-
lerne (0) og p’/q’, og de sidste primidealer kontraheres til delringen R /q til primidealerne (0)
og p/q. Det faglger af Noether’s anden Isomorfisatning, at starrelserne i uligheden (4.13.1)
ikke @ndres, hvis de indgdende primidealer erstattes med deres tilsvarende i kvotienterne
R’/q' og R/q. Yderligere er det klart, at hvis polynomiumsringen R[X1, ..., X,] er kater-
ner, sa er ogsa kvotienten (R/q)[X1, ..., X,,] katernar. Vi kan derfor antage, at R’ er et
integritetsomrade og q' = (0), og at R er en delring. Specielt er de to hgjder, der indgar i
uligheden (4.13.1), sa blot hgjderne ht p’ og ht p.

Ifalge forudsatningen er R’ en kvotient af polynomiumsringen R[X1, ..., X,]. lgen
ses det ved hjelp af Noether’s anden Isomorfisatning, at vi kan antage, at R’ er denne
polynomiumsring. Nu er q’ sa igen (i almindelighed) forskellig fra (0), men kontraktionen g
er primidealet (0) i integritetsomradet R.

Nu anvendes Dimensionsformlen (4.7) pa primidealerne q’ og p’. Idet htq = 0 falger
det, at differensen htp’ — ht g’ netop er hgjresiden i uligheden (4.13.1). Uligheden er altsa
ensbetydende med faglgende ulighed:

htp’/q" < htp’ — htq'.
Denne sidste ulighed geelder gjensynlig i enhver ring. Da polynomiumsringen R’ er et inte-

gritetsomrade, er denne ulighed en lighed (og dermed ogsa uligheden (4.13.1) en lighed), nar
polynomiumsringen R’ er katerner. I
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(4.14) Bemeerkning. Vi skal senere se, at polynomiumsringen k[ X1, ..., X,] er katernzr,
nar k er et legeme og nar k = Z.

Antag, at k er et legeme. Da gelder altsa lighed i uligheden (4.13.1). Nar A er et
integritetsomrade, endeligt frembragt som algebra over k, fas af (4.13.1) anvendt med q’ =
(0), athtp’ = tdeg;, A —tdeg, (A/p’). Den sidste ligning, anvendt nar p’ er et maksimalideal,
kombineret med Hilbert’s Nulpunktssatning (4.11), viser, at dim A = tdeg, A. Indsettes
dette resultat i (4.13.1) fas fglgende resultat:

(4.15) Dimensionsformel for algebraer over et legeme. Lad A veare integritetsomrade, der
er endeligt frembragt som algebra over legemet k. For hvert primideal p i A geelder da
formlen,

htp + tdeg, (A/p) = dim A. (4.15.1)

Bemark, at denne formel indeholder alle de tidligere fundne resultater om polynomium-
sringen k[ X1, ..., X,]. For det farste, anvendt med p = (0), viser formlen for et integritets-
omrade A, at

dim A = tdeg, A. *)

Nar A specielt er polynomiumsringen, genfinder vi resultatet, at dimk[Xq, ..., X,,] = n.
Yderligere genfinder vi, nar A er et legeme, Hilbert’s Nulpunktssatning.
Betragt nu en vilkarlig endelig frembragt algebra A over k, og i A en maksimal kade af
primidealer,
po Cp1 C -+ C Pp.

Da kaden er uforfinelig, er htp; /p;—1 = 1. Anvendelse af formlen med A := A/p;_1 0Q
p = p;/pi—1 09 ligningen (*) med A := A/p; visernu,atl = dim A/p,_1 —dim A/p;. Ved
addition af disse ligniger fori = 1,...,h fas h = dim A/pg — dim A/p;,. Da kaden var
maksimal, er p;, et maksimalideal i A, og falgelig er dim A/p, = 0. Altsa gaelder ligningen,

h =dim A/po.

Da keeden var maksimal er pg et minimalt primideal i A. Vi afleeser derfor, at A er bi-equi-
dimensional, hvis og kun hvis A er equidimensional. Specielt er A altsa bi-equidimensional
(og dermed katernzr), nar A er et integritetsomrade, fx nar A = k[X1, ..., X,].

For et givet primideal p i A kan vi vaelge pg € p med htp = htp/po, og anvende formlen
pa primidealet p/po i A/po. Det giver ht p + tdeg, A = dim A/po. en maksimal kade
veere valgt, sa den indeholder p, fx med p = p,, og n = ht p. Formlen kan sa anvendes pa
integritetsomradet A /po, og den viser, at htp + tdeg, A/p = dim A/pg. Primidealet po er
med sikkerhed et minimalt primideal i A. Hvis A er equidimensional, er formlens hgjreside
altsa lig med dim A. Med andre ord: Dimensionsformlen (4.15.1) geelder, nar A blot antages
at veere equidimensional.
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5. Dimension af endeligt frembragte algebraer over legemer.

(5.1) Setup. | denne paragraf betegner k et legeme. Den noetherske ring R vil typisk veere
en endeligt frembragt algebra over k, eller, &kvivalent, R vil veere en kvotient af polynomi-
umsringen k[ X1, ..., X,] modulo et ideal.

(5.2) Nagglelemma. Antag, at R er et integritetsomrade, endeligt frembragt som algebra over
k. Ladp veere et primideal i R. Antag, at p er isoleret primideal for et hovedideal Rf # (0).
Da gelder ligningen,

tdeg, (R/p) = tdeg, R — 1. (5.2.1)

Bevis. Ideen i beviset er folgende: Farst vises ngglelemmaet i specialtilfeldet, hvor R er
polynomiumsringen k[X1, ..., X,]. Dernast reduceres den almindelige pastand til special-
tilfeldet ved hjelp af Noether’s Normaliseringslemma: Algebraen R er hel over en delring
Ro, som er en polynomiumsring. Lad pg = RgNp. Da R er hel over Ry har R og Rg samme
transcendensgrad over k. Af samme grund har R/p 0og Ro/po Samme transcendensgrad.
Ligningen (5.2.1) gelder altsa for R og p, hvis og kun hvis den gelder for Ry og pg. Da
pastanden er vist for polynomiumsringen R, skal det altsé vises, at nar p er isoleret primideal
for et hovedideal Rf # (0), sa er pg isoleret primideal for et hovedideal Rq fo # (0). Denne
sidste pastand er det ikke sa nemt at vise direkte. Vi gar en omvej: Farst vises, at det er nok
at bevise ligning (5.2.1) nar p har egenskaben, at det er det eneste isolerede primideal for et
hovedideal forskelligt fra (0). Dernast vises, at hvis p har denne egenskab, s har po den
ogsa.

Disse enkelte skridt gennemfares i fglgende 3 lemmaer. Nar de er vist, er Ngglelemmaet
altsd bevist. I

(5.3) Lemma. Péstanden i Naglelemmaet galder, hvis R := k[X1, ..., X,] er polynomi-
umsringen.

Bevis. Antag nemlig, at p er isoleret primideal for et hovedideal Rf # (0). Polynomiet f
kan ikke veere konstant. Skriv f som produkt af irreducible polynomier p;. Da f tilhgrer p,
vil en af de irreducible faktorer p; tilhgre p. Altsd er Rf € Rp; C p. Da p forudsattes at
veere isoleret primideal for Rf, falger det, at p = Rp;. Forudsatningen medfarer altsa, at p
er et hovedideal frembragt af et irreducibelt polynomium p.

Polynomiet p kan ikke vaere konstant, sa vi kan antage, at fx den variable X,, forekommer i

p. Deternokatvise, atde n—1 restklasser x; af X; modulo Rpfori =1, ..., n—1eralgebra-
isk uafhaengige over k. Antag hertil, at der findes en algebraisk relation F (x1, ..., x,—1) = 0,
hvor F er et polynomium i n — 1 variable. Vi slutter s, at F (X1, ..., X,,_1) tilhgrer idealet

Rp, altsd at der findes en ligning,
F(Xl’ ey Xl’l—l) = hpa

med et polynomium 4 i k[X1, ..., X,]. Den variable X,, forekommer i polynomiet p, men
ikke pa ligningens venstreside. Heraf sluttes, at venstresiden ma vare nul-polynomiet. Fgl-
gelig er x1, ..., x,—1 algebraisk uafhaengige. I
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(5.4) Lemma. Det er nok at bevise, at pastanden i Noglelemmaet geelder, nar p er det eneste
isolerede primideal for et hovedideal Rf # (0).

Bevis. Antag nemlig, at der yderligere findes r isolerede primidealer p1, ..., p, for hovedi-
dealet Rf. Da er intet af p;’erne indeholdt i p. Falgelig er feellesmaengden af p;’erne ikke
indeholdt i p. Altsa findes et element g i R sdledes at g € p; 0og g ¢ p. Betragt brgkringen
R’ := R,. Den er en endeligt frembragt algebra over k, da R" = R[1/g]. Da g ¢ per
ekstensionen p’ := pR’ et primideal i R’. Ringen R’ er en lokalisering af R, og de to ringe
har derfor samme transcendensgrad. Kvotientringen R’/p’ er ifglge Lokaliseringsprincippet
en lokalisering af kvotientringen R /p, og de to kvotientringe har derfor samme transcendens-
grad over k. Heraf ses, at ligningen i Ngglelemmaet geelder for R og p, hvis og kun hvis den
geelder for R” og p’. Deter let at se, at valget af g sikrer, at p’ er det eneste isolerede primideal
for hovedidealet R’ . Hermed er pastanden bevist. I

(5.5) Lemma. Antag, at R er et integritetsomrade og helt over en delring Ro, som er en
polynomiumsring over k. Lad p veere et primideal i R, som har egenskaben, at p er det eneste
isolerede primideal for et hovedideal forskelligt fra (0). Da har kontraktionen pg := Ro N p
den samme egenskab.

Bevis. Bemark farst, at p er det eneste isolerede primideal for hovedidealet R, hvis og kun
hvis p = Rad(Rf). Dette folger af, at radikalet som bekendt er lig med feellesmangden af
alle primidealer, som omfatter Rf.

Antag nu, at primidealet p har egenskaben, altsa at

p =Rad(Rf) hvor f #0.

Ringen R er antaget hel over delringen Rg, sa breklegemet for R er algebraisk over brgkle-
gemet for Rg. Betragt det minimale polynomium polynomium for f over brgklegemet for
Ro:

F=X"+ fu1 X"t 44 AX + fo.

A priori er koefficienterne f; elementer i braklegemet for Ro. Det pastas, at alle kofficienterne
tilharer Rp. Hertil bemeerkes, at polynomiet F i et passende stort legeme kan faktoriseres:
F=(X-—0a1)---(X —a;). Da R er hel over Rg er f rod i et normeret polynomium med
koefficienter i Ry. Dette polynomium har det minimale polynomium som divisor, og det
har derfor hvert o; som rod. Altsé er hvert o; helt over Rq. Koefficienterne f; er summer
af produkter af «;’erne. Derfor er koefficienterne f; hele over Ro. Desuden tilhgrer de
brgklegemet for Ry. Da Rp er polynomiumsringen over et legeme, og dermed en faktoriel
ring, falger det endelig, at koefficienterne f; tilharer Ro.
Da f # 0, er fo # 0. Lemmaet er derfor vist, nar vi har bevist ligningen,

po = Rad(Ro fo)- (5.5.1)

Hgajresiden i denne ligning er indeholdt i venstresiden. Det er nemlig hertil nok at vise, at
fo € po. Ifelge antagelsen er f € p og af ligningen,

F(H)=f"+Aaf"t+ -+ fAf+fo=0,
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falger specielt, at fo € Rf C p. Altsaer fo € RgNp = po.

Betragt omvendt et element ag pa venstresiden, altsa ag € po. Det skal vises, at ag har en
potens, der tilhgrer Ry fo. Nu var ap € po € p og p = Rad(Rf). Elementet ag har derfor en
potens, der tilhgrer idealet Rf. Idet vi kan erstatte ag med denne potens, kan vi antage, at ag
tilhgrer Rf. Der findes altsa en ligning,

ap = gf, hvorg e R.

Lad nu G veere det minimale polynomium for aq/f over brgklegemet for Ry. Da ap € Ro,
bestemmes G ud fra det minimale polynomium F for f ved ligningen,

G(X) = — X" F(ag) X).
Jo

Pa den anden side var ag/f = g element i R, og ag/f er derfor hel over Ry. Polynomiet
G har derfor koefficienter i Rg. Specielt er konstantleddet af'/fo element i Ro. Altsd er
ay' € Ro fo, 0g falgelig tilharer ag hgjresiden i (5.5.1). Hermed er ligning (5.5.1) eftervist
0g beviset for lemmaet afsluttet. I

(5.6) Dimensionsformlen. Antag, at R er en endeligt frembragt k-algebra, og equidimensi-
onal. Lad p vere et primideal i R. Da galder formlen,

htp + tdeg, R/p = dim R. (5.6.1)

Bevis. Som naevnt i slutningen af (4.15) er det nok at betragte tilfeeldet, hvor R er et integri-
tetsomrade. Betragt en keede af primidealer i R,

Q) =poCp1C---Cpp =, (*)

og s@t R; := R/p;. Fori < her R;y1 sa kvotienten af R; modulo primidealet p; . 1/p;.
Heraf falger som bekendt, at tdeg, R;+1 < tdeg, R;. Da transcendensgrader er ikke-negative
folger det specielt, at 4 < tdeg, R. Altsa er dimensionen endelig, dim R < tdeg, R.

Antag nu, at keeden (*) er uforfinelig. | ringen R;, for i < h, findes da ingen primidealer
mellem p; . 1/p; 0g primidealet (0). Primidealet p;11/p; er derfor isoleret for hovedidealet
frembragt at et vilkarligt af sine elementer forskellige fra 0. Af Ngglelemma’et sluttes derfor,
at tdeg;, R;4+1 = tdeg, R; — 1. Heraf ses, at

tdeg, R, = tdeg, R — h.

Dette resultat anvendes farst med p lig med et maksimalideal i R. | dette tilfeelde folger det af
Hilbert’s Nulpunktssetning, at legemet R/p er af transcendensgrad O over k. Altsa er i dette
tilfeelde 2 = tdeg, R. | R geelder altsa, at enhver uforfinelig kaeder af primidealer fra (0) til
et maksimalideal indeholder tdeg, R skarpe inklusionstegn. Transcendensgraden tdeg, R er
altsa lig med dimensionen af R og ogsa lig med den felles hgjde af maksimalidealerne i R.
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Betragt nu et vilkarligt primideal p i R og en uforfinelig keede af primidealer (*). Supplér
med en uforfinelig keede af primidealer,

/

p=pyC - Cpp,

saledes at p; er et maksimalideal. Af det lige viste, anvendt pd R og pa R/p, folger, at
h +1 =tdeg, R = dim R og [ = tdeg, (R/p). Altsa er

h + tdeg; R/p = dim R.

Da kaeden (*) var en vilkarlig uforfinelig keede, falger heraf dimensionsformlen (5.6.1). 0

(5.7) Bemeerkning. Som navnt i (4.15) medfgrer Dimensionsformlen alle de tidligere viste
resultater om polynomiumsringenk[X1, ..., X,]. Specielt falger det, at polynomiumsringen
er bi-equidimensional (og specielt katernzr).
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Notater

1. Hilbert-polynomium.

(1.1) Definition. Lad et gjeblik A vaere en kommutativ (additivt skrevet) gruppe (i anvendel-
serne er A oftest lig med Z). Betragt funktioner ¢: Z — A. For sadanne funktioner defineres
differensoperatoren A ved

Ap(n) == ¢n +1) —¢n).

Differensligningen A¢ = 0 har som lgsninger gjensynlig netop de konstante funktioner.
En hgjreinvers til A er summationsoperatoren X. For veerdier n > 0 er den defineret ved
summen,

Sem) = ) o).

0<i<n

Bemark, at X¢(0) = 0. Det er Kklart, at for n > 0 gaelder ligningen,

AXpn) = ¢n).
Det er ikke sveert at udvide definitionen af S ¢(n) til negative vaerdier af n saledes at den
sidste ligning geelder for alle veerdier af n.

(1.2) Observation. For et givet element a i A defineres for i > 0 funktionerne ¢; , ved

n
@ia(n) = (i )a-

Funktionen ¢g , er den konstante funktion a og for i = 1 fas funktionen n ~ na (her og i
det falgende betegner na = an den n’te potens af a i gruppen A).

For i > 0 geelder ligningen Ag; , = ¢i—1.4, idet binomialkoefficienterne som bekendt
opfylder ligningen (”Tl) — (%) = (,",)- Heraf falger ligningen,

X@ia = Pitla-

Funktionerne pa ligningens to sider giver nemlig samme funktion nar A anvendes, nemlig
funktionen ¢; ,. Desuden har de begge veerdien O for n = 0. Falgelig er de to funktioner
identiske.
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(1.3) Eksempel. Funktionen o (n) := 12422+ - . .+ (n — 1)? f&s ved at anvende operatoren
n

> pé funktionen n?. @jensynlig er n? = 2(3) + (7). Folgelig udledes ligningen o2(n) =
2(3) + (3), og altsé den velkendte formel,

1 1
oret o)1)

(1.4) Definition. | det falgende vil vi kun interessere os for funktionsveerdierne ¢ () for store
veerdier af n. Vi vil her sige, at funktionen ¢: Z — A er en polynomial funktion, hvis der
findes et tal r > 0, séledes at A”t1p(n) = 0 forn > 0.

Ved graden af en polynomial funktion ¢ forstas det starste tal » for hvilket funktionen
A" @(n) for n > 0 ikke er identisk 0. Hvis ¢(n) = 0 for n > 0 findes ingen sadanne tal r;
en sadan funktion tilleegges graden —oo.

En funktion ¢ er gjensynlig polynomial af grad < r, hvis og kun hvis A" 1 (n) = 0 for
n > 0. At ¢ er polynomial af grad 0 betyder, at funktionsveerdien ¢ (n) for store veerdier af
n er en konstant forskellig fra nul-elementet i A.

(1.5) Seetning. For funktioner ¢:7Z — A og et givet tal r > 0 er folgende betingelser
&kvivalente:

(i) Funktionen ¢ er polynomial af grad < r.
(if) Funktionen Ag er polynomial af grad < r — 1.
(iii) Der findes r + 1 elementer ay, . .., a, i A saledes at

n n
@(n) :ar(r> +---+a1(1> +ag forn > 0.

(iv) (Nar A er en undergruppe i C:) Der findes et polynomium f af grad < r saledes at
¢(n) = f(n) forn > 0.
Hvis betingelserne er opfyldt, sa gaelder yderligere, at koefficienterne a; i (iii) er entydigt
bestemt ved ¢, og at ¢ har grad r, hvis og kun hvis a, # 0.

Bevis. Det fglger umiddelbart af definitionen, at (i) og (ii) er eekvivalente. | (iii) er funktionen
pa hgjresiden summen af funktionerne ¢; ,, fori =0, ..., r. Af udregningen i Observation
(1.2) falger, at denne sum er polynomial af grad < . Altsa vil (iii) medfare (i). Binomial-
koefficienten (7) er, som funktion af n, et polynomium af grad i. Heraf ses, at (iii) medfarer
(iv). Nar operatoren A anvendes pa monomiet n” fas gjensynlig et polynomium af grad » — 1
med ledende koefficient . Heraf ses, at nar A” anvendes pa et polynomium af grad » med
ledende koefficient a fas konstanten r!a. Herefter er det klart, at (iv) medfarer (i).

Vi mangler at vise, at (i) medfarer (iii). Denne pastand vises ved induktion efter ». Den
er sand for r = 0, idet begge betingelser udtrykker, at ¢(n) er konstant for n > 0. Antag
r > 0. Funktionen Ag er polynomial af grad < r — 1, sa induktivt findes altsa » elementer
ai, ...,a, i A sdledes at de to funktioner A 09 @4, r—1 + -+ + ¢ap.1 + Pay.0 har samme
veerdi i n, nar n > 0. Disse to funktioner fas ved at anvende operatoren A pa funtionerne ¢
09 @a, r + - - + @a,.1. Heraf ses, at nar A anvendes pa differensen,

(2 (‘/’ar,r + -+ §0a1,1)7
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sa fas en funktion, der er O for store vardier af n. Differensen selv ma derfor veere en
konstant for store veerdier af n. Betegnes denne konstant med ag, geelder gjensynlig den
gnskede relation i (iii).

Hermed er vist, at betingelserne er &kvivalente. Entydigheden af koefficienterne (iii) vises
ved et lignende induktivt argument. Endelig falger det af relationen i (iii), at A"¢(n) = a,
for n > 0. Graden af ¢ er altsa r (og ikke mindre end r), netop nar a, # 0. I

(1.6) Setup. 1 det fglgende betragtes en noethersk ring R, og polynomiumsringen G :=
R[X1, ..., X,]ir variable. Som bekendter ogsa G en noethersk ring. Ringen G er gradueret:
Idet G; er undermodulen af homogene polynomier af grad i, kan ethvert polynomium f € G
skrives som summen af sine homogene led:

f=h+htfot--

(summen er naturligvis endelig: f; # 0 geelder kun for endelig mange 7).

Videre betragtes en endeligt frembragt, gradueret G-modul N. At N er gradueret, betyder,
atderi N er givet R-undermoduler Ng, N1, No, ... saledes, at N som R-modul er den direkte
sum af undermodulerne N;:

N=No®N1 1 ENoD---;
det betyder, at hvert element x € N entydigt kan skrives som en sum af sine homogene led:
x=xo+x1+x2+---, medx; e Njforj=0,1,...,

og at multiplikation med en skalar, der er homogen af grad i i G, afbilder N; — N;4 ;. Med
andre ord, hvis f € G, 0g x € N;,sader fx € Niyj.

Da N er endeligt frembragt, er N ogsa frembragt af endelig mange homogene elementer
vy, lad n, veere graden af v,. Hvert polynomium f er en R-linearkombination af endelig
mange monomier mg. Hvis dg er graden af monomiet mg, s& har mgv, graden dg + ng.
Derfor er N,, frembragt af de produkter m gv,, for hvilke dg +-&, = n, og det giver kun endelig
mange muligheder for 8. Specielt er N,, en endeligt frembragt R-modul.

Vi vil interessere os for fglgende betingelse:

(%) Hver af de homogene komponenter N,, har endelig l&engde som R-modul.

Da hvert N, er endeligt frembragt som R-modul, er betingelsen (x) fx opfyldt, nar ringen
R har endelig leengde.

Observation. Betingelsen (x) er opfyldt, nar blot hver af de endelig mange cykliske undermo-
duler Rv, af N, har endelig leengde. For hvert monomium mg i G definerer multiplikation
med m g nemlig en surjektiv homomorfi af Rv, pd Rmgv,. Hvis alle undermodulerne Ru,
har endelig leengde, sé falger det, at ogsd undermodulerne Rm gv, har endelig leengde, og da
N,, var en sum af endelig mange sadanne undermoduler, har ogsa N,, endelig lzengde.
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(1.7) Seetning. Antag setup’et i (1.6), og at betingelsen (x) er opfyldt. Da er funktionen,
An(n) :=long N,

en polynomial funktion med veerdier i 7. af grad mindre end r (hvor r var antallet af variable
I polynomiumsringen G ).

Bevis. Satningen vises ved induktion efter r. Forr = 0,er G = Go = R og G; = 0 for
i # 0. Der er kun ét homogent monomium i G, nemlig konstanten 1, og den starste grad af
et produkt mgv, er derfor den starste grad af frembringerne v,. Derfor er N, = 0, nar n er
sterre end denne grad. For n >> 0 er altsd Ay (n) = 0, og felgelig er Ay polynomial af grad
< -1

Antag, at » > 1, og betragt multiplikation med skalaren X, i modulen N. Denne multi-
plikation er en lineer afbildning af N ind i N, og den er homogen af grad 1. Lad K vere
kernen og lad L vaere kokernen. Daer K og L graduerede moduler, idet K, blot er kernen for
multiplikationen X, : N,, — N,+1 0g L, defineres som kokernen for denne multiplikation.
Vi har da for hvert n en eksakt falge,

0— Kn—>Nnﬁ>Nn+1—>Ln—>0.

Modulen L er en kvotient af N, og derfor endeligt frembragt. Da G som navnt er noethersk,
er ogsa undermodulen K i N endeligt frembragt. Videre er K,,, som undermodul af N,,, og
L,, som kvotientmodul af N,1, af endelig l&engde som R-moduler. Modulerne K og L
opfylder altsa betingelsen (x). Af den eksakte falge sluttes videre, at den alternerende sum af
de indgdende modulers leengde er ligmed 0. Dalong N, 1 —long N, = Ay (n+1)—Ay(n) =
AAy (n), geelder altsa ligningen,

AAN = AL — Ak . (1.7.1)

De to moduler L og K annulleres af skalaren X, og de kan derfor opfattes som moduler over
kvotientringen G/ X, G, som vi kan identificere med polynomiumsringen R[X 1, ..., X,_1] i
r — 1 variable. Modulerne L og K, som moduler over G/ G X, opfylder altsé forudsatningen
med r — 1 i stedet for . Induktivt sluttes derfor, at de to funktioner pa hgjresiden af (1.7.1)
er polynomiale af grad mindre end » — 1. Altsa er Axy polynomial af grad mindre en r — 1.
Af Satning (1.5) falger sa, at A er polynomial af grad mindre end r, som pastaet. 0

(1.8) Definition. Antag, at betingelserne i Seetning (1.7) er opfyldt. Funktionen A er da
polynomial af en grad d, der er mindre end eller lig med » — 1. Antag farst, at d = —oo.
| dette tilfeelde er altsa long N,, = 0 forn > 0, altsda N, = 0forn > 0. Daogsa N, = 0
for n « 0 (dette felger af at N er endeligt frembragt), er altsd kun endelig mange N, ’er
forskellige fra 0. Modulen N er den direkte sum af N,,’erne, sd N har derfor endelig l&engde
som R-modul. Omvendt er det klart, at hvis N har endelig l&engde som R-modul, sa er kun
endelig mange N,,er forskellige fra 0. Betingelsen d = —oo gaelder altsa hvis og kun hvis
N har endelig leengde som R-modul.
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Antag dernast, at d > 0. Af Satning (1.5), anvendt med A = Z, felger s, at der findes
d+1heletal eg, ..., ey, saat

longN,, = ey (Z) + . teq (Z) + ¢g forn > 0. (1.8.1)

Polynomiet pa hgjresiden af ovenstaende ligning kaldes for Hilbert-polynomiet hgrende til
den givne modul N, og det betegnes x . Graden af Hilbert-polynomiet, altsa tallet 4, kaldes
ogsa den homogene dimension af N, og koefficienten e, kaldes multipliciteten af N. Bemaerk,
at multipliciteten e, er positiv. Multipliciteten er nemlig forskellig fra 0, og var den negativ
ville hgjresiden i (1.8.1) vere negativ nar n > 0, i modstrid med at venstresiden i (1.8.1) er
en lengde, og dermed ikke-negativ.

(1.9) Bemaerkning. Betragt, under forudsetningerne i Seetning (1.7), den akkumulerede
sum,

oN(n) = an long N;,

Den herved definerede funktion o opfylder gjensynlig Aoy = An. Da Ay er polynomial
af grad < r — 1, er oy polynomial af grad < r. Hvisd > 0, sa har oy graden d + 1. Hvis
d = —oo, sa er kun endelig mange N,, forskellige fra 0, sa nar n er stor er oy (n) = long N,
jfr diskussionen i (1.8). | dette tilfeelde, dvs nar N har endelig l&engde som R-modul, er altsa
graden af oy lig med 0 nar N = 0 og lig med —oo nar N = 0. Bemaerk, at vi (nar N # 0)
har falgende ligning for den akkumulerede funktion (med en konstant /):

Z long N; = ey " +---+eon +1 narn>0
i<n ! d+1 1

(1.10) Seetning. Antag, at N opfylder betingelserne i Seetning (1.7). Lad N’ vaere en homogen
undermodul i N, og lad N” = N /N’ veare den tilhgrende kvotientmodul. Da vil ogsid N’ og
N opfylde betingelserne, og for Hilbert-polynomierne galder ligningen,

XN = XN’ + XN”-

Bevis. Da G som navnt er noethersk, er undermodulen N’ endeligt frembragt, og trivielt er
kvotienten N” endeligt frembragt. For hvert n findes en eksakt falge,

0—- N, - N, > N’ — 0.

Specielt falger heraf, at N/ og N/ har endelig leengde. Altsa er betingelsen (x) opfyldt for
bade N" og N”. Af den eksakte falge fas ligningen,

AN(n) = Ay (n) + Ayr(n).

Differensfunktionen A y- + A~ — Ay eraltsd 0. Funktionerne A stemmer for store veerdier af n
overens med de tilsvarende polynomier x. Veerdien i n af differenspolynomiet y y'+ xn» — xn
er altsa lig med 0, nar n > 0. Heraf folger, at differenspolynomiet er lig med 0 for alle #,
hvormed den sggte ligning er bevist. I



U9

124 Notater

(1.11) Bemerkning. Som nzvnt (1.6) er betingelsen () opfyldt, nar ringen R selv har endelig
leengde. Den mest oplagte anvendelse er pa polynomiumsringen G = k[X1, ..., X,], hvor
R = k er et legeme. Leengden af en k-modul V' er vektorrumsdimensionen, som vi betegner
rk V. Til enhver endeligt frembragt, gradueret G-modul N vil Hilbertpolynomiet x y altsa
opfylde, at rk N, = xny(n) for n > 0. Graden af yn og koefficienterne eg, ..., es €r
invarianter for modulen N; de spiller en vigtig rolle i algebraisk geometri.

Betragt fx N = G. Her bestar N,, af de homogene polynomier af grad n. Monomierne
af grad n er en k-basis, og der er (”j:l) sadanne polynomier (idet vi antager » > 1). Altsa
gelder ligningen,

kG, = (n+r I 1) forn > 0.

r —

Her er hgjresiden et polynomium af grad » — 1, og dette polynomium er altsa Hilbert poly-
nomiet . Det er ikke svert at skrive dette polynomium som linearkombination af polyno-
mierne (:’) fori =1,...,r — 1,09 deterihvert fald klart, at multiplicitetener e, _1 = 1.

Betragt videre et homogent polynomium f forskelligt fra O, af grad #. Lad N veere
kvotienten G/G f. Multiplikation med f giver da for alle n en eksakt falge,

0— Gn_h—f>Gn—>Nn—>O.

(Idet vi setter G,, ;== 0forn < 0.) Altsder Ay (n) = Ag(n) — Ag(n — h). For n > h slutter
vi,at Ay (n) = xg(n) — xg(n — h). Her er hgjresiden xg(n) — xg(n — h) et polynomium
for alle n, og dette polynomium er derfor Hilbert-polynomiet x . Altsa er

) = n+r—1 n—h+r—1
XG/ Gt = r—1 r—1 ’

Det er klart, at Hilbert-polynomiet xs,rc har grad » — 2 (her antager vi at » > 2), og at
multipliciteten er graden & af polynomiet f.

(1.12) Opgaver.

1. Eftervis formlen (";’) = irimp (1) (;) [Vink: brug binomialformlen pa (1 + x)**™" =

(14 x)"(14x)".] Udtryk binomialkoefficienten ("j’) som linearkombination af binomial-
koefficienterne (7) fori =0,1,...,r.

i
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2. Samuel-Polynomium.

(2.1) Setup. Betragt en noethersk ring R, et ideal a i R, og en endeligt frembragt R-modul
M. Rees-ringen R og Rees-modulen M er de direkte summer,

R=R®a®a2®---,
M

MOAM B EEMS --- .

Rees-ringen R er en gradueret ring. Det er bekvemt at tenke pa den som delringen af
polynomiumsringen R[7] bestaende af de polynomier, hvor koefficienten til 77 tilhgrer a for
alle i. Alternativter R frembragt som R-algebra af alle homogene farstegradspolynomier aT
med a € a. Hvis idealet a er frembragt af  elementer, a = (a1, ..., a,), saer R frembragt
som R-algebra af elementerne a1 7, ..., a, T, der er homogene af grad 1. Nar et sadant
frembringersystem for a er givet, kan vi opfatte R som en kvotient af polynomiumsringen
G = R[X1, ..., X,] modulo et homogent ideal.

Rees-modulen er en gradueret R-modul. Hvis (vy) er et endeligt frembringersystem
for M, sd vil v,’erne, opfattet som homogene elementer af grad 0 i My = M, udgare et
frembringersystem for M som R-modul.

Betragt nu undermodulen aM i M. Elementerne i a opfattes her som homogene skalarer
af grad 0 i R, s& aM er den homogene undermodul,

aM=aM d’MDa*MD--- .
Kvotientmodulen M /aM er derfor den graduerede modul,
M/aM =M/aM & aM/aZMea aZM/a3M D---.

Den betegnes ogsd udfarligt Gr,(M). Da R-modulen A7I~er endeligt frembragt af v, ’erne, vil
restklasserne af vy’erne i Gr,(M)g = M/aM vere et R-frembringersystem for kvotienten
Grq (M).

(2.2) Definition. Antag, at kvotienten M /aM har endelig leengde. Som bekendt har en R-
modul endelig leengde, hvis og kun hvis alle primidealer i stgtten er maximalidealer. Statten
for M bestar af de primidealer, der omfatter annullatoren Ann M, og statten for M/aM er
delmangden heraf bestaende af de primidealer, som desuden omfatter omfatter a. Antagelsen
er altsa, at alle sddanne primidealer, dvs alle primidealer der indeholder a + Ann M, er
maksimalidealer. Specielt er antagelsen opfyldt, hvis R/a har endelig leengde.

Det péstas, hvis vi opfatter R som en kvotient af polynomiumsringen G = R[X1, ..., X,],
sa er betingelsen (x) i (1.6), med N := Gr,(M) som G-modul, opfyldt. Dette falger af, at N
som naevnt er frembragt af de endelig mange restklasser i No = M /aM af v, modulo aM,
0g No har derfor ifglge antagelsen endelig leengde. Af Satning (1.7) fas derfor falgende:
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Resultat. For alle n har kvotienten ™ M /a1 M endelig lngde, og funktionen,
n > longa"M/a" 1M,

er polynomial af grad mindre end r, og dermed af grad mindre end det minimale antal
elementer, der frembringer idealet a.

Betragt nu den akkumulerede sum af leengderne ), _, long a'M/ai 1M, ligesom i Be-
meerkning (1.9). De enkelte moduler a’ M /a/+1 M er de successive kvotienter i filtrationen af
M /a" M defineret ved keeden,

a'MC---CaM C M.

Summen af leengderne er derfor lig med leengden af M /a” M. Som bemarket i (1.9) fas derfor
folgende:

Seetning. For alle n har kvotienten M /a"* M endelig lengde, og funktionen,
oam(n) =longM/a"M,

er polynomial af grad mindre end eller lig med det minimale antal elementer, der frembringer
idealet a.

Polynomiet hgrende til den polynomiale funktion o = o, ) kaldes Hilbert-Samuel-
polynomiet eller blot Samuel-polynomiet, og vi vil betegne det x, 5. Graden af Samuel-
polynomiet betegnes d = d (M). Hvis M = aM, er gjensynlig o(n) = 0 for alle n. |
dette tilfeelde er Samuel-polynomiet altsa nul-polynomiet og d = —oo. Antag, at aM C M.
Funktionen o (n) er gjensynlig voksende, sa det fglger, at o (n) > 0 for alle n > 1. Samuel-
polynomiet er derfor ikke nul-polynomiet, og graden d er derfor starre end eller lig med 0.
Af Satning (1.5) felger, at der findes d + 1 hele tal e, . . ., e, saledes at

n

longM/a"M = edG) +--~+e1(1) +ey forn > 0.

Med e = e, (M) betegnes koefficienten e;. Den er positiv, idet polynomiet for n» > 0 har
ikke-negative verdier.

(2.3) Bemaerkning. Antag, at M/aM har endelig leengde. Af resultaterne i (2.2) falger, at
graden d, (M) er mindre end eller lig med det mindste antal elementer der frembringer idealet
a. Modulen M er en modul over kvotientringen R := R/ Ann M. Lad a betegne billedet af a
i kvotientringen R. Det er Kklart, at l&engden af kvotienten M /a” M, der definerer funktionen
oa.m, Ikke @ndres, hvis M opfattes som R-modul og a erstattes med a. Heraf falger, at d,
er mindre end eller lig med det mindste antal elementer, der frembringer idealet a i R.
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(2.4) Eksempel. Betragt R = Z, og lad a = (a) veere hovedidealet frembragt af et positivt
helt tal a. Daer Z/(a) en endelig ring, og specielt af endelig leengde, sa resultatet i (2.2) kan
anvendes pa enhver endeligt frembragt kommutativ gruppe M. Da idealet er frembragt af ét
element far Samuel-polynomiet ) grad hgjst 1. Lad a = pj*--- p* vaere primoplgs-
ningen af a. Lengden af Z/(a) er dasummen « := a1 + - - - + oy, 0g mere generelt, leengden
af Z/(a)" er lig med an. Samuel-polynomiet x ).z er altsa farstegradspolynomiet an, og
ew)(Z) = a. Betragt videre en cyklisk gruppe M = Z/(¢®), hvor q er et primtal. Hvis g er
forskelligt fra p;’erne, vil multiplikation med a vaere bijektiv pd M. Er derimod ¢ lig med
et af p;’erne, vil multiplikation med a" pa M vere nul-afbildningen nar n > 0. | det forste
tilfelde er long M /a" M = 0 for alle n, sd Samuel-polynomiet er nulpolynomiet. I det andet
tilfeelde er long M /a"M = long M = ¢ nar n > 0, sa Samuel-polynomiet er det konstante
polynomium .

(2.5) Seetning. Antag, at M/aM har endelig leengde. Lad M’ vare en undermodul i M og
lad M" = M /M’ vere den tilharende kvotientmodul. Da har begge kvotienter M’ /aM’ og
M" /aM" endelig lengde. Videre gzlder ligningen,

ds(M) = max{d,(M"), do(M")}. (2.5.1)

Endelig galder, at funktionen,
Oa.M + OaM" — Oa, M, (252)

overalt er ikke-negativ, og den er polynomial af en grad, der er < d,(M') — 1 og dermed
<d (M) — 1.

Bevis. At M/aM har endelig leengde er som naevnt enbetydende med at alle primidealer, som
omfatter a + Ann M er maksimalidealer. For bade undermodulen M’ og kvotientmodulen
M" gelder, at annullatoren omfatter Ann M. Heraf sluttes, at bade M’/a* M’ og M" /o™ M"
har endelig leengde.

Funktionerne oy (n) = longM’/a"*M' og op(n) = longM” /a"M" er altsa polyno-
miale. Lad d’ og d” betegne deres grader, og lad § betegne funktionen i (2.5.2), altsa

S(n) = oy (n) + oy (n) — oy (n). (2.5.3)

Da er § en polynomial funktion, idet de tre indgaende funktioner o i (2.5.2) er polynomiale.
Nu findes som bekendt for hvert n en eksakt falge,

M /"M — M/d"M — M"/d"M" — 0.
Da homomorfien M /a"M — M" /a" M" er surjektiv, sluttes at 0 < oy (n) < oy (n). Heraf
ses, at der for graderne gaelder uligheden d” < d. | den eksakte falge er kernen for den farste

homomorfi undermodulen i M’/a" M’ bestemt ved K, /a" M’, hvor

K, =M Nnad'M.
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Af den eksakte falge suppleret med denne kerne sluttes, at den alternerende sum af lsengderne
af de indgaende moduler er lig med 0. Denne relation kan skrives

§(n) = oy +oyr(n) —oy(n) =long K, /a"M'.

Heraf fglger farst, at §(n) > 0, som pastaet. @jensynlig er a"M’ C K,. Af Artin-Rees’
Lemma fglger, at der findes et naturligt tal &, saledes at der for alle n > h gelder K, <
a" " M’. Forn > her alts&

o«'M' S K, Ca"T"M S M,
og heraf fas uligheden,

8§(n) =long K, /a"M' =longM'/a"M’' — longM'/K,,
<longM'/a"M' —long M’ /a" "M’ = 6y (n) — oy (n — h).

Da funktionen o er polynomial af grad d’ sluttes, at differensen o,/ (n) — opp(n — h),
som funktion af n, er polynomial af grad 4’ — 1. Denne differens majoriserer §(n), og da
8(n) > 0 falger det, at § er polynomial af grad < d’ — 1. Ligningen (2.5.3) er, nar n > 0,
en ligning mellem polynomier. Venstresiden har grad < d’ — 1. Polynomierne pa hgjresiden
har grader d’, d” og d, og vi har vist, at d” < d. Det ses, at ligningen kun kan veare
opfyldt, nar 4 = max{d’, d"} (og yderligere ses nar 4 > 0, at koefficienterne ¢’, ¢ og e til
d-tegradsleddene pa hgjresiden ma opfylde, at e’ + ¢” = e).

Hermed er s&tningens pastande eftervist. I

(2.6) Korollar. Antag, at M/aM har endelig leengde. Da gelder for enhver homomorfi
f: M — M, at differensen,

Oq,Coker f — Oqa,Ker f»

er polynomial af grad < d,(M) — 1. Specielt gelder, hvis homomorfien f er injektiv, at
dq(Coker f) < dy(M) — 1.

Bevis. Korollaret fas ved at anvende satningens sidste del farst med M’ := Ker f og M" :=
f(M) og dernaest med M’ := f(M) og M" := Coker f. Korollarets sidste pastand er blot
specialtilfeldet, hvor Ker f = 0. I

(2.7) Bemarkning. Antag, at R/a har endelig leengde. Setningen kan da anvendes pa enhver
(endeligt frembragt) R-modul M, og specielt paA M = R. Yderligere er

da(M) < dq(R),
thi da M er endeligt frembragt, er M homomorft billede af en fri modul R”, og gentagen
anvendelse af Seetning (2.5) giver relationerne d,(M) < dq(R") = d4(R).

(2.8) Opgaver.
1. Bestem for R = Z og a = (24) Hilbert-Samuel-polynomiet x, s for M = Z. — Og for
M =7/9Z,09 M = 7/10Z og M = Z/117.
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3. Op og ned.

(3.1) Cohen-Seidenberg’s farste Setning. Lad R — R’ vare en hel ringhomomorfi. Da
gelder:

(i) Lad p’ veere et primideal i R' og lad p = R N p’ betegne kontraktionen. Da er p’ et
maksimalideal i R’, hvis og kun hvis p er et maksimalideal i R.

(i) Lad p’ og q' vaere primidealer i R" og lad p = RNy 0og q = R N q' betegne
kontraktionerne. Hvisq' C p’, saerq C p.

(i) (*Lying over’) Antag, at homomorfien R — R’ er injektiv. Da findes for hvert
primideal p i R et primideal p’ i R’ sdledes at R Ny’ = p.

(iv) (‘Going up’) Lad o’ veere et ideal i R’ og lad a = R N o’ betegne kontraktionen. Lad
der videre vare givet et primideal p i R medp D a. Dafindesi R’ et primideal p’ medyp’ O o
og RNy =p.

Bevis. (i): Den sammensatte homomorfi R — R’ — R’/p’ har kernen p, sd kvotienten R’ /p’
er altsa hel over delringen R/p. Vi kan altsa erstatte R’ med integritetsomradet R’/p’ og R
med delringen R /p af det nye R’. Pastanden er s3, at R’ er et legeme, hvis og kun hvis R er
et legeme. Denne pastand er velkendt.

(if): Homomorfien R — R’ inducerer en hel homomorfi R, — R;. Antag, atq" C p’.
Disse to primidealer er da disjunkte med billedet af R\ p i R’, sa ved lokaliseringen R’ — R,
svarer de til primidealer q'R;, og p'R), i ringen R,,. Det skal vises, at q C p, 0g ved eventuelt
at erstatte R med R, ses, at det er nok at vise pastanden nar p er et maksimalideal. Nu falger
pastanden af (i): Daq’ C p/, er q ikke et maksimalideal i R’; falgelig er kontraktionen q ikke
et maksimalideal i R. Specielt er altsa q # p, og dermed er q C p.

(iii): Antag, at R — R’ er injektiv og at p er et givet primideal. Den lokaliserede
homomorfi R, — R| er da ligeledes hel og injektiv. Specielt er R, ikke nul-ringen, da
den lokale ring Ry, ikke er nul-ringen. Lad m vare et maksimalideal i R,,. Ifglge (i) er
kontraktionen af m til R, et maksimalideal, og da R, er lokal, ma dette maksimalideal veere
pR,. Heraf folger, at kontraktionen af m til R er det givne primideal p. Kontraktionen af m
til R” er derfor et primideal i R’, hvis kontraktion til R er lig med p.

(iv): Pastanden indses ved at anvende (iii) pA homomorfien R/a < R'/d’.

Hermed er de fire pastande eftervist. I

(3.2) Korollar. Antag, at ringen R’ er hel over en delring R. Da gealder ligheden for Krull-
dimensionerne,
dim R’ = dim R.

Bevis. Det falger af (ii), at for en kade af primidealer i R” med & skarpe inklusioner er
kontraktionerne til R en kade af primidealer med / skarpe inklusioner. Altsa er dim R’ <
dim R. Lad der omvendt veere givet en keaede af primidealer i R med 4 skarpe inklusioner,

poCp1 C - Cpae (1)

Det folger af (iii), at der i R’ findes et primideal p;, hvis kontraktion til R er pg. Ved
gentagen anvendelse af (iv) falger nu, at der i R’ findes en voksende keade af primidealer, hvis
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kontraktioner er kaeden (1). Heraf fas den omvendte ulighed dim R’ > dim R. Altsa geelder
den pastaede lighed. 0

(3.3) Lemma. Lad R — R’ veere en hel ringhomomorfi. Lad a veere et ideal i R, og betragt
ekstensionen aR’. Hvert element o i aR’ er da rod i et normeret polynomium

X"+a1 X" Y +...+a,  hvora ed fori=1,...,n.

Bevis. Et element « i aR’ kan skrives pa formen o = a1£&; + - -- + a;&, hvor aj € a0g
& € R’. Da R’ er hel over R, er delringen R[£1, ..., &] endeligt frembragt som R-modul.
Ladey, ..., e, veere et frembringersystem for R-modulen R[£1, .. ., &]. Elementet&; tilhgrer
modulen og modulen er en R-algebra. Multiplikation med &; er derfor en R-linezer afbildning
af modulen ind i sig selv. Fglgelig findes en matrixligning,

sj(elauwen):(ela""en)Aj’ (.])

hvor A; er en matrix i Mat,(R). Multiplicer ligningen (j) med a; og leeg sammen, for
j =1,...,1. Herved fas en matrixligning,

aler,...,ep) = (e1,...,e,)A,

hvor A = ) ajA;. Af denne matrixligning falger, via Cramer’s formler, at « er rod i
polynomiet det(X — A). Matricen A har gjensynlig koefficienter, der tilhgrer idealet a.
derfor har polynomiet det(X — A) den sggte form. I

(3.4) Normal ring. En ring R kaldes normal, hvis R er et integritetsomrade og helt afsluttet
i sit breklegeme. Med andre ord: et integritetsomrade R er normalt, nar der for alle a, s € R
0g s # 0 geelder, at hvis bragken a/s er rod i et normeret polynomium med koefficienter i R,
sdera/s elementi R (dvsa € Rys).

Det er velkendst, at en faktoriel ring er normal.

(3.5) Saetning. Lad R’ vere et integritetsomrade, og lad R < R’ vere en normal delring.
Lad o veere et element i R'. Da er o hel over R, hvis og kun hvis « er algebraisk over R og
det minimale polynomium for o over breklegemet for R har koefficienter i R.

Bevis. Lad K veere brgklegemet for R. Elementet « er da algebraisk over R, hvis og kun hvis
det er algebraisk over K; det minimale polynomium er i sa fald den normerede frembringer
for (hoved-)idealet i K[X] bestaende af polynomier, der har o som rod.

Det er klart, at et element o i R’, som er helt over R ogsa er algebraisk over R. | beviset
kan vi altsd antage, at o er algebraisk over R. Lad f betegne det minimale polynomium for
a over K. Hvis f har alle koefficienter i R, sa er o gjensynlig hel over R. Hermed er ,hvis*
bevist.

Antag omvendt, at « er hel over R, altsa at der findes et normeret polynomium g € R[X]
med o som rod. | et passende legeme, som omfatter R’, kan f som bekendt skrives som
produkt af fgrstegradspolynomier,

f=&X—-ap) (X —ay).
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Da g har o som rod, er f divisor i g. Falgelig har g hvert o; som rod. Altsa er hvert «;
helt over R. Koefficienterne i f er summer af produkter af «;’erne. Derfor er koefficienterne
hele over R. Desuden tilhgrer de breklegemet for K. Da R var antaget normal, felger det at
koefficienterne tilhgrer R. Hermed er ogsa ,,kun hvis*“ bevist. 0

(3.6) Cohen-Seidenberg’s anden Saetning. Lad der veere givet et integritetsomrade R’, der
er helt over en normal delring R. Da gelder:

(‘Going down’) Lad p" veere et primideal i R’ og lad p = R Ny’ betegne kontraktionen.
Lad der videre vare givet et primideal q i R med q C p. Da findes i R et primideal ' med
g SpogRNg =q.

Bevis. Betragt mangden S = (R’\p’)(R)\ q), bestaende af alle produkter o's, hvoro € R'\ p’
0ogs € R\ q. @jensynlig er S en multiplikativ delmangde i R’, sa vi kan betragte brgkringen
SR’ og ekstensionen qS—R’.

Det pastas, at det er nok at vise, at SR’ er et &gte ideal. Antag nemlig, at dette er vist.
Da findes i S~IR’ et primideal (fx et maksimalideal) som omfatter qS—R’. Dette primideal
svarer ifglge Brakprincippet til et primideal g" i R’, som er disjunkt med S, og gjensynlig er
q' 2 qR’. Dette primideal q’ opfylder de stillede krav. Da ¢’ er disjunkt med S, er g’ nemlig
specielt disjunkt med R’ \ p’ og falgelig er g’ < p’. Yderligere er g’ disjunkt med R \ q, sa
kontraktionen R N g’ er indeholdt i g. Da g’ © qR’, ma der altsd geelde R N q' = q.

Det vises nu, at qS~R’ ¢ SIR’. Antag indirekte, at gS~*R’ = S~IR’. Dette betyder
som bekendt, at idealet qR’ ikke er disjunkt med S. Lad « vare et element i faellesmangden.
Vi har altsa

a=os, hvoro e R"\p'ogs € R\q, 0oga € qR’. (1)

Lad K veere brgklegemet for R og lad f betegne det minimale polynomium for « over K.
Pa den ene side er « = os. Lad f,, veere det minimale polynomium for o over K. Det falger
af Seetning (3.5) at f,, har koefficienter i R:

fo=X"+ca1X"14+...4¢, hvorcie Rfori=1,...m. (2)

Da s € R, er det minimale polynomium f for « = os bestemt ved ligningen f(X) =
s™ f.(X/s), altsa
f=X"+saX" 445", (3)

Pa den anden side er o € qR’. Det falger derfor af Lemma (3.3), at « er rod i polynomium
h=X"+a X" 1+ +a, hvorg; eqforj=1,...,n. 4)

Da h har o som rod, er det minimale polynomium £ divisor i 4. Der findes altsé en ligning
h = gf,o0gda f er normeret, er g’s koefficienter i R. Modulo q fés nu ligningen 4 = g f
i (R/q)[X]. Af (4) folger at » = X". Det normerede polynomium £ i (R/q)[X] er alts&
divisor i X”. Heraf falger, da R/q er et integritetsomrade, at f = X™. ldet koefficienterne i
f er bestemt ved (3) slutter vi, at s’c; e qfori =1,...,m. Das ¢ q falger det videre, at

cieqfori=1,...,m.
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Dao errodi f, geelder ligningen

Pa hgjresiden er ¢; € q. Specielt er ¢; derfor element i p’, og hgjresiden er derfor element i
p’. Altsa viser ligningen, at o™ € p’. Falgelig er o € p’. Hermed er den gnskede modstrid
opnaet, idet o var antaget at tilhgre R’ \ p’. I

(3.7) Korollar. Lad der vere givet et integritetsomrade R’, der er helt over en normal delring
R. Lad o’ vareetideal i R’ og lad a = R N o' betegne kontraktionen. Da er

hta' = hta.

Bevis. Det folger at ‘Going up’, at hvert primideal, der omfatter a, er kontraktion af et primi-
deal, der omfatter a’. Det er derfor nok at vise ligningen, nar a’ = p’ er et primideal.

Lad p = R Np’ betegne kontraktionen. Sa fglger uligheden ht p’ < ht p af Cohen-Seiden-
berg’s farste Seetning (3.1)(ii), og den modsatte ulighed falger af ‘Going down’. I
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4. Homologi.

(4.1) Definition. Ved et kompleks forstas en uendelig nulfalge af moduler,

X: - UES i

o X1 e X, e X g

Det er underforstaet at fglgen er uendelig i begge retninger, altsa at n kan antage alle veerdier i
7. Homomorfierne 9,, kaldes kompleksets differentialer. Da falgen er en nulfalge, er 0,,0,,+1
nul-homomorfien fra X,, ;1 til X,,_1. Kort skrives: 90 = 0.

Elementerne i X,, siges ogsa at veere n-keeder i komplekset. En n-keede x kaldes en n-
cykel, hvis den tilhgrer kernen for d,, altsa hvis 3x = 0, og den kaldes en n-rand, hvis den
tilhgrer billedet af 9, 1, altsa hvis der findes en (n + 1)-kade y saledes at x = dy.

Undermodulen af n-cykler betegnes Z,, = Z, (X) og undermodulen af n-rande betegnes
B, = B,(X). Dadd =0, er B, C Z,. Kvotientmodulen,

Hn(X) = Zn/Bm

kaldes kompleksets »n’te homologimodul, og elementerne i H,, kaldes homologiklasser.

(4.2) Observation. Komplexet X er gjensynlig eksakt i X,, hvis og kun hvis H,(X) = 0, og
det er saledes et eksakt kompleks, hvis og kun hvis alle homologimodulerne er lig med nul.

(4.3) Bemaerkning. Af definitionen pa homologimodulerne for komplekset X fremgar, at vi
har en eksakt folge,

Modulen Z,, er kernen for homomorfien d,,. Kokernen for homomorfien 9,11 betegnes Z,
altsd Z* = X,,/B,. Kvotientmodulen X,,/Z, er ifglge Isomorfisetningen isomorf med bille-
det B,,_1. Modulerne B, C Z, er undermoduler i X,,. Af Noether’s anden Isomorfisetning
fas derfor en eksakt fglge,

Den surjektive homomorfi Z — B,_1 er induceret af d,: et element i Z* (dvs en klasse
i X,/B,) repraesenteret ved n-keden x afbildes pa d,x. Da B,_1 er indeholdti Z,_1, kan
homomorfien Z* — B,_1 opfattes som enhomomorfi Z — Z,_1. Denne sidste homomorfi
har stadig kernen H,, og da dens billede er B,,_1, er dens kokerne H,,_1. Differentialet 9,
inducerer saledes en eksakt falge,

0— H, — Z:; —Zy_1— H,_1 —0. (4.3.1)

(4.4) Definition. Ved en kompleks-homomorfi f: X" — X mellem komplexer X’ og X forstas
en familie f = (f,) af homomorfier f,: X, — X,, som kommuterer med differentialerne,
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dvs opfylderat 3f = f9d. Mere precist kraeeves for alle n, at f,_19, = 9, f,, altsa at falgende
diagram er kommutativt:

X, - Xy

fnl fnfll

On

X, — X,_1.
En homomorfi f: X’ — X afbilder gjensynlig Z,,(X") indi Z,,(X) og B,(X') ind i B, (X);
homomorfien inducerer altsa en homomorfi mellem homologimodulerne,

Hn(X/) — H,(X).

En falge bestaende af to homomorfier mellem komplekser, X’ — X — X" kaldes eksakt i
X, hvis der for alle n geelder, at folgen X, — X, — X, er eksakti X,,.

(4.5) Seetning. Lad0 — X' — X — X" — 0 vare en kort eksakt falge af komplekser. Da
induceres naturligt en lang eksakt falge mellem homologimodulerne,

Hy(X') — Hy(X) — Hy(X") =~ H,_1(X') — Hy_1(X) — H,_1(X") .

Bevis. Vi har et kommutativt diagram med eksakte reekker:
0 — X1 — Xps1 —> Xy —>0
|
O > Xl,’l > Xn > X;l/ > 0
Af Slangelemma’et fas nu en eksakt fglge mellem kokernerne: z* — z* — z'* — 0

og (af det tilsvarende diagram for n — 2) en eksakt fglge mellem kernerne: 0 — 7/, —
Z,-1— Z,_,. Disse to eksakte falger indgar som reekker i diagrammet,

z/ A -7/ — 0

Vool

| dette diagram er de lodrette pile homomorfierne beskrevet i (4.3). Det er let at se, at

diagrammet er kommutativt. Den sggte eksakte fglge er nu blot den eksakte fglge mellem
kerner og kokerner, der induceres af dette diagram ifglge Slangelemma’et. I

(4.6) Definition. Lad der veere givet komplekser X’ og X. Lad s = (s,,) veere en familie
af homomorfier s,: X/, — X,41. Betragt familien af homomorfier f = (f,), hvor f, =
On+18n + Sp—10, (eller kort: f = ds + s9):

(Bemark, at ovenstaende diagram ikke er kommutativt.) Familien f ses let at veere en
homomorfi af komplekser. En homomorfi af komplexer, der er af denne form med en passende
familie s = (s,,), siges ogsa at veere nulhomotop. To homomorfier X’ — X siges at vere
homotope, hvis deres differens er nulhomotop.
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(4.7) Lemma. En homomorfi mellem komplekser f: X' — X, som er nulhomotop, indu-
cerer nul-homomorfien H,(X') — H,(X). To homomorfier X’ — X, som er homotope,
inducerer den samme homomorfi H,(X') — H,,(X).

Bevis. Den sidste pastand er gjensynlig en konsekvens af den farste. For at vise den farste
antages, at f = ds +sd med en familie af homomorfier s = (s,). Den inducerede homomorfi
H,(X') — H,(X) afbilder klassen reprasenteret ved n-cyklen x’" pa klassen reprasenteret
ved billedet fx’. Da x’ er en n-cykel er 9x’ = 0. Falgelig er fx’ = dsx’ + sdx’ = dsx’.
Altsd er fx" enrand, og fx’ repreesenterer derfor nulklassen i H,, (X). I
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5. Cykler.

(5.1) Setup. | denne paragraf antages, at R er en noethersk ring. Videre betegner P en fast
mangde af primidealer i R. Det antages, at der ikke findes inklusioner mellem primidealerne
i P.

(5.2) Definition. Den frie kommutative gruppe frembragt af primidealerne i P betegnes

Cycp(R) = Z®7, og elementerne i denne gruppe kaldes P-cykler. En P-cykel 3 er med
andre ord en formel heltalslinearkombination,

3= an'pa

peP

hvor koefficienterne n, tilhgrer Z og kun endelig mange er forskellige fra 0. Koefficienten
ny i cyklen 3 betegnes ogsa v, (3). For en cykel 3 skrives 3 > 0, hvis v,(3) > 0 forallep i P.

(5.3) Definition. En R-modul M vil vi kalde en P-torsionsmodul, hvis M er endeligt frem-
bragt og hvis der for hvert primideal p i P geelder, at modulen M, er af endelig leengde over
den lokale ring R,,. For en endeligt frembragt R-modul M, er M, kun forskellig fra O nar p
ligger i statten for M, og nar M,, # 0, sd er M,, som bekendt af endelig leengde, netop nar p
er et minimalt primideal for M. For en endeligt frembragt modul betyder betingelsen altsa at
ethvert primideal i feellesmangden P N Supp M er et minimalt primideal for M.

Lad M vere en P-torsionsmodul. Den til M hgrende fundamentale cykel, [M] = [M]p,
er da P-cyklen,

[M]:= " long M, p.
peP

hvor altsa v,[M] = long M,,. Koefficienten long M,, i summen er endelig for alle indices p,
og den er kun forskellig fra O for endelig mange indices p, idet sddanne p’er findes blandt de
endelig mange minimale primidealer for M. Altsa er [M] en veldefineret cykel.

(5.4) Observation. Hvert primideal p i P definerer et element i Cyc(R), nemlig cyklen
1.p, hvor koefficienten til p er lig med 1, og alle andre koefficienter er lig med nul. Bemeerk,
at R/p er en P-torsionsmodul og at

[R/p] = 1p.

(5.5) Eksempel. (1) Lad P veere maengden af samtlige maksimalidealer i R. | dette tilfeelde
bestar P-torsionsmodulerne netop af modulerne af endelig leengde. [Hvorfor?]. Bemark, at
for en modul af endelig leengde M kan leengden af M fas udfra cyklen [M] som summen af
koefficienterne.

(2) Antag, at R er et integritetsomrade. Lad P besta af det ene primideal (0). Gruppen
Cycp(R) har da én frembringer, og den kan identificeres med Z. Enhver endeligt frembragt
R-modul er da en torsionsmodul, og cyklen [M] kan, som et helt tal, identificeres med rangen
af M, dvs med rangenaf M g, (lokalisering i primidealet (0)) som vektorrum over brgklegemet
for R.
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(3) Antag, at R er et integritetsomrade. Lad P besta af samtlig primidealer af hgjde 1. En
endeligt frembragt modul M er her en torsionsmodul, netop ndr M g, er nul-modulen, altsa
netop nar der til hvert element x i M findes et element f # 0 i R séledes at fx = 0. Det
er denne egenskab, der normalt forbindes med torsionsmoduler. Da M forudsettes endeligt
frembragt, er egenskaben a&kvivalent med at der findes et element f = 01 R, som annulllerer
alle elementer i M. Bemeerk, at hvis integritetsomradet antages at have dimension 1, sa er
torsionsmodulerne netop modulerne af endelig leengde betragtet i (1).

(4) Lad d veere givet, og lad P besta af de primidelaler for hvilke dim R/p = d. Ethvert
primideal q sdledes atdim R/q > d vil gjensynlig vere indeholdt i et primideal p fra P. Heraf
ses, at en endeligt frembragt R-modul er en P-torsionsmodul, hvis og kun hvis dim M < d.

(5.6) Lemma. Lad der veere givet en eksakt falge af R-moduler,
0O— M —M—M —0.

Da er M en P-torsionsmodul, hvis og kun hvis bade M’ og M" er P-torsionsmoduler. Er
dette opfyldt, sd gelder i Cyc,(R) ligningen,

[M] =[M']T+[M"].

Bevis. Da R er noethersk, er M endeligt frembragt, hvis og kun hvis M’ og M" begge er
endeligt frembragte. Vi kan derfor i det falgende antage, at alle tre moduler er endeligt
frembragte.

For hvert primideal p i P fremkommer ved lokalisering i p en eksakt falge af R,-moduler,

/ 1
0— M, —» My, —= M|] —»0.

I denne fglge har den midterste modul endelig leengde, hvis og kun hvis de to yderste moduler
har endelig leengde. Heraf fremgar Lemma’ets forste pastand. Antag, at de tre moduler er
‘P-torsionsmoduler. Den anfarte ligningen mellem cykler er blot for hvert p € P ligningen
mellem koefficienterne, long M, = long M, + long M/, og denne ligning er velkendt. i

(5.7) Observation. Af Lemma’et folger pa sedvanlig vis, at for en eksakt falge af P-
torsionsmoduler,

0—’Mn—’Mn—1_’"'_’MO_’O,

geelder i Cyc, (R) ligningen Zi(—l)i[M,-] = 0. Videre folger det for en endelig filtration i
en P-torsionsmodul M,

(0)=F0§F1§§Fm=M,

at[M] =) ,[Fi/Fi1].
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(5.8) Definition. En homomorfi u: M — N mellem R-moduler siges at have et P-index,
hvis homomorfiens kerne og kokerne er P-torsionsmoduler. | bekraftende fald defineres
homomorfiens index x (u) som P-cyklen,

x () := [Coker u] — [Ker u].

(5.9) Observation. Hvis M og N er P-torsionsmoduler, sa har enhver homorfi u: M — N
et index, og x(u) = [N] — [M]. Dette fremgar af den eksakte fglge 0 — Keru —
M — N — Coker u — 0, jfr Lemma (5.6). Det fglger specielt, at enhver endomorfi i
en P-torsionsmodul har index O.

(5.10) Additivitet af Index. Index af homomorfier er additivt i falgende forstand: (1) Lad
der veere givet homomorfier M —~ N og N —*~ P, og betragt den sammensatte homomorfi
M 2~ P. Huvis to af de tre homormofier u, v og vu har et index, sd har ogsa den tredie et
index, og i bekraeftende fald er x (vu) = x (v) + x (u).

(2) Betragt et kommutativt diagram med eksakte rekker:

O— M —M—M'—0

oo

O— M —M—M'—0.

Hvis to af de tre homormofier u’, u og u’ har et index, sa har ogsa den tredie et index, og i
bekreeftende fald er x (u) = x (') + x (u”).

Bevis. Begge pastande falger af Lemma (5.6) ved at betragte de tilsvarende eksakte kerne-
kokerne falger. I

(5.12) Bemaerkning. Vi er normalt mest interesserede i endeligt frembragte moduler. Men
det skal understreges, at de foregaende definitioner og resultater kan anvendes pa vilkarlige
moduler. | matematisk analyse optraeder fx mellem vektorrum af uendelig dimension opera-
torer, hvor kernen og kokernen er endeligdimensionale (sakaldte Fredholm operatorer). Disse
operatorer har altsa et index svarende til Eksempel (5.5)(2) (eller (5.5)(1)).
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6. Klassegruppen.

(6.1) Setup. | denne paragraf antages, at R er et noethersk integritetsomrade. Med K
betegnes brgklegemet for R. Vi betragter gruppen af cykler Cyc(R) svarende til mangden
af primidealer af hgjde 1 i R. De tilsvarende torsionsmoduler er da de endeligt frembragte
R-moduler, som annulleres af et element forskelligt fra 0 i R. Cyklerne kaldes i gvrigt ogsa
divisorer.

Lad f # O vere etelementi R. For enhver endeligt frembragt modul M har endomorfien
fu (multiplikation med f pd M) et index, idet kernen og kokernen for £, annulleres af f.
Af Additivitet af Index fglger, nar f, g # 0, at

x(fe)m) = x(fm) + x(gm)- (6.1.1)

Hvis f er reguler pad M, er kernen for £y, lig med 0, s index x(fuy) er lig med den
fundamentale cykel [M/f M].

(6.2) Seetning. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul, og lad rk M betegne rangen af
M, dvs rangen af My som vektorrum over braklegemet for R. For hvert f # 0 i R geelder
da i Cyc(R) ligningen,

x(fm) =tk M [R/fR].

Bevis. Lad K vere brgklegemet for R. Valg r = rk M elementer ey, ..., e, i M saledes at
billederne i M udger en K-basis. Disse billeder er specielt linesrt uafhengige over K,
sa elementerne ey, .. ., e, er linezrt uafhengige over R. Disse r elementer definerer derfor
en injektiv R-homomorfi R — M. Lad Q betegne kokernen for denne homomorfi. Ifglge
valget af elementerne bliver homomorfien en isomorfi efter lokalisering i primidealet (0).
Heraf falger, at Q er en torsionsmodul. Af Additivitet af Index fas nu ligningen,

x(fm) = x(frr) + x(fo)-

Da Q er en torsionsmodul, er x (fo) = 0. Yderligere fglger det af additiviteten, at x (fzr) =
rx(fr) = r[R/f R]. Ligningen ovenfor medfarer derfor, at x (far) = r[R/f R]. I

(6.3) Definition. For hvert £ = 01 R settes div(f) := x (fr). Da R er et integritetsomrade,
er multiplikation med f injektiv, og falgelig er

div(f) = [R/fR].

Koefficienten til p i cyklen div(f), altsé tallet long(R,,/f R,) for et primideal p af hgjde 1,
betegnes 0gsa vy, (f).

Af ligning (6.1.1) fglger specielt, at div(fg) = div(f) + div(g). Derfor kan afbildningen
div: R\{0} — Cyc(R) udvides til en homomorfi af grupper,

div: K* — Cyc(R),

hvor K er brgklegemet for R. En brgk « = f/g, hvor f, g # 0, afbildes herved pa den
principale divisor div(a) = div(f) — div(g). Kokernen ved homomorfien, altsa kvotienten
af Cyc(R) modulo de principale divisorer, kaldes klassegruppen for R og betegnes CI(R).
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(6.4) Observation. Lad f # 0 veere et element i R. @jensynlig er v, (f) > 0, hvis og kun
hvis f € p. Endvidere er div(f) = 0, hvis og kun hvis f € R*. Hvis nemlig f # 0 ikke er
en enhed, kan vi betragte et minimalt primideal p for f. Ifglge Krull’s Hovedidealsatning er
p af hgjde 1, og v, (f) > 0.

Antag, at R, er en diskret valuationsring. Maksimalidealet pR, er da et hovedideal,
frembragt af et element p € p. Elementet p er et primelement i R,, og hvert element
forskelligt fra 0 i R, har en primoplasning ep”, hvor ¢ er en enhed i R,. Vektorrummet
R, p" /R, p"+1 er af dimension 1 over restklasselegemet for Ry, sé lengden af R, /(p") er lig
med n. Heraf ses, at tallet v, (f) angiver antallet af gange p forekommer i primoplgsningen
(inden for Ry,) af f. Mere generelt kan hver brek o i K* skrives ep”, hvor ¢ er enenhed i R,
og n € Z, og Vi finder n = v, (a).

Hvis R er faktoriel, eller &kvivalent, hvis alle primidealer af hgjde 1 er hovedidealer,
sa far vi for hvert primelement p, at v,(f) er lig med antallet af gange p forekommer i
primoplgsningen af #. Divisoren div( f) er saledes blot en additiv skrivemade for primoplgs-
ningen (modulo enheder) af f. Det folger specielt, at enhver divisor i Cyc(R) er principal.
Klassegruppen for en faktoriel ring er altsa lig med 0.

(6.5) Eksempel. Hvis en brek o = f/g er hel over R, sd er div(a) > 0. Da « er hel over
R, er nemlig M := R[«] en endeligt frembragt R-modul. Da « tilhgrer brgklegemet, har
denne modul rang 1. | M er multiplikation med « en R-lineger afbildning, og gjensynlig er
fu = apgm. Af Additivitet af Index falger derfor, at x (fa) = x(gm) + x(apr). Under
brug af Seetning (6.2) far vi derfor, at

div(e) = x(fm) — x(gm) = x(ay) = [M/aM] > 0.

(6.6) Seetning. Antag, at R er normal. Foren brok o i K* er dadiv(a) > 0, hvis og kun hvis
a € R. Videre galder, at falgen,

0 —» R* — K* -9, Cyc(R) — CI(R) —» 0, (6.6.1)

er eksakt. Endelig geelder for hvert primideal p af hajde 1, at p er et hovedideal, hvis og kun
hvis cyklen 1.p er principal.

Bevis. Hvis o € R, sd er div(a) = [R/Ra] > 0.

Antag omvendst, at div(«) > 0. For et givet primideal p af hgjde 1 er altsd v, («) > 0. Da
R er normal, er ogsa lokaliseringen R, normal. Yderligere er R, af dimension 1. Heraf falger
som bekendt, at R, er en diskret valuationsring. Idet p er et element i p, som frembringer
maksimalidealet pR,,, kan « skrives @ = ep”, hvor ¢ er en enhed i R, 0g n = vy (@), jfr
Observation (6.4). Af antagelsen falger derfor, at » > 0. Faolgelig er « € R,. Bragken o
tilhgrer sledes R, for alle primidealer p af hgjde 1. Heraf falger som bekendt, at « tilharer
R.

Betragt folgen (6.6.1). Det er nok at vise, at hvis der for en brgk o i K* geelder div(x) = 0,
sa er o element i R*. Antag alts3, at div(e) = 0. Da er specielt div(a) > 0, sa af det lige
viste falger at « € R. Nar « er element i R, er det klart, at ligningen div(«) = 0 medfarer,
at o € R*. Hermede er eksaktheden bevist.
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Betragt endelig Satningens sidste pastand. Hvis p er et hovedideal, p = Rp, sa er
1.p = [R/Rp] = div(p) principal. Antag omvendt, at 1.p er principal, altsa at 1.p = div(p),
hvor p € K*. Nu er specielt div(p) = 1.p > 0, sa af Satningens farste pastand felger, at
p € R.

Vi viser, at p = Rp. P& den ene side er v,(p) = 1, hvoraf det falger, at p € p. Altsd
er Rp C p. Antag omvendt, at f € p, f # 0. Vi har div(f) > 0 og koefficienten v, (f)
er positiv, da f € p. Altsa er 0 < div(f) — 1.p = div(f/p). Af Satningens farste pastand
folger derfor, at f/p € R, altsd at f € Rp. Hermed er den gnskede lighed p = Rp bevist.

(6.7) Seetning. Ladu: R" — R” vaere enendomorfi. Da er folgende betingelser akvivalente:

(i) Homorfien u har et index.
(i) Homomorfien u er injektiv.
(iii) Determinanten det u er forskellig fra 0.

Hvis disse betingelser er opfyldt, sa gaelder i Cyc(R) ligningen,
xw) =[R"/u(R")] =[R/(detu)] = div(det u). (6.7.1)

Bevis. Endomorfien u opfattes som en r x r matrix. Beviset for pastanden er i en raekke
skridt, der hver for sig er lette:

(1) Af additivitet falger for et produkt af » x » matricer w = vu, at hvis pastanden geelder
for to af matricerne u, v og w, sa geelder pastanden ogsa for den tredie.

(2) Det er Kklart, at betingelserne er opfyldt og (6.7.1) geelder, hvis u er en isomorfi. Videre
geelder pastanden, hvis u er en diagonalmatrix; hvis diagonalelementerne er forskellige fra 0,
sd er betingelserne opfyldt, og (6.7.1) gelder.

(3) Ved hjelp af fglgende operationer:

(a) addition til en raekke af en skalar gange en anden reekke; tilsvarende med sgjler,
(b) multiplikation af en reekke med en skalar f = 0; tilsvarende med sgjler,

kan den givne matrix overfares til en diagonalmatrix.

(4) Operationerne i (a) svarer til multiplikation (fra venstre eller fra hgjre) med en matrix,
der afviger fraenhedsmatricen med et element g uden for diagonalen. Operationerne i (b) sva-
rer til multiplikation (fra venstre eller fra hgjre) med en matrix, der afviger fra enhedsmatricen
med et element f i diagonalen.

Ifzlge (2) gzelder pastanden for de matricer, der anvendes ved operationerne. Videre geelder
pastanden for den matrix, der resulterer af « ved at anvende operationerne som i (3). Af (1)
falger derfor, at pastanden geelder for u.

Hermed er Setningen bevist. I

(6.8) Szetning. Lad M vare en endeligt frembragt R-modul. Lad r betegne rangen af M, og
veelg en injektiv homomorfie: R™ — M. Klassen c(M) i CI(R), repraesenteret ved cyklen,

x(e) = [M/e(RM)],

er da uafhangig af valget af homorfien e. Yderligere gaelder for en kort eksakt folge 0 —
M —— M — M"” — 0 af endeligt frembragte R-moduler, at c((M) = ¢(M’) + c(M").
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Bevis. Homorfien e: R” — M er givet ved et s&t af r elementer ey, ..., e, i M, saledes at
billederne i Mg, er en basis for M, som vektorrum over brgklegemet. De r elementer er
altsa specielt uafhaengige over R, og der findes etelement £ £ 0i R, saledes £ M er indeholdt
i Rey + - -- + Re,. Kokernen for e er altsa en torsionsmodul, s& index x (e) er defineret.

Lad e vare et alternativt valg, svarende til » elementer (e1,...,¢,) i M. At fe; €
Rei+---+ Re, fori =1, ..., r betyder, at der findes en matrixligning,

f(élv---’ér):(617---,6;')”7

hvor u er en r x r matrix. Denne ligning betyder, at falgende diagram af homomorfier er
kommutativt: }

R’ _f> R’

4k

R" —%+ M.
Af Additivitet af Index falger nu, at x (¢) + x (frr) = x(e) + x (u). Af Seetning (6.7) falger
nu videre, at

x (@) — x(e) = x(u) — x(frr) = div(detu) — div(f")).

Differensen yx (¢) — x (e) er derfor en principal divisor, nemlig lig med divisoren for brgken
(detu)/f". Falgelig repraesenterer x (¢) og x (e) den samme klasse i CI(R).

Betragt nu den eksakte fglge 0 — M — M — M” — 0. Lad v/, r og r”
betegne rangene af de tre moduler. Valg en injektivhomomorfie’: R” — M’ og en injektiv
homomorfi ¢”: R™ — M”. Nuer R” = R” @& R"", og vi kan betragte den homomorfi
e: R" — M, som pd R" er lig med ¢ og som p& R’ er en lgftning af ¢”. Vi har da et
kommutativt diagram med eksakte raekker:

0—+R —>R —>R" —»0

0O— M —M—M'—0
Af Additivitet af Index falger, at x (e) = x(¢/) + x(¢”). Altsa galder i CI(R), at c(M) =
c(M') +c(M").
Hermed er Satningens to pastande bevist. I

(6.9) Observation. For en endeligt frembragt torsionmodul M er klassen ¢(M) lig med
klassen repraesenteret af den fundamentale cykel [M]. Dette folger af at rangen r i Setning
(6.8) er lig med 0.

For en fri modul M = R" bliver klassen ¢(M) lig med 0, idet vi i Szetning (6.8) kan veaelge
e som en isomorfi.

For en eksakt fglge 0 — M,, — - - - — My — 0 af endeligt frembragte R-moduler
falger det af additiviteten i Seetning (6.8), at Y, (—=1)'c(M;) = 0. Specielt fglger heraf, at
hvis en modul M har en endelig fri resolution, dvs hvis der findes en eksakt falge,

0—>F,—>--—» Fyg—> M —>0,

hvor F; er en (endeligt frembragt) fri modul, sé er c¢(M) = 0.
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(6.10) Korollar. Antag, at R er normal. Lad p vere et primideal af hgjde 1. Da er p et
hovedideal, hvis og kun hvis kvotienten R /p har en endelig fri resolution.

Bevis. Hvis p er et hovedideal, p = Rp, sd er falgen 0 - R -2~ R — R/p — Oen
endelig fri resolution af R /p.

Antag omvendt, at R/p har en endelig fri resolution. Cyklen 1.p er fundamentalcyklen
[R/p], sa den reprasenterer klassen c(R/p). Som navnt i Observation (6.9) falger det af
antagelsen, at klassen c(R/p) er lig med 0. Altsa er cyklen 1.p principal. Af Satning (6.6)
falger nu, at p er et hovedideal. I

(6.11) Bemerkning. Lad R vere en reguleer lokal (noethersk) ring. Som bekendt er R da
et normalt integritetsomrade. Man kan vise, at regularitet er ensbetydende med at enhver
endeligt frembragt R-modul har en endelig fri resolution. Af Korollar (6.10) fglger derfor, at
ethvert primideal af hgjde 1 er et hovedideal. Altsa er R en faktoriel ring. En reguleer lokal
ring er derfor faktoriel (Auslander—-Buchsbaum’s setning).
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7. Kompletion.
(7.1) Setup. Betragt en kommutativ gruppe M med en uendelig filtration med undergrupper,
M=My=2M 2M; 2

Lad G(M) := @ M,,/M, 11 veere den tilhgrende graduerede gruppe. For et element x af
ordenn i M, dvs saledes at x € M,,\ M, 1, defineres formen x* som restklassen af x modulo
M,,11. Formen er homogen af grad n i G(M).

(7.2). Vis, at der findes en pseudo-metrik i M, sdledes at to elementer x, y i M har lille afstand
netop nar differensen x — y tilhgrer M, for en stor veerdi af n. Vis, at M er et Hausdorff rum,
hvis og kun hvis (1, M, = (0).

(7.3). Gruppen M kaldes fuldsteendig, nar M er Hausdorff og enhver fundamentalfglge er
konvergent. Vis, at den sidste betingelse er ekvivalent med at enhver uendelig reekke > x,,,
hvor x,, — 0 for n — oo, er konvergent.

(7.4). Lad M betegne mangden af alle folger ¢ = (D, £@ . ..), hvor €™ e M/M,
og €D £ ved den kanoniske homomorfi M/M, 1 — M/M,. Djensynlig er M en
kommutativ gruppe. Den filtreres ved at M, defineres som kernen for homomorfien & > &®.
Vis, denne homomorfi er surjektiv, og slut, at M /M, = M/M, ogat G(M) = G(M). Definér
en kanonisk homomorfi x — % af M ind i M 0g vis, at M er kompletionen af M.

(7.5). Ifelge konstruktionen er M en delmangde af produktet I1 M/M,,. Denne delmangde
af produktet kaldes i gvrigt den projektive limes, og den betegnes ogsa limM/M,,. Vis, idet
de enkelte faktorer forsynes med den diskrete topologl og produktet med produkttoplogien,

at M er en afsluttet delmangde og at toplogien pa M defineret ved filtrationen er lig med den
inducerede topologi.

(7.6) Setup. Antag i det falgende, at M er en modul over en given ring A, og at der i A er
givet en filtration,
A=a 20120022

Det antages, for alle i og j, at
a;aj S aiyj 09 a;M; S M.
Specielt er altsa a,, et ideal i A og M,, en undermodul af M. @jensynlig er sa G(A) en

gradueret ring og G(M) er en gradueret G (A)-modul.

(7.7) Seetning. Antag, at A er fuldstendig og at M er Hausdorff. Lad N C M vere en
undermodul, og lad N* vare G(A)-undermodulen af G(M) frembragt af alle former x*,
hvor x € N. Antag, at der er givet endelig mange elementer ¢; i N, séledes at formerne e;-‘
frembringer N*. Da vil e; ’erne frembringe N .

Bevis. Beviset overlades til laeseren. 0
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(7.8). Vis, at med koordinatvise kompositioner er A en ring og M en A-modul. Vis, at hvis
A/ay eren lokal ring, sd er A en lokal ring. [Vink: af antagelserne falger specielt, at a’ € ay.
Nar A/a; er lokal, sa er derfor ogsa A/a, lokal, og et element i A/a, er invertibelt, nar blot
dets billede i A/aj er invertibelt.]

(7.9) Setup. | det falgende antages, at A er en noethersk ring og at filtrationerne er de a-adiske
svarende til et givetideal ai A,dvsa; =a' 0 M; = a' M.

(7.10). Vis, at A er noethersk ring. Antag, at M er frembragt af endelig mange elementer
¢ Vis (mere gengelt), at M er frembragt af de endelig mange elementer ¢; og at enhver
A-undermodul af A er endeligt frembragt. [Vink: udnyt, at G(A) er noethersk og at G (M)
er en endeligt frembragt G (A)-modul, og brug Saetnmg (7.7).] Vis, atfiltrationen i M er den
a-adiske, dvs M, = a" M. Specielt er filtrationen ogsa lig med den a-adiske, hvor @ := = A;.

(7.11). Betragt en eksakt folge 0 —> M' —> M — M" — 0 af A-moduler. Vis, at der
induceres en eksakt fglge M —M—M —0.

Antag, at M er endeligt frembragt. Vis, at den a-adiske topologi pa M/ er lig med delrum-
stopologien induceret af den a-adiske topologi pd M. Vis, at M — Mer injektiv.

(7.12). Antag, at a er m-primert, hvor m er et maksimalideal i A. Vis, at den a-adiske
topologi er lig med den m-adiske. Vis, at kompletionen A er en lokal ring og at idealet @
er primart. Vis, at A ogsa fas ved at komplettere den lokale ring A, mht maksimalidealet
mA .

(7.13). Antag, at A er lokal og at a er maksimalidealet. Vis, at ringene A og A har samme
Samuelpolynomium (og specielt samme dimension). Vis, at A er reguler, hvis og kun hvis
Aer reguleer. [Vink: G(A) = (A)]

(7.14). Vis, at nar A = k[X1,..., X,] er polynomiumsringen over et legeme k og a =
(X1,...,Xp), sder A lig med potensraekkerlngen k[[X1, ..., X,]]. Potensraekkeringen er
altsd en Iokal noethersk ring, regulaer af dimension n.

(7.15). Antag, at R er en lokal noethersk ring med maksimalidealet m og at R indeholder et
legeme k saledes at restklasselegemet R /m er af endelig dimension over k. Antag, at q er er

m-primert ideal i R, frembragt at elementer (x1, ..., x,). Vis, at R/q er af endelig dimension
overk. Velg et endeligtk-frembringersystem e; for R/q. Lad nu A veere polynomiumsringen
A =k[X1,...,X,]00a=(X1,...,X,). Betragt R som modul over A via homomorfien

A — R bestemt ved x;’erne. Vis, at den a-adiske topologi pa R er lig med den m-adiske.
Vis, at elementerne ¢; frembringer R som A-modul.

Kompletionen A er potensreekkeringen k[[X1, ..., X,]]. Vis, at hvis (x1, ..., x,) er et
parametersystem, sa er homomorfien A — R injektiv. [Vink: R er hel over bllledet Rog A
har samme dimension, og Aeret integritetsomrade.]

Antag yderligere, at k = R/m. Vis, at hvis (x1, ..., x,,) frembringer m, sa er A—> R
surjektiv. Vis, at hvis (x1, ..., x,) er et regulert parametersystem i R, sa er

K[X1,...,X.]]=R
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(7.16). Ringen, der fas ved at komplettere Z mht maksimalidealet ( p) frembragt af et primtal
p, kaldes ringen af hele p-adiske tal og betegnes Zp. Vis, at Zp er en diskret valuationsring
(og specielt et integritetsomrade). Brgklegemet for Z,, kaldes legemet af p-adiske tal og
betegnes Q,,. Vis, at Zp er kompakt. [Vink: brug Tychonoff’s seetning.]
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8. Valuationsringe.

(8.1) Definition. | dette afsnit betragtes (kommutative) ringe, der ikke ngdvendigvis er
noetherske. Hvis V er en lokal ring, betegnes med m(V) maksimalidealeti V. Hvis V og
V' er delringe af en ring K, siges V' at dominere V, og vi skriver V' > V, hvis V' 2 V og
m(V) D m(V).

(8.2) Observation. De ringe vi betragter vil typisk veere delringe af et legeme K. For enhver
delring R af K og enhver multiplikativ delmangde S af R, hvor 0 ¢ S, vil da ogsa brgkringen
S—IR vere delring af K. Lad R € R’ veare delringe af K, lad p’ veere et primideal i R’ og
lad p := R N p’ veere kontraktionen. Da er gjensynlig R, < R;,.

(8.3) Szetning. Lad K veere et legeme, lad R C K vere en delring, og lad o vaere element i
K.

(1) Antag, at o er hel over R. For hvert primideal p i R findes da en lokal delring V af
K, sdledesatV = R, oga € V.

(2) Antag, at «a ikke er hel over R. Da findes et maksimalideal p i R og en lokal delring
V af K, sdledesat V > R, oga~! € m(V).

Bevis. (1) Da « er hel over R, er delalgebraen R’ := R[«] hel over R. Af ‘Lying over
setningen’ falger derfor, at der findes et primideal p’ i R’ sdledes at p = R N p’. Den lokale
ring V = R;, vil sa opfylde det stillede krav.

(2) Antag, at « ikke er hel over R. Betragt delmangden a af R bestaende af de elementer
r € R for hvilke der findes en relation,

"=l .47, =0 medr; €R. ()

ra" +rio
@jensynlig er a et ideal i R, og da « ikke er hel over R er a et &gte ideal i R. Der findes
derfor et maksimalideal p i R, séledes at a  p. Betragt nu delalgebraen R’ := R[a"1], og
heri idealet R'p + R'a~1. Dette ideal er et @gte ideal i R’. Antag nemlig, indirekte, at der
findes en fremstilling1 = B+ ya 1, hvor B € R'pog y € R’. Elementerne i R’ har formen
f(a)/a", hvor f e R[X] er et polynomium af grad hgjst n. Af en fremstilling1 = g+ ya 1
ville vi derfor kunne udlede en relation (*) med r af formen » = 1 — p, hvor p € p, og dette
erimodstridmedatr e a Cpogp C R.
Da idealet R'p + R'a! er et &gte ideal i R/, er det indeholdt i et maksimalideal p’. Den
lokale ring V := R;, vil sa opfylde det stillede krav. I

(8.4) Definition. En ring V kaldes en valuationsring, hvis V er et integritetsomrade og idea-
lerne i V ertotalt ordnede ved inklusion. | en valuationsring er gjensynlig foreningsmaengden
af alle &gte idealer igen et (eegte) ideal. Falgelig er en valuationsring en lokal ring.

(8.5) Korollar. Antag, at V er delring af et legeme K. Da er falgende fire betingelser
&kvivalente:

(i) V eren valuationsring med K som broklegeme.
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(if) Hovedidealerne i V er totalt ordnede ved inklusion og K er broklegemet for V .
(iii) Foralleoa € K* era € V ellerat e V.
(iv) V er maksimal (mht dominans) blandt de lokale delringe af K .

Hvis betingelserne er opfyldt, sd erm(V) = {a € K | a1 ¢ V}, og yderligere gaelder, at V
er normal.

Bevis. Antag, at hovedidealerne i V er totalt ordnede, og lad a og b veere idealer i V, saledes
atb Z a. Velgb € b\a. Lada € a. Dab ¢ a, er det udelukket, at Vb € Va. Afantagelsen
falger derfor, at Va € Vb C b. Altsd er a C b. Falgelig er V en valuationsring.

Heraf ses, at betingelserne (i) og (ii) &kvivalente. De er klart eekvivalente med (iii), idet
vi for en brgk « = a/b i brgklegemet for V har o € V, hvis og kun hvis Va C Vb.

Nar betingelsen (iii) er opfyldt, sa geelder den anfarte beskrivelse af maksimalidealet m(V),
idet komplementaermangden V \ m(V) bestar af enhederne i V. Af denne beskrivelse falger
0gsa, at V er maksimal. Antag nemlig, at V < V', og betragt et element o % 0i V'. Da
m(V’) er et agte ideal i V/, sluttes at = ¢ m(V’). Da m(V) € m(V’), folger det, at
ot ¢ m(V). Af beskrivelsen af m(V) fasnu, ato € V.

Vi mangler at vise, at betingelsen (iv) medfgrer (iii) og at V er normal. Antag alts3, at V
er maksimal mht dominans, og lad « veere et element i K*. Hvis « er hel over V, anvendes
Setning (8.3)(1) med p := m(V). Af maksimaliteten af V falger sa, at « € V. Specielt
folger det, at V er normal. Hvis « ikke er hel over V anvendes Setning (8.3)(2). Da V er
lokal, er maksimalidealet p ngdvendigvis lig med m(V), og maksimaliteten af V sikrer, at
a~1 e m(V). Altsd er betingelsen (iii) opfyldt.

Hermed er Korollaret bevist. I

(8.6) Korollar. Lad K vare et legeme. Enhver lokal delring af K domineres da af en
valuationsring med K som broklegeme. Yderligere gaelder for enhver delring R af K, at den
hele afslutning af R i K er lig med feellesmaengden af de valuationsringe, der omfatter R og
har K som braklegeme.

Bevis. Det er let at se, at de lokale delringe af K, ordnet ved dominans, udgar en induktivt
ordnet maengde. Af Zorn’s Lemma og Korollar (8.5) falger derfor den farste pastand.

Lad R veere en delring af K, og lad R’ vaere den hele afslutning af R i K. Det folger af
den sidste pastand i Korollar (8.5), at enhver valuationsring V, der har K som brgklegeme
og omfatter R, vil omfatte R’. Altsa er R’ indeholdt i den anferte feellesmaengde.

For at vise den omvendte inklusion betragtes et element « i K* som ikke tilhgrer R’. Af
Seetning (8.3)(2) felger sa, at der findes en lokal delring W af K, saledes at W O R og
a~! e m(W). Ifglge den farste pastand domineres W af en valuationsring V med K som
broklegeme. Da V > W, era™! € m(V). Folgeliger « ¢ V. Elementet o tilhgrer derfor
ikke den anfarte feellesmangde.

Hermed er vist, at R’ er lig med den anfarte fellesmangde, hvormed beviset er fuldfgrt. 0

(8.7) Bemeerkning. Et legeme er naturligvis en valuationsring. Som bekendt gelder, at en
noethersk valuationsring er et hovedidealomrade. En noethersk valuationsring, der ikke er et
legeme, kan som bekendt karakteriseres som en (noethersk) reguleer lokal ring af dimension
1 (en diskret valuationsring).



Notater 8. Valuationsringe 149

(8.8) Bemarkning. Lad K veare et legeme og lad G vare en totalt ordnet kommutativ
(additivt skrevet) gruppe. Ved en G-valuation i K forstas da en afbildning v: K* — G, som
opfylder betingelserne,

v(@B) = v(@) +v(B), vie+p) = min{v(a), v(B)}

(hvor vi bekvemt satter v(0) := +00). Lad der veere givet en G-valuation i K. @jensynlig
er da delmangden,
Vi={x e K |v(x) >0},

endelringaf K. Det falger af Korollar (8.5), at V er en valuationsring med K som brgklegeme
og maksimalideal m(V) bestaende af de elementer « for hvilke v(a) > 0. Hvis valuationen v
er triviel, dvs hvis v(a) = O forallea € K*,sder V = K. Veardigruppen, dvs undergruppen
v(K*) af G, er gjensynlig isomorf med Z, hvis og kun hvis V er en diskret valuationsring.

Enhver valuationsring V med K som brgklegeme fremkommer pa denne made. Hertil
bemarkes, at kvotientgruppen G := K*/V* kan ordnes ved at fastleegge, at de positive
elementer er klasserne repraesenteret af elementer i m(V). Det er let at se, at kvotienten
G herved er en totalt ordnet gruppe og at V er valuationsringen hgrende til den kanoniske
homomorfiv: K* — K*/V*.
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