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Seddel 14.

Kommentar Dette er ikke en ugeseddel, men et bevis for Arrows Seetning [EL2]. Dette
bevis bruger et Lemma i stedet for komplicerede resultatesopergradienter.

Arrows Seetning. Antag, at(x*, u*) er et tilladt par af (vektor)funktioner, som sammen
med funktionerp = p(t) opfylder betingelserne i Maksimumprincippet. Antag vigeat
skrotfunktioners (x) og Arrows funktionH (x) = H (t, X, p(t)) er konkave K for hvert fast

t. Da lgsenx*, u*) maksimeringsopgaven, du$ er en optimal kontrol.

Bevis.Lad J (X, u) = S(x(t1)) + ftgl f(t, X, u)dt veere kriteriefunktionen. Det skal sa vises,
at for hvert tilladt panx, u) er

JX, u) — J(x*,u*) <0.

Som saedvanlig optreedeii flere betydninger: Det betegner dels et purkt R¥, dels en
funktionx = x(¢) defineret forrg < r < 11, og dels veerdier = x(¢) af denne funktion for
en bestemt veerdi af Tilsvarende med og x*, u* ogp. Kort, hvis F(x, u) er en funktion,
skriver vi F for veerdienF (x, u) og F* for veerdienF (x*, u*) og endeligA F for differensen
AF = F — F*. Med denne - lidt upraecise — notation er saetningens pastader gzelder
folgende ulighed:

AJ <0. (1)

Jjensynlig er, med den samme notation,
L4}
AJ = AS(17) +/ Af(t)dt. (2)

10

hvor AS(t1) = S(X(r1)) — S(X*(¢1)), osv. Vi omskriver differensen f ved hjeelp af Ham-
iltonfunktionen, f (¢, X, u) = H(t, X, u, p) — p - 9(¢, X, u), altsa

Af = AH —p- Ag. 3)

Betragt funktionen,
p-AX =p() - AX(?).

Ved brug af differentialligningerne fot, x* ogp fas:
%(p.Ax) :p.AX_Fp.A)'(:—H;*-AX—{-p'Ag»
hvor Hy* = Hy (x*(1), u*(1), p(r)), dvs
p-Ag:%(p-AX)—l—H;*-AX. (4)

Indseettes (4) i (3) fas:
Af = AH — H* - Ax— 4 (p- Ax). (5)
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Differentialkvotienten pa hgjresiden kan umiddelbarégreres frag til 11: Stamfunktionen
erp - Ax og veerdien i begyndelsepunktet er 0, igeb) = x* (1) = x°. Derfor fas af (2):
n
AJ = AS(t1) — p(t1) - AX(t1) +/ (AH — H* - Ax) dt . (6)
0
For at vise ulighedem\J < 0, er derfor nok at vise i (6), at den farste differend), og
funktionen under integraltegnet er0 for aller. Med andre ord: To uligheder skal vises:
AS(t1) — p(r1) - AX(t1) <0, og AH — H;*-Ax <0 foraller. (7)
Den fgrste ulighed (7). Her udnyttes af(x) er konkav. Veerdien i punkted(z1) ligger
derfor,under tangenten“ ud fra (r1), dvsS(X(11)) < S(X*(11)) + Sg(X*(t1)) - AX(t1), eller
AS(11) < Sy(X*(11)) - AX(t1).
Det er derfor nok at vise, at
Se(X*(11)) - AX(11) — p(t1) - AX(t1) < 0,
eller, aekvivalent,
(p(t1) — Sy (X*(11))) - AX(t1) = O. 7)
Uligheden (7) felger af, at det indre produkt er en sdmwv;w;: for type (i)* vides atw; = 0,
for type (iii)* vides atv; = 0, og for type (ii)* vides enten; = O ellerv; > 0 ogw; > 0.
| den anden ulighed(7) hart, og dermed ogsg, x*, u, u*, ogp, en fast vaerdi. Betragt
for disse veerdieH (y) := H(t,y,u,p) og H*(y) = H(z,Yy, u*, p) som funktioner afy.
Uligheden kan skrive#f (x) < H*(x*) + H,* - AX, og af definitionen pdl falger specielt,
at H(x) < H(x). Derfor er det nok at vise falgende ulighed:
H(X) < H*(X") + (H")'(x") - Ax. (7)
Men (7’) er netop uligheden (8) herunder, mad:i= H*. Vi har H*(y) < H(y) for alley,
og H (x*) = H*(x*) ifelge betingelsen (1) i Maksimumprincippet. Derfor enfdsaetningen
i Lemmaet opfyldt. Altsa gaelder (8), og dermed)(g falgelig den anden ulighed i (7)1
Lemma. Antag for funktionetH (x) og H (x) defineret i en konveks maengBleg et punkk*
idetindre afl’, at(1) H(X) < H (x) for allex OgH (X*) = H (X", at(2) H er differentiabel
i x* og (3) H er konkav. Da gaelder for alte at

H(x) < H(X*) + H'(X*) - AX. (8)
Bevis.Saetx, := x* — e Ax. Daligger punktex* pa liniestykket frax, til x. DaH er konkav,
falger det, at X R R
H(x,) < H(X*) —e¢AH.
DaH(x,) < H(X.) og H(x*) = H(x*) falger det, at
H(X;) < H(X*) — eAH.
Omordning og division meéd-¢ giver:
H(X* — e AX) — H(X™)
—&
Hgjresiden gar modi’(x*) - Ax for ¢ — 0. Deraf fglger uligheden (8). a

> AH.
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