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Seddel 14.

Kommentar Dette er ikke en ugeseddel, men et bevis for Arrows Sætning [S, p. 412]. Dette
bevis bruger et Lemma i stedet for komplicerede resultater om supergradienter.

Arrows Sætning. Antag, at(x∗, u∗) er et tilladt par af (vektor)funktioner, som sammen
med funktionenp = p(t) opfylder betingelserne i Maksimumprincippet. Antag videre, at
skrotfunktionenS(x) og Arrows funktionĤ (x) = Ĥ (t, x, p(t)) er konkave ix for hvert fast
t . Da løser(x∗, u∗) maksimeringsopgaven, dvsu∗ er en optimal kontrol.

Bevis.LadJ (x, u) = S(x(t1)) +
∫ t1
t0

f (t, x, u)dt være kriteriefunktionen. Det skal så vises,
at for hvert tilladt par(x, u) er

J (x, u) − J (x∗, u∗) ≤ 0.

Som sædvanlig optræderx i flere betydninger: Det betegner dels et punktx ∈ R
k , dels en

funktion x = x(t) defineret fort0 ≤ t ≤ t1, og dels værdienx = x(t) af denne funktion for
en bestemt værdi aft . Tilsvarende medu og x∗, u∗ og p. Kort, hvisF(x, u) er en funktion,
skriver viF for værdienF(x, u) ogF ∗ for værdienF(x∗, u∗) og endelig1F for differensen
1F := F − F ∗. Med denne – lidt upræcise – notation er sætningens påstand,at der gælder
følgende ulighed:

1J ≤ 0. (1)

Øjensynlig er, med den samme notation,

1J = 1S(t1) +

∫ t1

t0

1f (t) dt. (2)

hvor 1S(t1) = S(x(t1)) − S(x∗(t1)), osv. Vi omskriver differensen1f ved hjælp af Ham-
iltonfunktionen,f (t, x, u) = H(t, x, u, p) − p · g(t, x, u), altså

1f = 1H − p · 1g. (3)

Betragt funktionen,
p · 1x = p(t) · 1x(t).

Ved brug af differentialligningerne forx, x∗ og p fås:

d
dt

(

p · 1x
)

= ṗ · 1x + p · 1ẋ = −H ′ ∗
x · 1x + p · 1g,

hvorH ′ ∗
x = H ′

x(x
∗(t), u∗(t), p(t)), dvs

p · 1g = d
dt

(

p · 1x
)

+ H ′ ∗
x · 1x. (4)

Indsættes (4) i (3) fås:
1f = 1H − H ′ ∗

x · 1x − d
dt

(

p · 1x
)

. (5)
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Differentialkvotienten på højresiden kan umiddelbart integreres frat0 til t1: Stamfunktionen
erp · 1x og værdien i begyndelsepunktet er 0, idetx(t0) = x∗(t0) = x0. Derfor fås af (2):

1J = 1S(t1) − p(t1) · 1x(t1) +

∫ t1

t0

(

1H − H ′ ∗
x · 1x

)

dt . (6)

For at vise uligheden1J ≤ 0, er derfor nok at vise i (6), at den første differens≤ 0, og
funktionen under integraltegnet er≤ 0 for allet . Med andre ord: To uligheder skal vises:

1S(t1) − p(t1) · 1x(t1) ≤ 0, og 1H − H ′ ∗
x · 1x ≤ 0 for allet . (7)

Den første ulighedi (7). Her udnyttes atS(x) er konkav. Værdien i punktetx(t1) ligger
derfor

”
under tangenten“ ud frax∗(t1), dvsS(x(t1)) ≤ S(x∗(t1)) + S′

x(x
∗(t1)) · 1x(t1), eller

1S(t1) ≤ S′
x(x

∗(t1)) · 1x(t1).

Det er derfor nok at vise, at

S′
x(x

∗(t1)) · 1x(t1) − p(t1) · 1x(t1) ≤ 0,

eller, ækvivalent,
(

p(t1) − S′
x(x

∗(t1))
)

· 1x(t1) ≥ 0. (7′)

Uligheden (7′) følger af, at det indre produkt er en sum
∑

vjwj : for type (i)* vides atwj = 0,
for type (iii)* vides atvj = 0, og for type (ii)* vides entenvj = 0 ellervj > 0 ogwj ≥ 0.

I den anden ulighedi (7) har t , og dermed ogsåx, x∗, u, u∗, ogp, en fast værdi. Betragt
for disse værdierH(y) := H(t, y, u, p) og H ∗(y) = H(t, y, u∗, p) som funktioner afy.
Uligheden kan skrivesH(x) ≤ H ∗(x∗) + H ′ ∗

x · 1x, og af definitionen påĤ følger specielt,
atH(x) ≤ Ĥ (x). Derfor er det nok at vise følgende ulighed:

Ĥ (x) ≤ H ∗(x∗) + (H ∗)′(x∗) · 1x. (7′′)

Men (7′′) er netop uligheden (8) herunder, medH := H ∗. Vi har H ∗(y) ≤ Ĥ (y) for alle y,
ogĤ (x∗) = H ∗(x∗) ifølge betingelsen (1) i Maksimumprincippet. Derfor er forudsætningen
i Lemmaet opfyldt. Altså gælder (8), og dermed (7′′), og følgelig den anden ulighed i (7).

Lemma. Antag for funktionerH(x) ogĤ (x) defineret i en konveks mængdeT og et punktx∗

i det indre afT , at (1) H(x) ≤ Ĥ (x) for allex ogH(x∗) = Ĥ (x∗), at (2) H er differentiabel
i x∗ og (3) Ĥ er konkav. Da gælder for allex, at

Ĥ (x) ≤ H(x∗) + H ′(x∗) · 1x. (8)

Bevis.Sætxε := x∗ −ε1x. Da ligger punktetx∗ på liniestykket fraxε til x. DaĤ er konkav,
følger det, at

Ĥ (xε) ≤ Ĥ (x∗) − ε1Ĥ .

DaH(xε) ≤ Ĥ (xε) ogH(x∗) = Ĥ (x∗) følger det, at

H(xε) ≤ H(x∗) − ε1Ĥ .

Omordning og division med−ε giver:
H(x∗ − ε1x) − H(x∗)

−ε
≥ 1Ĥ .

Højresiden går modH ′(x∗) · 1x for ε → 0. Deraf følger uligheden (8).
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