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Ugesedde 13

Program. |den 13. uge (8/4-11/4) er dddifferensligninger, afrunding*, fra S 9.1, 9.3-9.6.
Ugens gvelser: S9.1: 1(a); S9.2: 2; S9.3: 2; S9.4: 1(d); E@) 126.

Kuglerne.

e Geet pa en af samme slagsbr den inhomogene ligning, » + bx, 11 + cx; = h(t) geettes
(systematisk) pa en partikuleer lgsning af samme samme stagshgjresiden. Husk, at
venstresiden er en lineger operakqx). Indsaet et gaet = (x;), 0og se onL(x) giver falgen
h(t), — eller en konstank # 0 gange:(¢); i det sidste tilfeelde rettes gaettet%lx.

Forh(t) = r! geettes p&; = r!. Indsaettelse giver folgeb(x); = (r2 + br +¢) r', alts&
L(x) = Kr!, hvorK = r? + br + c er vaerdien af det karakteristiske polynomium4ot r.
Hvis r er karakteristisk rod, sa & = 0, s& det fungerer ikke, men sa fungerer gaetfet-
vel at meerke, hvis ikke er dobbeltrod, men s& fungerer geetfet.

Husk at tilfaeldef (1) = h (konstant) er specialtilfeeldet= 1, ideth = h 1’. Nar 1 ikke er
rod i det karakteristiske polynomium, fas den konstanteimg(ligeveegtx* = h/(14+b+c).
Nar 1 er rod, praves med := ¢, og hvis 1 er dobbeltrod, . .

e n’'te-ordens ligning med konstante koefficier{iehomogerogkarakteristisk polynomiujn

L tanaztan.

Xipn + @1 4n—1+ -+ + An—1X41 + anXe = h(t), 2" +a1z"”
Ligningen ethomogenhvisi(t) = 0 (nulfglgen), og elleramhomogen
For den homogene differensligning: En reel karakterist@mkr, med multiplicitetm,
giverm lgsninger:

t t

rloert,

b

og et par af komplekst konjugerede rgddet i, med multiplicitetn, giver 2n lgsninger:
r cosOt, r' sindt, tr! cosht, trl sindt, ..., " L cospr, ™1 sinot,

hvor r og 6 defineres ud frax og 8 som ovenfor. De: rgdder givem Igsninger til den
homogene ligning, og disse Igsninger udggr en basis.
For den inhomogene ligning: Prgv med systematiske geet sitfeelidetn = 2.

e Stabil linezer differensligningDen inhomogene ligning (ogsa med variable koefficienter)
er (globalt)asymptotisk stahilhvis alle lgsninger opfarer signs* forr — oo. Vilkarlige

to lgsninger afviger med en fglge, der Igser den homogenatig Akvivalent (og mere
preecist) er ligningen asymptotisk stabil, hvis der for #&leningeru (¢) til den tilsvarende
homogene ligning geelder, afr) — 0 forr — oco. Der findes: falgerus(¢), ..., u,(r) som

er en basis for lgsningsrummet til den homogene ligning. @sgmptotisk stabilitet er det
gjensynlig nok, at der fof =1, ..., n geelden;(tr) — O forr — oo.

e Check-betingelse for stabilitetDen lineaere: 'te-ordens differensligning med konstante
koefficienter er asymptotisk stabil, hvis og kun hvis alledteristiske raddefincl. ikke-
reelle raddgrhar numerisk vaerdi mindre end jfr [S, s. 297].

Forn = 1. x;41 + cx; = h(t) er stabil, hvis og kun hvig| < 1.

Forn = 2: x;42 + bx; 11 + cx; = h(t) er stabil, hvis og kun hvigh| < ¢+ 1 ogc < 1.

Forn > 2: Schur’s uligheder, [S, s. 303]Komplicerede determinanter”).
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e Et lineeert differensligningssystem med konstante kaaftiei (af farste orden) mea
ubekendte falger (eller én ubekendt vektorfglge) har forme

X(t + 1) = AX(t) + h(2),

hvor A er enn x n-matrix ogh(z) er en fglge af vektordn(0), h(1), h(2), .... Systemet er
homogenthvish(z) er nul-falgen (dvs lig med nul-vektoren for alg og elleranhomogent
Med en given begyndelsesveergihar systemet preecis én Igsning. Bor) = O er der en
formel: x(r) = A’Xg, men det skal understreges, at differensligningssystéonst er lgst
eksplicit, n&r man har angivet de folger, der star pa<eladser i matricem’.

Systemet er asymptotiskabilt, hvis der for enhver Igsningz) til den homogene ligning
geelder, a(r) — 0 forr — oo. Akvivalent: A’ — 0fort+ — oo (det betyder, at det
numerisk starste elementtf gar mod 0 forr — o0); eller: alle radder i det karakteristiske
polynomium forA har numerisk veerdi mindre end 1. Teoretisk: Check med Schur!

e | planenser et lineaert differensligningssystem sadan ud:
(x,+1) _ (a b) (x,) N (h(t)) oller Xi+1=axi + by +h(®), (1)
Yi+l c d)\y g@) )’ Y4l = cxp +dy + g(1). (2

e Metode: Bestemby; ud fra ligning (1), og bestem herfta, 1 ved at erstatte medr + 1.
Multiplicer ligning (2) medb, og indseet heri de fundne udtryk fey; ogby, 1, — 0g reducer!

byr = xt41 — ax; — h(1), byi41 = X142 —ax;41 — h(t + 1),
X2 — axe+1 — h(t +1) = bexy +d(x41 — axy — h(t)) + bg(1),
Xi42 — (@ +d)xi41 + (ad — be)x, = bg(t) —dh(t) + h(t + 1).

Det er en 2. ordens linezer ligning med konstante koefficientg z2 — (tr A)z + detA
som karakteristisk polynomium. Lgs denne ligning (lettésis falgerneh(r) og g(¢) er
konstante): den generelle Igsning har formee:= x;* 4+ Cu, 4+ Dv,, hvoru; ogv; er en basis
for lgsningerne til den homogene ligning, eger en partikuleer Igsning. Indseet dette udtryk
for x; i det fundne udtryk foby,; det kan antages, at=# 0. Divider medb; slut, feerdig!

¢ De konstante Igsninger til et differensligningssysigm+- 1) = Ax(t) + h, ogsa kaldet
ligeveegtslgsningedllerstationeere tilstandesr de vektorex*, som opfylder matrixligningen

X* = Ax* +h, eller(/ — A)x* =h.

Matricenl — A erzI — A for z = 1, sa determinantgih — A| er veerdien af det karakteristiske
polynomium forz = 1. Determinanten er altsa forskellig fra 0, netop hyis- 1 ikke er
egenvaerdi fod. Nar det er tilfeeldet, har matrixligningen den entydigtteeste Igsning,

x* = (I — A)"th.

Hvis systemet er asymptotisk stabilt, dvs hvis alle rgddbetikarakteristiske polynomium
for A numerisk er mindre end 1, sa konvergerer alle lgsnirggrfor t — oo modx*.

Planen: Mandag den 15/4: gvelser EO: 46, 51, 76; S9.4: 2; S9.5: 2. tvharaed gennem-
gang af eksamensopgaver. 23/4: EO: 69, 28, 74, 50, 40, 292182, og 25/4: EO: 31, 36,
46, 81, 21, 27; X: 12. Spgrgetime den 30/4. — Samt eksamen/Ben 2
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