DOK 2013 UsS12-1

Ugeseddel 12

Program. | den 12. uge (2/4-4/4) er debDifferensligninger”, fra S 9.1, 9.3-9.6. Ugens
avelser: Nul gvelser 2. paskedag.

Kuglerne.

e Ligninger af hgjere orden Differentialligningen af ordem (p& normalform), kan ud-
trykkes ved,differentieringsoperatorer?, bestemt vedx (1) = x(¢); det er en ligning af
formenD"x = g(t,x, Dx, D°x, ..., D" 1x). Tilsvarende kunne man f& efifferenslig-
ning af orderm ved blot at erstatt® med differensoperatoreh. Som oftest bruges i stedet
translationsoperatoreff, bestemt ved'x(¢) = x (¢ + 1). Differensligningen af orden far

sa formenl”x = f(t,x, Tx, T?x, ..., T" 1x), hvor den ubekendte er enfalgex (1) eller
x;fort =0,1,2,.... Da(T'x); = x;+;, kan ligningen udfarligt skrives:
Xt+n = f(t9xl"~xl‘+l9 xt+2""’xl+l’l—l)’ t :O’ 1’ 2’---- (T)

e Hovedsaetning= Eksistens— og entydighedsseetnancheldigvis triviel: Forn givne tal
xg, ce, xr?_l findes der en og kun én lgsningtil differensligningen séaledes, at de farate
veerdier er de givnet; = xio fori =0,...,n— 1. Seaetningen forudseetter, at funktionen
f(t, y1, ..., ya) pahgjresiden er defineret for alle de seet;, ..., x;4,_1), der fremkom-
mer, nar falgen; bestemmesekursivtaf ligningen, sadan: Far = 0 siger ligningen, at
x, = f(0,x0,x1,...,%x,—1). P& hgjresiden skal tallen, ..., x,_1 veere de givne, sa
ligningen giver veerdien af,. For: = 1 siger ligningen, ak,.1 = f(1, x1,...,x,); pa
hgjresiden kender vi talleney, ..., x,, (incl x, som vi lige bestemte), sa ligningen giver
veerdien afx, ;. Fortseet for = 2 med ligningenx, 12 = (2, x2, ..., x,+1), SOM giver
veerdien afx,, 12, OSV.

e Ligevaegtslgsning/stationeer tilstagdkonstant lgsning™ (dvsxg = x1 = x2 = - - - = x™).
Talletx* er en ligeveegt for (1), hvis* = f(¢, x*,...,x*) foraller = 0,1,2,.... Foren
autononligning, altsa en ligning, hvor hgjresiden i (t) er besteed en funktion af formen
f(X) (uafhaengigt af), erx* en ligeveegt, hvis og kun hvis

xF = f,xt, L xY).

Intuitivt er en ligeveegt * asymptotisk stahihvis der for enhver lgsning medxo, ..., x,_1
tilstreekkeligt teet ved* geelder, ak; — x* fort — oo.

e Den lineaere differensligninaf »’te orden har formen:
Xepn +a1(O)Xr4n—1+ -+ + a1 X141 + an ()x; = h(t), €9)

hvoray(z), ..., a,(t) ogh(t) ergivne talfglger. Den dromogenhvish(t) = 0, oginhomogen
ellers. Ligningens venstreside er eperatorL(x): For en given fglger = (xg, x1, x2,...)
kan man aflaese udtrykket pa venstresiden fer0, 1, 2, .. .; det giver en ny falgd.(x) =
(L(x)o, L(x)1, L(x)2,...). OperatorerL er lineaer, fra vektorrummet af alle fglger ind i
det samme vektorrum. Heraf fglger: Lagsningerne til den hgene ligning er operatorens
kerne,L~1(0), og specielt et underrum. Lasningsmaengden til den inhoneligning er
originalmaengdenL_l(h(t)); den fremkommer ved at man til grartikuleerlgsning, dvs til
én tilfeeldigt udvalgt lgsning, leegger alle lgsninger tihdemogene ligning.

Husk, at de to notationer for talfalger bruges i fleng: Bédeg h(¢) er falger, nemlig
X0, X1, X2, X3, ... 09h(0), h(1), h(2), h(3), ...,
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Den lineaere ligning (1) easymptotisk stahihvis ligeveegten O for den tilsvarende homo-
gene ligning er asymptotisk stabil.

e Hovedszetningen giverigsningsmaengdedi1(0) til den homogene ligning er et vektor-
rum afdimension. Enkonsekvens: Der findedineegert uafhaengige falgeg(z), . .., u,(t)
som lgser den homogene ligning, og medadanne falger er den generelle Igsning til den
inhomogene ligning bestemt ved

xr =u; + Cru1(t) + - - - + Chun(t), med konstante€;,

hvoru} er en partikulaer lgsning til den inhomogene ligning.

Bevis.Afbildningenx; — (xo, ..., x,_1), der til fglgenx; knytter vektoren bestdende af
folgens: farste elementer, er en lineaer afbildning fra vektorrumahélger til vektorrumet
R”". Detfglger af Eksistens- og entydighedsseaetningen, avhwaelukkende betragter falger,
der lgser en bestemte-ordens differensligning, sa er afbildningen bijek®pecielt, hvis vi
kun betragter lgsninger til den homogene ligning ovenfoaflieildningen bijektiv og lineeer;
derfor er den en isomorfi—1(0) —> R". Konsekvensen er standard lineger algebra. 0

e 1l.ordens differensligning med konstante koefficientgr,1 + cx; = h(t) skrives ofte
X;41 = ax; + h(t) meda = —c. Hvis den er homogeit,(z) = 0: generel lgsning, = Ca’.
Med konstant hgjresidé;(r) = h er den autonom,,1 = ax; + h: Konstant lgsning
(ligeveegt) fora £ 1l erx* = h/(1—a); generel lgsning; = h/(1—a) + Ca’. Asymptotisk
stabil, hvisja| < 1.

¢ 2.0rdens differensligning med konstante koefficie(temogeninhomogenog karakteri-
stisk polynomium

0) x40+ bx;y1+cx; =0, *)  xip2+bxipax +cx; = h(1),

—b+D
22+ bz+c, medrgdderne = Tf hvor D = b? — 4c.

For den homogene ligning (0) afhaenger lgsningen af fortdigné (diskriminantei:

D > 0: Der er to reelle reddet ogrp, og den generelle lgsning &r = C1ri + Cord.
Det antages, at # 0.

D = 0: Der er én (dobbelt)rod = —%, og den generelle lgsning &r = C1r’ + Cotr'.

D < 0: Der er to ikke-relle redder + i8, hvora = —b/2, ogB = +/]D|/2. Det er
bekvemt at skrive rgdderne pa formeicosd +i siné), hvorr er raddernes numeriske vaerdi
og6 med O< 6 < 7 er et argument roden i den gvre halvplan:

r=la+if|=./c, €oSO=a/r= 2—7’%
Den generelle lgsning er sa:
x; = C1r' costd + Cor' sintd, eller x; = Ar! coqt6 + w),
med reelle konstante&r, og Co, eller A og w.
Planen for den 13. uge (8/4-11/4) g¢Differensligninger, afrunding®, fra S 9.1, 9.3-9.6.
Ugens gvelser: S9.1: 1(a); S9.2: 2; S9.3: 2; S9.4: 1(d); E@) 126.
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