DOK 2013 US1il 1

Ugeseddel 11

Program. | den 11.uge (18/3-21/3) er dgDptimal kontrolteori; Differensligninger”, fra

S 125, 12.7, 12.9; S 13.1, 13.2; S 9.1, 9.3. Ugens gvelser:2EQ18, 73, 92. EO er
samlingen af eksamensopgaver. Den ligger pa nettet i 2 pakEk#OL Cer de aeldre opgaver,
nummereret 1-83, 0004 er de nyere, nummereret 84— . Du kan enten printe sider ud
efterhdnden som du har brug for det. Eller du kan udprintg®eagkker. Der er facit til en
del af opgaverne. Den bedste eksamensforberedelse enatmamnge eksamensopgaver, fx
de nyeste farst; jo flere, jo bedre.

Kuglerne.
e Hvor er det bare fedt!Kontrolproblem med skrotveerdifunktion:

t
(max) Sx(r1))+ ' fa,x,uydr for(hHuelU, (2x=g@, x,u), 3 Xy = X0,

fo

med blandede slutbetingelser af typerne (i), (ii), og.(iii)

Det ligner jo noget du har set far, men nu er det betydeligienmadviklet: der er flere
variable. Kontrollenu er her ervektor af kontrolfunktionemu = (uy, ..., u,) ogtilstanden
er envektorx = (x1, ..., x,) af tilstandsfunktioner (gerne med~ r). Begge er funktioner
u = u(r) ogx = X(t) defineret forg < r < t1. Skrotvaerdifunktionesi(x) er en reel funktion
af n variable.

Kontrolbetingelserl) pa kontrollen er, at € U (altsau(z) € U for allet), hvorU er en
givetkonvekslelmaengde aR”. Tilstandsligningemmedbegyndelsesbetingelse

2 x=g@,xUu), 3 X)) =x°

er et heltsystem af differentialligninger; = g;(¢, X, u), x;(t0) = xj(.), forj =1,...,n,
svarende til ag er en givervektorafbildningg medn koordinatfunktioner, defineret pa (en
delmaengde afR1t"*7. [Det er bekvemt at skrive® og x! for de faste vektorer, séledes at
fx x! ikke kan forveksles med farstekoordinaten af vektordnl kriteriefunktionerindgar
skrotveerdiers (x(t1)) af sluttilstandenog i integraletftg1 f(t,x,u)dter f(t, X, U) en given
reel funktion (af 1+ n + r variable); man skal indsaetie = x(t) ogu = u(t) nar man
integrerer.

Slutbetingelsgnder ogsa er en del af (3), er typisk et seet af blandede bétargéx af
type (i) for de farste:; koordinater:x;(f1) = x} for j =1,...,ny, af type (ii) for de naeste
ny koordinater,x; (1) > x} for j =n1+1,...,n1+ np, 0g af type (iii) for de resterende
koordinater, dvs;(t) erfrifor j =n1+np+1,...,n.

o Tilladte parer par af funktionek = x(r) ogu = u(r) for ro < t < t1, der opfylder (1), (2)
og (3) (incl slutbetingelser). Tilstanderer bestemt ved kontrollem, via tilstandsligningen,
sa man kan blot tale om ditladt kontrol u.

Opgaven gar ud pa blandt de tilladte pdr) og u(¢) at finde detoptimalepar, hvor
kriteriefunktioen antager sin stagrste veerdi.
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e Hamiltonfunktionerer funktionenH = f(z,X,u) + p - g(¢, X, u), hvor p er en vektor
p € R", ogp - g er skalarproduktet=£ indreprodukt,= prik-produktet) af de to vektorer.
Hamiltonfunktionen = H (¢, X, u, p), er altsa en funktion af + n + r + n variable.

e Kandidaterer seet af tre funktionex = x(¢), u = u(t), p = p(¢), hvorx, u er et tilladt
par ogp = p(¢) er en vektorfunktion med koordinater, som opfylder: (1)(z) maksime-
rer HamiltonfunktionenH (¢, x(¢), u, p(t)) for u € U, og hvorp = p(¢) tilfredsstiller det
adjungerede differentialligningssystem,

(2,) p = _H)Zv
dvsp; = —H)Qj for j = 1,..., n, med slutbetingelser (3’) fap; (r1) af typen (i'), (ii"), eller
(i) svarende til slutbetingelsen (i), (ii), eller (iiflor x; (r1).

e MaksimumprincippetFor et normalt maksimeringsproblem findes de optimalerkdiet
blandt kandidaterne.

e Arrows seetning Antag at skrotveerdifunktionefi(x) er konkav. Antag videre for en
kandidat(x, u, p), at Arrows funktionH (X) = max,ey H(t, X, u, p(¢)) for hvert fastr er
konkav mhtx. Da er kandidaten en optimal kontrol.

¢ Det svaereste ved differensligningemaske at vaenne sig til rdkke laengere star for et reelt
tal, men for et helttal = 0, 1, 2, 3, .... Notationenx(¢) vil typisk sta for entalfalge x (0),

x(1), x(2), x(3), ... . ,Funktionen“x(¢) antages kun defineret for= 0.1, 2, 3,..., men
den kan selvfglgelig veere bestemt ved et udtryk, der giveruitig mening for alle reelle
tal r. Fglgen kan naturligvis ogsa betegnesaltsaxo, x1, x2, x3, ..., 0g ofte kan begge

notationer indga i en og samme ligning. Nandgar i en ligning, vil det vaere underforstaet,
at ligningen péstas at geelde for alle- 0,1, 2, 3, ...

¢ Differensligningerkan naturligt sammenlignes med differentialligninger: fErsteordens
differentialligning for erfunktionx () (Ups, nu et et gjeblik igen et reelt tal) pa normalform
har formen

Dx (t) = g(t, x(t)) eller Dx = g(t, x); *)

differentieringsoperatore®, med Dx = x, er bestemt vedx(¢) = limy,_o Apx(t)/h,
hvor Aj, er differensoperatoren,x(t) = x(t + h) — x(t).

For enfglgex(¢) (huerr = 0,1, 2,3,...) kan man kun betragtdifferensoperatoren
Ax(t) = x(t+1) — x(¢), og differensligningen svarende til (*) er egentlig liggenAx () =
g(t, x(t)). Pa venstresiden star de¢t + 1) — x(¢), og hvis man laegger(¢) til pa begge
sider far man ligningen,

x(t+1) = f(t,x(t) ellerx41= f(,x), (**)

hvor £(t,x) = g(t,x) + x. Det er altid pa formen (**), man mgder differensligninger.
Bemeerk, at (**) svarer til daendelignange ligninger, man farved at seette 0, 1, 2, 3, . . .,
dvstilx1 = f(0, x0), x2 = f(1, x1), x3 = f(2.x2), xa = f(3, x3), OSV.

Planen for den 12. uge (2/4-4/4) eDifferensligninger”, fra S 9.1, 9.3-9.6. Ingen gvelser
2. paskedag.

Anders Thorup



