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Ugeseddel 11

Program. I den 11.uge (18/3–21/3) er det
”
Optimal kontrolteori; Differensligninger“, fra

S 12.5, 12.7, 12.9; S 13.1, 13.2; S 9.1, 9.3. Ugens øvelser: EO: 21, 48, 73, 92. EO er
samlingen af eksamensopgaver. Den ligger på nettet i 2 pakker: EOOLDer de ældre opgaver,
nummereret 1–83, ogEO04 er de nyere, nummereret 84– . Du kan enten printe sider ud
efterhånden som du har brug for det. Eller du kan udprinte begge pakker. Der er facit til en
del af opgaverne. Den bedste eksamensforberedelse er at regne mange eksamensopgaver, fx
de nyeste først; jo flere, jo bedre.

Kuglerne.
• Hvor er det bare fedt!Kontrolproblem med skrotværdifunktion:

(max) S(x(t1))+

∫ t1

t0

f (t, x, u) dt for (1) u ∈ U, (2) ẋ = g(t, x, u), (3) x(t0) = x0,

med blandede slutbetingelser af typerne (i), (ii), og (iii).
Det ligner jo noget du har set før, men nu er det betydeligt mere indviklet: der er flere

variable.Kontrollenu er her envektoraf kontrolfunktioneru = (u1, . . . , ur) og tilstanden
er envektorx = (x1, . . . , xn) af tilstandsfunktioner (gerne medn 6= r). Begge er funktioner
u = u(t) ogx = x(t) defineret fort0 ≤ t ≤ t1. SkrotværdifunktionenS(x) er en reel funktion
af n variable.

Kontrolbetingelsen(1) på kontrollen er, atu ∈ U (altsåu(t) ∈ U for alle t), hvorU er en
givetkonveksdelmængde afRr . Tilstandsligningenmedbegyndelsesbetingelse,

(2) ẋ = g(t, x, u), (3) x(t0) = x0,

er et heltsystem af differentialligninger, ẋj = gj (t, x, u), xj (t0) = x0
j , for j = 1, . . . , n,

svarende til atg er en givenvektorafbildningg medn koordinatfunktioner, defineret på (en
delmængde af)R1+n+r . [Det er bekvemt at skrivex0 og x1 for de faste vektorer, således at
fx x1 ikke kan forveksles med førstekoordinaten af vektorenx.] I kriteriefunktionenindgår
skrotværdienS(x(t1)) af sluttilstanden, og i integralet

∫ t1
t0

f (t, x, u) dt erf (t, x, u) en given
reel funktion (af 1+ n + r variable); man skal indsættex = x(t) og u = u(t) når man
integrerer.

Slutbetingelsen, der også er en del af (3), er typisk et sæt af blandede betingelser, fx af
type (i) for de førsten1 koordinater:xj (t1) = x1

j for j = 1, . . . , n1, af type (ii) for de næste

n2 koordinater,xj (t1) ≥ x1
j for j = n1 + 1, . . . , n1 + n2, og af type (iii) for de resterende

koordinater, dvsxj (t1) er fri for j = n1 + n2 + 1, . . . , n.

• Tilladte parer par af funktionerx = x(t) ogu = u(t) for t0 ≤ t ≤ t1, der opfylder (1), (2)
og (3) (incl slutbetingelser). Tilstandenx er bestemt ved kontrollenu, via tilstandsligningen,
så man kan blot tale om entilladt kontrol u.

Opgaven går ud på blandt de tilladte parx(t) og u(t) at finde detoptimalepar, hvor
kriteriefunktioen antager sin største værdi.

˜/local/notes/h2/dok/13/us11.tex 14-03-2013 13:51:01



DOK 2013
14/03-2013

US11 2

• Hamiltonfunktionener funktionenH = f (t, x, u) + p · g(t, x, u), hvor p er en vektor
p ∈ R

n, og p · g er skalarproduktet (= indreprodukt,= prik-produktet) af de to vektorer.
Hamiltonfunktionen,H = H(t, x, u, p), er altså en funktion af 1+ n + r + n variable.

• Kandidaterer sæt af tre funktionerx = x(t), u = u(t), p = p(t), hvor x, u er et tilladt
par ogp = p(t) er en vektorfunktion medn koordinater, som opfylder: (1’)u(t) maksime-
rer HamiltonfunktionenH(t, x(t), u, p(t)) for u ∈ U , og hvorp = p(t) tilfredsstiller det
adjungerede differentialligningssystem,

(2’) ṗ = −H ′
x,

dvsṗj = −H ′
xj

for j = 1, . . . , n, med slutbetingelser (3’) forpj (t1) af typen (i’), (ii’), eller
(iii’) svarende til slutbetingelsen (i), (ii), eller (iii)for xj (t1).

• Maksimumprincippet. For et normalt maksimeringsproblem findes de optimale kontroller
blandt kandidaterne.

• Arrows sætning. Antag at skrotværdifunktionenS(x) er konkav. Antag videre for en
kandidat(x, u, p), at Arrows funktionĤ (x) = maxu∈U H(t, x, u, p(t)) for hvert fastt er
konkav mhtx. Da er kandidaten en optimal kontrol.

• Det sværeste ved differensligningerer måske at vænne sig til, att ikke længere står for et reelt
tal, men for et helt talt = 0, 1, 2, 3, . . . . Notationenx(t) vil typisk stå for entalfølge, x(0),
x(1), x(2), x(3), . . . .

”
Funktionen“x(t) antages kun defineret fort = 0.1, 2, 3, . . . , men

den kan selvfølgelig være bestemt ved et udtryk, der giver fornuftig mening for alle reelle
tal t . Følgen kan naturligvis også betegnesxt , altsåx0, x1, x2, x3, . . . , og ofte kan begge
notationer indgå i en og samme ligning. Nårt indgår i en ligning, vil det være underforstået,
at ligningen påstås at gælde for allet = 0, 1, 2, 3, . . . .

• Differensligningerkan naturligt sammenlignes med differentialligninger: Enførsteordens
differentialligning for enfunktionx(t) (Ups, nu ert et øjeblik igen et reelt tal) på normalform
har formen

Dx (t) = g(t, x(t)) ellerDx = g(t, x); (*)

differentieringsoperatorenD, medDx = ẋ, er bestemt vedDx(t) = limh→0 1hx(t)/h,
hvor1h er differensoperatoren1hx(t) = x(t + h) − x(t).

For en følgex(t) (nu er t = 0, 1, 2, 3, . . . ) kan man kun betragtedifferensoperatoren
1x(t) = x(t +1)−x(t), og differensligningen svarende til (*) er egentlig ligningen1x(t) =

g(t, x(t)). På venstresiden står derx(t + 1) − x(t), og hvis man læggerx(t) til på begge
sider får man ligningen,

x(t + 1) = f (t, x(t)) ellerxt+1 = f (t, xt), (**)

hvor f (t, x) = g(t, x) + x. Det er altid på formen (**), man møder differensligninger.
Bemærk, at (**) svarer til deuendeligmange ligninger, man får ved at sættet = 0, 1, 2, 3, . . . ,
dvs til x1 = f (0, x0), x2 = f (1, x1), x3 = f (2.x2), x4 = f (3, x3), osv.

Planen for den 12. uge (2/4–4/4) er
”
Differensligninger“, fra S 9.1, 9.3–9.6. Ingen øvelser

2. påskedag.

Anders Thorup


