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Ugeseddel 10

Program. |den 10. uge (11/3-14/3) er emn@&@ptimal kontrolteori, fra S 12.1-12.5, 12.7.
Jeg nar helt sikkert ogsa [S, 12.9]. Ugens gvelser: S12%; $12.5: 1; EO65.

Parlgr. ‘ulikhetene snus’ = ulighederne vendes; ‘skrapverdifymik’s = skrotveerdi-
funktion.

Kuglerne.
e Det kan siges pa mange magéx:
(@) x(T) = x7 og p(T) > 0 med,="mindst et af stederne.
(b) (x(T) = 00gp(T) =0)eller (x(T) = xr og p(T) = 0).
(€)x(T) = xy og p(T) = 0 (medp(T) = 0 hvisx(T) > x7).
Overvej, at de tre mader udtrykker praecis det samme. | (besat parenteser, fordi det
ellers sprogligt er sveert at skelne, hvordan og/eller/@d lsbmbineres. Formuler selv (d)!

e Et nyttigt lille lemma. Antag, atx(t), fort > tg, loser en differentialligning = a(t)x,
x(t0) = xo, hvora(t) er stykkevis kontinuert. Antag videre, &t > 0. Da erx(t) > O for
t > tg. Hvisa(t) > O fort > to, Sa ern(t) voksende, og specielt ett) > xq fort > tg.

Bevis.Differentialligningen er en lineser, homogen farsteortignsng. Hvisa(t) er konti-
nuert, erx bestemt ved en formek (1) = xpe®, hvor stamfunktioner (+) bestemmes som
integraletA(r) = ftga(r)dr. Daxg > 00ge’ > Oforallev, falger det specielt, at(r) > 0.
Og hvisa(t) > 0, sa erA(t), og dermed ogsé(t), voksende.

Hvis a(¢) har spring, kan formlen stadig bruges: stamfunktioA¢n bestemmes ved at
integrerea(t) mellem springene, og leegge sammen. Funktiofén bliver sa kontinuert,
og stykkevisCl, og igen geelder (r) = xge?. Og sé& fremgér de gnskede pastande. [

Lemmaet bruges fx [S, s. 381%] medx := k* 0ga := u*, 0g [S, s. 418 medx := x}
oga(t) := au™(t).

¢ Mere triviel er fglgende observatiortdvis x'(t) < y'(t) fort > tg 0gx(tg) < y(to), Sa er
x(t) < y(r) fort > t9. Fx bruges en varianti[S, s. 419].

e Variationsproblemetdvs (max)ftf)1 F(t,x,x)dt forx(tg) = xo, med en af slutbetingel-

serne (i), (i), (iii), kan opfattes som et kontrolproblem:
1
(max)/ F(t,x,u)dt forx =u, x(tg) = xo;
fo

her er altsdf (¢, x, u) = F(t, x, u), g(t, x, u) = u, og kontrolomradet e/ = R. Hamilton-
funktionen erd = F(t, x, u) + pu. Maksimumprincippet farer til Eulerligningen: Narer

maksimumpunkt fo#, er H, = 0, dvsp = —F. Videre erH, = F/, sa den adjungerede
ligning p = —H_ er Eulerligningen%F; = F|. Slutbetingelsemp(r1) > 0 er betingelsen
F,;lt:tl S O

e Arrows Seetningl den tilstreekkelige betingelse (for at en kandidat x(¢),u = u(t), p =
p(t) erenoptimal kontrol) kan kravet om, at for hveet Hamiltonfunktioner (¢, x, u, p(t))
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konkav ix, u sveekkes yderligereg=or kandidatefix, u, p) er(x, u) en optimal kontrol, hvis
der for hvert gaelder, at falgende funktion af(Arrows funktion er konkav:

H(x) = maxH(t, x, v, p(t)).
velU

Brugen af ‘max’ indikerer, at det forudseettes, at funktiopé hgjresiden antager sin maksi-
mumveerdi i et punkiig € U.

e En skrotveerdifunktioer en funktionS(x), der til en tilstandc knytter en reel veerds (x).
Skrotveerdiers (x(t1)) af sluttilstanden: (r1) indgar sa i det mest generellgontrolproblem
med skrotveerdi:

t
(max S(x(t)) + / ' f@,x,u)dt forue U, x =g(t,x,u), x(to) = x9, (Max)
10

med slutbetingelser af type (tXr1) = x1; (i) x(z1) > x1; eller (iii) x(z1) er fri. Slutbetin-
gelsen (i) for skrotveerdier er naturligvis en uinteressaividelse af standardproblemet.
Hamiltonfunktionen er stadi§/ (¢, x, u, p) = f(t, x,u) + pg(t, x, u).

e Kogebog for skrotveerdiproblemedted efterkandidater dvs seet af tre funktionar = x(z),
u =u(t) og p = p(t), der opfylder (1*) og (2*) (ueendret), samt den relevantezédénde:
(i*) x(to) = xo0, x(11) = x1, p(r1) fri;
(i) x(to) = xo, x(t1) > x1 09 p(t1) > S'(x(r1)) 0g mindst ef,=".
(iii*) x(t0) = x0, x(t1) friog p(t1) = §'(x(11)).

e Maksimumprincippet.Enhver optimal kontrolx, u) for problemet (Max) findes blandt
kandidaterne.

e Arrows saetningOmvendt, hvis skertfunktione?(x) er konkav, og hvis der for en kandidat
(x, u, p) geelder, at Arrows funktio (x) er konkav, sa efx, u) en optimal kontrol.

Planen for den 11. uge (18/3—-21/3) omfattgdptimal kontrolteori; Differensligninger”, fra

S125,12.7,12.9; S 13.1,13.2; S 9.1, 9.3. Ugens gvelser2EA@8, 73, 92.

Anders Thorup



