DOK 2013 uss 1

Ugeseddel 8

Planen for den ottende uge (25/2—-28/2) omfat{@ptimal kontrolteori®, fra S 12.1-12.4.
Ugens gvelserMidtvestest: Under (lidt) eksamenslignende forhold far du udleveretet
opgaver, af en laengde svarende til at de bar kunne besvat€@dmainutter. Midtvejstesten
er et tilbud!

Kuglerne.
¢ Betragti det falgende et de tre kontrolproblemer (MpxXMax; ), (Max;i ), altsa

(max) / 1f(t,x, u)ydt for D) uelU, (2 x=g(t, x,u), (3) x(to) = xo,
o

med en af falgende slutbetingelser:

(i) x(t1) = x1; (i) x(r1) > x1; (i) x(rp) erfri.

e Tilladte par for problemet (May er par af funktionex = x(¢), u = u(t), som opfylder
bibetingelsernedvs (1)u(t) € I for alle, differentialligningen i (2), og randbetingelserne
(3)(i), dvs begyndelsesbetingelseiy) = xg 0g slutbetingelsen(z1) = x;1. Tilsvarende for
(Max;i) og (Max;i). For hvert tilladt par af funktionetx, «) har integralet en veerdi, betegnet
J(x,u), og opgaven er at bestemme detimale par det (eller de) tilladte par, for hvilket
kriteriefunktionen/ (x, u) har den maksimale veerdi, — eller eventuelt at afggre, adetrga
par ikke findes.

Funktioneru = u(tr) erkontrollen og det tillades, at den er stykkevis kontinuekdn-
tinuert, med spring®). Funktionen = x(¢) ertilstanden og det tillades, at den er stykkevis
C1 (,differentiabel, med knaek").

Differentialligningen i (2) ertilstandsligningen Det kreeves kun at ligningein(t) =
g(t, x(¢), u(z)) er opfyldt bortset fra eventuelle springpunkter fqr).

e Kontrollen bestemmeKontrolfunktionu = u(z) i et tilladt par bestemmer tilstandsfunk-
tionenx = x(z). Antag nemlig, ats; < s2 < --- er springpunkterne fou(z). Sa er
u(¢) kontinuert pa intervallets§, s1], og tilstandsligningen i (2) med begyndelsesvaerdien
x(tg) = xo bestemmer (r) pa intervallet fo, s1]. Specielt er sa slutveerdier(s;) bestemt.
Med denne slutveerdi som begyndelsesveerdi bestemmentitdigningen (1) pa det naeste
interval [s1, s2], osv. Det kan naturligvis ikke udelukkes for en given fuoktu (¢), at enmak-
simal lgsninge = x(¢) til (2) faktisk ikkedefineret pa hele intervallet| #1]. For atu = u(r)

er entilladt kontrol kraeves altsa, at (1) er opfyldt, at tilstander= x(¢) bestemt ved (2) er
defineret forrg < r < 11, 0g at tilstanden = x(¢) opfylder den relevante slutbetingelse.

e Hamiltonfunktionerhgrende til det givne kontrolproblem er funktion&haf 4 variable
t, x,u, p bestemtved

H(t,x,u, p)= f(t,x,u)+ pg(t, x,u).
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e MaksimumprincippeiNgdvendig betingel3eAntag, at(x*, u*) er et tilladt par af funktio-
ner, som maksimerer kriteriefunktionénx, u). ,Normalt* findes da en funktiop = p(1),
differentiabel med knaek, sa at falgende betingelser erdipfy

(1) For hvert fast maksimerer*(¢) funktionenv — H(t, x*(t), v, p(¢)) forv € U.

(2') Funktionenp = p(¢) opfylder falgende farsteordens differentialligning:

p=—H.(t,x*,u*, p),

hvor H, = dH/dx, og lighed betydep(r) = —H,(t, x*(t), u*(t), p(t)) pa neer i spring-
punkter.

(3') Afhaengigt af de forudsatte slutbetingelser (i), (@ler (iii) for x(¢) geelder den tilsva-
rende af falgendgtransversalitetsbetingelser*:

(i") p(t1) fri;  (ii") p(1) = 0, og entenp(r1) = 0 ellerx™(r1) = x1; (i’ ) p(t1) = 0.

e Adjungerede funktigrdet er funktionerp = p(¢) i maksimumprincippet.

e Hvad er normalt? Nogle kontrolproblemer er ikke normale i den forstand, atfaeles
optimale kontroller:*, men ingen tilladte kontrollet i neerheden af*. Kontrolproblemer
er normalt normale, se [S,s. 373-74].

e Kogebogen. Maximumprincippet giver en opskrift: For det givne konprablem leder
man eftekandidater dvs seet af tre funktionar = x(¢), u = u(t), p = p(t) saddan, atx, u)

er et tilladt par, og sa atx, u, p) opfylder betingelserne i maksimumprincippet. Det giver i
alt falgende betingelser, hvor de givne bibetingelser ataget:

(1*) For hvert fast maksimerew (¢) funktionenv — H(t, x(¢), v, p(t)) forv e U.

(2*) Falgende system af farsteordens differentialligeingr opfyldt:

x=g(t,x,u), p= —H;(I,x, u,p).

(3*) De relevante af fglgende transversalitetsbetingejselder:
(*) x(to) = x0, x(t1) = x1, p(t1) fri;
(ii*)  x(t0) = xo, Samtx (1) > x1 0g p(t1) > 0 med lighed i mindst en af ulighederne;
(>ii*)  x(t0) = x0, x(t1) friog p(t1) = 0.
e Hovedseetning, Normalt® findes ethvert optimalt par blandt kandidatejehes: hvis(x, u)
er et optimalt par, sa €x, u, p) med en passende funktiprblandt kandidaterne Omvendt,
hvis Hamilton-funktionerH (¢, x, u, p) for alle faste tat og p er konkav som funktion af
(x, u), sa er hver kandidat optimal.

Planen for den 9. uge (4/3—-7/3) omfattg©Optimal kontrolteori”, fra S 12.1-12.5. Ugens
gvelser: S12.2: 1; S12.4: 3, 4; EQX.

Anders Thorup



