DOK 2013 use 1

Ugeseddel 6

Planen for den 6. undervisningsuge (11/2—14/2) omfajiariationsregning®, fra S 11.1—
11.3,11.5. Ugens gvelser: X-0p@. 4, 6; S2.9: 2; S2.10: 1; S2.11: 1.

Kuglerne.
e Eliminert. For et autonomt system i planen= f(x, y), y = g(x, y), kan man forsgge
at bestemme banekurverne vechtninerer. Af

& reny

p—— x’ y

di falger formelt, at dy = 8. y) ,
dy dx  f(x,y)
E = g(x? y)

idetman kommer til den sidste ligning ved,dividere den nederste ligning i systemet med den
gverste®. Den sidste ligning er en fagrsteordens diffeadiidning med én ubekendt funktion

y = y(x). Man kan vise, at regningen giver menirganerne for losningen— (x(t), y(t))

til systemet, gennem punktexy-planen hvorf (x, y) # 0, er netop graferne for funktioner

y = y(x), som lgser den sidste ligningBemaerk, at matkke ngdvendigvis kan Igse den
sidste ligning; og selv om man kan, vil Igsningerne kun fdgia@oget ombanernefor det
givhe system.]

e Variationsregningmed fast interval og begyndelsesveerdi. Lad fglgende vaeet &t fast
interval [ro, 11] (bestemtvedy < 1), enC3-funktion F = F (¢, x, u) defineret pas, r2] x R?,
og to talxg og x1. Betragt falgende maksimeringsproblem/opgave:

t
(max) / ' F(t,x,x)dr forx(tg) = xo, x(f1) = x1. (Max;)
10

Forklaring: Stgrrelsen, der indgar i integralet, er en (ubekendt) funktion= x(¢), og
integralet kan mere udfarligt skrivesx) = tgl F(t,x(t), x(t))dt. Det opfattes som en
afbildning,x — J(x), der til funktionenx = x(¢) knytter talletJ (x). Detilladte funkti-
oner er C2-funktionerx (r) pd det givne interval, som opfyldéibetingelserx (1) = xo 09
x(t1) = x1, dvs har foreskrevne vaerdier i endepunkterne. Opgavensér aimaksimere
J(x) for x € T, hvor T er maengden af tilladte funktioner. Sammenlignet med eft&sa
maksimeringsopgaver er det nye (bl.a.);7aher er en maengde af funktioner, og ikke en
delmangde ar”.

At lgseproblemet betyder, at man skal skal finde en tilladt funkiibr= x*(¢) saledes, at
J(x*) > J(x) for alle tilladte funktioner: (eventuelt skal man finde alle sadanne funktioner
x*(t)). For en sddapmaksimumsfunktién:* er J (x*) sdmaksimumveerdiedvs den starste
veerdi afJ (x) for tilladte funktionerx, men selve denne maksimumveerdi er ofte af mindre
interesse.

Der er en raekke situationer, hvor problemet ikke har lgssinder kan vaere vilkarligt
store veerdied (x) for x € T, eller det kan ske, selv om suprem:= supJ (x) forx € T
er endelig, at supremum ikke er en veedli= J(x). Endelig, for analoge problemer med
andre bibetingelser, kan det indtreeffe, at der slet ikkdladte funktioner, altsa &f = ¢.
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Der er et tilsvarende minimumeringsproblem, men det eertiflegsnaksimeringsproblem
ved at erstatté’ med—F.

e Andre bibetingelserBibetingelsen, der bestemmer de tilladte funktioner i snalerings-
problemet (May), er den fgrste af tre naturligandbetingelsefmed fast intervalzp, 1]):

(i) x(10) = xo, x(t1) = x1;

(ii) x(10) = x0, x(t1) > x1;

(i) x(t9) = xo, x(tp) erfri.
Til de to sidste bibetingelser svarer maksimeringsproblefifax;) og (Max;i). | alle tre
bibetingelser stilles det samme krawg) = xg til begyndelsesveaerdien. | betingelsen (iii)
stilles der ingen krav til slutveerdiein(ry).

e Euler's differentialligning svarende tiC?-funktionenF (z, x, u), er felgende andenordens
ligning med den ubekendte funktian= x(z):
oF d oF
ax  dt du’
hvor de partielle aflededE, = dF/dx og F,, = 3 F/du teenkes taget(r, x(¢), x(¢)). Lidt
mere udfarligt:

ellerF/ = 4 F/ (EL)

dt " uw

F(t,x, %) = LF ¢t x, %). (EL)
Ogsa i den sidste form skal man teenkerdigdsat, altsa teenke @& x(¢), x(¢)) for (¢, x, x).
Det er specielt vigtigt, nar man pa hgjresiden differeetienhtr: der staw /dt, og ikked/ot.
[Af og til skrives funktionenF endda son¥ (¢, x, x) og den partielle afledede mht den tredie
variabel betegnes; = dF/dx!.]

Eulerligningen er en andenordens ligning, dvs en ligningygrihder indgar, x, x, x.
Selvom den,naesten” er pa normalform, se [S, s. 338(3)], er der ingenrgiaesaetnin-
ger, som garanterer eksistens af lgsninger pa hele inketrvien er der lgsninger til (EL),
forventer man, at der i den generelle Igsning typisk indgariitreere konstanter, og at 2
transversalitetsbetingelser ngdvendige for at bestemme konstanterne, dvs ngdveiodige
at fastleegge én lgsning (eller endeligt mange lgsnind€Blt).

e Nagdvendig betingelséHvis x = x(¢) laser problemet (Ma¥, hhv. (Max;), hhv. (Max;),
sa gaelder (EL) og den tilsvarende af falgende transvestsiittingelser:
(i*) x(t0) = x0, x(t1) = x1;
(i*) x(to) = x0, x(11) > x1, F|l;=, < 0, med lighed i mindst en af ulighederne;
(iii*) x(tp) = xo, F"”t:t]_: 0.
| (ii*) og (iii*) er det underforstaet, af”, betyderF) (¢, x(t), x(¢)), og det er veerdien af denne
funktion fort = t1, der indgar.

o Tilstraekkelig betingelseAntag F (¢, x, u) for hvert fastr er en konkav funktion afx, u),
sa geelder: Hvis = x(z) opfylder (EL) og transversalitetsbetingelsen (i*), hhif)( hhv.
(iii*), sa er x () en lgsning til maksimeringsopgaven (Mphhv. (Max;), hhv. (Max; ).
Planen for den syvende uge (18/2—21/2) omfatfeariationsregning”, fraS 11.1-11.3, 11.5.
Ugens gvelser: H2@83, 30, 31; EO: 18; S11.2: 1, 2.
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