DOK 2013 Uss5 1

Ugeseddel 5

Program. lden 5. uge, 4/2—7/2, er overskrifteBtabilitet’, pa basis af S 2.11-2.12; 3.3-3.6.
Ugens opgaver er S2.5; S2.6: 1, 2; S2.7: 1; S2.8: 1; S2.9: 1.

Parlgr. ‘trase (til matrise)’ (eng: trace) = ‘spor (af matrix)’; ‘Hkline’ (ved juletid:
null-cline) = ‘nul-kurve’ ; ‘kilde’ (eng: source) = ‘kilde’ ‘sluk’ (eng: sink) = ‘dreen’
(aflgb?).

Kuglerne.

o | faseplansanalyseaf x = f(x, y) ogy = g(x, y) kaldes de to kurver bestemt vg¢d= 0
(,lodret’ tangent) ogz = O (,vandret tangent®) for systemetsil-kurver Bemaerk, at nul-
kurverneikke erbanekurver, bortset fra i meget specielle tilfaelde. Bemaged, at hver af
nulkurverne kan besta af flere dele, se [S, s. 62].

e Hvor vild ma man veeresom tiden gar, hvis man er en (maksimal) lgsnidg til en
autonom DLx = F(x). Der er nogle fa regler:

(0) Man ma blive, hvor man er, men s starter man i et ligevyaagtd.

(1) Man ma ikke krydse en af de andre baner! Men man ma germs&rsin egen: men:
hvis X(T) = x(0), s&d erx(T + t) = x(¢) for alle ¢, fordi begge kurver er lgsninger med
den samme veerdi far= 0. Og det betyder, at man, igen og igen, gennemlgber den samme
lukkede bane periodisk.

(2) Man ma ikke gd i sta (til endelig tid): Lasningen er defetgrad et abent interval, og
det kan veere opad begraenset, af formem[, medb < oo. Her lever man kun i endelig tid,
dvs fort < b, men sa er man tvunget til at lgbe vagk(r)| — oo for t — b. [Hvis F kun er
defineret pa en delmaengdec R”, sa Igber man ud mod randenSaf

(3) Hvis man lever altid, dvg(z) er defineret for alle > 0, s& er det ogsa tilladt at labe
veek. Det er ogsa en tilladt mulighed, at man neermer sig e¢tmegtunkt forr — oo; dette
punkt vil s3 automatisk vaere et ligevaegtspunkt.

(4) Forn = 1 er der faktisk ikke andre muligheder! Fer= 2 er det ogsa en mulighed
at komme teettere og teettere pa en lukket bane; der er fakteste muligheder for at veere
vild, som man kan forestille sig. Far> 3 er der flere endnu!

Skal vi understrege, at medhuligheder* menes der muligheder f6? NarF i differen-
tialligningen er givet, er ens opfarsel naturligvis hefitfagt: Manskal fglge pilene.

o Stabilt lineaert systenkt lineaert system af differentialligninger,
X = AXx + b(z),
er asymptotisk stabilthvis [sekvivalente betingelser]:

(i) alle lgsninger opfarer sig ens for— oo, eller
(ii) alle lgsninger til den homogene ligning= Ax gar modo0 for + — oo, eller
(iii) alle (komplekse) egenveerdier (dvs alle radder i debkeeristiske polynomium) for
A har negativ realdel (og hertil kan Hurwitz—Routh’s saetrbngges).

e Stabilitet for en ikke-lineger ligning = F(x) vedrgrer et ligevaegtspunkt (en stationeer
tilstand)a. Ligeveaegtspunkted er (lokalt) stabilt, hvis der for hvert > 0 geelder, at alle
lgsninger, som starter tilstraekkeligt teet \&dhgjst kommer afstandenveek fraa.

[,Starten” er punktet(zg) for et givetrg. Hvad der e tilstraekkeligt teet* ved, afhaenger
af e: der skal findes et > 0 saledes, at konklusionefh@jst kommer afstandenvaek fra
a’) er opfyldt, hvis|x(zp) — al < §.]
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Ligeveegtspunkted er (lokalt) asymptotisk stabilthvis det er et stabilt og der desuden
geelder, at enhver lgsning, som starter tilstraekkeligt éahykonvergerer mod for t — oo.
Ordet,lokalt‘ kan tilfgjes for at understrege, at det ikke kreexaslle Igsninger konvergerer
meda.

e Stabil/stabil Bemaerk, atasymptotisk stabil*,stabil“, osv optreeder i to forskellige situa-
tioner: Det bruges om et ligevaegtspunkkonstant Ilgsning) for en given differentialligning,
og det bruges om en lineaer (evt. inhomogen) differentiailfig. |1 den sidste situation svarer
det til brugen om ligevaegten O for den tilsvarende homogeménlg. For lineaere ligninger
er det interessante asymptotisk stabilitet, og det er glabalt. For autonome ligninger er
»Stabil' ret svagt; vigtigere er (lokalthsymptotisk stahilog steerkest aglobalt asymptotisk
stabil.

e Liapunov’s SeetningAntag, ata er ligeveegtspunkt for en autonom DL= F(x). Hvis der
om Jacobi-matriceR (a) geelder, at all&komplekseyadder i det karakteristiske polynomium
har negativ realdel, sa erasymptotisk stabil.

Hvis mindst én karakteristisk rod har positiv realdel, shgavaegtera ustabil.

e | planen.Forn = 2, ligningx = f(x, y), y = g(x, y) 0g et givet ligeveegtspunk, b):
Punktet er asymptotisk stabilt, nar dgrunktetgeelder: f; + g; < 0 0g f, g}, — fy&, > 0.
Hvis der i punktet geeldef, + g} > O eller f{g} — fyg, < 0, s& er punktet ustabilt. | de
resterende tilfeelde er der ingen konklusion.

e Saddelpunkt Ligeveegtspunkteta, b) kaldes etsaddelpunkthvis deri punktetgeelder,

at fyg, — fy& < O (det betyder, at Jacobi-matricen har to reelle egenveeafiimodsat
fortegn). For et saddelpunki, b) geelder, at der, ud over ligeveegtspunktet, findes preecis
to baner for lgsninger, som konvergerer madb) for t — oo. De to baner tangerer, fra
modsatte retninger, linien genndm b) bestemt ved en egenvektor hgrende til den negative
egenveerdi.

e Liapunov-funktion Betragt en autonom DIx = F(x), og et givet ligeveegtspunlat For
en reelC1-funktion V (x), defineret i en omegn a& saettes

. n 0V
V0 = Vg0 = WV - Foo = 3 2% f,

i=1 Qx;
det er den retningsafledede‘afx) i retningenF(x). For en lgsningk = X(¢) til den givne
DL finder man- v (x(1)) = V (x()).

FunktionenV (x) er enLiapunov-funktionhvis der naer ved geelder:

V@ =0 V(i) >0forx#a, V() <O0forx#a.

SeetnindLiapunov).Antag, at der findes en Liapunov-funktidrx). Sa er ligevaegtspunktet
a stabilt. HvisV (x) < 0 forx # a sa era asymptotisk stabilt; er desud&n(x) defineret for
allex € R" ogV (x) — oo for |x| — oo, sa era globalt asymptotisk stabilt.

Planen for den sjette uge (11/2—-14/2) omfatidariationsregning®, fra S 11.1-11.3, 11.5.
Ugens gvelser: X-opdi, 4, 6; S2.9: 2; S2.10: 1; S2.11: 1.
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