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Ugeseddel 4

Program. | fjerde uge, 28/1-31/1, er overskriftehineaere systemer; Stabilitet’, pa basis
af S 2.6-2.10, 3.3-3.5. Ugens opgaver er: S2(&) — (¢), 1(e)—(9), 2, 8, 9; S3.1: 1. Du
kan ikke forvente at alle opgaver gennemgas ved gvelseun@zadprave kraefter med nogle
af dem selv.

Kuglerne.
o Stabil differentialligning.En linesem'te-ordens DL,

IO bt a0 +anOx = ) *)
a(t)——+ -+ a,_1(t)— +a,Ox = ,
drn O g1 e TR

er (globalt) asymptotisk stahilS, s. 48—-49, s. 77], hvis alle Ilgsninger opfarer,&gs" for
t — oo. Vilkarlige to lgsninger afviger med en funktion, der lgsen homogene ligning.
AEkvivalent (og mere preecist) er ligningen (*) asymptotitstbd, hvis der for alle lgsninger
u(t) til den tilsvarende homogene ligning (o) geeldery @ — 0O forr — oo. Der findes:
funktioneru1(z), ..., u,(t), som er en basis for lgsningsrummet til den homogene ligning
For asymptotisk stabilitet er det gjensynlig nokuatr) — O for j = 1,...,n. Bemeerk, at
stabilitet ikke afhaenger af hgjreside().

| det falgende antages, at koefficienterne er konstante), = ;. S& har ligningen et
tilhgrende karakteristisk polynomiung® + a1z” 1 + - - - + ap—_1z + an.

e Check-betingelse for stabilitetDen linesere: te-ordens DL med konstante koefficienter
er asymptotisk stabil, hvis og kun hvis alle karakteristisdder har negativ realdel.

Forn = 1: x 4+ bx = h(t) er asymptotisk stabil, hvis og kun hvis> 0.

Forn = 2: X + bx + cx = h(t) er asymptotisk stabil, hvis og kun hvis> 0 ogc > 0.

For allen: Hvis ligningen (*) er asymptotisk stabil, sa er alle kod#fittera; > 0. [Men
ikke omvendt, nan > 2.]

e Hurwitz—Routh’s saetning. polynomietz” + a1z" 1 + - - - + a,_1z + a, har alle radder
negativ realdel, hvis og kun hvis alle ledende hovedunderdgnanter in x n-matricen
(apj—;) er positive. Her etig = 1 0gay = 0 fork > n og fork < 0. Matricen ser ud som
folger:

ai az as ... O 0
ag a» a4 ... O 0
0 a1 a3 0 0
0O 0 0 ... a1 O
0O 0 O . du—2 ay

altsda1, ay, .. ., a, i diagonalen, og falgen af koefficienter aftagende numne¢irver sgijle.

e Stabiltlineaert systenDet lineaere differentialligningssysten= Ax+b(z) erasymptotisk
stabilt, hvis der for alle lgsninget(¢) til det tilsvarende homogene systeém= Ax geelder, at

“/local/notes/h2/dok/13/us04.tex 29-01-2013 11:39:10



DOK 2013 us4 2
29/01-2013

x(t) — Ofort — oo. AEkvivalent: alle radder i det karakteristiske polynomif@mmatricen
A har negativ realdel.

e En autonom DLJS, s. 83], er et system af fglgende form:
xl: fl(xl’---’xn)’
X = F(x), eller

).Cn: fn(xlv---,xn),

hvor F er enC!-vektorafbildning med: koordinatfunktionerf; i n variable (dvs defineret
pa en aben delmaengdeC R"). Specielt afhaenger hgjresiden ikkeraf En lgsninger
en vektorfunktionrx = x(z), defineret pa et interval, saledes xat) = F(x(z)) for alle r.
Lasningen bestemmer en kuni@’i; den kaldes ogsa entegralkurve Gennem hvert punkt
i Xo i S gar en og kun én integralkurve.

RummetR” kaldes ogsdaserummetfor n = 2: faseplaneh Integralkurven gennem et
punktxg har i dette punkt tangentvektorEiixg). Man far altsa et indtryk af integralkurverne
ved at afsaette vektoréf(x) ud frax for forskellige punktex. | faserummet kan man angive
integralkurvensane dvs billedmaengden, med pile, der angiver gennemlgbsgeni Et
faseportreeer en tegning, hvor s mange baner for integralkurver eegrdit, at man har et
overblik over dem alle. BEMZERK: for at bestemme en Igsnirdjffierentialligningen, altsa
en integralkurve, er dékke nokat angive banen med pile; det skal ogsa preeciseres, hvordan
(dvs med hvilken fart) banen gennemlgbes.

e Ligeveegtspunkteller ligeveegt for en autonom DL er et punkty i faserummet, hvor
F(Xxp) = 0. Et sddant punkt svarer til digevaegtstilstandeller stationaer tilstanyt en sgjle
af konstante funktioner, som lgser den givne DL.

For en lineger autonom differentialligning= Ax + b bestemmes ligeveegtspunkter ved at
lzse ligningemx+b = 0. Antages, a# er invertibel, er der ét ligeveegtspumigt= —A~1b.
Oftest kan det antages, at ligeveegtspunkt@ svarende til den homogene Dk.= Ax.

e En faseplansanalysaf en autonom DL i planeny = f(x,y), y = g(x, y), kan give

en fornemmelse af banernes forlgb: Ligninger= f forteeller, atx har samme fortegn
som f. Ligningen f = 0 bestemmer den enalkurve P& denne kurve et = 0, s&
banekurvens tangentvektor, y) har farstekoordinaten 0, dvs tangentvektoren er lodret, og
hvisy = ¢ > 0 peger den opadt. Pa nulkurvenf = 0 markered eller . Tilsvarende
markeres vandret tangent pa den andatkurveg = 0. Skeeringspunkterne mellem de
to nulkurver er netop ligeveegtspunkterne. Omradet udemdibkurverne kan opdeles i
omrader, hvor koordinatfunktionerngog g har konstante fortegn: Et omrade, hybr< 0

ogg > 0 markeres med pilesymbolet. thiher erx = f < 0 (séx er aftagende, dv&, y)
bevaeger sig mod venstre) 9g= g > 0 (sdy er voksende, dvéx, y) beveeger sig opad).

Planen for femte uge (4/2—7/2) omfattggtabilitet’, fra S 2.11-2.12; 3.3-3.6. Ugens opgaver
er falgende: S2.35; S2.6: 1, 2; S2.7: 1; S2.8: 1; S2.9: 1.
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