DOK 2013 usz 1

Ugeseddel 2

Program. Den 2. undervisningsuge, 14/1-17/1, har overskriffemdenordens differential-
ligninger”, pa baggrund af S 2.1-2.3. Ugens gvelser er::1.3,4; S1.2: 1; S1.3: 1, 3(a);
S1.4: 3 (a). Den markerede opgave er til skriftlig aflevering

Parlgr. ‘den allmenne lgsning’ = ‘den generelle Igsning’.

Kuglerne.

o Stabil ligeveegtBetragt erautonondifferentialligningx = g(x), dvs endifferentialligning,
hvor hgjresiden er uafheengigdbg g (x) er enC1-funktion). Ligningen er specielt separabel,
og nulpunktew for g(x), dvsg(a) = 0, svarer til konstante Igsninge(s) = a. De kaldes
ogsaligeveegtstilstandeVed fasediagrammefrstas blot grafen for funktioneg(x), fx:

y
y=g(x)

Den fundamentale forbindelse mellem differentialligréngpg grafen er, at nar(r) er en
lzsning til differentialligningen, s vil punkték (r) , x(¢)) ligge pa grafen for alle. Nar¢
vokser fra en given veerdj (,nar tiden gar®), vil punktet flytte sig pa grafen. De afsatte p
markerer retningen: Er punkt(at(to), )’c(to)) i den gvre halvplan, sa ef(zg) > 0. Derfor
er x(¢t) en voksende funktion naeg, sa narr vokser ud frarg vil punktets fgrstekoordinat
vokse, dvs punktet flytter sig mod hgjre. Tilsvarende, i dedra halvplan peger alle pile
mod venstre.

Ligeveegtstilstande, altsa nulpunkter fgix), svarer til grafens skaeringspunkter med
aksen. | eksemplet erenustabil ligevaegt Det fremgar, af pilene, at en lgsningr) med
x(tp) teet veda vil flerne sig fraa. Ogb er enasymptotisk stabil ligeveegEn lgsningx ()
medx (1p) teet vedb vil ,naerme sig, nérr vokser'. S&dan star der i [S, p.%4men det kan
preeciseres:

Hvis b er en ligevaegtdvs g(b) = 0) og g’(b) < 0, sa erb asymptotisk stabil: Enhver
lasningx (1) medx (ro) teet vedb er defineret for alle > to, oglim;_, »c x(t) = b.

X

¢ En andenordens differentiallignin@a normalform) har formei = F(z, x, x). P& hgjre-
siden erF en kontinuert funktion af 3 variable, dvs en afbildniAg S — R, hvor S C RS,
P& venstresiden skal du teenkejp&om den dobbeltaflededdr) = d?x/dr?, og ved en
lzsning til ligningen forstas en to gange differentialneiitionx (r), defineret pa et interval,
saledes at

X(t)=F(t, x(t), x(t)) forallez.

Tilsvarende betragtes lgsninger til ite-ordens differentialligning:
x® = F,x, %, %, ..., x0D),

hvor F er en funktion afn + 1 variable, ogx”) betegner deri gange afledede funktion
dix/dt'.
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e Den lineaere differentialligningaf n’te orden, har formen:
x® 4+ ag(0)x" P + - 4 a1 (Dx + @ ()x = h(), *)
hvoras, ..., a, ogh erkontinuertefunktioner defineret pa et abent intervalc R.

Hovedseetning 1. Alle maksimale lasninger t(F) er defineret pa hele intervallét
Lasningerne til (*) udger altsa en delmeengsleC C"(J). Venstresiden i (*) er en
operatorL: Put enC"-funktion x = x(¢) ind i udtrykket, og ud kommer en kontinuert

funktion L(x) = L(x)(¢). Operatorerl. er en afbildning,

L:C"(J) — CO(J),

fra C"-funktioner til kontinuerte funktioner. Den er lineeer: adlkendte regneregler for
differentiation af sum og produkt (med en konstant) fglger,(x + y) = L(x) + L(y), og
L(Ax) = AL(x). Lgsningerne til (*) er de funktionear= x(¢), som opfylderL (x) = h(z).
Med andre ordLasningerne udger originalmaengder= L~1(h(1)).

e Den homogene ligningr den lineaere ligning (*), hvor hgjresiden er nul-funkearo:
x4 ar)x"V 4+ a1 ()F +an()x = 0. (0)

Lgsningsmaengden til ligningen (o) er originalmaengteh(0). Det er som bekendt det, der
kaldeskernenfor den lineaere afbildning. Af generelle resultater falger derfokgsnings-
meaengden til den homogene ligni(m) er et underrum af vektorrummét (J). Lasnings-
meaengden til den inhomogene lignitty fas ud fra én lasninfen partikulaer lasningsed at
addere samtlige losninger til den homogene ligning.

Hovedseaetning 2. Idet vi for et givettg € J og en funktionc = x(t) i C"(J) betragter

vektorenx <" (1g) := (x (1), % (to), ¥(to), . .., x" V(1)) i R", geelder, ak — x <" (1g) er

en bijektiv afbildningS — R" fra maengde af losninger ti(*) til vektorrummetR”.
Hovedseetningerne 1 og 2 er, hverken mere eller mindre, Iddbaf [S, Seetning 3.1.2].

e Konsekvenser Om lgsningsmaengde$y til den homogene ligningo) geelder: Sg er et
vektorrum af dimension, dvs der findes et seetmafinezert uafthaengige lesninger, . . . , u;,
og for hvert sadant saet er den generelle lgsnir(@)tibestemt ved:

x() = Cru1(t) + - - - + Chu, (1), C; eR.

Den inhomogene ligning*) har lasninger, og ud fra én sadan lasniri¢t) (en partikulaer
lasning) er den generelle lasning bestemt ved:

x(t) = u*(t) + Crur(t) + - - + Chun(t), C; € R.

Sydseeters bevis er fortviviende! Her er det rigtige: Legsimaengdey til den homogene
ligning (o) er et underrum i vektorrummét (J), og gjensynlig ex — x<" (rg) en lineaer
afbildning Sy — R”". Af Hovedsaetning 2 falger, at det er en bijektiv afbildninditsa er
afbildningen en isomorfi af vektorrugy — R”, og derfor er dinSp = n. Resten er lineger
algebra.

Planen for den tredie uge (21/1-24/1) er at gennemga Linezere ndens differentiallig-
ninger (og systemer), fra S 3.1, 3.2, 2.7 (s51-52). Ugens@ver falgende: S1.3: 3 (b) —
(d),9; S1.4: 3(b)+(c); S1.5: 1; S2.2: 1, 3. Den markerede opgatiesiriftlig aflevering.

Anders Thorup



