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Velkommen til kurset Differentialligninger og Optimal Kontrolteori (2013), ogsa kaldet DOK.
Kurset har en hjemmeside:
http://www.math.ku.dk/kurser/2013-1/dok/

Her kan du finde oplysninger om kurset, om leerebgger, pensum, undervisningsplaner og
eksamen. Jeg hedder i gvrigt Anders Thorup, og jeg kan treeffes pa H. C. @rsted Institut-
tet (lokale 04.2.09), tIf 35320751, e-mail: <thorup@math.ku.dk> — eller privat, tIf
44653153. Hjemmesiden er nok ikke helt feerdigredigeret.

Undervisningsmateriale. Den egentlige lzerebog er, som ved MASO:

[S] K. Sydseter et al., Matematisk analyse, bind 11, 4. udgave, Gyldendal Akademisk,
Oslo 2002 (eller senere),
men teksterne pa ugesedlerne er ogsa relevant.

Program. Undervisningsuge 1 (7/1-10/1) har overskriften ,,Differential-maraton, 4t+2t+2t*
(Farsteordens differentialligninger), pa baggrund af S 1.1-1.7. Det er et maratonforlgb, for
der er 4 timers undervisning om mandagen. Der er ingen gvelser i denne uge.

Parlgr. ‘ordiner differensiallikning” = ‘sedvanlig differentialligning’.

e En farsteordens differentialligning har formen
x = F(t,x). *)

\enstresiden betegner den afledede af funktionen x = x(¢), og ligningen kunne helt a&kvi-
valent veere skrevet pa formen x’ = F(z, x) eller dx/dt = F(t, x). Hgjresiden i (*) er en
funktion F: S — R, hvor § € R?, alts& en funktion F (x, ¢) defineret for (¢, x) € S.

e En lgsning til (*) er en differentiabel funktion x = x(¢), defineret pa et (seedvanligvis abent)
interval 1, séledes, at der for alle € I geelder, at (r, x(1)) € Sog x(t) = f(¢, x(t)). Det
er meningslgst at indsatte et talpar (¢, x) i ligningen (*). Men for en given (differentiabel)
funktion x = x(¢) kan man, for hvert ¢, indsatte (¢, x(z)) pa hgjresiden af (*) og undersgge
om verdien F(z, x(¢)) er lig med venstresiden, dvs lig med x (z).

BEMZARK: det er et helt UFRAVIGELIGT KRAV til en lgsning x (¢), at definitionsmang-
den er et interval.

e En maksimal lgsning til (*) er en lgsning x: I — R, som ikke kan udvides til en lgsning
med et stgrre definitionsinterval. | praksis angiver man kun maksimale lgsninger.

e Eksempel. Hvis man siger, at ligningen x = —x? har lgsningen x = 1/1, sa er det under-
forstdet, at udtrykket 1/¢ bestemmer (mindst) to lgsninger, nemlig en funktion defineret pa
intervallet ]0,o00[ og en funktion defineret pa intervallet ]—oo,0[. De to lgsninger er maksi-
male lgsninger til differentialligningen. Udtrykket bestemmer selvfalgelig ogsa lasninger pa
mindre intervaller. Ligningen har i gvrigt mange andre maksimale Igsninger.
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e Eksistens- og entydighedssetning [S, s. 27]. Antag, at F(t, x) er kontinuert i en aben
mangde S € R?, og at Fl(t,x) = %—f(r, x) eksisterer og er kontinuert i S (fx kunne F vere
en C1-funktion). Lad lad (1o, xo) € S vare givet. Da findes en og kun én maksimal lgsning
x: I — Rtil (*)medty € I 0g x(tp) = xo.

e ,,Separabel“ ligning, [S, s. 6],
x = h(t)g(x).

Loses efter opskriften: (0) Nulpunkter xo for g(x), altsa g(xg) = 0, giver de konstante
lgsninger x(t) = xo. Derefter omskrives formelt:

1) d_x = h(t)g(x), 2) de = h(t)dt, 3) /idx = /h(l)dt +C.
dt g(x) g(x)

I ligning (2) er de variable x og ¢ separerede, sa de star pa hver sin side af lighedstegnet.
Ligningen giver ikke megen mening, men den er basis for integrationen, som farer til den
tredie ligning. Husk, at [ h(r) dr betegner ,.en eller anden stamfunktion® til 4(z), og glem
aldrig den arbitraere konstant C. (4) Herefter bestemmes (om muligt) de to stamfunktioner,
der indgar i den tredie ligning. (5) Denne ligning lgses sa (om muligt) mht x.

e Linear farsteordens differentialligning, [S, s. 12-16], med kontinuerte a(z) og A(z):
X+ a(t)x = h().

Den generelle Igsning er falgende (hvor A(z) er en stamfunktion til a(z)):

X(f) — e—A(l)/eA(t)h(t) dt—f—Ce_A(t), C c ]R

e ... med konstante koefficienter. Hvis a(t) = a er konstant, bliver formlen simplere.
Funktionen A(t) = at er en brugbar stamfunktion, sa formlen reduceres til bestemmelse
af stamfunktioner af formen [ e® h(r) dt. Hvis ogsd h(r) = h er konstant, er det let: Den
fuldsteendige lgsning til x + ax = h er fglgende (nar a # 0):

x(t)=h/a+Ce ™, CeR.

e Bernoulli’s differentialligning, [S, s. 18], med n € R (n # 1):
= Q@)x + RMOx" (x> 0), *)
omformes ved substitutionen z := x 1" (tilbage: x = z1/A=") til den linezere ligning:
22— 1 —-—n)Q0M)z=A—-n)R().

Planen for uge 2 (14/1-17/1) er at gennemga Andenordens differentialligninger, fra S 2.1-
2.3. Ugens gvelser er folgende: S1.1: 2, 3, 4; S1.2: 1; S1.3: 1, 3(a); S1.4: 3 (a). Den
markerede opgave er til skriftlig aflevering.

Anders Thorup
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Program. Den 2. undervisningsuge, 14/1-17/1, har overskriften ,,Andenordens differential-
ligninger*, pa baggrund af S 2.1-2.3. Ugens gvelser er: S1.1: 2, 3, 4; S1.2: 1; S1.3: 1, 3(a);
S1.4: 3 (a). Den markerede opgave er til skriftlig aflevering.

Parlegr. ‘den allmenne lgsning” = *‘den generelle lgsning’.

Kuglerne.

o Stabil ligevaegt. Betragt en autonom differentialligning x = g(x), dvs en differentialligning,
hvor hgjresiden er uafhaengig af 7 (og g (x) er en Ct-funktion). Ligningen er specielt separabel,
og nulpunkter a for g(x), dvs g(a) = 0, svarer til konstante lgsninger x () = a. De kaldes
ogsa ligeveegtstilstande. Ved fasediagrammet forstas blot grafen for funktionen g(x), fx:

y
y=gx)

TN
S N

Den fundamentale forbindelse mellem differentialligningen og grafen er, at nar x(¢) er en
lgsning til differentialligningen, sa vil punktet (x(t) , )'c(t)) ligge pa grafen for alle ¢. Nar ¢
vokser fra en given vaerdi ¢ (,,nar tiden gar), vil punktet flytte sig pa grafen. De afsatte pile
markerer retningen: Er punktet (x(to) , )'c(to)) i den gvre halvplan, sa er x(tg) > 0. Derfor
er x(¢) en voksende funktion ner g, sa nar ¢+ vokser ud fra #o vil punktets farstekoordinat
vokse, dvs punktet flytter sig mod hgjre. Tilsvarende, i den nedre halvplan peger alle pile
mod venstre.

Ligevagtstilstande, altsa nulpunkter for g(x), svarer til grafens skaringspunkter med x-
aksen. | eksemplet er a en ustabil ligeveegt: Det fremgar, af pilene, at en lgsning x () med
x(tp) teet ved a vil fjerne sig fra a. Og b er en asymptotisk stabil ligeveegt: En lgsning x (¢)
med x (fo) teet ved b vil ,,nerme sig b, nér ¢ vokser”. S&dan stér der i [S, p. 248], men det kan
praeciseres:

Hvis b er en ligeveaegt (dvs g(b) = 0) og g’(b) < 0, sa er b asymptotisk stabil: Enhver
lasning x (t) med x(tg) taet ved b er defineret for alle t > g, og lim; oo x(¢) = b.

X

¢ En andenordens differentialligning (pa normalform) har formen ¥ = F(z, x, x). Pa hgjre-
siden er F en kontinuert funktion af 3 variable, dvs en afbildning F: S — R, hvor S C R3,
P& venstresiden skal du tenke pd X som den dobbeltafledede % (r) = d?x/dt?, og ved en
lgsning til ligningen forstas en to gange differentialbel funktion x(z), defineret pa et interval,
saledes at

X(t)=F(t, x@t), x(t)) forallez.

Tilsvarende betragtes lgsninger til en n’te-ordens differentialligning:
= F(t, x, %, %, .., =Dy,

hvor F er en funktion af n + 1 variable, og x¥) betegner den i gange afledede funktion
dix/dt'.
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e Den lineare differentialligning, af »n’te orden, har formen:
x® +ar)x" P 4+t a1 (D% + an(Dx = h(D), *)
hvor as, ..., a, og h er kontinuerte funktioner defineret pa et bent interval J C R.

Hovedsatning 1. Alle maksimale lasninger til (*) er defineret pa hele intervallet J .

Lasningerne til (*) udger altsa en delmaengde S < C"(J). Venstresiden i (*) er en
operator L: Put en C"-funktion x = x(¢) ind i udtrykket, og ud kommer en kontinuert
funktion L(x) = L(x)(z). Operatoren L er en afbildning,

L:C"(J) — C°»)),

fra C"-funktioner til kontinuerte funktioner. Den er linezr: af velkendte regneregler for
differentiation af sum og produkt (med en konstant) falger, at L(x + y) = L(x) + L(y), 0g
L(ix) = AL(x). Lasningerne til (*) er de funktioneer x = x(¢), som opfylder L(x) = h(t).
Med andre ord: Lasningerne udger originalmaengden S = L~1(h(z)).

e Den homogene ligning er den linezre ligning (*), hvor hgjresiden er nul-funktionen 0:
x4 ar)x" Y 4o b, 1 (0% 4 a,(t)x = 0. (0)

Lasningsmangden til ligningen (o) er originalmaengden L ~1(0). Det er som bekendt det, der
kaldes kernen for den lineere afbildning L. Af generelle resultater felger derfor: Lasnings-
meengden til den homogene ligning (o) er et underrum af vektorrummet C"(J). Lasnings-
mangden til den inhomogene ligning (*) fas ud fra én lasning (en partikuleer lgsning) ved at
addere samtlige lasninger til den homogene ligning.

Hovedsatning 2.  Idet vi for et givet to € J og en funktion x = x(t) i C"(J) betragter

vektoren x (<" (1g) 1= (x(to), x(t0), ¥(t0), - .., x "D (10)) i R", geelder, at x — x <™ (19) er

en bijektiv afbildning S — R" fra maengden S af lasninger til (*) til vektorrummet R".
Hovedsztningerne 1 og 2 er, hverken mere eller mindre, indholdet af [S, Setning 3.1.2].

e Konsekvenser. Om lagsningsmangden So til den homogene ligning (o) geelder: So er et
vektorrum af dimensionn, dvs der findes et szt af n linezert uafhaengige losningerus, . . ., u;,
og for hvert sddant seet er den generelle lgsning til (0) bestemt ved:

x() =Crur(t) + - - -+ Chu,(t), C; eR.

Den inhomogene ligning (*) har lasninger, og ud fra én sadan lgsning u*(¢) (en partikulaer
losning) er den generelle lasning bestemt ved:

x(t) =u*(t) + Crur(t) + - - - + Crun (), C;i eR.

Sydseeters bevis er fortvivlende! Her er det rigtige: Lasningsmangden Sy til den homogene
ligning (o) er et underrum i vektorrummet C”(J), og gjensynlig er x — x (<" (1) en linear
afbildning So — R". Af Hovedsatning 2 felger, at det er en bijektiv afbildning. Altsa er
afbildningen en isomorfi af vektorrum Sg — R”, og derfor er dim Sg = n. Resten er lineaer
algebra.

Planen for den tredie uge (21/1-24/1) er at gennemga Lineare n’te-ordens differentiallig-
ninger (og systemer), fra S 3.1, 3.2, 2.7 (s51-52). Ugens gvelser er fglgende: S1.3: 3 (b) -
(d), 9; S1.4: 3(b)+(c); S1.5: 1; S2.2: 1, 3. Den markerede opgave er til skriftlig aflevering.

Anders Thorup
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Program. | den tredie undervisningsuge, 21/1-24/1, er overskriften , Lineaere n’te-ordens
differentialligninger (og systemer)“, pa baggrund af S 3.1, 3.2, 2.7 (s51-52). Ugens gvelser
er: S1.3: 3 (b) — (d), 9; S1.4: 3(b)+(c); S1.5: 1; S2.2: 1, 3. Den markerede opgave er til
skriftlig aflevering.

Forkortelse: DL="differentialligning’. Engelsk: ODE="ordinary differential equation’.

Kuglerne.
e 2.0rdens DL med konstante koefficienter (homogen, inhomogen, og karakteristisk polyno-
mium):

(00 X+4+bx+cx=0, *) X 4+bx+cx=h(),
—b+D
22+ bz + ¢, med rgdderne r = % hvor D = b? — 4c.

For den homogene ligning (o) afhaenger lgsningen af fortegnet for D (diskriminanten):

D > 0: Der er to reelle rgdder r1 og r», og den generelle lgsning er x = C1e™! + Cpe'?'.

D = 0: Der er én (dobbelt)rod r = —g, og den generelle lgsning er x = C1e’" + Cote’.

D < 0: Der er to ikke-relle rgdder a + iB, hvor « = —b/2, og B = /|D]/2; den
generelle lgsning er x = C1e% cos Bt + C2¢* sin Bt. Alternativt: Den generelle lgsning er
x = Ce* cos(Bt + K), hvor C, K er arbitrere konstanter.

For den inhomogene ligning (*): Partikuleere lgsninger findes ved systematiske get, [S,
s. 40-42]: Med h(t) = e* geettes pAd x = Ae* (virker ikke, hvis A er karakteristisk rod, men
s& virker Ate? eller Ar2e*). Med h(r) =polynomium gaettes pd x = A + Bt + Ct2 + - -
(et polynomium). Med h(r) = e* sinwt geettes pd x = Ae’ sinwt + Be* coswt (virker,
hvis A + iw ikke er karateristisk rod).

Specielt, hvis h(t) = k er konstant (og ¢ # 0) er x(¢) = k/c en lgsning.

e Enn’te-ordens DL med konstante koefficienter har tilsvarende et karakteristisk polynomium:

n—1

X pax" Y o pa b ax =h(r),  Ha 4 a1z +an

For den homogene DL: En reel karakteristisk rod », med multiplicitet m, giver m lgsninger:

ert’ Z‘ert’ . Z‘m—lert

og par af komplekst konjugerede rgdder o &= Bi, med multiplicitet m, giver 2m lgsninger:
e®'cos Bt, e“'sin Bt, te* cos Bt, te®'sin Bt, ..., " L cos Bt, 1™ Le¥ sin Bt.

For den inhomogene ligning: Prgv med systematiske geet.

e Linezrt system med konstante koefficienter, x = AXx + h(¢), fx forn = 2,

()= (D) )+ (h)- mora= (2 0).
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eller,

(1) x=ax+by+h(),
2) y=cx+dy—+g).

Det er umiddelbart at generalisere til et lineaert system (med konstante koefficienter) af n
koblede differentialligninger med n ubekendte funktioner.

En lgsning er en sgjle af funktioner (x, y)' = (x(¢), y(¢))", defineret pa et interval, som
opfylder de to ligninger for alle . Lasningen er en vektorfunktion; den bestemmer en kurve
i R?, kaldet en integralkurve for systemet.

e Metode: Bestem by ud fra ligning (1), og bestem herfra by ved at differentiere. Multiplicer
ligning (2) med b, og indset heri de fundne udtryk for by og by, — og reducer!

by =% —ax —h(t), by =% —ax —h(1),
¥ —ax —h(t) = bex +d(x —ax — h(t)) + bg (1),
¥ — (a4 d)x + (ad — be)x = bg(t) — dh(t) + h().

Udtrykt ved matricen A er ad — bc = det A, 0og a +d, summen af tallene i diagonalen, kaldes
matricens spor og betegnes tr A. Ligningen er altsa

¥ — (tr A) x + (det A) x = bg(r) — dh(t) + h(1). *)

Specielt ses, at det karakteristiske polynomium, for denne DL og for matricen A, er det
samme. Herefter lgses (*), og endelig bestemmes y af ligning (1) (hvis b # 0).

e Metoden virker ogsa med variable koefficienter. Antag ovenfor, at ogsa a, b, c, d er funk-
tioner af ¢, og at b(¢) overalt er £ 0. | metoden er det kun det andet skridt, ‘bestem by’,
der skal korrigeres: differentiationen giver yderligere bidraget by pé& venstrsiden og —ax
pa hgjresiden. | by kan man indsette y bestemt fra (1). | ligningen for by skal hgjresiden
herefter korrigeres med —by — ax = —b(x — ax — h)/b — ax. Herved fas ligningen,

¥ —(a+d—b/b)x + (ad — bc —a +ab/b) x = bg —dh + h — hb/b, (1)

altsa en 2.ordens DL noget mere kompliceret end (*).

Planen for den fjerde uge (28/1-31/1) er at gennemga Lineare systemer; Stabilitet, fra S
2.6-2.10, 3.3-3.5. Ugens gvelser er fglgende: S2.3: 1(a) — (c), 1(e)—(9), 2, 8, 9; S3.1: 1.
Den markerede opgave er til skriftlig aflevering.

Anders Thorup
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Program. | fjerde uge, 28/1-31/1, er overskriften , Lineare systemer; Stabilitet“, pa basis
af S 2.6-2.10, 3.3-3.5. Ugens opgaver er: S2.3: 1(a) — (¢), 1(e)—(9), 2, 8, 9; S3.1: 1. Du
kan ikke forvente at alle opgaver gennemgas ved gvelserne; du ma preve krefter med nogle
af dem selv.

Kuglerne.
o Stabil differentialligning. En lineer n’te-ordens DL,

d"x n O)d"_lx
a
dt L am—T

dx
o ()t an (3 = h(D), (*)

er (globalt) asymptotisk stabil, [S, s. 48-49, s. 77], hvis alle lgsninger opferer sig ,,ens* for
t — oo. Vilkarlige to lgsninger afviger med en funktion, der lgser den homogene ligning.
/kvivalent (og mere preecist) er ligningen (*) asymptotisk stabil, hvis der for alle lgsninger
u(t) til den tilsvarende homogene ligning (o) gelder, at u(¢) — 0 for r — oo. Der findes n
funktioner u1(t), ..., u,(t), som er en basis for lgsningsrummet til den homogene ligning.
For asymptotisk stabilitet er det gjensynlig nok, at uj(r) — 0 for j =1,..., n. Bemark, at
stabilitet ikke afhaenger af hgjresiden A (z).

| det falgende antages, at koefficienterne er konstante, a;(t) = a;. Sa har ligningen et
tilherende karakteristisk polynomium: z" + a1z~ X + - - - + a,_1z + ax.

e Check-betingelse for stabilitet. Den linezre n’te-ordens DL med konstante koefficienter
er asymptotisk stabil, hvis og kun hvis alle karakteristiske radder har negativ realdel.

Forn = 1: x + bx = h(t) er asymptotisk stabil, hvis og kun hvis b > 0.

Forn = 2: X + bx + cx = h(t) er asymptotisk stabil, hvis og kun hvis b > 0 og ¢ > 0.

For alle n: Hvis ligningen (*) er asymptotisk stabil, sa er alle koefficienter a; > 0. [Men
ikke omvendt, narn > 2.]

e Hurwitz—Routh’s s@tning. | polynomiet z” + a1z~ + - - - + a,_1z + a, har alle rgdder
negativ realdel, hvis og kun hvis alle ledende hovedunderdeterminanter i n x n-matricen
(az;—;) er positive. Her erag = 109 ax = 0 for k > n og for k < 0. Matricen ser ud som
falger:

ap az3 as ... O 0
apg ar ag ... O 0
0 ag az ... O 0
0 0 0 ... ap1 O
0 0 O ... a2 ay
altsday, ay, . . ., a, i diagonalen, og falgen af koefficienter aftagende nummereret i hver sgijle.

o Stabilt linezert system. Det lineare differentialligningssystem x = Ax+ b(z) er asymptotisk
stabilt, hvis der for alle lgsninger x(¢) til det tilsvarende homogene system x = Ax gelder, at
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X(t) — 0fort — oo. Akvivalent: alle redder i det karakteristiske polynomium for matricen
A har negativ realdel.

e En autonom DL, [S, s. 83], er et system af falgende form:
xl = fl(-xlv"'vxn)v
X = F(x), eller

-X.’-l’l: fn(xl’---7xn),

hvor F er en Cl-vektorafbildning med »n koordinatfunktioner f; i n variable (dvs defineret
pa en aben delmangde S € R™). Specielt afhenger hgjresiden ikke af r. En lgsning er
en vektorfunktion x = X(z), defineret pa et interval, saledes, at X(r) = F(x(¢)) for alle ¢.
Lasningen bestemmer en kurve i R”; den kaldes ogsa en integralkurve. Gennem hvert punkt
i Xo i S gar en og kun én integralkurve.

Rummet R” kaldes ogsa faserummet (for n = 2: faseplanen). Integralkurven gennem et
punkt Xo har i dette punkt tangentvektoren F(xg). Man far altsa et indtryk af integralkurverne
ved at afsaette vektoren F(x) ud fra x for forskellige punkter x. | faserummet kan man angive
integralkurvens bane, dvs billedmangden, med pile, der angiver gennemlgbsretningen. Et
faseportret er en tegning, hvor s mange baner for integralkurver er indtegnet, at man har et
overblik over dem alle. BEM/RK: for at bestemme en lgsning til differentialligningen, altsa
en integralkurve, er det ikke nok at angive banen med pile; det skal ogsa preaciseres, hvordan
(dvs med hvilken fart) banen gennemlgbes.

e Ligeveegtspunkt, eller ligevaegt, for en autonom DL er et punkt X i faserummet, hvor
F(Xo) = 0. Et sadant punkt svarer til en ligeveegtstilstand (eller stationar tilstand): en sgjle
af konstante funktioner, som lgser den givne DL.

For en linezer autonom differentialligning x = AX + b bestemmes ligevagtspunkter ved at
lgse ligningen Ax+b = 0. Antages, at A er invertibel, er der ét ligevaegtspunktxo = —A~1b.
Oftest kan det antages, at ligevaegtspunktet er 0, svarende til den homogene DL: x = AX.

e En faseplansanalyse af en autonom DL i planen, x = f(x,y), y = g(x, y), kan give
en fornemmelse af banernes forlgb: Ligningen x = f forteeller, at x har samme fortegn
som f. Ligningen f = 0 bestemmer den ene nulkurve. Pa denne kurve er x = 0, sa
banekurvens tangentvektor (x, y) har farstekoordinaten 0, dvs tangentvektoren er lodret, og
hvis y = g > 0 peger den opad: t. Pa nulkurven f = 0 markeres t eller {. Tilsvarende
markeres vandret tangent pa den anden nulkurve g = 0. Skeringspunkterne mellem de
to nulkurver er netop ligevaegtspunkterne. Omradet uden for nul-kurverne kan opdeles i
omrader, hvor koordinatfunktionerne f og g har konstante fortegn: Et omrade, hvor f < 0
0g g > 0 markeres med pilesymbolet _1. thi herer x = f < 0 (sa x er aftagende, dvs (x, y)
bevaeger sig mod venstre) og y = g > 0 (sa y er voksende, dvs (x, y) beveeger sig opad).

Planen for femte uge (4/2-7/2) omfatter , Stabilitet”, fraS 2.11-2.12; 3.3-3.6. Ugens opgaver
er fglgende: S2.3: 5; S2.6: 1, 2; S2.7: 1;S2.8: 1; S2.9: 1.

Anders Thorup
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Program. |den 5. uge, 4/2-7/2, er overskriften , Stabilitet“, pd basis af S 2.11-2.12; 3.3-3.6.
Ugens opgaver er S2.3: 5; S2.6: 1, 2; S2.7: 1, S2.8: 1; S2.9: 1.

Parlgr. ‘trase (til matrise)’ (eng: trace) = ‘spor (af matrix)’; ‘nullkline’ (ved juletid:
null-cline) = ‘nul-kurve’ ; ‘kilde’ (eng: source) = ‘kilde’; ‘sluk’ (eng: sink) = ‘dren’
(aflgb?).

Kuglerne.

e | faseplansanalysenaf x = f(x, y) og y = g(x, y) kaldes de to kurver bestemt ved f =0
(,lodret” tangent) og ¢ = 0 (,,vandret tangent”) for systemets nul-kurver. Bemerk, at nul-
kurverne ikke er banekurver, bortset fra i meget specielle tilfeelde. Bemaerk ogsa, at hver af
nulkurverne kan besta af flere dele, se [S, s. 62].

e Hvor vild ma man vere, som tiden gar, hvis man er en (maksimal) lgsning x(¢) til en
autonom DL: x = F(x). Der er nogle fa regler:

(0) Man ma blive, hvor man er, men sa starter man i et ligevaegtspunkt.

(1) Man ma ikke krydse en af de andre baner! Men man ma gerne krydse sin egen: men:
hvis X(T) = x(0), sa er x(T + t) = X(¢) for alle ¢, fordi begge kurver er lgsninger med
den samme veerdi for + = 0. Og det betyder, at man, igen og igen, gennemlgber den samme
lukkede bane periodisk.

(2) Man ma ikke ga i sta (til endelig tid): Lagsningen er defineret pa et abent interval, og
det kan veere opad begranset, af formen Ja, b[, med b < oo. Her lever man kun i endelig tid,
dvs for ¢ < b, men sa er man tvunget til at lgbe veek: |x(z)| — oo for t — b. [Hvis F kun er
defineret pa en delmangde S < R”, sa lgber man ud mod randen af S.]

(3) Hvis man lever altid, dvs x(¢) er defineret for alle + > 0, sa er det ogsa tilladt at lgbe
vaek. Det er ogsa en tilladt mulighed, at man narmer sig et bestemt punkt for t — oo; dette
punkt vil sa automatisk veere et ligevaegtspunkt.

(4) For n = 1 er der faktisk ikke andre muligheder! For n = 2 er det ogsa en mulighed
at komme tettere og teettere pa en lukket bane; der er faktisk alle de muligheder for at vaere
vild, som man kan forestille sig. For n > 3 er der flere endnu!

Skal vi understrege, at med ,,muligheder menes der muligheder for F? Nar F i differen-
tialligningen er givet, er ens opfersel naturligvis helt fastlagt: Man skal falge pilene.

o Stabilt linezert system. Et linezrt system af differentialligninger,
X = AX + b(2),
er asymptotisk stabilt, hvis [ekvivalente betingelser]:

(i) alle lgsninger opfarer sig ens for t — oo, eller
(i) alle lgsninger til den homogene ligning X = Ax gar mod 0 for t — oo, eller
(iii) alle (komplekse) egenveerdier (dvs alle rgdder i det karakteristiske polynomium) for
A har negativ realdel (og hertil kan Hurwitz—Routh’s s&tning bruges).

e Stabilitet for en ikke-linegr ligning X = F(x) vedrarer et ligevaegtspunkt (en stationeer
tilstand) a. Ligeveegtspunktet a er (lokalt) stabilt, hvis der for hvert ¢ > 0 geelder, at alle
lgsninger, som starter tilstrekkeligt teet ved a, hgjst kommer afstanden ¢ veek fra a.

[,,Starten” er punktet x(¢p) for et givet #g. Hvad der er , tilstreekkeligt teet” ved a, afhaenger
af ¢: der skal findes et § > 0 saledes, at konklusionen (,,hgjst kommer afstanden ¢ vaek fra
a“) er opfyldt, hvis |x(zp) — a| < §.]
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Ligeveegtspunktet a er (lokalt) asymptotisk stabilt, hvis det er et stabilt og der desuden
gelder, at enhver lgsning, som starter tilstreekkeligt teet ved a, konvergerer mod a for t — oo.
Ordet ,lokalt” kan tilfgjes for at understrege, at det ikke kreeves, at alle lgsninger konvergerer
med a.

o Stabil/stabil. Bemerk, at ,,asymptotisk stabil“, ,,stabil*, osv optraeder i to forskellige situa-
tioner: Det bruges om et ligevaegtspunkt (=konstant lgsning) for en given differentialligning,
og det bruges om en linear (evt. inhomogen) differentialligning. | den sidste situation svarer
det til brugen om ligeveegten 0 for den tilsvarende homogene ligning. For lineaere ligninger
er det interessante asymptotisk stabilitet, og det er altid globalt. For autonome ligninger er
,Stabil“ ret svagt; vigtigere er (lokalt) asymptotisk stabil, og steerkest er globalt asymptotisk
stabil.

e Liapunov’s Szetning. Antag, at a er ligevagtspunkt for en autonom DL: x = F(X). Hvis der
om Jacobi-matricenF’ () gelder, at alle (komplekse) radder i det karakteristiske polynomium
har negativ realdel, sa er a asymptotisk stabil.

Hvis mindst én karakteristisk rod har positiv realdel, sa er ligevaegten a ustabil.

e | planen. Forn = 2, ligning x = f(x, y), y = g(x, y) 0og et givet ligevegtspunkt (a, b):
Punktet er asymptotisk stabilt, nar der i punktet galder: f/ + gy <009 fig, — fyg > 0.
Hvis der i punktet geelder f{ + g} > Oeller f{g} — fyg, < 0, sd er punktet ustabilt. | de
resterende tilfeelde er der ingen konklusion.

e Saddelpunkt. Ligevegtspunktet (a, b) kaldes et saddelpunkt, hvis der i punktet geelder,
at fig, — fyg, < 0 (det betyder, at Jacobi-matricen har to reelle egenvrdier af modsat
fortegn). For et saddelpunkt (a, b) geelder, at der, ud over ligeveegtspunktet, findes precis
to baner for lgsninger, som konvergerer mod (a, b) for t — oo. De to baner tangerer, fra
modsatte retninger, linien gennem (a, b) bestemt ved en egenvektor hgrende til den negative
egenverdi.

e Liapunov-funktion. Betragt en autonom DL: x = F(x), og et givet ligevaegtspunkt a. For
en reel C1-funktion V (x), defineret i en omegn af a, s@ttes

_ n AV(X) .
V) 1= Vi) =VVX) -Foo =) 00
det er den retningsafledede af V (x) i retningen F(x). For en lgsning X = X(¢) til den givne
DL finder man £V (x(1)) = V (x(1)).
Funktionen V (x) er en Liapunov-funktion, hvis der neer ved a galder:

V@ =0, VX >O0forx#a, V() <O0forx#a.

Seetning (Liapunov). Antag, at der findes en Liapunov-funktion V (x). Sa er ligevagtspunktet
a stabilt. Hvis V (x) < 0 forx # a sa er a asymptotisk stabilt; er desuden V (x) defineret for
alle x e R" og V (x) — oo for |x| — oo, sd er a globalt asymptotisk stabilt.

Planen for den sjette uge (11/2-14/2) omfatter , Variationsregning®, fra S 11.1-11.3, 11.5.
Ugens gvelser: X-opg: 7, 4, 6; S2.9: 2; S2.10: 1; S2.11: 1.

Anders Thorup
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Planen for den 6. undervisningsuge (11/2-14/2) omfatter ,,Variationsregning®, fra S 11.1-
11.3,11.5. Ugens gvelser: X-opg: 7, 4, 6; S2.9: 2; S2.10: 1; S2.11: 1.

Kuglerne.
e Eliminer ¢. For et autonomt system i planen, x = f(x, y), y = g(x, y), kan man forsgge
at bestemme banekurverne ved at eliminere ¢. Af

B ey

- = X,y

di folger formelt, at dy _ 8x.y) ,
dy dx  f(x,y)
E = g(x9 }’)

idet man kommer til den sidste ligning ved at , dividere den nederste ligning i systemet med den
gverste. Den sidste ligning er en farsteordens differentialligning med én ubekendt funktion
y = y(x). Man kan vise, at regningen giver mening: banerne for lasningert — (x(t), y(t))
til systemet, gennem punkter i xy-planen hvor f (x, y) # 0, er netop graferne for funktioner
y = y(x), som lgser den sidste ligning. [Bemark, at man ikke ngdvendigvis kan lgse den
sidste ligning; og selv om man kan, vil lgsningerne kun forteelle noget om banerne for det
givne system.]

e Variationsregning, med fast interval og begyndelsesveerdi. Lad fglgende veere givet: Et fast
interval [1o, 1] (bestemtved 7 < 1), en C?-funktion F = F (¢, x, u) defineret pé [rg, 1] x R?,
0g to tal xg og x1. Betragt falgende maksimeringsproblem/opgave:

t
(max) /l F(t,x,x)dt forx(tn) = xg, x(t1) = x1. (Max;)
10

Forklaring: Starrelsen x, der indgar i integralet, er en (ubekendt) funktion x = x(¢), og
integralet kan mere udferligt skrives J(x) = ftgl F(t,x(t), x(t))dt. Det opfattes som en
afbildning, x +— J(x), der til funktionen x = x(¢) knytter tallet J(x). De tilladte funkti-
oner er C2-funktioner x(r) pa det givne interval, som opfylder bibetingelsen x(rg) = xo 0g
x(t1) = x1, dvs har foreskrevne vaerdier i endepunkterne. Opgaven er altsa at maksimere
J(x) for x € T, hvor T er mangden af tilladte funktioner. Sammenlignet med efterarets
maksimeringsopgaver er det nye (bl.a.), at 7 her er en mangde af funktioner, og ikke en
delmangde af R”.

At lgse problemet betyder, at man skal skal finde en tilladt funktion x * = x*(z) saledes, at
J(x*) > J(x) for alle tilladte funktioner x (eventuelt skal man finde alle sddanne funktioner
x*(¢)). Foren sadan ,maksimumsfunktion“ x* er J (x*) sa maksimumveerdien, dvs den starste
veerdi af J (x) for tilladte funktioner x, men selve denne maksimumveerdi er ofte af mindre
interesse.

Der er en rekke situationer, hvor problemet ikke har lgsninger: der kan vare vilkarligt
store veerdier J (x) for x € T, eller det kan ske, selv om supremum M :=sup J(x) forx € T
er endelig, at supremum ikke er en veerdi M = J(x). Endelig, for analoge problemer med
andre bibetingelser, kan det indtraeffe, at der slet ikke er tilladte funktioner, altsa at 7 = .
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Der er et tilsvarende minimumeringsproblem, men det endres til et maksimeringsproblem
ved at erstatte F med —F.

e Andre bibetingelser. Bibetingelsen, der bestemmer de tilladte funktioner i maksimerings-
problemet (Max;), er den farste af tre naturlige randbetingelser (med fast interval [¢o, 71]):
(1) x(t0) = x0, x(t1) = x1;
(i) x(t0) = x0, x(r1) > x1;
(iii) x(t0) = x0, x(t1) er fri.
Til de to sidste bibetingelser svarer maksimeringsproblemer (Max;i) og (Max;ij). | alle tre
bibetingelser stilles det samme krav x(¢z9) = xo til begyndelsesveerdien. | betingelsen (iii)
stilles der ingen krav til slutveerdien x (¢1).

e Euler’s differentialligning, svarende til C2-funktionen F(z, x, u), er falgende andenordens
ligning med den ubekendte funktion x = x(¢):
oF d oF
Ox  dtf du’
hvor de partielle afledede F, = dF/dx og F,, = dF/du tenkes taget i (¢, x(¢), x(z)). Lidt
mere udferligt:

eller F/ = 4 F/ (EL)

—dtTw

Fl(t,x,%) = L F)(t,x, %). (EL)
Ogsa i den sidste form skal man taenke sig ¢ indsat, altsa teenke pa (¢, x(¢), x(¢)) for (¢, x, x).
Det er specielt vigtigt, nar man pa hgjresiden differentierer mhtz: der star d/dt, og ikke 9/ 9z.
[Af og til skrives funktionen F endda som F (¢, x, x) og den partielle afledede mht den tredie
variabel betegnes F, = 9 F/9x !.]

Eulerligningen er en andenordens ligning, dvs en ligning, hvori der indgar ¢, x, x, X.
Selvom den ,,naesten“ er pa normalform, se [S, s. 338(3)], er der ingen generelle sztnin-
ger, som garanterer eksistens af lgsninger pa hele intervallet. Men er der lgsninger til (EL),
forventer man, at der i den generelle lgsning typisk indgar 2 arbitreere konstanter, og at 2
transversalitetsbetingelser er ngdvendige for at bestemme konstanterne, dvs ngdvendige for
at fastleegge én lgsning (eller endeligt mange lgsninger) til (EL).

o Ngdvendig betingelse. Hvis x = x(¢) lgser problemet (Max;), hhv. (Max;i), hhv. (Maxiji;),
sa geelder (EL) og den tilsvarende af falgende transversalitetsbetingelser:
(iI*) x(t0) = x0, x(t1) = x1;
(ii*) x(10) = x0, x(t1) > x1, F)|;=, <0, med lighed i mindst en af ulighederne;
(iii*) x (t0) = xo, F;|t:tl= 0.
I (ii*) og (iii*) er det underforstaet, at F, betyder F(z, x(¢), x(¢)), og det er veerdien af denne
funktion for ¢ = t,, der indgar.

o Tilstraekkelig betingelse. Antag F' (¢, x, u) for hvert fast ¢ er en konkav funktion af (x, u),
sa geelder: Hvis x = x(z) opfylder (EL) og transversalitetsbetingelsen (i*), hhv. (ii*), hhv.
(iii*), sd er x(¢) en lgsning til maksimeringsopgaven (Max;), hhv. (Maxii), hhv. (Maxiii).
Planen for den syvende uge (18/2-21/2) omfatter , Variationsregning”, fraS 11.1-11.3, 11.5.
Ugens gvelser: H20: 33, 30, 31; EO: 18; S11.2: 1, 2.

Anders Thorup
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Planen for den 7. uge (18/2-21/2) omfatter , Variationsregning®, fra S 11.1-11.3, 11.5.
Maske nar jeg at indlede optimal kontrolteori. Ugens gvelser: H20: 33, 30, 31; EO: 18;
S11.2: 1, 2.

Kuglerne.

e Kandidaterne til et maksimeringsproblem er de funktioner x = x(¢), der opfylder de
ngdvendige betingelser. At betingelser er ngdvendige, siger pracis, at enhver lgsning til
problemet findes blandt kandidaterne. Men det er en begreenset viden, og der skal mere til
for at sikre, at kandidaterne lgser problemet. Det kan bruges sadan: Hvis der ikke findes
kandidater, sa har problemet ingen Igsninger. Hvis man har bestemt alle kandidater, og pa
forhand ved at problemet har lgsninger, sa er de kandidater, der giver den sterste veerdi af J (x)
netop lgsningerne til problemet. Tilstraekkelige betingelser er typisk yderligere betingelser,
som sikrer, at alle kandidater er Igsninger.

e Transversalitetsbetingelserne i problemet (Max;i): ,,med lighed i mindst en af ulighederne
x(t1) > x1, F)l,=, < 0*givertypisk dobbelt arbejde: Farst sages tilladte funktioner x med
lighed i den farste ulighed, dvs som opfylder x (1) = x1, F,|;=, < 0. Dernast sgges tilladte
funktioner med lighed i den anden ulighed; her kan man, hvis det ggr undersggelsen lettere,
antage at den farste ulighed er skarp, idet tilladte funktioner med lighed i farste ulighed
jo allerede er bestemt. Man kan altsa ngjes med at sgge tilladte funktioner, som opfylder
x(t1) > x1, Fyli=y, =0.

e Husk, at man skal tenke sig ¢ indsat ved differentiationen %Flﬁ pa hgjresiden af Euler-
ligningen (EL). Funktionen F) (z, x(), x(¢)) differentieres via keedereglen, s& hgjresiden er

d o/ _ I O nll4 e i
7F.=F,+xF,, +xXF,.

o Trick: Hvis F(t, x, u) ikke afhaenger af ¢, sa kan Euler-ligningen (EL) delvis integreres:
En ikke-konstant funktion x = x(¢) lgser Euler-ligningen, hvis og kun hvis x lgser falgende
farsteordens ligning (for en passende veerdi af konstanten):

F — xF, = konstant.

e Variationsregning med variabel tid, dvs med fast begyndelse ¢ og variabelt slut(tids)punkt
t1. Maksimeringsproblemet, for en given funktion F (¢, x, u) og givne verdier x1 0g x»:

1
(max) / F(t,x,x)dt forx(tg) = xg9, x(t1) =x1, 1 fri. (Max)
fo

Ngdvendig betingelse. Hvis x = x(z) lgser problemet (Max), sa vil x opfylde Eulerligningen
F] = 4 F!, og transversalitetsbetingelserne: x(fo) = xo, x(t1) = x1, [F — % - %—’;]tztl = 0.
Bemark, at der er tre ligninger og (intuitivt) tre ubekendte, nemlig sluttiden ¢, og to

arbitreere konstanter i den generelle lgsning til (EL).
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o Med lidt gvelse kan man undvere symbolet u for den tredie variabel, og simpelthen skrive x
i stedet. Herefter har x to betydninger: Dels som navn pa den tredie variable i F (¢, x, x), dels
som den afledede af en funktion x = x(¢). | den farste betydning kan man fx , differentiere
partielt mht x*, som giver (3/0x)F = F.

o | et optimalt kontrolproblem indgar: et interval [z, #1], to givne funktioner f£(¢, x, u) og
g(t, x, u) itre variable (de kan antages at veere pane funktioner: C2-funktioner), og et interval
U (som kan vaere abent eller afsluttet, begraenset eller ubegraenset), samt to randvaerdier xg
og x1. Problemet, en maksimeringsopgave, kan se sadan ud:
n
(max) | f(t,x,u)dt for(l)ueU, (2) x =g(t,x,u), x(to) = xo, 0g (i) x(r1) = x1.
fo

Det skal understreges, at dette er en vildt komprimeret form af opgaven; det kreever meget
indforstaet viden (og implicitte forudsaetninger) at se, hvad opgaven i det hele taget gar ud
pa.

For det farste: Symbolerne x, u som indgar i opgaven er to funktioner x = x(¢) og
u = u(t), defineret for 1y < ¢ < 11, og opgaven gar ud pa at bestemme dem. Der er en raekke
bibetingelser: Kravet i (1) er en begraensning pa funktionen u, nemlig at u(¢) € U for alle .
Kravet i (2) er, for en given funktion u = u(¢), en sedvanlig farsteordens differentialligning
med randbetingelse for funktionen x = x(¢). Differentialligningen er opfyldt, nar x(z) =
g(t, x(t), u(t)) foralle z.

Integralet, for givne funktioner x, u, har veerdien J(x, u) = tf)l [, x(t), u())dt. At
der star (max) signalerer, at det er en maksimeringsopgave: den gar ud pa blandt alle par af
funktioner (x, u), der opfylder bibetingelserne, at bestemme det par (eller de par), som gar
veerdien af kriteriefunktionen J (x, u) sterst mulig.

En ekstra (implicit) forudsatning er, at x og u ikke behgver at vere ,,paene” funktioner.
Det er fx ngdvendigt at inddrage funktioner u = u(¢), der ikke engang er kontinuerte.

¢ Kontinuert, med spring. En funktion v: I — R, defineret pa et begrenset interval 7, kaldes
stykkevis kontinuert, hvis den er kontinuerti alle punkter pa nar i endelig mange springpunkter
i det indre af I; i et springpunkt a forudseattes, at begge de halvsidige graenseveardier,
v(a) = lim v(x), v@"):= lim v(x),
x—a~ x—a+t

(for x — a fra venstre og fra hgjre), eksisterer, men ikke at de er ens (og slet ikke, at de er lig
med funktionsveerdien v(a)). Vi bekymrer os ikke om funktionsvardien i springpunkterne.

Hvis intervallet I er uendeligt, tillades uendelig mange spring, men kunne endelig mange
i hvert begraenset delinterval.

o Differentiabel, med knaek. En funktion #: I — R pa et begranset interval I kaldes konti-
nuert og stykkevis C1, hvis den er kontinuert i alle punkter, og differentiabel i alle punkter pa
nar i endelig mange knakpunkter, og differentialkvotienten 4’ (der jo er defineret pa neer i
de endelig mange knakpunkter) er stykkevis kontinuert. Hvis I er ubegranset kraeves, at der
kun er endeligt mange knaek i hvert begranset delinterval.

Planen for den 8. uge (25/2-28/2) omfatter ,,Optimal kontrolteori®, fra S 12.1-12.4. Ugens
gvelser: Midtvejstest.

Anders Thorup
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Planen for den ottende uge (25/2-28/2) omfatter , Optimal kontrolteori®, fra S 12.1-12.4.
Ugens gvelser: Midtvejstest: Under (lidt) eksamenslignende forhold far du udleveret et saet
opgaver, af en leengde svarende til at de bgr kunne besvares pa 100 minutter. Midtvejstesten
er et tilbud!

Kuglerne.
e Betragt i det falgende et de tre kontrolproblemer (Max;), (Maxii), (Maxiii), altsa

t
(max) / 1f(t,)c, u)det for Q) ueU, (2) x =g, x,u), (3) x(t) = xo,
fo

med en af fglgende slutbetingelser:

() x(n) = x1; (i) x(r1) > x1; (i) x(rp) er fri.

e Tilladte par for problemet (Max;) er par af funktioner x = x(¢), u = u(t), som opfylder
bibetingelserne, dvs (1) u(¢) € I for alle ¢, differentialligningen i (2), og randbetingelserne
(3)(i), dvs begyndelsesbetingelsen x () = xg 0g slutbetingelsen x(¢1) = x1. Tilsvarende for
(Max;i) og (Max;ji). For hvert tilladt par af funktioner (x, u) har integralet en veerdi, betegnet
J(x, u), og opgaven er at bestemme det optimale par, det (eller de) tilladte par, for hvilket
kriteriefunktionen J (x, u) har den maksimale vardi, — eller eventuelt at afgare, at et sddant
par ikke findes.

Funktionen u = u(t) er kontrollen, og det tillades, at den er stykkevis kontinuert (,,kon-
tinuert, med spring”). Funktionen x = x(¢) er tilstanden, og det tillades, at den er stykkevis
Ct (,differentiabel, med knak®).

Differentialligningen i (2) er tilstandsligningen. Det kraeves kun at ligningen x(z) =
g(t, x(t), u(r)) er opfyldt bortset fra eventuelle springpunkter for u(z).

e Kontrollen bestemmer. Kontrolfunktion u = u(¢) i et tilladt par bestemmer tilstandsfunk-
tionen x = x(z). Antag nemlig, at s < so < --- er springpunkterne for u(t). Sa er
u(t) kontinuert pa intervallet [z, s1], og tilstandsligningen i (2) med begyndelsesveerdien
x(t9) = xo bestemmer x(¢) pa intervallet [to, s1]. Specielt er sa slutveerdien x (s1) bestemt.
Med denne slutveerdi som begyndelsesveerdi bestemmer tilstandsligningen x (1) pa det naste
interval [s1, s2], osv. Det kan naturligvis ikke udelukkes for en given funktion u(z), at en mak-
simal lgsning x = x(¢) til (2) faktisk ikke defineret pa hele intervallet [z, #1]. Foratu = u(t)
er en tilladt kontrol kraeves altsg, at (1) er opfyldt, at tilstanden x = x(¢) bestemt ved (2) er
defineret for 1o <t < 11, 0g at tilstanden x = x(¢) opfylder den relevante slutbetingelse.

e Hamiltonfunktionen hgrende til det givne kontrolproblem er funktionen H af 4 variable
t, x,u, p bestemt ved

H(t,x,u, p)= f(t,x,u)+ pg(t, x, u).
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e Maksimumprincippet (Ngdvendig betingelse). Antag, at (x*, u*) er et tilladt par af funktio-
ner, som maksimerer kriteriefunktionen J (x, u). ,,Normalt“ findes da en funktion p = p(¢),
differentiabel med knak, s at fglgende betingelser er opfyldt:

(1’) For hvert fast r maksimerer u*(¢) funktionen v — H(z, x*(t), v, p(t)) forv € U.

(2’) Funktionen p = p(r) opfylder fglgende farsteordens differentialligning:

p=—H.(t,x*,u*, p),

hvor H, = dH/dx, og lighed betyder p(r) = —H/(t, x*(¢), u*(¢), p(t)) pa ner i spring-
punkter.

(3’) Afhaengigt af de forudsatte slutbetingelser (i), (ii), eller (iii) for x(¢) geelder den tilsva-
rende af felgende ,transversalitetsbetingelser”:

(i") p(ry) fri;  (ii") p(r1) > 0, ogenten p(r1) = 0 eller x*(r1) = x1; (iii’) p(r1) = 0.

e Adjungerede funktion, det er funktionen p = p(¢) i maksimumprincippet.

e Hvad er normalt? Nogle kontrolproblemer er ikke normale i den forstand, at der findes
optimale kontroller u*, men ingen tilladte kontroller u i nerheden af u*. Kontrolproblemer
er normalt normale, se [S,s. 373-74].

e Kogebogen. Maximumprincippet giver en opskrift: For det givne kontrolproblem leder
man efter kandidater, dvs st af tre funktioner x = x(¢), u = u(t), p = p(¢) sadan, at (x, u)
er et tilladt par, og sa at (x, u, p) opfylder betingelserne i maksimumprincippet. Det giver i
alt fglgende betingelser, hvor de givne bibetingelser er gentaget:

(1*) For hvert fast r maksimerer u(¢) funktionen v — H(t, x(t), v, p(t)) forv € U.

(2*) Falgende system af fagrsteordens differentialligninger er opfyldt:

x =g, x,u), p= —H;(t,x, u,p).

(3*) De relevante af falgende transversalitetsbetingelser geelder:
(i*) x(t0) = x0, x(t1) = x1, p(t1) fri;
(1i*) x(tg) = xo, Samt x (1) > x1 0g p(t1) > 0 med lighed i mindst en af ulighederne;
(iii*) x(t0) = xo, x(r1) friog p(r1) = 0.

e Hovedsatning. ,Normalt“ findes ethvert optimalt par blandt kandidaterne (dvs: hvis (x, u)
er et optimalt par, sa er (x, u, p) med en passende funktion p blandt kandidaterne). Omvendt,
hvis Hamilton-funktionen H(t, x, u, p) for alle faste tal t og p er konkav som funktion af
(x, u), sa er hver kandidat optimal.

Planen for den 9. uge (4/3-7/3) omfatter ,,Optimal kontrolteori®, fra S 12.1-12.5. Ugens
gvelser: S12.2: 1; S12.4: 3, 4; EO: 47.

Anders Thorup
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Planen for den 9. uge (4/3-7/3) omfatter ,,Optimal kontrolteori®, fra S 12.1-12.5. Ugens
gvelser: S12.2: 1;S12.4: 3, 4; EO: 47.

Kuglerne.
e Med lidt flere detaljer kan kontrolproblemet (Max;) se sadan ud:

t
Maksimer flf(t,x(t),u(t))dt
fo

for (1) u@®)eU, (2 x(t)=g(t,x@®),u), (3) x(t) = xo,
samt (i) x(t1) = x1,

(1) og (2) for ,,alle” ¢, dvs for o < ¢t < 11 bortset fra springpunkter. Men normalt skrives blot:

t
(max) ;‘(I, x,u)dt for(D) ueU, (2) x = g(t,x,u), (3) x(tp) = xg, (i) x(t1) = x1.

10
Analogt med problemerne (Maxii) og (Maxiji).

e Husk lige opskriften! Hamilton-funktionen er H(t, x, u, p) := f(t,x,u) + pg(t, x, u).
Kandidater til lgsning af kontrolproblemet er szt af tre funktioner x = x(t), u = u(t),
p = p(t), bestemt ved opskriften (Maksimumprincippets betingelser):
(1*) For hvert fast ¢ har H(v) := H(t, x(t), v, p(t)), v € U, maksimum for v = u(z).
(2*) Falgende system af fagrsteordens differentialligninger er opfyldt:
x=g(t,x,u), p=—H.(t x,u,p).

(3*) De relevante af falgende transversalitetsbetingelser geelder:

(i*) x(to) = xo0, x(t1) = x1, p(t1) fri;

(1i*) x(tg) = xo, Samt x (1) > x1 0g p(t1) > 0 med lighed i mindst en af ulighederne;

(iii*) x(tg) = x0, x(t1) friog p(t1) = 0.

Betingelserne er (normalt) ngdvendige. Og de er tilstreekkelige under forudseetninger om

konkavitet af Hamilton-funktionen.

e Mangasarians s&tning. Antag, at settet af tre funktioner (x, u, p) er en kandidat. Hvis
Hamiltonfunktionen H (¢, x, u, p(t)) for hvert fast ¢ er konkav som funktion af de to midterste
variable (x, u), sa er parret af funktioner (x, «) en optimal kontrol. [Pas pa: | spgrgsmalet om
konkavitet betegner (x, u) vilkarlige variable, i spgrgsmalet om at det er en optimal kontrol
er x = x(t) og u = u(t) de givne funktioner.]

o Ideelt kan man forestille sig opskriften til bestemmelse af kandidater brugt sadan: Betingel-
sen (1*) udsiger, at for et givet, fast ¢ er ug := u(t) et punkt i U, som maksimerer funktionen
H(v) = H(t,x(t), v, p(t)) for v € U. Bestem nu, for hvert szt af tre tal 7, x, p det punkt
ug 1 U, som maksimerer funktionen H(v) = H (¢, x, v, p). Punktet uq afhaenger af tallene
t, x, p,sadet giver ug somen funktion ug = ug(z, x, p). Denne funktion kan sa indsattes for
u i differentialligningerne i (2*), som sa bliver et koblet differentialligningssystem med de to
ubekendte funktioner x, p, altsa uden u. I den generelle lgsning hertil indgar sa to arbitraere
konstanter; de bestemmes sa ud fra de to ligninger i (3%).
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Ak, i praksis gar det aldrig sa glat, og opskriftens instruktioner skal ikke ngdvendigvis
udfares i den reekkefelge, de star i. Man kan tilfgje et notat i kogebogen: Trad tilbage, kig
pa al den information, der ligger i opskriftens betingelser, og kombiner dem omhyggeligt,
afhangigt af det konkrete problem.

e Maksimumpunktet uq for funktionen H(v) := H(t, x, v, p) for v € U kan maske ikke
bestemmes eksplicit som funktion af 7, x, p, — eller der kan vare flere maksimumpunkter (fx
kan H (v) veere konstant), — eller funktionen har maske slet intet maksimum.

Differentialkvotienten af H (v) er den partielle afledede af Hamilton-funktionen, H'(v) =
H/ (v). Huvis kontrolintervallet U er abent, gelder i et maksimumpunkt u g, at differential-
kvotienten er 0, altsa at H, (uo) = 0. Denne ligning, H, (uo) = 0, kan opfattes som en
ligning mellem ¢, x, ug, p, og den bestemmer uq implicit (eller maske explicit) som funktion
af ¢, x, p. Det er det nemme tilfeelde.

I almindelighed, hvis intervallet U ikke er abent, kan man bruge sin viden om funktioner
af én variabel, og sit gode humer, samt eventuelt [S.s.384]: Antag, at u er maksimumpunkt
for funktionen H (v) for v € U. Da indtraffer en (eller flere) af fglgende muligheder:

(@ wuo=u1, H,(uo) <0, (b) ugerindre, H,(uo) =0, (¢) ug=uz, H,(ug) >0,

hvor u1 er venstre endepunkt i U, hvis U har et venstre endepunkt, og, tilsvarende, u2 er et
eventuelt hgjre endepunkt; ,,indre” betyder indre punkt i intervallet U.

Hvis betingelserne kun er opfyldt for én veerdi ug, er det sggte punkt up bestemt, men
som navnt kan flere af betingelserne (a), (b), (c) vaere opfyldt, specielt kan (b) vere opfyldt
for flere veerdier af ug. Der vil typisk veere visse s&t (¢, x, p), hvor ug ikke bliver bestemt.
Det kan svare til visse springpunkter, eller det kan skyldes, at der er mere end én kandidat.
Endelig kan det ske, at betingelserne slet ikke kan opfyldes, fordi funktionen H (v) ikke har
et maksimum.

e Der skal mere til, naturligvis, end betingelserne i (a), (b), eller (c), til at sikre, at ug
virkelig er maksimumpunkt for A (v). Bemerk dog det vigtige tilfeelde, hvor (a), (b), eller
(c) kombineret med (2*) og (3*) opfyldes af tre funktioner x, u, p, og hvor Mangasarians
konkavitetsbetingelse er opfyldt. For hvert ¢ er sa funktionenv — H(t, x(¢), v, p(t)) specielt
konkav som funktion af v, og det sikrer, at ug = u(¢) virkelig er maksimumpunkt. Derfor er
(1*) opfyldt, og sd er (x, u, p) er kandidat, og derfor (den tilstraekkelige betingelse) er (x, u)
en optimal kontrol.

o Gafler. Nar kontrolintervallet U har begraensninger, vil maksimumpunktet u o, som funktion
uo = uo(t, x, p) ofte veere bestemt ved en “gaffeldefinition® (et “tuborg-udtryk’):
udtryky, nar (¢, x, p) opfylder ...
up = { udtryky, nar (¢, x, p) opfylder ...
og det gar det i praksis ekstra kompliceret at indseette dette udtryk i stedet for u.

Planen for den 10. uge (11/3-14/3) omfatter ,,Optimal kontrolteori, fra S 12.1-12.5, 12.7.
Ugens gvelser: S12.4: 5, 9; S12.5: 1; EO: 65.

Anders Thorup
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Program. | den 10. uge (11/3-14/3) er emnet ,,Optimal kontrolteori“, fra S 12.1-12.5, 12.7.
Jeg nar helt sikkert ogsa [S, 12.9]. Ugens gvelser: S12.4: 5, 9; S12.5: 1; EO: 665.

Parler. ‘ulikhetene snus’ = ulighederne vendes; ‘skrapverdifunksjon’ = skrotveerdi-
funktion.

Kuglerne.
e Det kan siges pa mange mader, fx:
(@) x(T) = xy og p(T) > 0 med ,="mindst et af stederne.
(b) (x(T) =009 p(T) =0)eller (x(T) =xr 0og p(T) > 0).
() x(T) = xr og p(T) >0 (med p(T) =0 hvis x(T) > x7).
Overvej, at de tre mader udtrykker pracis det samme. | (b) er der sat parenteser, fordi det
ellers sprogligt er sveert at skelne, hvordan og/eller/og skal kombineres. Formuler selv (d)!

e Et nyttigt lille lemma. Antag, at x(¢), fort > tq, laser en differentialligning x = a(t)x,
x(t9) = xo, hvor a(t) er stykkevis kontinuert. Antag videre, at xo > 0. Da er x(t) > 0 for
t > to. Hvisa(t) > 0 fort > to, sa er x(t) voksende, og specielt er x(t) > xq fort > t.

Bevis. Differentialligningen er en lineger, homogen farsteordensligning. Hvis a(¢) er konti-
nuert, er x bestemt ved en formel: x(z) = xge®, hvor stamfunktionen A (¢) bestemmes som
integralet A(z) = ft; a(t)dt. Daxg > 00ge” > 0 foralle v, falger det specielt, at x(z) > 0.
Og hvis a(t) > 0, saer A(t), og dermed ogsa x(¢), voksende.

Hvis a(z) har spring, kan formlen stadig bruges: stamfunktionen A(z) bestemmes ved at
integrere a(t) mellem springene, og leegge sammen. Funktionen A(z) bliver sa kontinuert,
og stykkevis C1, og igen geelder x (1) = xpeA®. Og sé& fremgéar de gnskede péstande. 0

Lemmaet bruges fx [S, s. 381172] med x = k* og a := u*, 0og [S, s. 418%] med x := x;
0g a(t) := au*(t).

o Mere triviel er falgende observation: Hvis x'(t) < y'(t) fort > tg 0g x(tp) < y(to), sa er
x(t) < y(t) fort > ty. Fxbruges en varianti [S, s. 4191-2].

e Variationsproblemet, dvs (max) ftgl F(t,x,x)dt forx(tp) = xo, med en af slutbetingel-
serne (i), (ii), (iii), kan opfattes som et kontrolproblem:

n
(max)/ F(t,x,u)dt forx =u, x(t) = xo;
0]

her er altsd f (¢, x, u) = F(t, x,u), g(t, x, u) = u, og kontrolomradet er U = R. Hamilton-
funktionener H = F(t, x, u) + pu. Maksimumprincippet farer til Eulerligningen: Nar u er
maksimumpunkt for H, er H, = 0, dvs p = —F. Videre er H, = F, sa den adjungerede
ligning p = —H, er Eulerligningen %Flﬁ = F). Slutbetingelsen p(71) > 0 er betingelsen
F)li=y <0.

e Arrows Sztning. | den tilstreekkelige betingelse (for aten kandidat x = x(¢), u = u(t), p =
p(t) erenoptimal kontrol) kan kravet om, at for hvertz er Hamiltonfunktionen H (¢, x, u, p(t))
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konkav i x, u svaekkes yderligere: For kandidaten (x, u, p) er (x, u) en optimal kontrol, hvis
der for hvert t geelder, at falgende funktion af x (Arrows funktion) er konkav:

H(x) =max H(t, x, v, p(t)).
velU

Brugen af ‘max’ indikerer, at det forudszttes, at funktionen pa hgjresiden antager sin maksi-
mumveerdi i et punkt ug € U.

e En skrotvaerdifunktion er en funktion S(x), der til en tilstand x knytter en reel veerdi S(x).
Skrotveerdien S(x(t1)) af sluttilstanden x (1) indgar sa i det mest generelle: Kontrolproblem
med skrotveerdi:

t
(max) S(x(tl))+/1 f(t,x,u)dt forueU, x =g(t,x,u), x(tg) = x0, (Max)
fo

med slutbetingelser af type (i) x(t1) = x1; (ii) x(z1) > x1; eller (iii) x(¢1) er fri. Slutbetin-
gelsen (i) for skrotveerdier er naturligvis en uinteressant udvidelse af standardproblemet.
Hamiltonfunktionen er stadig H (¢, x, u, p) = f(t, x,u) + pg(t, x, u).

e Kogebog for skrotvaerdiproblemet. Led efter kandidater, dvs sat af tre funktioner x = x(z),
u = u(t) og p = p(t), der opfylder (1*) og (2*) (uendret), samt den relevante af fglgende:
(i*) x(to) = xo, x(t1) = x1, p(t1) fri;
(ii*) x (to) = xo, x(t1) > x1 09 p(t1) > §'(x(z1)) 0g mindst et ,=".
(iii*) x(t0) = xo, x(t2) friog p(r1) = §'(x(11)).

e Maksimumprincippet. Enhver optimal kontrol (x, u) for problemet (Max) findes blandt
kandidaterne.

e Arrows setning. Omvendt, hvis skrotfunktionen S(x) er konkav, og hvis der for en kandidat
(x, u, p) geelder, at Arrows funktion H (x) er konkav, sa er (x, u) en optimal kontrol.
Planen for den 11. uge (18/3-21/3) omfatter ,,Optimal kontrolteori; Differensligninger”, fra
S12.5,12.7,12.9; S 13.1, 13.2; S 9.1, 9.3. Ugens gvelser: EO: 21, 48, 73, 92.

Anders Thorup
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Program. | den 11.uge (18/3-21/3) er det ,,Optimal kontrolteori; Differensligninger”, fra
S 125, 12.7, 12.9; S 13.1, 13.2; S 9.1, 9.3. Ugens gvelser: EO: 21, 48, 73, 92. EO er
samlingen af eksamensopgaver. Den ligger pa nettet i 2 pakker: EOOLD er de &ldre opgaver,
nummereret 1-83, og E004 er de nyere, nummereret 84— . Du kan enten printe sider ud
efterhanden som du har brug for det. Eller du kan udprinte begge pakker. Der er facit til en
del af opgaverne. Den bedste eksamensforberedelse er at regne mange eksamensopgaver, fx
de nyeste farst; jo flere, jo bedre.

Kuglerne.
e Hvor er det bare fedt! Kontrolproblem med skrotverdifunktion:

(max) Sx(t1))+ ' f@,x,u)ydtr for(LHueU, @2)x=gq(,x,u), 3) X = x9,

fo

med blandede slutbetingelser af typerne (i), (ii), og (iii).

Det ligner jo noget du har set fer, men nu er det betydeligt mere indviklet: der er flere
variable. Kontrollen u er her en vektor af kontrolfunktioner u = (u1, ..., u,) og tilstanden
er en vektor X = (x1, ..., x,) af tilstandsfunktioner (gerne med n # r). Begge er funktioner
U = u(r) og X = X(t) defineret for rg < ¢t < 1. Skrotvaerdifunktionen S(x) er en reel funktion
af n variable.

Kontrolbetingelsen (1) pa kontrollen er, at u € U (altsa u(z) € U for alle ¢), hvor U er en
givet konveks delmangde af R”. Tilstandsligningen med begyndelsesbetingelse,

2 x=g@,xu), (3 X)) =x°,

er et helt system af differentialligninger, x; = g;(z, X, u), x; (o) = x](.), forj =1,...,n,
svarende til at g er en given vektorafbildning g med » koordinatfunktioner, defineret pa (en
delmangde af) R+, [Det er bekvemt at skrive x° og x* for de faste vektorer, sdledes at
fx x! ikke kan forveksles med farstekoordinaten af vektoren x.] | kriteriefunktionen indgar
skrotveerdien S(x(¢1)) af sluttilstanden, og i integralet ftf)l f(t, x,uydrer f(t, X, u)engiven
reel funktion (af 1 + n + r variable); man skal inds&tte X = X(¢) 0g U = u(¢) har man
integrerer.

Slutbetingelsen, der ogsa er en del af (3), er typisk et sat af blandede betingelser, fx af

type (i) for de farste n1 koordinater: x;(t1) = x} for j =1, ..., n1, af type (ii) for de naeste
ny koordinater, x;(t1) > x} for j = n1+1,...,n1+ ny, og af type (iii) for de resterende
koordinater, dvs x;(ry) er frifor j =ny +np+1,...,n.

o Tilladte par er par af funktioner x = x(z) og u = u(z) for 1o < t < 11, der opfylder (1), (2)
og (3) (incl slutbetingelser). Tilstanden x er bestemt ved kontrollen u, via tilstandsligningen,
sa man kan blot tale om en tilladt kontrol u.

Opgaven gar ud pa blandt de tilladte par x(t) og u(¢) at finde det optimale par, hvor
kriteriefunktioen antager sin starste veerdi.
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o Hamiltonfunktionen er funktionen H = f(¢,x,u) + p - g(¢, X, u), hvor p er en vektor
p € R”, og p - g er skalarproduktet (= indreprodukt, = prik-produktet) af de to vektorer.
Hamiltonfunktionen, H = H (¢, X, u, p), er altsa en funktion af 1 4 n + r 4 n variable.

e Kandidater er set af tre funktioner x = x(¢), u = u(z), p = p(¢), hvor x, u er et tilladt
par og p = p(¢) er en vektorfunktion med n koordinater, som opfylder: (1) u(¢) maksime-
rer Hamiltonfunktionen H (¢, X(¢), u, p(z)) for u € U, og hvor p = p(z) tilfredsstiller det
adjungerede differentialligningssystem,

2) p=—Hy
dvs p; = —H;j for j =1, ..., n, med slutbetingelser (3’) for p;(z1) af typen (i’), (ii’), eller
(iii”) svarende til slutbetingelsen (i), (ii), eller (iii) for x; (z1).

e Maksimumprincippet. For et normalt maksimeringsproblem findes de optimale kontroller
blandt kandidaterne.

e Arrows s&tning. Antag at skrotvaerdﬂ‘unktionen S(x) er konkav. Antag videre for en
kandidat (x, u, p), at Arrows funktion H(x) = maxycy H(t, X, u, p(¢)) for hvert fast 7 er
konkav mht x. Da er kandidaten en optimal kontrol.

o Det svaereste ved differensligninger er maske at veenne sig til, at r ikke l&engere star for et reelt
tal, men for et helttal r =0, 1, 2, 3, .. .. Notationen x (¢) vil typisk sta for en talfalge, x(0),

x(1), x(2), x(3), ... . ,Funktionen* x(¢) antages kun defineret for + = 0.1, 2,3, ..., men
den kan selvfglgelig vaere bestemt ved et udtryk, der giver fornuftig mening for alle reelle
tal r. Felgen kan naturligvis ogsa betegnes x;, altsa xo, x1, x2, x3, ..., 0g ofte kan begge

notationer indga i en og samme ligning. Nar ¢ indgar i en ligning, vil det vaere underforstaet,
at ligningen pastas at geelde foraller =0,1,2,3,....

e Differensligninger kan naturligt sammenlignes med differentialligninger: En fgrsteordens
differentialligning for en funktion x (¢) (Ups, nu er ¢ et gjeblik igen et reelt tal) pa normalform
har formen

Dx (t) = g(t, x(¢)) eller Dx = g(t, x); ™)

differentieringsoperatoren D, med Dx = x, er bestemt ved Dx(t) = limy_o Apx(¢)/h,
hvor Ay, er differensoperatoren A, x(t) = x(t + h) — x(¢).

For en faglge x(¢) (nuertr = 0,1,2,3,...) kan man kun betragte differensoperatoren
Ax(t) = x(t+1)—x(t), og differensligningen svarende til (*) er egentlig ligningen Ax(t) =
g(t, x(t)). Pa venstresiden star der x(¢r + 1) — x(¢), og hvis man leegger x(¢) til pa begge
sider far man ligningen,

x(t+1) = f(t,x@) ellerx, 1= f(,x), **)

hvor 7(t,x) = g(t,x) + x. Det er altid pa formen (**), man mgder differensligninger.
Bemaerk, at (**) svarer til de uendelig mange ligninger, man far ved at seetter = 0,1, 2, 3, .. .,
dvstil x; = £(0, xp), x2 = f(1, x1), x3 = f(2.x2), x4 = f(3, x3), OSV.

Planen for den 12. uge (2/4-4/4) er ,Differensligninger, fra S 9.1, 9.3-9.6. Ingen gvelser
2. paskedag.

Anders Thorup
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Ugeseddel 12

Program. | den 12. uge (2/4-4/4) er det ,Differensligninger, fra S 9.1, 9.3-9.6. Ugens
gvelser: Nul gvelser 2. paskedag.

Kuglerne.

e Ligninger af hgjere orden. Differentialligningen af orden »n (pa normalform), kan ud-
trykkes ved ,,differentieringsoperatoren D, bestemt ved Dx(¢) = x(¢); det er en ligning af
formen D"x = g(t, x, Dx, D%x, ..., D""1x). Tilsvarende kunne man fa en differenslig-
ning af orden n ved blot at erstatte D med differensoperatoren A. Som oftest bruges i stedet
translationsoperatoren 7', bestemt ved Tx(¢t) = x(¢t + 1). Differensligningen af orden n far

sa formen T"x = f(¢, x, Tx, T?x, ..., T" Lx), hvor den ubekendte x er en falge x(¢) eller
x; fort =0,1,2,.... Da(T'x); = x;+i, kan ligningen udferligt skrives:
Xt+n = f(ta-xtv xt+19-xt+27~°'7-xl‘+n—1)v ! :O’ l’ 2’ (T)

e Hovedsatning = Eksistens— og entydighedssatning er heldigvis triviel: For n givne tal
xg, e x,?_l findes der en og kun én lasning x; til differensligningen saledes, at de forste n
veerdier er de givne: x; = le fori =0,...,n —1. Setningen forudsetter, at funktionen
f(t, y1, ..., ys) pa hgjresiden er defineret for alle de s&t (¢, x;, ..., x;2,_1), der fremkom-
mer, nar falgen x, bestemmes rekursivt af ligningen, sadan: For + = 0 siger ligningen, at
x, = f(0,x0,x1,...,Xx,_1). Pa hgjresiden skal tallene xo, ..., x,_1 vare de givne, sa
ligningen giver veerdien af x,,. For ¢ = 1 siger ligningen, at x,41 = f(1, x1, ..., x,); pa
hgjresiden kender vi tallene x1, ..., x, (incl x, som vi lige bestemte), sa ligningen giver
veerdien af x,1. Fortset for + = 2 med ligningen x,+2 = (2, x2, ..., X,+1), SOM giver
veerdien af x,,12, 0sv.

e Ligeveegtslgsning/stationer tilstand = konstant lgsning x * (dvs xg = x1 = x = - - - = x¥).
Tallet x* er en ligeveegt for (1), hvis x* = f(¢t,x*,...,x*) foraller = 0,1,2,.... Foren
autonom ligning, altsa en ligning, hvor hgjresiden i (t) er bestemt ved en funktion af formen
f(X) (uafhaengigt af ¢), er x* en ligeveegt, hvis og kun hvis

xF = fxt, L xY).

Intuitivt er en ligevaegt x * asymptotisk stabil, hvis der for enhver lgsning x, med xo, . .., x,—1
tilstreekkeligt teet ved x* geelder, at x; — x™* forr — oo.

e Den linezre differensligning af »’te orden har formen:
Xe4n +a1(O)Xi4n—1+ -+ + an—1(O)Xr41 + an (@) x; = h(2), *)

hvoras (), ..., a,(t) 0g h(t) ergivne talfglger. Denerhomogen, hvisi(z) = 0, 0g inhomogen
ellers. Ligningens venstreside er en operator L(x): For en given folge x = (xo, x1, x2,...)
kan man aflaese udtrykket pa venstresiden forr = 0, 1, 2, .. .; det giver en ny falge L(x) =
(L(x)o, L(x)1, L(x)2,...). Operatoren L er linezr, fra vektorrummet af alle falger ind i
det samme vektorrum. Heraf fglger: Lagsningerne til den homogene ligning er operatorens
kerne, L~1(0), og specielt et underrum. Lgsningsmangden til den inhomogene ligning er
originalmangden L~1(k(z)); den fremkommer ved at man til én partikuleer lgsning, dvs til
én tilfeldigt udvalgt lasning, leegger alle lgsninger til den homogene ligning.

Husk, at de to notationer for talfalger bruges i fleng: Bade x, og A () er falger, nemlig
X0, X1, X2, X3, ... 09 h(0), h(1), h(2), h(3), ...,
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Den lineare ligning (1) er asymptotisk stabil, hvis ligeveegten 0 for den tilsvarende homo-
gene ligning er asymptotisk stabil.

e Hovedsatningen giver: Lasningsmaengden L~1(0) til den homogene ligning er et vektor-
rum af dimensionn. Enkonsekvens: Der findes n lineart uafthengige falger u1(¢), . .., u,(t)
som lgser den homogene ligning, og med »n sadanne falger er den generelle Igsning til den
inhomogene ligning bestemt ved

xr = u; + Cru1(t) + - - - + Chun(t), med konstanter C;,

hvor uf er en partikuleer lgsning til den inhomogene ligning.

Bevis. Afbildningen x; — (xo, ..., x,_1), der til falgen x; knytter vektoren bestaende af
falgens n farste elementer, er en linegr afbildning fra vektorrummet af falger til vektorrumet
R”". Detfolger af Eksistens- og entydighedssatningen, at hvis vi udelukkende betragter falger,
der lgser en bestemt n’te-ordens differensligning, sa er afbildningen bijektiv. Specielt, hvis vi
kun betragter lgsninger til den homogene ligning ovenfor, er afbildningen bijektiv og linezr;
derfor er den en isomorfi L=1(0) —=> R”". Konsekvensen er standard linezr algebra. a

e l.ordens differensligning med konstante koefficienter: x,y1 + cx; = h(t) skrives ofte
x;41 = ax; + h(t) med a = —c. Hvis den er homogen, i (z) = 0: generel lgsning x, = Ca’.
Med konstant hgjreside, #(t) = h er den autonom x,.1 = ax; + h: Konstant Igsning
(ligeveegt) fora # 1er x* = h/(1—a); generel lgsning x; = h/(1—a) + Ca'. Asymptotisk
stabil, hvis |a| < 1.

¢ 2.0rdens differensligning med konstante koefficienter (homogen, inhomogen, og karakteri-
stisk polynomium):

O x42+bxip1+cx, =0, (™) xi42 +bxp1x +cxp = h(1),

—b++D
> ;

For den homogene ligning (0) afhaénger Igsningen af fortegnet for D (diskriminanten):

D > 0: Der er to reelle redder r1 og r», og den generelle lgsning er x;, = C1ri' + Cory.
Det antages, at ¢ # 0.

D = 0: Der er én (dobbelt)rod r = —g, og den generelle lgsning er x;, = C1r’ + Cotr'.

D < 0: Der er to ikke-relle rgdder o + iB, hvor o = —b/2, 09 B = /|D]/2. Det er
bekvemt at skrive rgdderne pa formen r (cos @ i sin9), hvor r er raddernes numeriske veerdi
0g 6 er et argument for en af rgdderne:

r=lakipl =y, cos=afr=5L, sinezﬁ/rzg'—_j;'.

22+ bz +c, medrgdderne r = hvor D = b% — 4c.

Den generelle lgsning er sa:
x; = C1r' costd 4+ Cor'sintd, eller x; = Ar! cos(z6 + w),
med reelle konstanter C1 og C», eller A og w.
Planen for den 13. uge (8/4-11/4) er , Differensligninger, afrunding®, fra S 9.1, 9.3-9.6.
Ugens gvelser: S9.1: 1(a); S9.2: 2; S9.3: 2; S9.4: 1(d), 1(e); EO: 126.

Anders Thorup
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Ugeseddel 13

Program. 1den 13. uge (8/4-11/4) er det ,,Differensligninger, afrunding®, fra S 9.1, 9.3-9.6.
Ugens gvelser: S9.1: 1(a); S9.2: 2; S9.3: 2; S9.4: 1(d), 1(e); EO: 126.

Kuglerne.

e Gat pa en af samme slags! For den inhomogene ligning x;.2 + bx; 11 + cx; = h(t) gaettes
(systematisk) pa en partikuler lgsning af samme samme slags som hgjresiden. Husk, at
venstresiden er en linegr operator L(x). Indset et geet x = (x;), 0g se om L(x) giver fglgen
h(t), — eller en konstant K = 0 gange A(t); i det sidste tilfeelde rettes geettet til %x.

For h(r) = r' geettes pd x; = r’. Indsettelse giver falgen L(x); = (r? 4+ br +¢) r', altsd
L(x) = Kr', hvor K = r? + br + c er veerdien af det karakteristiske polynomium for z = r.
Hvis r er karakteristisk rod, sa er K = 0, sa det fungerer ikke, men sa fungerer gettet 1r; —
vel at maerke, hvis r ikke er dobbeltrod, men s& fungerer gettet #2r.

Husk at tilfeeldet () = h (konstant) er specialtilfeeldetr = 1, idet s = 2 17. Nar 1 ikke er
rod i det karakteristiske polynomium, fas den konstante lgsning (ligeveegt) x * = h/(1+b+c).
Nar 1 er rod, prgves med x, := t, og hvis 1 er dobbeltrod, . . . .

e n’te-ordens ligning med konstante koefficienter (inhomogen og karakteristisk polynomium):
Xpgn + Q11 + -+ an1Xe41 +anxe = h(1), 2"+ a7+ A+ a1z + ap.

Ligningen er homogen, hvis 4(¢) = 0 (nulfelgen), og ellers inhomogen.
For den homogene differensligning: En reel karakteristisk rod », med multiplicitet m,
giver m lgsninger:
rlotrt, Lt

’

og et par af komplekst konjugerede rgdder o + Bi, med multiplicitet m, giver 2m lgsninger:
r' cosOr, r'sinbr, tri cosOr, trisinde, ..., " 1ri cosOr, ™ r! sin o1,

hvor r og 6 defineres ud fra @ og g som ovenfor. De n redder giver n lgsninger til den
homogene ligning, og disse lgsninger udger en basis.
For den inhomogene ligning: Prav med systematiske gat som i tilfeeldet n = 2.

o Stabil linear differensligning. Den inhomogene ligning (ogsd med variable koefficienter)
er (globalt) asymptotisk stabil, hvis alle lgsninger opfarer sig ,.ens” for t — oo. Vilkarlige
to lgsninger afviger med en falge, der lgser den homogene ligning. Akvivalent (og mere
preecist) er ligningen asymptotisk stabil, hvis der for alle lgsninger u(¢) til den tilsvarende

homogene ligning gelder, at u(r) — 0 forr — oo. Der findes n folger u1(¢), ..., u,(t) som
er en basis for lgsningsrummet til den homogene ligning. For asymptotisk stabilitet er det
gjensynlig nok, at der for j =1, ..., n geelder u;(z) — 0 fort — oo.

e Check-betingelse for stabilitet. Den linezre n’te-ordens differensligning med konstante
koefficienter er asymptotisk stabil, hvis og kun hvis alle karakteristiske radder (incl. ikke-
reelle radder) har numerisk veerdi mindre end 1, jfr [S, s. 297].

Forn = 1: x;41 4+ cx; = h(t) er stabil, hvis og kun hvis |¢| < 1.

Forn = 2: x;42 + bx;+1 + cx; = h(¢t) er stabil, hvis og kun hvis |b| < c+10gc < 1.

For n > 2: Schur’s uligheder, [S, s. 303] (,,komplicerede determinanter).
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e Et lineaert differensligningssystem med konstante koefficienter (af ferste orden) med n
ubekendte falger (eller én ubekendt vektorfaglge) har formen:

X(t + 1) = AX(¢) + h(),

hvor A er en n x n-matrix og h(z) er en fglge af vektorer h(0), h(1), h(2), .... Systemet er
homogent, hvis h(z) er nul-falgen (dvs lig med nul-vektoren for alle ), og ellers inhomogent.
Med en given begyndelsesveerdi xg har systemet preecis én lgsning. For h(z) = 0 er der en
formel: x(r) = A’xg, men det skal understreges, at differensligningssystemet farst er lgst
eksplicit, ndr man har angivet de falger, der stdr p& de n? pladser i matricen A’.

Systemet er asymptotisk stabilt, hvis der for enhver Igsning x(¢) til den homogene ligning
geelder, at x(r) — 0 for t — oo. Akvivalent: A’ — 0 for r — oo (det betyder, at det
numerisk sterste element i A’ gar mod O for ¢+ — oo); eller: alle radder i det karakteristiske
polynomium for A har numerisk veerdi mindre end 1. Teoretisk: Check med Schur!

o | planen ser et lineart differensligningssystem sadan ud:
(XH—l) _ (a b) (Xt) N (h(t)) oller Y1 =axi+by +h(®). (1)
Y+l c d)\y g )’ Vi1 =cxp +dyr +g(). (2)

e Metode: Bestem by, ud fra ligning (1), og bestem herfra by, 1 ved at erstatte r med ¢ + 1.
Multiplicer ligning (2) med b, og indset heri de fundne udtryk for by, og by;+1, — og reducer!

by, = xp41 —ax; — h(t),  byi+1 = x42 —axe41 — h(t + 1),
Xi+2 — axpy1 — h(t + 1) = bexy +d(x41 — axy — h(t)) + bg (1),
Xt+2 — (@ + d)xiv1 + (ad — be)x, = bg(t) — dh(t) + h(r +1).
Det er en 2. ordens linezr ligning med konstante koefficienter. og z? — (tr A)z + det A
som karakteristisk polynomium. Lgs denne ligning (lettest, hvis fglgerne h(¢) og g(¢) er
konstante): den generelle lgsning har formen x; = x;" + Cu; + Dv,, hvor u; 0og v, er en basis

for lgsningerne til den homogene ligning, og x ;" er en partikuleer Igsning. Indseet dette udtryk
for x, i det fundne udtryk for by,; det kan antages, at » £ 0. Divider med b; slut, ferdig!

o De konstante lgsninger til et differensligningssystem x(t + 1) = Ax(t) + h, ogsa kaldet
ligeveegtslasninger eller stationare tilstande, er de vektorer x*, som opfylder matrixligningen

x* = Ax* +h, eller (I — A)Xx* =h.

Matricen I — A er zI — A for z = 1, sa determinanten |1 — A| er veerdien af det karakteristiske
polynomium for z = 1. Determinanten er altsa forskellig fra 0, netop hvis z = 1 ikke er
egenverdi for A. Nar det er tilfeldet, har matrixligningen den entydigt bestemte lgsning,

x* = (I — A)~th.

Hvis systemet er asymptotisk stabilt, dvs hvis alle redder i det karakteristiske polynomium
for A numerisk er mindre end 1, sa konvergerer alle lgsninger x(z) for + — oo mod x*.

Planen: Mandag den 15/4: gvelser EO: 46, 51, 76; S9.4: 2; S9.5: 2. Maraton med gennem-
gang af eksamensopgaver. 23/4: EO: 69, 28, 74, 50, 40, 29, 17, 32, 62, og 25/4: EO: 31, 36,
46, 81, 21, 27; X: 12. Spgrgetime den 30/4. — Samt eksamen den 2/5.

Anders Thorup
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Arrows satning

Kommentar Dette er ikke en ugeseddel, men et bevis for Arrows Setning [S, p. 412]. Dette
bevis bruger et Lemma i stedet for komplicerede resultater om supergradienter.

Arrows Saztning. Antag, at (x*, u*) er et tilladt par af (vektor)funktioner, som sammen
med funktionen p = p(t) opfylder betingelserne i Maksimumprincippet. Antag videre, at
skrotfunktionen S(x) og Arrows funktion H(X) = H(, X, p(t)) er konkave i x for hvert fast
t. Da lgser (x*, u*) maksimeringsopgaven, dvs u* er en optimal kontrol.

Bevis. Lad J(X, u) = S(X(t1)) +ftgl £(t, %, u)dt veere kriteriefunktionen. Det skal sa vises,
at for hvert tilladt par (x, u) er

J(X, u) — J(x*,u*) <0.

Som sadvanlig optraeder x i flere betydninger: Det betegner dels et punkt x € R¥, dels en
funktion x = Xx(¢) defineret for 1o < r < 11, 0g dels veerdien x = x(¢) af denne funktion for
en bestemt veerdi af ¢. Tilsvarende med u og x*, u* og p. Kort, hvis F(x, u) er en funktion,
skriver vi F for veerdien F (X, u) og F* for veerdien F(x*, u*) og endelig A F for differensen
AF := F — F*. Med denne - lidt upreacise — notation er s&tningens pastand, at der galder
felgende ulighed:

AJ <0. 1)

@jensynlig er, med den samme notation,
n
AJ = AS(t) +/ Af(t)dt. (2

fo

hvor AS(t1) = S(X(t1)) — S(x*(z1)), osv. Vi omskriver differensen A f ved hjelp af Ham-
iltonfunktionen, £(t, X, u) = H(t, X, U, p) — p - g(z, X, u), altsa

Af = AH —p- Aqg. (3)

Betragt funktionen,
p - AX = p(t) - AX(2).

Ved brug af differentialligningerne for x, x* og p fas:
L(p-AX)=p-AX+p-Ax=—H* - AX+p- Ag,
hvor H;* = Hy (X*(), u*(t), p(t)), dvs
p-Ag =4 (p- AX) + Hy* - AX. (4)

Indseettes (4) i (3) fas:
Af = AH — H{* - AX— 4 (p- Ax). (5)
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Differentialkvotienten pa hgjresiden kan umiddelbart integreres fra zg til #1: Stamfunktionen
er p - Ax og veerdien i begyndelsepunktet er 0, idet x(z9) = x*(tg) = x°. Derfor fas af (2):
n
AJ = AS(ty) — p(t1) - AX(11) +f (AH — H* - AX)dt . (6)
fo
For at vise uligheden AJ < 0, er derfor nok at vise i (6), at den farste differens < 0, og
funktionen under integraltegnet er < 0 for alle 7. Med andre ord: To uligheder skal vises:
AS(t1) —p(t1) - Ax(11) <0, og AH — H;*-Ax <0 foraller. 7
Den farste ulighed i (7). Her udnyttes at S(x) er konkav. Verdien i punktet x(z1) ligger
derfor ,under tangenten* ud fra x*(r1), dvs S(X(t1)) < S(X*(11)) + Sy (X*(11)) - AX(t1), eller
AS(11) < Sx(X*(11)) - AX(t1).
Det er derfor nok at vise, at
Sy (X*(11)) - AX(11) — p(r1) - AX(t1) <0,
eller, &kvivalent,
(p(r1) — S} (X*(11))) - Ax(11) = 0. ()
Uligheden (7’) folger af, at det indre produkt er ensum ) v;w;: for type (i)* vides at w; = 0,
for type (iii)* vides at v; = 0, og for type (ii)* vides enten v; = O eller v; > 0 og w; > 0.
| den anden ulighed i (7) har ¢, og dermed ogsa x, X*, u, u*, og p, en fast verdi. Betragt
for disse veerdier H(y) := H(t,y,u,p) og H*(y) = H(t,y, u*, p) som funktioner af y.
Uligheden kan skrives H(x) < H*(x*) + Hy* - Ax, og af definitionen pa H falger specielt,
at H(x) < H(x). Derfor er det nok at vise falgende ulighed:
H(X) < H*(X*) + (H*) (X*) - AX. 7"
Men (7”) er netop uligheden (8) herunder, med H := H*. Vi har H*(y) < H(y) foralle y,
og H (x*) = H*(x*) ifalge betingelsen (1) i Maksimumprincippet. Derfor er forudseetningen
i Lemmaet opfyldt. Altsa geelder (8), og dermed (7”), og falgelig den anden ulighed i (7). [

Lemma. Antag for funktioner H (x) og H (x) defineret i en konveks mangde T og et punkt x*
i detindre af T, at (1) H(x) < H(x) forallex og H(x*) = H(x*), at (2) H er differentiabel
i x* og (3) H er konkav. Da geelder for alle x, at

H(X) < H(X*) + H'(X*) - AX. (8)
Bevis. S&tx, := x* — ¢ Ax. Da ligger punktet x* pa liniestykket fra x til x. Da H er konkav,
falger det, at
H(x;) < HX") —eAH.
Da H(X:) < H(X.) og H(x*) = H(x*) falger det, at
H(xs) < H(X*) —eAH.
Omordning og division med —e giver:

H(X* — e AX) — H(x* N
( g AX) ()zAH.

—&
Hgjresiden gar mod H'(x*) - Ax for ¢ — 0. Deraf falger uligheden (8). a
Anders Thorup



