MatBio A

Epidemier.

En population (Storkgbenhavns befolkning, fiskene i et dambrug, en bakteriekultur, ... )
rammes af en epidemi. Antag, at populationens stgrrelse er konstant K individer. Heraf
er y individer inficerede og x individer er modtagelige (men ikke inficerede). Epidemien
udbreder sig ved kontakt: en modtagelig, der kommer i kontakt med en inficeret, bliver selv
inficeret. Efter hver kontakt mellem en modtagelig og en smittet forgger altsa antallet y med
1 og formindsker antallet x med 1. De to antal x og y andrer sig med tiden: de er funktioner
y(t) og x(¢) af tiden z. Funktionen y(z) er voksende, funktionen x(¢) er aftagende, og hele
tiden er

x+y=K. (1)

Epidemien kan beskrives ved funktionen y(¢) eller ved funtionen x(t) = K — y(z).

Det er klart, at den hastighed, hvormed epidemien breder sig, afhenger af mindst to
faktorer: af kontakthyppigheden i populationen, og af smittefarligheden. Antag, at kontakt-
hyppigheden er r, altsa at hvert individ pr tidsenhed har kontakt med r individer. | et kort
tidsinterval mellem ¢ og ¢ + At har hvert individ altsa kontakt med r At andre individer, og
heraf er det brgkdelen y(z)/K, der er inficerede. De x(t) modtagelige individer har altsa i
det korte tidsforgb kontakt med x(¢) - y(¢)/K - r At inficerede individer. Efter tidsforlgbet er
antallet y(z) af inficerede individer blevet forgget med dette antal, og antallet af modtagelige
indiver tilsvarende formindsket, dvs

Ay(1) ~ %x(f)ya)m, Ax(r) ~ —%x(f)ya)m. 2)

Denne overvejelse leder til modellen:

dy r dx r
- =— — = ——xy. 2
a K7 K" @)
Desuden gelder ligningen (1). Vi kan derfor, fx i den farste ligning, erstatte x med K — vy,
hvorved vi far ligningen,
dy r
— = —y(K —y). 3
2 =g &Y ©)
Ligningen (3) er den logistiske differentialligning, og antallet y(z) af inficerede individer
udvikler sig altsa efter logistisk veekst. Det fglger, at lzsningerne til differentialligningen (3),
som opfylder, at 0 < y(¢) < K, netop er funtionerne af formen,

H=-——),
y(®) 1+ Ce

hvor C er en positiv konstant. Kendes fx antallet yo = y(0) af inficered individer til tidspunktet
t = 0 (og dermed antallet xo = K — yg af modtagelige individer), kan C bestemmes. (Bogen
setter n := xq, og foreslar yo = 1, og altsda K = n + 1, med det er ikke et helt godt
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udgangspunkt for en model, der beskriver x(¢) og y(¢) som en kontinuert funktion af tiden.)
Vi finder:

K . K K —
yo=+——>, altsdC=——1= Yo _ X0
1+C Yo Yo Yo

Ved indsattelse af denne vardi af C far vi:

K Kyo
y(t) = X0 ,—rt = —rt "’
1+ o€ Yo + xpe

Herefter bestemmes funktionen x = x(¢) af ligningen (1), som efter en omformning giver:

Ce™ 't K
x(t)zK(l——)zK- = ;
14+ Ce 't 14+ Ce 't 1+ C—lert
Med verdien C = ’y“—g fas:
K xq
x(t) = ———.
xO_|_yOe—rt

En mere generel epidemi. Modellen ovenfor beskriver en simpel epidemi. Antag nu, at
epidemien sgges bekaempet. Fx kan viisolere eller fjerne inficerede individer. Her vil vi teenke
pa en model, hvor de inficerede bliver raske og immune, fx ved behandling eller spontant.
Antag, at inficerede individer immuniseres med en hastighed, b, proportional med antallet af
inficerede individer. | et lille tidsinterval A¢ formindskes altsa antallet y af inficerede med
by At, og samtidig forgges y med de tilkomne inficerede, altsd med cxyAt, hvor vi har sat
c = r/K. Vi far herefter modellen,

dx dy
- = — ) - = _b ’
o cxy 7 y + cxy

hvor b og ¢ er positive konstanter. Til gengeld har vi ikke lengere ligningen (1), idet
populationen nu ud over modtagelige og inficerede ogsa indeholder immune individer.

Dette system af differentialligninger kan ikke lgses eksplicit. Alligevel kan vi opna en
reekke kvalitative (og kvantitative) udsagn om epidemiens forlgb. Hvis x, y er funktioner, som
opfylder ligningen (og 0 < x, y < K), kan vi for hver veerdi af ¢ afseette parret (x(¢), y())
som et punkt i xy-planen. Dette punkt bevager sig, nar tiden gar. Af den farst ligning felger,
at dx /dt altid er negativ. Funktionen x(¢) aftager altsa fra sin veerdi xg til tiden r = 0. For
enhver veerdi x(¢) for ¢+ > 0 har vi en tilsvarende veerdi y(z); derfor kan vi opfatte stgrrelsen
y som en funktion af x. Ifglge keedereglen er dy/dx = dy/dt-dt/dx = (dy/dt) /dx/dt, s&
af differentialligningerne fglger, at

dy cxy—by bjc 1

dx —CcXy X
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Som funktion af x er y altsd en stamfunktion til % — 1, og felgelig er

b
yz/(ﬁ—x)zglnx—x—kA,

hvor A er en arbitraer konstant.
Grafen for denne funktion af x er antydet herunder. Det er naturligvis kun den del af
grafen, der ligger over x-aksen, der kan modsvare faktiske veerdier af x () og y(¢).

X

Xmin b X0
Cc

y

Grafens udseende afhanger af starrelsen af forholdet »/c. Pa den skitserede figur er det
antaget, at b/c < xg. Punktet (xg, yo) = (x(0), y(0)) svarende til begyndelsestidspunktet
t = 0 er markeret. Nar tiden gar, &ndres x(z) og y(¢), men punktet (x, y) = (x(z), y(1))
ligger hele tiden pa grafen. Hvis punktet ligger over x-aksen, er bade x og y positive; af
differentialligningen fremgar, at sa er dx/dt negativ. Funktionen x(¢) er altsa aftagenede:
puntet (x, y) beveeger sig mod venstre, nar tiden gar (og det ligger hele tiden pa grafen).

Det fremgatr, at nar tiden gar, ud fra begyndelsestidspunktets = 0, sa vil y(¢) i begyndelsen
vokse. Til et bestemt tidspunkt 71 bliver x(¢1) = ? og til dette tidspunkt er dy/dt = 0, og
dermed ogsa dy/dx = 0. Til dette tidspunkt befinder (x, y) sig altsa pa toppen af grafen.
Herefter aftager y(z), og for r — oo konvergerer x(t) — xmin 0g y(t) — 0. Antallet af
inficerede “bliver” altsd 0: epidemien udder og antallet af modtagelige ender pa verdien

Xmin-

Rovdyr-byttedyr-modellen.

Betragt to populationer. Den ene, byttedyrene, er plantesedere, den anden, rovdyrene, lever
nasten udelukkende af byttedyrene. Lad x(¢) og y(¢) veere antallene af de to arter som
funktioner af tiden . Uden vekselvirkning ville de to arter udvikle sig med exponentiel veekst
efter fglgende differentialligninger:
/ /

A b, Yo, & byttedyr, y rovdyr.

X y
Her er b byttedyrenes (interne) vaekstrate (dvs den relative vaeksthastighed); for rovdyrene
antyder fortegnet foran r, at veekstraten er negativ, altsa at funktionen y(z) er aftagende (uden

byttedyr uddgr rovdyrene).
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Det er naturligt at teenke pa byttedyrenes vaekstrate » som en differens mellem en positiv
fadselsrate og en positiv (men mindre) dgdsrate. Idet det antages, at de to populationer lever
sammen, Vil vekselvirkningen pavirke byttedyrenes vakstrate: de lever gennemsnitligt kor-
tere, og de formerer sig darligere. Det er ikke urimeligt at antage, at antallet af byttedyr, der pr
tidsenhed forlader tilvaerelsen i form af baffer, er proportionalt bade med antallet x af byttedyr
(jo flere byttedyr, jo lettere er de at fange) og med antallet y af rovdyr (jo flere rovdyr, jo flere
bliver der fanget). Hvis proportionalitetsfaktoren kaldes ¢, forgges byttedyrenes dedshastig-
hed altsa med starrelsen cxy; dedsraten forages altsd med sterrelsen cy. Tilsvarende kunne
man forestille sig, at byttedyrenes fadselsrate formindskes med en stagrrelse proportional med
antallet y af rovdyr. | alt bevirker vekselvirkningen, at differentialligningen for byttedyrene

andres til en ligning af formen,

x/

— =b—cy.
x

For rovdyrene betyder vekselvirkningen en tilsvarende @ndring: jo flere byttedyr, jo flere
rovdyr fedes der og jo lengere lever de. Igen er det en simpel model at antage, at rovdyrenes
konstante (negative) specifikke veekstrate —r skal endres til en starrelse af formen —r + sx.
Herefter bliver vakstligningen for rovdyrene fglgende:

/

> = —r +s5x.

y

Alti alt har vi et system af differentialligninger til beskrivelse af funktionerne x (z) og y(¢):

d d
d—); = (b —cy)x, d_)t) = —(r —sx)y  x byttedyr, y rovdyr. *)

Lotka—\olterra.
Konstante lgsninger y(¢t) = b/c, x(t) =r/c.

Ikke lgse, men fase diagram: Af de to ligninger (*) far vi umiddelbart ligningen:
=0 = o en
r —sx)— = —x(0 —cy)—,
Y dr Y

hvoraf, efter division med xy:

()5 (950 )
X dt y dt

Den farste faktor = — s pa venstresiden har, som funktion af x, stamfunktionen r Inx —
sx. ldet x er en funktion x = x(z) falger det, at det farste led, som funktion af ¢, er
differentialkvotienten af r Inx — sx. Tilsvarende er det andet led differentialkvotienten af
bIny + cy. Ligningen (**) geelder derfor, hvis og kun hvis

rinx —sx+blny —cy =C, (***)
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med en konstant C.

Ligningen (***) bestemmer, for hver given veerdi af C, en kurve i xy-planen. Antages, at
de to populationer til tiden 7o har starrelserne xo = x(f9) 0g yo = y(to), bestemmes konstanten
C, og dermed kurven, ved at inseette vaerdierne (xg, yo) for (x, y) i ligningen. Herefter ligger
punktet (xo, yo) pa kurven. Det fglger, at punktet (x(¢), y(¢)) for enhver veerdi af ¢ ligger pa
kurven. Nar tiden gar, bevaeger punktet (x(¢), y(t)) sig altsa rundt pa kurven.

Det er ikke sa svert at fa en fornemmelse af kurvens udseende: Grafen for funktionen
f(x) =rlInx —sx erantydet i ???. Funktionen har sin starste veerdi, lad os kalde den M,. s,
hvor tangenten er vandret, dvs nar x = +. Detses, at ligningen f(x) = a ikke har Igsninger,
hvisa > M, , den har 1 lgsning, hvis a = M, s, og den har 2 lgsninger, hvisa < M, .
Tilsvarende har funktionen b Iny — cy den starste veerdi M, .. Det fglger, at venstresiden i
(***) hgjst kan vere M, s + My .. Hvis C > M, + M, . har ligningen (***) altsa ingen
lgsninger. Hvis C = M, s + M, ¢, har ligningen én Igsning, nemlig (x, y) = (%, %). Det er
punktet svarende til de konstante lgsninger til differentialligningen.

y

(x0, y0)




