DOK DOK-facitliste 1

DOK -facitliste

Listens numre refererer til samlingen af supplerede DOKawpr (de gamle eksamensopga-
ver). P4 listen star naesten kun facitter,kige tilstraekkelige svar pa opgaverne. [Korrigeret
21/4-2009, men der kan stadig veere fejl — specielt i de sevmyaver!]

7(i) ae' cost + be'sint, a,b e R,t € R.?

7(i)) ae' cost +be'sint + 312 +3t+3, a,beRteR?

7(iii) —3e' cost — ze'sint + 512+ 3t +3 a,beR,t eR.?

10 x1(r) = ae' + be, xo(t) = ce?, x3(t) = —ae' + 3be™, a,b,c € R, t € R.?
11(1) Basis for de homogene ™ oge~%, idet 10 i ligningen rettes til 10
11(2) C1e™™ + Cre ™% — 3 412 — %t + g—g.

11(3) Da de to rgdder5 og—2 er negative [S, Saetning 5.6].

13(2) x(1) = ' — 3124+ 521 — 12

14 x,=a3 + b3 +12+ 20+ 3 a,beR 1 eN?

15(1) x1(t) = be? —ae' — %t + %1, xo(t) =ae' —t—1, a,beR,t e R.?
15(2) x1(t) = g% —e' — 3t + %, xot) = —t—1, teR?

16 x(1) = (In(e +12))"2.?

17 @) (x1(1), x2(1)) = (12 + e % cos3, 12+ e % cos3 —3e % sin3).
17 b) Banen har linienx; = x2 som assymptote.

18 a) (2, 2) et lokalt ass.stab.ligev. pkt.?

18b) I (1, 1) er hastighedsvektore®B, 3). | (3, 1) er hastighedsvektoregr-3, 1). | (3, 3) er
hastighedsvektore*-9, —9). | (1, 3) er hastighedsvektorgid, —3).?

18¢) X-aksen er sammensat af bamér) = 0 ogx(¢) en lgsning tik’ = 6x —2x2. Y-aksen
er sammensat af banefr) = 0, y(¢) en lgsning tily’ = 6y — 2y2. Da baner aldrig krydser
hinanden, kan en bane ikke slippe ud af 1. kvadrant, hvis @etesder.?

19a) x; = —4(3) — 43 + 12

19 b) stabil.

20a) dF/dx = 12, 3F /du = —2u — 2. Eulerligning: 12 = 4 (-2t — 2) = -2 med
lgsningx = —¢3 + Cr + D; randbetingelse (0) = 0 og—2x(1) — 2 = 0 giverD = 0 og
C =2

20b) F er konkav i(x, u), jfr ... . Derfor!, jfr... .

21a) H=x—u’+2pu. ) p=-1. (Du=phvis—1< p <1l,u=1hvisp > 1,
u=—-1hvisp < 1. (lll) p(4) =0.

21b) p=—-t+4. ForO<r<3erp>1,u=109x =2,x(0) =0giverx = 2¢. For
3<t<derp<lu=4—1 09x =8—2t x(3) =6 giverx = —12 + 8 — 9. Optimal,
fordi H er konkav i(x, u), [S] (Check hvor!).H er konkav, fordi.. . .
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22 [(x>—H7Yx =dt; 2In(lx —2|/Ix +2) =t + K; (1 — 4/(x +2)) = Ce*. Med
x(0) =0fds1—4/2 = C, altsd8C = —1 ogx = 4/(1+ &%) — 2 = 2(1 — ) /(1 + ™).
24(3) § = —x +4e' = —(=2x+y—2t — 1) +4de' =2(—y +4e') —y+2t +1+4e', dvs
y+2y+y=2t+1+ 12",
Karakteristisk (dobbelt)rodi = —1, sdy = e 0ogy = te™" er basis for Igsningerne til den
homogene ligning. Partikuleer lgsning= 2t — 3 + 3¢’. Altsa
x=—-2+¢e 4+ (C—D)e ! + Dte!, y=2t —3+3e' + Ce™ " + Dte".
24(b) C =0,D = —1.
26 x; = 12 — 14+ 4(3)" costr/2) + 2(3)' sin(tn/2).
27@) H =ex —u’+p2u—x). () p=p—e. (D u =1hvisp > 1,u = p hvis
O<p<lu=0hvisp <0. (lll) p(2) =0.
27(b) p=Ce' +eo0gp(l) =0giverp =e — ¢’ (specieltp > 0for 0 < ¢ < 1). Bestem
rvedp(f) =1, altsd’ =e—1(0ogf =In(e—1)0g0<7<1). ForO<t<rerp>1,
u=109x%x =2—-x,x(0) =0giverx =2—-2". Fort <t <leru=e—e',0g
X =2(e—e)—x,x(t) =2—2¢7" giverx = De™" +2¢—e' med2-2¢~" = De™'+2e—¢',
hvorafD = —2 — 2(e — 1)e! + (¢')2 = =2 — (e — 1)° = —¢? + 2¢ — 3.
28 [2/13dt = —1/12, séx = €1 [l e V" 4713 dt = 26V [ Y1)} = 2 — 27117,
291) ¥ = 2x1 — 3cosy = 2(bxy — 3xp — 5sint + 4 cos) — 3coy
= 5(x 4+ 3sint) — 6xp — 10 sint + 5cos, sa
X2 — Bxo + 6x2 = 5sint + 5 cos.
Basis for de homogene Igsningener= ¢% 0gxs = ¢ og partikulaer lgsning er, = cost.
Altsa
x1 =Sint + CeZ +3De3,  x, =cost + Ce? + 2De™.
29ii) Partikuleer lgsningC =1, D = —1.
31i) x; = C(=1)' + D5 + t(—=1)" + 1.
3lii) C=-1,D=0.
32 0F/ox = —8x, 0F/ou = —2u. Euler: —8x = d/dt (—2x) = —2%. L@sning:
x = Ce? + De~%. Randbetingelser(0) = 0 ogx(1) = 1 giverC = 1/(e? — ¢~2) og
D =—-C.
3Bi) H=-2x2—u+pu. () p=4x. () u=1hvisp > 1,u =0 hvisp < 1. (lll)
p(H) =2
33ii) x(t) > 1fordix(0) =1o0gx =u > 0.
33iii) Dap = 4x > 4, er p strengt voksende, og vokser hurtigere endr4 Af p(1) = 2
falger s, ap(0) < —2.
33iv) Ladz, med0< 7 < 1, veeretallet, hvop(r) = 1. Forr < t,erp < 1,u = 0,09x = 0,
x(0) =1giverx = 1. Forr >f,erp>1,u=1,09x =1,x(t) = 1lgiverx = —1 + 1;
videre: p = 4x = 4t — 4 + 4, p(i) = 1 giverp = 2t% + (41 + 4t + 212 — 47 + 1.
Endelig: afp(1) = 2 f&s 2= 2 — 47 + 4+ 212 — 41 + 1, eller 2?2 — 87 +5 = 0 med radderne
(8 & +/24)/4; det giverr = (4 — /6)/2=2— /3/2.
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36(a) z2 —az + %(a —1)=0.

36(b) Nar|a| <1+ %(a —1) <2,dvs né’lr—% <a<1.

36(c) x; = C(3)' + D(—3)" + {£2'. Neermer sigiz2" for t — oo idet|x, — 1£2/| — O.
38(b) (1) u maksimeretH (u) = (p — 1)(x + t?)u + x + 2, dvsu = 1 for p > 1 ogu =0
forp<1.(2)p=—-up+u—1. 3)p2) =0.

38(d) ForO<r <1lerp(t) =1,u(t) =1 (1) ubestemt)x(r) = 3¢’ — 12 — 2t — 2. For
l<t<2erp(it)=2—t,u(t) =0,x(t) =3e —5.

38(e) Arrows funktionH (x) er konkav, nemlig for fasteog p > 1 lig med px + pt2, og
for p < 1 lig medx + 2, alts& altid linese#- konstant.

40(8) (+2,0) 0g (1, £v/3). Jacobi:/ = (% * ). dets = 2x(x - 1) — 2y er negativ i

(1, £+/3), s& disse to punkter er saddelpunktetP, 0) er det/ > 0, men TrJ = 3x — 1
er kun negativ (—2, 0). Altsa er(—2, 0) lokalt asymptotisk stabil, de tre andre ustabile.

40(c) Fordi: x-aksen med: > 2 er selv en bane, og ligevaegtspunktefded) og (1, v/3)
er hver én bane. Pa resten af randemgbeger hastighedsvektoren ingifi. En lgsning kan
derfor ikke fra det indre ad krydse randen a#/.

46(a) Karakteristisk polynomium?—10z+25 = (z—5)? med dobbeltrod = 5; fuldsteendig
lgsningc5’ + dt5'.

46(b) Fuldsteendige lgsnings’ + dt5 + 2-3" + 4.
46(c) c =1, d = 1.

50(a) Ligeveegtspunkter(—3, +4).

50(b) (—3, 4): ustabil;(—3, —4): ingen konklusion.

50(d) Jacobi:J = (32;2 20y>. detJ = —6x2y. Negativ, ndry > 0 ogx # 0, S&(—3, 4) er et

saddelpunkt (ustabilt). (—3, —4) er det/ > 0 og TrJ = 2(—3) < 0, s&(—3, —4) er lokalt
asymptotisk stabil. [Faktisk er egenveerdierne ikke-egall(—3, —4) er et spiralpunkt (ikke
pensum)!]

51(a) x; = (v/2/2)! (A cosnt/4+ Bsinmt/4).

51(b) A=1,B =3,x2=3/2.

51(c) x* = 14.

51(d) Ja (asymptotisk stabil) fordi . .

53(a) (1) u(r) maksimeretd = (t — 1)x — u? + p(u — x) foru e I =[0,1] giver:u =1
forp>2,u=p/2forO0<p<2,u=0forp<0.2Qp=—¢—-21) + p(0gx = u — x).
(3) p(1) =0 (0gx(0) =1).

53(b) p=1t—e L.

53(c) p=1—e¢ler> 0forr <1, p er strengt voksendeli.

53(d) ) p(t) <Ofort e I,ogsdeu(t) =00gx(t) =e’.

53(e) Konkav Hamilton.
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62 F = x2 + 2t%x + x2 er konveks, fordi . .

62(a) 2x + 212 = (d/dt)(2x) = 2%, s8 (EL) eri —x = t2. Den generelle Igsning er
x=—1t>—2+Ce' +De " 0gx(0) = —2giverC + D = 0, dvsx = —12—2+C(e —e™?).
62(b) x(T) = —T?giverC(e" —eT)=209T =In2, dvsC = 4/3.

62(c) x(T) fri giver x(T) = 0, altsd—2T + C(e! + e~ T) =0, dvsC = (4/5)In 2.

62(d) C >4/30gC > (4/5)In2 og ‘=’ et af stederne give€ = 4/3.

64(a) x =1ogx = 1+1/v/1+ Ki2

64(b) x =1 —t//1+ 32

65(a) (0, —2)o0g(1,1).

65(d) (0, —2) assymptotisk stabil{l, 1) saddelpunkt (ustabilt).

66(a) C + D(3)".

66(b) 1— 4t(3)".

66(c) Ikke stabil, dar = 1 ikke opfylder, aji| < 1.

66(d) DaC + D(2)" — 4t(3)" — Cfort — oo,

67(a) 2x/t = d/dt(2tx) = 2t5 + 2%, dvsi + (1/1)% — (1/t%)x = 0. Og(2¢x)(2) = 0, dvs
x(2) =0.

67(b) Ct + Dt~ 1.

67(c) C+D =1,C—D/4=0;altsédx = 11+ #17L.

68(a) H=xu—x>—u®—px. () p=—0H/dx = —u+2x+p; ()0 = 9H/du =
x—2u+ p;(Nl) p(n2) =0.

68(b) u = (x + p)/2, S&t = —x +u = —3x + 3p, 0 p = 3x + 3p. Systemet lgses:
F=—3k+3p=—3t+ 335+ 3p) = —3% + 3x + 3% + 3x = x, altsdi = x. Altsd
x=Ce+De',p=2x+x=3Ce' —De',u=2Ce'. C+D=1,6C —-—D/2=0,
hvorafC = 1/13,D = 12/13.

68(c) Hamiltonfunktionen er konkav, fx forcﬁ 112

12 —1) er negativ definit, se bl.a. [S, s.172].

69(a) x = 0,x = —1,0gx = (C(1+ 1/t) — 1) *for C #0.
69(b) C = 2,dvsx =1t/(t + 2).

70(d) J = (_ng ‘_322yy), det/ = —68xy, TrJ = 2(x — y). | (4, +1) er TrJ > 0 (og
detJ # 0), sa ustabilt; i(—4,1) er det/ > 0 og TrJ < 0, s& stabilt; i(—4, —1) er

detJ < 0, sa ustabilt.

71(a) Karakteristisk polynomium? — z + 1 med rgddet, ¢, hvor¢ = % + g’i. Radderne
harp = 1096 = £27/6 = +£%. Den generelle lasningCy cog%t) + Cz2sin(%1) (eller
D1¢" + Dot?).

71(b) (*) bestemmerix; = 14+ x1—xg = -1, x3 =1+ (-1 —(-1) =1, x4 =
1+1- (-1 =3;da® = £27, erx; 16 = x;, SAx1000 = x4 = 3. Alternativ: Lagsning
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til (*): x, = 14 Cicog%t) + Casin(Gt) med 1= xo = 1+ C1, dvsC1 = 0, og
—1=x1 =1+ Csin%g, dvsCo = —2/(/3/2) = —2%, altséx, = 1 — 2% sin(%1). For
t =1000= 6- 166+ 4 fasxiogo= x4 = 1 — 2% sin(4n/3) =1+ 2= 3.

e
71(c) Ikke stabil.

71(d) |x/] =1+ C1co95t) + C28in(F1)| < 14 |C1| + |C2| er begreenset.

72(8) t = L(—t+2%) = -1+ 2%, dvsi = 31 + 3, og(—t + 2¢),_, > 0, dvsi(D) > 3,
med =’ hvis x(1) > 2.

72(b) x = 13+ 312+ Ct + D.

72(c) x(0) = 0 giverD = 0. Videre: 2< x(1) = 15 + 7 + C, dvsC > 2,093 < i(1
3+ 3+C,dvsC > —1, og mindst ét=". Det giverC = 3.

72(d) F er konveks i(x, x).

73@) H = (x +u) + p(—u +2t), S&x) = —3x% () p = —9H/dx = —1. () u
maksimerew — (1 — p)v +x + 2¢,dvsu = 1 hvisp < 1ogu = 0 hvisp > 1. (lll)
p(2) = Sili=2 = —3x(2).

73(b) () giver p(t) = —t +t + 1 med passende (Il) giveru = 1 hvist > rogu = 0
hvist < 7. Antag farst, at < 0. ForO< ¢ < lerr > 7, altséu = 1, ogx = 1> — ¢t + 1.
Sderp(2) =i —10gx(2) = 3, og (lll) giverf — 1 = —3 - 3, dvsi = —3: betingelserne
er opfyldt, medt = 1,x = 12—t + 1, 0gp = — + 3. Antag derneest, at & 7 < 1. For
O<t<rieru=0,o0gx =%+ 1; specieltc () = 1% + 1. Videre: Forf <t < 1eru =1,
ogx =t°—r+7+1. Sden(2) =3+1,0g (lll) giverr —1 = —%(3+t’), dvsr = —%, 0g
det er i modstrid med antagelsen. Tilsvarende giver argéagel> 1 en modstrid.

73(c) FordiS(x) = —5x? erkonkav §”(x) = =3 < 0) 0gH = x + (1 — p)u + 2pt er
lineaer ix, u) og dermed konkav (ix, u).

~—

74(@) x =tsint — 2 cos 2 + C cost + Dsint,

74(b) x = tsint — 3 cos 2 + 1 cost.

75(a) (1, —2) og (-3, 2).

75(d) J = (;xlj). (1, —2): stabilt (spiralpunkt);(—3, 2): ustabilt.
76(@) x; =1,y =0.

76(b) Stabilt.

76(c) limx;, =1, limy, = 0.

76(d) x, =14+ C(3)' + D),y = —2C(3)' — D(3)".

77(3) 2t + 2x = L (2tx + 8%) = 2% + 2x + 8%, altsd¥ = 0. Transversalitetx(0) = 1

0g (2tx + 8x);—2 = 0, dvsx(2) + 2x(2) = 0.
77(b) x = Ct + D.
77(c) x(0) = 1giverD = 1, 09x(2) +2%(2) = Ogiver s4 Z +1+2C = 0, altsdC = — 3.
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77(d) F(t, x,u) = 2txu+x2+4u?erkonveks ix, u), da Hesse-matrice<rth 8

semidefinit: 2> 0 og determinanten 16 4r2 er > 0, dar < [0,2].
78(@) H=x—cu+p(—x+u)=(p—eHu+x—px. () p=—-0H/dx,dvsp = —1+ p.
() u=1hvisp >e',u=0hvisp < ¢'. (lll) p(In3) = 2.
78(b) (1),(Il) giver p =1+ Ce' 0g 1+ C-3 =2, altsdp = 1+ %et. Punktetr*, der skiller
i (I1), opfylder p(t¥) = e'", alts 1+ 3¢’ = e, hvorafe’” = 1, dvst* = In(3). Alts&
u=1fort <t*ogu =0, hvist > t*.

Fort < t*eru = 1ogalts&x = —x + 1 0gx(0) = O, hvorafx = 1 —¢™'. Sa
erx(t*) =1l—e " =1— % = Fort > t* eru = 0 og altsix = —x, hvoraf

_ *y ,—(—t*) _ 13 —r _ 1 —t
x=x({te =3z35¢ " =35 .

) er positiv

Wl

78(c) H som funktion af(x, u), og skrotfunktioner$ (x) = 2x som funktion afx, er linezere,
og derfor konkave.

79(a) x = 0 0gx = —(C + In(2+ sinr)) L.
79(b) x = Ce® + Dte® + %
80(a) (0, +1).

80(d) J = (22" o ) (0, 1): ustabilt (saddelpunkt)(0, —1): stabilt (spiralpunk).

81(a) x, = C + D(-1) +1 + 3.

81(b) C = —-3/4,D =5/8.

82(a) —e'F = L o = AV (¥ — ¥), altséi — & = —1.

82(b) x = Ce' + 1, altséx = Ce’ +t + D.

82(c) C = D =0,dvsx =r.

82(d) F(t,x,u) = " * er konveks i(x, u), da Hesse-matricefl
definit: F > 0 og determinanten et O.

83@) H = 2—1t)e'u —x + pu?. () p = —0H/dx, dvsp = 1. (I) u = 1, hvis
p>—2—1)e'/2,09u =—(2—1)e'/(2p) ellers. (lll) p(2) = 0.

83(b) (I),(ll) giver p = t — 2. Specielterp < 0 for 0 < ¢ < 2. Uligheden i (),
p>—(2—1)e'/2,givert —2 > (t —2)e' /2, altsa 1< e’ /2, dvst > In2. For0< ¢t <In2:
u=e'/2,00% = u? = e? /4 medx(0) = 0, dvsx = ¢ /8— 1/8 (og specielt(In2) = 3).
Ogforin2<t <2:u=1,0g% = u?=1medx(In2) = 3/8 giverx =t —In2 + 3.

F —-F

_FF ) er positiv semi-

83(c) H som funktion af(x, u), er sum af tre led(2 — r)e'u 0og —x er linesere ogu? er
konkav, dap < 0. Derfor... .

84(a) x(t) = e '(Acost + Bsinr). Stabil.
84(b) x(t) = e '(1+ Acost + Bsint). (c)x(t) = e '(1 — cost).

85(a) Linie samt graf of trediegradspolynomium; der er seks mnegioLigevaegtspunkterne
er(2,-1), (0,0), (-2, 1).

85(b) Farste og sidste er ustabile.
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85(c) Kan f.eks. ligge i regionen over punktet.

2_9 _—
85(d) <3x_1 9 _120

85(e) (0, 0) er lokalt asymptotisk stabilt; de to andre er sadelpunkter.
86(a) x, = (v/2)~'(C cos 3% + Dsin(3Zh)).

86(b) x; = (V2% ' sin(3!), x3 = 3.

86(c) (HL) er stabil.

87(a) x = 0,x(tr) = At + 1. Det bemaerkes, at funktionéner konveks for € [0, 1], da
dens Hesse-matrix har 2 0 og 2 & 0) i diagonalen, og dens determinant & — ) > 0.

87(b) x(t) =t +1. (©)x(t) = —3t + 1. (d)x (1) = 1.

88(a) H = —p(t)u?+ (2tx + (4+ 2t)u), som er konkav, netop na¢) > 0.
838(b) p(r) =4 — .

88(c) u(t) = 5= fort < 1ogu(r) = 1fors > 1.

), 3x2 — 11 0g—6x2 + 8.

88(d) x(1) = ;25 + 3 fort <logx(r) =5 —tfort > 1.
88(e) (x, u) opfylder (MPB), ogH er konkav ix, u ifglge (a), dap(z) > 0O for allet.
89(a) x(1) =+/IN[{[F A, AcRogt < —e 4ellert > e,

89(b) x(t) = v/Int+1 pé(e~?, 00), graf: x(e) = v/2, i(e) =0,13,%(1) = 3 samt

x(1) = 00gx(t) — oo forr — e~ 1.

89(c) x(t) = —+/In(—t) pa(—o0, —1), graf: x(—e) =0,18,x(t) — 0 0gx(t) — oo for
t— —1.

90(a) Cirkel med centrum(0, 0) og radius 4 samt akserne; der er otte regio@e)), (0, 4),
(—4, 0) og (0, —4) er ligeveegtspunkterne.

90(b) (0, 4) er ustabilt, og det e, 0) og (—4, 0) ogsa.
90(c) Banen skeerer cirklen vandret.

90(d) <2yx ny) 3y og 2y — 2x2.

90(e) (0, 4) ustabilt,(4, 0) og (—4, 0) sadelpunkter0, —4) lokalt asymptotisk stabilt.
91(a) x; = A2 + B(-1)".

91(b) x, = 3(2' — (1)), x5 = 11.

91(c) Ikke stabil.

92(@) x —x =0,x(t) = A(e' —e™").

92(b) Hessematricen har 4-(0) og 2 & 0) i diagonalen, og dens determinant er &2
(= 0forr €[0,1]). x(r) = =<,

92(c) x(tr) =0.

92(d) x(r) somi (b).
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93@) x =u,p=1,p(t) <—2,hvisu(t) =0,p(t) > —1,hvisu(t) = 1,09p(t) = u(t)—2
ellers.

93(b) p(3) =0o0gp(t) =t — 3.

93(c) u(t) =0fort < 1,u(t) =1fort >2o0qu(t)=t—1forl<rt < 2.

93(d) x(r) =0forr <1,x(t) =3¢t —D2forl <t <2ogx(r) =t — 3 fort > 2.
93(e) (x, u) opfylder (MPB) og Hamiltonfunktionen er konkaw | u.

98(a) (1) u maksimererH = tx — x? — u? + p(u + 1)%> = (p — Du? + 2pu + ... for
1<u<2 (Qp=-H =—-t+2x0g9x = u+1>2 (3)x(0) =1,p2 =0.

98(b) Strengt voksende, fordix = (1 + 1)2 > 22. Med x voksende og(0) = 1 fis
x(t) > 1l,0ogsaerep=—t+2x >—-2+2=0forr < 2.

98(c) Af(3) og (b) fasp = p(¢t) < 0. S& erH en parabel, der haenger nedad, med toppunkt
hvor H, = 0, dvs for 2p — 1)u + 2p =elleru = p/(1— p). Dap <Oerp/(1—p) <0
og sa erH (u) aftagende for kx u < 2. Af (1) fasu = 1. Ogsaerx =4 ogx = 4t + 1.

98(d) p = —t + 8 +2 giverp = 5% + 2t — 18.

98(e) H(x,u) er konkav, dgp < 1.

99(a) x2dx = 2" dt giver—x~1 = (In2)~12" + D ellerx = (In2)/(C — 2').

P9b) C =3,t < (Un3J)/(In2).

P9 C=1,r>0.

9(d) C =0,—00 <t < 00.

103(a) H = 2tx — x? — u?+ pu ... konkav.

103(b) (1) u maksimereiH (u) foru < 1 giveru = p/2narp/2 < 1ogu = 1forp/2 > 1.
(2 p=—H.=-2+2x0gx =u. (3)x(0) =0,x(In2) = 0.

103(c) Antagu(t) < 1for0 <1t < In2. Af (b) fasu = p/2. Af (2) fasx = u = %p
ogp = 2x — 2t, hvorafi — x = —t ellerx = Ae' + Be™' +t. (3) giverA + B = 0 0g
2A + B/2=—In2, hvorafA = —B = —%1In2, dvsx = —3(In2)(e’ —e™") +1.

103(d) Videre erp = 2% = —42(n2)(e' +e™") + 2 0gu = —3(In2)(e’ + ) + 1.

103(e) For de fundne funktioner er gjensynlig< 1, og da maksimumprincippet,., af (a)
falger....

117(a) Euler-ligningx + x = 0. Lgsning med(0) =0erx = A(1 —e".

117(b) Determinant af Hesse-matrix det = 4(¢' — %) er > 4(¢® — (In2)?) > 0. Med
x(n2) =1fdsx =2(1 —e".

117(c) x(1) = O.

117(d) x = 2(1— e~

119 In(x + 1) = L3+ sint + C, x(1) = Bes” s _ 1,
120 z=x % —32=2-5z=Ac¥ +5,x(1) = 7=

Vile—445

FNTN
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121 Karakteristisk ligning:r2 — 7r + 10 = (r — 2)(r — 5) = 0. Fuldsteendig l@sning
til homogen: x(1) = Ae? + Be™. Partikuleer lgsning til inhomogent (1) = —3re?.
Fuldsteendig lgsning til inhomogen(t) = Ae? + Be™ — Fre?.
122(@) r* — 43 +6r2 —4r +1=(r — 1%

122(b) x(1) = Ae' + Bte! + Ct2e' + Dt3e' + 1 + 1.

123 (1, 1) er (lokalt) sadelpunkt—1, —1) er (lokalt) stabil.

124(a) Karakteristisk ligningm? — 2m — 1 = 0. Rgddermi = 1+ /2 ogmo = 1 — /2.
e (V2 —(1-V2)
Lasning:x; = 275 .

124(b) x; ~ 2—\1/5(1+ V2)! og dermedr;1/x; — 1+ /2.

125(a) Euler-ligning:x¥ —x = —¢. L@sning:x(¢) = Ae’ + Be™' +t.

125(b) x(t) = €' +e " + 1.

125(c) Ja, jfr. seetning side 343, daer (sum af 3 konvekse og dermed) konveks,ix).
126(a) H = x -sint + p -u - sint, S(x1) = —x1, p(wr) = —1, p(t) = — sint, p(t) = cost.
126(b), (c)

1, t<m/2
0, t>m/2
126(d) Ja, jfr. seetning side 392, dd er (lineser og dermed) konka\x, u), daU = [0, 1]
er konveks (et interval), og d&(x1) = —x1 er (lineaer og dermed) konkav.

127(a) Homogene:x (1) = Ce' + De'. Partikulaer: %tet + sint. Generelle Igsning:
x(t) = 3te' +sint + Ce' + De™

127(b) C = —3/4, D = 3/4.

128(a) (0,1) og(—1, 0).

128(d) x(t) —> oo 0gy(t) — 1.

128(e) J = ( . ) | (0,1): & = +1, ustabilt (saddelpunkt). (—1, 0): %ir = O,

l—cost; t <m/2,

u(t) = { 1; t>m/2.

x(t) = {

1-y —1—x
ingen konklusion!

129(a) x, = C(3) + Dr(3) + E(=3)" + Fr(-3)".

129(b) Indseet 1; ud kommes. Indseetr2(1)"; ud kommer(: + 42(3)"* — 3¢ +
2)2(3)*% + L2(2)" = 1(3)". Partikuleer lgsning: 16 2/2(3)".

129(0) (3)" — 00g(2)" — 00gr2(3)" — 0, s&x(r) — 16 fort — co.

130(a) Eulerligning: 3x + 4x = %(th + x) = 3tx + 3x + X, hvorafx —x = 0.
Transversalitet: & x(3) +x(3) = 0, dvsx(3) + %(3) = 0.

130(b) x = Ce' + De™".

130(c) x(0) = 1 giverC + D = 1, ogx(3) + (%) = 0 giver Ae3 = 0, dvsC = 0 og
D =1, altsax(¢t) = e .
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130(d) F(t,x,u) = 3txu + 2x? + %uz er konveks i(x, u), da Hesse-matrice(gt i’) er

positiv semidefinit: diagonalen er 0 og determinanten 4 (3r)? er > 0 i intervallet [Q%],
endda for < .
131(a) H =8¢ 'x +u + p(—x — u).

(1) u maksimeret = (1 — p)u +...,s&u =0hvisp > 1, 0ogu = 1 hvisp < 1.

(2 p=—-H, = —8e™ "+ p,0gx = —x —u.

(3)(iv)* x(0) = 1; daS(x) = —x erS’(x) = —1, som giverp(In4) = —1.
131(b) p = —8e '+ pgiverp = Ce' +4e ' ogdermedp(In4) =4C+1. Af p(In4) = -1
fasC = —3. Altsép = — e’ +4e™". Forallet erp = —3e' —4e™" < 0, s8p(¢) er strengt
aftagende. Videre e5(0) = —% +4>10gp(nd) = -1 <1, sdp(ty) = 1 for praecis en

veerdito. Dap(In2) = —3-2+4- 3 =1, erg=In2. Derforeru(r) =0for0<t <In2
ogu(t)=1forin2<rt <In4.

Fort < tgperu = 0og altsax = —x; x(0) = 1 giverx = ¢~'. Fort = to = In2 fas
x(In2) = % Fort > toeru = 1 og altsdx = —x — 1 som giverx = De™’ — 1. Af

x(In2) =1 fdsD =3 0gx(r) = 3¢~ — 1.

131(c) H erlineeer i(x, u), og derfor konkav.

132(a) Homogenex(tr) = C sint + D cost. Partikulaer:%e’ + t cost. Generelle Igsning:
x(t) = 3¢’ 4+t cost + C sint + D cost.

132(b) C = —-3/2,D = —1/2.

133(a) (0,0) og (1, 1).

133(d) J = (3,271 )- 1(0,0): ustabilt (saddelpunkd). @1, 1): ustabilt

134(8.) Xy = 6, Yt = 6.

134(b) Stabilt, da matricen har egenveerdies 3 og i = —3 med|x| < 1.

134(c) x; —» 6 09y, — 6 fort — oo.

134(d) x; =6+ A(3)' + B(—3)', y = 6+ 3A(3)' — 2B(—3)".

135(a) MedL (x) = i —2t°—2xerL(t?) = 2—2t~2t> = 0ogL(t ™) = 2r3-3r—2+1 = 0.
Herafx = Ar? + Br 1.

135(b) x =1+ 16071,

135(c) Ligningeni (a) er Eulerligningen (divideret med 2). standardkonkav. . .
136(a) H = —4x% — u? — 6txu + p(t + u).

(1) u maksimereH = —u?+u(p —6tx)+... for0 <u < 1. DaH' = —2u+ p —6tx,
er H/ (ug) = 0 for 2u9 = p — 6tx. Specielt, hvisc > 0 ogp < 0, sd erup < 0, og sa
maksimeredd (u) afu = 0.

(2)p=—H, =8x +6tu, 09x =1t + u.

(3)x(0) =00gp(1/3) =0.

136(b) x(¢) > O ifglge (2). Heraf, da(0) = 0O, fasx(r) > 0. Af (2) falger sdp > 0. Heraf,
dap(1/3) =0, fasp(r) < 0.
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Nu felger af (1), at(r) = 0. Og sl enx(r) = 312 Ogp = 8 = 42 giver p =
313 —1/3%).
136(c) ... Hesse..
137(a) x(r) = ﬁ
137(b) x(r) = 1.
138(a) (1,0), (0,1), (—1,0), (0, —1).
138(b) Enhedscirklen og linierne givetved= —x +10gy = —x — 1.
138(d) Jacobi= (, 7}, 2 ). (~1,0) stabilt, gvrige ustabile.
139(@) x; =x*=1/6,y; = y* = 2/3.
139(b) Globalt asymptotisk stabtilt.
139(c) x; — 1/6, y, — 2/3.
139(d) xy =3+ C(P'+D(—3)', vy =5 - 3C3) — 3D(—3)".
140(a) ¥ — x = —1.
140(b) x(1) = (! —e ") /(e —e 1) + 1.

4 2

140(c) Hesse-matricen (for fas) er (2t )

positiv definit,. .. konkav. .. .

141(a) H = x sint + pusint, (1) u(t) maksimerexsint)pu +xsintforO<u <1, (2)
p=—sint, (3)p(r) = —3x(7).

141(b) ... x = usint > 0... x(¢) (svagt) voksende; () > 0.... p=—sint <0...
p(t) ... (strengt) aftagende.

141(c) p(t) =cost —cost*. ForO<t <t*eru(t) =1,x =1—cost. Fort* <t <mer
u(t) =0,x() =1-—cost*. Ogt* = /3(= 60°).

141(d) ... konkav... fordi ... lineeer.

142(a) Ae® cog4r) + Be¥ sin(4r).

142(b) &3 + 2t% + 1.

142(C) €% + 2t2 4+t — €% cog4t).

143(a) (1,1) og (3,3)

143(b) Nulkurverne bliver henholdsvis en staende og en liggendabeh Begge med
toppunkti (1,1).

143(c) Punktet (2,2) ligger i de 2 parablers feellesmaengde, somrepékt. | ethvert punkt
pa randen af denne mngde peger pilen i fasediagrammet inkksfazengden.

143(d) Punktet (1,1) er ikke lokalt assymptotisk stabilt, hvorah(8,3) er det.
144(a) Da 1 er karakteristisk rod, ey = 1’ = 1 Igsning.

144(b) A + Bt +C(3)".

144(c) 8t(3)".

) med spor 6 og determinant-84:2 > 4, . ..
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144(d) Ikke asymptotisk stabil.
145(a) ¥ +x =0.
145(b) x(r) = 1.

145(c) For et givet: bliver determinanten af Hessematricg8e’ — ¢3). For s i [1, 2] er
8¢' > 8 0gr3 < 8 s& determinanten er positiv.

146(a) u maksimeretd = —x +u + pw? —2u+x)for0 <u < 1. p = —p + 1,
p(n3) =0.

146(b) p =1— 3¢~ ', specieltp(r) < 0forr < In3.

146(c) u(r) =1 (dap(r) <0),x =1—¢.

146(d) ... konkav... fordi p(z) <O....

147(a) Ae'cost + Be ' sint.

147(b) Ja.

147(c) 21% — 2.

147(d) 2r% — 2r.

148(a) (—2,8), (0,0), (1,2).

148(b) Parablery = 2x2 og de 2 linierx =0, y = —2x + 4.

148(c) Omradet, der indeholdér1, 4), og afgreenses af nulkurverne, er gjensynlig begraen-
set (Over parablen, til venstre for-aksen, og under liniem = —2x + 4“). Det ses pa
skitsen, at pa randen af omradet peger tangentvektorasn®mradet. Ingen lgsningskurve
kan derfor forlade omradet.

148(d) ( I _'_4); 4 _xl> , (—2, 8) lokalt assymptotisk stabiltQ, 0) lokalt saddelpunkt

og ustabilt,(1, 2) ustabilt.

149(a) (a,b) = (4,2).

149(b) x, = A(3)' + B(—3)' +4, y, = A3 +2B(—3)" + 2.
149(c) x; —»> 409y, — 2fort — oo.

150(a) ¥ — 9x = —9r.

150(b) x = €% — 3 4 1.

150(c) Beregning af Hessematricen og relevante henvisninger.
151(a) Relevante henvisninger til teksten, anvendt pa dennetisitua
151(b) p(r) = 2 —1?,

4t — 12 hvisO<r<1
3 hvis 1<t < +/2.

2 hvisO<r<1

1) = ,
u(0) {O hvis 1<t < /2

x() = {

151(c) Relevante henvisninger samt oplysning om at Hamiltonfiomlen er lineser i ogu.
153(a) Ligeveegtspunkter(4, 3), (—4, 3), (4, —3), (—4, —3).
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153(c) Lad M veere punktmaengden, hver> 0, x > 6, 0gy? < x2 — 7. Det er nok at vise,
at(x(t), y(t)) € M fort > 0. Der er ingen stationaere punkte¥i og det fremgar af pilene,
at hver hastighedsvektor pa randenvapeger ind iM. De (x(0), y(0)) ligger pa randen af
M, lgber lgsningen farst indM, og sa forbliver den i for + > 0, da den ikke igen kan
krydse randen af1.
153(d) (4,3) ustabil (saddelpunkt), (-4,3) stabil, (4,-3) uskap#,-3) ustabil (saddelpunkt)
157(a)(b) (x,y) = (0, D) (D arbitreer): forr € R.

(x,y) = ((t+ )L, D@t + C)?) (C > 0, D arbitreer): for—C < ¢ < oc.

(x,y) = (@t + )L, D@t + C)?) (C <0, D arbitreer): for—oo <t < —C.
157(c) (x,y) = ((t +3)7L, 5t + 3)?).
158(a) (x,y) =(0,0), (x,y) =(—1,1), (x,y) = (2, 9).
158(c) Pilene pa nulkurverne, der afgraengirpeger ind iD. Derfor: lim,_ o (x(2), y(¢))
er= (0, 0), hvis(x(0), y(0)) = (0, 0), og ellers= (2, 4).

—2 1 : - : L :

158(d) J _.( 2yt _x). (0,0): ustabil (saddelpunkt—1, 1): ustabil: (2, 4):
asymp. stabil.
159(a) KoefficientmatrixA = (,%/ 21 /’g) Karakteristisk polynomium? — tr(A)z + det(A) =
22— z+ (3 —k?). Stabil: 1< (3 —k?) +1ogi— k% < 1, giverk? < 1, altsa for
Ll <l

2 2
159(c) Kar polz? — z — 3 har redder. = 3 ogz = —3. Generelle Igsning til homogene
andenordens ligning for, erx, = C(3)" + D(3)". Og s& bestemmes af farste ligning
w=-C(Z) +D3).
159(d) Ifig (b),(€): x = C(F) + D) + (=1, 3 = =C(F)' + D) + (=),
160(a) F. = L F! reduceres til 245 + 24re™ % — 5re™)x = 0 eller: & + ri — 25x = 0.
1601(b) Kar 5pol 22+ 3z — 2 har mdderzlz fogz = —2. Generelle lgsningx =
Cet’ + De~8'. Randbetingelser giver = es’.
160(c) Hessematriced”” > 0? HarF, = 4 > 0 og gnsker def” > 0. Har: detF” =
4. 24803 — (41 — 5e3")2,

Husk, at 0< ¢ < 1. Derfor er24- 24e%t2 > 4.24 = 96. | dzifferensezn 4— Se%t
er begge led> 0, og 4 < 4 og %3’ < 5e3. Derfor er|4t — 5e3'| < 5e3. Altsa er
detF” > 96— (5¢3)2 = 96— 25¢3 > 1, sidste ulighed ifalge vinket. Konkav. .
161(a) H = (—u — 1)x? — pux? = —(1+ (p + Du)x?, og

() u(r) maksimeretH, dvsu =0 hvisp+1> 0,ogu =1 hvisp+ 1< 0.

(i) p=—H. =21+ (p+Dux, i=—ux?

(i) x(0) = 3,  p(3) = 0 (dax(3) er fri).
161(b) Forp+1>0erp =2xogforp +1 < Oerp = 2x(p + 2). Det ma antages, at
x >00gp+ 2> 0,sadetfalger, gt > 0. Altsa erp(¢) strengt voksende, og kan sa hgjst
antage veerdiern-1 for én vaerdi*.
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Fort* <t < 3erp(t) > —1, altséu(r) = 0 ifglge (i). Sderp = 2x, x = 0. Altsa
x = k konstant, med > 0, og viderep = 2k(t — 3), dap(3) = 0. Af p(t*) = —1 falger
—1=2k(t* — 3), ellerk = 3/(3—t*).
161(c) ForO< ¢ < r*erp(r) < —1, altsdu(r) = lifelge (i). S ek = —x2, p = 2x(p+2).
Altsa erx = 1/(t + 3) (jfr opgave 1).

Af x(1*) = kfas 1/ (t* +3) = k = 3/(3—1*), hvorafr* = 1. Videre erp = 2x(p+2) =
2(t +3)"X(p +2), hvorafp + 2 = K (t +3)2. Fort = t* f&s 1= K - 47, altséK = .

lalt: t* =1 (0gk = 7). ForO<t <lerx =1/(t +3),u=1,p = 15t +3)2 -2,

161(d) Arrows funktion H (x), fastt ogp = p(t). H(x,u) = —(1+ (p + Du)x?. Hvis
p+1>0,erH = —x?klart konkav; hvisp + 1 < 0, er H = —(p + 2)x? konkav, da
p + 2> 0. Derfor,. .. .

162(a) Kar. pol.z2 — £z — %, redders, — 3. Generelle Igsningt = Ce3' + De™ 3 + 3.

162(b) Ikke asymptotisk stabil, da rode}ﬂkke har negativ realdel.

162(c) Pol. som (a). Generelle lgsning; = C(3)' + C(—3)" + (2 — ge — $)7Le'.
162(d) Asymptotisk stabil, da begge raddehar numerisk veerdr| < 1.

163(a) Punkterng2, 4), (—2,4), 09(—1,1).

163(c) For (xo, yo) = (—1, 1): konstant lgsning. Ellers: Lagsningen blivebi(da ingen
retningspile pa nulkurverne peger udaf, og(x(¢), y(t)) konvergerer mo@, 4) fort — oo.
Specielt for(xg, yo) pa linien, hvory = 4:  vandret‘ Igsning, og fokxo, yo) = (2, 4):
konstant lgsning.

163(d) (2, 4): lokalt asymptotisk stabil ligeveegt-1, 1) og (—2, 4): ustabile.

164(a) KoefficientmatrixA = (,:lf 21 /g) Karakteristisk polynomium? —tr(A)z +det(A) =

22+ z+ (3 — k?). Stabil: t(A) = -1 < 0 OK, og detd) = 7 — k? > O giver ialt
Y A

P < < 5+
164(b) Forx = e ¥ ogy = —e ¥ ery = —x. | forste ligning er VS x = —kx
og HS= —3x — kx + 3x = —kx, dvs VS=HS. | anden ligning er VS y = kx og

HS= kx + 3x — 3x = kx, altsd VS=HS.

164(c) Fork = 1: kar. pol.z2+z — 3, redder}, —3. Generelle Igsning = Ce3' + De 3,
hvoraf fra farste (homogene) ligning= x + %x, altsay = Ced' — De™ 3,

164(d) En partikulaer lgsningx, y) = (e™!, —e™ ") bestemt i (b), s& generelle lgsning:
X =Ce3 + De~3' 4o, y = Ce3' — De™3' — 1.

165(a) F| = e™*b%b, Fl = et¥tbxgq, L = ¢4+b%q(qi + bx). EulerligningF, = 4 F!

v dt T x
giver e t%p = a3 +bxg(ai + bix) elleri + 2x = b/a?.

165(b) Med F(x,u) = ¢“+b* er HesseF” = (7.£9F)  Her erF” = b2F > 0 og

detF” = 0, sa positiv semidefinit. Altsa €t konveks, og .. .
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165(c) Fora = b = 1fasx + x = 1. Homogene lgsninger er= 1 ogx = e, generelle
lgsningC + De™" + t. Randbetingelser givef + D = 0 ogC + De~1 + 1 = 0, hvoraf
x=—e/(e—a)+(e/(e —1)e " +1.
166(a) Hamilton: H = ue" ™" — kxe* + pue’ = e (p + ek )u — kxe*'.
(i) u(r) maksimeretH (lineaer), s& = 0 hvisp + eX < 0, ogu = 1 hvisp + ¢ > 0.
(i) p=—H. =ke", x=ue".
(i) x(0) =1, p(2 =0 (dax(2) er fri).
166(b) (i) +(iii) giver p = € — 2. Farste ulighed i (i) er@’ — ¢%* < 0, opfyldt nar
t < t* bestemtved @&’ = ¢, eller In 2+ kt* = 2k.
166(c) Fork =In2erin2A1+¢*) = 2In2, hvoraft* = 1. Fortr < 1 eru = 0O; derfor er
x =00gx(0) = 1, hvorafx = 1. Forr > 1 eru = 1; derfor erx = ¢ 0ogx(1) = 1 har vi
lige vist, hvorafx = 1(¢" —e”) + 1.

166(d) Hamilton er lineaer {x, u), specielt konkav, derfar. . .
167(a) Trivielt: Indseetx = cost pa venstresiden.
167(b) a < 1.

167(c) x = Ce™3' 4 De' fora £ —%1, ogx = Ce™3' + Dte~3' ndra = —

IS

167(d) x = cost — e~ 2! (0gsa Nk = -9
168(a) (—1,0), (0, —2), samta := (0, 0), b := (1, 0), ¢ := (0, 2).

168(c) Pa nul-kurverne, der afgreensbr to cikelbuer og to intervaller pa akserne, peger
pilene ind i D (eller langs randen pa intervallerne). Med) = (x(¢), y(¢)) 09 z(0) € D
geelder:z(0) = b giverz(t) = b; z(0) = c giverz(t) = c; z(0) = (v, O0) giverz(r) — b; alle
andre tilfeeldez(t) — ¢ fort — oc.

168(d) a er ustabilt;p er ustabilt (saddelpunkty;asymptotisk stabilt.
169(a) 2atx+1%%+8t = L (t2x+2tx) = 2tx +125 + 2+ 2t ellerti +i+ (1—a)tx = 4t

169(b) F(t, x, u) erkonveks: Hessematricen= F” harai1 = 2at ogdetF” = 4at’—1* =
t%(4a — 1?); fora > 1 er begge> 0 pé intervallet 1< ¢ < 2, altsa positiv semidefinit.

169(c) 4L (t%) = 4t givertx = 22 + C ellerx = 2t + C/t, hvorafx = 12+ CInt + D.
169(d) x =12+ CInt + D, medD = —10gC = —7/(In2+ 3).

170(8) (x1,y1) = (3. =), (x2, y2) = (—3, 4.

170(b) Karakteristisk polynomium? + %z + %1, altsd asymptotisk stabil.

170(c) Med ligeveegtspunktx™, y*) er lim;_ o x; = x* 0g lim; . o0 y; = y*.

170(d) x* = 2,y* = 1 (L@s ligningerne med, ;1 = x; = x* 0Q y;+1 = yr = y*.)

171(a) Hamilton: H = 2sint x — %uz +pu. Du=1forp>1L,u=pfor0O<p <1,
u=0forp <0.(2)p=—H, =-2sint. (3) p(7/2) = 0.

171(b) p = 2cos ifelge (2) og (3). (aftagende for8 ¢ < 7, og cos; = %).
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171(c) u = 1fort < T ogu = 2cos fort >
x(%)=0,09x = 2sinr — /3 forr > %.
171(d) H er konkav i(x, u), nemlig lig —u? plus linezert.
172(a) k < O.

172(b) (x,y) = (CeX' + Dtekt| Dex").

172(c) (x,y) = (=1/k + Ce* + DteX' | Del).

172(d) (x,y) = (C + (D + D)t, D).

173(a) (x,y) = (—4,0), (0,0, (0, 6), (4, 0).

173(c) Medz(t) := (x(¢), y(¢)): Forz(0) = (0O, 0) (stationaert) er lim(z) = (0, 0). Ellers,
pax-aksen, er linx(t) = (4, 0). For alle andre muligheder fa(0) er limz(r) = (0, 6).

174(a) Eulerligning: 2% + btx 4+ cx = 0. Trans.bet.x(2) = 0.
174(b) Narc < 0 er F sum af sur parabeli og sur parabeli, og derfor konkav i, u.
174(c) x = 13 ogx = r~Lindsat giver 0, s& fuldsteendige l@sning= Ar3 + Br 1.
174(d) Lesning1l=x(1) = A+ B,0=x(2) = 12A — B/4, hvorafA = 1/49, B = 48/49.
175(a) Trivielt: Indseettelse af, = 2’ i venstresiden giver 0.
175(b) Asymptotisk stabil nf2a — 3| <1—aog—a < 1, alts& ndr3 < a < 3.
175(c) x; = C(—2) + D(2a)' fora # —1 ogx; = C(—=3)' + Dt(—=3) fora = 1.
175(d) x, = 2' + 2(—3)' (ogsé fora = —3).
176(a) Hamilton: H = (—2tx — u?) + 2pu.

() u(r) maksimererH, dvsu = 1 hvisp > 1,u = p hvis—1 < p < 1ogu = —1 for
p<-1l(i)p=—H,=2t, x=2u. (ii)x0 =1 p@2 =1).
176(b) (ii)-+(iii) giver p = 2 — 3.
176(c) p(~/2) = —1. Heraf: for0< r < V2 eru = —1 ogx = —2r + 1; specielt
x(v2) = —2v2+1. Forv2 <t <2eru =t>—30gx = $13—6t+ AhvorA = 32 +1.
176(d) ... konkave... (H er sum af lineaeri, u og sur parabeli, ogS(x) = x).

e — T T i
. Heraf: x =t — 3 fort < 3, specielt

Wl



