
DOK DOK-facitliste 1

DOK-facitliste
Listens numre refererer til samlingen af supplerede DOK-opgaver (de gamle eksamensopga-
ver). På listen står næsten kun facitter, ogikke tilstrækkelige svar på opgaverne. [Korrigeret
21/4-2009, men der kan stadig være fejl — specielt i de senereopgaver!]

7(i) aet cost + bet sint, a, b ∈ R, t ∈ R.?

7(ii) aet cost + bet sint + 1
2 t2 + 3t + 5

2, a, b ∈ R, t ∈ R.?

7(iii) −5
2et cost − 1

2et sint + 1
2 t2 + 3t + 5

2 a, b ∈ R, t ∈ R.?

10 x1(t) = aet + be5t , x2(t) = ce2t , x3(t) = −aet + 3be5t , a, b, c ∈ R, t ∈ R.?

11(1) Basis for de homogene:e−5t og e−2t , idet 10 i ligningen rettes til 10x.

11(2) C1e
−5t + C2e

−2t − e−3t + t2 − 7
5t + 39

50.

11(3) Da de to rødder−5 og−2 er negative [S, Sætning 5.6].

13(2) x(t) = et − 1
2t2 + 5−e2

2 t − 1?

14 xt = a3t + bt3t + t2 + 2t + 11
4 a, b ∈ R, t ∈ N.?

15(1) x1(t) = be2t − aet − 1
2t + 1

4, x2(t) = aet − t − 1, a, b ∈ R, t ∈ R.?

15(2) x1(t) = 7
4e2t − et − 1

2t + 1
4, x2(t) = et − t − 1, t ∈ R.?

16 x(t) = (ln(e + t2))−
1
2 .?

17 a) (x1(t), x2(t)) = (t2 + e−2t cos 3t , t2 + e−2t cos 3t − 3e−2t sin 3t).

17 b) Banen har linienx1 = x2 som assymptote.

18 a) (2, 2) et lokalt ass.stab.ligev. pkt.?

18 b) I (1, 1) er hastighedsvektoren(3, 3). I (3, 1) er hastighedsvektoren(−3, 1). I (3, 3) er
hastighedsvektoren(−9, −9). I (1, 3) er hastighedsvektoren(1, −3).?

18 c) X-aksen er sammensat af banery(t) = 0 ogx(t) en løsning tilx ′ = 6x −2x2. Y -aksen
er sammensat af banerx(t) = 0, y(t) en løsning tily ′ = 6y − 2y2. Da baner aldrig krydser
hinanden, kan en bane ikke slippe ud af 1. kvadrant, hvis den starter der.?

19 a) xt = −4(1
2)t − 4(−1

2)t + t2.

19 b) stabil.

20 a) ∂F/∂x = 12t , ∂F/∂u = −2u − 2. Eulerligning: 12t = d
dt

(−2ẋ − 2) = −2ẍ med
løsningx = −t3 + Ct + D; randbetingelsex(0) = 0 og−2ẋ(1) − 2 = 0 giverD = 0 og
C = 2.

20 b) F er konkav i(x, u), jfr . . . . Derfor!, jfr . . . .

21 a) H = x − u2 + 2pu. (I) ṗ = −1. (II) u = p hvis −1 < p < 1, u = 1 hvisp > 1,
u = −1 hvisp < 1. (III) p(4) = 0.

21 b) p = −t + 4. For 0≤ t ≤ 3 erp ≥ 1, u = 1, og ẋ = 2, x(0) = 0 giverx = 2t . For
3 ≤ t ≤ 4 erp ≤ 1, u = 4 − t , og ẋ = 8 − 2t , x(3) = 6 giverx = −t2 + 8t − 9. Optimal,
fordi H er konkav i(x, u), [S] (Check hvor!).H er konkav, fordi. . . .

˜/local/notes/h2/dok/ex/eoansw.tex 9-09-2013 15:21:54



DOK
9/09-2013

DOK-facitliste 2

22
∫

(x2 − 4)−1dx = dt ; 1
4 ln(|x − 2|/|x + 2|) = t + K; (1 − 4/(x + 2)) = Ce4t . Med

x(0) = 0 fås 1− 4/2 = C, altsåC = −1 ogx = 4/(1 + e4t ) − 2 = 2(1 − e4t )/(1 + e4t ).

24(a) ÿ = −ẋ + 4et = −(−2x + y − 2t − 1) + 4et = 2(−ẏ + 4et ) − y + 2t + 1+ 4et , dvs
ÿ + 2ẏ + y = 2t + 1 + 12et .

Karakteristisk (dobbelt)rod:λ = −1, såy = e−t ogy = te−t er basis for løsningerne til den
homogene ligning. Partikulær løsning:y = 2t − 3 + 3et . Altså

x = −2 + et + (C − D)e−t + Dte−t , y = 2t − 3 + 3et + Ce−t + Dte−t .

24(b) C = 0, D = −1.

26 xt = t2 − 1 + 4(1
2)t cos(tπ/2) + 2(1

2)t sin(tπ/2).

27(a) H = ex − u2 + p(2u − x). (I) ṗ = p − e. (II) u = 1 hvisp > 1, u = p hvis
0 < p < 1, u = 0 hvisp < 0. (III) p(1) = 0.

27(b) p = Cet + e ogp(1) = 0 giverp = e − et (specieltp ≥ 0 for 0 ≤ t ≤ 1). Bestem
t̄ vedp(t̄) = 1, altsået̄ = e − 1 (og t̄ = ln(e − 1) og 0< t̄ < 1). For 0≤ t ≤ t̄ er p ≥ 1,
u = 1, og ẋ = 2 − x, x(0) = 0 giverx = 2 − 2e−t . For t̄ ≤ t ≤ 1 er u = e − et , og
ẋ = 2(e−et )−x, x(t̄) = 2−2e−t̄ giverx = De−t +2e−et med 2−2e−t̄ = De−t̄ +2e−et̄ ,
hvorafD = −2 − 2(e − 1)et̄ + (et̄ )2 = −2 − (e − 1)2 = −e2 + 2e − 3.

28
∫

2/t3dt = −1/t2, såx = e1/t2 ∫ t

1 e−1/t2 · 4/t3 dt = 2e1/t2
[e−1/t2

]t1 = 2 − 2e−1+1/t2
.

29 i) ẍ2 = 2ẋ1 − 3 cost = 2(5x1 − 3x2 − 5 sint + 4 cost) − 3 cost
= 5(ẋ2 + 3 sint) − 6x2 − 10 sint + 5 cost , så

ẍ2 − 5ẋ2 + 6x2 = 5 sint + 5 cost .
Basis for de homogene løsninger erx2 = e2t ogx2 = e3t og partikulær løsning erx2 = cost .
Altså

x1 = sint + Ce2t + 3De3t , x2 = cost + Ce2t + 2De3t .

29 ii) Partikulær løsning:C = 1, D = −1.

31 i) xt = C(−1)t + D5t + t (−1)t + t2.

31 ii) C = −1, D = 0.

32 ∂F/∂x = −8x, ∂F/∂u = −2u. Euler: −8x = d/dt (−2ẋ) = −2ẍ. Løsning:
x = Ce2t + De−2t . Randbetingelserx(0) = 0 og x(1) = 1 giverC = 1/(e2 − e−2) og
D = −C.

33 i) H = −2x2 − u + pu. (I) ṗ = 4x. (II) u = 1 hvisp > 1, u = 0 hvisp < 1. (III)
p(1) = 2.

33 ii) x(t) ≥ 1 fordi x(0) = 1 ogẋ = u ≥ 0.

33 iii) Da ṗ = 4x ≥ 4, erp strengt voksende, ogp vokser hurtigere end 4t . Af p(1) = 2
følger så, atp(0) ≤ −2.

33 iv) Lad t̄, med 0< t̄ < 1, være tallet, hvorp(t̄) = 1. Fort < t̄ , erp < 1,u = 0, ogẋ = 0,
x(0) = 1 giverx = 1. Fort > t̄ , erp > 1, u = 1, ogẋ = 1, x(t̄) = 1 giverx = t − t̄ + 1;
videre: ṗ = 4x = 4t − 4t̄ + 4, p(t̄) = 1 giverp = 2t2 + (−4t̄ + 4)t + 2t̄2 − 4t̄ + 1.
Endelig: afp(1) = 2 fås 2= 2− 4t̄ + 4+ 2t̄2 − 4t̄ + 1, eller 2̄t2 − 8t̄ + 5 = 0 med rødderne
(8 ±

√
24)/4; det givert̄ = (4 −

√
6)/2 = 2 − √

3/2.
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36(a) z2 − az + 1
4(a − 1) = 0.

36(b) Når |a| < 1 + 1
4(a − 1) < 2, dvs når−3

5 < a < 1.

36(c) xt = C(1
2)t + D(−1

2)t + 4
152t . Nærmer sig4

152t for t → ∞ idet |xt − 4
152t | → 0.

38(b) (1) u maksimererH(u) = (p − 1)(x + t2)u + x + t2, dvsu = 1 for p > 1 ogu = 0
for p < 1. (2) ṗ = −up + u − 1. (3)p(2) = 0.

38(d) For 0≤ t ≤ 1 erp(t) = 1, u(t) = 1 (u(1) ubestemt),x(t) = 3et − t2 − 2t − 2. For
1 < t ≤ 2 erp(t) = 2 − t , u(t) = 0, x(t) = 3e − 5.

38(e) Arrows funktionĤ (x) er konkav, nemlig for fastet og p ≥ 1 lig medpx + pt2, og
for p ≤ 1 lig medx + t2, altså altid lineær+ konstant.

40(a) (±2, 0) og (1, ±
√

3). Jacobi:J =
(

2x 2y

y x−1

)

. detJ = 2x(x − 1) − 2y2 er negativ i

(1, ±
√

3), så disse to punkter er saddelpunkter. I(±2, 0) er detJ > 0, men TrJ = 3x − 1
er kun negativ i(−2, 0). Altså er(−2, 0) lokalt asymptotisk stabil, de tre andre ustabile.

40(c) Fordi: x-aksen medx > 2 er selv en bane, og ligevægtspunkterne(2, 0) og (1,
√

3)

er hver én bane. På resten af randen afM peger hastighedsvektoren ind iM. En løsning kan
derfor ikke fra det indre afM krydse randen afM.

46(a) Karakteristisk polynomiumz2−10z+25= (z−5)2 med dobbeltrodλ = 5; fuldstændig
løsningc5t + dt5t .

46(b) Fuldstændige løsning:c5t + dt5t + 2·3t + 4t .

46(c) c = 1, d = −1.

50(a) Ligevægtspunkter:(−3, ±4).

50(b) (−3, 4): ustabil;(−3, −4): ingen konklusion.

50(d) Jacobi:J =
(

2x 2y

3x2 0

)

. detJ = −6x2y. Negativ, nåry > 0 ogx 6= 0, så(−3, 4) er et

saddelpunkt (ustabilt). I(−3, −4) er detJ > 0 og TrJ = 2(−3) < 0, så(−3, −4) er lokalt
asymptotisk stabil. [Faktisk er egenværdierne ikke-reelle, så(−3, −4) er et spiralpunkt (ikke
pensum)!]

51(a) xt = (
√

2/2)t (A cosπt/4 + B sinπt/4).

51(b) A = 1, B = 3, x2 = 3/2.

51(c) x∗ = 14.

51(d) Ja (asymptotisk stabil) fordi. . . .

53(a) (1) u(t) maksimererH = (t − 1)x − u2 + p(u − x) for u ∈ I = [0,1] giver: u = 1
for p ≥ 2, u = p/2 for 0 ≤ p ≤ 2, u = 0 for p ≤ 0. (2) ṗ = −(t − 1) + p (og ẋ = u − x).
(3) p(1) = 0 (ogx(0) = 1).

53(b) p = t − et−1.

53(c) ṗ = 1 − et−1 er> 0 for t < 1, p er strengt voksende iI .

53(d) ) p(t) ≤ 0 for t ∈ I , og så eru(t) = 0 ogx(t) = e−t .

53(e) Konkav Hamilton.
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62 F = x2 + 2t2x + ẋ2 er konveks, fordi. . .

62(a) 2x + 2t2 = (d/dt)(2ẋ) = 2ẍ, så (EL) erẍ − x = t2. Den generelle løsning er
x = −t2 −2+Cet +De−t ogx(0) = −2 giverC +D = 0, dvsx = −t2−2+C(et − e−t ).

62(b) x(T ) = −T 2 giverC(eT − e−T ) = 2 ogT = ln 2, dvsC = 4/3.

62(c) x(T ) fri giver ẋ(T ) = 0, altså−2T + C(eT + e−T ) = 0, dvsC = (4/5) ln 2.

62(d) C ≥ 4/3 ogC ≥ (4/5) ln 2 og ‘=’ et af stederne giverC = 4/3.

64(a) x = 1 ogx = 1 ± t/
√

1 + Kt2

64(b) x = 1 − t/
√

1 + 3t2

65(a) (0, −2) og (1, 1).

65(d) (0, −2) assymptotisk stabilt,(1, 1) saddelpunkt (ustabilt).

66(a) C + D(1
2)t .

66(b) 1 − 4t (1
2)t .

66(c) Ikke stabil, daλ = 1 ikke opfylder, at|λ| < 1.

66(d) DaC + D(1
2)t − 4t (1

2)t → C for t → ∞.

67(a) 2x/t = d/dt (2t ẋ) = 2t ẍ + 2ẋ, dvsẍ + (1/t)ẋ − (1/t2)x = 0. Og(2t ẋ)(2) = 0, dvs
ẋ(2) = 0.

67(b) Ct + Dt−1.

67(c) C + D = 1, C − D/4 = 0; altsåx = 1
5t + 4

5t−1.

68(a) H = xu − x2 − u2 − px. (I) ṗ = −∂H/∂x = −u + 2x + p; (II) 0 = ∂H/∂u =
x − 2u + p; (III) p(ln 2) = 0.

68(b) u = (x + p)/2, såẋ = −x + u = −1
2x + 1

2p, og ṗ = 3
2x + 1

2p. Systemet løses:
ẍ = −1

2 ẋ + 1
2ṗ = −1

2 ẋ + 1
2(3

2x + 1
2p) = −1

2ẋ + 3
4x + 1

2 ẋ + 1
4x = x, altsåẍ = x. Altså

x = Cet + De−t , p = 2ẋ + x = 3Cet − De−t , u = 2Cet . C + D = 1, 6C − D/2 = 0,
hvorafC = 1/13,D = 12/13.

68(c) Hamiltonfunktionen er konkav, fx fordi
( −1 1/2

1/2 −1

)

er negativ definit, se bl.a. [S, s.172].

69(a) x = 0, x = −1, ogx =
(

C(1 + 1/t) − 1
)−1 for C 6= 0.

69(b) C = 2, dvsx = t/(t + 2).

70(d) J =
(

2x −32y
−2x −2y

)

, detJ = −68xy, Tr J = 2(x − y). I (4, ±1) er TrJ > 0 (og

detJ 6= 0), så ustabilt; i(−4, 1) er detJ > 0 og TrJ < 0, så stabilt; i(−4, −1) er
detJ < 0, så ustabilt.

71(a) Karakteristisk polynomiumz2 − z + 1 med rødderζ, ζ̄ , hvorζ = 1
2 ±

√
3

2 i. Rødderne
harρ = 1 og θ = ±2π/6 = ±π

3 . Den generelle løsning:C1 cos(π
3 t) + C2 sin(π

3 t) (eller
D1ζ

t + D2ζ̄
t ).

71(b) (*) bestemmer:x2 = 1 + x1 − x0 = −1, x3 = 1 + (−1) − (−1) = 1, x4 =
1 + 1 − (−1) = 3; da 6θ = ±2π , er xt+6 = xt , såx1000 = x4 = 3. Alternativ: Løsning
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til (*): xt = 1 + C1 cos(π
3 t) + C2 sin(π

3 t) med 1 = x0 = 1 + C1, dvs C1 = 0, og
−1 = x1 = 1 + C2 sin π

3 , dvsC2 = −2/(
√

3/2) = −2 2√
3
, altsåxt = 1 − 2 2√

3
sin(π

3 t). For

t = 1000= 6 · 166+ 4 fåsx1000 = x4 = 1 − 2 2√
3

sin(4π/3) = 1 + 2 = 3.

71(c) Ikke stabil.

71(d) |xt | = |1 + C1 cos(π
3 t) + C2 sin(π

3 t)| ≤ 1 + |C1| + |C2| er begrænset.

72(a) t = d
dt

(−t + 2ẋ) = −1 + 2ẍ, dvsẍ = 1
2 t + 1

2, og
(

−t + 2ẋ
)

t=1 ≥ 0, dvsẋ(1) ≥ 1
2,

med ‘=’ hvis x(1) > 2.

72(b) x = 1
12t

3 + 1
4t2 + Ct + D.

72(c) x(0) = 0 giverD = 0. Videre: 2≤ x(1) = 1
12 + 1

4 + C, dvsC ≥ 5
3, og 1

2 ≤ ẋ(1) =
1
4 + 1

2 + C, dvsC ≥ −1
4, og mindst ét ‘=’. Det giverC = 5

3.

72(d) F er konveks i(x, ẋ).

73(a) H = (x + u) + p(−u + 2t), S(x) = −1
4x2. (I) ṗ = −∂H/∂x = −1. (II) u

maksimererv 7→ (1 − p)v + x + 2t , dvsu = 1 hvisp < 1 ogu = 0 hvisp > 1. (III)
p(2) = S′

x |t=2 = −1
2x(2).

73(b) (I) giver p(t) = −t + t̄ + 1 med passendēt. (II) giver u = 1 hvis t > t̄ og u = 0
hvis t < t̄ . Antag først, at̄t ≤ 0. For 0< t < 1 er t > t̄ , altsåu = 1, ogx = t2 − t + 1.
Så erp(2) = t̄ − 1 ogx(2) = 3, og (III) giver t̄ − 1 = −1

2 · 3, dvst̄ = −1
2: betingelserne

er opfyldt, medu = 1, x = t2 − t + 1, ogp = −t + 1
2. Antag dernæst, at 0< t̄ < 1. For

0 < t < t̄ eru = 0, ogx = t2 + 1; specieltx(t̄) = t̄2 + 1. Videre: Fort̄ < t < 1 eru = 1,
ogx = t2 − t + t̄ + 1. Så erx(2) = 3+ t̄, og (III) giver t̄ − 1 = −1

2(3+ t̄ ), dvst̄ = −1
3, og

det er i modstrid med antagelsen. Tilsvarende giver antagelsent̄ ≥ 1 en modstrid.

73(c) Fordi S(x) = −1
4x2 er konkav (S′′(x) = −1

2 < 0) ogH = x + (1 − p)u + 2pt er
lineær ix, u) og dermed konkav i(x, u).

74(a) x = t sint − 1
3 cos 2t + C cost + D sint ,

74(b) x = t sint − 1
3 cos 2t + 1

3 cost .

75(a) (1, −2) og (−3, 2).

75(d) J =
(

−1 −1
2x −2

)

. (1, −2): stabilt (spiralpunkt);(−3, 2): ustabilt.

76(a) xt = 1, yt = 0.

76(b) Stabilt.

76(c) lim xt = 1, lim yt = 0.

76(d) xt = 1 + C(1
3)t + D(2

3)t , yt = −4
5C(1

3)t − D(2
3)t .

77(a) 2t ẋ + 2x = d
dt

(2tx + 8ẋ) = 2t ẋ + 2x + 8ẍ, altsåẍ = 0. Transversalitet:x(0) = 1
og (2tx + 8ẋ)t=2 = 0, dvsx(2) + 2ẋ(2) = 0.

77(b) x = Ct + D.

77(c) x(0) = 1 giverD = 1, ogx(2)+2ẋ(2) = 0 giver så 2C +1+2C = 0, altsåC = −1
4.
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77(d) F(t, x, u) = 2txu+x2+4u2 er konveks i(x, u), da Hesse-matricen
(

2 2t
2t 8

)

er positiv

semidefinit: 2> 0 og determinanten 16− 4t2 er≥ 0, dat ∈ [0,2].

78(a) H = x −etu+p(−x +u) = (p−et )u+x −px. (I) ṗ = −∂H/∂x, dvsṗ = −1+p.
(II) u = 1 hvisp > et , u = 0 hvisp < et . (III) p(ln 3) = 2.

78(b) (I),(III) giver p = 1+ Cet og 1+ C·3 = 2, altsåp = 1+ 1
3et . Punktett∗, der skiller

i (II), opfylder p(t∗) = et∗ , altså 1+ 1
3et∗ = et∗ , hvoraf 2

3et∗ = 1, dvst∗ = ln(3
2). Altså

u = 1 for t < t∗ ogu = 0, hvist > t∗.
For t ≤ t∗ er u = 1 og altsåẋ = −x + 1 og x(0) = 0, hvorafx = 1 − e−t . Så

er x(t∗) = 1 − e−t∗ = 1 − 2
3 = 1

3. For t ≥ t∗ er u = 0 og altsåẋ = −x, hvoraf
x = x(t∗)e−(t−t∗) = 1

3
3
2e−t = 1

2e−t .

78(c) H som funktion af(x, u), og skrotfunktionenS(x) = 2x som funktion afx, er lineære,
og derfor konkave.

79(a) x = 0 ogx = −(C + ln(2 + sint))−1.

79(b) x = Ce3t + Dte3t + 1
9.

80(a) (0, ±1).

80(d) J =
(

2x 2y

2 2y

)

. (0, 1): ustabilt (saddelpunkt);(0, −1): stabilt (spiralpunkt).

81(a) xt = C + D(−1)t + t + 1
83t .

81(b) C = −3/4, D = 5/8.

82(a) −eẋ−x = d
dt

eẋ−x = eẋ−x(ẍ − ẋ), altsåẍ − ẋ = −1.

82(b) ẋ = Cet + 1, altsåx = Cet + t + D.

82(c) C = D = 0, dvsx = t .

82(d) F(t, x, u) = eu−x er konveks i(x, u), da Hesse-matricen
(

F −F

−F F

)

er positiv semi-

definit: F > 0 og determinanten er= 0.

83(a) H = (2 − t)etu − x + pu2. (I) ṗ = −∂H/∂x, dvs ṗ = 1. (II) u = 1, hvis
p ≥ −(2 − t)et/2, ogu = −(2 − t)et/(2p) ellers. (III) p(2) = 0.

83(b) (I),(III) giver p = t − 2. Specielt erp < 0 for 0 ≤ t < 2. Uligheden i (II),
p ≥ −(2− t)et/2, givert − 2 ≥ (t − 2)et/2, altså 1≤ et/2, dvst ≥ ln 2. For 0≤ t ≤ ln 2:
u = et/2, ogẋ = u2 = e2t/4 medx(0) = 0, dvsx = e2t/8− 1/8 (og specieltx(ln 2) = 3

8).
Og for ln 2≤ t ≤ 2: u = 1, ogẋ = u2 = 1 medx(ln 2) = 3/8 giverx = t − ln 2 + 3

8.

83(c) H som funktion af(x, u), er sum af tre led:(2 − t)etu og −x er lineære ogpu2 er
konkav, dap ≤ 0. Derfor. . . .

84(a) x(t) = e−t (A cost + B sint). Stabil.

84(b) x(t) = e−t (1 + A cost + B sint). (c) x(t) = e−t (1 − cost).

85(a) Linie samt graf of trediegradspolynomium; der er seks regioner. Ligevægtspunkterne
er (2, −1), (0, 0), (−2, 1).

85(b) Første og sidste er ustabile.



DOK
9/09-2013

DOK-facitliste 7

85(c) Kan f.eks. ligge i regionen over punktet.

85(d)
(

3x2 − 9 −10
−1 −2

)

, 3x2 − 11 og−6x2 + 8.

85(e) (0, 0) er lokalt asymptotisk stabilt; de to andre er sadelpunkter.

86(a) xt = (
√

2)−t
(

C cos(3πt
4 ) + D sin(3πt

4 )
)

.

86(b) xt = (
√

2)2−t sin(3πt
4 ), x3 = 1

2.

86(c) (HL) er stabil.

87(a) ẍ = 0, x(t) = At + 1. Det bemærkes, at funktionenF er konveks fort ∈ [0, 1], da
dens Hesse-matrix har 2t ≥ 0 og 2 (≥ 0) i diagonalen, og dens determinant ert (4− t3) ≥ 0.

87(b) x(t) = t + 1. (c)x(t) = −1
3t + 1. (d)x(t) = 1.

88(a) H = −p(t)u2 +
(

2tx + (4 + 2t)u
)

, som er konkav, netop nårp(t) ≥ 0.

88(b) p(t) = 4 − t2.

88(c) u(t) = 1
2−t

for t < 1 ogu(t) = 1 for t > 1.

88(d) x(t) = 1
t−2 + 1

2 for t ≤ 1 ogx(t) = 1
2 − t for t ≥ 1.

88(e) (x, u) opfylder (MPB), ogH er konkav ix, u ifølge (a), dap(t) ≥ 0 for allet .

89(a) x(t) = ±
√

ln |t | + A, A ∈ R og t < −e−A eller t > e−A.

89(b) x(t) =
√

ln t + 1 på (e−1, ∞), graf: x(e) =
√

2, ẋ(e) =0,13 , ẋ(1) = 1
2 samt

x(t) → 0 og ẋ(t) → ∞ for t → e−1.

89(c) x(t) = −
√

ln(−t) på (−∞, −1), graf: ẋ(−e) =0,18 ,x(t) → 0 og ẋ(t) → ∞ for
t → −1.

90(a) Cirkel med centrum i(0, 0) og radius 4 samt akserne; der er otte regioner;(4, 0), (0, 4),
(−4, 0) og (0, −4) er ligevægtspunkterne.

90(b) (0, 4) er ustabilt, og det er(4, 0) og (−4, 0) også.

90(c) Banen skærer cirklen vandret.

90(d)
(

y x

2x 2y

)

, 3y og 2y2 − 2x2.

90(e) (0, 4) ustabilt,(4, 0) og (−4, 0) sadelpunkter,(0, −4) lokalt asymptotisk stabilt.

91(a) xt = A2t + B(−1)t .

91(b) xt = 1
3(2t − (−1)t ), x5 = 11.

91(c) Ikke stabil.

92(a) ẍ − x = 0, x(t) = A(et − e−t ).

92(b) Hessematricen har 4 (≥ 0) og 2 (≥ 0) i diagonalen, og dens determinant er 8− 4t2

(≥ 0 for t ∈ [0 , 1]). x(t) = et−e−t

e−e−1 .

92(c) x(t) = 0.

92(d) x(t) som i (b).
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93(a) ẋ = u, ṗ = 1,p(t) ≤ −2, hvisu(t) = 0,p(t) ≥ −1, hvisu(t) = 1, ogp(t) = u(t)−2
ellers.

93(b) p(3) = 0 ogp(t) = t − 3.

93(c) u(t) = 0 for t < 1, u(t) = 1 for t > 2 ogu(t) = t − 1 for 1 < t < 2.

93(d) x(t) = 0 for t ≤ 1, x(t) = 1
2(t − 1)2 for 1 ≤ t ≤ 2 ogx(t) = t − 3

2 for t ≥ 2.

93(e) (x, u) opfylder (MPB) og Hamiltonfunktionen er konkav ix, u.

98(a) (1) u maksimererH = tx − x2 − u2 + p(u + 1)2 = (p − 1)u2 + 2pu + . . . for
1 ≤ u ≤ 2. (2) ṗ = −H ′

x = −t + 2x og ẋ = (u + 1)2. (3) x(0) = 1, p(2) = 0.

98(b) Strengt voksende, fordi:̇x = (u + 1)2 ≥ 22. Med x voksende ogx(0) = 1 fås
x(t) ≥ 1, og så er eṙp = −t + 2x > −2 + 2 = 0 for t < 2.

98(c) Af (3) og (b) fåsp = p(t) ≤ 0. Så erH en parabel, der hænger nedad, med toppunkt
hvorH ′

u = 0, dvs for 2(p − 1)u + 2p = elleru = p/(1 − p). Dap ≤ 0 erp/(1 − p) ≤ 0
og så erH(u) aftagende for 1≤ u ≤ 2. Af (1) fåsu = 1. Og så eṙx = 4 ogx = 4t + 1.

98(d) ṗ = −t + 8t + 2 giverp = 7
2t2 + 2t − 18.

98(e) H(x, u) er konkav, dap ≤ 1.

99(a) x−2dx = 2t dt giver−x−1 = (ln 2)−12t + D ellerx = (ln 2)/(C − 2t ).

99(b) C = 3, t < (ln 3)/(ln 2).

99(c) C = 1, t > 0.

99(d) C = 0, −∞ < t < ∞.

103(a) H = 2tx − x2 − u2 + pu . . . konkav.

103(b) (1) u maksimererH(u) for u ≤ 1 giveru = p/2 nårp/2 ≤ 1 ogu = 1 for p/2 ≥ 1.
(2) ṗ = −H ′

x = −2t + 2x og ẋ = u. (3) x(0) = 0, x(ln 2) = 0.

103(c) Antagu(t) < 1 for 0 ≤ t ≤ ln 2. Af (b) fås u = p/2. Af (2) fås ẋ = u = 1
2p

og ṗ = 2x − 2t , hvoraf ẍ − x = −t eller x = Aet + Be−t + t . (3) giverA + B = 0 og
2A + B/2 = − ln 2, hvorafA = −B = −2

3 ln 2, dvsx = −2
3(ln 2)(et − e−t ) + t .

103(d) Videre erp = 2ẋ = −4
3(ln 2)(et + e−t ) + 2 ogu = −2

3(ln 2)(et + e−t ) + 1.

103(e) For de fundne funktioner er øjensynligu < 1, og da maksimumprincippet,. . . , af (a)
følger. . . .

117(a) Euler-ligningẍ + ẋ = 0. Løsning medx(0) = 0 erx = A(1 − e−t .

117(b) Determinant af Hesse-matrix detF′′ = 4(et − t2) er ≥ 4(e0 − (ln 2)2) ≥ 0. Med
x(ln 2) = 1 fåsx = 2(1 − e−t .

117(c) x(t) = 0.

117(d) x = 2(1 − e−t .

119 ln(x + 1) = 1
3t3 + sint + C, x(t) = 5e

1
3 t3+sin t − 1.

120 z = x−4, −1
4 ż = z − 5, z = Ae−4t + 5, x(t) = 1

4
√

11e−4t+5
.
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121 Karakteristisk ligning:r2 − 7r + 10 = (r − 2)(r − 5) = 0. Fuldstændig løsning
til homogen: x(t) = Ae2t + Be5t . Partikulær løsning til inhomogen:x(t) = −1

3te2t .
Fuldstændig løsning til inhomogen:x(t) = Ae2t + Be5t − 1

3te2t .

122(a) r4 − 4r3 + 6r2 − 4r + 1 = (r − 1)4.

122(b) x(t) = Aet + Btet + Ct2et + Dt3et + t + 1.

123 (1, 1) er (lokalt) sadelpunkt,(−1, −1) er (lokalt) stabil.

124(a) Karakteristisk ligning:m2 − 2m − 1 = 0. Rødder:m1 = 1+
√

2 ogm2 = 1−
√

2.

Løsning:xt = (1+
√

2)t −(1−
√

2)t

2
√

2
.

124(b) xt ≈ 1
2
√

2
(1 +

√
2)t og dermedxt+1/xt → 1 +

√
2.

125(a) Euler-ligning: ẍ − x = −t . Løsning:x(t) = Aet + Be−t + t .

125(b) x(t) = et + e−t + t .

125(c) Ja, jfr. sætning side 343, daF er (sum af 3 konvekse og dermed) konveks i(x, ẋ).

126(a) H = x · sint + p · u · sint , S(x1) = −x1, p(π) = −1, ṗ(t) = − sint , p(t) = cost .

126(b), (c)

u(t) =
{

1; t < π/2,

0; t > π/2.
x(t) =

{

1 − cost; t < π/2,

1; t > π/2.

126(d) Ja, jfr. sætning side 392, daH er (lineær og dermed) konkav i(x, u), daU = [0, 1]
er konveks (et interval), og daS(x1) = −x1 er (lineær og dermed) konkav.

127(a) Homogene:x(t) = Cet + De−t . Partikulær: 1
2tet + sint . Generelle løsning:

x(t) = 1
2tet + sint + Cet + De−t

127(b) C = −3/4, D = 3/4.

128(a) (0, 1) og (−1, 0).

128(d) x(t) → ∞ ogy(t) → 1.

128(e) J =
(

y x

1−y −1−x

)

. I (0, 1): λ = ±1, ustabilt (saddelpunkt). I(−1, 0): ℜλ = 0,

ingen konklusion!

129(a) xt = C
(1

2

)t + Dt
(1

2

)t + E
(

−1
2

)t + F t
(

−1
2

)t
.

129(b) Indsæt 1; ud kommer916. Indsætt2
(1

2

)t ; ud kommer(t + 4)2
(1

2

)t+4 − 1
2(t +

2)2
(1

2

)t+2 + 1
16t

2
(1

2

)t = 1
2

( 1
2

)t . Partikulær løsning: 16+ 2t2
(1

2

)t .

129(c)
(1

2

)t → 0 og t
(1

2

)t → 0 og t2
( 1

2

)t → 0, såx(t) → 16 for t → ∞.

130(a) Eulerligning: 3t ẋ + 4x = d
dt

(3tx + ẋ) = 3t ẋ + 3x + ẍ, hvoraf ẍ − x = 0.
Transversalitet: 3·1

3 x(1
3) + ẋ(1

3) = 0, dvsx(1
3) + ẋ(1

3) = 0.

130(b) x = Cet + De−t .

130(c) x(0) = 1 giverC + D = 1, ogx(1
3) + ẋ(1

3) = 0 giver 2Ce
1
3 = 0, dvsC = 0 og

D = 1, altsåx(t) = e−t .
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130(d) F(t, x, u) = 3txu + 2x2 + 1
2u2 er konveks i(x, u), da Hesse-matricen

(

4 3t
3t 1

)

er

positiv semidefinit: diagonalen er> 0 og determinanten 4− (3t)2 er> 0 i intervallet [0,1
3],

endda fort < 2
3.

131(a) H = 8e−tx + u + p(−x − u).
(1) u maksimererH = (1 − p)u + . . . , såu = 0 hvisp > 1, ogu = 1 hvisp < 1.
(2)* ṗ = −H ′

x = −8e−t + p, og ẋ = −x − u.
(3)(iv)* x(0) = 1; daS(x) = −x erS′(x) = −1, som giverp(ln 4) = −1.

131(b) ṗ = −8e−t +p giverp = Cet +4e−t og dermedp(ln 4) = 4C+1. Af p(ln 4) = −1
fåsC = −1

2. Altsåp = −1
2et + 4e−t . For allet er ṗ = −1

2et − 4e−t < 0, såp(t) er strengt
aftagende. Videre erp(0) = −1

2 + 4 > 1 ogp(ln 4) = −1 < 1, såp(t0) = 1 for præcis en
værdit0. Dap(ln 2) = −1

2 · 2 + 4 · 1
2 = 1, ert0 = ln 2. Derfor eru(t) = 0 for 0 ≤ t < ln 2

ogu(t) = 1 for ln 2 < t ≤ ln 4.
For t < t0 er u = 0 og altsåẋ = −x; x(0) = 1 giverx = e−t . For t = t0 = ln 2 fås

x(ln 2) = 1
2. For t > t0 er u = 1 og altsåẋ = −x − 1 som giverx = De−t − 1. Af

x(ln 2) = 1
2 fåsD = 3 ogx(t) = 3e−t − 1.

131(c) H er lineær i(x, u), og derfor konkav.

132(a) Homogene:x(t) = C sint + D cost . Partikulær:1
2et + t cost . Generelle løsning:

x(t) = 1
2et + t cost + C sint + D cost .

132(b) C = −3/2, D = −1/2.

133(a) (0, 0) og (1, 1).

133(d) J =
(

y+1 x−2y−1
0 2y−1

)

. I (0, 0): ustabilt (saddelpunkt). I(1, 1): ustabilt.

134(a) xt = 6, yt = 6.

134(b) Stabilt, da matricen har egenværdierλ = 1
2 ogλ = −1

3 med|λ| < 1.

134(c) xt → 6 ogyt → 6 for t → ∞.

134(d) xt = 6 + A(1
2)t + B(−1

3)t , yt = 6 + 1
2A(1

2)t − 2B(−1
3)t .

135(a) MedL(x) = ẍ−2t2−2x erL(t2) = 2−2t−2t2 = 0 ogL(t−1) = 2t−3−3t−2t−1 = 0.
Herafx = At2 + Bt−1.

135(b) x = t2 + 16t−1.

135(c) Ligningen i (a) er Eulerligningen (divideret med 2).. . . standardkonkav. . . .

136(a) H = −4x2 − u2 − 6txu + p(t + u).
(1) u maksimererH = −u2 +u(p −6tx)+ . . . for 0 ≤ u ≤ 1. DaH ′

u = −2u+p−6tx,
er H ′

u(u0) = 0 for 2u0 = p − 6tx. Specielt, hvisx ≥ 0 og p ≤ 0, så eru0 ≤ 0, og så
maksimeresH(u) af u = 0.

(2) ṗ = −H ′
x = 8x + 6tu, og ẋ = t + u.

(3) x(0) = 0 ogp(1/3) = 0.

136(b) ẋ(t) ≥ 0 ifølge (2). Heraf, dax(0) = 0, fåsx(t) ≥ 0. Af (2) følger såṗ ≥ 0. Heraf,
dap(1/3) = 0, fåsp(t) ≤ 0.
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Nu følger af (1), atu(t) = 0. Og så erx(t) = 1
2t2. Og ṗ = 8x = 4t2 giver p =

4
3(t3 − 1/33).

136(c) . . . Hesse. . .

137(a) x(t) = 1
(1+t)4 .

137(b) x(t) = 1.

138(a) (1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0, −1).

138(b) Enhedscirklen og linierne givet vedy = −x + 1 ogy = −x − 1.

138(d) Jacobi=
( 2x 2y

2(x+y) 2(x+y)

)

. (−1, 0) stabilt, øvrige ustabile.

139(a) xt = x∗ = 1/6, yt = y∗ = 2/3.

139(b) Globalt asymptotisk stabtilt.

139(c) xt → 1/6, yt → 2/3.

139(d) xt = 1
6 + C(1

3)t + D(−1
2)t , yt = 2

3 − 4
3C(1

3)t − 1
2D(−1

2)t .

140(a) ẍ − x = −1.

140(b) x(t) = (et − e−t )/(e − e−1) + 1.

140(c) Hesse-matricen (for fastt) er
(

4 2t
2t 2

)

med spor 6 og determinant 8− 4t2 ≥ 4, . . .

positiv definit,. . . konkav. . . .

141(a) H = x sint + pu sint , (1) u(t) maksimerer(sint)pu + x sint for 0 ≤ u ≤ 1, (2)
ṗ = − sint , (3) p(π) = −3x(π).

141(b) . . . ẋ = u sint ≥ 0 . . . x(t) (svagt) voksende;x(π) ≥ 0. . . . ṗ = − sint < 0 . . .

p(t) . . . (strengt) aftagende.

141(c) p(t) = cost − cost∗. For 0< t ≤ t∗ eru(t) = 1, x = 1 − cost . For t∗ < t ≤ π er
u(t) = 0, x(t) = 1 − cost∗. Og t∗ = π/3(= 60◦).

141(d) . . . konkav. . . fordi . . . lineær.

142(a) Ae3t cos(4t) + Be3t sin(4t).

142(b) e3t + 2t2 + t .

142(c) e3t + 2t2 + t − e3t cos(4t).

143(a) (1,1) og (3,3)

143(b) Nulkurverne bliver henholdsvis en stående og en liggende parabel. Begge med
toppunkt i (1,1).

143(c) Punktet (2,2) ligger i de 2 parablers fællesmængde, som er kompakt. I ethvert punkt
på randen af denne mngde peger pilen i fasediagrammet ind i fællesmængden.

143(d) Punktet (1,1) er ikke lokalt assymptotisk stabilt, hvorimod (3,3) er det.

144(a) Da 1 er karakteristisk rod, erxt = 1t = 1 løsning.

144(b) A + Bt + C(1
2)t .

144(c) 8t (1
2)t .
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144(d) Ikke asymptotisk stabil.

145(a) ẍ + ẋ = 0.

145(b) x(t) = 1.

145(c) For et givett bliver determinanten af Hessematricent (8et − t3). For t i [1, 2] er
8et > 8 ogt3 < 8 så determinanten er positiv.

146(a) u maksimererH = −x + u + p(u2 − 2u + x) for 0 ≤ u ≤ 1. ṗ = −p + 1,
p(ln 3) = 0.

146(b) p = 1 − 3e−t , specieltp(t) < 0 for t < ln 3.

146(c) u(t) = 1 (dap(t) ≤ 0), x = 1 − et .

146(d) . . . konkav. . . fordi p(t) ≤ 0 . . . .

147(a) Ae−t cost + Be−t sint .

147(b) Ja.

147(c) 2t2 − 2t .

147(d) 2t2 − 2t .

148(a) (−2, 8), (0, 0), (1, 2).

148(b) Parableny = 2x2 og de 2 linierx = 0, y = −2x + 4.

148(c) Området, der indeholder(−1, 4), og afgrænses af nulkurverne, er øjensynlig begræn-
set (

”
Over parablen, til venstre fory-aksen, og under linieny = −2x + 4“). Det ses på

skitsen, at på randen af området peger tangentvektorerne ind i området. Ingen løsningskurve
kan derfor forlade området.

148(d)
(

4x −1
4x + y − 4 x

)

, (−2, 8) lokalt assymptotisk stabilt,(0, 0) lokalt saddelpunkt

og ustabilt,(1, 2) ustabilt.

149(a) (a, b) = (4, 2).

149(b) xt = A(1
2)t + B(−1

2)t + 4, yt = A(1
2)t + 2B(−1

2)t + 2.

149(c) xt → 4 ogyt → 2 for t → ∞.

150(a) ẍ − 9x = −9t .

150(b) x = e3t − e−3t + t .

150(c) Beregning af Hessematricen og relevante henvisninger.

151(a) Relevante henvisninger til teksten, anvendt på denne situation.

151(b) p(t) = 2 − t2,

u(t) =
{

2 hvis 0≤ t ≤ 1

0 hvis 1< t ≤
√

2
, x(t) =

{

4t − t2 hvis 0≤ t ≤ 1

3 hvis 1< t ≤
√

2.

151(c) Relevante henvisninger samt oplysning om at Hamiltonfunktionen er lineær ix ogu.

153(a) Ligevægtspunkter:(4, 3), (−4, 3), (4, −3), (−4, −3).
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153(c) LadM være punktmængden, hvory ≥ 0,x ≥ 6, ogy2 ≤ x2 − 7. Det er nok at vise,
at (x(t), y(t)) ∈ M for t ≥ 0. Der er ingen stationære punkter iM, og det fremgår af pilene,
at hver hastighedsvektor på randen afM peger ind iM. De (x(0), y(0)) ligger på randen af
M, løber løsningen først ind iM, og så forbliver den iM for t ≥ 0, da den ikke igen kan
krydse randen afM.

153(d) (4,3) ustabil (saddelpunkt), (-4,3) stabil, (4,-3) ustabil, (-4,-3) ustabil (saddelpunkt)

157(a)(b) (x, y) = (0, D) (D arbitrær): fort ∈ R.
(x, y) =

(

(t + C)−1, D(t + C)2
)

(C > 0, D arbitrær): for−C < t < ∞.
(x, y) =

(

(t + C)−1, D(t + C)2
)

(C < 0, D arbitrær): for−∞ < t < −C.

157(c) (x, y) =
(

(t + 3)−1, 1
9(t + 3)2

)

.

158(a) (x, y) = (0, 0), (x, y) = (−1, 1), (x, y) = (2, 4).

158(c) Pilene på nulkurverne, der afgrænserD, peger ind iD. Derfor: limt→∞(x(t), y(t))

er= (0, 0), hvis(x(0), y(0)) = (0, 0), og ellers= (2, 4).

158(d) J =
( −2x 1

2x − y + 2 −x

)

. (0, 0): ustabil (saddelpunkt);(−1, 1): ustabil; (2, 4):

asymp. stabil.

159(a) KoefficientmatrixA =
(1/2 k
k 1/2

)

. Karakteristisk polynomiumz2 − tr(A)z + det(A) =
z2 − z + (1

4 − k2). Stabil: 1 < (1
4 − k2) + 1 og 1

4 − k2 < 1, giver k2 < 1
4, altså for

−1
2 < k < 1

2.

159(c) Kar pol z2 − z − 3
4 har rødderz = 3

2 og z = −1
2. Generelle løsning til homogene

andenordens ligning forxt er xt = C(−1
2 )t + D(3

2)t . Og så bestemmesyt af første ligning
yt = −C(−1

2 )t + D(3
2)t .

159(d) Iflg (b),(c): xt = C(−1
2 )t + D(3

2)t + (−1)t , yt = −C(−1
2 )t + D(3

2)t + (−1)t+1.

160(a) F ′
ẋ = d

dt
F ′

ẋ reduceres til 24ert ẍ + 24rert ẋ − 5rert )x = 0 eller: ẍ + rẋ − 5r
24x = 0.

160(b) Kar pol z2 + 2
3z − 5

36 har rødderz = 1
6 og z = −5

6. Generelle løsning:x =
Ce

1
6 t + De− 5

6 t . Randbetingelser giverx = e
1
6 t .

160(c) HessematricenF ′′ ≥ 0? HarF ′′
xx = 4 > 0 og ønsker detF ′′ > 0. Har: detF ′′ =

4 · 24e
2
3 t − (4t − 5e

2
3 t )2.

Husk, at 0 ≤ t ≤ 1. Derfor er 4· 24e
2
3 t ≥ 4 · 24 = 96. I differensen 4t − 5e

2
3 t

er begge led≥ 0, og 4t ≤ 4 og 5e
2
3 t ≤ 5e

2
3 . Derfor er |4t − 5e

2
3 t | ≤ 5e

2
3 . Altså er

detF ′′ ≥ 96− (5e
2
3 )2 = 96− 25e

4
3 ≥ 1, sidste ulighed ifølge vinket. Konkav. . . .

161(a) H = (−u − 1)x2 − pux2 = −(1 + (p + 1)u)x2, og
(i) u(t) maksimererH , dvsu = 0 hvisp + 1 > 0, ogu = 1 hvisp + 1 < 0.
(ii) ṗ = −H ′

x = 2(1 + (p + 1)u)x, ẋ = −ux2.
(iii) x(0) = 1

3, p(3) = 0 (dax(3) er fri).

161(b) For p + 1 > 0 er ṗ = 2x og for p + 1 < 0 er ṗ = 2x(p + 2). Det må antages, at
x > 0 ogp + 2 > 0, så det følger, aṫp > 0. Altså erp(t) strengt voksende, og kan så højst
antage værdien−1 for én værdit∗.



DOK
9/09-2013

DOK-facitliste 14

For t∗ < t < 3 erp(t) > −1, altsåu(t) = 0 ifølge (i). Så erṗ = 2x, ẋ = 0. Altså
x = k konstant, medk > 0, og viderep = 2k(t − 3), dap(3) = 0. Af p(t∗) = −1 følger
−1 = 2k(t∗ − 3), ellerk = 1

2/(3 − t∗).

161(c) For 0< t < t∗ erp(t) < −1, altsåu(t) = 1 ifølge (i). Så eṙx = −x2, ṗ = 2x(p+2).
Altså erx = 1/(t + 3) (jfr opgave 1).

Af x(t∗) = k fås 1/(t∗ +3) = k = 1
2/(3− t∗), hvoraft∗ = 1. Videre erṗ = 2x(p+2) =

2(t + 3)−1(p + 2), hvorafp + 2 = K(t + 3)2. For t = t∗ fås 1= K · 42, altsåK = 1
16.

I alt: t∗ = 1 (ogk = 1
4). For 0≤ t ≤ 1 erx = 1/(t + 3), u = 1, p = 1

16(t + 3)2 − 2,

161(d) Arrows funktionĤ (x), fast t og p = p(t). H(x, u) = −(1 + (p + 1)u)x2. Hvis
p + 1 ≥ 0, er Ĥ = −x2 klart konkav; hvisp + 1 ≤ 0, er Ĥ = −(p + 2)x2 konkav, da
p + 2 > 0. Derfor,. . . .

162(a) Kar. pol. z2 − 1
6z − 1

6, rødder12 , −1
3. Generelle løsning:x = Ce

1
2 t + De− 1

3 t + 3
2et .

162(b) Ikke asymptotisk stabil, da roden12 ikke har negativ realdel.

162(c) Pol. som (a). Generelle løsning:xt = C(1
2)t + C(−1

3)t + (e2 − 1
6e − 1

6)−1et .

162(d) Asymptotisk stabil, da begge rødderz har numerisk værdi|z| < 1.

163(a) Punkterne(2, 4), (−2, 4), og (−1, 1).

163(c) For (x0, y0) = (−1, 1): konstant løsning. Ellers: Løsningen bliver iD (da ingen
retningspile på nulkurverne peger ud afD), og(x(t), y(t))konvergerer mod(2, 4) for t → ∞.
Specielt for(x0, y0) på linien, hvory = 4:

”
vandret“ løsning, og for(x0, y0) = (2, 4):

konstant løsning.

163(d) (2, 4): lokalt asymptotisk stabil ligevægt;(−1, 1) og (−2, 4): ustabile.

164(a) KoefficientmatrixA =
(−1/2 k
k −1/2

)

. Karakteristisk polynomiumz2− tr(A)z+det(A) =
z2 + z + (1

4 − k2). Stabil: tr(A) = −1 < 0 OK, og det(A) = 1
4 − k2 > 0 giver ialt

−1
2 < k < 1

2.

164(b) For x = e−kt og y = −e−kt er y = −x. I første ligning er VS= ẋ = −kx

og HS= −1
2x − kx + 1

2x = −kx, dvs VS=HS. I anden ligning er VS= ẏ = kx og
HS= kx + 1

2x − 1
2x = kx, altså VS=HS.

164(c) Fork = 1: kar. pol.z2+z− 3
4, rødder12, −3

2. Generelle løsningx = Ce
1
2 t +De− 3

2 t ,

hvoraf fra første (homogene) ligningy = ẋ + 1
2x, altsåy = Ce

1
2 t − De− 3

2 t .

164(d) En partikulær løsning(x, y) = (e−t , −e−t ) bestemt i (b), så generelle løsning:

x = Ce
1
2 t + De− 3

2 t + e−t , y = Ce
1
2 t − De− 3

2 t − e−t .

165(a) F ′
x = eaẋ+bxb, F ′

ẋ = eaẋ+bxa, d
dt

F ′
ẋ = eaẋ+bxa(aẍ + bẋ). EulerligningF ′

x = d
dt

F ′
ẋ

givereaẋ+bxb = eaẋ+bxa(aẍ + bẋ) eller ẍ + b
a
ẋ = b/a2.

165(b) Med F(x, u) = eau+bx er HesseF ′′ =
(

b2F abF
abF a2F

)

. Her erF ′′
xx = b2F > 0 og

detF ′′ = 0, så positiv semidefinit. Altså erF konveks, og. . . .
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165(c) Fora = b = 1 fåsẍ + ẋ = 1. Homogene løsninger erx = 1 ogx = e−t , generelle
løsningC + De−t + t . Randbetingelser giverC + D = 0 ogC + De−1 + 1 = 0, hvoraf
x = −e/(e − a) + (e/(e − 1))e−t + t .

166(a) Hamilton: H = ue(r+k)t − kxekt + puert = ert (p + ekt )u − kxekt .
(i) u(t) maksimererH (lineær), såu = 0 hvisp + ekt < 0, ogu = 1 hvisp + ekt > 0.
(ii) ṗ = −H ′

x = kekt , ẋ = uert .
(iii) x(0) = 1, p(2) = 0 (dax(2) er fri).

166(b) (ii)+(iii) giver p = ekt − e2k. Første ulighed i (i) er 2ekt − e2k < 0, opfyldt når
t < t∗ bestemt ved 2ekt∗ = e2k, eller ln 2+ kt∗ = 2k.

166(c) For k = ln 2 er ln 2(1 + t∗) = 2 ln 2, hvoraft∗ = 1. For t < 1 eru = 0; derfor er
ẋ = 0 ogx(0) = 1, hvorafx = 1. Fort > 1 eru = 1; derfor erẋ = ert ogx(1) = 1 har vi
lige vist, hvorafx = 1

r
(ert − er ) + 1.

166(d) Hamilton er lineær i(x, u), specielt konkav, derfor. . . .

167(a) Trivielt: Indsætx = cost på venstresiden.

167(b) a < 1.

167(c) x = Ce− 1
2 t + De2at for a 6= −1

4, ogx = Ce− 1
2 t + Dte− 1

2 t nåra = −1
4.

167(d) x = cost − e− 1
2 t (også nåra = −1

4).

168(a) (−1, 0), (0, −2), samta := (0, 0), b := (1, 0), c := (0, 2).

168(c) På nul-kurverne, der afgrænserD, to cikelbuer og to intervaller på akserne, peger
pilene ind iD (eller langs randen på intervallerne). Medz(t) = (x(t), y(t)) og z(0) ∈ D

gælder:z(0) = b giverz(t) = b; z(0) = c giverz(t) = c; z(0) = (v, 0) giverz(t) → b; alle
andre tilfælde:z(t) → c for t → ∞.

168(d) a er ustabilt;b er ustabilt (saddelpunkt);c asymptotisk stabilt.

169(a) 2atx+t2ẋ+8t = d
dt

(t2x+2t ẋ) = 2tx+t2ẋ+2ẋ+2t ẍ ellert ẍ+ẋ+(1−a)tx = 4t .

169(b) F(t, x, u)er konveks: HessematricenA = F ′′ hara11 = 2at og detF ′′ = 4at2−t4 =
t2(4a − t2); for a ≥ 1 er begge≥ 0 på intervallet 1≤ t ≤ 2, altså positiv semidefinit.

169(c) d
dt

(t ẋ) = 4t giver t ẋ = 2t2 + C eller ẋ = 2t + C/t , hvorafx = t2 + C ln t + D.

169(d) x = t2 + C ln t + D, medD = −1 ogC = −7/(ln 2 + 1
2).

170(a) (x1, y1) = (1
2, −9

2), (x2, y2) = (−5
4, 4).

170(b) Karakteristisk polynomiumz2 + 1
2z + 1

4, altså asymptotisk stabil.

170(c) Med ligevægtspunkt(x∗, y∗) er limt→∞ xt = x∗ og limt→∞ yt = y∗.

170(d) x∗ = 2, y∗ = 1 (Løs ligningerne medxt+1 = xt = x∗ ogyt+1 = yt = y∗.)

171(a) Hamilton: H = 2 sint x − 1
2u2 + pu. (1) u = 1 for p ≥ 1, u = p for 0 ≤ p ≤ 1,

u = 0 for p ≤ 0. (2) ṗ = −H ′
x = −2 sint . (3) p(π/2) = 0.

171(b) p = 2 cost ifølge (2) og (3). (aftagende for 0≤ t ≤ π
2 , og cosπ

2 = 1
2).
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171(c) u = 1 for t ≤ π
3 og u = 2 cost for t ≥ π

3 . Heraf: x = t − π
3 for t ≤ π

3 , specielt
x(π

3 ) = 0, ogx = 2 sint −
√

3 for t ≥ π
3 .

171(d) H er konkav i(x, u), nemlig lig−u2 plus lineært.

172(a) k < 0.

172(b) (x, y) = (Cekt + Dtekt , Dekt ).

172(c) (x, y) = (−1/k + Cekt + Dtekt , Dekt).

172(d) (x, y) = (C + (D + 1)t, D).

173(a) (x, y) = (−4, 0), (0, 0), (0, 6), (4, 0).

173(c) Med z(t) := (x(t), y(t)): For z(0) = (0, 0) (stationært) er limz(t) = (0, 0). Ellers,
påx-aksen, er limz(t) = (4, 0). For alle andre muligheder forz(0) er lim z(t) = (0, 6).

174(a) Eulerligning: t2ẍ + btẋ + cx = 0. Trans.bet.:̇x(2) = 0.

174(b) Når c ≤ 0 erF sum af sur parabel ix og sur parabel iu, og derfor konkav ix, u.

174(c) x = t3 ogx = t−1 indsat giver 0, så fuldstændige løsning:x = At3 + Bt−1.

174(d) Løsning 1= x(1) = A+B, 0 = ẋ(2) = 12A−B/4, hvorafA = 1/49,B = 48/49.

175(a) Trivielt: Indsættelse afxt = 2t i venstresiden giver 0.

175(b) Asymptotisk stabil når|2a − 1
2| < 1 − a og−a < 1, altså når−1

2 < a < 1
2.

175(c) xt = C(−1
2)t + D(2a)t for a 6= −1

4 ogxt = C(−1
2)t + Dt(−1

2)t for a = −1
4.

175(d) xt = 2t + 2(−1
2)t (også fora = −1

4).

176(a) Hamilton: H = (−2tx − u2) + 2pu.
(i) u(t) maksimererH , dvsu = 1 hvisp ≥ 1, u = p hvis −1 ≤ p ≤ 1 ogu = −1 for

p ≤ −1. (ii) ṗ = −H ′
x = 2t , ẋ = 2u. (iii) x(0) = 1, p(2) = 1).

176(b) (ii)+(iii) giver p = t2 − 3.

176(c) p(
√

2) = −1. Heraf: for 0 ≤ t ≤
√

2 er u = −1 og x = −2t + 1; specielt
x(

√
2) = −2

√
2+1. For

√
2 ≤ t ≤ 2 eru = t2 −3 ogx = 2

3 t3−6t +A hvorA = 8
3

√
2+1.

176(d) . . . konkave. . . (H er sum af lineær ix, u og sur parabel iu, ogS(x) = x).


