DOK EO04- 1

Eksamensopgaver 2004-?7? (DOK)

Opgave 84. (Juni 2004, opgave 1) (15 %).
(a) Lasdifferentialligningen:

(HL) ¥ 425 +20=0,

og afger, om den er stabil.
(b) Las derneest differentialligningen:

(IL) i+2+2x=e".
(c) Bestem Igsningentil (IL) med x(0) = 0 ogx(0) = 0.

Opgave 85. (Juni 2004, opgave 2) (25 %).
Betragtdifferentialligningssystemet

X = f(x,y) ::x3—9x—10y

) y=gx,y)=—-x—2y

og Jacobi—matricen ) )
Loy F, y))
B,y FExy

J(x,y) = (

(a) Skitsér pa en tegningulpunktsmaengderng og G for henholdsvisf (x, y) og g(x, y), og
bestem samtligbgevaegtspunktgidvs. ligevaegtstilstande) fok).

(b) Udfer enfaseplananalyseMarkér med pilesymboler pa tegningen fortegn foog y i de
omrader, sonF og G inddeler planen i, og godtgar hvilke punkter, der er useabil

(c) Skitser en bane, der forlgber i overstensstemmelse oréeghene i (b), og som gar mod
2, -1).

(d) Bestem Jacobi—matricef(x, y), sporet t{J(x, y)) og determinanten d¢¥ (x, y)).

(e) Afgar for ethvert ligeveegtspunkt, om det er lokalt asyatipk stabilt. Bestem mindst et lokalt
sadelpunkt.

Opgave 86. (Juni 2004, opgave 3) (15 %).
Betragtdifferensligningen

(HL) Xt+2+xt+]_+%xtzo y t:O,l,

(a) Bestem den fuldsteendige Igsning til (HL).
(b) Bestem lgsningen til (HL) mech = 0 ogx1 = 1, og udregn denne Igsnings.
(c) Afger, om ligningen (HL) er stabil.
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Opgave 87.(Juni 2004, opgave 4) (20 %).
Betragtvariationsproblemet

1
(Min) / (tx(1)? + t2x ()i () + 2 (1)%)dt
0

medbegyndelsesveerdibetingelsei®) = 1.

(a) Bestentuler—ligningen(EL) og dens lgsninger, der opfylder begyndelsesveerdipelsen.
(b) Las problemet (Min), nér slutveerdibetingelsen ) = 2.

(c) Las problemet (Min), nar slutveerdibetingelsen k) fri.

(d) Las problemet (Min), nér slutveerdibetingelsen &) > 1.

Opgave 88. (Juni 2004, opgave 5) (25 %).
Betragt debptimale kontrolproblem

2
(Max) / (2rx(t) + (4+ 20)u(r))dt
0

narx = —u? x(0) =0,x(2) friogu € [0, 1].
Antag, at(x, u) er en lgsning til (Max) med adjungeret funktipn

(a) Bestem den (saedvanlige) Hamiltonfunktidn= H (¢, —, —, p(¢)), og afgar, hvornar den er
konkav.

(b) Bestem funktionem og skitsér dens graf.
(c) Bestem funktionen og skitsér dens graf.
(d) Bestem funktionen og skitsér dens graf.
(e) Begrund, at problemet (Max) har netop én Igsning.

Opgave 89. (Juli 2004, opgave 1) (15 %).
(a) Las derseparable differentialligning:

(*) X = (2tx(t))_1.

(b) Bestem lgsningen til (x) medx (1) = 1, bestem dens maksimale definitionsinterval, udregn
x(e), og tegn grafen.

(c) Bestem lIgsningen til (x) medx(—e) = —1, bestem dens maksimale definitionsinterval,
udregnx (—e), 0g tegn grafen.

Opgave 90. (Juli 2004, opgave 2) (25 %).
Betragtdifferentialligningssystemet

x = f(x,y) =xy

k
*) y=glx,y)i=x*+*—16

0g Jacobi—matricen of of
a_x(x9 y) E(X’ y))

0 ad
() g, y)

J(x,y) = (
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(a) Skitsér pa en tegningulpunktsmaengderng og G for henholdsvisf (x, y) og g(x, y), 0g
bestem samtligbgevaegtspunktgidvs. ligeveegtstilstande) fok).

(b) Udfer enfaseplananalyseMarkér med pilesymboler pa tegningen fortegn foog y i de
omrader, sonF og G inddeler planen i, og bestem mindst et ustabilt punkt.

(c) Skitser en mulig bane, der forlgber i overstensstemamakd fortegnene i (b), og som gar fra
(3, 1 til (5,2). (Om en sadan bane faktisk findes, gnskes ikke kommenteret.)

(d) Bestem Jacobi—matricef(x, y), sporet t{J(x, y)) og determinanten d¢¥ (x, y)).

(e) Afgar for ethvert ligeveegtspunkt, om det er lokalt asyotipk stabilt. Bestem mindst et lokalt
sadelpunkt.

Opgave 91. (Juli 2004, opgave 3) (15 %).
Betragtdifferensligningen

(t) Xp2=X41+2¢ , =01,

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning til (1).
(b) Bestem Igsningen til () med = 0 ogx1 = 1, og udregn denne lgsnings.
(c) Afger, om ligningen (t) er stabil.

Opgave 92. (Juli 2004, opgave 4) (20 %).
Betragtvariationsproblemet

1
(Min) / (20(1)? + 2tx ()i (1) + % (1)?)dt
0

medbegyndelsesveerdibetingelsei®) = 0.
(a) Bestentuler-ligningen(EL) og dens Igsninger, der opfylder begyndelsesveerdipelsen.

(b) Bevis, at for ethvert € [0, 1] er funktionen(x, y) — 2x? + 2rxy + y? konveks. Lgs
problemet (Min), nar slutvaerdibetingelsemnéll) = 1.

(c) Las problemet (Min), nar slutveerdibetingelsen ) fri.
(d) Las problemet (Min), nér slutveerdibetingelsen &) > 1.

Opgave 93. (Juli 2004, opgave 5) (25 %).
Betragt debptimale kontrolproblem

3
(Max) / (—x(1) — lu(t)® + 2u(t))dt
0

narx =u,x(0) =0,x3) friogu € [0,1].

Antag, at(x, u) er en lgsning til (Max) med adjungeret funktipn

(a) Bestem de ligninger, som ifglge maksimumsprincippétigeor funktionernex, u og p.
(b) Bestem funktionemp og skitsér dens graf.

(c) Bestem funktionen og skitsér dens graf.

(d) Bestem funktionem og skitsér dens graf.

(e) Begrund, at der er fundet en Igsning til (Max), og at deeikndes andre.
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Opgave 94. (Juni 2005, opgave 1) (20 %).

(a) LastrediegradsligningetKL) z2 — 6z° + 11z — 6 = 0.

(b) Lasdifferentialligningen(HL) ¥ — 6x + 11x — 6x = 0.

(c) Lasdifferentialligningen(IlL) ¥ — 6% + 11t — 6x = 2.

(d) Bestem lgsningentil (IL) med x(0) = 3,x(0) = 7 ogx (0) = 16.

Opgave 95. (Juni 2005, opgave 2) (20 %).
Betragtdifferentialligningssystemet

i=f(x,y)=x2+y?-5
(%) . 2
y=gk,y)=x"-1

af af
J(x,y) = (a_x(x’y) 5(x,y)> .

d ad
%(x.y) By

og Jacobi—matricen

(a) Skitsér pa en tegningulpunktsmaengderng og G for henholdsvisf (x, y) og g(x, y), og
bestem samtligbgevaegtspunktgidvs. ligeveegtstilstande) fok).

(b) Udfar enfaseplananalyseMarkér med pilesymboler pa tegningen fortegn foog y i de
omrader, sonF og G inddeler planen i, og begrund, at punktét2) er ustabilt.

(c) Skitser en mulig bane, der forlgber i overstensstemamakd fortegnene i (b), og som gar fra
(0, 3) mod(—1, 2). (Om en sadan bane faktisk findes, gnskes ikke kommenteret.)

(d) Bestem Jacobi—matricglix, y), sporet t{J (x, y)) og determinanten dét/ (x, y)). Afger for
ethvert ligevaegtspunkt, om det er lokalt asymptotisk #taBestem mindst et lokalt sadelpunkt.

Opgave 96. (Juni 2005, opgave 3) (15 %).
Betragtdifferensligningen

(1) Xiv2 = —Xi1i—dn . 1=01....

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning til (1).
(b) Bestem Igsningen til () med = 1 ogx1 = 0, og udregn denne lgsnings.
(c) Afger, om ligningen (1) er stabil.

Opgave 97.(Juni 2005, opgave 4) (20 %).
Betragtvariationsproblemet

1
(Min) / ((IN2)%x ()% + % (H)?)dt
0

medbegyndelsesveerdibetingelsei®) = 0.

(a) Bestentuler—ligningenEL) samt de af dens Igsninger, der opfylder begyndelsebbetin-
gelsen.

(b) Las problemet (Min), nér slutveerdibetingelsen &) = 2.
(c) Las problemet (Min), nar slutveerdibetingelsen k) fri.
(d) Las problemet (Min), nar slutvaerdibetingelsen €f) > 2.



DOK EO04- 5
9/09-2013

Opgave 98. (Juni 2005, opgave 5) (25 %).
Betragt debptimale kontrolproblem

2
(Max) / (tx(t) — x(1)% — u(1)?)dt
0

néri = u+1)2%,x0)=1,x@2) friogu € [1,2].

Antag, at(x, u) er en lgsning til (Max) med adjungeret funktipn

(a) Bestem de ligninger, som ifglge maksimumsprincippétigedor x, u og p.
(b) Bevis, at funktionerne og p er strengt voksende, og atr) < O forr < 2.
(c) Bestem funktionerne og x.

(d) Bestem funktionemp.

(e) Begrund, at der er fundet en lgsning til (Max), og at dkeifindes andre.

Opgave 99. (Juli 2005, opgave 1) (20 %).
(a) Bestem samtlige lgsninger til dsaparable differentialligning:

(%) i(1) = x(0)%2",

idet definitionsintervallerne dog ikke gnskes angivet.

(b) Bestem lgsningentil (¥) medx (1) = In 2, og bestem denne Igsnings maksimale definitions-
interval.

(c) Bestem Igsningen til (x) medx (1) = —In 2, og bestem denne lgsnings maksimale definiti-
onsinterval.
(d) Bestem Igsningentil (x) medx (1) = — In +/2, og bestem denne Igsnings maksimale defini-

tionsinterval.

Opgave 100.(Juli 2005, opgave 2) (20 %).
Betragtdifferentialligningssystemet

i=flx,y)=x2—y
(%) . ) 2 2
y=g(kx,y)=x"—(Qy -2

og Jacobi—matricen
Loy Fwy
Jx.y) = (ag o ) :
Ox (x» y) 5 (x» y)
(a) Skitsér pa en tegningulpunktsmaengderng og G for henholdsvisf (x, y) og g(x, y), 0g
bestem samtligbgevaegtspunktgidvs. ligevaegtstilstande) fok).

(b) Udfer enfaseplananalyseMarkér med pilesymboler pa tegningen fortegn foog y i de
omrader, sonF og G inddeler planen i, og begrund, at punkt&t1) er ustabilt.

(c) Skitser en mulig bane, der forlgber i overstensstemamakd fortegnene i (b), og som gar fra
(—=3,0) mod(—1, 1). (Om en sadan bane faktisk findes, gnskes ikke kommenteret.)

(d) Bestem Jacobi—matricglix, y), sporet t{J (x, y)) og determinanten dét/ (x, y)). Afger for
ethvert ligeveegtspunkt, om det er lokalt asymptotisk #taBestem samtlige lokale sadelpunkter.
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Opgave 101.(Juli 2005, opgave 3) (15 %).
Betragtdifferensligningerne

(IL) xt+2—xt=t , t:O,l,...
(HL) xi2—x =0, t=01,....

(a) Bestem den fuldsteendige Igsning til (HL). Afgar, om iagerne er stabile.
(b) Bestem den fuldsteendige lgsning til (IL).
(c) Bestemxs for den Igsning til (IL) med xo = 0 ogx; = 1.

Opgave 102.(Juli 2005, opgave 4) (20 %).
Betragtvariationsproblemet

In2
(Min) / (x(1)2 4+ x (DX (1) + % ()% + 2x(£) + 2% (1) )dt
0

medbegyndelsesveerdibetingelsei®) = 1.

(a) Bestentuler-ligningenEL) samt de af dens lgsninger, der opfylder begyndelseibetin-
gelsen.

(b) Las problemet (Min), nar slutvaerdibetingelsen én 2) = 3.
(c) Las problemet (Min), nar slutveerdibetingelsen @n 2) fri.
(d) Las problemet (Min), nér slutveerdibetingelsen én 2) > 3.

Opgave 103.(Juli 2005, opgave 5) (25 %).
Betragt debptimale kontrolproblem

In2
(Max) / (2tx(t) — x(1)* — u(1)?)dt
0

narx = u,x(0) =0,x(In2) =0ogu < 1.

Antag, at(x, u) er en lgsning til (Max) med adjungeret funktipn

(a) Begrund, at den tilhgrende (ssedvanlige) Hamiltonfionker konkav.

(b) Bestem de ligninger, som ifalge maksimumsprincippdtgedor x, u og p.
(c) Bestemx (¢), naru(t) < 1.

(d) Bestemu(t) og p(t), naru(t) < 1.

(e) Bestem en Igsning til (Max).

Opgave 104.(Juni 2006, opgave 1) (20 %).
Betragtdifferentialligningen

(IL) ¥ —2¢ +% —2x =562 .

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning (FHL) til den tilsvdedmomogendigning (HL).
(b) Bestem den fuldsteendige lgsning (FIL) til (IL).

(c) Bestem lgsningentil (IL) med x(0) = 0,x(0) = 1 0ogx(0) = —1

(d) Afgar om (IL) er lokalt asymptotisk stabil.
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Opgave 105.(Juni 2006, opgave 2) (20 %).
Betragtdifferentialligningssystemet

= fx,y)=x24y2-2

(%)
v =gx,y) i=x%—y?

og Jacobi—matricen
Loy Fay
L(x, )= (ag 0 ) :
Ox (x» y) 5 (x» y)
(a) Skitsér pa en tegningulpunktsmaengderng og G for henholdsvisf (x, y) og g(x, y), og
bestem samtligbgevaegtspunktgidvs. ligevaegtstilstande) fok).

(b) Udfer enfaseplananalyseMarkér med pilesymboler pa tegningen fortegn foog y i de
omrader, son¥ og G inddeler planeni. Skitser en mulig bane, der forlgber i st@rsstemmelse
med pilesymbolerne, og som gar fi@& 2) mod (1, 1). (Om en sadan bane faktisk findes, gnskes
ikke kommenteret.)

(c) Bestem Jacobi-matricef(x, y), sporet t{J (x, y)) og determinanten dg¥/ (x, y)).

(d) Afger for ethvert ligeveegtspunkt, om det er lokalt asyotigk stabilt. Bestem mindst et lokalt
sadelpunkt.

Opgave 106.(Juni 2006, opgave 3) (15 %). Ladveere et positivt
reelt tal.

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning til demmogene differensligning:

(HL,) Xip2+a’x, =0, t=01,....

(b) Bestem maengden af> 0 for hvilke (HL,) er lokalt asymptotisk stabil.
(c) Bestem fou = % lgsningen til (HL) medxp = 1 ogx; = 2. Udregn denne lgsnings .

Opgave 107.(Juni 2006, opgave 4) (20 %).
Betragtvariationsproblemet

In2
(Min) / ((x(t) + () + 2x(t))dt
0

medbegyndelsesveerdibetingelsei®) = —1.

(a) Bestentuler—ligningenEL) samt de af dens Igsninger, der opfylder begyndelsebbetin-
gelsen.

(b) Begrund, at afbildningef : R? — R givet vedF (x, y) := (x + ) + 2x er konveks.
Las problemet (Min), nar slutveerdibetingelsenén 2) = 2.

(c) Las problemet (Min), nar slutveerdibetingelsen én 2) fri, og udregn denne lgsnings veerdi
fortr =In2.

(d) Las problemet (Min), nér slutveerdibetingelsenén 2) > 2.



DOK EO04- 8
9/09-2013

Opgave 108.(Juni 2006, opgave 5) (25 %).
Betragt debptimale kontrolproblem

1
(Max) / (x(t) — “)dr
0

narx = u — x, x(0) = 1, x(1) er fri, ogu tilharer et kontrolrestriktionsintervdl, der angives
senere.

Antag, at(x, u) er et tilladt par for (Max), saledes at maksimumsprincippbetingelser gaelder
for (x, u) med adjungeret funktiop.

(a) Bestem disse betingelser foru og p.

(b) Bestem funktionem. (Dette kan ggres uden at kentl¢ Begrund, afp(¢) > 0 forr < 1.

(c) Antag nu, af = [0, 1]. Bestem funktionerne og x i dette tilfeelde, og begrund, &t, «) er

en lgsning til (Max).

(d) Antag dernaest, dt= R. Bestem funktionen i dette tilfeelde, og begrund, at der findes netop
en lgsningx, u) til (Max), menx gnskes ikke angivet eksplicit.

(e) Antag fortsat, af = R. Lad G : [0, 1] — R veere stamfunktionen til funktionan(r)e’
medG(0) = 1 (menG gnskes ikke bestemt). Bevis,att) = G(r)e™" (og x @nskes stadig ikke
angivet eksplicit).

Opgave 109.(Juli 2006, opgave 1) (15 %).
(a) Bestemu, b € R, sa der for alle € R med|z| # 2 geelder:

4 a b

(f) 2 4" 1-2 132

(b) Bestem den fuldsteendige lgsningdififerentialligningen

4x
t2—-4°

() X =

(c) Bestem farst Igsningentil (x) medx(1) = 1 og denne Igsnings maksimale definitions-
interval. Bestem dernaest lgsningeriil (x) medx(—3) = 0 og denne lgsnings maksimale
definitionsinterval.

Opgave 110.(Juli 2006, opgave 2) (20 %).
Betragtdifferentialligningssystemet

. def
() x=fx,y)=y

. def
y=g,y) =x%—y—1

og Jacobi—matricen of of
J(x y)@‘(ﬁ(x,)’) W(xvy))
=" B,y Fey)

(a) Skitsér pa en tegningulpunktsmeengderng& og G for henholdsvisf (x, y) og g(x, y), 0g
bestem samtligbgevaegtspunktgidvs. ligeveegtstilstande) fox£).
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(b) Bestem Jacobi—matricglix, y), sporet t{J (x, y)) og determinanten dét/ (x, y)). Afger for
ethvert ligeveegtspunkt, om det er lokalt asymptotisk #ttaBestem samtlige lokale sadelpunkter.

(c) Udfer enfaseplananalyseMarkér med pilesymboler pa tegningen fortegn foog y i de
omrader, son¥ og G inddeler planen i.

(d) Skitsér en mulig bane fré, 1) mod (1, 0), der forlgber i overstensstemmelse med pilesym-
bolerne.

Skitsér endvidere en mulig bane f&a —1) mod(1, 0), der forlgber i overstensstemmelse med
pilesymbolerne og informationerne fra (b).

Skitsér endelig en mulig bane (8, 1) mod (—1, 0), der forlgber i overstensstemmelse med
pilesymbolerne, og som gar gennéine regioner.

(Om sadanne baner faktisk findes, anskes ikke kommenteret.)

Opgave 111.(Juli 2006, opgave 3) (20%).

(a) Bestem
den fuldsteendige lgsning til déromogene differensligning:

(HL) xt+3—xt+2—x,+1+xt=0 y t:O, 1,
(b) Bestem den fuldsteendige lgsning til dehomogene differensligning:
(|L) xt+3—x;+2—xt+1+X;:8 , l‘=0, 1,....

(c) Bestem lgsningen til (IL) medy = 2, x1 = 2 ogxz = 10. Udregn denne Igsnings.
(d) Afgar om (IL) er lokalt asymptotisk stabil.

Opgave 112.(Juli 2006, opgave 4) (25 %).
Betragtvariationsproblemet

(Min) /Oﬂ ((x(t) +2 sint)2 + (x() + 1)2)dt

medbegyndelsesveerdibetingelsei®) = 0.

(a) Bestentuler—ligningenEL) samt de af dens Igsninger, der opfylder begyndelsebbetin-
gelsen.

(b) Bevis, at afbildninged¥ : R? — R givet vedF (x, y) gef (x +2sint)2 + (y +1)? er konveks.
(c) Las problemet (Min), nar slutveerdibetingelsener) = 0.

(d) Las problemet (Min), nar slutveerdibetingelsen ex @t) erfri. Begrund, at der her geelder
x(m) < 0.
(e) Las problemet (Min), nér slutvaerdibetingelsenr er) > 0.

Opgave 113.(Juli 2006, opgave 5) (20 %).
Betragt debptimale kontrolproblem

2
(Max) f (x(t) — " ®)at
0

narx = u, x(0) =0, x(2) er fri, ogu € [0, 1].
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Antag, at(x, u) er et tilladt par for (Max), saledes at maksimumsprincipjpetingelser gaelder
for (x, u) med adjungeret funktiop.

(a) Bestem de betingelser, sanu og p ifalge maksimumsprincippet opfylder.
(b) Bestem funktionem, og skitsér dens graf.

(c) Bestem funktionen.

(d) Bestem funktionen, og skitsér dens graf.

Opgave 114.(Maj 2007, opgave 1) (20 %).
Lada veere et reelt tal, og betragt daonmogenaelifferentialligning

(HL,) X—(a+1x+ax=0.

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning, ma¢ 1.
(b) Bestem den fuldsteendige lgsning, nas 1.
(c) Bestem den fuldsteendige lgsning til dehomogendigning

(IL41) ¥—2x+x=¢".
(d) Afgar om (ILy) er (lokalt asymsymptotisk) stabil.

Opgave 115.(Maj 2007, opgave 2) (25 %).
Betragtdifferentialligningssystemet

. def
i=f(x,y) =y—x°

(*) def
y=gx,») =G -D -9

samtJacobi—matricen ) f )7
def W(x,}’) W(x,}’)
J(x,y) = | ag g :
a_x (-xv }’) ﬁ (-xv }’)
(a) Skitsér pa en tegningulpunktsmaengderng og G for henholdsvisf (x, y) og g(x, y), 0g
bestem og angiv samtlige ligeveegtspunkter(for

(b) Udfar enfaseplananalyseMarkér med pilesymboler pa tegningen fortegn foog y i de
regioner, son¥ og G inddeler planen i.

(c) Benyt faseplansanalysen til at begrunde, at purikt@t 4) ikke er lokalt asymptotisk stabilt.
(d) Bestem Jacobi—matricek(x, y), sporet t{J (x, y)) og determinanten d¢¥ (x, y)).

(e) Afgar for ethvert ligevaegtspunkt, om det er lokalt asyotipk stabilt. Bestem mindst et lokalt
sadelpunkt.

Opgave 116.(Maj 2007, opgave 3) (10 %).
(a) Bestem den fuldsteendige lgsning til demmogene differensligning:

() X422 = —2x401—2x, , t=0,1,....

(b) Bestem lgsningen til (1) meg) = 1 ogx2 = 2. Udregn denne lgsnings 0g x4 .
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Opgave 117.(Maj 2007, opgave 4) (20 %).
Betragtvariationsproblemet

In2
(Min) / (x (1) + 2tx ()% (1) + ' 2 (0)%)dt
0

medbegyndelsesveerdibetingelsei®) = 0.

(a) Bestentuler—ligningenEL) samt de af dens Igsninger, der opfylder begyndelseblbetin-
gelsen.

(b) Betragt afbildningerF : R2 — R givet vedF (x, y) == x2 + 2rxy + ¢’ y2, og bevis, at den
er konveks for alle € [0, In 2].

Las problemet (Min), nar slutveerdibetingelsenén 2) = 1.

(c) Bestem en funktionr, der Igser problemet (Min), nar slutvaerdiedn 2) er fri, og angiv
x(In2).
(d) Las problemet (Min), nér slutveerdibetingelsenén 2) > 1.

Opgave 118.(Maj 2007, opgave 5) (25 %).
Betragt debptimale kontrolproblem

2
(Max) / (x(t) — u(t) — u(r)?)dt
0

narx = u, x(0) = 1,x(2) er fri, ogu € [0, 1].
Antag, at(x, u) er et tilladt par for (Max), saledes at maksimumsprincippbetingelser gaelder
for (x, u) med adjungeret funktiop.

(a) Bestem disse betingelser foru og p.
(b) Bestem funktionemp.

(c) Bestem funktionen.

(d) Bestem funktionen.

(e) Begrund, at problemet (Max) er lgst.

Opgave 119.(Maj 2008, opgave 1)
Find en lgsning til differentialligningen

x=(x+1)-@#>+cost), x(0)=4.

Opgave 120.(Maj 2008, opgave 2)
Find en lgsning til differentialligningen

1
)'c=x—5x5,x(0):§.

Opgave 121.(Maj 2008, opgave 3)
Find den fuldsteendige lgsning til differentialligningen

¥ —T7x 4+ 10x = 2 .
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Opgave 122.(Maj 2008, opgave 4)
Betragt differentialligningen
d*x d3x d?x dx
-4 6 —4— =r—3.
ar s TPaE Tt
(a) Opskriv den karakteristiske ligning, og vis, at den hareel rod med multiplicitet 4.
(b) Find den fuldsteendige lgsning til differentiallignary

Opgave 123.(Maj 2008, opgave 5)
Betragt systemet af differentialligninger

X =x2+y2-2,
y=x’-y.
(a) Tegn kurverne? + y2 — 2 = 0 ogx3 — y = 0, og find systemets ligeveegtspunkter.

(b) Find for hvert ligeveegtspunkt dettes art (dvs. afger,daher stabilt, en kilde, et sadelpunkt
eller et center).

Opgave 124.(Maj 2008, opgave 6)
(a) Find lgsningertx;),>o til differensligningen

Xt42 = 2% 41+ %, x0=0, x1=1.

(b) Vis, at legen(%) . er konvergent, og find greenseveerdien.
t >

Opgave 125.(Maj 2008, opgave 7)
Betragt variationsproblemet

1
min/ P+ 32 +120)dt, x(0) =2, x()=e+e T +1.
0

(a) Opskriv Euler-ligningen.

(b) Find den lgsning til Euler-ligningen, som opfylder r&raene.

(c) Afger med henvisning til en saetning i bogen, om den furfdn&tion Igser minimeringspro-
blemet.

Opgave 126.(Maj 2008, opgave 8)
Antag, at(x, u) er en lgsning til skrotveerdiproblemet (norskrapverdiproblemet

maks {/n(x -sint)dt — x(n)}
0

med bibetingelserne
x(0) =0, x(m)fri, x=u-sint, ue|0,1].

(a) Opskriv Hamilton-funktionen, skrotveerdifunktionamtoansversalitetsbetingelsen, og bestem
den adjungerede funktion.

(b) Find kontrolfunktionen:.

(c) Find tilstandsvariablen.

(d) Afger med henvisning til en saetning i bogen, om det ovefiufindne parx, u) faktisk laser
skrotveerdiproblemet.
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Opgave 127.(maj 2009, opgave 1)
Betragt falgende differentialligning:

X —x=¢€ —2sint.

(a) Bestem den generelle Igsning til ligningen.
(b) Bestem den lgsning(z) til ligningen, som opfyldex (0) = 0, x(0) = 0.

Opgave 128.(maj 2009, opgave 2)
Betragt felgende differentialligningssystem:
x = f(x,y), vor fx,y) =xy,
y=g(x,y), gx,y)=A+x)1—y).
Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfddgspargsmal.
(a) Bestem systemets ligevaegtspunkiestationaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-kurver, dvs kurven hger, y) = 0, og kurven hvor
g(x,y) = 0. Angiv med pilesymbolert(_, _t, osv.) fortegnene fat ogy i de omrader,
som planen deles i af de to kurver. [Bemaerk: Hver af de to o€y bestar af to kurver.]

(c) Skitser banen for en kurve i planen, der begynaj%r %) og hvis forlgb er i overensstem-
melse med fortegnsbestemmelserne i (b).

(d) Lad M < R? betegne delmaengden bestemt ved ulighederse0 og 0< y < 1. Lad
(x(1), y(¢)) veere en lgsning, defineret for allez 1o og med(x (zg), y(t0)) € M. Begrund,
at(x(t), y(t)) € M for aller > tg. Hvad sker der med(¢) og y(¢) fort — o0?

(e) Bestem Jacobi-matricen,
of df
s = (8 1),

dx  dy
og undersgg stabilitetsforholdene i ligevaegtspunkterne.

Opgave 129.(maj 2009, opgave 3)
Betragt felgende differensligning:

(%) xt+4—%xt+2+1—16x, :9+(%)t, t=012,....
(a) Bestem den fuldsteendige Igsning til den tilsvarendedgame ligning. [Vink: For alle
komplekse tak geelder:z* — 322 + & = (z — $)%(z + $)2. ]
(b) Bestem en partikuleaer lgsning til (*).
(c) Afger om differensligningen er globalt asymptotiskista
(d) Vis, at hvis falgenx; lgser (*), sa er falgen, konvergent. Bestem graenseveerdien.

Opgave 130.(maj 2009, opgave 4)
Betragt falgende variationsproblem:

1/3
(min)/ (3txx + 2x? + 3x%) dt, forx(0) =1, ogx(3) fri.
0

(a) Opstil Eulerligningen og transversalitetsbetingelsearende til problemet.
(b) Angiv den fuldsteendige lgsning til Eulerligningen.

(c) Bestem den funktion = x(r), som lgser Eulerligningen og opfylder betingelserne i
endepunkterne.

(d) Gar rede for, at funktionen fra (c) lgser variationspeatet.
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Opgave 131.(maj 2009, opgave 5)
Betragt falgende problem om optimal kontrol, med skrotviendtion:

In4
(max —x(|n4)+/ Be 'x +u)dt forO<u<l, x=—-x—u, x(0=1,
0

eller, udfarligt:

In4
maksimer— x(In4) + | Be 'x(t) +u(t))dt forO < u(t) <1, x(t) = —x(t) — u(t), x(0)= 1.
0

() Antag, at(x, u) er et tilladt par, som lgser problemet. Opstil de betingeksam ifalge
maksimumprincippet geelder for funktioneme= x(¢), u = u(t) og p = p(¢) (p er den
adjungerede funktion).

(b) Bestem de funktionet, u og p, som opfylder betingelserne i (a) og bibetingelserne.
[Vink: for at bestemme: () ogx () ma du vise, at ligningep(tp) = 1 gaelder, hvis og
kun hvistg = In2.]

(c) Begrund, at funktionen = u(r) bestemt i (b) er den optimale kontrol.

Opgave 132.(august 2009, opgave 1)
Betragt falgende differentialligning:

X4+ x=¢€ —2sint.

(a) Bestem den generelle Igsning til ligningen.
(b) Bestem den lgsning(z) til ligningen, som opfyldex (0) = 0, x(0) = 0.

Opgave 133.(august 2009, opgave 2)
Betragt felgende differentialligningssystem:

x:f(x,}’), hVQr f(x,y):(x_Y)(Y+l),
y =g, y), gtx,y)=y(y—1D.
Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfiddgspargsmal.
(a) Bestem systemets ligeveegtspunkiest@tionaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-kurver, dvs kurven hgor, y) = 0, og kurven hvor
g(x,y) = 0. Angiv med pilesymbolert(_, _t, osv.) fortegnene fat ogy i de omrader,
som planen deles i af de to kurver. [Bemaerk: Hver af de to oakde bestar af to linier.]

(c) Skitser banerne for de tre lgsningskurver, dvs kurvetdmet ved lgsningdrc (1), y(t)),
der begynder, henholdsvis(i—e, 1—¢), i (1, 1), og i (1+¢, 1), hvore = 1/10.

(d) Bestem Jacobi-matricen,
af of
J(x,y) = (2_g 3;),

ox  dy

og undersgg stabilitetsforholdene i ligevaegtspunkterne.
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Opgave 134.(august 2009, opgave 3)
Betragt falgende differensligningssystem:

Xt+1=%xt+%yt+2, fors —0.1 2

*)
Y+l = %Xt - %y; +5,

(a) Bestem de to konstante falgegrog y;, der Igser systemet (*).

(b) Afgar om systemet (*) er (globalt asymptotisk) stabilt.

(c) Antag, at fglgerne; og y; l@ser systemet (*). Begrund, at falgerne er konvergente, og
bestem deres greenseveerdier.

(d) Bestem den fuldstaendige lgsning til systemet (*).

Opgave 135.(august 2009, opgave 4)
(a) Vis, at funktionerne (1) = t2 ogx () = 1 er lgsninger til differentialligningen,

X =2t “x, t >0,

og angiv den generelle lgsning.

(b) Bestem den funktiom(z), som lgser differentialligningen i (a) og opfylder,xatl) = 17 og
x(2) =0.

(c) Gar rede for, at funktionen(z) bestemti (b) for 1< ¢ < 2 lgser fglgende variationsproblem:

[Fodnoté]

2
(min)/ (i2 +2r72x?) dt, for x(1) = 17, ogx(2) fri.
1

Opgave 136.(august 2009, opgave 5)
Betragt falgende problem om optimal kontrol:

1
(max) /3(—4x2 —u? —6rxuydt forO<u <1l i=r+u x(0) =0 x(3)fi,
0

eller, udfarligt: Maksimer

Wl

f (—4x(1)? — u(t)? — 6tx(Ou()dr  for0<u(r) <1, x(t) =t +u(t), x(0) = 0, x(3).fri
0

(a) Antag, at(x, u) er et tilladt par, som lgser problemet. Opstil de betingeksanm ifglge
maksimumprincippet geelder for funktioneme= x(¢), u = u(t) og p = p(¢) (p er den
adjungerede funktion).

(b) Antag, at funktionerne, u, p opfylder betingelserne i (a) og bibetingelserne. Ggar rede
for, at der for 0< 1t < % geelder:x(t) > 0,x(t) > 0, p(r) > 0, p(r) < 0. Bestem
dernaest funktionerne, x og p.

(c) Begrund, at funktionen = u(r) bestemt i (b) er den optimale kontrol.

10riginalteksten havde (fejlagtigtf + 2:~1x? i integralet!
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Opgave 137.(maj 2010, opgave 1)
(a) Betragt i omradet df X —planen givet ved(z, x) |t > —1 ogx > 0} fglgende differen-
tialligning:
X = —4x2(1+1)3.
Bestem den Igsning til ligningen som opfyldg0) = 1.
(b) Betragt i omradet af X —planen givet ved(z, x) |t > —1} falgende differentialligning:

4 4
X = .
141 141

x +
Bestem den Igsning til ligningen som opfyldg0) = 1.

Opgave 138.(maj 2010, opgave 2)
Betragt felgende differentialligningssystem:

x=fx,y), o JOY) = x? 4 y? -1,
y =g, y), g, N =E@+y+DHx+y-—1.

Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfiddgspargsmal.
(a) Bestem systemets ligevaegtspunkiestationaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-kurven, dvs kurven h¥or, y) = 0, og de 2 linier hvor
g(x, y) = 0. Angiv med pilesymbolert(_, _t, osv.) fortegnene fat ogy i de omrader,
som planen deles i af kurven og de 2 linier.

(c) Visatden Izsningskurv@(r), y(t)) til differentialligningssystemet, som opfylder
(x(0), y(0)) = (— 3, —3), forlgber indenfor enhedcirklen for> 0.

(d) Bestem Jacobi-matricen,

o of
J(x,y>=(§§ 3;),
ax dy

og undersgg stabilitetsforholdene i ligevaegtspunkterne.

Opgave 139.(maj 2010, opgave 3)
Betragt falgende differensligningssystem:

() 2 5y IOIZ—O,l,Z,....
yl+l 3'(1 6yl

(a) Bestem de to konstante falgerog y,, der Igser systemet (*).

(b) Afger om systemet (*) er globalt asymptotisk stabilt.

(c) Antag, at faglgerne; og y; l@ser systemet (*). Begrund, at falgerne er konvergente, og
bestem deres greenseveerdier.

(d) Bestem den fuldsteendige lgsning til systemet (*).
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Opgave 140.(maj 2010, opgave 4)
Betragt falgende variationsproblem:

1
(min)/ (2x? + %% + 2txx + 4tx + 2x)dt, forx(0) =1, ogx(1) = 2.
0

(a) Opstil Eulerligningen.
(b) Bestem den lgsning til Eulerligningen som opfylder dengirandbetingelser.
(c) Gar rede for, at funktionen fra (b) lgser variationspeotet.

Opgave 141.(maj 2010, opgave 5)
Betragt falgende problem om optimal kontrol, med skrotuBenttion:

T
(max) —%x(n)2+/ xsintdt forO0<u <1, x =usint, x(0) =0,
0

eller, udfarligt:

b/

maksimer — %x(ﬂ)z + /x(t) sintdr forO<u(t) <1, x(t) = u()sint, x(0) =0.
0

Antag, at(x, u) er et tilladt par, som Igser problemet.
(a) Opskriv Hamiltonfunktionen og de betingelser, somgémaksimumprincippet geelder
for funktionernex = x(¢), u = u(t) og p = p(t) (p er den adjungerede funktion).

(b) Vis, at funktionenx(z) er voksende og at(¢) er aftagende pa intervallet,[@]. Vis, at
der findes en veerdi med O< t* < 7 sap(t*) = 0.

(c) Bestem derefter funktionermgt) ogx(¢) og veerdien*.
(d) Begrund, at funktionen = u(t) bestemt i (c) er den optimale kontrol.

Opgave 142.(august 2010, opgave 1)
Der er givet en differentialligning

¥ — 6% 4+ 25¢ = 16e¥ + 502 +1 — 2.

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning til den homogene kignin
(b) Bestem en partikulaer lgsning til den inhomogene ligning

(c) Bestem den Igsning til den inhomogene ligning som ogfytdndbetingelserng0) = 0
ogx(0) = 1.

Opgave 143.(august 2010, opgave 2)
Betragt falgende differentialligningssystem:

= f(x,y), flx,y) =—x%+2x +2y -3,
y =8y, glx,y) =—y*+2x+2y 3.

Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfiddgspargsmal.
(a) Bestem systemets ligevaegtspunkiestationaere tilstande).
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(b) Skitser pa en tegning de to nul-kurver, dvs kurverne h\ar, y) = 0, ogg(x, y) = O.
Angiv med pilesymbolert(_, _t, osv.) fortegnene fat ogy i de omrader, som planen
deles i af de 2 kurver.

(c) Lad(x(z), y(r)) betegne den lgsningskurve til differentialligningssystésom opfylder
(x(0), y(0)) = (2, 2). Angiv, med begrundelse, en begraenset delmaengde af planmen s
vil indeholde alle punkternéx(z), y(z)) fort > 0.

(d) Bestem Jacobi-matricen,
of df
s = (8 ).

dx  dy
og undersgg stabilitetsforholdene i ligeveaegtspunkterne.

Opgave 144.(august 2010, opgave 3)
Betragt felgende (inhomogene) differensligning:

5 1 1\?
Xt+ _Ext+2+2xt+1_§xt:(§)’ t=012....

(a) Vis, at den konstante falge = 1 Igser den tilsvarende homogene ligning. [Vink: Tallet
z = 1errodipolynomiet® — 322 + 2z — 3.]

(b) Bestem den fuldstaendige lgsning til den tilsvarendedgene ligning.

(c) Bestem en partikuleer Igsning til den inhomogene ligning

(d) Afger om differensligningen er globalt asymptotisksta

Opgave 145.(august 2010, opgave 4)
Betragt falgende variationsproblem:

2
(min)/ (1x% + 2¢' 3% + t?xx) dr, forx(1) =1, ogx(2) = 1.
1

(a) Opstil Eulerligningen.
(b) Bestem den lgsning til Eulerligningen som opfylder dengirandbetingelser.
(c) Gar rede for, at funktionen fra (b) lgser variationspeotet.

Opgave 146.(august 2010, opgave 5)
Betragt falgende problem om optimal kontrol:

In3
(max / (—x4+u)dt forO<u<1 x=u?—2u+x, x(0)=0,
0
eller, udfarligt:
In3
maksimer/ (—x(t) + u(t)) dt forO<u@®) <1, x(t) = u(t)2 —2u(t) +x(t), x(0) =0.
0

Slutvaerdienc(In 3) er altsa fri. Antag, atx, u) er et tilladt par, som lgser problemet, ogpaer
den adjungerede funktion.

(a) Opskriv Hamiltonfunktionen og de betingelser, somgémaksimumprincippet geelder
for funktionernex = x(¢),u = u(t) ogp = p(t).

(b) Bestem funktionem(z) og vis specielt, ap(zr) < 0 forr < In 3.

(c) Bestem derefter funktionermgt) og x (¢).

(d) Begrund, at funktionen = u(t) bestemt i (c) er den optimale kontrol.
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Opgave 147.(maj 2011, opgave 1)
Der er givet en differentialligning

X4 2% 4 2x = 4% + 4.

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning til den homogene kignin
(b) Afger om differentialligningen er globalt assymptatitabil.
(c) Bestem en partikuleer Igsning til den inhomogene ligning

(d) Bestem den lgsning til den inhomogene ligning som ogfiyfendbetingelserng0) = 0
ogx(0) = -2

Opgave 148.(maj 2011, opgave 2)
Betragt felgende differentialligningssystem:

x=f(x ), o JEM =2y,
y=2g8(x,y), g(x,y) =x(2x +y—4).

Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfddgspargsmal.

(&) Angiv koordinaterne for systemets ligeveegtspunktestétionaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-maengder, dvs maengdenflivor) = 0, og maengden
hvor g(x, y) = 0. Angiv med pilesymbolert(_, _1, osv.) fortegnene fat og y i de 8
omrader, som planen deles i af disse maengder.

(c) Lad (x(t), y(t)) betegne den lgsningskurve til differentialligningssysté, som opfyl-
der (x(0), y(0)) = (—1,4). Vis at meengden af punkter i planen, som er givet ved
{(x(@), y(@)) |t > 0} er en begraenset delmaengde af planen.

(d) Bestem Jacobi-matricen,

of df
s = (8 ),
ax  dy

og undersgg stabilitetsforholdene i ligeveaegtspunkterne.

Opgave 149.(maj 2011, opgave 3)
Betragt felgende linegere system af farste ordens diffegemsger.

3
Xt41 = EXt — Wt
3
Vi+l =2% — =y — 3

2

(a) Bestem den konstante lgsning= a, y; = b til systemet.

(b) Bestem den fuldstaendige lgsning til systemet.

(c) Vis, at hvis fglgerner; og y, lgser systemet, sd er de begge konvergente. Bestem
greenseveerdierne.
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Opgave 150.(maj 2011, opgave 4)
Betragt falgende variationsproblem:

1
(max) / (—9x? + 4x% — %% + 18x)dt, forx(0) =0, ogx(l) =3 —e 3+ 1.
0

(a) Opstil Eulerligningen.
(b) Bestem den lgsning til Eulerligningen som opfylder daengirandbetingelser.
(c) Gar rede for, at funktionen fra (b) lgser variationspeotet.

Opgave 151.(maj 2011, opgave 5)
Betragt falgende problem om optimal kontrol:

Ng)
(max) / 2tx + (t — 2u)dt forO0<u<2, x=2—1tu, x(0)=0, x(~/2) fri.
0

(a) Antag, at(x, u) er et tilladt par, som lgser problemet. Opstil de betingeksam ifalge
maksimumprincippet geelder for funktionerne= x(t), u = u(t) og p = p(t), hvor p
er den adjungerede funktion.

(b) Bestem de funktioner, u og p, som opfylder betingelserne i (a) og bibetingelserne.
(c) Begrund, at den fundne tilstandsfunktiog) lgser maksimeringsproblemet.

»»

Opgave 152.(August 2011, opgave 1)
Der er givet en differentialligning

X+ 4x = 4cos2 + 8sin 2.

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning til den homogene kignin
(b) Afger om differentialligningen er globalt assymptatigabil.
(c) Bestem en partikuleer Igsning til den inhomogene ligning

(d) Bestem den lgsning til den inhomogene ligning som opliyldndbetingelserne(0) =
1, x(0) =2.

Opgave 153.(August 2011, opgave 2)
Betragt falgende differentialligningssystem:

i= f(x,y), fx,y) =x%+y?— 25
. hvor
y=2g8(x,y), gx,y) =x%2—y2—17.

Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfddgspargsmal.
(a) Angiv koordinaterne for systemets ligeveegtspunktestétionaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-maengder, dvs maengdeongbw, y) = 0, ogg(x, y) =
0. Angiv med pilesymbolert(_, _t, osv.) fortegnene fox og y i de 7 omrader, som
planen deles i af disse maengder.
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(c) Lad (x(t), y(t)) betegne den lgsningskurve til differentialligningssysté som opfylder
(x(0), y(0)) = (6,0). Vis at forz > 0 vil g((x(2), y(t)) > 0.
(d) Bestem Jacobi-matricen,
af af
J(x,y) = (g_g 3;),

ox 0
og undersgg stabilitetsforholdene i ligeveaegtspunkterne.

Opgave 154.(August 2011, opgave 3)
Betragt falgende anden ordens differensligning

Xt42 — Xr41 + EXt =1.

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning til den homogene lignin

(b) Afgar om lgsningerne til den homogene ligning er stabile

(c) Bestem en partikuleer Igsning til den inhomogene ligning

(d) Bestem den lgsning til den inhomogene ligning som ogefyid = —4 ogx; = 0.

Opgave 155.(August 2011, opgave 4)
Betragt falgende variationsproblem:

1
(max)/ (— (x + t)2 +xx —(x+ t)z) dt, forx(0)=2o0gx(1l) =e.
0

(a) Opstil Eulerligningen.
(b) Bestem den lgsning til Eulerligningen som opfylder daengirandbetingelser.
(c) Gar rede for, at funktionen fra (b) lgser variationspeotet.

Opgave 156.(August 2011, opgave 5)
Betragt falgende problem om optimal kontrol:

46
mmﬁtﬂ
02+t
(a) Antag, at(x, u) er et tilladt par, som lgser problemet. Opstil de betingeksanm ifglge

maksimumprincippet geelder for funktionerne= x(¢), u = u(t) og p = p(t), hvor p
er den adjungerede funktion.

(b) Bestem de funktioner, u og p, som opfylder betingelserne i (a) og bibetingelserne.
(c) Begrund, at den fundne tilstandsfunktiog) lgser maksimeringsproblemet.

1 .
x+O—D@wmegugLX:—2+ﬁ—&hM@:—&x%ﬁn

Opgave 157.(maj 2012, opgave 1)
Betragt differentialligningssystemet,

X =—x2,  y=2xy,

for par af funktionerx, y) = (x(¢), y(¢)) defineret i et interval omkring= 0.
(a) Angivden fuldsteendige lgsning til ligningssystem¥ink: Bestem den generelle lgsning
x = x(¢) til den farste ligning, og indsaet denne Igsning i den andgmng.]
(b) Angiv for hvert par af Ilgsningdr, y) det maksimale definitionsinterval, som indeholder
t =0.
(c) Bestem det par af lgsninger, som opfyld€d) = % y(0) = 1.
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Opgave 158.(maj 2012, opgave 2)
Betragt falgende differentialligningssystem:

x:f(x’y)9 or f(x,)’):y—xz,
y=g(x,y), gx,y)=x(x —y+2).

Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfddgspargsmal.
(a) Bestem systemets ligevaegtspunkiestationaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-kurver, dvs kurven hgor, y) = 0, og de 2 linier hvor
g(x, y) = 0. Angiv med pilesymbolert(_, _t, osv.) fortegnene fat ogy i de omrader,
som planen deles i af kurven og de 2 linier.

(c) Lad D veere omradet ky-planen bestemt ved > 0,y > x% x —y +2 > O.
Lad (x(z), y(¢)) veere en lgsningskurve, som opfylder,(at0), y(0)) € D. Vis, at
(x(), y(t)) € D fort > 0, og undersgg lgsningskurven for> co.

(d) Bestem Jacobi-matricen,

of  df
J(x,y>=<§_§ 3;>,

dx  dy

og undersgg stabilitetsforholdene i ligeveaegtspunkterne.

Opgave 159.(maj 2012, opgave 3)
Betragt fglgende differensligningssystem, hkar R er et givet tal:

Xep1 = 3%+ kye — 3(=D'K,

*) L T ., forr=012....
Yt+1 = kx; + 5Vt + §(_1) k.
(a) For hvilke veerdier ak er differensligningssystemet asymptotisk stabilt?

(b) Vis, at med folgerne, = (—1)'k’, y, = (—1)'1k! forr = 0,1, 2, ... er parret(x,, y;)
en lgsning.

(c) Antag, atk = 1. Bestem den generelle lgsning til det tilhgrende homoggstem.
(d) Antag stadig, at = 1. Bestem den generelle lgsning til differensligningssysit.

Opgave 160.(maj 2012, opgave 4)
Betragt felgende variationsproblem (hvoe R er konstant):

1
(min)/ (2x2 4 (4 — 5e™)xi + 12" i2)dr, forx(0) = 1, ogx(l) = e8.
0

(a) Opstil Eulerligningen.

(b) Antag i detfglgende, at= 5. Eulerligningen er da ligningei+ £x — 2x = 0. Bestem
den Igsning til Eulerligningen, som opfylder de givne ragtitigelser.

(c) Gar rede for, stadig for = % at funktionen fra (b) lgser variationsproblemet. [Du kan f
have brug for at vise for & ¢ < 1, at|4t—5e%t| < Se%; i vrigt ma du bruge vurderingen
4
e3 < 3,8]
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Opgave 161.(maj 2012, opgave 5)
Betragt falgende problem om optimal kontrol:

3
(max) / (—u—Dx?dr for0<u<1, i =-ux? x(0) =31, x@3fri.
0
eller, udfarligt:
3
maksimer/ (—u(t) — Dx()?dt for 0 < u(r) < 1, x(t) = —u()x(®)?, x(0) = 1, x(3) fri.
0

Antag, at(x, u) er et tilladt par af funktioner, som lgser problemet.
(a) Opskriv Hamiltonfunktionen og de betingelser, somgéimaksimumprincippet geelder
for funktionernex = x(¢), u = u(t) og p = p(t) (p er den adjungerede funktion).
Man kan vise for alle € [0, 3], atx(z) > 0 og atp(r) > —2. Det kraeves ikke bevist, men det
ma bruges i det falgende.
(b) Vis, at p(t) er strengt voksende pa intervallet B]. Vis, at der hgist findes én vaerdi
t* € [0, 3], sdp(t*) = —1. Bestem dernaestt), u(t) og p(t) fort € [¢*, 3.
(c) Bestem derefter veerdieti og funktionernex(¢), u(t) og p(t) for aller € [0, 3].
(d) Begrund, at funktionen = u(t) bestemt i (c) er den optimale kontrol.

Opgave 162.(august 2012, opgave 1)
(a) Bestem den generelle Igsning til differentialligninge— £ — gx = e’

(b) Afgar om differentialligningen i (a) er asymptotisk lsila

(c) Bestem den generelle Igsning til differensligningep— 2x,.1—2x;, = €', 1=0,1,2,....
6 6

(d) Afgar om differensligningen i (c) er asymptotisk stabil

Opgave 163.(august 2012, opgave 2)
Betragt felgende differentialligningssystem:

i=f(x,y), fe,y) =y—x2
y=g(x,y), gx,y) =@+ -y).

Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfddgspargsmal.
(a) Bestem systemets ligeveegtspunkiest@tionaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-kurver, dvs kurven hfor, y) = 0, og kurven (de 2
linier) hvor g(x, y) = 0. Angiv med pilesymboler( ,t., _1, osv.) fortegnene fat og
y i de omrader, som planen deles i af de to nulkurver.

(c) Lad D veere omrédetiy-planen bestemtved > —1,y > x2, y < 4. Lad(xq, yo) veere
et punktiD, og lad(x(z), y(¢)) veere lasningen, som opfylder,@t0), y(0)) = (xo, yo).
Beskriv, for nogle udvalgte punktéxg, yo) i D, lgsningens bana far> 0.

(d) Bestem Jacobi-matricen,
of df
unw=(§ g),

ox  dy
og undersgg stabilitetsforholdene i ligevaegtspunkterne.
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Opgave 164.(august 2012, opgave 3)
Betragt fglgende (inhomogene) differentialligningssysthvork € R er et givet tal:

e 1 1,—kt
o X =—5x+ky+sze ",
. —k
y: kx—% —%e t.

(a) For hvilke veerdier ak er systemet asymptotisk stabilt?

(b) Vis, at med funktionerne = ¢, y = —e k! er parret(x, y) en Igsning.

(c) Antag, atk = 1. Bestem den generelle lgsning til det tilhgrende homoggstem.

(d) Antag stadig, at = 1. Bestem den generelle lgsning til differentialigninggeynet (*).

Opgave 165.(august 2012, opgave 4)
Betragt falgende variationsproblem, hvoog b er positive konstanter:

1 .
(min)/ 0¥ gt for x(0) = 0, ogx(1) = 0.
0

(a) Opstil Eulerligningen.

(b) Gar rede for, at en funktiom = x(z), der tilfredsstiller Eulerligningen og de givne
randbetingelser, vil Igse minimeringsopgaven.

(c) Antag, ata = b = 1, hvor Eulerligningen blivek + x = 1. Lgs minimeringsopgaven.

Opgave 166.(august 2012, opgave 5)
Betragt felgende problem om optimal kontreldg k er givne positive konstanter):

2
(max / (ue(’+k)t — kxekt) dt forO<u <1 x=ue’, x(0)=1, x(2) fri.
0
eller, udfarligt:

2
maksimer / (u(@)e" ™" — kx()e*) dt for 0 < u(r) < 1, %(1) = u(r)e™, x(0) = 1, x(2) fri.
0

Antag, at(x, u) er et tilladt par af funktioner, som Igser problemet.
(a) Opskriv Hamiltonfunktionen og de betingelser, somgéaksimumprincippet geelder
for funktionernex = x(¢), u = u(t) og p = p(t) (p er den adjungerede funktion).

(b) Bestem funktionem(¢). Begrund, at der findes et tal € [0,2] saledes, at(r) = O for
0<rt<t*ogu(t) =1fort* <t < 2 (Deter ikke udelukket, at = 0 ellert* = 2).

(c) Antag, atk = In 2, og bestem veerdiefi og funktionernex ogu.
(d) Begrund, at funktionen = u(t) bestemt i (c) er den optimale kontrol.

Opgave 167.(maj 2013, opgave 1)
Betragt for et reelt tak den inhomogene differentialligning,
i—(2a—3%)% —ax = (2a—3%)sint — (a+1) cost.
(a) Vis, at funktionen: = cost er en partikulger lgsning.
(b) For hvilke veerdier af er ligningen asymptotisk stabil?
(c) Bestem den generelle lgsning til den tilsvarende homedtjgning.

(d) Angivdenlgsning = x(¢) tildeninhomogene ligning, som opfylde¢0) = 0,x(0) = %
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Opgave 168.(maj 2013, opgave 2)
Betragt falgende differentialligningssystem:

i=f(x,y), fl,y) =x(1—x*=y?),
. hvor
y=2g8(x,y), gx,y) = y(4—x%—y?).

Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfiddgspargsmal.
(a) Bestem systemets ligevaegtspunkiestationaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-kurver, altsa dels kuneévor f (x, y) = 0, dels kurverne
hvor g(x, y) = 0. Angiv med pilesymboler (f.ekd. ,{ ,t,, _t, osv.) fortegnene for
x og y i de omrader, som planen deles i af nul-kurverne. Du ma gardskizenke
undersggelsen til farste kvadramt> 0,y > 0.

(c) Lad D veere omrédet i y-planen bestemt ved > 0,y > 0, 1 < x2 + y2 < 4. Lad
(x(1), y(¢)) veere en lgsningskurve, som opfylder, (at0), y(0)) € D. Begrund, at
(x(1), y(t)) € D fort > 0, og undersgg lgsningskurven for> co.

(d) Bestem Jacobi-matricen,

of df
J(x,y):<g§ §§>»
dx dy
og undersgg stabilitetsforholdene i ligeveegtspunktefaeste kvadrant.

Opgave 169.(maj 2013, opgave 3)
Betragt falgende variationsproblem, hvoer en reel konstant:

2
(min) / (8tx + atx? + t°xx + tx2) dt,
1

med begyndelsesbetingelsefl) = 0 ogx(2) fri.
(a) Opstil Eulerligningen.
(b) Ger rede for, at hvis > 1, sa vil en funktiont = x(z), der tilfredsstiller Eulerligningen
og begyndelsesbetingelsen og transversalitetsbetayelgsa lase minimeringsopgaven.
(c) Fora = 1 kan Eulerligningen reduceresﬁl(n’c) = 4¢. Bestem den fuldsteendige lgsning
til denne ligning.
(d) Opstil transversalitetsbetingelsen (stadigdes 1), og lgs minimeringsopgaven.

Opgave 170.(maj 2013, opgave 4)
Betragt felgende differensligningssystem:

1 1
X4l = Xt — 5Vt + 5,

9

forr=0,1,2,....
_7 3
Y+l =35X — 35Vt — 5,

*)
() Lad(x;, y;) veere lgsningen bestemt vegl= 0, yo = 0. Bestem(x1, y1) 0g (x2, y2).
(b) Afger, om differensligningssystemet er asymptotisiodt.

(c) Begrund, at for et vilkarligt pa¢x;, y;) af fglger, der lgser systemet, eksisterer graense-
veerdierne lim., o x; 0g lim,_ » y;.

(d) Bestem de to greenseveerdier i (C).
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Opgave 171.(maj 2013, opgave 5)
Betragt falgende problem om optimal kontrol:

(max) /Z(Zx sint — u?)dr for0<u <1, ¥ =u, x(0) ==F, x(%)fri,
0

eller, udfarligt:

maksimer/7(2x(z) sint — Su(t)?)dt for 0 < u(r) < 1, %(1) = u(t), x(0) = =&, x(%) fri.
0

Antag, at(x, u) er et tilladt par af funktioner, som lgser problemet.
(a) Opskriv Hamiltonfunktionen og de betingelser, somgéinaksimumprincippet geelder
for funktionernex = x(¢), u = u(t) og p = p(t) (p er den adjungerede funktion).

(b) Bestem funktionem(t), og begrund, ap(z) er strengt aftagende i intervalletQr < Z,
og at det eneste tat i intervallet, for hvilketp(t*) = 1, ert* = %.

(c) Bestem derefter funktionerngt), u(z).
(d) Begrund, at funktionen = u(t) bestemt i (c) er den optimale kontrol.

Opgave 172.(august 2013, opgave 1)

Betragt fglgende lineaere (inhomogene) differentialingsisystem, hvat € R er et givet tal:
) XxX=kx+y+1,

*) v= k.
(a) For hvilke veerdier ak er ligningssystemet asymptotisk stabilt?

(b) Bestem den generelle Igsning til det tilsvarende homedjgningssystem.

(c) Antag, atk # 0. Bestem den generelle lgsning til differentialligninggsmet (*).
(d) Antag, att = 0. Bestem den generelle Igsning til differentialigningteynet (*).

Opgave 173.(august 2013, opgave 2)
Betragt falgende differentialligningssystem:

i= fx, ), fx,y) =x(16—x% — y?),
) hvor
y:g(x»)’), g(X,y)Zy(G—x—)’)

Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfiddgspargsmal.

(a) Bestem systemets ligeveegtspunkiest@tionaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-kurver, altsa dels kunévor f (x, y) = 0, dels kurverne
hvor g(x, y) = 0. Angiv med pilesymboler (f.eks. ,{ , t._, _1, osv.) fortegnene for
x og y i de omrader, som planen deles i af nul-kurverne. Du ma gardskizenke
undersggelsen til farste kvadrant> 0,y > 0.

(c) Lad(x(z), y(r)) veere en lgsningskurve, som opfylder(eat0), y(0)) ligger i farste kva-
drant. Begrund, atx(¢), y(¢)) ligger i farste kvadrant for alle > 0, og undersgg
lgsningskurven for — oc.

(d) Bestem Jacobi-matricen,
of df
th=<§ $>,

dx  dy
og undersgg stabilitetsforholdene i ligeveegtspunktefaestie kvadrant.
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Opgave 174.(august 2013, opgave 3)
Betragt falgende variationsproblem, hvoog c er reelle konstanter:

2
(max) f (ct?™2x% — t5%2) dt
1

med begyndelsesbetingelsefl) = 1 ogx(2) fri.
(a) Opstil Eulerligningen og transversalitetsbetingelse

(b) Gerrede for, at hvis < 0, savil en funktionr = x(¢), der tilfredsstiller Eulerligningen og
begyndelsesbetingelsen og transversalitetsbetingelgea lgse maksimeringsopgaven.

(c) Forb = —1 ogc = —3 kan Eulerligningen reduceres til falgendéi — tx — 3x = 0.
Vis, at funktionernex = 13 ogx = 1 (for r > 0) Igser denne differentialligning, og
angiv den fuldsteendige lgsning.

(d) Las maksimeringsopgaven (stadig fo= —1 ogc = —3).

Opgave 175.(august 2013, opgave 4)
Betragt for et reelt tak den inhomogene differensligning,
Xp2 — (2a—3) x4 —ax, =51 -a)2', +=0,1,2,....

(a) Vis, at fglgeny, = 2" er en partikuleer Igsning.

(b) For hvilke veerdier af er ligningen asymptotisk stabil?

(c) Bestem den generelle lgsning til den tilsvarende homedtjgning.

(d) Angiv den lgsning; til den inhomogene ligning, som opfyldeg = 3, x1 = 1.

Opgave 176.(august 2013, opgave 5)
Betragt falgende problem om optimal kontrol, med skrotvhendtion:

2
(max) x(2) +f (=2tx —u®)dt for —1<u <1, x=2u, x(0) =1,
0
eller, udfarligt:
2
maksimer x(2) +/ (=2tx(t) —u()?)dr for —1<u(r) <1, %(t) = 2u(r), x(0) =1,
0

Antag, at(x, u) er et tilladt par af funktioner, som Igser problemet.
(a) Opskriv Hamiltonfunktionen og de betingelser, somgéimaksimumprincippet geelder
for funktionernex = x(¢), u = u(t) og p = p(t) (p er den adjungerede funktion).
(b) Bestem funktionem(z).
(c) Bestem derefter funktionerngt) ogu(z).
(d) Begrund, at funktionen = u(t) bestemt i (c) er den optimale kontrol.



