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DOK-Eksempler

Eksempel 1. x = rx + 1 er en linear differentialligning. Med a(r) = —r er A(t) = —t?/2
en stamfunktion. En partikulaer lgsning og den generelle Igsning bestemmes ved

e—A(t)/eA(t)f(t) dt = et2/2/€_t2/2df, X = Ce[2/2 +€t2/2/€_t2/2df.
Stamfunktionen kan ikke udtrykkes ved elementere funktioner.

Eksempel 2. Differentialligningen x = rx bestemmer eksponentiel veekst, hvis r > 0, og
henfald, hvis r < 0. Starrelsen r er den specifikke vakstrate. Den konstante funktion x = 0
er en ligeveegt, asymptotisk stabil hvis » < 0, og ustabil hvis r > 0.

Eksempel 3. Logistisk veekst bestemmes af differentialligningen,

X =3x(b—x)=rx— %xz,
hvor r,b > 0. Det kan fx beskrive bestanden af torsk i Nordsgen. Starrelsen r er den
specifikke veaekstrate, og b er baerekapaciteten. Nar x > 0 er lille, bliver x2 helt forsvindende,
og ligningen er med tilnermelse x = rx, dvs eksponentiel vaekst. Men nar x vokser, og
naermer sig b, far faktoren b — x betydning: den tvinger x til at naerme sig 0, dvs den far
vaeksten x til at flade ud. Ligningen giver kun (biologisk) mening, nar x > 0 (og x > b er
ikke udelukket). Det er ikke svert at lgse ligningen eksplicit.

Ligeveegt: x = 0 0g x = b, den farste ustabil, den anden asymptotisk stabil.

Eksempel 4. Logistisk vaekst med konstant fangst (hest):
)'c:%x(b—x)—Hzrx—ixz—H.

Fangsten pr tidsenhed er konstant, uafhengig af bestandens starrelse. Det opnas med den
konstante fangstkvote H: sa mange tons ma der fiskes pr ar.

Herunder nogle fasediagrammer (grafer for y = 7 x(b — x) — H) for forskellige veerdier
af fangsten H (H < 0 betyder, at der udsattes fisk).

y 'x =b
H <O0: Q X
H=0: /01 b/2 N \
0<H<Hpy: :
H>H0 1
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Ligeveegtspunkterne er skaeringspunkterne med x-aksen. Veerdien Hy svarer til, at grafen
netop rarer x-aksen, altsa
Ho =rb/A.

For H < Hy er der to ligevaegtspunkter: én ustabil mindre end /2, og en asymptotisk stabil
starre end b/2. For H = Hy er der én ligevaegt x = b/2, men den er ustabil. Endelig, for
H > Hy, er der ingen ligeveegt: bestanden udder. Verdien Hy = %rb er altsa den starste
vaerdi af fangstkvoten, for hvilken der er en ligevaegt; den et det maksimale baredygtige
udbytte (maximal sustainable yield). Men vi tager det lige én gang til: Den tilsvarende
ligeveegt er ustabil: hvis bestanden kommer bare én fisk under ligeveegten /2, vil den uddg!

Eksempel 5. Logistisk vaekst med konstant fangstkapacitet c,

¥ =3x(b—x)—cx = —0c)x— %xz.
Fangsten pr tidsenhed cx er proportional med bestandens starrelse. Det opnas med et konstant
antal fiskerbade (eller bedre: konstant tonnage). Der er to ligevaegtspunkter, x = 0 og
x = b(r —c)/r. Antages ¢ < r, er ligevaegten x = b(r — ¢)/r asymptotisk stabil. Fangsten
(pr tidsenhed), opnaet fra ligeveegten, er
b(r —c)

h=c- .
r

Den starste veerdi af i fas, nar c(r — ¢) er starst mulig, dvs nar ¢ = /2. Med denne veerdi
af c er ligevaegten b /2 og veerdien af & er

1 2
il b/r =rb/4,

altsa preecis som ved det maksimale udbytte Hy ved konstant fangstkvote. Men med konstant
kapacitet er ligeveegten asymptotisk stabil!

Eksempel 6. Differentialligningen x? + 12 = 1 er ikke p& ,,normalform®. Den splitter i to:
¥ =+/1—x200x = —+/1—x2. Vilgser den farste: Ligningen er separabel. Klart, at de
konstante funktioner x = %1 er lgsninger. For en lgsning med —1 < x < 1 omformes:

(*) G(x)'—/d—x—fdt—l-c—t—l-c
o vl—xz_ B .

En stamfunktion G(x) pa venstresiden bestemmes ved substitutionen x = sinu, dx =
cos u du, som giver 1 — x2 = 1 — sin® u = cos? u, og altsd ~/1 — x2 = cosu, og dermed

cosu du
*% G = = | du = u.
(%) o0 = [ 22— [ =
Bemark, at ‘="'i (**) betyder, at ndr man indsatter x = sinu i G(x), sa far man u. Med

andre ord, den x-veerdi, som lgser (**), er x = sinu. Lasningen til (*) er derfor funktionen
x = sin(t 4+ C). Funktionen G (x) betegnes i gvrigt Arcsin x, eller sin—1 x.
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Eksempel 7. Betragt et svingende pendul, med masse m og leengde /:

<N

!

mg

Udsvingsvinklen fra den lodrette stilling er x = x(¢). Tyngdekraften, af sterrelsen mg,
har en komponent langs med stangen og en komponent vinkelret pa stangen, af sterrel-
sen mgsinx. Det er alene den sidste komponent, der @ndrer pa x. Newton’s anden lov
(kraft=masse-acceleration), giver derfor differentialligningen mg sinx = —m - %, altsa

1) X 4+ ksinx =0, hvor k = g/ 1.

Alternativ: Fra udsvinget med vinklen xo = x(0) til udsvinget med vinklen x = x(¢) @ndres
hgjden fra /(1 — cos xg) til /(1 — cos x). Z£ndringen i hgjde er altsd /(cos xg — cos x). Derfor
@ndres beliggenhedsenergien med mg - [ (cos xo — c0S x). Bevagelsesenergien er %m v2, hvor

v = L er farten. Bevegelsesenergien @ndres altsé med $mi?(x% — xc?), hvor xo = x(0).
Da energien er konstant, falger det, at

Imi? (i — x¢?) + mgl(cosxg — cosx) = 0.

Altsa er
2) %2 — jg® = 2k(cos x — cosxp).
Specielt, hvis pendulet igangsattes med udsving xo og hastigheden xq = 0, sa er
(3) %% = 2k(cosx — cos xp).
Det er ikke sa svart at se, at de to differentialligninger (1) og (2) er ensbetydende.
Eksempel 8. Nar x er lille (dvs tet ved 0), er sin x ~ x, og differentialligningen for pendulet
kan approksimeres med fglgende:

X+kx =0, hvork = g/1.

Det er en line&r, homogen, andenordens ligning. Det karakteristiske polynomium er z2 + k,
med redderne z = +i+/k. Den generelle lgsning er derfor x = C cos(v/kt + D). Bemark
specielt, at alle lgsninger har den samme periode, nemlig 277 /+/k. For denne tilneermede
model af pendulet er svingningstiden, uanset udsvingets starrelse, altsa bestemt ved formlen,

l
T:Zn\/j.
8

Det skal bemarkes, at for lgsningerne til den egentlige pendulligning vil svingningstiden
afhaenge af udsvingets starrelse.
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Eksempel 9. Differentialligningen for pendulet er en andenordensligning, x + ksinx = 0
med k£ > 0. Den andres til et system af farsteordensligninger ved at indfgre en ny ubekendt
funktion y = x:

X =y,
y = —ksinx.

—kcosx 0
determinanten k cosx. | ligeveegtspunkter (0, psr) med p ulige bliver determinanten —«,

og dermed negativ. Sadanne punkter er altsd saddelpunkter, og specielt ustabile. Hvis p
er lige, bliver determinanten k, og dermed positiv, og da matricen har sporet 0, far vi ingen
information om stabilitet i disse punkter. At disse punkter faktisk er lokalt stabile ses ved at
bestemme banekurverne:

Elimineér ¢ ved at dividere den nederste ligning med den gverste, separere, og integrere:

Ligeveegtspunkter er punkterne (0, px), hvor p € Z. Jacobimatricen er ( 0 1), med

dy  —ksinx
dx y

*) . ydy = —ksinxdx; y?=2k(cosx — C).

Den sidste ligning, for forskellige veardier af C, er ligningen for banerne. Pa venstresiden er
y2 > 0. For C > 1 er hgjresiden altid negativ: ingen lgsninger til ligningen. For C = 1 er
hgjresiden negativ med mindre cosx = 1, dvs x = 2¢g: lgsningerne er ligeveegtspunkterne
(pm, 0), hvor p er lige. For —1 < C < 1 kan vi veelge xo med cosxg = C 090 < xo < 7.
Hgjresiden er sa positiv, pracis nar —xg + 2gm < x < xg + 2g7 (med passende g € Z),
og for hver sadan x-veerdi er der to lgsninger y: lgsningerne udggr en raekke lukkede baner.
For C < —1 er hgjresiden altid positiv: der er to adskilte baner. Tilfeldet C = —1 er
et gensetilfelde, hvor hgjresiden er positiv med mindre cosx = —1: de to baner krydser
hinanden i ligeveegtspunkterne (pr, 0), hvor p er ulige.

Eksempel 10. Ligningen ax? + bx? = ¢, hvor a, b, ¢ # 0, kan bringes pa ,,standardform*:

1) x2+i%2=1, (@ x*—-x*=1, (@) —x’+xi’=1;

eller til —x? — %2 = 1 som ikke har lgsninger. Det kan nemlig, efter division med c,
antages, at ¢ = 1. Det er nok at prgve med funktioner af formen x(t) = ay(Bt), og sa er
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x en lgsning, pracis nar aa®y(Bt) + ba?p?y(Bt) = 1 for alle 1, eller aa?y + ba?p?y =
1, som med passende valg af «, 8 har ,standardformen”. Standardformen kan deles i to
separable ligninger, og lgses som i et tidligere eksempel. Det kraever, at man kan integrere
ved substitution.

Man kan ogsa substituere direkte i differentialligningen: kig fx pa (1). For en lgsning
x er |x| < 1. De konstante funktioner x = 1 og x = —1 lgser ligningen. Antag, at
—1 < x(#p) < 1. Neer 1o kan vi skrive x(z) = sinz(¢) med en passende funktion z(¢). For
x = sinzerx = zcosz, sa x lgser ligningen, hvis og kun hvis sin? z + z2cos? z = 1, dvs
hvis og kun hvis z2 = 1 (eller cos z(r) = +1). Detgiver z = +¢+C, altsd x = £ sin(r + D).

(2) og (3) lgses bekvemt ved hjelp af funktionerne cosht = (e’ + ¢7*)/2 og sinht =
(¢! —e™")/2, som opfylder cosh? r —sinh? r = 1, & cosht = sinht, & sinht = cosht. For
(2) er |x| > 1, og konstanterne x = +1 er lgsninger. For x(¢p) > 1 preves med x = cosh z,
som giver z2 = 1. Heraf: z = +¢ + C eller x = cosh(r + C), dvs kadelinier. Tilsvarende,
med x < —1, fas lgsninger x = — cosh(z + C).

For (3) proves med x = sinhz, som giver z2 = 1. Heraf z = 4r + C eller x =
+sinh(t + D).

Eksempel 11. Ligningerne (1), (2), og (3) kan lgses ved differentiation: Differentieres (1)
fas 2xx + 2xx = 0, eller 2x(¥ + x) = 0. Her er enten x = 0 i et interval, altsd x =konst
(hvor konst= =41). Eller ogsa er x + ¥ = 0, en simpel andenordens differentialligning,
Lasningerne hertil, x = A cost + Bsint, vil opfylde, at x2 + %2 er konstant (= A2 + B?),
og man skal altsa pille de lgsninger ud, hvor konstanten er 1.

Tilsvarende med (2) og (3).

Eksempel 12. For det generelle linegre system i planen,

X = ax + by, - _(a b
V= cx +dy, eller x = AX, hvorA_(C d)’

hvor det A # 0, kan man efter en passende koordinattransformation antage, at A har en af
fglgende former:

A0 A 0 Al a —b
w=(on) 2=(62) w=(62) ~-( )
Matricerne modsvarer mulighederne for karakteristiske radder: De karakteristiske polyno-

mier er

for A.: (z — M (z—p), forAzog As: (z — 22,  ogfor As: (z — a)® + b,

med to forskellige, reelle radder A, v, med én (dobbelt)rod A, og med to imaginaere radder
a =+ bi (b > 0).
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Eksempel 13. Ligningen X = A1x er simpel:

X = Ax, ) x CeM
) med lgsningen = .
y =Wy, y Delt

Det er let at eliminere r: Nar x # 0 er
y =Dl = D" = Dx/CY* = Elx/*,

hvor E er en (ny) konstant. Banerne er altsa graferne for potensfunktionerne y = E|x|” med
v = u/A, samt y-aksen. I det almindelige tilfeelde, dvs uden koordinattransformationen, ser
banerne sadan ud:

Va

A<pu<0 O<pu<a A<O0<pu
knude knude saddelpunkt
asymptotisk stabil ustabil ustabil

Eksempel 14. Ligningen X = Ax, altsa

X = Ax, . X CeM

) med lgsningen = ,

y =21y, y Det
er specialtilfeldet, hvor A = n. Bemark, at hvis ligningen har dette udseende i ét koor-
dinatsystem, sa ser den sadan ud i alle koordinatsystemer. Det er klart, at banerne bliver

halvlinierne y = Ex samt y-aksen:

A>0
ustabil

Eksempel 15. Ligningen X = A3x, altsa

X=Ax+Yy,
y= Ay,
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lzses ved farst at lgse den sidste ligning, y = Ay. Det giver y = De**, som indszttes i den
farste ligning:
X =Ax +y=Aix+ Dé.

En partikuler lgsning er x = Dte?’, og den fuldstaedige lgsning er x = Ce?' + Dte'. Den
generelle lgsning til systemet er altsa:

X\ _ ((Dr+C)eM
y) De* ’
Elimineres + = =1 In(y/ D) f&s ligningerne for banerne:

x=Ey+21tyln|yl,

hvor E er en konstant, samt y = 0. De ser sadan ud:

—

—

A>0
ustabil
Med A < 0 fas tilsvarende baner, med pilene vendt, dvs en asymptotisk stabil ligeveegt.

Eksempel 16. Den sidste ligning X = A4x, altsa

X = ax —by,
y= bx +ay,

lgses efter bogen: elimineres y fas en andenordens linezr ligning i x med imaginare ka-
rakteristiske rgdder a & bi. Den har den generelle lgsning x = Ce® cos(bt + w). Herefter
bestemmes y af den farste ligning:

by = ax — x = aCe” cos(bt + w) — aCe” cos(bt + w) + bCe" sin(bt + w),
altsd y = Ce“ sin(bt + w). Den fuldstendige lgsning til systemet bliver:
X\ _ et cos(bt + w)
y sin(bt +w) )
For a = 0 bliver banerne cirkler, for a = 0 bliver det spiraler. | det almindelige tilfeelde, dvs
uden koordinattransformationen, ser banerne sadan ud:



DOK 2013 DOK-EXPL 8
2/05-2013

a<0,b<0 a>0,b<0 a=0,b<0
spiraler spiraler ellipser
asymptotisk stabil ustabil stabil

Eksempel 17. Lgs systemet:

* x = —2x — 3y +sint, x\_ (-2 -3\ («x sint
) y = 3x —2y+cost, eller (y‘>_( 3 =2)\y T\ cost )
Elimination af y, jfr [U3, s. 2], giver en andenordens ligning:

() X +4x +13x = —2cost + 2sint,

med karakteristisk polynomium z2 + 4z + 13 og radder —2 = 3i. En basis for lgsningerne til
den homogene ligning svarende til (1) er derfor e =% cos 3, e~ sin 3¢. For den inhomogene
ligning (T) preves med x = A cost + Bsint. Det giver

L(x)=(—A+4B +13A)cost + (—4A — B + 13B)sint,

og kravet er s3, at 12A 4+ 4B = —2, —4A + 12B = 2, hvoraf B = 1/10, A = —1/5. Den
generelle lgsning til (1) er derfor

X =—2008t+ 158Nt + Cre % cos3r + Coe ™2 sin 3z,
Nu kan x bestemmes, og sa kan y bestemmes af den farste af de to ligninger:

Y = 3(—% — 2x +5int) = 15 C0St + £ Sint — Coe™? cos 3t + Cre™ % sin 3t.

Eksempel 18. Det autonome system:

i=—y+A—x*—y)(y+ax+by),
¥y= x+@—x"—y)(—x+cx+dy),

ser jo mystisk ud! Men du behgver faktisk ikke at udregne produkterne pa hgjresiderne for
at indse fglgende: (1) de er polynomier i x, y (og specielt , pene” funktioner), (2) de er uden
konstantled (dvs origo (0, 0) er et ligeveaegtspunkt), og (3) farstegradsleddene er ax + by 0og
cx +dy. Det sidste betyder, at Jacobimatricen i (0, 0) er (Z 2’) Passende valg af a, b, c, d vil
altsa illustrere forskellige typer stabilitet.

Og det er ogsa klart, at uanset valget af a, b, ¢, d er (x,y) = (cost,sint) en lgsning
til systemet: det er nemt at indsette, idet faktoren 1 — x2 — y?2 bliver konstant lig med O.
Enhedscirklen x2 + y2 = 1 er altsd en lukket bane for systemet. Uanset valget af a, b, ¢, d
vil en lgsning, der begynder inden for enhedscirklen altsa forblive der.
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Eksempel 19. Lotka—\olterra’s differentialligninger, i kvadranten x > 0, y > 0,

X =kx —axy

y =bxy —hy,

er en byttedyr/rovdyr-model (x = antal byttedyr, y = antal rovdyr). Nar antallet af rovdyr er
lille, kan man se bort fra leddet axy i den farste ligning; den farste ligning er sa, med tilnzar-
melse, x = kx, som beskriver eksponentiel vaekst af byttedyrene. Den negative korrektion
—axy i byttedyrenes vaekst (pr tidsenhed) angiver antallet af byttedyr, der ades af rovdyrene:
antallet er proportionalt med antallet af rovdyr og med antallet af byttedyr. Tilsvarende, nar
antallet x af byttedyr er lille, beskriver den anden ligning eksponentielt henfald, y = —hy, af
rovdyrene (de dgr af sult). Den positive korrektion bxy til rodyrenes vaekst angiver antallet
af rovdyr, der fgdes pa grund af byttedyrene.

Til en faseplansanalyse bemarkes forst, at (0, 0) er et stationert punkt (,,ingen byttedyr,
og ingen rovdyr“). Videre er der en bane pa x-aksen (dvs med y = 0) hvor x = Ce*, dvs
med en pil mod hgjre, og en bane pé y-akssen (dvs med x = 0) hvor y = ¢~", dvs med en
pil nedad.

Videre er (h/b, k/a) et stationaert punkt. Pa linien y = k/a har banerne lodret tangent,
og pa linien x = h/b har banerne vandret tangent. Herefter er det nemt at fa en forste
fornemmelse af en banekurve, der begynder i et punkt Xo = (xg, yo) med xg = h/b 0g
yo > k/a:

y X0

Banen begynder i xg, hvor y = 0 og x < 0: kurven har vandret tangent (y = 0), og
bevaeger sig med venstre (x < 0), og kommer herved til omrade A, hvor ogsa y < 0. Sa
leenge den befinder sig i A, ma den altsd bevaege sig nedad mod venstre. Den kan ikke krydse
y-aksen (som jo i sig selv er en bane). Derfor ma den forlade omrade A ved at ramme
linien y = k/a med lodret tangent, hvorefter den treenger ind i omrade B. Herer y < 0
og x > 0: i omrade B bevager kurven sig altsa nedad mod hgjre. Den kan ikke krydse
x-aksen, og ma altsa forlade omrade B ved at ramme linien x = /b med vandret tangent.
Herefter treenger den ind i omrade C, hvor x > 0 og y > 0: den beveger sig opad mod hgijre.
Denne observation (,,opad mod hgjre”) er ikke i sig selv nok til at sikre at kurven rammer
linien y = k/a; men ved at sammenholde kurvens haldningskoefficient y/x med de givne
differentialligninger er det let at udelukke, at x(r) — oo samtidig med at y er begreaenset.
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Derfor overskrides linien y = k/a, hvorefter kurven beveger sig ind i omrade D: opad
mod venstre. Samme argument som for omrade C giver, at kurven til sidst vil ramme linien
x =h/b.

Analysen forteller ikke, om kurven vil ramme over eller i eller under begyndelsespunktet
Xo. Faktisk rammes begyndelsespunktet xq eller, &kvivalent: Alle baner er lukkede kurver.

Eksempel 20. Banerne for Lotka—\olterra’s ligninger, x = kx — axy, y = bxy — hy, kan
bestemmes ved at eliminere z: Af ligningerne fas, idet dy/dx = y/x:

dy  y(bx —h)

dx  x(k — ay)’
som er en separabel differentialligning med den ubekendte funktion y = y(x). Lasning ved
separation: [(k/y —a)dy = [(b — h/x)dx, altsd
*) kIny —ay = bx — hInx + konstant.

Hver bane ligger altsa pa en af kurverne bestemt ved (*) for en passende verdi af konstanten.
For at se, at banerne er lukkede kurver, betragtes grafen for funktionen w = kIny — ay pa

venstresiden:

w y

Det fremgar, at ligningen (*), for en given veerdi af x, har 0, 1, eller 2 lgsninger y. Og mere
praecist, at der findes tal x” og x” saledes, at (*) har to lgsninger y for x’ < x < x”, én lgsning
y for x = x’ eller x = x”, og ingen lgsninger ellers. Men det betyder netop, at kurven, der
beskrives ved (*), er en ,,paen” lukket kurve.

Eksempel 21. Variationsproblem med given begyndelses- og slutveerdi:

t
(min) L(x) = / 1 V14 x2dt for x(t) = x1, x(t2) = x7.

fo

Integralet er leengden af kurven fra (g, xo) til (#1, x1) bestemt ved grafen for x = x (). Her
er F(t,x,u) = ~/1+u? ogdermed F. =009 F, = u/~1+ u?. Sattes g := /1 + (x)?

farman F, = x/q 09 ¢ = (1/2q)2xx = xX/q. Derfor er

d g(z) _iq—xq _(q—¥/pi _ (P —i)F _ i

de * dt\q q° q° q3 >

Da F| = 0, er Euler’s differentialligning denne: ¥ = 0, som gjensynlig har den generelle
lgsning x = at + b. Vardierne x1, x2 i endepunkterne bestemmer a og b. Konklusion?
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Eksempel 22. Et trick: Euler’s differentialligning, samlet pa den ene side af lighedstegnet,
(EL) F,—4F, =0,

X

kan simplificeres i det autonome tilfaelde, dvs nar F = F(x, u) ikke afhanger af . Funktionen
F(x, x), med x = x(¢) indsat, differentieres via kaedereglen:

4F=F, - %+F,- ¥
Trivielt (differentiation af et produkt) er
4(Fy-x)=4F, % +F, i

Traekkes den sidst ligning fra den farste fas:

|

(F-F, %)= (F,— %F)) - x.

X

Q

t
Heraf afleeses: Hvis x = x(¢) opfylder (EL), sa er %(F — F -x) =0, altsa

(ELo) F — F, - x = konstant

Omvendt, hvis x = x(¢) opfylder (ELg) og x ikke er konstant (x # 0), sa opfyldes (EL),

Eksempel 23. Minimer L(x) = tgl V1 + x2dr for givne vardier x (1) = x1, x(f2) = x2
[Samme opgave som i et tidligere eksempel!]. Trick’et giver ligningen:

X
V1+x2=——— . x + konstant,
V14 x2

som simplificeres til

1 =+/1+ %2 . konstant,

altsd x = konstant. Det fglger, at x = at + b.

Eksempel 24. Variationsproblem med givne randverdier:

n
x2dt for x(t1) = x1, x(12) = x2.

(min) V(x) =7r/
10
Integralet er, bortset fra faktoren 7, rumfanget af det legeme der fremkommer, nar grafen
af funktionen x = x(r) drejes omkring z-aksen. Her er F| = 0, sd trick’et giver ligningen
x? = konstant, dvs x er konstant. Men faktisk giver (EL) direkte, at 2x = 0, alts& at x er
konstant 0. Men det kan jo ikke kombineres med de givne bibetingelser. Overrasket?
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Eksempel 25. Variationsproblem med givne randverdier:

n
(min) O(x) = Zn/ xvV/' 1+ x2dt for x(t1) = x1, x(t2) = x2.
1o

Integralet er, bortset fra de 2, overfladen (fraregnet ,top“ og ,bund“) af det legeme der
fremkommer, nar grafen af funktionen x = x(¢) drejes omkring r-aksen. Med g := /1 + u?
erq’'(u) = u/q. Altsd er F = xq, 09 F, = xq'(u) = xu/q. Trick’et giver sa ligningen
xq — (xx/q) - x = konstant, dvs

2

XX
xV1+4x2— =C
1+ x2

Multiplices med v/1 + x2, fas x = C+v/1 + x2, altsa

i=4/(x/C)2—1.

Lasningerne er , kaedelinier*: x = C cosh(z/C — D), hvor cosht := (e’ +e7)/2.

Eksempel 26. Variationsproblem med bibetingelse:

1 n
(min) P(x) = / xv 14 x2dt, forx(t1) = x1, x(t2) = x2 0g / V1+x2dt =1L.
0

10
Integralet P(x) er den potentielle energi af en ophangt kade, der falger kurven bestemt
ved x(¢). Bibetingelsen er, at leengden L af keeden er givet. Opgaven behandles ikke i [S].
Lasningen er (naturligvis) keedelinien.

Eksempel 27. Variationsproblem med forskellige randbetingelser: (min) fol (x2 4+ %2) dt for

0) =1, . 0) =1, 0) =1,
(i){ *® (n){ *© (m){ *® :
x(1) =e, x(1) > e, x (1) fri.
F(t,x,u) = x*> + u?, F, = 2x, F, = 2u. Altsd F/(x, x) = 2%, hvoraf (d/dt)(F)) =
(d/dt)(2x) = 2x. Eulerligning:
2x =2x%, ellerkx —x =0,
med den fuldstendige lgsning x = Ae’ + Be™". For (i) fas (i*)=(i): x(0) = 10g x(1) = e,
hvoraf A = 1 0g B = 0, altsa
X = €t.
For (iii) er F, = 2x og F||,=1 = 2x(1), sa her fas (iii*): x(0) = 1, x(1) = 0, hvoraf
A=1/1+¢%) og B =e?/(1+¢?),altsd
2
=zt e
Endelig, for (ii), fas (ii*): x(0) = 1, x(1) > ¢, x(1) > 0 med lighed mindst et sted. Lighed
det andet sted giver funktionen fra (iii), men sa er den farste ulighed ikke opfyldt. Lighed
det farste sted giver funktionen fra (i), som opfylder den anden ulighed: altsa den eneste
mulighed.
De fundne funktioner lgser problemet, fordi ... konveks ... .

e .

X
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Eksempel 28. Jeg karer i bil fra HHK k1 11.30 og skal vaere pa KU kl 12.00, altsa efter % time.
Afstanden er 3km. Hvordan regulerer jeg farten, u = u(t), saledes, at benzinforbruget
minimaliseres? ldet jeg regner med, at benzinforbruget pr tidsenhed er proportionalt med
kvadratet pa farten, fas fglgende kontrolproblem:

1/2
(max)/ (—u®)dt for0 <u <50, ¥ =u, x(0)=0, x(3) =3.
0

Bemark, at spring er tilladte for kontroller, fx er u(¢z) = 50 for r+ < 3/50 og u(¢) = 0 for
t > 3/50 (,kar 50 km/time i de farste 3,6 minutter, og hold s stille resten af tiden*) en tilladt
kontrol.

Lgsning via Setning 9.1:

H=—u2—|—pu, H;:O, dvs p = 0.

Derfor pa p(t) veere konstant. Ogsa mau = u(t), som maksimerer H, vere konstant, u = C.
Ligningen x = C med x(0) = 0 giver x = Ct, og slutbetingelsen giver C-% =3,dvs C = 6.
Altsd er u = 6. Betingelsen i Satning 9.1 er opfyldt: H er klart konkav som funktion af
u, og dermed som funktion af (x, u). Svaret er altsa: farten skal veere konstant, 6 km/time.
Herefter kan den adjungerede (konstante) funktion i gvrigt bestemmes: u = 6 er et indre
punkt, s& H = 0, dvs —2u + p = 0 for u = 6, hvoraf p = 12.

Eksempel 29. Et kontrolproblem:

T
(max) / (w—2rx)dt forO<u <h, x =rx —u, x(0) = xg, x(T) = x7.
0

Her er x = x(¢) bestanden af fisk, differentialligningen siger eksponentiel vaekst, men den
haeemmes af kontrollen, som er fangstkvoten u(¢). Profitraten er proportional med u, men
herfra skal treekkes omkostningerne, Ax, hvor A > 0, hvis det er fisk fra et dambrug, og
A = 0, hvis det er fisk i Nordsgen. Integralet er altsa nettoprofitten.

Vi prgver, om Setning 9.1 kan anvendes: Hamiltonfunktionen (med pg = 1):

1) H=u—Ax+prx—u)=A—- pu+rpx — rx.

Den er lineer i u, x, og specielt konkav. Differentialligningen p = — H for den adjungerede
funktion p:

(2) p=—-rp+A.
Af udtrykket for H fas umiddelbart, for den optimale kontrol u = u(z):

0 narp(t) > 1,

®) u(t) = { h nar p(t) < 1.
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Betragt lgsningerne til x = rx — u, med x(0) = xq. Den starste lgsning fas med u = 0;
det giver x = xpe’’ med en slutvaerdi xmax = xoe’’. Den mindste lgsning fas med u = &;
det giver x = (xg — h/r)e"" + h/r og en tilsvarende slutverdi xmin. Slutveerdien x(7) af
en lgsning x(¢) ma altsa ligge mellem slutveardierne xmin 09 xmax. Kontrolproblemet kan
saledes kun have lgsninger, hvis den givne slutvaerdi x7 opfylder ulighederne,

4) Xmin = XT =< Xmax, hvor xmin = (xo — h/’”)erT +h/r, Xmax = errT-

Hvis lighed gelder et af de to steder, er der kun én tilladt kontrol, og sa er problemet jo trivelt.
Antag altsd, at der er skarp ulighed begge steder i (4). Det falger da, at for den optimale
kontrol » ma begge muligheder i (3) veere tilstede: ligheden p(z) = 1 ma vere opfyldt for
enverdir =rmed0 <7 < T. Deter let at lgse differentialligningen (2):

(5) p(t) =Ce™ "+ 1/r.

Da vi skal have p(r) = 1 for en vaerdi r > 0, falger det, at i (5) ma vi have C > 0 hvis
A/r <1,09 C < OhvisA/r > 1 (tilfeeldet 1 /r = 1 udseettes lidt). Antag farst,at A/r < 1.
Daer C > 0i (5), og det falger, at p(¢) er aftagende. Derfor er p(t) > 1forr < 7 og

p(t) < 1fort > t. Altsaer, i folge (3),
0 forO<t <1, ,
u(t) = _ nar A/r < 1.
h fort <t <T,

Nu kan x () bestemmes: | begyndelsen, for 7o <t <1, erx = rx. Altsa er x = xge'’, som
giver veerdien x = x (1) = xpe'. | resten af tiden, dvsforr <t < T, erx = rx — h, 0g da
x(f) = x fas
x=@F—h/r)e e 4 h/r = (xo— (h/r)e)e" +h/r.
Slutbetingelsen er x (7)) = x7, altsa
(xo0 — (h/r)e_”_)erT +h/r =x7.
Heraf bestemmes fx farst ¢ 7' —1);
" T = (xoe'T — x7 +h/r))/(h/r),

og derefter # ved — bl.a. — at tage den naturlige logaritme.
X Xmax

XT

u(t)

h Xmin
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Hvis A/r > 1, fas den komplementzre situation: u(¢t) = h i begyndelsen, for 0 < r < 7,
og u(t) = 0 i slutningen, for r < ¢+ < T. Ogsa her bestemmes 7 nu ud fra slutbetingelsen
x(T) = x7. Forudseatningerne i Seetning 9.1 er opfyldt: den saledes bestemte funktion er en
optimal kontrol.

Hvis A/r = 1, altsd A = r, er enhver tilladt kontrol en optimal kontrol. Integranden u — Ax
er jo ligmed —(rx — u), dvs lig med —x. Altsa er

T
0

T
/(u—)\x)dtz—/ xdt =x0) —x(T) =xp — x7.
0

Eksempel 30. Et kontrolproblem:
T
(max) / U(l—-s)dt forO<s <1, x=s, x(0) =xq, x(T) > xr.
0

Her er U (c) en konkav nyttefunktion, dvs U’ > 0 og U” < 0. Tallene T, xg 0g x7 er givne:
det antages, at

(1) xo<xr<xo+T
Hamiltonfunktionen,
(2) H(t,x,s, p)=U( —s)+ ps,

er konkav. Betingelserne (1), (I1), og (1) er derfor tilstreekkelige. Vi prever om de kan
opfyldes med (x, s, p).

Da H, = 0, giver (1), at p = 0, altsd at p er konstant, p(r) = p. Tallet 5, der maksimerer
Hamiltonfunktionen (2), er derfor ogsa konstant, sa s(z) = 5 for alle ¢. Ifglge (111) er p > 0.
Funktionen U er voksende, sa U (1 — s) er aftagende; den maksimeres altsd i s = 0. Hvis
p =0, mavialtsd have s = 0. Og hvis 5§ = 0, far vi x = 0, dvs x(t) = xo, i modstrid med
(1), da vi kraever x(T) > x7. Derforers > 0,09 p > 0. Af p > 0 og (lll) felger, at vi ma
have x(T) = x7. Hviss = 1, harvix = 1, altsd x = ¢ + xo, mensaer x(T) = T + xq, i
modstrid med (1). Altsa har vi

O<s<1, p=>0.

Herefter er x = 5, altsd x = 5t + xo, 0g slutbetingelsen giver x; = 5T + xg, dvs § =
(xy — x0)/T. For at sikre, at denne veerdi s, i det indre af intervallet [0, 1], maksimerer
Hamiltonfunktionen, pd p defineres saledes, at H, = 0i 5. Vi skal altsd have

§=Gr—x0)/T, p=UQ0=5).

Med disse valg er betingelserne opfyldt: s(¢) = 5 er den optimale kontrol, og x = 5t + xg
den tilsvarende tilstand.
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Eksempel 31. Kontrolproblem, fra eksamen, Juli 2001 (en ufuldstendig besvarelse):
2
(max) / (=2tx —u?)dt for —1<u <1, x=2u, x(0) =1, x(2) fri.
0

Type (c), sd p(2) = 0. Hamiltonfunktionen,
H = —2tx —u?® + 2pu,
er konkav, fordi —2rx + 2pu er linear i x, u og —u? er konkav. Da H] = —2t,er
p=2t, altsdp=1>—4 (idetjo p(2) =0).

Specielter p(zr) < Oforaller. Videreer H, = —2u+2p. For den verdi af «, der maksimerer
H, har vi derfor enten —2u +2p < 0o0gu = —1 (opfyldt for p < —1),eller —2u +2p =0
0og —1 <u < 1 (opfyldtfor p =uog—1 < p <1),eller —2u +2p > 00g u = 1 (opfyldt
for p > 1). Funktionen p er kendt. Det falger, atu = —1nér p < —1,dvsndr0 < r < /3,
ogu=p=12—4for/3 <t <A4.

Dax =2u,fasx = -2t +1for0 <t <+/3,00x =2r3/3—-8+Cfor/3 <1t <2
De to udtryk skal stemme overens for r = +/3; det giver C = 4/3 + 1.

Eksempel 32. Samme problem, men med skrotveerdi:

2
(max) — e ¥@-3 —|—/ (—2tx — u2) dt for —1<u<1, x=2u, x(0)=1.
0

Skrotvaerdifunktionen S(x) = —e 3 er konkav, og dS/dx = ¢ *~3. Betingelsen (1)
giver altsa
1) p(2) = e @73,

Af x = 2u > —2 og x(0) = 1 falger, at x(r) > 1 — 2¢. Specielt er x(2) > —3. Derfor er
—x(2) — 3 < 0. Eksponenten pa hgjresiden i (1) er altsa negativ. Af (1) falger derfor, at
0 < p(2) < 1. Da p = 2, folger det, at p antager vaerdien —1 for et punkt 7:

2) p=t>—7>—1, med0<7<2

(endda med 2 < 72 < 3 svarende til at 0 < p(2) < 1).
Pé intervallet [0,7] fdsu = —1, 09 x = —2¢ + 1, med x(7) = —27 + 1. Denne verdi tages
som begyndelsesvardi pa det naeste interval [7,2]. Her er u = p, 0g x = 2u, dvs

% =212 - 2722,
hvoraf, fort > t:
(3) x=23r 22— 20+ 373 + 1.

Endelig, fra (2) og (3) kan man opna slutveerdierne p(2) og x(2), og nu giver (1) en ligning
til bestemmelse af 7. Den ligning er nu ikke sadan at lgse eksplicit.
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Eksempel 33. Kontrolproblem, fra eksamen, Juni 2001 (en ufuldsteendig besvarelse):
2
(max) / 6u —xHdt forO<u <1, x=u, x(0) =1, x(2) fri.
0

Type (c), s p(2) = 0. Hamiltonfunktionen,
H = 6u — x* + pu,
er konkav i x, u, sa kandidaterne er lgsninger. Fra (1) og (111) fas:
(1) p=4x, p@ =0,
og af (I1) fas:

1, hvis p > —6,
) u:{ p=

0, hvisp < —6.

Afx = umedu(r) > 0fglger, at x(¢) er voksende; specielter x(z) > x(0),dvsx(z) > 1. Nu
folger af (1), at p > 4, og videre, at p(t) < 4(t — 2). Altsa er p(0) < —8. Da p(0) < —8,
p(2) = 00g p(t) er strengt voksende, findes ét punkt #* med 0 < +* < 2 saledes, at
©) p(t*) = —6.
Nu fremgar det af (2), idet p(¢) er voksende, at

B { 0, hvisO <t <t*,
! 1, hvist* <t < 2.

(4)

Herefter bestemmes farst x (af ¥ = u, x(0) = 1), og dernast p (af p = 4x3, p(t*) = —6):
{1, ) {4, {4(t—t*)—6, hvis0 <t < t*,
X = * p= * 3 P = * 4 ie 4k
t—t*+1, 4t — t* 4+ 1)°, t—t*"+1D*—7, hvist* <t <2.
Endelig kan r* bestemmes af betingelsen p(2) = 0: detgiver (3—*)* = 7, altsdr* = 3— /7.
Med denne veerdi af +* er den optimale kontrol u bestemt ved (4).

Eksempel 34. Nasten samme problem, med skrotveerdi:
2
mw)—ﬁma+/(m—wﬁm forO<u<1, x=u, x©0) =1
0

Skrotvaerdifunktionen er —6x, som er linezr, og derfor konkav. Betingelsen (111), p(2) =
(dS/dx)(x(2)), giver
p(2) = —6.

Da p er voksende, og p(2) = —6, er p(t) < —6 fort < 2. Altsa er u = 0 den optimale
kontrol. Den giver x = 0. Altsé er x en konstant, x = x(0) = 1.
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Eksempel 35. Kontrolproblem med skrotveerdi, jfr [S, Eksempel 2, s. 358],
T
(max) — %X(T)Z —|—/ xdt, x=x+u,x0)=0, -1<uc<l.
0

Hamiltonfunktionen,
H(, x,u, p)=x+ px +u),

er lineer i x, u, og specielt konkav, og skrotvaerdifunktionen S(x) = — %xz er konkav. Altsa

er kandidaterne lgsninger til problemet.
Betingelsen (1), p = —H_, giver p = —1 — p, med den generelle lgsning,

1) p=—-1+Ce".

Bemark, at p(r) — —1 fort — oo; hvis C > 0, har p(¢) et nulpunkt z*, bestemt ved
C =¢",0g p(t)>0fort <*og p(t) < 0fors > t*. Nulpunktet opfylder 0 < t* < T,
ndarl1 <cC <el.

Betingelsen (1) giver, at
(2) u=1ndrp>0,0gu=—1narp <0.
Da S(x) = —3x2, er dS/dx = —x. Betingelsen (1l1), p(T) = dS/dx(x(T)), giver altsa

(3) p(T)=—-1+Ce T = —x(I.

Der er tre muligheder: C > e, C < 1,ellerl < C < e”. Deter let at udelukke de to farste:
Antag, at C > e!. Daer p(t) > Oforalle0 <t < T. Derforeru = 1. Afx = x + 1 og
x(0) =0 falger, atx = —1 + ¢’. Mensder x(t) > 00g p(t) > 0fort > 0, i modstrid med
(3). Antag dernaest, at C < 1. Daer p(t) < Oforr > 0. Derforeru = —1. Afx =x—10g9
x(0) =0fglger x =1 —¢'. Mensaer p(t) < 00gx(t) <O0fort > 0, i modstrid med (3).

Tilbage er den sidste mulighed: 1 < C < e/. Med C = ¢, altsd t* = InC, er
0<t*<T,o0g

4)

1, ndro<r<t*
u = o
-1, nart*<r<T.

Betragt forst intervallet [0,7*]. Herer u = 1, og altsa x = x + 1. Af x(0) = 0 falger s3, at
x = —1+¢'. | det hgjre endepunkt r* er vaerdien lig med x(t*) = —1 + ¢". Denne veerdi
tages som begyndelsesveerdi pa det andet interval [¢*, T]. Hereru = —1, ogaltsd x = x — 1.
Af x(1*) = —1+ ¢ folger s4, at

x(t) =1+ (=2+€" )™, fore>r*.
Af (3) folger nu,at =1+ Ce " = —1— (=2 +¢")e! . DaC = ¢, eraltsa

~1+Ce T =-1-(-2+C)e’/cC.
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Multipliceres med Ce’ fas, efter omordning, en andengradsligning:
C2 4+ 2T — 22T = 0;

dens positive lgsning er
Vel +8—el .
C = e .
2
Det er let at se, at braken (faktoren foran ) altid ligger mellem =7 og 1. Tallet C ligger
altsd mellem 1 og e”. Altsé ligger r* = In C mellem 0 og T, og med denne veerdi af ¢* er

den optimale kontrol u bestemt ved (4).

Eksempel 36. Kontrolproblem med skrotveerdi, jfr [S, Eksempel 1, s.357]:
T
(max) — x(T)? +/ (1—tx —u?)dt, % =u, x(0) = xo.
0

Der er ingen restriktioner pa ». Hamiltonfunktionen,
H:l—tx—u2+pu,

er konkav i (x, u), og skrotveerdifunktionen S(x) er konkav i x. Betingelserne er altsa
tilstreekkelige. Af (1) fas p = ¢, altsa

(1) p(t) = 32+ C.

Da der ikke er indskraenkninger pa u, bestemmes maksimumpunktet u = u(r) ved at lgse
ligningen H, = 0. Det giver

(2) u=3p
Endelig er dS/dx = —2x, sa (l11) giver
3) p(T) = =2x(T).

Af (1) og (2) fs u = 312 + 1C, og af & = u 0g x(0) = xo fas, at
(4) x =418+ 3Ct + x.
Nu kan C bestemmes af (1), (2), og (3):
11?4+ C=—4113 - CT — 2xo,
hvoraf
$T3 + 172 + 2xg
14T
Med denne verdi af C er den optimale kontrol « givet ved (2) og (1).
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Eksempel 37. Se [S, Eksempel 4, p. 352]. Min lgn er w = w,; og min kapital k = &,
forrentes i banken med rentefoden . Min indkomst y = y; eraltsd y = w +rk. Den fordeles
y = ¢ + k til konsum ¢ og opsparing k. Jeg vil maksimere nyttevaerdien af mit konsum fra
nu (r = 0) til jeg bliver pensioneret (r = T'). Det er maksimeringsopgaven,

T
1) (max) / Uc)edr,
0

hvor U = U (c) er en given nyttefunktion (jeg veelger U’ (c) = ¢ %), og p er diskonterings-
faktoren. Min kapital nu er k(0) = ko, og ved periodens udgang @nsker jeg k(7)) > k1.

Idet ¢ = w+rk — k er det en variationsopgave af type Maxij, dvs k(0) = ko 0g k(T) > ki,
med F(z, k, k) = U(w; + rk — k)e~". Eulerligning:

Fi=e?U'-r, F =ePU - (-1), &F =pe U —e?"U" (b+rk—k),

da LU =U"¢=U"" (b +rk—k).
Bemeark, at Fk/ overalt er negativ. | uligheden Fk/|,=T < 0 geelder altsa altid ,,<“. | den

anden ulighed k(T) > ko geelder altsa ,,=" for en optimal lgsning. [Ikke overraskende?]

Eulerligningen, F, = %Fk’, divideres med e ?"U". Det giver:

U’ U’ A . . U’
rﬁ :'OF —(w+rk—k), eller k—rk—u')—l-m(p—r):O.
Med U' = c ™ erU” = —ec™*"1og U'/U" = —c/e = —(w + rk — k)/¢. Til afkortning
settes § 1= (r — p)/e. Saer (U'/U")(p —r) = (w + rk — k)8, og ligningen omformes til

(1) k— @ +8k+rsk=w—dw,

en linezer andenordens (inhomogen) differentialligning med konstante koefficienter. Det
karakteristiske polynomium har rgdderne r og §, ikke sandt?

Eksempel 38. | integralet (1) kan ¢ opfattes som kontrollen, & som tilstanden, og sammen-
hangen mellem ¢, k (og den givne lan w = w,) er tilstandsligningen k£ = w + rk — ¢. Det
er altsa et problem om optimal kontrol, med £ (¢, k, ¢) = U(c)e?, g(t, k,c) = w +rk — c.
Kontrolintervallet er fx ¢ > 0.

Lgsning: Hamiltonfunktion, klart konkav i &, c:

H=U()e " + pw+rk—c).
Antag (k, ¢) optimal. (1) Kontrolintervallet er dbent, sd i et maksimumpunkt c er H, = 0,
dvs U'(c)e " —p=0.DeU' =cteraltsd p =c e "".

(2) Den adjungerede ligning er p = —H,, dvs p = —rp, med den generelle Igsning
p = De™ ",

Sammenligning af (1) og (2) giver c¢e~?! = De™"" (altsd mavi have D > 0),ellerc™¢ =
DeP=1 eller ¢ = Ee% , hvor 8§ = (r — p)/e (og E = D~Y/%). Nu bliver tilstandsligningen
en simpel farsteordens linezr ligning:

k—rk = w; — Eed,

Den generelle Igsning kan opskrives med en formel. Er ligningen ensbetydende med ($)?
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Eksempel 39. 0,1,1,2,3,5,8,13, ... er Fibonacci’s talfglge. Den er bestemt (rekursivt)
ved differensligningen x;+2 = x;4+1 + x; 0g begyndelsesbetingelserne xo = 0 0og x; = 1.

Eksempel 40. Antag, at udbud S og efterspargsel D efter en vare afhanger lineert af prisen
psadan: S =ap — bog D = —cp + d (,,udbuddet stiger med prisen, efterspargslen falder
med prisen®). 1 den , kontinuerte” model styres udviklingen af en differentialligning [S, s. 15]:

p=A-(D—=8)=—-Aa+c)p+r(b+d).

Ligevaegtslgsningen (den konstante lgsning) er p = (b+d)/(a+c); den er asymptotisk stabil.
Den kontinuerte model forudseetter, at udbuddet kan varieres ,,umiddelbart* med prisen nu.

Den diskrete model tager hensyn til, at det er udbuddet i naeste periode, der styres af prisen
nu; det antages altsa at

(1) Dt = —Cpy +d, (2) St+]_ =apr — b, (3) Dt = St.

Det er den sidste ligning (,,i hver periode s&lges hele produktionen®), der styrer udviklingen.
Af ligningerne fas: —cp;41 +d = D;y1 = S;11 = ap; — b. Efter division med —c og
omformning fas:

(4) P41 = —%pr + #2

ligevaegten, den konstante lgsning, er p* = (b +d)/(a + ¢). Den er asymptotisk stabil, hvis
| —a/c| < 1, dvs hvis ¢ > a. Dette resultat er:

Spindelvaevssatningen. Huvis efterspargslen er mere prisfalsom end udbuddet, sa konver-
gerer prisen p; mod ligevagtsprisen p*. Den kan illustreres sadan:

S=ap—>
S2 = D3
S4 = Dy
S¢ = Dg
S
S5=Dg
S3 = D3
S1 = D1

D=—cp+d

Po P2 Papep* PS5 P3 p1
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Eksempel 41. Udtrykket for udbuddet kan skrives S;+1 = ap;+1 — b med p;4+1 = py.
Ligningen p,+1 = p; afspejler, at producenten forventer, at prisen i naeste periode er den
samme som nu. Indrages en viden om den foregdende prisudvikling, fas fx en model med

Sit41 =apiy1 — b, hvor piy1 = pr + p(pr — pi—1),

og stadig D; = —cp; +d og D, = S;. Tallet p er en forventningsfaktor: at p er positiv
udtrykker en forventning om, at udviklingen fra p,_1 til p, vil fortsatte; at p er negativ
udtrykker, at udviklingen nok vil vende. Forudsetningerne farer til en andenordens ligning:

—cpry2+d = Diy2 = Si42 = a(Pt+1 + ,O(Pt+1—Pt)) —b=a(l4+p)pi+1 —app: — b,
som omformes til

1
(4) D2 + wpﬁl - %ppt = M .

C

Ligevaegten er som for: p* = (b + d)/(a + ¢), og den er asymptotisk stabil, nar

<1—@<2.

}a(l—l—p)‘
c c

Multiplikation med c¢/a giver de &kvivalente uligheder:
c/a > |14+ p|+p, c/a > —p.

Det er ikke sa svaert at bestemme det storste af tallene |1 + p| + p 0og —p: Ligevagten er
asymptotisk stabil, nar

c/la>1+2p, p>—3% celler c/a>—p, p<—3.

Eksempel 42. Betragt nationalindkomst Y, investering 7, og forbrug C. Det antages, at
1) Y,=1L+C;, (2) Cip1=aY, +b.
Hvad bliver ligevaeegten med konstant investering?
™) I, = Io.

ViharY; 1 = Ip+C;11 = aY:+(Ip+b), enfarsteordens lineer differensligning. Ligevaegten
erY* = (Ip + b)/(1 — a). Den er stabil, hvisa < 1. _
Hvordan a&ndres ligeveegtstilstanden sig, hvis man andrer Iy til Ip?

Ge _yr_Uotb)—(Uotb) 1
l1—-a 1-—-

(Io — Io).
a
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I Samuelson’s accelerator-model [S, s. 280] antages i stedet for (*), at investeringen er
proportional med forggelsen af forbruget:

Q) Ii+1 = c(Cry1 — Cp).
Af (2) fas C; 11 — C; = a(Y; — Y;_1), sa (3) kan erstattes af falgende:

() Liy1 = ca(Y; — Y;_1).
Heraf fas videre, at

Yiio=I1L42+Cry2=ca(Yi41 —Y;) +aYri1 + b,

og — ved omordning — en lineer differensligning med konstante koefficienter:
4) Yii2 —a(c+1)Yi11 +acYy = b.
Ligeveegtslasningen er Y* = b/(1 — a). Den er asymptotisk stabil, nar

la(c+ 1) <14ac <2, dvsnira <1, ac < 1.

Eksempel 43. | blandet landhandel betragtes falgende model for en sammenhzaeng mellem
nationalindkomst Y, konsum/forbrug C, investering I, (veerdi af) import M og (verdi af)
eksport X for et enkelt land:

Ciri=Yo+cYy, Liyn=1Ilh+hl,, M1 =My+mY,,
Xt:Mt» Yt+Mt:Ct+It+Xt»

hvor M betegner summen af det, der importeres af de gvrige lande. Heraf fas ligningen

*) Yiy1 =Crpa+ Iy1 — My + Ml+l;

Af modellen folger, at C;11 + I;31 — M1 vokser linesert med Y;. Sattes k :=c + h — m,
giver de farste tre led pa hgjresiden af (*) resultatet kY; + Ko, hvor Kq er konstant, Ko =
Co + Ip — Mp. Det sidste led i (*) er en sum af led svarende til de gvrige lande. Det antages
altid, atm < ¢ + h, altsd at k > 0.

Antag, at der kun er to lande, og brug en " til at betegne starrelserne knyttet til det andet
land. S8 er M, 1 lig med importen i det andet land, alts& bestemt ved M;.1 = mY; + Mo, s&
med en @ndret veerdi af K er Y,41 = kY; + mY; + Ko. Ved ,,ombytning“ f&s en tilsvarende
ligning for det andet land, altsa ialt

()= 1) G+ (R):

S O

—m,
— m.

bt Bl
I
S S

+
_|_
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Som navnt er det en standardantagelse, at k > 0 og k > 0, s& matricens spor er positivt. For
at undersgge stabiliteten, er det bekvemt at sa&tte p := 1 —k, p := 1 —k, hvoraltsd p < 1 og
p < 1. Matricenharsa 1— p og 1— p i diagonalen, sa den har spor 2 — p — p og determinant
(1 — p)(A — p) — mm. Systemet er altsa asymptotisk stabilt, hvis og kun hvis

2—p—p<l+AQA-pQA-p) —mm <2,

som kan simplificeres:
0<pp—mm< p+p.

Den farst ulighed medfarer, at p og p har samme fortegn, og uligheden 0 < p + p sikrer s3,
at de begge ma vaere positive. Da p 0g p begge er < 1, er den anden ulighed sa automatisk
opfyldt. Nuvar p = 1 — k, sa ialt ses, idet standardantagelserne medtages, at systemet er
asymptotisk stabilt, hvis og kun hvis

O<k<1l O<k<l mm<@-—k(@-k).

Eksempel 44. Lgs differensligningen
xt+2—4xt+1+3xt=ht,medht :0, ht:5t, ht:?)t, ht =t—1.

Karakteristisk polynomium: z2 — 4z +3; D =42 — 3.4 = 4. Rgdder z = 1 0g z = 3.

Med i, = 0 (den homogene ligning): x; = C1' + D3'. Med h, = 5': prgv med x, af
samme slags, fx x; = 5: Idet venstresiden betegnes L (x) fas:

L(B)=5%2-4.57113.2' = (52 —4.51 4 3)2' = 4.5,

altsd L(5") = 4 - 5. Derfor er L(35') = 5/, sd x, = 7 5' er en partikuler lgsning.

Med i; = 3" ved vi allerede, at L(3") = 0, idet 3’ var en lgsning til den homogene ligning.
Vi prgver med ¢3':
L(3) = (142312 -4+ )31 4313 = (1 42)32 —4(1+1)3+31)3' = (0-1+6)3,
altsd L(t3") =6-3". Altsder x, = %rsf en partikuler lgsning.

Igen, med h; = 1: indsettelse af 1 = 17 giver L(1) = 0, idet 1 var karakteristisk rod.
Derfor indsettes ¢ og 12:

Li={+2) -4t +1)+3t=-2, L(t? =(@+2?—4@+1)7?+3t> =—4r;

derfor er x; = %t — %tz en partikulaer lgsning.
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Eksempel 45. Kaniner forplanter sig saledes: Hver kanin far 1 unge i lgbet af farste ar, og
1 unge i lgbet af det andet ar, og sa ikke flere unger. (Eller maske snarere: To kaniner far 2
unger ... (Eller snarere: To kaniner far 6 unger, hvoraf 4 der)). Hvis der er x, nyfgdte og y,
et-arige, hvordan vokser sa kaninbestanden w; = x, + y;, nar jeg starter med 2 kaninunger.

Om et ar er de nyfadte blevet et-arige, altsd y; 11 = x;. Antallet af kaniner nu er w;,, sa
antallet af kaniner der fades i det kommende ar er w; = x; + y;, dvs x;,.1 = x; + y;. Heraf:

Xt+1 = Xt + Yt = Xt + X1, altsa x;42 = x;41 + x;.

Da y,+1 = x; Vil y;, — og dermed ogsa w, = x, + y, — tilfredsstille den samme homogene
2.ordens differensligning. @jensynlig er xg = 2, yo = 0 og altsd x; = 2, y; = 2; og videre
x2 =4, y2 =2,09x3 =6, y3 =4. Viharx, = y,+1, og falgen (y,) er essentielt Fibonacchi:

0,2,2,4,6,10, 16, 26, 42,68, ... .

Karakteristisk polynomium: z2 —z —1; redder £ = (14++/5)/20g & = (1—+/5)/2; generelle
lgsning y; = C&' + DE'; med yp =00g y; = 2fds C + D = 0 0og C& + D& = 2, hvoraf
D=—-CogC(t—&)=2altsdC/5=20gy, = 2" —&")/+/5. Bemark,at—1 < £ < 0,
s& €' — 0, og det folger, at y; ~ 2£' /+/5 (eksponentiel vaekst).

Eksempel 46. Et praeparat har en halveringstid pa 5 dggn. En patient far 1 dosis (= 1
tablet) morgen og aften over sa langt et tidsrum, at kroppens indhold stabiliseres. Hvor meget
praeparat indeholder patienten? Med en periode pa 12 timer er 5 degn lig med 10 perioder, sa
xXi41 = ax, +1,hvor al® = . Ligevegten er x* = 1/(1 —a)og meda = /0,5 = 0, 933,
fas x* = 1/0, 067 = 10/% = 15. Altsa ligeveegt lig med 15 gange indholdet i 1 tablet.

Med kontinuert indtag (drop) fs differentialligningen x = ax + 1, hvor ¢10¢ = % dvs
a = —(In2)/10. Ligeveegt: x* = —1/a =10/In2 ~ 14, 43.

Eksempel 47. Differensligningen x; ., —x;, = 0 har som lgsninger de fglger, der er periodiske
med periode n. Karakteristisk polynomium z" — 1. Komplekse redder z = cos2xk/n +
isin2rk/nfork =0,1,...,n — 1 (n stk). Det skal skelnes lidt mellem tilfeldene hvor n

er lige og ulige, men essentielt er en basis for lgsningerne fglgerne cos 27;—’% forO <k < %n
og sin Z£¢ for 0 < k < 3n

Alternativ: Differensligninen x,.,, = x; siger, at falgen x, skal veere periodisk med periode
n. Oplagt basis er folgerne u?, ..., u"~1, hvor

uk¥=(,...,0,1,0,...,0,1,0,...),
med 0 pa alle plads paneret1fort =k, k+n,k+2n,k+3n,....

Eksempel 48. Nul som karakteristisk rod for en differensligning x;, + a1x/4n—1+ --- +
an—1x;41 + a, = 0 er noget speciel:



DOK 2013 DOK-EXPL 26
2/05-2013

At z = 0 er rod, ses pa det karakteristiske polynomium z”* + a1z 1 + - - - + ay_1z + an
ved at konstantleddet er a, = 0. Det er klart, at sa er enhver falge (c, 0,0, 0, ...) lgsning
til differensligningen. Hvis 8o betegner fglgen 8o = (1,0, 0, ...), er alle fglger C§y altsa
lzsninger. Det er ikke specielt: Med den oplagte definition 0° := 1 (rimelig her, hvor
der kun betragtes potenser r’ med eksponent r = 0,1, 2, ...), geelder jo g = (0’). Men
antages, at z = 0 er rod med muliplicitet m > 1, dvs at de sidste m koefficienter opfylder
Apmyl = -+ = an—1 = a, = 0, er felgerne 0" (for i > 0) er jo alle identisk 0, s de giver
ikke de m lineaert uafhaengige lgsninger.

Ligningen lgses sadan: Med k := n — m har ligningen formen

(*) Xtqn +a1Xi4n—1+ -+ agxi4x = 0.

Enhver fglge x; kan entydigt skrives som en sum x; = u; + v, hvor u; = 0 fort < k og
v, = 0 forr > k. Lad §; betegne falgen

s =(0,0,...,0,1,0,0,...)

med O pa alle pladser pa nar et 1 for r = i. Sa er falgerne &g, . .., 8,,—1 @jensynlig en basis
for fglgerne af formen u, ovenfor, og de er lgsninger til (*). Felgen x; er sa en lgsning, hvis
og kun hvis fglgen v, er en lgsning. Endelig geelder, at en fglge v; med v, = 0 for ¢ < k lgser
(*), hvis og kun hvis v, for r > k har formen v, = y;_x med en lgsning y;, til ligningen

itk +a1yi4k—1+ - +ary: = 0.

Eksempel: x;11 = 0; lgsning x = Cdo.
Eksempel: x;1, = 0 (karakteristisk polynomium z” med 0 som n-dobbelt rod); generelle
lasning
xr = Codp + -+ -+ Cp—15p-1.

Eksempel: x;14 — 4x;42 = 0; y;12 — 4y, = 0 har lgsningerne y, = 2" og y; = (—2)".
Generelle lgsning en linearkombination af &g, &1, «, 8 med
5% =(,0,0,0,0,...), §6=1(0,1,0,0,0,...). «a=(0,0,1,2,4,8,16,...),

,3 = (O’ 05 1, _27 47 _8, 16, . .).



