DOK SO1
31. juli 2002

Supplerende DOK -opgaver

Opgavel. (sommer 1994, opgave 1)
a) Find den fuldstaendige |@sning til differentialligningen

x"—6x"+9%x =0.

b) Find den fuldsteandige I @sning til differentialligningen

x/ — 6x 4+ 9x = e .

Opgave 2. (sommer 1994, opgave 2)
Lad T : [1, oo[ — [1, oo veaegivet ved

3
T(x)=2+ —.
X

a) Vis a |T(x) — T(y)| < 3lx — yl.
b) Find 7’sfixpunkt(er).
C) Lad Ty :[2, 00 > [2, oo vaagegivetved T1(x) = T (x). Vis, at T1 er en kontraktion.
d) Vis at
T"(x)=T(T(...(T(x))...)—— 3

n—oo

foralex € [1, oof.

Opgave 3. (sommer 1994, opgave 3)
Lad C = Konv {(0,0), (0, 1), (3, 3), (1,0)} CR20g f(x,y) =x2+ y? +x + 1

a) Find C’shjarner.
b) Vis, a f er konveks.
¢) Find normalkegler til C i punkter (0, 0) og (0, 1).

d) Vis at
grad £(0,0) € —N¢(0,0) .
e) Find
min , V) .
Lmin. S x,y)

c: \ not es\ h2\ dok\ dokso. t ex
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Opgave 4. (sommer 1994, opgave 4)

Lad f vagegivet ved
f(x,y) =8x2—8x—4xy+y2—|—4y .
a) Vis a
flx,y)=0
bestemmer y som funktion ¢ (x) af x i omegn af punktet (0, 0).
b) Vis, at
flx,y)=0

ikke bestemmer y som C1-funktion af x i omegn af punktet (1, 0).
¢) Find
de

E(O) .

Opgave 5. (sommer 1994, opgave 5)
L os falgende programeringsopgave:

Find min ((x — 3)? + y2) under bibetingel ser

x=0
y2x?.
Opgave 6. (31. mg 1995, opgave 1)
Betragt det linesare program
P) Maksimer x1 — 5x2 + 7x3
m.h.t. x1—x2+3x3511
—x1+7x2=1

x2, x320

(i) Find en optimal lasning til programmet (P) og ger rede for, at det er den eneste
optimale lgsning. Angiv den optimale vaadi for (P).

(if) Opskriv det duale program (P’) til (P) og angiv en optimal lgsning til (P'). Er denne
ogsa den eneste ?
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Opgave 7. (31. mg 1995, opgave 2)
(i) Angiv den fuldstendige l@sning til den homogene differentialligning
d?x dx

(if) Beregn en lgsning til den inhomogene differentialligning

d?x dx
— 22— 4 %=1+ 4,
dt? dt + +

og angiv derefter samtlige l@sninger til denne ligning.
(iii) Angiv den lgsning x til spargsmal (ii), som opfylder x(0) = x’(0) = O.

Opgave 8. (31. mg 1995, opgave 3)
| R3 betragtes punkterne

x1=08,-3,2, x,=214, x3=-13-49, x,=211.

(i) Ger redefor, at x, er en konveks kombination af x 1, x, 0g x3.
Angiv en sadan konveks kombination.
(i) Ger redefor, at x5 ikke er en konveks kombination af x; 0g x,.

(iii) Forklar, at conv (x4, x5) 7 CONV (x4, X5, X3)
0g at Conv (x4, xp, X3) = CONV (x4, X5, X3, Xy).

Opgave 9. (31. mg 1995, opgave 4)
Betragt det ikke-lineaae programmeringsproblem

maksimer 3x + y?
m.h.t. x>+y><2509 x>0

Opstil Kuhn-Tucker betingel serne for problemet og find | asningen ved hjadp af disse.

Opgave 10. (31. mg 1995, opgave 5)
Find den fuldstaendige lasning til differentialligningssystemet

X1 = 2x1+ x3
X2 = 2x2

x3 = 3x1 + 4x3.
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Opgave1l. (sommer 1996, opgave 1)
(1) Angiv den fuldstaandige | @sning til den homogene differentialligning

d?x dx
— +7— +10=0.
dt? + dt +

(2) Beregn en Igsning til den inhomogene differentialigning

d?x dx
F + 75 + 1OX = 26_3t + 10t2 .

og angiv derefter samtlige l@sninger til denne ligning.

(3) Gar redefor, at differentialligningeni (2) er globalt asymptotisk stabil, f.eks. ved at henvise
til en relevant sagning fra kurset.

Opgave 12. (sommer 1996, opgave 2)
Betragt det ikke-lineaae programmeringsproblem

maksimer In(x +1) + y

m.ht. 2x + y?> < 60gx > 0.
Opstil Kuhn-Tucker betingel serne for problemet og |@s det ved hjadp af disse.

Opgave 13. (sommer 1996, opgave 3)
Betragt variationsproblemet

minimer ex—l—tx—l—zx dt
0

med randbetingelserne x (0) = 0, x(2) = 2.

(1) Opstil Eulerligningen for problemet og |@s den.
(2) Bestem den lgsning for Eulerligningen, som opfylder randbetingel serne.
(3) Gar redefor, at lgsningen i (2) er optimal.

Opgave 14. (sommer 1996, opgave 4)
Beregn den fuldstaandige | asning til differendigningen

X2 — 6xp401 + 9xp = 4% + 1.
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Opgave 15. (sommer 1996, opgave 5)
(1) Bestem den generelle lgsning til det linesre differentialligningssystem

X1=2x1+x2+ 2t
X2 = xo+t.

(2) Beregn den lgsning til (1) som opfylder (x1(0), x2(0)) = (1, 0).

Opgave 16. (sommer 1997, opgave 1)
Bestem den lgsning til differentialligningen

(e + tz))'c +tx3 =0,
som opfylder x(0) = 1.

Opgave17. (sommer 1997, opgave 2)
a) Bestem den lgsning til differentialligningssystemet

X =—3x1—|—x2—|—2t2—|—2t

X

N~ B~

= —10x1 — x2 + 112 + 2

som opfylder x1(0) = 1, x2(0) = 1.
b) Hvorledes forlgber banen asymptotisk nar t — +oo.

Opgave 18. (sommer 1997, opgave 3)
Der er givet et differentialligningssystem

x' =6x — 2x2 — xy
y =6y — xy — 2y2.

a) Bestem systemets ligevaggtspunkter og angiv arten af ligevasgtspunktet i det indre af
1. kvadrant.

b) Afsad de 4 punkter (1, 1), (3,1), (3,3), og (1, 3) i et koordinatsystem og marker
med en pil ud fra hvert punkt retningen som banen gennem dette punkt har.

c) Begrund, at en bane {(x(z), y(¢)) | t € [0, oo[} som starter i det indre af 1. kvadrant
altid vil forblivei det indre af 1. kvadrant og udgare en begramset punktmaangde.

Opgave 19. (sommer 1997, opgave 4)
a) Bestem den I@sning (x;);en til differendigningen

(x)  dx;i0—x; = 312 + 161 + 16,

somopfylder x1 =1, x2 =2.
b) Undersag stabilitetsforholdene for ligningen (x).
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Opgave 20. (sommer 1997, opgave 5)
Betragt variationsproblemet

1
Maksimer / (12xt — %% — 2%)dt, x(0) = 0, x(1) fri.
0

a) Bestem den eneste mulige |@sning som opfylder Eulersligning, initialbetingel sen og
transversalitetsbetingel sen
b) Begrund, at den fundne lgsning er optimal.

Opgave 21. (sommer 1997, opgave 6)
Betragt kontrol problemet

(1) Maks. [o(x —u?)dt,
(2)x =2u,x(0) =0, x(4) fri
B —-1<u(@) <1
a) Opstil de betingelser maksimumsprincippet giver.
b) Les ligningerne fra spergsma a) og begrund, at den fundne lasning er optimal.

Opgave 22. (sommer 1998, opgave 1)
Find den Iasning x (¢) til differentialligningen

¥ =x%— 4,
som opfylder x(0) = O.

Opgave 23. (sommer 1998, opgave 2)
For x € [3, 1] defineres f(x) ved

-1
2

X 282424
o=
(@) Find et udtryk for f’(x).
(b) Beregn [ f f(x)dx. (Vink: Ombyt integrationsordenen).
7

Opgave 24. (sommer 1998, opgave 3)
Der er givet falgende system af 1. ordens differentialligninger:

X¥=—-2x+y-2t—1,
y = —x +4e' .

(a) Bestem den fuldstandige l@sning.
(b) Fastlagg den l@sning som opfylder (x(0), y(0)) = (0, 0).
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Opgave 25. (sommer 1998, opgave 4)
Der er givet et autonomt system i planen

3_xy?

X =25x—x
y= Ty—xy—)y.
() Find systemets ligevaggtspunkter og bestem stabilitetsforholdene for disse.
(b) Lad K betegne den lukkede kvartcirkel, der er bestemt ved

K:{(x,y)e]R2|x>O, y >0, x2—|—y2<64}

og lad (x(¢), y(¢)) vaae en lgsning defineret pa et abent interval 1. Vis, at hvis det
for+ € I gadder at (x(¢), y(t)) € K, savil det for dles € I med s > r gadde, at
(x(s), y(s)) € K.

Opgave 26. (sommer 1998, opgave 5)
Der er givet differendigningen;

Axipo+x;, =50°+16t +11, reN.
Find den l@sning (x;);en SOm opfylder

x1=1, x»=2.

Opgave 27. (sommer 1998, opgave 6)
Der er givet et optimalt kontrolproblem;

1
max/ (ex—uz)dt,x’=2u—x,0<u<1, x(0) =0, x(1) fri,
0

(e er en konstant, grundtallet for den naturlige logaritme).
() Opstil deligninger som en optimal |@sning med tilhagrende adjungeret funktion p(z)
ma opfylde.
(b) Lasligningerne og begrund, at den fundne lgsning er optimal.

Opgave 28. (august 1998, opgave 1)
Bestem den lgsning til differentialligningen

) 2 4
x—l—t—3x=t—3, t>0

som opfylder x(1) = O.
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Opgave 29. (august 1998, opgave 2)
Der er givet et system af 1. ordens differentialligninger

X1 =5x1 —3x2 —59nt+4cost
X2 =2x1 —3sint

i) Bestem den fuldstaendige l@sning.
ii) Find den partikulaae lgsning som opfylder x1(0) = —2, x2(0) = 0.

Opgave 30. (august 1998, opgave 3)
Der er givet et autonomt system i planen ved

. 3 3
X=xy—x"—x

= 4x?y? — %

i) Bestem ligevaggtspunkternei 1. kvadrant og redeger for deres stabilitetsforhold.

ii) Lavetfasediagrami 1. kvadrant. Der gnskesikke en detaljeret redegerel se, men blot
en pilmarkering af fortegnenefor x og y.

iii) Begrund, at enbane (x(¢), y(t)) defineret paet dbent interval I og somtil et tidspunkt
siIopfylderx(s) > 0,x(s) > 0, y(s) > 0, y(s) > Ovil opfyldex(z) > 0,x(¢t) > 0,
y(t) >0, y() > Oforaletr >sil.

Opgave 31. (august 1998, opgave 4)
Der er givet en differendigning

Xi42 — Axi41 — 5x; = 6(—1) — 82 —4t, 1eN.

i) Bestem den fuldstaendige lgsning til ligningen.
ii) Fastlagg den lgsning for hvilkenx1 = 1, x2 = 5.

Opgave 32. (august 1998, opgave 5)
Der er givet et variationsproblem
maksimer [ (—4x2 — 52 — 16) dt

x(0)=0,x1) =1
Find den eneste mulige |@sning og begrund, at den er optimal.
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Opgave 33. (august 1998, opgave 6)
Der er givet et optimalt kontrolproblem

1
max{Zx(l)—l—/ (—sz—u)dt} .
0

x0=1,x=u,0<u<l
i) Opstil betingelserne som en optimal 1@sning matilfredsstille.
i) Vis atx(r) > 1foraler € [0, 1].
iii) Vis, a p er strengt voksende med p(0) < 1 og p(1) > 1.
iv) Find den eneste mulige |@sning og begrund, at den er optimal.

Ved besvarel sen af spargsmalene er det tilladt at benytte resultaterne fratidligere spergs-mal
selvom disse ikke er besvaret.

Opgave 34. (sommer 1999, opgave 1)
Find den lasning til differentialligningen
d_x =x3—x,

dt
der antager vaadien 2 for¢t = 0.

Opgave 35. (sommer 1999, opgave 2)
Der er givet et autonomt differentialligningssystemi R?:

)'c=(x+y)2—1,
y=(x—-y?-1

(a) Vis, at der er fire ligevagtd@sninger, i punkterne A = (1,0), B = (0,1), C =
(=1,0) 09 D = (0, —1), og bestem deres stabilitetsforhold.

(b) Marker paen tegning fortegnenefor x og y i deforskelligeomrader, planeninddeles
i af nulpunktsmaangdernefor f(x,y) = (x + y)2 — 1, g(x, y) = (x — y)% — L.

(c) Lad (x(t), y(t)) vaareenlgsning defineret paet interval 1. Vis, at hvis[rg, 11] € I, 09
(x(t), y(¢)) ligger i det indre af trekanten ABD for ¢t € [to, 1], mens (x(t1), y(t1))
ligger paranden af trekanten, sama (x(¢1), y(r1)) tilheresiden BD.

Opgave 36. (sommer 1999, opgave 3)
Man betragter differendigningen

1 t
Xi42 —axi+1+ z(a — Dx, = 2,

hvor a er et givet reelt tal.
(a) Opskriv den karakteristiske ligning.
(b) Beregn, for hvilke vaadier af a, problemet er globalt asymptotisk stabilt.
(c) Find den generellelasningi tilfaddet « = 0, og undersag opfarselen for t — oo.
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Opgave 37. (sommer 1999, opgave 4)
Man betragter variationsproblemet

1
Minimeér / (x% 4+ 2%x + %) dt, nrx(0) = 1, x(1) > 1.
0

() Opstil de nadvendige betingelser for at en funktion x (¢) er lasning.
(b) Find den eneste mulige | gsningskandidat.
(c) Begrund, at denne faktisk |aser problemet.

Opgave 38. (sommer 1999, opgave 5)
Man betragter et optimalt kontrol problem

2
M aksimér / (1 — u)(x + %) dt, under betingelserne
0

X =u(x +12),
x(0) =1, x(2) erfri,
u € [0, 1].

(@) Vis, at et tilladt par (x(¢), u(t)) maopfyldex(r) > 1fort [0, 2].
(b) Opstil de ngdvendige betingelser, der fas fra maksimumsprincippet, for at et tilladt
par er optimalt.
(c) Vis a p(t) <O.
(d) Find den eneste mulige Igsningskandidat. (Vink: Begynd med at bestemme p(z) i
omegnenaf t = 2.)
(e) Vis, at denne lgsningskandidat virkelig | aser problemet.
Ved besvarelsen af spargsmalene er det tilladt at benytte resultaterne fra andre af opgavens
spergsmal, selvom disse ikke er besvaret.

Opgave 39. (august 1999, opgave 1)
Man betragter differentialligningen

94X _ clnx + (no?)

—_— =X

di X X
for funktioner x () med positive vaadier.

() Find den I@sning (defineret paen omegn af + = 0), som antager vaadien e for t = 0.
(b) Bestem lgsningens sterst mulige definitionsinterval .

(Vink: Man kan lgse ligningen ved separation, og man kan anvende substitutionen u =
Inx.)
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Opgave 40. (august 1999, opgave 2)
Der er givet et autonomt differentialligningssystem i R?:

)'c=x2—|—y2—4,
y=(x—Dy.

() Bestem ligevaggtspunkterne og deres stabilitetsforhold.

(b) Marker paen tegning fortegnenefor x og y i deforskelligeomrader, planeninddeles
i af nulpunktsmaangdernefor f(x, y) = x2+ y% — 4, g(x, y) = (x — 1)y.

(c) Idet det lukkede omrade M defineres ved

M={(x,y)€eR?|x>1y>0 x?+y? >4},

skal man vise, at nar (x(t), y(t)) er en lgsning defineret pa et interval [0, t1], 0g
(x(t0), y(t0)) € M, saer ogsa (x (1), y(t1)) € M.

Opgave 4l. (august 1999, opgave 3)
Man betragter det todimensionale differendigningssystem

x1(t+ 1) = 3x1(t) + gx2(t) +5,
x2(t +1) = 3x1(t) + Fx2() + 7,

som ogsa kan skrives som

Wl WI—
Wl Wl
N—
(o
I
N
~N o1
N~

X(t +1) = AX(1) + b, A:<

(a) Vis, at systemet er stabilt.
(b) Find lim,_ « X(#), hvor x(¢) er en vilkarlig lgsning.

Opgave 42. (august 1999, opgave 4)
L os fagl gende variationsproblem:

1
Minim'er/ P2 gt ndrx(0) = 1, x(1) > 1.
0
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Opgave 43. (august 1999, opgave 5)
Man betragter et optimalt kontrolproblem

10
Maksimér [ (1 — u?)x dr under bibetingelserne
0
% = u’x,

x(0) =1, x(10) er fri,
ue[-1,1].

(@) Vis, at et tilladt par (x(¢), u(t)) maopfyldex(t) > 1fort € [0, 10].
(b) Opstil de ngdvendige betingelser, der fas fra maksimumsprincippet, for at et tilladt
par er optimalt.
(c) Vis a p(t) <O.
(d) Find en lgsningskandidat.
(e) Vis, at denne lgsningskandidat virkelig | aser problemet.
Ved besvarel sen af spergsmalene er det tilladt at benytte resultaternefraandre af opgavens
spergsmal selvom disse ikke er besvaret.

Opgave44. (Juni 2000, opgave 1)
Betragt differentialligningen

d3x  d°x
(a) Opskriv og | s den tilsvarende karakteristiske ligning (+).
(b) Opskriv den homogene ligning (o) svarendetil (x), og bestem dens fuldstaandige | gsning.
Afger, om ligningen (o) er stabil.
(c) Bestem en lgsning til (x).

(d) Bestem I gsningen x(¢) til (+) med x(0) = 1, £(0) = 2 0g £5(0) = 3,

Opgave45. (Juni 2000, opgave 2)
Betragt differentialligningssystemet

. def

= flx,y) = —x%+y
(*) . def

y=gx,y)=-y+1

0g Jacobi—matricen

o 2 (00 F0y
= By HEewn /)
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(a) Skitsér pa en tegning nulpunktsmaangderne F og G for henholdsvis £ (x, y) og g(x, y).
(b) Bestem samtlige ligevasgtspunkter (= ligevasgtstilstande) for (x).

(c) Bestem J (x, y). Afger for hvert ligevaagtspunkt, om det er |okalt asymptotisk stabilt, eller
om det er ustabilt.

(d) Udfer en faseplananalyse: Markér med pilesymboler pa tegningen fortegn for x og y i
de omrader, som F og G inddeler planeni. Kommentér resultatet i (c) pa denne baggrund.

Opgave 46. (Juni 2000, opgave 3)
Betragt differendigningen

() X412 —10x,41+25x, =8-3 + 4.

(a) Bestem den fuldsteandige | @sning til den homogene ligning (o) svarende til (x).
(b) Bestem den fuldstandige lgsning til (x).
(c) Bestem Igsningen x; til (x) med x1 = 10 0g x2 = 9.

Opgave 47. (Juni 2000, opgave 4)
Betragt variationsproblemet

1
Min / (x(1) + i(0))?dr
—Jo
med begyndel sesvaardibetingelsen x(0) = 0 og enhver af falgende sutvaardibetingelser:
x() =1, x() fri samt x(1) > 1.
(a) Bestem Euler—ligningen EL og denslasninger, der opfylder begyndel sesvaerdibetingel sen
x(0) =0.
(b) Les problemet Min, nér utvaerdibetingelsen er x (1) = 1.
(c) Les problemet Min, nér slutveerdibetingelsen er x (1) fri.
(d) Las problemet Min, nar dutveardibetingelsener x(1) > 1.

Opgave 48. (Juni 2000, opgave 5)
Betragt det optimal e kontrol problem

3
Max / (1 +2(t — 2)x(1) — u(n)?)dt
- JO

narx =u,x(0) =1, x@3) friogu € [0, 1].

(a) Antag, at (x, u) er et tilladt par, der l@ser Max. Opstil maksimumprincippets ngdvendige
betingelser. Man kan uden yderligere kommentarer antage, at det drejer sig om en sasdvanlig
Hamiltonfunktion (dvs. med po = 1).

(b) Bestem en adjungeret funktion p: [0,3] — R, der opfylder betingelserne, og skitsér
dens graf.

(c) Bestem en kontrolfunktion«: [ 0, 3] — R, der opfylder betingel serne.

(d) Bestem en tilstandsfunktion x: [ 0, 3] — R, der opfylder betingelserne.

(e) Las problemet Max.
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Opgave49. (August 2000, opgave 1)
(a) Les differentialligningen

(o) x=—t"%x , t#0.
(b) Bestem én lasning til differentialligningen

(%) Xx+t%x=2+1 , 1+#0.
(c) Bestem Igsningen x til (%) med x(1) = 2.

Opgave 50. (August 2000, opgave 2)
Betragt differentialligningssystemet

" i=fay) Ba24 225
*
. def
y=g(x,y)=x3—|—27

0g Jacobi—matricen ) )

do (0GR

L. y) = | 5 dg '
ox (X ’ y) W (X ’ y)

(a) Skitsér pa en tegning nulpunktsmeangderne F og G for henholdsvis £ (x, y) og g(x, y),
og bestem samtlige ligevaggtspunkter (= ligevaagtstilstande) for (x).
(b) Udfer en faseplananalyse: Markér med pilesymboler pa tegningen fortegn for x og y i
de omrader, som F og G inddeler planeni.
(c) Skitsér en mulig l@sningsbane (= integralkurve), der gar fra punktet (—1, —2) til punk-
tet (—3, —4) og én fra (—4, —5) til (—3, —4). Beskriv for ethvert ligevaggtspunkt hvilken
konklusion vedregrende stabilitet, man kan drage pa baggrund af faseplansanalysenii (b).

(d) Bestem J(x, y). Afger for hvert ligevasgtspunkt, om det er lokalt asymptotisk stabilt,
eller om det er ustabilt.

Opgave51. (August 2000, opgave 3)
Betragt differendigningen

1
() x,+2—x,+1—|—§x,=7 , t=01....
(a) Bestem den fuldsteandige | @sning til den homogene ligning (o) svarende til (x).
(b) Bestem lgsningen x; til (o) med xo = 1 0g x1 = 2, 0og udregn x».
(c) Bestem den fuldsteendige l@sning til (x).
(d) Afger, om ligningen (x) er stabil.
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Opgave 52. (August 2000, opgave 4)
Betragt variationsproblemet

3
Min / (6tx(1) + 12 () + i(1)?)dt
- JO

med begyndel sesvaardibetingelsen x(0) = 1 og enhver af falgende sutvaardibetingelser:
x(3) =1, x(3) fri samt x(3) > 1.

(a) Bestem Euler—ligningen EL og denslasninger, der opfylder begyndel sesvaerdibetingel sen
x(0) = 1. o

(b) Las problemet Min,
(c) Las problemet
(d) Las problemet

nar sutvaardibetingelsen er x(3) = 1.
Min, né&r slutvaardibetingelsen er x(3) fri.
Min, nar sutvaardibetingelsen er x(3) > 1.

Opgave 53. (August 2000, opgave 5)
Betragt det optimale kontrol problem

1
Max / ((t — Dx(t) — u()?)dt
- JO

narx=u—x,x(0)=1xQ)friogu € [0,1].

(a) Antag, at (x, u) er et tilladt par, der l@ser Max. Opstil maksimumprincippets ngdvendige
betingelser. Man kan uden yderligere kommentarer antage, at det drejer sig om en sasdvanlig
Hamiltonfunktion (dvs. med po = 1).

(b) Bestem en adjungeret funktion p: [0, 1] — R, der opfylder betingel serne.

(c) Begrund, at funktionen p er strengt voksende (f.eks. ved ogsa at betragte dens anden
afledede).

(d) Bestem en kontrolfunktionu: [0, 1] — R, og en tilstandsfunktion x: [0, 1] — R, der
opfylder betingel serne.

(€) Les problemet Max.

Opgave54. (Juni 2001, opgave 1)
(a) Les differentialligningen

() x=t"tx(x+1) , r+#0.

[Vink: Bestem blandt andet a, b € R, s L = ¢ 4 27 ]

(b) Bestem lgsningen x til (x) med x(1) = —1 samt lgsningen x til () med x (1) = —2.
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Opgave55. (Juni 2001, opgave 2)
Betragt differentialligningssystemet

. def

i=f,y)=x2—y T
(k) »

y=gx,y) =x?+y%-9

0g Jacobi—matricen ) )
det (TEOLY) T Y)

J(x,y) = dg dg .

- ox (X ’ y) W (X ’ y)
(a) Skitsér pa en tegning nulpunktsmeangderne F og G for henholdsvis £ (x, y) og g(x, y),
og bestem samtlige ligevaggtspunkter (dvs. ligevasgtstilstande) for ().
(b) Udfar en faseplananalyse: Markér med pilesymboler pa tegningen fortegn for x og y i
de omrader, som F og G inddeler planen i, og godtger hvilke punkter, der er ustabile.

(c) Bestem Jacobi—matricen J (x, y), poret tr (é(x, y)) og determinanten det (é(x, y)).

(d) Afger — gerne med henvisning til faseplananalysen —for ethvert ligevaggtspunkt, om det
er lokalt asymptotisk stabilt. Bestem mindst et |okalt sadel punkt.

Opgave 56. (Juni 2001, opgave 3)
Betragt differendigningen

(IL) X[+2—2X[+]_+2X[:1 , t:O,l,....

(a) Bestem den fuldsteandige | @sning til den homogene ligning (HL) svarendetil (IL).
(b) Bestem den fuldstandige lgsning til (IL).

(c) Bestem Igsningen til (IL) med xo = 1 0og x1 = 2, og udregn vaadierne x, x3 0g x4.
(d) Afger, om ligningen (IL) er stabil.

Opgave 57. (Juni 2001, opgave 4)
Betragt variationsproblemet

1
(Min) /(Mﬁﬁ—sﬂun+xm%m
0

med begyndel sesvaardibetingelsen x(0) = % og enhver af falgende sutvaadibetingelser:
x(1) = 3, x(1) fri eller x(1) > 3,

(a) Bestem Euler—igningen (EL) og dens Igsninger, der opfylder begyndel sesvaardibetingel -
sen x(0) = 3.

(b) Las problemet (Min), nar sutvaadibetingelsen er x(1) =

(c) Los problemet (Min), nar sutvaardibetingelsen er x (1) fri.
(d) Las problemet (Min), nér slutvaardibetingelsen er x (1) >

Nlw

Nlw
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Opgave 58. (Juni 2001, opgave 5)
Betragt det optimal e kontrol problem

2
(Max) / (6u(t) — x(1)*)dt
0

narx =u,x(0) =1,x2) friogu € [0,1].
Antag, at (x, u) er et tilladt par, der lgser (Max).

() Opstil maksimumprincippets nadvendige betingel ser. Man kan uden yderligere kommen-
tarer antage, at det drejer sig om en ssadvanlig Hamiltonfunktion (dvs. med pgo = 1).

(b) Begrund, at x er voksende. Begrund, at p(r) > 4 foraller, nér p: [0,2] — R er den
adjungerede funktion. Begrund, at p(0) < —8. [Vink: Til det sidste kan benyttes Nyttig
Hjadpesadning (a) U 11 eller o 64.]

(c) Begrund, at der findesnetop éta €]0,2[ med p(a) = —6.

(d) Bestem u(t) fort < a ogfort > a. Bestem x(¢) fort < a ogfort > a. Bestem p(t) for
t <aogfort>a.

(e) Bestem p(¢) for t > a. Bestem a. Bestem p(¢).
(f) Skitsér grafernefor x, u og p. Las problemet (Max).

Opgave59. (Juli 2001, opgave 1)
(a) Les den homogene differentialligning (HL) x —3t~tx =0, ¢ > 0.
(b) Los den inhomogene differentialligning (IL) x —3t~tx =32, ¢ > 0.

(c) Bestem Igsningen x til Bernoulli-ligningen x = ¢ 1x +%x72, > 0 medx(1) = 1.
[Benyt gerne resultatet fra (b).]

Opgave60. (Juli 2001, opgave 2)
Betragt differentialligningssystemet

. def

x=fx,y) =1-—xy
(k) »

y=gx,y) =x—y°

0g Jacobi—matricen

Joe, ) & <%(x’y) %(x’y))

= =0y FEEy)
(a) Skitsér pa en tegning nulpunktsmeangderne F og G for henholdsvis £ (x, y) og g(x, y),
og bestem samtlige ligevaggtspunkter (dvs. ligevasgtstilstande) for ().

(b) Udfar en faseplananalyse: Markér med pilesymboler pa tegningen fortegn for x og y i
de omrader, som F og G inddeler planen i, og godtgar hvilke punkter, der er ustabile.
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(c) Bestem Jacobi—matricen J (x, y), sporet tr (J(x, y)) og determinanten det (J(x, y)).
K an man udfradette og Liapunovs saninger (sml. side 265-266 €ller o 32 og 34) konklude-
re, at der er et lokalt asymptotisk stabilt ligevasgtspunkt? Liapunov—funktioner gnskes ikke
indraget i undersggelsernel

(d) Bestem et lokalt sadel punkt.

Opgave 61. (Juli 2001, opgave 3)
Betragt differendigningen

(*) 2X[+2—2X[+]_+X[:0 , t:O,l,....

(a) Bestem den fuldsteendige l@sning til (x).
(b) Bestem lgsningen til (x) med xo = 1 0g x1 = 1, og udregn vaadierne x2, x3 0g x4.
(c) Afgear, om ligningen (x) er stabil.

Opgave 62. (Juli 2001, opgave 4)
| denne opgaveer T X n2. Betragt variationsproblemet

T
(Min) /"(a02+2ﬂxay+xgﬂyn
0

med begyndel sesvaadibetingelsen x(0) = —2 og enhver af faglgende slutvaardibetingel ser:
x(T) = =T2, x(T) fri eler x(T) > -T2

(a) Bestem Euler—igningen (EL) og dens lgsninger, der opfylder begyndel sesvaardibetingel -
senx(0) = —2.

(b) Los problemet (Min), nér slutvagrdibetingelsen er x (7)) = —T2.

(c) Los problemet (Min), nar sutvaardibetingelsen er x(7) fri.

(d) Les problemet (Min), nér slutvagrdibetingelsen er x(7) > —T2.

Opgave 63. (Juli 2001, opgave 5)
Betragt det optimal e kontrol problem

2
(Max) /(—mmﬂ—u@%m
0

narx =2u,x(0)=1,x2) friogu € [-1,1].

(a) Begrund, at Hamiltonfunktionen er konkav. Man kan udenyderligerekommentarer antage,
at det dregjer sig om en sasdvanlig Hamiltonfunktion (dvs. med po = 1).

Antag, at (x, u) er et tilladt par, der lgser (Max).

(b) Opstil maksimumprincippets ngdvendige betingel ser.

(c) Bestem den adjungerede funktion p: [0,2] — R.

(d) Bestem kontrolfunktionen u.

(e) Bestem funktionen x.

(f) Skitsér grafernefor x, u og p. Begrund, at de lgser problemet (Max).



DOK SO 19
31. juli 2002

Opgave 64. (Magj-juni 2002, opgave 1)
Betragt folgende differentialligning:

. (x—13
X =

3 fort > 0.

(a) Bestem den generellelgsning til ligningen.
(b) Bestem den lgsning x(¢) til ligningen, som opfylder x (1) = 3.

Opgave 65. (Magj-juni 2002, opgave 2)
Betragt folgende differentialligningssystem:

i = f(x,y), o S = 3x? +y% — 4,
y=g(x,y), glx,y)=3x—y—2.

Der gnskes en faseplansanalysei form af svar pa de efterfelgende spargsmal.
() Bestem systemets ligevaaggtspunkter (=stationage tilstande).

(b) Skitser paen tegning kurven, hvor £ (x, y) = 0, og kurven, hvor g(x, y) = 0. Angiv
med pilesymboler (L., _1, osv.) fortegnene for x og y i de omrader, som planen
delesi af deto kurver.

(c) Skitser banenfor en kurve, der begynder i (1, 0) og hvisforlgb er i overensstemmel se
med fortegnsbestemmelsernei (b).

(d) Bestem Jacobi-matricen,
af
I y) = (2{; %)
9x  dy
og undersgg stabilitetsforholdenei ligevasgtspunkterne.

Opgave 66. (Magj-juni 2002, opgave 3)
Betragt folgende inhomogene differensligning:

(*) Xt42 — %X[+]_ + %X[ = (%)[, = 0, 1, 2, e

() Bestem den generellelagsning til den homogene differendigning, der svarer til (*).
(b) Bestem den lgsning x; til (*), som opfylder xo = 1, x; = —1.

(c) Afger, om differendligningen (*) er stabil.

(d) Vis, at enhver lgsning x; til (*) er en konvergent falge.
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Opgave 67. (Mag-juni 2002, opgave 4)
Betragt folgende variationsproblem:

2
(min)/ (tx% + 7% dr, forx(1) = 1, ogx(2) fri.
1

() Opstil Eulerligningen og transversalitetsbetingel sen svarende til problemet.

(b) Angiv den fuldstaandige lasning til Eulerligningen. [Vink: vis, at funktionerne
x(t) =t ogx(t) =t~ l@ser ligningen.]

(c) Bestem den funktion x = x(¢), som lgser Eulerligningen, begyndel sesbetingel sen
og transversalitetsbetingel sen.

(d) Ger redefor, at funktionen fra(c) laser variationsproblemet.

Opgave 68. (Magj-juni 2002, opgave 5)
Betragt falgende problem om optimal kontrol:

In2
(max) / (xu —x? —u?)dt forx =—x+u, x(0) =1, x(In2) fri,
0

eller, udfarligt:

In2
maksimer/ (x@Ou@®)—x(@)2—u®)?)dt  forx(r) = —x(O)+u(®), x(0) =1, x(In2) fri.
0

Der er dtsaingen indskraasnkninger pa kontrolfunktionens vaardier u (r).

() Antag, at (x, u) er et tilladt par, som |@ser problemet. Opstil deligninger, somifglge
maks mumprincippet gadder for funktionernex = x(¢),u = u(t)ogp = p(t) (p e
den adjungerede funktion).

(b) Bestem de funktioner x, p og u, som opfylder ligningernei (a) og bibetingelserne.
(c) Begrund, at funktionen u = u () bestemt i (b) er den optimale kontrol.

Opgave 69. (juli-august 2002, opgave 1)
Betragt folgende differentialligning:

. x(x+1)
X =

fort > 0.
t(t+1)

(a) Bestem den fuldstandige l@sning til ligningen.
(b) Bestem den lgsning x(¢) til ligningen, som opfylder x(1) = 1.
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Opgave 70. (juli-august 2002, opgave 2)
Betragt folgende differentialligningssystem:

X = f(x,y), flx,y) = (x —4y)(x + 4y),
) hvor 5 5
y=g(x,y), g(x,y) = 17— x* — y~.
Der anskes en faseplansanalysei form af svar pa de efterfelgende spargsmal.
() Bestem systemets ligevaaggtspunkter (=stationage tilstande).

(b) Skitser paen tegning kurven, hvor £ (x, y) = 0, og kurven, hvor g(x, y) = 0. Angiv
med pilesymboler (L., _1, osv.) fortegnene for x og y i de omrader, som planen
delesi af deto kurver.

(c) Skitser banenfor en kurve, der begynder i (4, 2) og hvisforlgb er i overensstemmel se
med fortegnsbestemmelsernei (b).

(d) Bestem Jacobi-matricen,
aof of
o= 7).
ox ay
og undersgg stabilitetsforholdenei ligevasgtspunkterne.

Opgave 71. (juli-august 2002, opgave 3)
Betragt folgende inhomogene differensligning:

(*) X[+2—X[+]_+X[:1, t=0,1,2,....

() Bestem den generellelgsning til den homogene differendigning, der svarer til (*).

(b) Betragt denlasning x; til deninhomogeneligning (*), somopfylder xo = 1, x1 = —1.
Angiv elementet x1000 | falgen.

(c) Afgar, om differendigningen (*) er stabil.

(d) Vis, at enhver lgsning x; til (*) er en begraanset falge.

Opgave 72. (juli-august 2002, opgave 4)
Betragt folgende variationsproblem:

1
(min)/ (tx —tx +x2) dt, forx(0)=0o0gx(1) > 2
0

() Opstil Eulerligningen og transversalitetsbetingel sen svarende til problemet.

(b) Angiv den fuldstaandige l@sning til Eulerligningen.

(c) Bestem den funktion x = x(¢), som lgser Eulerligningen, randbetingelserne og
transversalitetsbetingel sen.

(d) Ger redefor, at funktionen fra(c) laser variationsproblemet.
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Opgave 73. (juli-august 2002, opgave 5)
Betragt falgende problem om optimal kontrol, med skrotvaerdifunktion:

—X

(max)

(2)2 2 .
y) + x+u)dt forO<u<l, x=—-u+2t, x(0)=1,
0

eller, udferligt:

I .
meksimer — +/ (x()+u@®)dr forO<u() <1, x(1) = —u()+2t, x(0) =1
0

() Antag, at (x, u) er ettilladt par, som | gser problemet. Opstil de betingel ser, somifglge
maks mumprincippet gadder for funktionernex = x(¢),u = u(t)ogp = p(t) (p er
den adjungerede funktion).

(b) Bestem defunktioner x, u og p, som opfylder betingelsernei (a) og bibetingel serne.
(c) Begrund, at funktionen u = u () bestemt i (b) er den optimale kontrol.



