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DOK-Eksempler

Eksempel 1. Differentialligningen x2 + 12 = 1 er ikke pa ,normalform. Den splitter i to:
x=+1—x%209x = —+/1—x2. Vilgser den farste: Ligningen er separabel. Klart, at de
konstante funktioner x = +1 er lgsninger. For en lgsning med —1 < x < 1 omformes:

* L dx — —
*) G(x)._/m_/dwrc_wrc.

Stamfunktionen G(x) pa venstresiden bestemmes ved substitutionen x = sinu, dx =
cosu du, som giver 1 — x2 =1 — sin?u = cos?u, og atsd /1 — x2 = cosu, og dermed

cosu du
* % G = = d = .
(+*) = [~ [au=u
Bemagk, at ‘=" i (**) betyder, at n&r man indszdter x = sinu i G(x), safar manu. Med

andre ord, den x-veaadi, som lgser (**), er x = sinu. La@sningen til (*) er derfor funktionen

x = sin(t + C). Funktionen G (x) hedder i gvrigt Arcsinx, eller sn~1x.

Eksempd 2. x = tx + 1 er en linesg differentialligningmed a(r) = —¢. En stamfunktion
er A(r) = —t?/2, og en partikul s | gsning bestemmes ved

e_A(t)/eA(t)f(t) dt =e’2/2/e_’2/2dt.

Stamfunktionen kan ikke udtrykkes ved elementaare funktioner.

Eksempédl 3. Differentialigningen x = rx bestemmer eksponentiel vakst, hvisr > 0, og
henfald, hvisr < 0. Sterrelsen r er den specifikke vakstrate. Konstanten x = 0 er en
ligevaagt, stabil hvisr < 0, og ustabil, hvisr > 0.

Eksempel 4. Logistisk vakst bestemmes af differentialligningen,

. 2
X =gpx(b—x)=rx— x°,

hvor r,b > 0. Det kan fx beskrive bestanden af torsk i Nordsgen. Starrelsen r er den
specifikke vakstrate, og b er barekapaciteten. Nar x > Oer lille, bliver x2 helt forsvindende,
og ligningen er med tilneamelse x = rx, dvs eksponentiel vakst. Men nar x vokser, og
naamer sig b, far faktoren b — x betydning: den tvinger x til at neame sig 0, dvs den far
vaksten x til at flade ud. Ligningen giver kun (biologisk) mening, nar x > 0, herunder, nar
x > b. Det er ikke svaat at |@se ligningen eksplicit.

Ligevaggt: x = 0 0g x = b, den ferste ustabil, den sidste stabil.
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Eksempel 5. Logistisk vaskst med konstant fangst (hast):
¥ =gpx(b—x)—H=rx— ixZ—H.
Fangsten pr tidsenhed er konstant, uafhaangig af bestandens starrelse. Det opnas med den
konstante fangstkvote H: sa mange tons ma der fiskes pr ar.
Herunder nogle fasediagrammer (grafer for y = 3x(b — x) — H) for forskellige veardier

af fangsten H (H < 0 betyder, at der udsadtes fisk).
y x=5b

H <O0: Q X

H=0: ai b/2 b1 !

O<H < Hp: !
H > Hp . !

Ligevagytspunkterne er skaaingspunkterne med x-aksen. Vaxdien Ho svarer til, at grafen
netop rarer x-aksen, altsa

N
Z

Ho =rb/A.
For H < Hp er der to ligevaggtspunkter: én ustabil mindre end »/2, og en stabil sterre end
b/2. For H = Hp er der én ligevagt x = b/2, men den er ustabil. Endelig, for H < Ho,
er der igen ligevagt: bestanden udder. Vaadien Hyp = %rb er altsa den starste vaadi af
fangstkvoten, for hvilken der er en ligevaagt; den et det maksimale opretholdelige udbytte
(maximal sustainable yield). Men vi tager det lige én gang til: Den tilsvarende ligevaggt er
ustabil: hvis bestanden kommer bare en fisk under ligevasgten b/2, vil den udde!

Eksempel 6. Logistisk vaskst med konstant fangstkapacitet c,

¥ =5x(b—x)—cx=(r—ox— ixz.
Fangsten pr tidsenhed er proportional med bestandens starrelse. Det opnas med et konstant
antal fiskerbade (eller bedre: konstant tonnage). Der er to ligevaagtspunkter, x = 0 og
x = b(r —c¢)/r. Antagesc < r, er ligevagten x = b(r — ¢)/r stabil. Fangsten (pr
tidsenhed), opnaet fraligevaagten, er

hec. b(r —c) '
r

Den stgrste veadi af h fas, nar c(r — ¢) er starst mulig, dvs nar ¢ = r/2. Med denne vaadi
af ¢ er ligeveggten b/2 og vaadien af h er

L2y, = b/4
4r /r =rb/4,

altsapraecis som ved det maksimale udbytte Hp ved konstant fangstkvote. Men med konstant
kapacitet er ligevaggten stabil!
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Eksempel 7. For det generelle linesare system i planen,

X =ax + by, - _f(a b
¥ = cx +dy. dler x = Ax, hvorA_<c d)’

hvor det A # 0, kan man efter en passende koordinattransformation antage, at A har en af
falgende former:

» 0 » 0 »o1 a —b
w6 ) 4= (6 2) 4= (60) =0 )

Matricerne modsvarer mulighederne for karakteristiske radder: De karakteristiske polyno-
mier er

for A1 (z — M) (z — ), for Ao og As: (z — 1), og for As: (z — a)® + b2,

med to forskellige, reelle redder A, 1, med én (dobbelt)rod A, og med to imaginaae radder
a+bi(b>D0).

Eksempel 8. Ligningenx = A1x er smpel:

¢ = : CeM
).C A%, med |@sningen N=(%).
y = uny, y Det!

Det er let at elimineres: Nar x # O er
y = De = D(*)"'* = D(x/O)* = E|x ",

hvor E er en (ny) konstant. Banerne er altsagrafernefor potensfunktionerne y = E|x|” med
v = /X, samt y-aksen. | det amindeligetilfadde, dvs uden koordinattransformationen, ser
banerne sadan ud:

S me A
ESE TN a

A<u<0 O<u<A A<O<u
knude knude saddel punkt
asymptotisk stabil ustabil ustabil

Eksempel 9. Ligningen X = Ax, dtsa

X = Ax, . x CeM
) med |@sningen = ,
y =2y, y De*
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er specidtilfaddet, hvor A = p. Bemagk, at hvis ligningen har dette udseende i ét koor-
dinatsystem, sa ser den sadan ud i alle koordinatsystemer. Det er klart, at banerne bliver

halvlinierney = Ex samt y-aksen:

A>0
ustabil

Eksempel 10. Ligningen X = AzXx, altsa

X =Ax+Yy,
y= Ay,

|@ses ved ferst at lgse den sidste ligning, y = Ay. Det giver y = De**, som indsadtesi den
farsteligning:
X =Ax+y=Ax + Deé'.

En partikulaa lgsning er x = Dte*!, og den fuldstaadige lgsning er x = Ce* 4+ Dte'. Den
generelle lgsning til systemet er altsa:

(x) _ ((Dt + C)e“)
y) De '
Eliminerest = A~ In(y/ D) f&s ligningerne for banerne:
x = Ey+2"tyInlyl,
hvor E er en konstant, samt y = 0. De ser sadan ud:
,V/

—
€

—

A>0
ustabil
Med A < O fastilsvarende baner, med pilene vendt, dvs en asymptotisk stabil ligevasgt.
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Eksempel 11. Densidste ligning X = A4X, atsa

y= bx +ay,

|gses efter bogen: elimineres y fas en andenordens lineag ligning i x med imaginagre ka-
rakteristiske radder a & bi. Den har den generélle lgsning x = Ce®' cos(bt + w). Herefter
bestemmes y af den farste ligning:

by = ax — x = aCe” cos(bt + w) — aCe® cos(bt + w) + bCe* sin(bt + w),
atsay = Ce* din(bt + w). Den fuldstaendige l@sning til systemet bliver:
X\ _ oot cgs(bt + w) '
y sin(bt + w)
For a = O bliver banernecirkler, for a # 0 bliver det spiraler. | det aimindeligetilfadde, dvs
uden koordinattransformationen, ser banerne sadan ud:

a<0b<0 a>0b<0 a=0b<0
spiraler spiraer ellipser
asymptotisk stabil ustabil stabil

Eksempedl 12. Det autonome system:

X =—y+@L—x2—y)(y+ax+by),
y= x4+ @1 —x%—y?)(—x +cx +dy),

ser jo mystisk ud! Men du behgver faktisk ikke at regne produkterne pa hgjresiderner ud
for at indset, at (1) de er polynomier i x, y (og specielt , paan€’ funktioner), (2) de er uden
konstantled (dvs origo (0, O) er et ligevaggtspunkt), og (3) ferstegraddeddene er ax + by og
cx +dy. Det sidste betyder, at Jacobimatriceni (0, 0) er (¢ S). Passendevalg &f a, b, ¢, d Vil
atsaillustrere forskellige typer stabilitet.

Og det er ogsa klart, at uanset valget er (x, y) = (cost, sint) en lgsning til systemet:
faktoren 1 — x2 — y2 er konstant lig med 0, og uden denne faktor stér der blot den linesae
differentialligning, hvis lasningsbaner er cirklerne (x, y) = (C cost, C sint). Bemagk, at
enhedscirklen er en lukket bane for systemet.
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Eksempel 13. Lotka—Volterra sdifferentialligninger, i kvadrantenx > 0, y > 0,

X =kx —axy

y =bxy —hy,

er en byttedyr/rovdyr-model (x = antal byttedyr, y = antal rovdyr). Nar antallet af rovdyr er
lille, kan man se bort fraleddet axy i den ferste ligning; den farsteligning er sa, med tilnaa-
melse, x = kx, som beskriver eksponentiel vakst af byttedyrene. Den negative korrektion
—axy i byttedyrenesvakst (pr tidsenhed) angiver antallet af byttedyr, der aades af rovdyrene:
antallet er proportionalt med antallet af rovdyr og med antallet af byttedyr. Tilsvarende, nar
antallet x af byttedyr er lille, beskriver den anden ligning eksponentielt henfald, y = —hy, af
rovdyrene (de der af sult). Den positive korrektion bxy til rodyrenes vakst angiver antallet
af rovdyr, der fedes pagrund af byttedyrene.

Til en fasegplansanalyse bemagkes farst, at (0, 0) er et stationaat punkt (,,ingen byttedyr,
og ingen rovdyr*). Videre er der en banemed y = 0: péx-aksen med x = €X', dvs med en
pil mod hgjre, og en bane med x = 0: p& y-aksen med y = ¢, dvs med en pil nedad.

Videre er (h/b, k/a) et stationaat punkt. Palinien y = k/a har banerne lodret tangent,
og palinien x = h/b har banerne vandret tangent. Herefter er det nemt at fa en forste
fornemmelse af en banekurve, der begynder i et punkt Xo = (xo, yo) med xo = h/b og
yo > k/a:

y X0

Banen begynder i Xg, hvor y = 0 og x < 0: kurven har vandret tangent (y = 0), og
bevasger sig med venstre (x < 0), og kommer herved til omrade A, hvor ogsa y < 0. Sa
laange den befinder sigi A, maden altsa bevaage sig nedad mod venstre. Den kan ikke krydse
y-aksen (som jo i sig selv er en bane). Derfor ma den forlade omrade A ved at ramme
linien y = k/a med lodret tangent, hvorefter den traanger ind i omrade B. Herer y < 0
og x > 0: i omrade B bevagger kurven sig altsa nedad mod hgjre. Den kan ikke krydse
x-aksen, og ma altsa forlade omrade B ved at ramme linien x = h/b med vandret tangent.
Herefter tramnger denindi omrade C, hvor x > 0og y > 0: den bevagger sig opad mod hgjre.
Denne observation (,opad mod hgjre’) er ikke i sig selv nok til at sikre at kurven rammer
linien y = k/a; men ved at sammenholde kurvens haddningskoefficient y /x med de givne
differentialigninger er det let at udelukke, at x(r) — oo samtidig med at y er begramset.
Derfor overskrides linien y = k/a, hvorefter kurven beveger sig ind i omrade D: opad
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mod venstre. Samme argument som for omrade C giver, at kurven til sidst vil rammelinien
x =h/b.

Analysen fortadler ikke, om kurven vil ramme over eller i eller under begyndel sespunktet
Xo. Faktisk rammes begyndel sespunktet xo eller, akvivalent: Alle baner er lukkede kurver.

Eksempel 14. Banernefor Lotka-Volterra'sligninger, x = kx — axy, y = bxy — hy, kan
bestemmes ved at elimineret: Af ligningernefas, idet dy/dx = y/x:

dy y(bx—h)

dx  x(k—ay)’

som er en separabel differentialligning med den ubekendte funktion y = y(x). Lesning ved
separation: [(k/y —a)dy = [(b— h/x)dx, dtsa

*) klny —ay = bx — hInx 4 konstant.

Hver bane ligger dtsapaen af kurverne bestemt ved (*) for en passende vaardi af konstanten.
For at se, at banerne er lukkede kurver, betragtes grafen for funktionen w = kIny — ay pa
hgjresiden:

w

Det fremgar, at ligningen (*), for en given vaadi af x, har 0, 1, eller 2 Igsninger y. Og mere
preecist, at der findestal x’ og x” sdledes, at (*) har tolgsninger y forx’ < x < x”, énlgsning
y for x = x’ eller x = x”, og ingen lagsninger ellers. Men det betyder netop, at kurven, der
beskrivesved (*), er en ,,paa’ lukket kurve.

Eksempel 15. Variationsproblemet med givne begyndelses- og dutvaadier:

41
(min) L(x) = / V14 (x)2dt for x(t1) = x1, x(t2) = x2.

)
Integralet er laangden af kurven fra (zo, xo) til (¢1, x1) bestemt ved grafen for x = x(7).
Herer F(t,x,y) = /14 y2, ogdermed dF/9x = 00g dF/dy = y//1+ y2. Sadtes
g =1+ X 2famandF/dy =x/q09q = (1/2q)2xx = xx/q. Derfor er
2

doF d <x) _¥q—xq  (q—¥%/@i  (¢®—iDHi ¥

dtay —dr\g/ ¢* ¢ ¢ ¢
DaodF/ox = 0, er Euler’sdifferentialligningdenne: x = 0, som gjensynlig har den generelle
lgsning x = at + b. Vagdierne x1, x2 i endepunkterne bestemmer a og b. Konklusion?
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Eksempel 16. Et trick: Euler’sdifferentialligning, samlet pa den ene side af lighedstegnet,
(EL) ————=0

kan simplificeres, hvis F (¢, x, y) kun afhaanger af (x, y): Af

d F oF - oF . o d <8F ) doF . 0F
— = — . X X —_— X)) = —— X —_— X
dt ox ay g dt \ 0y dt dy ay

fas, ved trackke den sidste ligning fraden farste, at

d oF . oF doF\ .
L) (L -4
dt ay ox dt dy

Heraf ses: Deikke-konstantelgsninger til Eulerligningen er netop deikke-konstantel gsninger
til felgendeligning:

oF .
F — — - x = konstant.
dy

Eksempel 17. Minimer L(x) = [;1 V1 + (%)2dt for givnevaadier x (1) = x1, x(t2) = x2
[Samme opgave som i et tidligere eksempel!]. Trick’ et giver ligningen:

Vi4ix2=

- x 4+ konstant,

X
V14 x2

som simplificerestil
1=+/14 %2 konstant,

atsax = konstant. Det falger, at x = at + b.

Eksempel 18. Variationsproblem med givne randvaadier:

1
(min) V(x) = n/ x%dt for x(t1) = x1, x(t2) = x2.
)

Integralet er, bortset fra faktoren 7, rumfanget af det legeme der fremkommer, nér grafen
af funktionen x = x(¢) drejes omkring ¢-aksen. Her er 9F/dy = 0, satrick’et giver lig-
ningen x2 = 0, dvs x(¢) er nul-funktionen. Men det kan jo ikke kombineres med de givne
bibetingel ser. Overrasket?
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Eksempel 19. Variationsproblem med givne randvaadier:
41
(min) O(kx) =2n / xvV 1+ x2dt forx(t) = x1, x(t2) = x2.
)

Integralet er, bortset frafaktoren 27, overfladen (fraregnet ,,top* og ,,bund‘) af det legeme der
fremkommer, nar grafen af funktionen x = x(¢) drejes omkring r-aksen. Her er 9 F/9x =
x x/v/1+ x2, satrick’ et giver ligningen

2

XX
xV1+x2— =C
V142

Muliplicesmed v/1 + x2, fasx = C+/1+ x2, dtsa

¥=4,/(x/C)2 -1

Lasninger er ,keedelinier”: x = C cosh(r — D)/C, hvor cosht := (e’ —e™")/2.

Eksempel 20. Jeg kerer i bil fraHHK ki 11.30 og skal veare pa KU ki 12.00, dltsaefter 3 time.
Afstanden er 3km. Hvordan regulerer jeg farten, u = u(t), sdledes, at benzinforbruget
minimaliseres? ldet jeg regner med, at benzinforbruget pr tidsenhed er proportionalt med
kvadratet pa farten, fas fal gende kontrol problem:

1/2
(max)/ (—u®)dt for0O<u <50, % =u, x(0)=0, x(3) =3,
0

Bemagk, at spring er tilladte for kontroller, fx er u(r) = 50 for + < 3/50 og u(¢t) = O for
t > 3/50 (,ker 50km/timei deferste 3,6 minutter, og hold sa stille resten af tiden) en tilladt
kontrol.

Lasning via Sagning 9.1:
H=—u’+pu, 9H/dx=0, dvsp=0.

Derfor pa p(t) veaekonstant. Og samau = u(t), sommaksimerer H, vaaekonstant, u = C.
Ligningen x = C med x(0) = O giver x = Ct, og slutbetingel sen giver C-% =3,dvsC = 6.
Altsder u = 6. Betingelsen i Saaning 9.1 er opfyldt: H er klart konkav som funktion af
u, og dermed som funktion af (x, u). Svaret er altsa farten skal vaare konstant, 6 km/time.
Herefter kan den adjungerede (konstante) funktion i gvrigt bestemmes. u = 6 er et indre
punkt, A0 H /ou = 0, dvs —2u + p = Ofor u = 6, hvoraf p = 12.
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Eksempel 21. Et kontrol problem:
T
(max) / (u—2xx)dt forO<u<h, x=rx—u, x(0)=xg, x(T) = x7.
0

Her er x = x(¢) bestanden af fisk, differentialligningen siger eksponentiel vakst, men den
haeammes af kontrollen, som er fangstkvoten u(z). Profitraten er proportional med u, men
herfra skal traskkes omkostningerne, Ax, hvor A > 0, hvis det er fisk fra et dambrug, og
A =0, hvisdet er fisk i Nordsgen. Integralet er altsa den nettoprofitten.

Vi prover, om Sadning 9.1 kan anvendes. Hamiltonfunktionen (med po = 1):

(D) H=u—Ax+pirx—u)=0A—pu-+rpx —Ax.

Denerlineaa i u, x, og specielt konkav. Differentialligningen p = —9 H/dx for den adjun-
gerede funktion p:

Af udtrykket for H fasumiddelbart, for den optimale kontrol u = u(t):

0 narp() >1,

3 u(t) = { hon& p(r) < 1.

Betragt lgsningernetil x = rx — u, med x(0) = xo. Den sterste l@sning fas med u = 0;
det giver x = xge’! med en slutvaardi xmax = xpe’’. Den mindste lgsning f&s med u = #;
det giver x = (xo — h/r)e"" + h/r og en tilsvarende dutveadi xmin. Slutveadien x(T) af
en lgsning x(r) ma altsa ligge mellem dutvaardierne xmin 0g xmax. Kontrolproblemet kan
saledes kun have |gsninger, hvis den givne slutvaardi x7 opfylder ulighederne,

4 xmin < x7 < Xmax, hvor xmin = (xo — h/r)e’ T +h/r, xmax = xoe' .
Hvislighed gadder et af deto steder, er der kun éntilladt kontrol, og sa er problemet jo trivelt.
Antag alts, at der er skarp ulighed begge steder i (4). Det falger da, at for den optimale
kontrol u ma begge muligheder i (3) vaae tilstede: ligheden p(r) = 1 mavaae opfyldt for
envaadit =7rmed0 < ¢ < T. Det er let at |gse differentialigningen (2):

5) p(t) =Ce "'+ 1/r.

Davi skal have p(r) = 1 for envaadi ¢ > 0, felger det, at i (5) mavi have C > 0 hvis
A/r <1,00C < Ohvisi/r > 1 (tilfaddet A /r = 1 udsadteslidt). Antag ferst, at A/r < 1.
Daer C > 0i (5), og det falger, at p(r) er aftagende. Derfor er p(r) > 1fort < r og
p(t) < 1fort > r. Altsaer, i falge (3),

0 for0O<t <1,

_ narx/r < 1.
h fort <t <T,

u(t) = {
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Nu kan x(r) bestemmes: | begyndelsen, forro <t <7, er x = ru. Altsaer x = xpe'’, som
giver vaadien x = x(7) = xpe’’. | resten & tiden, dvsforz <r < T,erx = rx — h, 0g da
x(t) = x fas
x=@&—h/r)e"e" +h/r = (xo— (h/r)e” )" +h/r.
Slutbetingelsen er x(T') = x7, dtsa
(xo = (h/r)e™™)e' T +h/r = xr.
Heraf bestemmes fx ferst " (7 —:
¢ = (xoe'™ = x7 + /1)) /(h/7),

og derefter r ved —bl.a. — at tage den naturlige logaritme.
X Xmax

XT

u(t)

h Xmin

t t

0 t T 0 t T
HvisA/r > 1, fas den komplementaare situation: u(t) = h i begyndelsen, for 0 < ¢ < 7,
og u(t) = 0i dutningen, for r < + < T. Ogsa her bestemmes 7 nu ud fra slutbetingelsen
x(T) = xr. Forudsaningernei Sagning 9.1 er opfyldt: den siledes bestemte funktion er en
optimal kontrol.

HvisA/r = 1, dtsa) = r, er enhver tilladt kontrol en optimal kontrol. Integrandenu — Ax
erjoligmed —(rx — u), dvsligmed —x. Altsaer

T
0

T
/(u—kx)dtz—/ xdt =x(0) —x(T) = xg — x7.
0

Eksempel 22. Et kontrol problem:

T
(max) / Ul-s)dt forO<s <1, x=s, x(0)=xq, x(T) > x7.
0
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Her er U(c) en konkav nyttefunktion, dvs U’ > 0og U” < 0. Talene T, xo 0g xT €r givne:
det antages, at

(1) xo<xyr <xo+T
Hamiltonfunktionen,
) H(t,x,s,p) =Ul—5)+ ps,

er konkav. Betingelserne (1), (I1), og (I11) er derfor tilstraekkelige. Vi prover om de kan
opfyldesmed (x, s, p).

DaoH/ox = O, giver (1), a p = 0, dtsa at p er konstant, p(r) = p. Talet s, der
maksimerer Hamiltonfunktionen (2), er derfor ogsa konstant, sa s(¢r) = s for dlet. |falge
(1) er p > 0. Funktionen U er voksende, sa U (1 — s) er aftagende; den maksimeres altsa
is =0. Hvisp =0, mavi altsdhave s = 0. Og hviss = 0, far vi x = 0, dvsx(t) = xq, i
modstrid med (1), da vi kreever x(T) > xr. Derforers > 0,09 p > 0. Af p > 0o0g (I11)
falger, at vi mahave x(T) = x7. Hviss = 1, harvi x = 1, dtsAx =t + xo, men A er
x(T) = T + xo, i modstrid med (1). Altsahar vi

O<s<1l p=>0.

Herefter er x = 5, atsAx = 5t + xo, og dutbetingelsen giver x; = 5T + xo, dvs s =
(xr — x0)/T. For at skre, at denne vaadi s, i det indre af intervalet [0, 1], maksimerer
Hamiltonfunktionen, pa p defineres siledes, at 0 H/ds = Qi 5. Vi ska atsa have

5= (xr —x0)/T, p=U1-73).
Med disse valg er betingelserne opfyldt: s(¢) = s er den optimale kontrol, og x = 5t + xo
den tilsvarende tilstand.

Eksempel 23. Kontrolproblem, fraeksamen, Juli 2001 (en ufuldstaendig besvarel se):
2
(max) / (—2tx — u2) dt for —1<u <1 x=2u, x(0) =1, x(2) fri.
0

Type (c), sa p(2) = 0. Hamiltonfunktionen,
H = —2tx — u? + 2pu,
er konkav, fordi —27x + 2pu er lineag i x, u og —u? er konkav. DadH/dx = —2t, er
p=2, adtsAp=r>—4 (idetjop(2) =0).

Specidlt er p(t) < Ofor allet. Videreer 9H/0u = —2u + 2p. For den vaadi a u, der
maksimerer H, har vi derfor enten —2u + 2p < 0 ogu = —1 (opfyldt for p < —1), dler
—2u+2p=00g—1<u < 1(opfyldtforp=uog—1< p <1),édler—2u+2p > 009
u = 1 (opfyldt for p > 1). Funktionen p er kendt. Det felger, at u = —1ndr p < —1, dvs
nro<t<+309u=p=rt>—4forv/3 <t <4

Dax = 2u, fasx = —2r + 1for0<r < +/3,09x = 213/3 -8 + Cfor /3 <1 < 2.
Deto udtryk skal stemme overensfor r = +/3; det giver C = 4+/3 + 1.
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Eksempel 24. Samme problem, men med skrotvaerdi:
2
(max) —e *@73 +/ (=2tx —u?)dt for —1<u<1 %=2u x0) =1
0

Skrotvaadifunktionen S(x) = —e *~3 er konkav, og dS/dx = e~*~3. Betingelsen (I11)
giver altsa

1) p(2) = e ¥@73,
Af x =2u > —20g x(0) = 1falger, at x(t) > 1 — 2t. Specielt er x(2) > —3. Derfor
er —x(2) — 3 < 0. Eksponenten pa hgjresideni (1) er altsa negativ. Af (1) falger derfor, at
0< p(2) <1 Dap = 2, falger det, at p antager vaadien —1 for et punkt z:
(2) p=t>—7>-1 medO<7<?2
(enddamed 2 < 72 < 3 svarendetil at 0 < p(2) < 1).

Paintervallet[0,7] fasu = —1,09x = —2t + 1, med x(f) = —2r + 1. Denne vaadi tages
som begyndelsesvaadi padet nasste interval [7,2]. Her er u = p, og x = 2u, dvs

X =2%-2i2-2,

hvoraf, for ¢t > t:

_ 2,3 972 473
3 x =57 -2ttt =2t +3t°+ L.

Endelig, fra (2) og (3) kan man opna slutvaardierne p(2) og x(2), og nu giver (1) en ligning
til bestemmelse af 7. Den ligning er nu ikke sadan at |@se eksplicit.

Eksempel 25. Kontrolproblem, fra eksamen, Juni 2001 (en ufuldsteendig besvarel se):
2
(max) / 6u —xHdt for0<u <1, x =u, x(0)=1,x(2) fri.
0

Type (c), sa p(2) = 0. Hamiltonfunktionen,
H =6u—x*+ pu,
er konkav i x, u, sakandidaterne er lasninger. Fra(l) og (1) fas:
(1) p=4&°% p@ =0,
og af (I1) fas:

1, hvis —6,
) " = { p=

0, hvisp < —6.
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Afx =umedu(r) > Ofalger, at x(¢) er voksende; specielter x(¢) > x(0),dvsx(z) > 1. Nu
falger af (1), at p > 4, og videre, at p(r) < 4(t — 2). Altsaer p(0) < —8. Da p(0) < -8,
p(2) = 00g p(t) er strengt voksende, findes &t punkt 1* med 0 < t* < 2 saledes, at

©) p(t*) = —6.
Nu fremgar det af (2), idet p(r) er voksende, at

(4)

0, hvisO< 1t <r*,
"= 1, hvist* <t < 2.

Herefter bestemmes farst x (af x = u, x(0) = 1), og dernaest p (af p = 4x3, p(t*) = —6):
|y ._{4, _{4(t—t*)—6, hvisO <t < t*,
Tl P lae—r+03 P T le—r+0%—7, hvisrr<r<2

Endeligkan r* bestemmesaf betingelsen p(2) = 0: det giver (3—r*)* = 7, altsar* = 3— /7.
Med denne vaadi af +* er den optimale kontrol u bestemt ved (4).

Eksempel 26. Naesten samme problem, med skrotvaerdi:
2
(max) —6x(2) +/ 6u —x*dr foro<u <1, x=u, x(0) =1
0

Skrotvaardifunktionen er —6x, som er lineaa, og derfor konkav. Betingelsen (111), p(2) =
(dS/dx)(x(2)), giver

p(2) = -6
Da p er voksende, og p(2) = —6, er p(t) < —6forr < 2. Altsder u = 0 den optimale
kontrol. Den giver x = 0. Altsaer x en konstant, x = x(0) = 1.

Eksempel 27. Kontrolproblem med skrotvaerdi, jfr [S, Eksempdl 2, s.358],

T
(max) —%x(T)ZJr/ xdt, x=x4u,x0) =0 -1<u<l
0

Hamiltonfunktionen,
H(t,x,u,p) =x+ p(x +u),

er lineax i x, u, og specielt konkav, og skrotvaadifunktionen S(x) = — %xz er konkav. Altsa
er kandidaterne lgsninger til problemet.
Betingelsen (1), p = —9H/dx, giver p = —1 — p, med den generelle lgsning,

(D) p=—-1+Ce".
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Bemagk, at p(r) — —1fort — oo; hvisC > 0, har p(¢) et nulpunkt ¢*, bestemt ved
C =¢",09p(t) >0fort < t* og p(t) < Oforr > +*. Nulpunktet opfylder 0 < t* < T,
nrl<C<el.

Betingelsen (I1) giver, at
2 u=1nap>00gu=-1nap<O.
DaS(x) = —%xz, erdS/dx = —x. Betingelsen (111), p(T) = dS/dx(x(T)), giver atsa

(3) p(T) = -1+ Ce T = —x(T).

Der ertremuligheder: C > e, C < 1,6éller1 < C < e’ Deter let at udelukkedeto ferste:
Antag, at C > e!. Daer p(t) > Oforale0 <t < T. Derfforeru = 1. Afx = x +10g
x(0) =0falger,atx = —1+¢'. Mensaer x(1) > 00og p(¢t) > Ofort > 0, i modstrid med
(3). Antag derneest, at C < 1. Daer p(t) < Ofort > 0. Deforeru = —1. Afx =x—10g
x(0) =0falgerx =1 —e’. Mensaer p(t) < 0og x(¢) < Ofor ¢ > 0, i modstrid med (3).

Tilbage er den sidste mulighed: 1 < C < 7. Med C = ¢, dtsar* = InC, er
O<t*<T,o0g

(4)

1, na0<r<t*
‘e -1, nxrt*<t<T.
Betragt farst intervallet [0,#*]. Hereru = 1, og dtsax = x + 1. Af x(0) = Ofalger 3, at
x = —1+ ¢'. | det hgjre endepunkt * er vaardien lig med x(1*) = —1 + ¢! . Denne vaadi

tages som begyndel sesvaardi padet andet interval [+*, T]. Hereru = —1, og atsax = x — 1.
Af x(1*) = —1+¢" folger s4 at

x(t) =1+ (—Z—I—e’*)e’_’*, fort > t*.
Af (3) falgernu, at —1+ Ce™ " = —-1— (-2+ e’*)eT_’*. DaC = ¢, erdtsa
—14+Ce " =-1-(-2+C)e’/C.
Multipliceres med Ce” fas, efter omordning, en andengradsligning:
C? + AT c — 22T = 0;
dens positive lgsning er
N7

C = 5 e .

Det er let at se, at broken (faktoren foran ) altid ligger mellem e~ og 1. Talet C ligger
atsAmellem 1 og e”. Altsaligger t* = InC mellem 0 og T, og med denne vaadi af +* er
den optimale kontrol u bestemt ved (4).
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Eksempel 28. Kontrolproblem med skrotvaadi, jfr [S, Eksempel 1, s. 357]:
T
(max) — x(T)? +/ (1—tx —u?dt, % =u, x(0) = xo.
0

Der er ingen restriktioner pax. Hamiltonfunktionen er
H:l—tx—u2+pu.

Betingelsen (1) giver p = ¢, dtsa

(1) p(t) = 312 + C.

Da der ikke er indskramnkninger pa u, bestemmes maksimumpunktet u = u(t) ved at |gse
ligningen 0 H/du = 0. Det giver

(2 u=

Nl—=

p.

Endelig er skrotvaadifunktionen S(x) = —x? konveks, og d S/dx = —2x. Betingelsen (111)
giver derfor

©) p(T) = —2x(T).
Af (1) og (2) fasu = 312+ 3C, og af & = u 0g x(0) = xo fés, a
@) x = 451° + 3Ct + xo.
Nu kan C bestemmes af (1), (2), og (3):
3T?+C=—3T3~CT — 2x,
hvoraf
ST3+ 172 + 2xg
1+T
Med denne vaadi af C er den optimale kontrol u givet ved (2) og (1).

Eksempel 29. Betragt et svingende pendul, med masse m og laangde [:

el

!

mg
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Udsvingsvinklen fra den lodrette stilling er x = x(¢). Tyngdekraften, af sterrelsen mg,
har en komponent langs med stangen og en komponent vinkelret pa stangen, af sterrel-
sen mgsinx. Det er aene den sidste komponent, der andrer pa x. Newton's anden lov
(kraft=masse acceleration), giver derfor differentialigningenmg sinx = —m - [x, dtsa

(D) X+ksnx =0, hvor k = g/1.

Alternativ: Fraudsvinget med vinklen xo = x(0) til udsvinget med vinklen x = x(¢) aandres
hgjden fral(1 — cosxo) til /(1 — cosx). ZAndringeni hgjde er altsal(cosxg — cosx). Derfor
andres beliggenhedsenergien med mg - [ (cosxg — cosx). Bevagyel sesenergien er %mvz, hvor

v = I er farten. Beveggelsesenergien andres altsd med $mi%(i2 — i), hvor o = % (0).
Daenergien er konstant, falger det, at

Imi?(i? — &) + mgl(cosxo — cosx) = 0.
Altsaer
(2) %% — %¢* = 2k(cosx — cosxp).
Specidlt, hvis pendul et igangsaates med udsving xg og hastigheden xg = 0, saer
©) %% = 2k(cosx — cOSxo).
Det er ikke s svaat at se, at de to differentialligninger (1) og (2) er ensbetydende.

Eksempel 30. Nér x er lille(dvstad ved 0), er sinx ~ x, og differentialligningenfor pendul et
kan approksimeres med faglgende:

X+kx =0, hvor k = g/1.

Det er en linesa, homogen, andenordens ligning. Det karakteristiske polynomium er z2 + &,
med redderne z = +i+v/k. Den generelle lgsning er derfor x = C cos(v/kt + D). Bemagk
specidlt, at ale lgsninger har den samme periode, nemlig 27 /+/k. For denne tilnaemede
model af pendulet er svingningstiden, uanset udsvingets starrel se, altsa bestemt ved formlen,

/
T:271\/j.
4

Det skal bemagkes, at for lgsningerne til den egentlige pendulligning, vil svingningstiden
afhaange af udsvingets starrel se.
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Eksempel 31. Differentialigningenfor pendulet er en andenordendigning, ¥ + ksinx =0
med k > 0. Den aandrestil et system af farsteordendigninger ved at indfare en ny ubekendt
funktion y = x:

X =y,
y =—ksnx.

—kcosx 0
determinanten k cosx. | ligevaggtspunkter (O, pr) med p ulige bliver determinanten —k,

og dermed negativ. Sadanne punkter er altsa saddel punkter, og specielt ustabile. Hvis p er
lige, bliver determinanten k, og dermed positiv, og da matricen har sporet 0, far vi ingen
information om stabilitet i disse punkter. At disse punkter faktisk er lokalt stabile ses ved at
bestemme banekurverne:

Eliminér ¢ ved at dividere den nederste ligning med den gverste, separere, og integrere:

Ligevagytspunkter er punkterne (0, prr), hvor p € Z. Jacobimatricen er ( 0 1), med

dy —ksinx

= . ydy=—ksnxdx; y°=2k(cosx — C).
dx y

*)

Den sidste ligning, for forskelligevaardier af C, er ligningen for banerne. Pavenstresiden er
y2 > 0. For C > 1 er hgjresiden altid negativ: ingen Igsninger til ligningen. For C = 1 er
hgjresiden negativ med mindrecosx = 1, dvsx = 2¢g: lgsningerne er ligevaggtspunkterne
(pm, 0), hvor p erlige. For —1 < C < 1 kan vi vadge xo med cosxop = C 090 < xo < 7.
Hgjresiden er s positiv, praecis nar —xop + 297 < x < xo + 297 (med passende g € Z),
og for hver sadan x-vaadi er der to lgsninger y: |@sningerne udger en raskke lukkede baner.
For C < —1 er hgjresiden atid positiv: der er to adskilte baner. Tilfaddet C = —1 er
et gansetilfadde, hvor hgjresiden er positiv med mindre cosx = —1: de to baner krydser
hinanden i ligevaggtspunkterne (pr, 0), hvor p er ulige.

Eksempel 32. 0,1,1,2,3,5,8,13,... er Fibonacci’stalfglge. Den er bestemt (rekursivt)
ved differendigningen x;+2 = x;+1 + x; 0g begyndel sesbetingelserne xo = 0 og x1 = 1.

Eksempel 33. Antag, at udbud S og efterspargsel D efter en vare afhaanger linesart af prisen
psadan: S =ap—bog D = —cp + d (,udouddet stiger med prisen, efterspgrgsen falder
med prisen”). | den ,kontinuerte’ model styresudviklingen af endifferentialligning[S, s. 15]:

p=A-(D—=8)=—Xa+c)p+Arb+d).
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Ligevasgtd gsningen (den konstantelgsning) er p = (b+d)/(a+c); dener asymptotisk stabil.
Den kontinuerte model forudsadter, at udbuddet kan varieres ,,umiddelbart* med prisen nu.

Den diskrete model tager hensyn til, at det er udbuddet i naeste periode, der styresaf prisen
nu; det antages altsa at

(1) D[ = —Cp¢ + d, (2) S[+1 =apy — b, (3) D[ = S[.

Det er den sidste ligning (,,i hver periode sadges hele produktionen®), der styrer udviklingen.
Af ligingerne fas. —cp;+1 +d = Dy11 = S;+1 = ap, — b. Efter division med —c og
omformning fas:

(4) P41 =—%pr + #2

ligevaggten, den konstante l@gsning, er p* = (b +d)/(a + ¢). Den er asymptotisk stabil, hvis
| —a/c| < 1,dvshvisc > a. Detteresultat er:

Spindelvaevssaetningen. Hvis efterspgrgslen er mere pristglsom end udbuddet, sda konver-
gerer prisen p, mod ligevagtsprisen p*. Den kan illustreres sadan:

S=ap—>
So> = Do
S4 = Dy
S6 = Dg
S
55=Dg
S3= D3
S1=D1q

D=—cp+d

po p2 P4P6p* PS5 P3 pP1

Eksempel 34. Udtrykket for udbuddet kan skrives S;+1 = ap;+1 — b med p;11 = p;.
Ligningen p;+1 = p; aspejler, at producenten forventer, at prisen i naeste periode er den
samme som nu. Indrages en viden om den foregaende prisudvikling, fas fx en model med

Styr=apiy1—b, hvor p,y1=p+p(pr — pi-1),
og stadig D; = —cp; +d og D, = S;. Tallet p er en forventningsfaktor: at p er positiv

udtrykker en forventning om, at udviklingen fra p;_1 til p, vil fortsadte; at o er negativ
udtrykker, at udviklingen nok vil vende. Forudsagningerne ferer til en andenordens ligning:

—cpiy2+d =Diy2=Siv2=a(pis1+ p(prs1—p1)) —b = a(l+p) pry1 — appr — b,
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som omformestil

(4) Di+1+ @Pwl — %Pt = # .
Ligevaggten er som fer: p* = (b + d)/(a + ¢), og den er asymptotisk stabil, nar
1
‘—a( +'0)‘ < 1—% < 2.
C C

Multiplikation med c/a giver de akvivalente uligheder:
c/a > |14 p|+ p, c/a > —p.

Det er ikke s svaat at bestemme det sterste af tallene |1 + p| + p og —p: Ligevaesgten er
asymptotisk stabil, nar

c/a>1—|—2,0,,0>—%, eler c/a>—,0,,0<—%.

Eksempel 35. Betragt nationalindkomst Y, investering 7, og forbrug C. Det antages, at
Q) Y, =L+C, (2) Ciy1=aY; +b.
Hvad bliver ligevaggten med konstant investering?
*) I, = Io.

ViharY;11 = Io+C;+1 = aY;+(Io+b), enfarsteordenslineas differendigning. Ligevasgten
e Y*=(lo+b)/(1—a). Dener sabil, hvisa < 1. _
Hvordan aandres ligevaggtstilstanden sig, hvis man andrer I til 1p?

~ (Io+b) — (Io + b) 1 ~
Y*—Y* = 12 =140~ 1o).

| Samuelson’s accelerator-model [S, s. 280] antages i stedet for (*), at investeringen er
proportional med foragel sen af forbruget:

(3) I[+]_ = C(C[+]_ — C[)
Af (2)fasC,11 — C; = a(Y; — Y;_1), Sa(3) kan erstattes af falgende:
(3,) li41 =ca(Y; — Y;-1).

Heraf fas videre, at

Yiio=Iliy2+ Cry2=ca(Yiy1—Y;) +aYrp1+ b,
og — ved omordning — en linesa differendligning med konstante koefficienter:
4) Yizo —a(c+ 1)Yi41+ acY; =b.
Ligevamgtdgsningener Y* = b/(1 — a). Den er asymptotisk stabil, nar

la(c+ 1) <14+ac <2, dvsnira<1, ac <1
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Eksempel 36. | blandet landhandel betragtes falgende model for en sammenhaang mellem
nationalindkomst Y, konsum/forbrug C, investering 7, import M og eksport X for et land:

Ct+1D)=aY@®)+b, IG+1)=Ig+hY@@), M@G+1) =Mo+mY@®),
X(t)=M(), YO +M@)=C@)+ 1)+ X(),

hvor M lig med summen af det, der importeres af de gvrige lande. _
_Med kunto lande, 1 og 2, er der falger Y;(7), Ci(¢), ... fori = 1,2 09 M1 = M3 og
My = My. Altsder X1(t + 1) = Ma(t + 1) = maYa(t) + Mgy, og safas:

Vi +1)=C1t+D)+ L1+ + X1t +1) — M1(t + 1)
a1Y1(t) + h1Y1(t) + maYo(t) — ma1Y1(t) + (b1 + Ion + Moz — Moz,

og en tilsvarende ligning med ombytning af 1 og 2. Med andre ord, et system af differens-
ligninger:

Y1(t + 1) =(a1 + h1 — m1)Y1(?) +m2Y>(t) + konstanty ,
Yo(t +1) = m1Y1(t)+(az + hz — m2)Y2(t) + konstant; .

Bemaak, at C og I kun indgar i ligningerne viasummen C + I, sa det kan vage rimeligt at
sHtek; :=a; + h; fori = 1, 2. Saer koefficientmatricen falgende:

k1 —mq mo
mq ko —mo |-
Det antagesrimeligt, at a; + h; > m;, dtsak; —m; > 0, fori = 1, 2. Tallenen i koefficient-
matricen er altsa positive. Det er herefter ikke sa svaat at se, at systemet er stabilt, hvis og
kun hvis

1—-k14+m1>0, 1—ko+mop>0((A—k1+m)A—ky+m2)—mimo > 0.

(Og her falger enddafx den anden ulighed af de to gvrige.)



