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1 Kort om reprasentationsteori

Definition 1.1. Lad G veere en Lie-gruppe og V' et vektorrum. Ved en repraesentation af
G forstar vi en kontinuert gruppehomomorfi m : G — Aut(V).

Hvis V er endeligtdimensionalt, er Aut(V') selv en Lie-gruppe, og dermed er m en C'*°-
afbildning. Hvis V er et indre produkt-rum, og der for hvert g € G geelder

(m(g)v, m(g)w) = (v, w)

siges repreesentationen 7 at veere uniteer.

Et underrum W C V kaldes m-invariant (eller blot invariant, nar repraesentationen
er underforstaet), hvis m(g)W C W for ethvert g € G. De to trivielle underrum {0} og
V selv er tydeligvis invariante underrum. Repreaesentationen kaldes irreducibel, hvis de
eneste invariante underrum er de trivielle. Hvis W er et m-invariant underrum af V', kan
vi restringere 7 til en repraesentation 7|y af G pa W, simpelthen fordi w(g)W C W for
alle g € G, sa m|w(g) € Aut(W).

Definition 1.2. To representationer (w1, Vi) og (w2, Va) af en gruppe G kaldes sekviva-
lente, hvis der findes en isomorfi T : Vo —— Vs, sd nedenstiende diagram kommuterer:

Vi = V) (1.1)
7T1(9)l i m2(g)
Wi — Va

altsi sa T omi(g) = ma(g) o T for alle g € G.
To unitere representationer (wy, Vh) og (wa, Va) af gruppen G kaldes uniteeraekvivalente,
hvis der findes en uniter afbildning T : Vi —— Vb, sd ovenstiende diagram kommuterer.
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Hvis w1 og mo er repraesentationer af G pa vektorrummene V; og Vs, kan vi danne en
ny repraesentation af G pa Vi @ Vs, direkte sum m; @ mo ved:

71 @ m2(g)(v,w) = (m1(g)v, T2(g)w)

for (v,w) € V1 & Va.

2 Lie-grupperne SO(3) og SU(2)

Spin og angulaert moment i (ikke-relativistisk) kvantemekanik er intimt relateret til ro-
tationer i rummet og symmetrier hgrende til sddanne. Vi begynder derfor med en kort
omtale af de vigtigste egenskaber ved rotationsgruppen eller den specielle ortogonale grup-
pe af grad 3: SO(3) samt dennes naert beslegtede: SU(2).

SO(3) er Lie-undergruppen af GL(3,R) bestaende af ortogonale matricer med determi-
nant 1. De vigtigste egenskaber for SO(3) er samlet i nedenstaende proposition:

Proposition 2.1. SO(3) er en kompakt, sammenhwengende Lie-gruppe med fundamen-
talgruppen m1(SO(3)) = Z/2.
Lie-algebraen s0(3) for SO(3) er algebraen af reelle skevsymmetriske 3 x 3-matricer:

0 a b
s50(3) = —a 0 ¢ a,bceR |
b —c O

og Lie-parentesen er den sedvanlige kommutator.

Bevis. En vilkarlig rotation kan karakteriseres ved en vektor i R?, hvor vektorens ret-
ning, er rotationsaksen, og normen er vinklen der roteres (i positiv omlgbsretning) malt
i enheder af 7. Betragt B = {¢€ € R?|||¢|| < 1}. Et element i B bestemmer naturligt en
rotation. Dog geelder der, at, hvis & har norm 7, sa vil £ og —& bestemme den samme
rotation. Derfor vil SO(3) veere homeomorf med B/~ , hvor ~ er akvivalensrelationen,
der identificerer antipodale punkter pa randen af B, udstyret med kvotienttopologien fra
den kanoniske afbildning ' : B — B/~ . B er bade kompakt og sammenhangende,
s& da B/~ er billedet af den kontinuerte afbildning «/, er B/~ og dermed SO(3) bade
kompakt og sammenhaengende.

SO(3) er som delrum af RY et Hausdorff-rum, og det er B/~ dermed ogsa. Vi viser,
at B/~ er homeomorf med det reelle projektive rum RP?, som pr. definition er S%/~ |
(S? er enhedskuglen i R*) hvor ~ denne gang er sckvivalensrelationen, der identificerer
antipodale punkter pa S* (der burde ikke veere mulighed for at forveksle de to sekvivalens-
relationer). S?/~ er udstyret med kvotienttopologien givet ved den kanoniske afbildning
k1S3 — S/~ . Da S? er kompakt, og s er kontinuert, vil ogsa S3/~ = k(S?) vaere
kompakt.

Homeomorfien ® : S/~ — B/~ konstruerer vi ved fglgende: Akvivalensklassen
{(z1, 72,3, 24), —(x1, T2, 23, 24)} afbildes over i [(z1,x2,23)], hvis z4 > 0 og over i
[—(z1, 22, x3)], hvis x4 < 0. Hvis 4 = 0, s vil (z1,22,23) ligge pa overfladen af B,
og dermed veere identisk med —(x1,x9,x3) (hvorfor det er ligegyldigt hvilken af sekviva-
lensklasserne, vi bruger som billede). Denne afbildning ses klart at veere kontinuert og
surjektiv. Vi viser injektivitet: Antag, at [(z1,z2,x3, x4)] # [(2], b, 25, 2})], dvs. at der
findes et i, s& |z;| # |«}|. Antag nu, at |2}| = |z;| for i = 1,2,3, s& ma x4 og z/, npdven-
digvis veere ens pa neer et fortegn, og dermed ville skvivalensklasserne veere ens. Ergo
ma vi altsd have, |z;| # |2}| for et ¢ mellem 1 og 3. Men s folger, at ogsa billederne
af de to aekvivalensklasser under ® er forskellige. Altsa er ® injektiv. Generel topologi
giver, at en kontinuert bijektion fra et kompakt rum til et Hausdorff-rum automatisk er
en homeomorfi, s& ® er en homeomorfi.
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Vi har nu opnaet at SO(3) er homeomorf med S/~ , specielt vil de have isomorfe
fundamentalgrupper. Vi bestemmer S3/~ ’s fundamentalgruppe, ved at godtggre, at & :
S3 — S§3/~ er en universel overlejring. Lad nemlig ¢ € S? veere vilkarlig, og seet N (&) =
{n € $*|n-& > 0} Det er en aben meengde i S?, hvorfor ogsa x(N(£)) vil veere aben
i S3/~ (K er jo en kvotient-afbildning). Det er klart at ethvert punkt i S*/~ vil vaere
indeholdt i en sadan aben mengde. Da nu k1 (k(N(£))) = N(£) U N(=€), og da N (&)
og N (&) er disjunkte og homeomorfe, er (S?, k) en 2-foldig overlejring af S3/~ . Da S? er
enkeltsammenhaengende, er det en universel overlejring, sa fundamentalgruppen for S/~
har orden 2, og den er dermed isomorf med Z/2.

Til sidst viser vi, at Lie-algebraen for SO(3) bestar af de skeev-symmetriske reelle ma-
tricer. Lad derfor X ligge i Lie-algebraen for SO(3). Sa vil ogsa exp(tX) ligge i SO(3) for
alle t € R, og dermed

exp(tX) exp(tX)" = exp(tX) exp(tX") = I .

Ved nu at differentiere mht. ¢ i 0 pa begge sider af ovenstaende, far vi X + X7 =0, dvs.

X er skeev-symmetrisk. O
Matricerne
00 0 0 01 0 -1 0
Ai=10 0 -1 , As=10 0 0 , As3=1[1 0 0
01 0 -1 0 0 0 0 O

udger en naturlig basis for s0(3). En hurtig udregning viser, at vi har kommutatorrela-
tionerne

[A1, Ag) = A3, [A2,A3] = A1 , [A3, A1] = Az, (2.1)

eller kort [A;, A;] = €;jk, hvor g;5, = 1, hvis ijk er en lige permutation af 1, 2 og 3,
€ijk = —1, hvis ijk er en ulige permutation, og 0, hvis to af indicisne er ens.

Basiselementerne A1, Ao og As er samtidig generatorer for rotationer langs hhv. x-, y-
og z-aksen i fglgende forstand:

1 0 0 cost 0 sint
exp(tA;) =0 cost sint , exp(tAs) = 0 1 0 ,
0 —sint cost —sint 0 cost
cost sint O
exp(tAs) = | —sint cost 0| ,
0 0 1

hvor exp : s0(3) — SO(3) er eksponentialafbildningen. exp(tA;), exp(tAz2) og exp(tAs)
ses altsa at vaere drejninger med vinklen ¢ om hhv. 2-, y- og z-aksen. !

Som antydet, s er SO(3) teet forbundet med gruppen SU(2), den specielle unitere
gruppe af grad 2. SU(2) er Lie-undergruppen af GL(2,C) bestaende af uniteere matricer
med determinant 1. De vigtigste egenskaber for SU(2) er naevnt i nedenstaende:

Proposition 2.2. SU(2) er en enkeltsammenhengende, kompakt Lie-gruppe. Lie-algebraen
for SU(2) er algebraen af skev-adjungerede komplekse 2 x 2-matricer med spor 0:

5u(2):{<i§$ _-i) ‘xeR, 56@},

og Lie-parentesen er den sedvanlige kommutator.

!Laeser man i en fysikbog, vil man ofte, hvis ¢ er meget lille, raekkeudvikle exp, og fa exp(tA;) = I+tA;.
P& den baggrund siges I + tA; at veere en infinitesimal rotation om den givne akse, og A; kaldes for den
infinitesimale generator for rotationer omkring aksen.
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BEVIS. Det er nemt at overbevise sig om, at enhver matrix i SU(2) ngdvendigvis mé have

formen
T1+1irs T3 —1ix4
(—:Ug +iry x1 — ix2>
for (x1, 79,73, 24) € R* og 23 + 23 + 23 + 23 = 1. Topologisk set, er SU(2) derfor identisk
med S3, og denne vides at veere bade enkeltsammenhzengende og kompakt.
Herefter viser vi, at Lie-algebraen for SU(2) bestar af skaev-adjungerede komplekse

matricer med spor 0, si lad X ligge i Lie-algebraen for SU(2). S& vil ogsa exp(tX) ligge
i SU(2) for alle t € R, og dermed

exp(tX) exp(tX)* = exp(tX) exp(tX™) = I».

Ved nu at differentiere mht. ¢ i 0 pa begge sider af ovenstadende, far vi X + X* = 0,
dvs. X er skaev-adjungeret. Desuden geelder 1 = det exp(tX) = exp(t Tr X) for alle ¢, s&
Tr X = 0. Altsa enhver matrix i Lie-algebraen for SU(2) er skeevadjungeret med spor 0.
Pa den anden side er det nemt at se, at rummet af disse matricer som reelt vektorrum
har dimension 3 samme dimension som SU(2). Det ma derfor veere Lie-algebraen for
SU(2). O

Som reel Lie-algebra betragtet er su(2) 3-dimensional, og en oplagt basis bestar af
Paulis spin-matricer 2:
0 1
i 0)°

(i 0 (01
1=3\o —i) > 2T 2\-1 0) » T
[017 02] =03 ) [027 03] =01 ) [0-370-1] =02, (22)

N[ =

Ligesom A;’erne opfylder o;’erne fglgende kommutatorrelationer:

og ligesom fgr viser en hurtig udregning fglgende:

1

e2® 0 cos(3t)  sin(3t)
exp(toy) = 1. , exp(tog) = L ) ,
0 e 2% —sin(5t) cos(5t)

cos(3t) isin(it)
isin(3t) cos(3t) '
1

Bemeerk faktoren 5. Den har en fysisk betydning, som vi vender tilbage til.

exp(tos) = (

Vi har nu kort beskrevet de vigtigste egenskaber ved de to Lie-grupper SO(3) og SU(2).
Resten af afsnittet vil ga med at beskrive sammenhaengen mellem de to.

Som det ses af (2.1) og (2.2), s besidder A;’erne og o;’erne de samme kommutator-
relationer. Ergo vil afbildningen su(2) — s0(3) defineret ved o; —— A; veere en Lie-
algebra-isomorfi. Da SU(2) jvf. Proposition 2.2 er enkeltsammenhzngende, findes der en
unik Lie-gruppe-homomorfi, som inducerer denne isomorfi. Denne viser sig at veere den
adjungerede representation af SU(2):

Proposition 2.3. Den adjungerede representation Ad : SU(2) — GL(3,R) opfylder
folgende:

1. im Ad C SO(3).
2. Ad: SU(2) — SO(3) er en overlejring af SO(3), specielt surjektiv.
3. ker Ad = {1}, hvor I € SU(2) er enhedsmatricen.

2Bemaerk, at der er et 4 til forskel mellem disse og fysikernes spin-matricer. Dette skyldes forskellige
konventioner, idet fysikere ofte betrager exp(ito;) i stedet for exp(to;).
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4. Den inducerede Lie-algebra-homomorfi ad = Ad : su(2) — so(3) er isomorfien
ag; l—>Ai, 1= 1,2,3.

BEevis. Lad os begynde med at vise, at Ad(SU(2)) C SO(3). Til det betragter vi Lie-
algebraerne, og vil vise, at den inducerede ad faktisk afbilder o; i A;.

ad er afbildningen su(2) — End(su(2)) givet ved ad(o)(X) = [0, X] for 0, X € su(2)
(dette skriver vi ogsa blot ad,(X). Ved hjelp af basen o1, 09, 03, kan vi identificere su(2)
med R3, og identificere matricen

1T —T9 — 1T
X = ( L 2 3) € su(2)
T2 — 13 —1T1

med vektoren X = (21,2, 3) € R, Dermed End(su(2)) = End(R?) 2 SO(3). Vi vil nu
vise, at ady, (X) = 41X for vilkarligt X, og dermed A; = ad,,. P4 den ene side:

ady, (X) = [o1, X] =< 0 x3_ix2> :

—xT3 — il‘g 0

og pa den anden side:

N 00 O 1 0
A X=10 0 -1 ro | = —z3| ,
01 0 x3 )

og vi ser, at ady, (X) og A1 X er identiske. Helt tilsvarende vises det, at ads, = Ay og
ad,, = As. Ergo er ad : su(2) —— s0(3) en Lie-algebra-isomorfi.

Da SU(2) er enkeltsammenheangende, giver ad anledning til en entydig Lie-gruppe-
homomorfi SU(2) — SO(3), men det er preecis Ad, der dermed afbilder ind i SO(3). At
det er en overlejring, folger simpelthen af, at den inducerede afbildning ad er en isomorfi.
(SU(2), Ad) er altsa SO(3)’s universelle overlejringsgruppe, sa

ker Ad = 71(SO(3)) = Z/2.
Ad er saledes en dobbelt overlejring. Dermed er seetningens pastande bevist. O

At SU(2) er SO(3)’s dobbelte overlejring, er ingen overraskelse, thi i beviset for Pro-
position 2.1 viste vi, at S3, der var homeomorf med SU(2), var dobbelt overlejring for
SO(3). Men Proposition 2.3 giver os et konkret udtryk for denne overlejring, og dennes
sammenhaeng med Lie-algebra-isomorfien.

Med denne introduktion af aktgrerne SO(3) og SU(2) kaster vi os nu over det, det hele
drejer sig om, nemlig repraesentationsteorien for de to grupper (der i store traek viser sig
at veere ens). Teorien og dens fysiske konsekvenser er indholdet i resten af denne note.
En repraesentation ® er en Lie-gruppe-homomorfi, og inducerer som sddan en reprae-
sentation D, : 50(3) — End(V) af s0(3), s& nedenstaende diagram kommuterer:

SO(3) D Auwt(V) (2.3)
€XPso(3) T T EXPAut (V)
50(3) End(V)

*

Vi vender os nu mod spgrgsmalet: givet en repreaesentation ®. af so(3), i hvor hgj
grad bestemmer det en repraesentation © af SO(3)? Betragt nedenstaende kommutative
diagram:
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(2.4)
ﬂ\
SU(2) Ad SO(3) 2 Aut(V)
su(2) +> 50(3) o End(V)
.

Givet D,, far vi direkte en reprasentation D, af su(2) ved D, = D, o ad, der, da
SU(2) er enkeltsammenhsengende, giver en reprasentation ® af SU(2). Der er siledes en
1-1-korrespondance mellem repraesentationerne af s0(3) og repraesentationerne af SU(2).
Hvornar faktoriserer denne repreesentation via Ad til en repraesentation af SO(3)7 Fol-
gende proposition giver svaret.

Proposition 2.4. En endeligdimensional representation D : SU(2) — Aut(V) faktori-
serer via Ad til en representation ® : SO(3) — Aut(V) (dvs. © = D o Ad), hvis og kun
hvis {£1} C ker®.

BEvis. Antag ferst, at der findes en repraesentation © af SO(3), sa D = Do Ad. Fra
Proposition 2.3 har vi, at ker Ad = {#I}. Ergo {+I} C ker ®.

Det var den nemme vej. Den anden vej: antag, at {+I} C ker®. Vi definerer en
afbildning © : SO(3) — Aut(V) ved folgende. Ethvert O € SO(3) er jvf. Proposition
2.3 precis billedet af U under Ad. Vi kan derfor stte D(0) = D(U) = D(~U), hvor
sidste lighedstegn folger af, at {£I} C ker ®. Denne opfylder klart D =DoAd. Vi ser,
at

D(0102) =D(U1U2) = D(Uh)(Uz2) = D(01)D(02) ,
s& © er en homomorfi. Da endelig Ad er en surjektiv submersion (thi som overlejring
er den specielt en lokal diffeomorfi, hvorfor dens push-forward er bijektiv), er ® en C°°-
afbildning, hvis og kun hvis © er det. Men © var en Lie-gruppe-homomorfi, altsé specielt

C*°. Ergo: ® er C*°, og er saledes en repraesentation af SO(3). O

Altsi givet en repraesentation ©. af s0(3). Denne inducerer en repreesentation ® af
SO(3), hvis og kun hvis ® indeholder {£I} i sin kerne. En anden interessant fplge af
Proposition 2.4: hvis vi kender alle repraesentationer af SU(2), s& kender vi ogsa alle
repraesentationer af SO(3). Vi ser det neere slaegtskab mellem de to grupper.

3 Irreducible repraesentationer af SU(2)

I dette afsnit vil vi udvikle den repraesentationsteori, der er ngdvendig for forstéelsen af
spin og impulsmoment.

Som bekendt siges en repraesentation af en Lie-gruppe at veere irreducibel, hvis de
eneste invariante underrum er de trivielle. Helt tilsvarende kaldes en repraesentation af en
Lie-algebra for irreducibel, hvis de eneste invariante underrum er de trivielle.

Lemma 3.1. Antag, at G er en sammenhengende Lie-gruppe, og lad I1 : G — Aut(V)
veere en endeligtdimensional representation of G med tilhgrende representation m: g —
End(V) af Lie-algebraen. 11 er da irreducibel, hvis og kun hvis w er det.

Hvis I og 11y er endeligtdimensionale representationer af G med tilhorende represen-
tationer w1 og my af g, geelder, at 111 og Ils er ekvivalente, hvis og kun hvis w1 og my er
ekvivalente.
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BEvIs. Antag, at II er irreducibel. Vi skal vise, at 7 er irreducibel, s& lad W C V veere et
m-invariant underrum. Da vil W ogsa veere invariant under e™X) = T + 7 (X) + m(X)*+
-+, Da G er sammenhaengende, kan ethvert element i G skrives

for X; € g, sa
(o)W =TI(eX) o o I(eX")W = ™ XV 6.0 ™ XRIW C W .

Ergo er W ogsé invariant under II, dvs. W er triviel. Dermed er m irreducibel.
Antag nu, at 7 er irreducibel, og lad W C V veere invariant underrum for II. Da geaelder
()W C W og dermed ogsa

d

il o | tX
1)

T(X)W = <

wew.
t=0
Altsa er W et m-invariant underrum, sa W er triviel, og II er irreducibel.

Péastanden om aekvivalens vises pa analog méade. O

Definition 3.2. Lad V wveere et reelt vektorrum. Ved kompleksifikationen V¢ af vektor-
rummet V' vil vi forstd rummet

Ve =V @iV ={v +ivg |v1,v2 € V},
der med skalarmultiplikationen
(a4 ib)(v1 + iv2) = (av1 — bvg) + i(ave + buy) , a,beR
bliver til et vektorrum over C.

Hvis {e1,...,e,} er en basis for V, s& vil den ogsé veere en basis for kompleksifikationen,
specielt har V' og V¢ samme dimension. Hvis nu g er en reel Lie-algebra, kan vi danne
kompleksifikationen g¢, der udstyret med fglgende

[ur + dug, v1 + tve] = ([ur,v1] — [ug,va]) + i([u1,ve] + [ugz,v1]), (3.1)

bliver til en kompleks Lie-algebra, det er blot at tjekke, at Lie-parentesen i (3.1) er
bilineser, antisymmetrisk og opfylder Jacobi-identiteten.

Lad nu ¢ : g — b veere en homomorfi mellem to reelle Lie-algebraer. 1 kan udvides
entydigt til en homomorfi mellem de tilsvarende kompleksificerede algebraer, ¢ : gc —
hc s&et simpelthen:

1/)((:(1)1 + ivg) = w(vl) + 7;1/)(112) .

En hurtig udregning viser, at

Ve ([ur + dug, v1 +iv2]) = [Ye(ur + duz), Ye(v1 + iv2)]

hvilket viser, at ¥¢ vitterligt er en Lie-algebra-homomorfi.

Specielt, hvis 7 : g — Endc (V) er en kompleks repraesentation af g, kan denne en-
tydigt udvides til en repraesentation af gc, mc : gc — Endc (V). Endc(V) er sin egen
kompleksificerede, da det i forvejen er en kompleks Lie-algebra.

Der geelder folgende:

Lemma 3.3. En kompleks representation 7 : g — Endc (V) er irreducibel, hvis og kun
hvis den tilhorende kompleksificerede representation mc : gc — Endc (V) er irreducibel.
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BEvVIS. Antag forst, at m¢ er irreducibel. Lad W veere et g-invariant underrum af V', altsa
(X)W C W for alle X € g. Da hvert element i gc pa entydig méde kan skrives som
X +i3iY med X,Y € g, og

mc(X +141Y) =7n(X) +in(Y),
vil
me(X +iY )W =a(X)W +in(YYWCW,

idet V' er et komplekst vektorrum, hvorfor tW C W. Dermed er W invariant under w¢,
og da m¢ er irreducibel, vil W veere trivielt.

Antag omvendt, at 7 er irreducibel. Lad W C V veere et underrum, der er ge-invariant
under w¢c. Men da g C gc, er W klart invariant under g, og da 7 var irreducibel, vil W
veere trivielt. Det viser, at m¢ er irreducibel. O

~

Vi er specielt interesserede i kompleksifikationen af su(2), og vi vil vise, at su(2)c =

s[(2,C). Lad X € sl(2,C), dvs. X er en 2 x 2-matrix med Tr X = 0. Vi ser:
X - X* X+ X*
X = pata
2 24

hvor bade (X — X*) og 3 (X + X*) er skeevadjungerede og har spor 0. Altsa s((2,C) =
su(2) @ isu(2), og da kompleksifikationen er unik op til Lie-algebra-isomorfi, har vi vist,
su(2)c = sl(2,C). Vi har en oplagt basis for s[(2,C) i folgende:

p=(00) =00 ()

der besidder kommutatorrelationerne

(X,Y]=H , [HX]=2X , [HY]=-2Y, (3.2)

Vores mal i det fplgende er at klassificere samtlig irreducible repraesentationer af SU(2).
Strategien er fplgende: forst vil vi bestemme nogle irreducible repraesentationer af SU(2),
og derefter vil vi vise, at enhver irreducibel repraesentation er sekvivalent med én af disse.

Lad | € Np. Vi vil finde en irreducibel repraesentation af dimension [ 4+ 1. Sa betragt
rummet V; af homogene polynomier af grad I, dvs. polynomier i 2 variable af formen

aozi +alziflzg +-- -—{—al_lzlzéfl +alzé. Vi bestemmer en repraesentation II; ved fglgende:

ILU)f)z=fU2) , UesU@?) , feV.

Det er nemt at se, at dette faktisk er en repreesentation af SU(2). For at vise, at den
faktisk er irreducibel, viser det sig at vaere nemmest at betragte Lie-algebra-versionen
af II;, der jo giver anledning til en repraesentation m; af su(2). Denne er jvf. Lemma 3.1
irreducibel, hvis og kun hvis II; er irreducibel. Repraesentationen bestemmes pa vanlig

made J
m(X) = —I(e7¥2) , X esu(2),
dt =0
og dermed fas at
of of
(m(X) f)(21, 22) = —(X1121 + X1220) 7 — (X2121 + Xooze) (3.3)

07 0z .

Denne repraesentation 7; kan endvidere udvides til en repraesentation pa kompleksifika-
tionen su(2)c = s((2,C). Den viser sig at veere givet ved samme udtryk. Vi ser, at

m(H) 2825 = (1 = 2m)22™ | m(X) 2™ = —mgn i lmtt (3.4a)

(V)22 ™ = (m — 1)t hm=t (3.4b)
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Lemma 3.4. Representationen m; af s1(2,C) er irreducibel.

BEevis. Vi vil vise, at hvis W # {0} er et invariant underrum af Vj, sd er W = V}. Da
W # {0} findes altsa et element

-1 -1
w = aozll + alzl1 2o+ -+ al,lzlzé + alzé

s& mindst én af a,,’erne er forskellig fra 0. Lad nu mg veere det mindste af disse m’er,
altsa

l l—mo—lzgno—l-l 4

_ —myg m
W = Qmg 2y + my+127 s+ amzy

Vi virker nu med 7(X)™ pa w, og da alle led med z;-potens skarpt mindre end mg vil
blive 0, vil kun leddet a,,,z""™° 20" overleve. Da vi har

T(X)™ (A 2 ™0 25) = ayng (1)1 (1 — mo) 124

0g da @y, (—1)17m0 (1 —myg)! # 0, ser vi, at 25 € W, idet W var invariant. Vi ser videre, at
for 0 < m <1 vil 7(Y)™z} veere en konstant, forskellig fra 0, gange z{”zé_m, der dermed
ligger i W. Men da er W =V, som gnsket. O

Lemma 3.3 giver nu, at m; som repraesentation af su(2) er irreducibel, og dermed er II;
det ogsa. Vi er nu klar til at vise afsnittets hovedsaetning:

Seetning 3.5. For hvert tal | € Ny findes en irreducibel representation af sl(2,C) af
dimension | + 1. Hvis m er en irreducibel representation af sl(2,C) af dimension [ + 1,
vil ™ veere wkvivalent med . Specielt vil to irreducible representationer af si(2,C) med
samme dimension vere ekvivalente.

Eksistensdelen blev vist ovenfor. Inden vi kaster os ud i entydighedsdelen, fgrst et
lemma, der udnytter de specielle kommutatorrelationer, som sl(2, C) besidder:

Lemma 3.6. Hvis m er en endeligdimensional representation af sl(2,C), og v er en
egenvektor for m(H) med egenverdi o ®, da gelder

f(H)r(X) = (a+2)n(Xw ,  «wH)r(Y)w=(a—2)n(Y)v,

dvs. m(X)v hhv. ©(Y)v er enten 0 eller egenvektor for w(H) med egenverdi o + 2 hhv.
a—2. 4

BEvIS. Velg basen {H, X,Y} for sl(2,C). Jvf. (3.2) besidder denne basis kommutator-
relationerne [H, X| = 2X og [H,Y] = —2Y. Derfor vil 7n([H, X]) = 27(X), hvilket giver:

m(H)n(X)v =7n(X)n(H)v+21(X)v = (a + 2)7(X)v .
Fuldsteendigt tilsvarende vises det med 7(Y') i stedet for. O

BEVIS FOR SETNING 3.5. Antag, at 7 er en irreducibel repraesentation af sl(2,C), vir-
kende pa vektorrummet V. Strategien er at diagonalisere m(H). Lemma 3.6 giver os,
at

m(H)n(X)"v = (a+ 2n)m(X)"v,

dvs. m(X)"v = 0 eller 7(X)"v er en egenvektor for m(H ) med egenveerdi a —2n. Da w(H)
virker pa et endeligtdimensionalt vektorrum, kan den kun have endeligt mange forskellige
egenveerdier. Der mé derfor findes et I' € Ny, s& w(H)w(X)"v # 0 og n(H)m(X)' 1y = 0.
Seet

v = m(X) v og A=a+2 (3.5)

3En sadan egenveerdi kaldes ogsé for en vegt og den tilhgrende egenvektor kaldes for en wvegtvektor.
“Pa den baggrund kaldes 7(X) ogsa for hawveoperatoren, mens 7(Y') kaldes senkeoperatoren.
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Dermed har vi w(H)vg = Avg. Seet nu videre: vy, = m(Y)vp, sa vi dermed har
m(H)vy, = 7(H)m(Y)™vg = (A = 2m)w(Y)™vg = (A — 2m)vy, . (3.6)
Lad os nu vise, at der geelder folgende for m > 0:
7(X)om = (mA — m(m — 1))vm1 (3.7)
Vi viser det ved induktion, fgrst m = 1:
m(X)vy = 71(X)w(Y)vg = 7(H)vg + 7(Y)m(X)vg = 7(H)vg = Avg ,

hvor naestsidste lighedstegn folger af, at w(X)vg = 0, pr. definition af vy. Men dette er
praecis (3.7) for m = 1. Antag nu, at det gaelder for m, og betragt:

T(X)Vmp1 = 71(X)7(Y)vp = (n(H) + 71(Y)7(X))vm
(H)vm + (mA —m(m —1)7(Y)vm—1
= (A =2m)vy, + (mA —m(m —1)v, = (m+ DA —m(m — 1) — 2m)v,

=((m+ 1A= (m+1)m)v, .

™

Det er preecis (3.7) med m + 1 i stedet for m. Dermed er (3.7) vist.

U = 7(Y)™vg var som naevnt egenvektorer for w(H) med forskellige egenveerdier. Med
samme argument som for, ma der altsé findes et [ € Ny, s v; # 0, og v;11 = 0. Vha. (3.7)
far vi

0=m(X)vms1 = ((m+ 1A= (m+ )m)vy, = (m+ 1)(A —m)vy, .

Da vy, # 0 og m + 1 # 0, ma vi ngdvendigvis have m = A. (3.6) giver nu, at 7(H) kun
har heltallige egenveerdier, og at disse praecis er —I, -l +2, -1 +4,...,l —2,[ svarende til
at m lgber fra 0 til [.

Vi har altsé nu fundet [ + 1 linesert uatheengige vektorer v,,, der opfylder folgende:

7(H)vy = (I — 2m)vy, , T(Y) U = U1 m(Y)u =0

T(X)vm = (ml —m(m — 1))vy,—1 (m > 0) , m(X)vy =0

Vg, - . ., v; udspaender altsa et [ 4+ 1-dimensionalt underrum af V', der er invariant under
m(H),7n(X) og m(Y') og dermed under 7(Z) for ethvert Z € sl(2,C). Da 7 er irreducibel,
ma vi derfor have, at V er lig spannet af disse. O

Ved kombination af Seetning 3.5 med Lemma 3.1 og Lemma 3.3 far vi det, vi sggte
efter:

Korollar 3.7. For hvert naturligt tal | findes en irreducibel representation af SU(2) af
dimension | + 1. Huvis I1 er en irreducibel representation af SU(2) af dimension | + 1,
vil IT veere wkvivalent med 11;. Specielt vil to irreducible repreesentationer af SU(2) med
samme dimenston vere ekvivalente.

Fra Seetning 3.5 kender vi alle irreducible reprzesentationer af su(2). Dermed kender vi
ogsé alle irreducible repreesentationer af s0(3), da ad : su(2) —— s0(3) var en isomorfi.
Vi kan nu karakterisere alle irreducible repraesentationer af SO(3) og dermed eksplicit
besvare det spgrgsmal, der blev stillet i slutningen af afsnit 2.

Proposition 3.8. Lad 7, = m o ad™! vere en irreducibel representation af s0(3). Der
findes en repreesentation ® af SO(3), s ©,. = 7, hvis og kun hvis | er lige.
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BEVIS. Antag at m er lige. Vi skal vise, at der findes ®, der inducerer 7, = m o ad L.
Jvi. Proposition 2.4 er det nok at vise, at {£I} C kerIl;, hvor II; er den irreducible
repraesentation af SU(2), der inducerer 7;. Vi skal med andre ord blot vise, at II;(—1) = 1.
Bemeerk forst, at exp(2woy) = —I. Derfor:

(1) = T (exp(2r01)) = exp(m(2ma1)) = exp(2rm(o1)) = explimm (H))

idet 01 = %H Men 7;(H) er diagonal med egenveerdierne [, —2,..., -1+ 2,—[, s&
exp(inm(H)) = exp(Diag(—inl, ..., inl)) = Diag(e%’%, ceey 6_2”%) =1,

hvor vi har udnyttet, at é er et heltal.

Antag nu, at [ er ulige. Hvis vi kan vise —I ¢ kerII; giver Proposition 2.4, at der ikke
findes en repraesentation af SO(3), der inducerer 7. Men med fuldsteendigt tilsvarende
udregninger som ovenfor, far vi, at II;(—I) = —I, som var det gnskede. O

Som vi s& i beviset for Seetning 3.5, s& vi, at rummet V; havde en basis bestaende
af egenvektorer for m(H) med egenveerdierne —I,—1 + 2,...,0 — 2,1. Lad m veere én af
disse egenveerdier. Den tilhgrende egenvektor vil vi notere med |lm), s& vi flugter med
fysikernes Dirac-notation.

4 Spin og angulert moment

Billederne af de 3 matricer Ay, Ao og A3 under ®, kaldes impulsmomentoperatorerne i
hhv. 2-, y- og z-retningen, og de betegnes med J,, J, og J.. Disse er elementer i End(V)
og dermed operatorer pa V. Da @, er en Lie-algebra-homomorfi, besidder impulsmomen-
toperatorerne de samme kommutatorrelationer som A;’erne:

e, Iyl =J. , Uyl =de , [Joda) =Jy.

Med V vil vi betegne tilstandsrummet eller ket-rummet; et Hilbertrum, typisk Lo (R3, m3)
eller C". Vi vil betragte unitere representationer ® : SO(3) — Aut(V). Et eksempel
pa en uniteer repraesentation af SO(3) pa Lz(R3) kunne veere

(D(R)f)(z) = f(R™"x)

med R € SO(3). Man tjekker hurtigt, at © ovenfor faktisk er en homomorfi fra SO(3) til
Aut(Lo(R3?)), at D(R) er en uniteer operator pa La(R3), og at ® dermed er en uniteer
repraesentation af SO(3).

Lad os nu vende tilbage til der, hvor vi begyndte i afsnittet. Seet V = C? og definer en
repraesentation © : SO(3) — GL(2,C) ved, at D, : s0(3) — gl(2,C) er afbildningen
A; — o, altsd den inverse til ad, neevnt i Proposition 2.3. Da ©, saledes afbilder ind
i su(2) giver det kommutative diagram (2.3), at ® afbilder ind i SU(2). Operatorerne,
som o1, 09 og o3 i standardbasen for C? er matrixrepraesentationer for, betegnes i dette
specialtilfeelde ikke J,, Jy eller J,, men for S;, S, og S. og betegnes spin-operatorerne
(bemeerk, at i fysik-litteraturen vil vores S, svare til S,, mens vores S, vil svare til S,).
Egenveerdierne for disse operatorer er de mulige spin-veerdier langs den givne akse °.

Man kan vise, at disse operatorer virkelig giver anledning til fysiske rotationer af ens
system. Lad os betragte en rotation R.(6), altsa en rotation med vinklen § om x-aksen.
D(R;(0)) = exp(foq) er da en operator pa C2. Hvis v € C? betegner en kvantemekanisk
tilstand (fysikerne skriver |v)), vil ®(Rg(0))v veere tilstanden efter rotationen. Ved at

SFysikerne maler spin i enheder af %, og leegger man dertil det til konventionsstridighederne hgrende
i, opnas, at den fysiske spin-veerdi vil vaere %zh gange egenveerdien for o;.
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udregne de kvantemekaniske middelveerdier af S, og S, (i fysik-litteratur betegnet (S,)
og (S.)), ser man disse eendrer sig pa samme méade som var de komponenter af en vektor
i rummet.

Lad stadig v veere en tilstand i C2, og lad os betragte effekten af en rotationen R, (27).
Vi ser:

D(R,(2m))v = exp(2mo)v = <60 eom) v=—v,

altsa efter en rotation pa 27 er vi ikke tilbage, hvor vi begyndte!

Antag, at vi har en partikel, der kan bevaege sig inden for et eller andet omrade Q C R3.
Hvis vi ser bort fra spin, si er partiklen fuldsteendigt beskrevet ved et element i L?((2),
rummet af funktioner pa €2, der er kvadratisk integrable mht. Lebesgue-malet. Dette vides
at veere et Hilbertrum.

Til at beskrive partiklen med spin, er L?(Q) ikke nok. Det korrekte rum til denne
beskrivelse er

H=L*Q)®C?
Ethvert element i H kan skrives som en linearkombination af 1 ® (1, 0) og 12 ® (0, 1), for
1,109 € L?(Q). Dette vil vi notere (11,2). Ethvert element i H er altsa af denne form.

Lemma 4.1. H = L?(Q2) ® C? er et Hilbertrum.

Bevis. I det fglgende vil vi notere det indre produkt pa bade L2(2) og C? med (-, ), det
burde ikke kunne give anledning til misforstaelser. Vi konstruerer et indre produkt (-, -)x
pa H ved folgede:

(v1 ® V1,02 ® o)y = (b1, ¥2) (v1,02)  ,  wi,vp € C?

og udvider sesquilinesert. Det ses hurtigt, at denne opfylder aksiomerne for et indre pro-
dukt.
Specielt ser vi, hvis vi udtrykker elementerne som (¢1,12) og (¢1, ¢2):

(Y1, 92), (01, 02))m = (1 ® (1,0) + ¢2 ® (0,1), 01 ® (1,0) + 02 ® (0, 1))x
= <¢17@1> + <¢2)802> :
Specielt har vi ||(¢1,%2)|3, = [[1]13 + ||12]|3, hvor || - |3 er normen pa H og || - [|2 er
2-normen pa L?(12).
Vi skal vise, at H er fuldsteendigt i normen || - ||7, s& lad (], ¢5) veere en Cauchy-folge,
dvs. givet € > 0 findes N € N, sa [|(¢], ¥5) — (Y77, ¥5")||# < € for alle n,m > N. Men sa

giver identiteten |[|(¢1,%2)||3, = |[v1]13 + [[¢2]3, at (¥}) og () begge er Cauchy-folger i
L?(Q), og derfor konvergerer mod hhv. v1 og ¥ i L(2). Men da

1G0T, 5) — (1, ) I3 = (7 — 91, 95 — v2) |1,
= 9f = ulls + 95 — ¢2)l3 — 0

for n — oo, vil (7, ¥%) — (¥1,12). Ergo er H et Hilbertrum. O

5 Addition af impulsmoment. Clebsch-Gordan-problemet

Antag, at (IT1, V') og (Il2, W) er to endeligtdimensionale repraesentationer af en Lie-gruppe
G, kan vi danne tensorproduktet af de to repraesentationer og fa en ny repraesentation
II; ® Iy af G pa vektorrummet V @ W givet ved

I @ Iz (g) (v @ w) = Ii(g)v @ a(g)w .

Denne repraesentation giver nu anledning til en repreesentation 7 : g — End(V @ W):
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Proposition 5.1. Givet to representationer I} : G — Aut(V') og Iy : G — Aut(W)
kan vi danne tensorproduktet I1; @1y : G — Aut(V®W). Den inducerede representation
T ®me 1 g — End(V @ W) har udseendet:

71'1®7T2(X):7T1(X)®idw+idv®W2(X) , Xeg,
hvor w1 og wo er Lie-algebra-repreesentationerne horende til 117 og Ils.
BEvis. For at finde Lie-algebra-repraesentationen, skal vi udregne:
I ® Mo (e') (v @ v2)
t=0

Hl(etx)vl & Hz(etX)vg . (5.1)
t=0

d
st ®7T2(X)(1}1 ®1}2) = %

d

dt

Vi har med andre ord brug for at kunne differentiere et tensorprodukt af to glatte kurver.

Lad u(t) veere en glat kurve 1 V og v(t) en glat kurve i W, sa vil u(t) @ v(t) veere en glat
kurve i V ® W. Lad os regne (udregningerne i det folgende er fuldsteendig identiske med
de tilsvarende udregninger for differentiation af et produkt af to seedvanlige funktioner):

d ult+h)@u(t+h) —u(t) ®v(t)

—u®uv = lim

dt h—0 h
o u(t+h)@v(t+h)—ult—h)@uv(t) ult+h)@v(t)—ult)®ov(t)
- %%( I * h )

v(t+h) —v(t)
)

= lim

am (W Ru(t)+ult+h)®

_du L
ot dt
Ved at benytte dette i (5.1), far vi:

®v(t) + u(t)

d
m@m(X)n@vy = —| (e ) @ Ty(e )], v2
t=0

d
+ Hl(etx)‘t:() U1 & % o (H2€tXUQ)

= m(z)v; @ idy ve + idy v1 ® e (X)ve,
hvilket giver det gnskede. O
Altsa virker m ® mo(X) pad v ® w ved
(m1 @ m)(X) (v @ w) = (m(X)v) ® w + v & (m(X)w) .

Kvantemekanisk er situationen fglgende: Vi har to partikler begge udsat for samme
fysiske betingelser (e.g. et potentialfelt, elektrisk eller magnetisk felt etc.), partikel 1 i
tilstanden v; € V og partikel 2 i tilstanden vy € V. Eftersom de fysiske forhold er ens, er
det rimeligt at antage, at deres tilstande befinder sig i samme tilstandsrum V. Opfattes de
to partikler som ét samlet system, er deres tilstand vektoren v1®vs i rummet VeV = V&2,

Fra forrige afsnit ved vi, at spin og impulsmoment er egenveerdier for operatoren J, =
m(o1), nar II er én af de irreducible repraesentationer af SU(2) neevnt i afsnit 3. Antag
nu, at bade vy og vy er egentilstande for J,. Hvad er impulsmomentet om z-aksen for det
forenede system v; ® va?7 Well, som naevnt ovenfor kan vi danne tensorproduktet IT & II.
Problemet er nu, at selvom II var irreducibel, sa er II @ II det ikke ngdvendigvis. Vi skal
derfor dekomponere II ® II i en direkte sum af irreducible repraesentationer, fgr vi kan
udtale os om det samlede systems impulsmoment. Dette kaldes Clebsch-Gordan-problemet.
For SU(2) er dette heldigvis nemt og lgsningen findes i nedenstaende:
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Saetning 5.2 (Clebsch-Gordan-dekomposition for SU(2)). Lad (I, Vi) og (I, V}) veere
irreducible representationer af SU(2). Representationen Iy @ II; er dekomposabel med

p @Il = Mgy @ Mgy —2 @ -+ @ g0 @ gy
med tilsvarende dekomposition af vektorrummet
Vin @V = Vit @ V2@ - @ Vjgj 42 ® Vigy) -

BEvVIS. Vi viser det ved at betragte den tilsvarende situation i sl(2,C). Veelg basen
{ug, ug—2,...,u_r} for Vi og basen {v,v;_o,...,v_;} for V;. Da vil u,, ® v, udggre en
basis for Vi, ® V}. Vi ser, at

(mi(H) @ idy, + idy,, @m(H))tm @ vp = (1 (H ) tm) @ vn + tpm @ (m(H)vy,)

=(m+n)um vy, .

Altsé er uy, ® v, en egenvektor for J = m,(H) ® idy, +idy, @m(H) i Vi ® V;. Vi kan
derfor splitte Vi ® V; op i en direkte sum af egenrum for J.

De mulige egenveerdier for Jer k+ 1, k+1—2,...,—(k+1)+2,—(k+1). Egenrummet
hgrende til k + [ er én-dimensionalt, eneste mulige basisvektor er ug ® v;. For k41— 2 er
der to muligheder, u; ® v;_o2 0og ug_o @ v;. For k + 1 — 4 er der 3 sddan vil egenrummets
dimension stige med 1, indtil vi nar |k — I|, hvor dimensionen er [ + 1, nemlig u; ® v_y,

Up—2 @ V_i42,...,Uk—; @ v;. Dimensionen er konstant, indtil vi nar —|k — |, og derefter
falder dimensionen med 1 hver gang egenveerdien falder med 2, indtil vi nar —(k+1), hvor
dimensionen igen er 1, udspaendt af u_j ® v_;. O

Da repraesentationen og vektorrummet dekomponerer ens, vil vi i det folgende under-
trykke repraesentationen og blot angive vektorrummet, repraesentationen virker pa.

Antag nu igen, at vi har to partikler, hvis tilstande begge er vektorer i et (uendeligt-
dimensionalt) vektorrum V. Af en eller anden szetning, kan vektorrummet dekomponeres i
invariante underrum (svarende til irreducible summander i den tilsvarende repraesentation

af SO(3))
V=€V
k=0

Tensorproduktet V ® V kan vi nu dekomponere pa folgende méde:

Vev= (é% V2k> ® (é sz) = é (Var @ Vay) . (5.2)

)

Vi kan nu angive en basis B for V@V bestaende af vektorer af formen |2k, m1) @ |21, my),
hvor notationen er som i slutningen af afsnit 3. Denne basis for V ® V kaldes til tider for
den ukoblede basis.

Problemet med denne dekomposition er, som naevnt ovenfor, at Vo ® Vo ikke ngdven-
digvis er irreducibel. Vi benytter derfor Saetning 5.2 til at dekomponere yderligere

[e.9]

VeV = @ (Vo @ Vo) = @ (Vatkrt) ® Vageay—2 @ -+ © Vajmn) - (5:3)
k,1=0 k,1=0
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A Det ngdvendigste om Lie-grupper og Lie-algebraer

I dette appendix nsevnes de vigtigste begreber og saetninger i relation til Lie-grupper,
der har relevans for den gvrige tekst. Seetningerne bevises ikke, da dette vil veere for
omfattende.

Definition A.1. En Lie-gruppe G er en differentiabel mangfoldighed med en gruppe-

struktur, sdledes at afbildningen G x G — G givet ved (g, h) — g~ 'h er differentiabel
6

Eksempler pa Lie-grupper: Gruppen af invertible n x n-matricer GL(n,R) er en Lie-
gruppe. Ligesa er GL(n,C). Hvis V er et n-dimensionalt reelt vektorrum og vi herpéa har
udvalgt en basis, da kan vi naturligt identificere Autr(V') (altsdé meengden af invertible
linezere afbildninger fra V' til V') med GL(n, R), hvorfor ogsa Aut(V') er en Lie-gruppe. Pa
tilsvarende made, hvis V' er kompleks, kan vi identificere Autc (V) = GL(n,C), sa ogsa
Autc(V) er en Lie-gruppe.

Definition A.2. En Lie-algebra g er et endeligdimensionalt vektorrum med en bilinecer
afbildning [-,-] : g x g — @, der er antisymmetrisk og for alle x,y, z € g opfylder Jacobi-
identiteten:

[z, 9], 2] + [[v, 2], ] + [[2,2],y] = 0.

Eksempler pa Lie-algebraer: Rummet af n x n-matricer gl(n,R) med kommutatoren
[A, B] = AB — BA er en Lie-algebra. Tilsvarende er gl(n,C) det. Hvis V er et endeligt-
dimensionalt reelt vektorrum med en basis valgt, sa vil Endg (V) - rummet af linesere
afbildninger fra V' til V' - veere isomorf med gl(n,R), s& ogsa End(V) er en Lie-algebra.
Tilsvarende, hvis V' er kompleks, vil End¢ (V') veere en Lie-algebra.

Til de definitioner hgrer et veeld af begreber. Hvis G og H er to Lie-grupper, og ¢ :
G — H en afbildning mellem dem, s& kaldes ¢ for en Lie-gruppe-homomorfi, hvis ¢ er
en gruppe-homomorfi, der samtidig er differentiabel. Hvis ¢ er invertibel og den inverse
er differentiabel, kaldes ¢ en Lie-gruppe-isomorfi.

Hvis g og b er Lie-algebraer, s& kaldes en lineser afbildning ¢ : g — b for en Lie-
algebra-homomortfi, hvis den for alle z,y € g opfylder ¥ ([z,y]) = [¢(x),¥(y)]. ¢ kaldes
en Lie-algebra-isomorfi, hvis den tillige er invertibel.

Definition A.3. En Lie-undergruppe H af Lie-gruppen G er en undergruppe af G ud-
styret med en differentiabel struktur, der gor H til en (immerseret) delmangfoldighed af
G.

En Lie-delalgebra § af Lie-algebraen g er et underrum af g, der er lukket under Lie-
parentesen [-,-].

Der gaelder fglgende to overraskende saetninger (der begge er sveere at vise!)

Seetning A.4 (Ado’s Seetning). Enhver Lie-algebra sidder som delalgebra af gl(n,R) for
passende n.

Seetning A.5. Enhver (topologisk) afsluttet undergruppe af en Lie-gruppe er automatisk
en Lie-undergruppe.

Seetning A.5 foreerer os straks en raekke nye Lie-grupper. SL(n,R) er undergruppen
af GL(n,R) bestaende af matricer med determinant 1, dvs. SL(n,R) = det {1}, og
da det : GL(n,R) — R er kontinuert, er SL(n,R) afsluttet i GL(n,R) og dermed en
Lie-undergruppe.

Man kan relativt nemt vise, at ogsd O(n) (gruppen af ortogonale matricer) er en afslut-
tet undergruppe af GL(n,R) og dermed selv er en Lie-gruppe, og med samme argument

5Med differentiabel menes i denne sammenhaeng C'*°.
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som for, far vi yderligere, at ogsa SO(n) er en Lie-gruppe. Tilsvarende vil U(n) og SU(n)
veere Lie-grupper.

Til enhver Lie-gruppe, kan vi knytte en Lie-algebra, der faktisk siger overraskende meget
om gruppen. Tilmed er Lie-algebraerne med deres lineaere struktur veesentlig nemmere at
arbejde med end grupperne.

Lad g € G, hvor G er en Lie-gruppe. Venstre-multiplikation L, med g er afbildningen
G 2 h —— Lg(h) = gh. Da produktet i en Lie-gruppe er en differentiabel operation, er
L, differentiabel. Den inverse er Ly-1, der selv er differentiabel, ergo er L, en diffeomorfi.
Dermed vil pushforward (Lg). af et vektorfelt pa G give et nyt vektorfelt pa G (det
kan vi ikke veere sikre pa med mindre afbildningen, hvis pushforward vi betragter, er
en diffeomorfi). Et vektorfelt X siges at veere venstre-invariant, hvis (Lg),X = X. Lie-
parentesen af to venstre-invariante vektorfelter er igen venstre-invariant:

(Lg)*[X7 Y] = [(Lg)*Xv (Lg)*Y] = [X7 Y] )

Et vektorfelt, der vides at veere venstre-invariant, er bestemt alene ud fra sin veerdi i et
enkelt af gruppens punkter, fx i enhedselementet, e. I punktet g vil vektorfeltet da blot
have veerdien (Lg).Xe, hvor X, er veerdien i e.

Rummet af venstre-invariante vektorfelter pa Lie-gruppen G udggr altsa en Lie-algebra
g, Lie-algebraen for gruppen. Som vektorrum betragtet er g isomorf med tangentrummet
i enhedselementet T,.G, og er saledes at betragte som en slags "linearisering” af gruppen.
Specielt geelder, at Lie-algebraen har samme dimension som Lie-gruppen.

Denne definition er ikke seerlig anvendelig til rent faktisk at bestemme Lie-algebraen
for en givet Lie-gruppe, sa efter at have indfgrt eksponentialafbildningen giver vi en langt
steerkere metode til at bestemme Lie-algebraer.

Det fgrste indblik i den neere sammenhaeng mellem Lie-grupper og deres algebraer
kommer nu. Givet to grupper G og H og en Lie-gruppe-homomorfi ¢ : G — H. Denne
afbildning inducerer péa naturlig made en afbildning mellem de tilhgrende Lie-algebraer.
Lad X € g veere et venstre-invariant vektorfelt pa G, og X, veerdien i e. Pushforward
v+ T.G — T.H giver nu en vektor i T H, og dette bestemmer et vestre-invariant
vektorfelt pa H. Denne netop konstruerede inducerede Lie-gruppe-homomorfi g — §
betegnes ogsa .. Der galder

Saetning A.6. Hvis ¢ : G — H er en Lie-gruppe-isomorfi, da er den inducerede afbild-
ning px : @ — h en Lie-algebra-isomorfi.

Altsa isomorfe Lie-grupper har isomorfe Lie-algebraer. Det omvendte - at grupper med
isomorfe Lie-algebraer er isomorfe - geelder dog desveerre ikke altid, men dog i et vigtigt
tilfeelde, se Seetning A.7.

Nu vil vi kort vende os mod fundamentalgrupper og universelle overlejringer. Ved en sti
v 1 et topologisk rum X forstés en kontinuert afbildning v : [0, 1] — X. To stier v; og 72
med samme begyndelsespunkt v1(0) = 72(0) = a og samme endepunkt 71 (1) = v2(1) = b
siges at veere stihomotope, hvis der findes en kontinuert afbildning H : [0,1] x [0,1] — X,
sa H(0,t) = v1(t) og H(1,t) = v2(t) og s& H(s,0) = a og H(s,1) = b. En lgkke er en
sti med samme begyndelses- og endepunkt: y(0) = v(1). To stier kan sammensattes pa
folgende (oplagte) méade;

’71(20 , e [07 %]
w@2t-1) , telsl

1 *ye(t) = {

hvor vi altsa fgrst beveeger os langs v og derefter langs 2. Vi kan ogsa definere den
omvendte sti v~ ved y71(t) = (1 — t), hvor vi beveeger os den modsatte vej gennem
sporet.
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Vi samler nu lgkkerne i sckvivalensklasser, idet vi erkleerer to lgkker at veere sekvivalen-
te, hvis de er stihomotope (stihomotopi er oplagt en aekvivalensrelation). Klassedannelsen
respekterer sammenseetning: [y1 *y2] = [71] * [y2] samt inversdannelse. Med * som kompo-
sition, bliver maengden af aekvivalensklasser af lgkker i punktet a til en gruppe, 71 (X, a),
kaldet fundamentalgruppen eller den fgrste homotopigruppe for X i a, hvor neutralele-
mentet er sekvivalensklassen indeholdende den konstante lgkke [0, 1] — a.

Lad os herefter betragte kurvekomponenterne af det topologiske rum X, og antag, at
a og b ligger i samme kurvekomponent. Altsa findes der en kontinuert kurve « fra a til b.
Givet en lpkke ~ baseret i b, vil a % v * ! veere en lgkke baseret i a. Denne afbildning
giver en gruppeisomorfi 7 (a, X) = (b, X), saledes at alle fundamentalgrupperne i en
kurvekomponent er isomorfe. Hvis specielt X er kurvesammenhangende, giver det me-
ning at tale om fundamentalgruppen for X, da fundamentalgrupperne i alle punkter er
isomorfe. Fundamentalgruppen er en topologisk invariant, thi om to kurvesammenheaen-
gende topologiske rum X og Y geelder, at de har de isomorfe fundamentalgrupper, hvis de
er homeomorfe (men ikke ngdvendigvis omvendt). Et kurvesammenhzengende rum med
triviel fundamentalgruppe kaldes enkeltsammenhengende. For enkeltsammenhaengende
Lie-grupper, er ligheden mellem gruppen og dens algebra meget slaende:

Saetning A.7. Lad G og H veere Lie-grupper, G enkeltsammenhengende, og g og b de
tilhorende Lie-algebraer. Til enhver Lie-algebra-homomorfi ¢ : @ — § hgrer en Lie-
gruppe-homomorfi 1, med V¥, = @, der altsd har ¢ som induceret afbildning. Hvis bide G
og H er enkeltsammenhengende og @ er en isomorfi, er 1 ogsa en isomorfi.

Lad nu p : E — B veere en kontinuert surjektiv afbildning. En aben delmaengde
U C B siges at vaere jeevnt overlejret ved p, hvis p~1(U) er en forening Uicr Vi af disjunk-
te maengder V;, séledes at ply;, : V; — U er en homeomorfi. Parret (E,p) siges at veere
en overlejring af B, hvis ethvert punkt i B har en omegn, der er jeevnt overlejret ved p.
FE kaldes overlejringsrummet og B kaldes basen eller basis-rummet. Hvis overlejringsrum-
met er enkeltsammenhaengende, kaldes overlejringen universel. Skulle en sddan universel
overlejring findes, s& er den unik, i den forstand, at hvis F og I’ begge er universelle over-
lejringsrum for B, s& er de homeomorfe. Hvis endvidere det universelle overlejringsrum
kan udstyres med en gruppe-struktur, der ggr det til en Lie-gruppe, kaldes det for den
universelle overlejringsgruppe.

Ikke alle topologiske rum har en universel overlejring, men visse Lie-grupper er paene
nok 7 til at have én:

Seetning A.8. Enhver sammenhengende Lie-gruppe har en universel overlejringsgruppe.

For Lie-grupper er der fglgende nydelige sammenhaenge mellem fundamentalgruppen
og universelle overlejringer

Saetning A.9. Lad G vere en sammenhengende Lie-gruppe, og p : E — G den univer-
selle overlejringshomomorfi. Der gelder da:

m1(G) Z kerp .

For generelle topologiske rum geelder kun, at fundamentalgruppen har sammen kardi-
nalitet som enhver fiber af den universelle overlejring, men for Lie-grupper har vi altsa et
steerkere resultat.

"For generelle topologiske rum geelder, at det har en universel overlejring, hvis det er kurvesammen-
haengende, lokalt kurvesammenhaengende og ethvert punkt har en enkeltsammenhaengende omegn.



