Supplerende noter til
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1 Komplekse strukturer

Definition 1.1. Et symplektisk vektorrum (V,w) er et reelt vektorrum V udstyret med
en ikke-degenereret 2-form w.

Man kan vise, at et symplektisk vektorrum altid har lige dimension, og at der findes en
basis (A1, B1,. .., Ay, By) for V med tilhgrende dualbasis (a!, 8,...,a", g"), sa

n
w = Zai A B
=1

Lemma 1.2. Lad V wvere 2n-dimensional vektorrum og w € A*2(V*). Da er w ikke-
degenereret, hvis og kun hvis W™ =w A -+ Aw # 0.

BEvis. Antag forst, at w er ikke-degenereret. Som naevnt, kan vi finde en basis (A1, By,
.oy Ap, By) med dualbasis (at,81,...,a",8"), sd w = > &' A 8. Det er nu nemt at
se, at vi pga. antisymmetri af wedge-produktet far

Wr=cal ABEA AT ALY,

hvor ¢ er —1 i en eller anden potens; hvilken er underordnet, det afggrende er, at ¢ # 0.
Vi ser nu, at
w'(Ay,B1,..., Ay, By) =cdet Iy, = c#0.

Ergo w™ # 0.

Den anden vej viser vi ved kontraposition, sa vi antager w degenereret, og viser w = 0.
Der findes saledes et 0 # e; € V, sd w(e1,v) = 0 for alle v € V', dvs. covektoren i.,w = 0.
Vi ser nu

fe; (WA W) = (leyw) ANw + w A (igyw) =0,

og pr. induktion, at ie,w™ = 0. Udvid nu {e;} til en basis for V, {e1 ..., e}, da vil
w'(ey...,ea) = (ig,w")(e2,...,e9,) = 0.
Heraf fglger umiddelbart, at w™ = 0. O

En lineser afbildning F' : (V,w) — (W, n) mellem symplektiske vektorrum kaldes en
symplektomorfi, hvis n(Fv, Fw) = w(v,w) for alle v,w € V. Mangden af symplektiske
endomorfier over et symplektisk vektorrum (V,w) betegnes Sp(V,w)
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Proposition 1.3. Lad (V,w) vere et 2n-dimensionalt symplektisk vektorrum. For alle
F € Sp(V,w) geelder, at det FF = 1.

BEevis. En symplektisk form lader pr. definition w invariant. Vi vil fgrst vise at F' ogsa
lader w™ (som vi lige har vist var forskellig fra 0) invariant, dvs.

W' Fvy, ..., Fog,) =w"(v1,...,02,),

Veelg en basis, sé w = > 1", a'ABLSavilw® =al Ao Aa™ ABYA - A BT Der geelder
altid

W' (Fvy,...,Foy,) = (@' Ao A B")(Fug, ..., Fug,)
= (det F)(a* A--- A B (v1,...,v9,) = (det F)w"(vy,...,v2,)

s& hvis desuden w"(Fvy,. .., Fvg,) = w™(v1,...,v,), ser vi, at det F' = 1.

Lad nu F € Sp(V). Vi vil vise at F' lader w A w invariant. Herefter fglger det gene-
relle resultat af induktion. Vi bruger simpelthen definitionen af w som det alternerende
tensorprodukt:

(wAw)(Fuvy, Fvg, Fus, Fug) = Z sign(o)(w ® w)(F’Ug(l), FUU(Q), FUJ(3), F’UU(4))
o€Sy

=) sign(0)w(Fu,(1), Frg@)w(Frgs), Fuy))
ocESy

= Z sign(0)w(Vo(1), Vo(2)) W (Vo (3) Vo (4))

0ESy

= Z sign(0)(w @ w)(Va(1)s Vo(2), Vo (3)s Vo(4))
oESy

= (w A w)(v1,v2,v3,v4)

Ergo lader F' w A w invariant, og pr. induktion ogsa w". O

Definition 1.4. Lad V wvere et reelt n-dimensionalt vektorrum. J € Aut(V) kaldes en
kompleks struktur pd V, sifremt J*> = —idy .

Hvis (V,w) er et symplektisk vektorrum, siges J at vere kompatibel med w, hvis J €
Sp(V), dvs. hvis w(Jv, Jw) = w(v,w).

Vi kan opfatte (V, J) som et komplekst vektorrum, idet vi definerer skalarmultiplikation
CxV —V ved (a+ib)v = av + bJw.

Lad os herefter betragte kompleksifikationen V. .=V Qr C =2 V $ iV af V, hvor vi
opfatter et element (v,iw) € V. som summen v + iw. Laeg maerke til at V. har kompleks
dimension n, og dermed reel dimension 2n. Hvis V' er udstyret med en kompleks struktur
kan vi udvide denne til ogsa at omfatte V., simpelthen ved at seette

J(v+iw) = Jv + iJw,
og ogsa pa V. geelder J? = —idy:
T2 (v +iw) = J2v +iJ?w = —v —iw = —(v + iw).
Antag nu, at A € C er en egenveerdi for J, og v € V. en egenvektor herfor
—v = J% =\,

dvs. A2 = —1, 84 A = 4. Lad V' := ker(I + iJ) og V. := ker(I — iJ) betegne egen-
rummene for hhv. ¢ og —i. At bade ¢ og —i begge er egenveerdier, er en konsekvens af
fglgende:
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Proposition 1.5. Der gelder
1) VE =im(I FiJ),

) Vo=V oV,

3) dimg V& = n.

Bevis. For at vise 1) skal vi vise ker(I +iJ) = im(I — i.J). Forst ser vi
(I+id)I —iJ)=1I*+i] —iJ —i*J* =0,
hvilket giver im(I — ¢J) C ker(I +4.J). Omvendt, hvis v € ker(I +4.J), sa vil
(1= i) (bv) = (I = i) (bo) + (I + i) (3v) = v,

dvs. v € im(I — iJ). Dermed ker(I + i¢J) = im(I — iJ).
For 2) ser vi
v=(I+iJ)(5v)+ (I —iJ)(5v)

og kan derfor skrive v som sum af elementer fra im(I +4.J) =V, og im(I —iJ) = V..

For at vise 3) bemerker vi forst, at V" NV~ = {0}, thi hvis v € V;* N V", s& vil
v=1Jv ogv=—iJv,dvs. v = —v, s& v = 0. Lad nu v = v1 + ive € V.. Vi definerer den
konjugerede T af v til at veere U = vy — ivo. Afbildningen er tydeligvis lineser og injektiv.
Lad os nu restringere den til V. Vi ser for v = vy +ivg € V1, at

Ju = J(v1 — i’Ug)J’Ul — iJuy =Juv=1iv= —1,

s& v € V. Da konjugering ogs& som afbildning V;t — V.= er injektiv, fglger, at
dimg V;© < dimg V. Tilsvarende ses, at konjugering afbilder V" injektivt pa V., hvor-
for dimg V- < dimg V.. Ergo har V" og V.~ samme dimension. Men da der ydermere
geelder V,F & V7 =V, og V,F NV, = {0}, folger, at dimg V= = } dimg V, = n. O

Lad nu (V,w, J) veere et symplektisk vektorrum med en w-kompatibel kompleks struktur
J, og definer en bilineser afbildning g : V x V — R ved

g(v,w) = w(v, Jw). (1.1)
Den er klart bilineser, og den er symmetrisk, idet
g(v,w) = wlv, Jw) = w(Jv, J*w) = —w(Jv,w) = w(w, Jv) = g(w,v).

Definition 1.6. Lad (V,w,J) veere et symplektisk vektorrum med en w-kompatibel kom-
pleks struktur. En bilineer afbildning defineret som i (1.1) kaldes en pseudo-hermittisk
metrik pa V. Sdfremt der for alle 0 #v € V geelder g(v,v) > 0, kaldes g en hermittisk
metrik pd V. En tripel (V,w,J), hvor den tilhorende metrik g er hermittisk, kaldes et
Kahler-vektorrum.

Eksempel 1.7. Lad os tage det simplest mulige eksempel: R?® udstyret med det saedvan-
lige euklidiske indre produkt (-,-), og med den symplektiske form w givet ved w(v,w) =
vtJ,w, hvor J,, er 2n x 2n-matricen

0o I,
%_<h0)

Pastanden er, at J = —J, er en w-kompatibel kompleks struktur. Simpel matrixregning
afslgrer, at J2 = —Io,, sd ogsa (—J,)? = —Iay, s J er en kompleks struktur. For at vise,
at J er w-kompatibel, bemeerk forst, at J* = —J = J,,, og derfor:

w(Jv, Jw) = (Jv) T, (Jw) = o' T T, Jw = o' J,w = w(v, w).
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Ergo er J altsa w-kompatibel. Da desuden
w(v, Jv) = v J,(Jv) = vl

er det seedvanlige indre produkt pa R?", vil w(v, Jv) > 0 for v # 0, sa (R*",w,J) er et
Kahler-vektorrum.

v =(a1,...,an,b1,...,b,) i R?" kan vi identificere med (ay + ib1,...,a, + ib,) i C".
Vi ser, at
Ju=(=by,...,=bp,a1,...,a,),
som vi straks identificerer med (iay — by, ..., ia, —by) = i(a; +iby,...,ay, +1ib,). Dvs. J

virker som multiplikation med den imaginegere enhed 1.

Givet et symplektisk vektorrum (V,w), kan vi da altid finde en kompleks struktur, der
gor V til et Kéhler-vektorrum?

Proposition 1.8. Lad (V,w) vere et symplektisk vektorrum. Der findes da en kompleks
struktur J, kompatibel med w, sd w(v, Jv) > 0 for v # 0, dvs. sa (V,w,J) er et Kdihler-
vektorrum.

Bevis. Lad v veere et seedvanligt reelt indre produkt pa V og definer en lineger afbildning
AV —V ved
v(Av,w) = w(v,w)

(angivelsen af Av’s indre produkt med alle w € V specificerer entydigt Av). Vi ser, at
Y(Av,w) = w(v,w) = —w(w,v) = —y(Aw,v) = —y(v, Aw),
0og
(A2, w) = —(Av, Aw) = (v, 4,
sa A? er selvadjungeret, mht. 7. Specielt er A2 altsa diagonaliserbar. Alle A?’s egenveerdier
ma veere negative, thi hvis v # 0, sa vil

v(A%v,v) = —y(Av, Av) < 0

(thi 7 er jo positiv definit). Men hvis v er egenvektor for A%, vil v(A%v,v) = \y(v,v).
Da dette er negativt, ma A < 0. Lad —)\%,...,—)\%n betegne A%’s egenvaerdier, hvor
A;’erne er reelle tal, og lad D = (eq,...,ea,) vaere en basis, der diagonaliserer A2. Lad
nu B : V. — V veere afbildningen, der i basen D har matricen Diag(Ai, ..., Aa,). Der
geelder da, at B2 = —A?. Da alle egenvaerdierne \; # 0 er B invertibel, sa seet J := AB™L.
Pastanden er, at dette er den sggte w-kompatible komplekse struktur pa V.

Bemzerk forst, at der gaelder AB™! = B~ A, sa vi har

J?=(AB™YHY(B'A) = A(B>) 1A= A4 1A= -1,
sa J er en kompleks struktur pa V. At J er w-kompatibel, ses af, at
w(Jv, Jw) = ~v(AJv, Jw) = y(A2B~ v, AB" w) = —v(AB™ !, A2B~1w)
= w(B~ ', Bw) = y(AB™'v, Bw) = v(BAB v, w)
= v(BB™ ' Av,w) = y(Av,w) = w(v, w).

I tredje lighedstegn har vi benyttet, at A er sksev-adjungeret, i fjerde lighedstegn, at
A? = —B? og i sjette, at B er selvadjungeret.
Vi mangler nu blot at vise, at den associerede metrik er hermittisk. Seet g(v,w) =
w(v, Jw):
g(v,v) = w(v, Jw) = y(Av, Jw) = —y(v, AJw) = —y(v, A2B™ w)
= 7(v, Bw),

og v(v, Bw) > 0, da alle B’s egenveerdier er positive. O
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Vi vil nu ved hjelp af ovenstaende bevise et ikke-trivielt resultat om relationen mellem
uniteere, ortogonale og symplektiske grupper.

Lad (V, J) veere et vektorrum med kompleks struktur. Som naevnt kan vi opfatte V' som
et komplekst vektorrum, og det giver derfor mening at tale om hermittiske indre produkter
pa V, dvs. symmetriske, positivt definitte sesquilinesere afbildninger H : V x V — C.

Lemma 1.9. Lad (V,w,J) veere et Kahler-vektorrum og g den tilhgrende metrik. Da er
H := g+ iw et hermittisk indre produkt pd V.

BEvis. H er konjugeret symmetrisk

H(v,w) = w(v, Jw) + iw(v,w) = —w(Jw,v) —iw(w,v) = —w(J*w, Jv) — iw(w, v)

= w(w, Jv) — iw(w,v) = H(w,v).
Den er C-linezer i anden variabel: Det er klart, at den er reelt lineser i anden variabel, sé
H(v,(a+ib)w) = H(v,aw + bJw) = aH (v, w) + bH (v, Jw).
Lad os se pa H (v, Jw)
H(v, Jw) = w(v, J*w) + iw(v, Jw) = iw(v, Jw) — w(v,w) = iH (v, w).

Dermed har vi H(v, (a + ib)w) = aH (v,w) + ibH (v,w) = (a + ib)H (v,w), s& H er C-
lineger i anden variabel. Dette, og det at H er konjugeret symmetrisk, giver sa, at H er
konjugeret linezer i forste variabel.

Den er positiv definit, thi antag v # 0:

H(v,v) = w(v, Jv) —iw(v,v) = w(v, Jv) # 0. O

Eksempel 1.10. Lad som i det tidligere eksempel R?” veere udstyret med den komplekse
struktur —J,, der var kompatibel med den naturlige symplektiske form w 22 J,,. Vi vil
vise, at H(v,w) = w(v, Jw) + iw(v,w) blot er det seedvanlige komplekse indre produkt
(-,) pa C". Forst identificerer viv = (a1,...,an,b1,...,bp) 0gw = (c1,...,¢cp,d1, ..., dy)
i R?™ med (ay +iby, ..., a, +iby,) og (c1 +idy, ..., cn +idy) i C*. Vi ser da

<U, 'LU> = Z(aj + ibj)(cj — idj) = Z a;c; — ZZ (dej +1 Z bjCj + Z bjdj.
7j=1 7=1 7j=1 7j=1 7=1

Pa den anden side ser vi, at
n n
w(v, Jw) = v I (=Jp)w = v'w = Z a;cj + Z, b;d;
j=1 j=1

og at

iw(v,w) = v (—Jy)w = —i Z a;d; +1i Z bjc;.
j=1 j=1

Vi ser sdledes, at (v, w) = w(v, Jw) + iw(v, w).

Definition 1.11. Lad (V,g) veere et reelt vektorrum med reelt indre produkt g. Ved den
ortogonale gruppe O(V,g) forstis mengden af lineere afbildninger ® : V. — V, sa
g(Pv, dw) = g(v,w). Tilsvarende, hvis (V,J,H) er et komplekst vektorrum med et her-
mittisk indre produkt H, defineres den uniteere gruppe U(V, H) til at vere de kompleks-
lineere afbildninger ® : V. — V| sa H(Pv, Pw) = H (v, w).
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Proposition 1.12. Lad (V,w,J) vere et Kihler-vektorrum og g den tilhgrende hermit-
tiske metrik. Set H := g + iw. Da gelder

U(V,H) = O(V,g) N Sp(V,w).

BEvViS. Da V er et Kéhler-vektorrum, er H et hermittisk indre produkt, jvf. ovenstaende
lemma. g er H’s realdel og w dens imaginzerdel (bortset fra et fortegn). Hvis nu ® €
U(V,H), da vil H(®v,Pw) = H(v,w). Dette geelder hvis og kun hvis der geelder en
tilsvarende relation for real- og imaginaerdelene, dvs. det galder hvis og kun hvis

g(Pv, dw) = g(v,w) og w(Pv, Pw) = w(v,w).
Heraf udleder vi, at ® € U(V, H) hvis og kun hvis ® € O(V, g) N Sp(V,w). O
Korollar 1.13. Der gelder U(n) = Sp,,(R) N O(2n).

BEVIS. Vi har fra et tidligere eksempel udstyret R?" med symplektisk form w og kompleks
struktur sa det blev til et Kahler-vektorrum. Ydermere gjaldt der, at H := g+ iw, hvor g
er den tilhgrende metrik, faktisk er det ssedvanlige hermittiske indre produkt pa C". Vi
har nu, at U(R?",J, H) = U(n), at Sp(R?",w) = Sp,(R) og O(R?", g) = O(2n). Denne
observation sammen med Proposition 1.12 giver resultatet. O

2 Symplektiske mangfoldigheder

En 2-form w pa en mangfoldighed siges at veere ikke-degenereret, hvis for alle p € M
wp : TyM x T,M — R er ikke degenereret.

Definition 2.1. En symplektisk mangfoldighed (M, w) er en differentiabel mangfoldighed
M wudstyret med en lukket, ikke-degenereret 2-form w.

En diffeomorfi F : (M,w) — (M', ") mellem symplektiske mangfoldigheder kaldes en
symplektomorfi, hvis F*w' = w, og hvis en sidan symplektomorfi findes, siges mangfol-
dighederne at veere symplektomorfe.

Da saledes (T, M, wy) er et symplektisk vektorrum, er dimensionen 2n, dvs. symplektiske
mangfoldigheder har altid lige dimension.

Da wy, er ikke degenereret, folger at wy # 0, og dermed, at w™ # 0. Vi har altsa
en orienteringsform pa M, dvs. enhver symplektisk mangfoldighed er orienterbar. Deraf
fglger umiddelbart, at fx Mobius-bandet, der ellers er en 2-dimensional mangfoldighed,
umuligt kan udstyres med en symplektisk struktur.

Definition 2.2. Lad M vere en reel 2n-dimensional mangfoldighed. En naesten-kompleks
struktur pa M er en bundtisomorfi J : TM — TM, der opfylder, at J, : TyM — T,M
er en kompleks struktur pa T,M, dvs. Jg = —idg,p - En mangfoldighed med en neesten-
kompleks struktur, kaldes en naesten-kompleks mangfoldighed

Hvis (M,w) er en symplektisk mangfoldighed, siges en naesten-kompleks struktur pa M
at veere w-kompatibel, hvis der for alle p € M geelder

wp(JpXp, JpYp) = w(Xp, Yp).
for X3, Y, € T,M.

Hvis (M, J) er en naesten-kompleks mangfoldighed, og w en ikke-degenereret 2-form pa
M, saledes at J er w-kompatibel, og som for 0 # X, € T, M opfylder wy,(X,, J,X,) > 0
giver anledning til en Riemannsk metrik. Dette verificeres nemt ved hjelp af resultaterne
fra afsnit 1. J vil veere kompatibel med g, dvs. g(JX,JY) = g(X,Y). Omvendt givet
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en Riemannsk metrik g, s J er g-kompatibel, vil w(X,Y) = g(JX,Y) veere en ikke-
degenereret 2-form, sa J er w-kompatibel, og wy(X,, JpX,) > 0 for X, # 0. I begge de to
tilfeelde (der jo altsé er sekvivalente) kaldes (w, J, g) for en kompatibel tripel.

Lad (M, J) veere en naesten-kompleks mangfoldighed. Vi definerer Nijenhuis-tensoren
Nj: T(M)x T (M) — T (M) ved folgende

NJ(X,Y)=[JX,JY] - JJX,Y] - JIX,JY] - [X,Y].

For at vise, at det virkelig er et (2,1)-tensorfelt, skal vi vise, at den er C'°°(M)-bilinezer:
at den er additiv er nemt nok. Lad f € C°°(M)

Ny(fX,Y) =[f(JX),JY] = J[f(JX),Y] = J[fx, JY] = [fX,Y]
= fJX,JY]| = (JX)IY — fI[JX, Y]+ (JXf)JY
— fI[X,JY]+ (X)J?Y — fIX, Y]+ (Xf)Y
= f([JX,JY] = J[JX,Y] - J[X,JY] - [X,Y]) = fN;(X,Y).

Det samme for Y-variablen.

Definition 2.3. En nesten-kompleks struktur J pdi M kaldesintegrabel, eller en kom-
pleks struktur pa M, sifremt Ny = 0. Mangfoldigheden M kaldes da en kompleks mang-
foldighed.

Der er imidlertid ogsé en anden, og méaske mere velkendt, definition af komplekse mang-
foldigheder, nemlig en reel 2n-dimensional mangfoldighed M, saledes, at der findes et
maksimalt atlas af kort (U, ¢), hvor ¢ er en homeomorfi af U pa en aben delmeengde af
C™, saledes at transitionsfunktionerne ¢’ 090_1|(U0U') er holomorfe. Man kan vise, at de to
definitioner er akvivalente, i den forstand at hvis (M, J) er en kompleks mangfoldighed
4 la Definition 2.3, da findes kompleks-holomorfe kort pa C”, og hvis M er en kompleks
mangfoldighed som lige beskrevet, da findes en kanonisk nsesten-kompleks struktur J,
hvis Nijenhuis-tensor er 0.

Definition 2.4. En Kéhler-mangfoldighed er en kompleks mangfoldighed (M, J), med
en kompatibel tripel (w,J,g), sdiledes at dw = 0. Metrikken g kaldes en K&hler-metrik.

En definition fuldsteendig sekvivalent hermed er, at en K&hler-mangfoldighed er en
symplektisk mangfoldighed (M,w) med en w-kompatibel kompleks struktur J, saledes,
at wp(Xp, JpXp) > 0 for alle 0 # X, € T,M. En Kéhler-mangfoldighed er saledes bade
en symplektisk mangfoldighed og en Riemannsk mangfoldighed.

Definition 2.5. En Calabi-Yau mangfoldighed er en kompakt Kdihler-mangfoldighed, hvis
forste Chern-klasse er 0.

Calabi-Yau mangfoldigheder er vigtige i strengteori, hvor rumtiden modelleres med
mangfoldigheden R* x C, hvor R* er udstyret med Lorentz-metrikken og C er en Calabi-
Yau mangfoldighed af stgrrelsesorden Planck-leengden, dvs.

max L(p, q) = Planck-leengden,
p,geC

hvor L er leengde-funktionen, som er infimum over leengden af alle stykkevis glatte kurver
fra p til q.

3 Hamiltonske systemer

Folgende seetning er én af de mest centrale i hele teorien for symplektiske mangfoldigheder:
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Saetning 3.1 (Darboux). Lad (M,w) vere en symplektisk 2n-dimensional mangfoldighed.
Om ethvert punkt i M kan vi finde et kort (U,x',... 2" y', ..., y"), i hvilket w har
udseendet:

w= Z dz' A dy'. (3.1)
i=1
Sadanne koordinater kaldes Darboux-koordinater.

For et bevis se |[LEE| Seetning 18.19.

En anden formulering af Darboux’ seetning er, at symplektiske mangfoldigheder altid
er lokalt symplektomorfe. Det er helt anderledes i forhold til Riemannsk geometri, hvor
vi i krumningen har en ikke-triviel lokal invariant.

Hvad symplektisk geometri imidlertid har tilfeclles med Riemannsk geometri er mulig-
heden for at ’haeve og senke indices’ altsa at identificere vektorfelter og covektorfelter/1-
former. Forst ser vi, at w(X) for X € .7 (M) giver anledning til en afbildning 7 (M) —
C*(M), altsa til et (groft) covektorfelt, ved

w(X)(Y)p = wp(Xp, Yp).

At den resulterende funktion virkelig er glat, folger af, at w, X og Y alle er glatte. w(X)
er R-lineser, idet w er bilineser. Men af [LEE| Problem 6-8 fplger da, at w(X) er et glat
covektorfelt. Vi har mao. en afbildning w : 7 (M) — 7*(M). Denne kommer fra en glat
bundtafbildning w : TM — T*M. Denne er bijektiv, thi da w, er ikke-degenereret, er wy,
bijektiv. Ergo findes @~! : T*M — TM og denne er automatisk en glat bundtafbildning
(jvf. [LEE] Problem 5-9), si det giver den inverse afbildning o~ ! : 7*(M) — 7 (M).
Takket veere w har vi altsa en bijektiv forbindelse mellem glatte vektorfelter og glatte
covektorfelter. Vi vil ofte skrive X° for covektorfeltet @(X) og n¥ for vektorfeltet & (7).

Denne bijektive forbindelse udnytter vi til at definere en symplektisk analog til gradi-
enten:

Definition 3.2. Lad f € C°°(M). Ved f’s hamiltonske vektorfelt X forstds vektorfeltet
Xy =071 df) = (df)*"

Det er umiddelbart af definitionen, at X er det entydige vektorfelt pa M, der opfylder
ix,w=df.

Proposition 3.3. I Darboux-koordinater (z*,...,x™ y',... y") har Xy udseendet

“0f & Of O
Xf:Z(@yi ori  Ox 8yi)'

i=1

BEVIS. Sat Xj =37 (A5 + B'.2). Af [LEE| formel (13.3) fas, at

n

i(X p)w = Z(Aidyi . Bl’dﬂ).
=1

Da vi pr. definition af Xy har i(Xy)w = df, og
" 9f . Of . .
df = E ~dx* ~dy"
f £ (8.%1 T +8y’ y):

ser vi ved at sammenligne, at A’ = g;fi og B! = —(,%-. O
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Lad v veere en integralkurve for et hamiltonsk vektorfelt X, da er f konstant langs ~,
thi

Xy f =df(Xy) = (ix,w)(Xy) = w(Xy, Xp) =0
saledes, at

(fon)'(t) =7 ) f = Xsly) = 0.

Definition 3.4. En tripel (M,w,H) af en symplektisk mangfoldighed med en udvalgt
funktion H € C*°(M) kaldes et hamiltonsk system.

Hvis V er et vektorfelt med komponenter V1,... V" i et givet koordinatsystem, og
er en integralkurve for V', da opfylder 4’s komponenter

(")) = VD), 0" ().

Hvis altsa specielt (M,w, H) er et hamiltonsk system, (¢, ...,q", p',...,p") er Darboux-
koordinater for M og () = (¢*(t), p’(t)) en integralkurve for Xy, si vil 7’s komponenter
opfylde Hamilton-ligningerne:

OH
opt

50 =~ 50 0.5 0).

q'(t) = (d'(t),p'(1))

Dette folger umiddelbart af udtrykket for Xz i Darboux-koordinater.

Hamiltonligningerne stammer fra fysik, hvor situationen er fglgende: Vi har givet et
konfigurationsrum @, dvs. en glat mangfoldighed, der pa én eller anden méade udtryk-
ker naturen af det fysiske system i betragtning. Hvis det er en fri partikel vil () veere
en aben delmsengde af R3, hvis ikke hele R3. Hvis det er to frie partikler vil @Q veere
(en aben delmzengde af) RS mens hvis det er en lille perle, der bevaeger sig pa en cir-
kelformet skinne, vil @ veere cirklen S'. Der er nu to mader, vi kan angive bevaegelsen
af partiklen i et givet punkt p € @Q, enten dens hastighed eller dens impuls. Det forste
svarer til en vektor i T'Q) mens impulsen svarer til et element i T*Q). Nu viser det sig, at
T*Q (der jo har lige dimension!) har en naturlig symplektisk form w (ogsé kaldet Liouville-
formen), sa for at saette klassisk mekanik ind i rammen af symplektisk geometri, veelger
vi altsa at specificere et system ved at angive dens position ¢ € () og impuls p € T*Q. Vi
bruger altsad den symplektiske mangfoldighed (T#Q,w) som mo-del for hamiltonsk me-
kanik. Darboux-koordinater pa denne symplektiske mangfoldighed kaldes ogsa kanoniske
koordinater, i hvert fald i Goldstein, og en kanonisk transformation er en symplektomorfi
F:(T"Q,w) — (T*Q,w).

Som udvalgt funktion H veelger vi energien udtrykt ved position og impuls (sa det
bliver en funktion pa 7%@Q), ergo har vi det hamiltonske system (7*Q,w, H). Man kan
nu vise, at integralkurverne for Xy preecis tilsvarer tidsudviklinger af systemet, mao. at
Hamiltons ligninger er ekvivalente med Newtons love. Som tidligere naevnt vil H veere
konstant langs disse integralkurver. Det udtrykker preecis bevarelse af energien.

Definition 3.5. Et vektorfelt X pa M kaldes symplektisk, hvis Lxw = 0, altsd hvis og
kun hvis den Lie-afledede af w langs X er 0. Et vektorfelt X kaldes (globalt) hamiltonsk,
hvis der findes f € C*°(M), sa X = Xy, og mengden af hamiltonske vektorfelter betegnes
Ham(M). Et vektorfelt kaldes lokalt hamiltonsk, hvis der om hvert punkt findes en omegn,
hvorpa X er hamiltonsk, og mengden af sidanne betegnes HamO(M).
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Et hamiltonsk vektorfelt er klart lokalt hamiltonsk, den omvendte vej kraever noget
ekstra:

Proposition 3.6. Et vektorfelt er symplektisk, hvis og kun hvis det er lokalt hamiltonsk.
Et lokalt hamiltonsk vektorfelt er globalt hamiltonsk, hvis og kun hvis Hj,(M) = {0}.

For et bevis se [LEE| Proposition 18.23. Lad X,Y € Ham’(M), dvs. Zxw = % w =0
af ovenstaende proposition. Da vil

Lixyw = Lx(Lrw) — Ly (Lxw) =0,
sa [X,Y] er lokalt hamiltonsk. Dermed er Ham®(M) en Lie-delalgebra af .7 (M).

Proposition 3.7. Lad (M,w) vere en sammenhengende symplektisk mangfoldighed,
i : R — C°°(M) vere afbildningen, der sender en tal ¢ i den tilsvarende konstante
afbildning, og j : C°°(M) — Ham(M) veere afbildningen f — Xy. Da er nedenstiende
korte folge eksakt:

0 —= R —> C%(M) —2> Ham(M) — 0.

BEevis. Det er klart, at i er injektiv, og at j er surjektiv (at j er surjektiv, er preecis
definitionen af et hamiltonsk vektorfelt!). Vi skal blot vise, at imi = kerj. Antag at
[ € kerj, dvs. Xy = @ '(df) = 0. Det er ensbetydende med df = 0, der, da M er
sammenhaengende, er ensbetydende med, at f er konstant. Dvs. f € kerj hvis og kun
hvis f € im . 0

4 Poisson-parenteser

Vi vil nu udstyre C°° (M) med en bilineger afbildning, der ggr C°°(M) til en Lie-algebra.

Definition 4.1. Ved Poisson-parentesen {f, g} af f,g € C°(M) forstis C*°-funktionen
{f,9} =Xgf = —Xyg.

En anden méde at definere det pa er folgende: {f, g} = ix,ix,w, thi X er pr. definition
det entydige vektorfelt, der opfylder ix,w = df, sa

ix,ix,w =df(Xy) = Xyf.
Proposition 4.2. Poisson-parentesen besidder folgende elementere egenskaber:
1. R-bilinearitet: {af +bg,h} = a{f,h} +b{g,h} og {f,ag + bh} = a{f, g} + b{f, h}.
Antisymmetri: {f, g} = —{g, f}.

Jacobi-identitet: {{f,g},h} +{{g,h}, f} +{{h, f}, g}
X{f,g} = —[Xf,Xg].

SN

Afbildningen g — { fo, g} for fast fo er en derivation af C*°(M), dvs. en linecer
afbildning, der opfylder

{fo, gh} = g{fo, b} + h{fo, 9}

BEvis. 1) og 2) folger direkte af, at {f, g} = w(Xy, Xy). For et bevis for 3) og 4) se |LEE|
Proposition 18.25.
Lad os vise 5). Det fglger af, at Xy, er en derivation:

{fo,gh} = =Xy, (gh) = —gXjh — hXyy9 = g{fo, h} + h{fo, g} O
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1)-3) i ovenstaende siger preecis, at C° med Poisson-parentesen er en Lie-algebra.

Proposition 4.3. I Darbous-koordinater (x',...,x" y', ..., y") har vi folgende udtryk
for Poisson-parentesen:

_\~(9f 09 Of 09
gt = ;(axi oyl Ay 527): 1)

BEvis. Dette folger direkte af Proposition 3.3 og af definitionen {f, g} = X, f. O

Definition 4.4. Lad (M,w, H) vere et hamiltonsk system. Et f € C®°(M) kaldes en
bevaret storrelse, (i fysik ogsd et forste-integral eller en beveegelseskonstant) hvis f er
konstant langs X g ’s integralkurver. Et vektorfelt V kaldes en infinitesimal symmetri, hvis
det er symplektisk og VH = 0.

At f er konstant langs Xp’s integralkurver, er ensbetydende med Zx,, f = 0. Men da
Lx,f=Xuf={f H} har vi, at f € C°°(M) er bevaret, hvis og kun hvis {f, H} = 0.
Vi kan altsd bruge Poisson-parentesen til at detektere bevarede stgrrelser. Da vi har
{H,H} =0, ser vi, at H er en bevaret storrelse som tidligere bemaerket. Hvis desuden f
og g er to bevarede stgrrelser, sa siger Jacobi-identiteten, at

{{fag}vH} = _{{va}vg}_{{g7H}vf} =0

sa {f,g} er igen en bevaret storrelse.

Seetning 4.5 (Noether). Huvis f er en bevaret storrelse, da er det tilhorende hamiltonske
vektorfelt Xy en infinitesimal symmetri. Omvendt, hvis H)p(M) = {0} findes til enhver
infinitesimal symmetri V' en bevaret storrelse f, sa V = X;. Dette f er entydigt bestemt
op til addition af en funktion, der er konstant pd M ’s sammenhengskomponenter.

For et bevis se [LEE| Seetning 18.27.
Vi kan ogsé definere en Poisson-parentes for covektorfelter:

Definition 4.6. For covektorfelter a, f € T*(M) definerer vi Poisson-parentesen
{a7 ﬂ} = _[aﬁa /Bﬁ]b

Vi tager altsa de to covektorfelter, gor dem til vektorfelter via @, tager Lie-parentesen,
som giver et vektorfelt, og gor dette til et covektorfelt igen via w. Eftersom [-, -] er bilineeer,
antisymmetrisk og opfylder Jacobi-identiteten, folger det nemt, at Poisson-parentesen
ogsé opfylder disse, og dermed gor 7*(M) til en Lie-algebra.

Definitionen er ikke seerlig hensigtsmaessig til direkte beregninger. Heldigvis findes en
nemmere made at udregne det pa:

Proposition 4.7. Lad o, € T*(M). Da kan Poisson-parentesen udregnes som
{o, B} = —Zs B+ Ly + d(w(B*, o).

BEevis. Lad os forst genkalde os formlen for differentialet af en 2-form (se |[LEE| Propo-
sition 12.19):

Y, Z) - Yw(X,Z) + Zw(X,Y)
X, Y], Z) +w([X, Z),Y) — w(]Y, Z], Z)
Y, 2)) — S (w(X, Z)) + Lz(w(X,Y))
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Seet nu X = of og Y = (%, og bemerk desuden, at vi har a(Z) = (af)’(Z) = w(af, Z).

Derudover

—w([o!, 41, 2) = —[a*, 8% (Z) = {a, B}(2),

—w([, Z),a%) = w(ok, [6, Z]) = a([5, Z)) = (L3 Z).
Ved at benytte dette, fas:

0=Z:(8(2)) - Lp:(a(2)) + ZLz(w(af, 67))
+{a, BHZ) + a(ZLpZ) — (L Z).
Af |LEE| Proposition 18.9 ses, at
Lw(B(2)) = B(LuZ) = (ZLuP)Z) og —Lp(a(2))+a(LpZ) = —(Lpa)(Z).

Det ses desuden, at Zz(w(af, %) = Z(w(af, %) = d(w(af, 5%))(Z).Indswxttes dette fas
den gnskede formel. ]

Proposition 4.8. Hvis « og 8 er lukkede covektorfelter, da er {a, 8} eksakt.

BEvis. Cartans formel for Lie-afledning af en differentialform « siger
Zxa=d(i(X)a) + i(X)da.

Da « og 3 begge er lukkede, far vi da, at .Z,:3 = d(i(af)3) og Ly = d(i()a), sa af
Proposition 4.7 fas:

{a, B} = —d(i(a")B + d(i(8)a) + d(i(a?)i(5")w)
= d(i(e®)B +i(6a +i(a?)i(fw),
sa {a, B} er eksakt. O

Som navnene antyder er der en snasever sammenhseng mellem Poisson-parentesen for
funktioner og den for covektorfelter:

Proposition 4.9. For f,g € C*°(M) gelder

d{f, 9} = {df,dg}.
BEevis. Husk, at vi pr. definition har X = df¥. Proposition 4.7 giver nu
{df,dg} = —Lypadg + Lygedf — d(w(df*, dg*)) = —Lx,dg + Lx,df — d(w(Xy, X,))

=d(—ZLx,9+ Zx, f—w(Xy, Xy)) =d({f, 9} +{f, 9t —{f, 9})
= d{f,g},

hvor vi undervejs har benyttet, at £xf = X f og at d kommuterer med .Z. O



