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Résumé

Le but de ce travail est d'approfondir cortaing aspects de la structure locale d'un groupe fini.
Soit p un nombre premier et & un groupe fini. La catégorie de Frobenius de O, notée Fp{G), est
la catégorie qui a comme objets les p-sous-groupes de (4 et comme morphismes, les morphismes
de groupe donnés par les conjugaisons par les éédments de 7. On appelle ceg morphismes dea
p-fusions. Cette catégorie est étudiée en détail dans le premier chapitre. On verra que Fg{G)
fournit des informations importantes sur (7 et, dans certains cas, méme la structure de (4.

En 1967 Alperin & demontré [Al] que les morphismes dans Fp{G) au-dessous d'un p-sous-
gronpe de Sylow F de & peuvent &tre décrits & partir du groupe Ne(FP) /Co(P) et des groupes
Ng(E){Cg({E), ot E parcourt la famille des p-sous-groupes easenticls de (f contenus dans P
Le chapitre 2 est consacré aux p-sous-groupes essentiols. Comme les p-sous-groupes essentiels
sont rares, on trouve des conditions sur un p-groupe ¢} pour que {J ne puisse jamais étre réalisé
comme p-sous-groupe essentiol d'un groupe fini. Pour p = 2, on obtient que, & l'exception de
Oy = Oy ot Gy, los groupes de quaternions, diddraux et semi-diddranx ont cette propriété. Pour
p impair, on montre que certaines tours d'extensions scindées dans lesquelles le sous-groupe
normal est un p-groupe cyclique, un cas spécial de produit semi-direct d*on p-groupe abélien par
un p-groupe cyclique et les p-groupes métacyeliques non-abéliens ne peuvent pas non plus étre
réalisde comme des p-sous-groupes essentiels.

Un des résultats de cette théorie est quun groupe fini (7 ne contient pas de p-sous-groupes
essentiels si et seulement a1 Fp((f) = Fo{Ng(FP)}), oi P est un p-sous-groupe de Sylow de G.
Etant donné qu'il y a peu de p-eous-groupes essentiels, on pout se poser la question s'il v & dea
p-groupes P tels que, quelle que soit leur réalisation comme un p-sous-groupe de Sylow dans
un groupe (0, an a Fpl(7) = Fy{Ng{P)). On appelle un tel p-groupe rédsistant. Burnside avait
déjia remarqué que les p-groupes abéliens avaient cette proprigté. Dans le chapitre 3 on présente
d'autres exemples de groupes résistants. Le résultat principal de ce travail est que les p-groupes
extraspécianx généralisés sont régistants. Par ailleurs, pour p impair, on donne une autre preuve
du fait, démoniré par Glanberman et Dietz, que les p-groupes métacycliques sont résistants.

Une catégorie sur un p-groupe  est une catégorie ayant comme objets les sous-groupes de
F et comme morphismes, un ensemble de morphismes de groupe injectifs. Dans les années *00),
Puig construit un systéme d'axiomes sur ce type de catégorie dans le but de généraliser Fp{).
5i une catégorie sur P satisfait ce systéme d’axiomes alors on appelle cette catégorie un systime
complet de Frobeniug sur P, Le chapitre 4 est consacrd 4 e deseription des systomes complets de
Frobenius ot & la généralization dans co nouvean contexte des résultats des chapitres procédents.
On définit la notion de groupe résistant dans les systémes completa de Frobenius et on démontre
que les p-groupes appartenant aux familles du chapitre 3 restent résistants dans ce conbexte.



Abstract

The purpose of this work is to deeper understand some aspects of the local structure of
a finite group. Let p be a prime number and &' a finite group. The Frobensus category of G,
denoted by Fy((), is the category whose objects are the p-subgroups of & and whose morphisms
are morphisms of group given by conjugation by the elements of (7. We call these morphigms
p-fusions. This category is studied in detail in the first chapter. We'll see that F (7] gives
important informations on 4 and, in some cases, even the structure of .

In 1967 Alperin proved [Al] that the morphisms in Fy((f) under a Sylow p-subgroup P of
& can be completely understood from the group Ng (P),/Co(F) and the groups Ng(E)/Co(E),
where K is in the family of the essential p-subgroups contained in P. Chapter 2 is devoted to the
essential p-subgroups. As the essential p-subgroups are rare, we'll find conditions on a p-group
{¢ so that ¢} can't be realised as an essential p-subgroup of a finite group. For p = 2, we obtain
that, excepting Oy x 5 and @y, the quaternions, dihedral and semi-dihedral groups have this
property. For p odd, we show that some towers of split extensions in which the normal subgroup
ia & cyclic p-group, a special case of semi-direct product of an abelian p-group by & cyclic p-group
and the metacyclic p-groups cannot be realised as essential p-subgroups.

Omne of the resulte of this theory is that a finite group (f dossn't contain essential p-subgroups
if and only if Fa(¥] = Fo{Ng{P)) where P 18 a Sylow p-subgroup of 4. Knowing that there are
few essential p-subgroups, we can wonder if there are p-groups P, such that, for any realisation
of P as a Sylow p-subgroup of a finite group <, we have Fp((7) = Fo{ Ng{P)). We call such a
gronp registant. Burnside had already remarked that the abelian groups have this property. In
chapter 3 we presont others examples of resistant groups. The main result of this work is that
the peneralized extraspecial p-groups are resistants. For p odd, we also give another proof of the
fact, showed by Glanbermann and Dietz, that the metacyclic p-groupe are resistants.

A eategory over a p-group P is a category whose objects are the subgroups of P and whose
morphisms are injective group morphisms. In the "80'a, Puig built a system of axioms on this
type of category, with the aim of generalizing Fp((7). If a category over P satisfies this system
of axioms, we call this category a full Frobenius system over P. Chapter 4 is devoted to the
description of the full Frobenius systems and to the generalization to this new field of results
from the chapters before. We define the notion of resistant p-group in the full Frobenius systems
and we prove that the p-groups in the families of Chapter 33 remain resistant in the full Frobenius
systoms.



Introduction

CQui dit algébre, dit classification et qui dit groupes finis, dit la classification des groupes
finis simples. La compréhension des groupes finis simples a ocoupd et occupe toujours 1es-
prit de beavcoup d'algébristes. Leur classification a 6té achevée au début des années "8, mais
D. Gorenstein, un des grands artigans de la preuve, & immédiatement reconnu la nécessité d'un
projet de "rvision’. Celle-ci s'avire, en effet, ndcessaire car la preuve existante de la classifica-
tion g'étend sur dix 4 guinze mille pages de journal, partagées entre quelques 500 articles tous
derits entre 1960 et lo début des années '80. Les révigionnigtes, dans le rang desquels on compte
aujourd'hui R. Lyone et R. Solomon, avec une vigion globale de la classification, qui permet
d'aborder diffdremment certaing points clef de la démarche mathdématique, espirent obfenir une
rixluction du nombre de pages nécessaires pour la preave & trois-quatre mille. En méme temps,
ils gont convaineus quune preuve substaotiellement plus courte ne peut dtre obbenue qu'avec
des méthodes radicalement nouvelles.

Dangs le travail qui suit, on ne part pas 4 la recherche de méthodes nowvelles. On se contente
d'approfondir certains aspects d'une des anciennes mithodes, gui est 'dtude de la strocture
p-locale d'un groupe fini &, o p est un nombre premier qui divise 'ordre de (7, c'est-a-dire
l'étude des normalisateurs dans (¢ des p-sous-groupes de &, Notons Op {07 le plus grand sous-
groupe normal de ¢ d'ordre premier & p. On peut démontrer que les structures p-locales de &
et O /0y (7] sont somorphes. Done, la maitrise de la structure p-locale de (¢ fournit, tout an
plus, la connaissance de & /0y {(f). Le théoréme suivant, dii & Frobenius, montre qu'en partant
de la structure p-locale, on peut avoir des informations précises sur G [0, (7).

Théoréme (Frobenius) Soif ¢ un groupe fini. Supposons que, pour tout p-sous-groupe P de
G, le groupe Ng(P)/Cq(P) est un p-groupe. Alors (/00 ((7] est un p-groupe.

Pour 'étude p-locale de ¢ on organise les p-sous-groupes non-trivianx en une catégorie,
appelée, au va du théoréme précédent, la catégorie de Frobenius. Cette catégorie, notée Fg{{)
aura donc comme objets les p-sous-groupes de ¢ et comme morphismes, les morphismes de
gronpes donnés par les conjugaisons par les démenta de . On appelle ces morphismes des
p-fusions. La question du rapport entre la connaissance de Fp(G) et G/ 0p (G} sera étudide avec
plus de détails dans le premier chapitre.

Un important pas en avant est fait par Alperin en 1067, dans |Al], quand il démontre gue
les morphismes dane la sous-catégorie pleine de Fy (/] au-dessous d'un p-sous-groupe de Sylow
P de 7, peuvent &tre déerits uniquement &4 'alde des normalisateurs des p-sous-groupes de P
choisis dans une certaine famille. On rappelle que la sous-catégorie pleine de Fp((#) an-dessous
de P, notée F;((7)<p, est une catégorie ayant comme objets les sous-groupes non-triviaux de P
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et comme morphismes, tous les morphismes de Fp((7) entre ces objets. Alperin a démontré que la
famille dont on parlait préeédemment, des sous-groupes de P, peut étre réduite anx intersections
de I avec les p-sous-groupes de Sylow de .

Neuf ang plus tard, dang gon travail de doctorat [Pul), Puig raffine ee résultat en restreipnant
la famille mentionnée plus haut 4 P et aux p-sous-groupes essentiels de (F contenus dans P. La
définition et les propriétés des p-sous-groupes essentiols font 'objet do deuxiéme chapitre. Dana
e méme chapitre on discute les conséquences du théoréme d'Alperin, dans sa version donnde
par Puig. A la fin du chapitre on trouve des familles de p-groupes qui, grice & leur strocture, ne
peuvent jamais otre réalisés comme p-sous-groupes essenticls dans un groupe fini 7

Une des conséquences du théoréme d*Alperin est le fait que, si {7 ne contient pas de p-sous-
groupes essentiels, alors toutes les fusions dans Fy ()< p peuvent étre données par la conjugaison
par des édléments du normalisateur N {P). On dit alore que N {P) controle la p-fusion dans G
81 P a cette propriété quel que soit le groupe fini & ayant P comme p-sous-groupe de Sylow,
on dit que P est résistant. Bien svant le théoreme d'Alperin, ce phénoméne & étd observé par
Burnside dans le cas ol P est un p-groupe abélien. Done les groupes abéliens sont la premidre
classe de p-groupes rosistants.

Dang 1a littérature, il ¥ a une notion cobomologique équivalente 4 celle de p-groupe résistant :
¢'est, la notion de p-groupe de Swan. Un p-groupe P est appelé de Swan si, pour toute rdalization
de P comme p-sous-groupe de Sylow dans un groupe fini 7, la restriction en cohomologie
induit un Bomorphisme entre les anneaux 0 (0, Fp) et H*(Ng(FP),Fp) de cohomologie mo-
dulo p. En 1990, Mislin a démontré que l'isomorphisme en cohomologie entre 5, Fy) et
H*{Ng(F),Fy) est équivalent au contréle de la p-fusion par Ng{F) dans . Une conséquence
de oe résultat est I'équivalence des notions de p-groupe résistant et p-groupe de Swan.

En utilisant des méthodes cohomologiques, Green et Minh [GM)] et Martino et Priddy [MP|
ont démontrd que la plupart des p-groupes extraspéciauy e, respectivemnent, pour p impair, lea
p-groupes motacycliques, sont de Swan. Dang le chapitre 3 de ce travail on va généraliser lo
résultat sur les p-groupes extraspéeiaux et on va donner une nouvelle preuve de celui sur lea
p-groupes matacycliques, en évitant les méthodes cohomologiques.

Un autre outil de grande importance dans l'étude de la structure d'un groupe fini est la
théorie de la représentation, qui consiste & regarder des quotients d’un groupe (¢ comme des
groupes de matrices invergibles, 4 coefficients dans un corps £. Pour toutes les informations lides
A la structure p-locale, le plus approprié c'est de travmiller sur un corps de carmctéristique p.
Le précurseur de cette approche est B, Braver dans les années "0 Par ces nouvelles méthodes,
Brauer a démontré des résultats profonds de la théore des groupes.

La donnée d*une représentation (irréductible) de ¢ sur un corps & est équivalente & la donnde

d'un module {simple) sur algébre de groupe k&, On rappelle que &G est un espace vectoriel
sur k de base 7, avec en plus la multiplication définie par la multiplication dans (. Lalgébre
12

kG pout étre décomposée en produit direct d'algébres indécomposables k07 == ]__[ B, uniques &
jml
isomorphisme d'algébres prés. A chague By correspond un idempotent by du centre Z{kG), tel
que by se projette sur 1 dans By et sur éro dans les autres facteurs. Autrement dit, on a une
décomposition orthogonale 1 = E:' y By, De plus, 'algébre By est isomorphe & l'algibre &G
On dit que k(rb; est une algobre de bloc et b; est un idempotent de bloe, ou tout simplement un



bloc. Les bloes sont trés importants, car toute la théorie de la représendation sur k se décompose
naturellerment sur les algbbres de bloe.

Il peut arriver qu'une algebre de bloc kG'h est isomorphe & une algébre de matrices. Dans
e cas oon dit que b est un bloc de défaut séro. 81 p ne divise pas ordre de 7, alors tous les
blocs sont de cette forme. Mais, quand p divise ordre de 7, on & besoin de considérer des blocs
aver des dogrés de complexité plus élevés. Le premier invariant qui mesure cette comploxité est
le groupe de défaut du bloc. CPest un p-sous-groupe de O, unique 4 conjugaison pris, dont la
définition sera donnée dans le chapitre 4. Le groupe de défaut d'un bloc est trivial si et seulement
gi le bloc est de défant zéro. A I'autre extrémité se situe le cas oi le groupe de défaut d'un bloc b
egt un p-sous-groupe de Sylow de 7. Soit by "onique bloe qui contient la représentation triviale
de dimension 1. Dans ce cas le groupe de défant de by est un p-sous-groupe de Sylow de . On
appelle bo le bloe principal de &0

5i @ est un p-sous-groupe de o, on note {;:,5';]‘? I'ongemble d'éléments de &G fixes par "action
de §) et on constuit le morphisme surjectif d'algobres brg - [H]'}l""-" — kCg(6), qui envoie
Cg () sur lui-méme par 'identité et toutes le autres édlémente de la base sur zéro. (Jn appelle
ce morphisme le morphisme de Braver. Comme brg(l) = 1, les bloes de & vont donner une
partition deg bloms de kCg(@2). Un bloc & de kO {QQ) sera associé & un bloe b de &7 gi @ apparait
dans la décomposition de brg{b) dans kCg{0).

Soit bun bloc de 7. Une paire de Braner, associée 4 b, est une paire (¢}, €], ol ¢} est un p-sous-
groupe de (¢ et € est un bloc de kCg (@) associé & b. L'utilisation des telles paires a commeneé
avec Brauer (dane un cas particulier) et a &6 introduite systématiquement par 1. L. Alperin
et M. Broud & la fin des anndes "7, Ils ont défini une relation dordre partiel sur Pensemble
des paires de Braner et ont obtenu un poset (ensemble partiellement ordonné). Leur idée était
de voir les paires de Braver comme une géndralisation des p-sous-groupes. Entre autres ils ont
remargqud que le poset des paires de Braner sssocides au bloe principal est isomorphe {comme
ensemble ordonné) au poset des p-sous-groupes de (4. Les élémonts maximanx du poset des paires
de Braver sont conjuguss dans & (leurs premiére composantes sont les groupes de défaut de b)

et jonent le rile des p-sous-groupes de Sylow. Ce travail d'Alperin et Broué a jeté les fondations
de la théorie p-locale des bloos.

Le poset des paires de Braner associées & un bloc b de BG ensemble avec les morphismes
induits par la conjugaison par les éléments de (¢ forment une catégorie, qu'on appelle la catégorie
de Braver associée au bloe b, Cette catégorie est une généralisstion de la catégorie de Frobenius,
car la catégorie de Braver associte an bloe principal est équivalente & la catégorie de Frobenios
de . Dans un article récent, [Pu2|, Puig pousse la généralisation de la catégorie de Frobenius
encore plus loin, en introduisant les systémes complets de Frobenius sur un p-groupe P. La
définition et les propriétés des systémes complets de Frobeniug sont discutés dans le chapitre 4.
On y explique aussi que la sous-catégorie pleine au-dessous d une paire maximale {définie d*one
maniére analogue & la sous-catégorie pleine de Fp((7) au-dessous d'un p-sous-groupe de Sylow),
de la catégorie de Braner associée & un bloc b, est un gystéme complet de Frobenius.

La fin du chapitre 4 est consacrée 4 la pénéralisation, aux systémes complete de Frobenius,
des notions et de résultats du chapitre 3. Dans un systéme complet de Probenius, F, sur un
p-groupe P, on peut définir, par analogie avec les p-groupes, les notions de fusion et de sous-

groupe essentiel. L'équivalent du théoréme d'Alperin, pour les p-groupes, reste vrai dans le cadre
des systémes complets de Frobeniug, On prouve, entre autres, une généralisation d'un théoréme
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de Gilotti et Serona sur des conditions dquivalentes pour le contrile de fusion par le normalimatenr
d'un sous-groupe de P. On généralise la notion de p-groupe résistant ot on démontre que lea
p-groupes appartenant aux deux familles du chapitre 4 sont aussi résistants dans le cadre des
systemes de Frobenius.

Dang ee travail on donne des exemples de familles de p-groupes qui ne peuvent jamais étre
réalisde comme des p-sous-groupes easenticls et des familles de p-sous-groupes résistants ot on
expose des méthodes pour aborder les problémes qui sont reliée 4 I'étude de ces groupes. Le rive
serait de classifier & isomorphisme prés tous les p-groupes qui ont ces propriétés. D'auntre part,
toutes les méthodes qu'on a utilisées pour la catégorie de Frobenius ont pu étre appliquées, avec
des petites modifications, aux systémes complets de Frobenius. Une guestion naturells 8 impose
egt-ce qu'il ¥ & un p-groupe P qui est résistant dans le cadre de la catégorie de Frobenius et ne
l'est prs dans le cadre des sysbémes complets de Frobenins 7

Des roves que J'aimerais matérialiser, dos questions suxquelles jaimerais répondre an plos
wite.



Chapitre 1

La catégorie de Frobenius

Soit p un nombre premier. On débute le chapitre par la présentation des propriétés géndérales
des p-groupes. On va introduire ensuite la notion de catégorie de Frobenins d'un groupe fini,
associée A p et celle de contrale de la p-fusion. On démontre que les sous-groupes norman,
d'ordre premier 4 p, ne jouent aucun role dans la catégorie de Frobenius. De plus, on a une
équivalence de catégories entre la catégorie de Frobenius d'un groupe et 1a sous-catégorie pleine
an-dessous d'un p-sous-groupe de Sylow. Le rove serait de montrer que, si un sous-groupe &
comntrole la p-fusion dans un groupe fini &, alors ¢ = HOy (). Ceci n'est pas vrai en général,
maig vral &1 (7 est p-résoluble. 51, de plus, (7 est p-nilpotent alors un p-sous-groupe de Sylow
de (7 contrale la p-fusion dans .



2 CHAPITRE 1. LA CATEGORIE DE FROBENIUS

1.1 Géneéralités sur les p-groupes

Soit {7 un groupe fini. Fixons quelques notations.

Notation 1.1.1 Soient ), KB deux sous-groupes de G et g A € 6. Onnote @ < Ron A > Q
le fait que ) est un sous-groupe de A. 5i les inégalités sont strictes, ga signifie que ) est un
sous-groupe propre de P. Posons #h := ghg™', le conjugué de h par g et [g, k] := ghg~"h™',
le commutateur de g et & Par ailleurs, #R désigne gRg~' = {gug™"|u € B} et |, B| désigne
QR 'R = [vur~"u" v € Q,u € B}. On note B 4, {J le morphisme de B dans ) induit
par la conjugaison par g, c'est-a-dire £~ Y9z, dtant sous-entendu que R < Q. Une autre
notation équivalente est conj(g) : B — Q.

Par l'ensemble Ng(R) := {g € & |9R = R} on désigne le normalisateur de B dane 7 et par
l'ensemble Cg(R) := {9 € (% = u,¥u € K} on désigne le centralisateur de K dans 7. Ces
deux ensembles sont des sous-groupes de .

Lo aymbaole 1 désigne I'élément nentre du groupe.

Un outil important dans I'étude des groupes finis est "action d'un groupe sur un ensemble.
On dit que f agit sur un ensemble X si on & une application de ¢ = X dans X qu'on note
(g,7) = g ex et quisatisfait g (hex)=(gh)rx et l rx ==

L'engemble Gz := {g + x|g & ¢} s'appelle 'orhite de r. L'ensemble X est partitiond en
orbites sous 1'action de (7. La cardinalité de l'orbite fx est donnée par |7 @ ;| ol le gronpe
'z 1= {g € Glg * = r} est le stabilisateur de r dans 7. 51 on note par {0y, 1 € I} I'ensemble
d'orbites de X dans 7 et par Fix(.X ) 'ensemble des élémenta de X fixes par |'action de &, ona

x=Jo=Fxx)| i [] o).
il iET
€] # 1

Cette partition de X est d'une grande utilité car le nombre d’éléments dans les orbites non-
triviales de X sont des diviseurs non-triviaux de 'ordre de . On obtient ainsi des informations
sur la taille de Fix( X).

Soit maintenant p un nombre premier. Un p-groupe est un groupe fini d'ordre une puissance

de p.

Définition 1.1.2 [Un p-zous-groupe de O esd un sous-groupe de O, qut st un p-groupe. Un
p-sous-groupe de Sylow de  est un p-sous-groupe P de 7 fel que Pindice |G @ P| est premier
i o

Buite 4 cette définition, encore quelques notations.

Notation 1.1.3 On désigne par p'-groupe, respectivement p'-élément, un groupe, respective-
ment un élément, d'ordre premier & p. On note Oy (7] le plus grand p-sous-groupe normal de &
et par Op((¥) le plus grand p-sous-groupe normal de .

La pierre de base de toute construction sur le p-sous-groupes d'un groupe fini est constituse
par leg théorimes de Sylow. Ce sont des théorémes fondamentaunx de la théorie des groupes finis.
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Théoréme 1.1.4 (Sylow) Soif ¢ un groupe fini ef p un nombre premaer. Alors
a) & posgéde un p-sous-groupe de Sylow.
b) Tout p-sous-groupe de (& est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow de 7.
o) Dewr p-sous-groupes de Sylow de & gont confugués entre eur par un éément de G,

d} Soif ng le nombre des p-sous-groupes de Sylow de G et P un p-sous-groupe de Sylow de (7.
Onang = |0 : Na(P)| =1 (mod p).

Pour la preave de ce théoréme voir par exemple Curtis et Reiner |[CR, §6) ou Suweuki [Su,
Thm. 2.2.2|. D'autres réaultats sur la structure d'un p-groupe sont donnés dans I'énoneé suivant.

Proposition 1.1.5 Soif P un p-groupe. (M a les propriétés susvanies :
a) Le centre Z{P) n'est pas trivial.
b) 8 Q < P, alors ¢} < Np{(J).
¢) Tout sous-groupe propre mammal de P est d'indice p dans P.
d}) Tout groupe d'ordre p* eat abélien.

La preuve est classique et peut étre trouvde dans Suzuki |Su, Thm. 2.1.4, Thm. 2.1.6). Elle

a0 base sur I'action de P sur des ensembles. Par exemple, pour a), on fait agit P sur lui-méme,
par conjupgaison. On en déduit que p divise Fordre de Z{FP); mais Z{F) contient toujours 1,
done [Z{FP]| = p.
Remarque 1.1.8 Par le point b) plos haut, pour qu'un p-sous-groupe P d'un groupe fini &
soit un p-sous-groupe de Sylow de &, i suffit que P soit un p-sous-groupe de Sylow de son
normalisateur N (FP). En effet, soit § un p-sous-groupe de Sylow de €, qui contient . On a
Ng(P) < Ng(P), done Nz(FP) = P, car P est un psous-groupe de Sylow de No{P). Par le
point b} de la proposition antérieure, on a P = 8.

Une antre propriété immédiate des p-groupes est la suivante.

Proposition 1.1.7 Soif P un p-groupe ef Q@ un sous-groupe normal, non-frivial de P Alors
QN E(FP) est un p-groupe non-frivial.

Preuve. On fait agir P sur @} par conjugaison. Les points fixes par I'action de P sont exactement
QN Z(F). Comme 1 est toujours un point fixe, on déduit que |(Q N EZ(P)| > p, donc @ N Z(F)
n'est pas trivial. O

Définition 1.1.8 Soft 7 un groupe. Une gérie normale de 3 est une suite des sous-groupes de
O emboités les uns dang les awdres 0 =0, = ... 20 20 = 1, felz que, pour tout 1 < ¢ < n,
{Fi-1 eaf un sous-groupe normal de .

On est maintenant en mesure d'énoncer une propriété des p-groupes, qui sera tris utile par
la suite. On désigne par Aut{) le groupe d'antomorphismes de P.

Proposition 1.1.9 Seienf P un p-groupe ef 4 un sous-groupe de Aut{P) qui cenfralize les
gquotients d'une gériec normale de P. Alors A esf un p-groupe.

Pour la preuve on renvoie 4 Gorenstein |Gr, Cor. 5.3.3]. L'intérét de l'étude des p-groupes
réside dans le fait qu'on peut obtenir de I'information sur un groupe fini, & partir de seg p-sous-
gronpes de Sylow, si p divise 'ordre de (7. Le théoréme suivant, dii & Frobeniug, en est la preuve.
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Théoréme 1.1.10 Soit ¢ un groupe find. Supposons gue, pour tout p-gous-groupe P de o, e
groupe Ng(P)(Cg{P) est un p-groupe. Alors G0y {G) et un p-groupe.

Pour la preuve de ce théoréme on a besoin doutils plus puissants, comme le théoréme
d'Alperin, qui sera presenté dans le chapitre 2; voir [Gr, Thm. 7.4.5) pour la preuve détaillée.
Leg groupes N(FP) /Co(P) sont appelée des sous-groupes p-locawr de . Leur étude fera T'objet

de la pection suivante.

1.2 La structure p-locale d'un groupe fini

Pour étudier les sous-groupes p-locanx d'un groupe fini 4, on organise les p-sous-groupes
de ¢ dans une catégorie, qu'on appelle la catégorie de Frobenins.

Définition 1.2.1 Soit & un groupe fint ef p un nombre premier. La catégorie de Frobenius de (3,
notée Fo((7), est ln catégorie qui o comme objets leg p-sous-groupes de G et dont leg morphizmes
gont lea homomorphizsmes de groupe indutéa par la conjugaizon par lez éléments de .

Remarque 1.2.2 On a bien sir (A 4, ) =(R A, ¢J) =i et senlement si h~'g £ Cg(R). Par
congéquent,
Homp (R, Q) = {g G| 'R < Q}/CalR).

Sait P un p-sous-groupe de Sylow de . On dit que deux sous-groupes de P p-fusionnent
dang {7 8'ile sont conjugués par un éément de . Lo long de ce travail on va s'intéresser aux
phénoménes de p-fusion dans {7 et, surtout, au probléme du contrale de la p-fusion dans 7, c'est
a dire trouver un sous-groupe i de ' qui réalise par conjugaieon & l'intérieur de I toutes lea
p-fusions données par . Dans ce qui suit on analyse plus en détall cetie notion.

Promitroment on va voir que les sous-groupes normaux de (7, d'ordre premier 4 p, ne jousnt

aucun role au niveaun de Fp().

Proposition 1.2.3 Seit N = Qg (] ef soit f: (7 — G = G /N Papplication guotient. Alors
[ induif une équivalence de cotégories entre Fp((7) et FF.I[E]- Réctoroquement, & f 060 — H
mduif une équivalence de calégories entre Fp((v) et Fy(H), alors Ker(f) est un o -groupe.

Pour la démonstration de cette proposition on aurs besoin du eésultat technique suivant.

Lemme 1.2.4 Avec les notations de la proposition 1.2.3, seit @ € Fy((7) et {J son image
dans @@ 1= G/N. Alors C(Q) se surjecte sur Ox(Q). Plus préicisément, tout élément de Co{(J)
se reléve dans un éément de No{QQ) o

Cal@) = f1{C5(@)) N Na(Q).

Preuve. L'inclusion du membre du gauche dans celui de droite est triviale. Pour I'inclusion dans
I'autre gens on travaille dans Ng(6)). Comme () v est normal, @ et Ng{(J) NV se normalisent
réviproquement. De plus, Q@ N (Ng(@Q2) N N) = {1}, done, pour tous w € Q et n € N, on a
[re, 4| = 1, car ce commutateur appartiont en méme temps & §) et & Ng({)) NN Soit maintenant
gef 1[ﬂ@[@}jﬂﬁ¢[ﬂj. Alors flgug™') = flu), pour tout u £ J, ce qui entraine gug™' = uz
pour un =z & N. En fait, on a aussi z € Ng(@Q) car |g.u] € No{QQ). Done = € Ng(Q}) N N. Soit
p*, n € Zoy lordre de u. Alors 1 = {gug™")P" = (uz)"" = «* ", Pour la derniére égalité on
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utilise le fait que « € Q@ et 2 € Ng(Q) NN commutent. Aingi 2 = 1 car il est en méme temps
d'ordre une puissance de p et d'ordre premior & p et done g € Cg(Q)). Il reste & voir gque tout
élément de ﬂ'p{ﬁ}l g2 reléve en un élément de Ng{Q). Soit 7 € {'.?E:riﬁ]l et soit g € O un de ses
relevés. Les groupes ¢ et 20) sont des p-sous-groupes de Sylow de NQ}, done ile sont conjuguéa
par un &ément ng & NG Ceci entraine que n™'g € Ng((}). qui est aussi un relevé de 7. (]

Hevenons maintenant & notre proposition. On rappelle que deux catégories A4 et B sont
équivalentes 8'1l existe un foncteur F @ 4 — B tel que
a) pour tout objet B € 5 il existe on objet 4 € 4, tel que F{A4) est isomorphe & B
b)] F est plein, ¢'est-d-dire pour tout morphisme h : B' — B" dans B il existe un morphisme
g: A" — A" dans A, tel que Fig) = h:
¢) F est fidile, o'est-t-dire pour tous morphismes g),9: 1 4 — A dans A, & Fig) = F(g)
alors g1 = ge o,
Preuve de Proposition 1.2.5. Pour montrer 'équivalence il suffit de montrer que le fonctenr
Flf) — FF[E]I et surjectif, plein ot fidéle.
a) Le fait que f est surjectif sur les objets est immédiat. En effet, soit B un p-sous-groupe de &
et posons B.= _F R). Alors = NG pour tout choix |:||: ¢ vomme p-sous-groupe de Sylow de
R DepluﬂR RI."?'J J. Autrement dit, on a fle) =

b} Soit B 24 T un morphisme dans FF[E}. Spient R, Q et g des relevés respectivernent de K, §
et §. Par la partie a) on peut choisir # et () pour qu'ils soient deg p-sous-groupes de . On a
R < §J et done R < NQ. Comme  est un p-sous-groupe de Sylow de NG}, R est contenu
dang un conjugué de §f dang N@). Donc il existent n € W et g € @ tels que YR < ™). Ainsi

R < ot B _?‘.:gmu un morphisme de Fp(G). Par ailleurs, J'Jmagnpufdn.q_?‘q

dang FPIIE}"] est B s ), car n-lg lg = 7. Cocl prouve la plénitude de f.

) Solent RS0t B Y O ayant la méme image par f, c'est-d-dire T = ol & € ﬂﬁ[m
Ona TR = ¥R, ce qui est équivalent 3 N*R = N¥R. Comme NQ/N = @, on pout considérar
la projection 7 : NiJ — Q. On a alors 77 (TR) = 7 ' ({YR) ce qui implique *R = YR, ou,
autrement dit, zy~' € Ng(R). Done z~' € f 1[CE{EJ] N Ng(R). Comme, par Lemme 1.2.4,
on a f~(C5(R)) N Ne(R) = Co(R), il s'ensuit que f est fidéle.

Pour la réciproque, eoit f : ¢ — H induisant une équivalence entre Fy{() et F,(H).
Considérons un psous-groupe de Sylow, 5, de Ker{f). Alore § ot 1 deviennent isomorphes
dans Fp(H), done § et 1 sont isomorphes dans 7, ce qui entraine 5§ = 1. On en déduit que
Ker(f) est un p'-groupe. (]

Remarque 1.2.5 Scit H un sous-groupe de G, Pour dire 81 Fy((7) et Fy(H) sont équivalentes,
il guffit, par cette proposition, de regarder les injections f @ / — G
Définition 1.2.8 Soit H un sous-groupe de & On dif que H confrale fo p-fusion, ou gue H est
un sous-groupe de p-contrale, i Pinclusion H — & indust une dguivalence de calégories entre
Fy(H) et Fp{G).

Le contrile de la p-fusion par un sous-groupe H de (f est équivalent au fait que I contient
un p-sous-groupe de Sylow de &f et que tout morphisme par conjugaison par un élément de &

entre des p-sous-groupes de /' peut étre donné par la conjugaison par un dlément de H. Plus
prévisement, on & le lomme suivant.
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Lemme 1.2.7 Soif H un sous-groupe de 7. Alors H contrale la p-fusion, a1 ef seulement a1 les
denur conditions suwivantes soné satizfailes :

i ptla: H|;

1) pour foud p-sous-groupe B de H ef fout g G, tel gue YR< H, mag=he avec h € H e
c & OglH).

Preuve.

a) Soit B € Fp{(7). L'existence d'un p-sous-groupe ¢ de M, tel que B est isomorphe & ), est
équivalente i 'existence d'un conjugué B' de B dans H. Ceci est vrai pour tout B si et seulement
si H contient un p-sous-groupe de Sylow de 7, ee qui est dquivalent & p{ [ 2 1.

b) Les morphismes dans Fy( T} sont des conjugaisons par des éléments de I donc ils sont envoyds
injectivernent sur des morphismes dans Fp{(7). Donc f @ Fp{7) — Fp{H) est toujours fidéle.
¢) Par définition, f est ploin 88 Homg (R, Q) = Homg{R, Q), pour tous R Q) € Fe(H). En
"‘traduisant’ cecl en langage des conjugaisons, si YR < (), il existe un dlément k de I teol que
conj{g) = conj(h). Cest 1a méme chose que de demander que, si B et 7R sont des p-sous-groupes
de H, alors gUx({H) = A (K) ou, autrement dit, qu’il existe ¢ € Cg(K) tel que g = he. (]

Exemple 1.2.8 Voici denx exemples de contrile de fusion.
1} {Burnside) 8i un p-sous-groupe de Sylow P de & est abélien, alors Ng(FP) contrdle la p-fusion
dans .

Preuve. (On utilise les conditions équivalentes de Lemme 1.2.7.

a) Evidemment, p ne divise pas |G : Ng{P)/.

b) Solent ) un psous-groupe de Ng(P) et g € G tels que 9@ < Ng(P). Comme P est
normal dans N (FP), il est I'unique p-SOUS-ETOupe de Sylow de N{FP) et donc §, 96 < { P. De
plus P est abélien et, comme < 7 P ona P9 P < Cg{). Maintenant P et & 'P sont
des p-sous-groupes -I:l.E Sylow de Cig(Q), donc ils sont conjugués par un élément ¢ de Cp{)).
Autrement dit, *P = 9P e qui implique qu'il existe A € Ng(P), tel que ge = k. Cecl nous
donne g = he™', avec h € Ng{P) et ¢ € Cg(@). Par le lemme 1.2.7, Ng(P) contrile la p-fusion
dang (7. O

2) 81 pfn alors 5, contrile la p-fusion dans 5.

Preuve. On utilise de nouvean le Lemme 1.2.7. On fixe 5,1 = {v € &|y(1) =1}

a) Comme |&;, : 8,_1| = n, on a par 'hypothise que p§ |8, 1 84|

b) Soient @ < &, ot 7 € & tels que "Q < §,_,. On construit expliciternent une permu-
tation 7 £ &, telle gue "3 = 73, pour tout F € Q. Posons

T(l] =
rla~ 1)) = all) et

7{i) =) pour i # La '{1).
Clairement, v € §,_; car v(1) = 1. Vérifions que "3 = 74, pour tout 3 € ¢). Soit 7 € Q.

ATl =1lear F 2 < 5,y et a1} =1lcar "9 7Q < 8,_1;
ThT 1[J[1]} = 7T 1l.'l}l =T ]{1] = a{1]} et oo L:rl[l]l =gf#l) =e(l);
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pour i # La{l) on a 77 'i) = a7 [{) donc Sr' (i) = Ao~ (i) # 1,07 Y1) ce qui entraine
rAr i) = afa (i)

Done 73 = 74. Il a'ensuit que o = 7y aver y € Cg_ (0.
Par le lemme 1.2.7, 8, contrdle la p-fusion dans 5. m]

Définition 1.2.9 Soit 4 wun sous-groupe normal de O, On dit gue 4 admet un complément
dans (¢ &' extgte un sous-groupe K de & tel que AN =G et ANK = {1}

5 A admet un complément K dans ¢ alore O est un produit semi-direct de 4 par K. Le
théoréme suivant nous donne des conditions suffisantes pour qutun sous-groupe normal de &
admette un complément dans 7.

Théoréme 1.2.10 (Schur-Zassenhaus) Soif A un gous-groupe normal de 7 et supposons gue
|A| ef |G/A| sont dens nombres premiera entre eur. Alors A admef un complément dans 7.

Preuve. |Gr, Thm 6.2.1]

1.3 Groupes p-résolubles et p-nilpotents

En fait, pour I'étude de la catégorie de Frobeniug d'un groupe fini, il suffit de se restreindre
i la sous-catégorie pleine au-dessous d'un p-sous-groupe de Sylow, comme le montre le résultat
suivant. Rappelons qu'une sous-catégorie pleine d'une catégorie F est une catégorie &' dont les
ohjets sont un sous-ensemble de Pensomble d'objets de F et dont les morphismes entre doux
ohjets A et B de F' sont tous les morphismes entre 4 et B dans F.

Proposition 1.3.1 Seient P un p-gous-groupe de Sylow de & ef Fp{G)=p la sous-cafégorie
pleine de Fp((7), doni les objets sont les sous-groupes de P. Alors Vinclusion Fy(G)<p — Fp{l)
eat une équivalence de colégories.

Preuve. Le foncteur induit par 'inclusion est plein et fidéle par définition. Scit @ € Fg{G).

Comme {J est contenm dang un p-sous-groupe de Sylow de &, disons 9P, on a g o) = P, Done
P eontient un objet qui est somorphe & ¢ dans Fp(I7). m]

Comme une conséquence de cette proposition on obtient qu'un sous-groupe H, de &, qui
contient P, contréle la p-fusion si et seulement si Fp(G)zp = Fp(H )< p. Le réve serait de montrer
que si H contrile la p-fusion alors (f = HOy((7). Dans cette géndralité Uaffirmation est fausse.
Pronons par exemple un groupe simple &, d'ordre divieible par p et supériour & p, ayant un
p-sous-groupe de Sylow P abélien et posons I = Ng(P). Comme { est simple, Op () est
trivial et /* n'est pas normal dans &, donc No(P) est un gous-groupe propre de 7. Maintenant
Ng(P) contrile la p-fusion dane (7 car P est abélien, mais N (P)Op () = Ng(F) # & done
notre réve n'est pas atteint.

8i 7 est un groupe p-résoluble, c'est-A-dire & admet une série {1} = Gyl 9., . al, =0
avec les quotients des p-groupes ou p'-groupes, le réve se réalise.

Commengong par un petit lemme sur leg groupe p-résolubles.

Lemme 1.3.2 (Hall-Higman) Seit (¢ un groupe fini p-résoluble avec Oy () = 1 ef posons
P = 0u(G). Alors Ca(P) < P (c'eat-g-dire Co(P) = Z{P)).
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Preuve. On note O 1= Cg(P) et ona P40 et PC<G. On veut montrer que PC = P, Soit N/P
un sous-groupe normal minimal de /P, contenu dans PCYP. Maintenant 4G/ P) = 1 done
N/P est un p'-groupe car ¢ est p-résoluble. Comme & = P(NNC) ona N/P = (NnC)/2{P).
Dwone, par le théoréme 1.2.10, on obtient que Z{FP) a un complément § dans & N C. Maia
8 < C done § et Z{FP) so centralisent. Ceel entraine N NO = § x E(F) et, par le mome
raigonnement, N = P x 5. Alors Oy (V) = 5 est caractéristique dans ¥, done normal dane G-
Comme Oy () = 1, on obtient § = 1. On a done N = P, ce qui veut dire que &/ P n'a pas de
BOUE-Eroupes normaux non-triviaux dans POV et ainsi POJP = 1. (]

Proposition 1.3.3 St O un groupe find p-réscluble et sotf H un sous-groupe de (. Supposons
que i contrale lao p-fusion dans (7. Alors (7 = HOp (7).

Preuve. Comme et /0y () ont les mémes catégories de Frobenius assocites, on peut sup-
poser que Op{G) = L. Soit g € & et on pose §J := Oy{7) £ 1. Par le lemme précident on a
Calid) < Q@ = 7, car (@ 90, Ainsl () = () est contenu dans tous les p-sous-groupes de Sylow

de 7, donc dans un p-sous-groupe de Sylow de i, Par le p-contrile de fusion on & g = ke, avee
helHetce Cgl) <0 < H, done g € H. O

Dang lo cas ol ¢ est un groupe p-nilpofent, cest-d-dire qu'un p-sous-groupe de Sylow de &
admet un complément normal dans {J, on peut descendre le contrale de la p-fusion jusqu’a un
paous-groupe de Sylow de (7.

Proposition 1.3.4 5i (& est p-nilpotent, alors un p-soug-groupe de Sylow P de & contrale la
p-fuson dang (.

Preuve. On peut donner une preuve rapide en utilisant le lemme 1.2.3. Seit N = Og({7] alors
G =N aP et en passant au quotient par N il reste P qui contrdle la p-fusion. Mals on peut
ausgl donner une preuve directe de la propogition, en prenant ), ¢ = P. On écrit 9 = un, avec
w € P ot ne NI suffit de voir que n € Cp{Q). En effet, [n,qg] € PN N =1 car, d'une part,
gng ' ne N ot, d'antre part, ngn™' € "0 < Pat g ) < P. m|

La réciproque de cette proposition est aussi vraie. Clest une conséquence du théoréme 1.1.10.
En effet, 51 un p-sous-groupe de Sylow P de ¢ contrile la p-fusion dans (¢ alors, pour toat p-sous-
groupe () de 7, contenu dans P, tout automorphisme induit par conjugaison par un élément
de ¢ sur ) est donné par conjugaison par un élément de FP. Par conséquent, on obtient que
Ng(@) [Cgld) = Np(@)/Cp(Q) et ainsi Nz((2)/Co(Q) est un p-groupe. Par le théoréme 1.1.10,
le groupe (7 est p-nilpotent.
Remarque 1.3.5 Tous les résultats de ces deux derniéres sections sont bien conous. Ils ont ébé
prisentée dans un cours de troisitme eycle de Jacques Thévenaz & Lansanne. Une grande partio
de ces résultata se trouvent dans un article de Broud [Bru) présenté an Séminaire Chevalley
en 1973,



Chapitre 2

Fusion et p-sous-groupes essentiels

Dang oo chapitre on définit la notion de p-sous-groupe essentiel, qui & été introduite par Puig
en 1976 dans sa thiése de doctorat. On remargue que les phénomenes de fusion dans la catégorie
de Frobeniue sont de nature locale, o'est-4 dire qu'ils sont controlée par les normalisstenrs
des p-sous-groupes de . On énnocera le théoréme d’Alperin dans une variante améliorée par
Puig, qui utilise des p-sous-groupes essentiels. Ce théoréme nous dit que tout morphisme par
conjugaison par un élément de &, entre deux sous-groupes d'un p-sous-groupe de Sylow P de 7,
peut étre décomposé on composition de conjugaisons par des éléments do normalisatenr de P et
des normalisateurs des p-sous-groupes essentiels contenns dans P.

Dans la deuxiéme partie du chapitre on cherche des p-groupes qui ne peuvent jamais étre
réalisde comme deg p-sous-groupes essentiels dang un groupe fini 7. Les promiers exemples de tels
gronpes, pour p = 2, gont los groupes des quaternions, leg proupes diddraux et les groupes somi-
diddraux. Pour p impair, on trouve une condition suffisante pour qu'un p-groupe ne puisse jamais
étre réalisé comme p-sous-groupe essentiel et on trouve trois familles différentes de p-groupes qui
satisfont ce eritére. Ce sont certaines tours d'extensions scindées dang lesquelles le sous-groupe
normal egt un p-groupe cyclique, un eas spécial de produit somi-direct d'un groupe abélien par
un groupe cyclique et les p-groupes métacycliques non-abéliens.
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2.1 Théoréme de fusion d’Alperin

Dés lors, P sera un p-sous-groupe de Sylow de . Dans eotte section notre but sera de
démontrer que les phénoménes de p-fusion dans P sont de nature p-locale, clest-a-dire gu'ils
peuvent &tre compris & partir des sous-groupes p-locaux Ng{@d) /Cnp(Ql). ot § parcourt une
certaine famille des sous-groupes de P.

Définition 2.1.1 Seit Sp((7) UVensemble des p-sous-groupes non-triviaur de & ordonné par
Uinclusion. Clest un poszet, c'esf-d-dire un ensemble parficllement ordonné pour Minclusion.
O dit gue Q@ R € Sp{(G) sont liés s'ls exigtent des groupes 5 € Sp(0), 1 = 1, ..., n avec
Q828 <82 = 8. < 8, 2 B Ceci définit une relafion d'égquivalence sur Sp({7).
Leg clasges d'éguivalence sont appelées les compogantes conneres. On dif gue Sp((7) est connere
#"W y a une zenle composante connexe.

On peut aussi voir Sy{() comme un complexe, dont les sommets sont les p-sous-groupes
non-triviaux de (¢ et les symplexes sont les chaines deg groupes emboités les une dans le autres.

Exemple 2.1.2 1) 5i ({7} # 1 alors 8,({) est connexe car O, (7] est un p-sous-groupe normal
de 7, donc il est contenn dang tous les p-sous-groupes de Sylow de 6.

2) 51 Op{7) = 1 et un psous-groupe de Sylow P de & est cyclique ou quaternion géndraliss, alora
Spi(7) n'est pas connexe. En effet, soit £ I'unique p-sous-groupe de P d'ordre p. De plus Z n'est
pas normal dans & car tout p-sous-groupe normal est contenn dans (7). Une composante
connexe et constituée des p-sous-groupes de & contenant un des conjugués de Z.

3} Suit = PSL{2, Fy). Alors P = flll
unique. Dans ce cas on a PN 9F = 1 pour tout g & N(F), done 5;(() n'est pas connexe.

4} Spit 7 = Sy, ol p est un nombre premier impair. Un p-sous-groupe de Sylow de & est
Pi=<(1L2,...,p)>x=<{p+1,p+2,...,2p) > Le complexe Sp{Sap) n'est pas connexe ; une
composante connexe est, par exemple, S,(5; = Sg).

eat un p-sous-groupe de Sylow de & et il n'est pas

Remarque 2.1.3 (& agit par conjugaison sur les compoeantes connexes de Sp{(7). Cette action
egt transitive car elle Pétait déja sur les p-sous-groupes de Sylow.

Définition 2.1.4 5 5;((7) n'est pas connere, alors le stabilisateur d'une compesante conneze
ext appelé un sous-groupe fortement p-plongé dans (7,

Proposition 2.1.5 5 H est un sous-groupe de &, foriement p-plongé dans &, alors H i 8H
eat un p -groupe, pour tout g€ G\ I, Un tel H contient N (@), pour tout (@ € Sp(H).

Preuve. Bodent g € G ot © la composante connexe stabiliste par 0. Supposons que 0 0 §H
contient un p-eous-groupe de {f, non-trivial, ¢). De plus, i contient tous les éléments de C et
tous les p-sous-groupes non-triviaux de M sont contenus dans C. Il en est de méme pour 5H
et C. Donc C M 20 # 0 oo qui entraine © = 2. Ainsi g stabilize C et par conséquent g © M.
De méme, pour tout &) € S,(H) et tout g € Ng(@?), on a § = Q0 € HnN 91 et il s'ensuit que
g H. a

Définition 2.1.8 Soit ) un p-sous-groupe de O, On did gue J est fathlemnent eszenbiel a2
SpiNz{Q)/ Q) n'est pas conneze.
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Exemple 2.1.T 5i ) est d'indice p dans un p-gous-groupe de Sylow P ot  est contenn dans an
moing deux p-sous-groupes de Sylow, alors § est faibloment essentiel. En offet, P normalise §) car

le normalisateur d'un sous-groupe propre de P grossit dans P et S;(Ng(Q)/ Q) est constitué des
éléments du type 5/¢2, o § est un conjugué F dans Ng(@). Chacun de ces éléments constitue
une composante connexe de Sg{No((2)/Q2) et il y en a au moins deux, par hypothése.

5i ) est faiblement essontiel alors Ng(Q)) agit transitivement sur les composantog connexes

de Sy Ne(?)/Q). Pour I'analyse des morphismes dang Fp{(), de @} dans PP, on passe encore an
quotient par 'action de Co{2).

Définition 2.1.8 On dit gue {J est un p-sous-groupe essentiel de O 8% est fatblement eesenticl
et 81 U ()] m'agit pas fransilivement sur les composanies conneres de S;(Np(Q) /0.

Définition 2.1.9 Seit ) un p-sous-groupe de (0. On dit que § est centrigue s Z(0Q)) esf un
p-gous-groupe de Sylow de Cg(Q).

Remarque 2.1.10 Cette condition est équivalente au fait que Z{°) = Op({}) pour tout p-eous-
groupe de Sylow P de ¢ contenant (). On trouve dane la littérature la méme notion sous le nom
de p-anto-centralisant [Th, p. 324].

On peut donner une caractérisation équivalente d'un p-sous-groupe essentiel de . Cette ca-
racttrisation a l'avantage de sortir en évidence le fait qu'une condition nécessaire pour qu'un

p-sous-groupe de (7 soit essentiel est le fait d'8tre centrique, propriété qui est, en général, beau-
coup plus facile & vérifier que la connexité de S;( N {Q) /).

Proposition 2.1.11 ) est un p-sous-groupe egsenfial de 7 51 ef senlement s ) est cenfrigue
ef Sp(Ng(Q)/QCa(R)) n'est pas conneze.

La preuve a été faite dans un cadre plus général dans [Th, Thm. 48.8|. En remplagant groupe
pointé local par p-sous-groupe, ..'u":.q par Sp{Ng(@)).g ot OG par & on obtient la preuve dans
notre chs.

Définition 2.1.12 On dit que { est complétement normalisé dans P par rapport & O st Np((QJ)
eat un p-gous-groupe de Sylow de N (Q). D'une manidre éguivalente, on dit gue @ est compléte-
ment cenfralisé dans P par rapport d 0 &1 Cp(}) est un p-sous-groupe de Sylow de O ().

Le phénoméne de fusion est de nature locale. Le théoréme suivant, di & Alperin |Al] en 1967 et
raffiné par Puig [Pul| en 1976, en est la preuve.

Théoréme 2.1.13 {(Alperin) Tout morphisme de la catéqorie Fo (7)., pewi élre décomposd
comme une suitle de morphismes de deus types : -
i} conjugaizon par un élément de Ng(E), od E est un p-sous-groupe essentiel de (7 contenu
dans P ef compléternent normalisé dans P.
1) comgugaison par un élément de Ng(P),
ssvtes d'une tnclusion. Plus précisément s ) et 50) sond des sous-groupes de P alors il existe
une décomposition § = gn410n - - Ga@ o, ot
al gy € Ngl(E), ou K| esf un p-sous-groupe ezsentiel de (7, confeny dane P et complétement
normaliséd dang P, pour fout i = 1, ... .,
b) g € NalP),
o) ¢ e Calid).
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La preuve est aussi donnée dans [Th| dans ke méme cadre général des groupes pointés locaux. En
remplagant groupe pointé local par p-sous-groupe, Cg(b)op par F{() o et groupe de défaut
par p-sous-groupe de Sylow, on spécialise cette preuve 4 notre cas. -

Les notions de p-contrale de fusion et p-sous-groupe essentiel sont fortement lides. Par le
théoréme précédent, si ¢ ne contient pas de p-sous-groupes essentiels alors le normalisateor
de P dane 7 contrdle la p-fusion. En falt, comme le montre le résultat suivant, la réciproque est
aussl vrale.

Proposition 2.1.14 Le normalisatenr No(P) contrdle la p-fusion 81 ef senlement 2’5l n'y a pas
de p-sous-groupes essenbiels dans (3.

Prewve. Clairement, par le théoréme d° Alperin, la condition est suffisante. Prouvons le fait gu'elle
est aussl nécessaire. Soit ¢} un p-sous-groupe centrigque de €. Sang restreindre la généralitd on
peut supposer que §) est un sous-groupe de P. En fait, ) est sous-groupe de tout p-sous-groupe
de Sylow de N (). Soit T := Np(@)] et R un p-sous-groupe de Sylow de N(Q}) qui contient T
Un autre p-sous-groupe de Sylow, B, contenn dans Ng(@)) est conjugué & B par un élément
h e Ng(Q)). Comme (J = R Ng(P), la conjugaison par £ est un morphisme dans F (N (P ).
Par lo fait que Ng(P) contréle la p-fusion dans 7, on & h = ge avee g € Ng(P) ot ¢ € CalQ).
Ainsi h,c £ Ng(@), donc g = he™! £ Ng(PINNG{Q) © Ng(T). Comme, par la proposition 1.1.5,
(¢ eat un sous-groupe propre de T et Cp(id] < @ (¢} est centrique) I"image T de T dans Ng{@)/Q
est un groupe non trivial. Done, les images de B et #R dans Ng{Q) /() sont connectées par T
DFantre part, on peut passer de B 4 R en utilisant La conjugaison par ¢ € Cg(Q). Cecd implique
que Cr(l)) agit transitivement sur les composantes connexes de SN () /62) ot ansi () n'est
pas un p-sous-groupe essentiel de 7. o

2.2 Y a-t-il des p-sous-groupes essentiels 7

Concernant le groupe d'antomorphismes d'un p-groupe €, Martin [Ma| et aprés, Henn et
Priddy [HP| ont démontré que, pour presgue tout p-groupe &, le groupe d'antomorphismes,
Aut{(}), est un p-groupe. Rappelons ce que "presque tout’ veut dire dans ce contexte. Pour ceci
on & bosoin de définir la série de Frattini d*on p-groupe Q.

Définition 2.2.1 Soit O un p-groupe.

Le gous-groupe de Frafting de ) esi le sous-groupe de () engendré par les commutateurs ef
les puissances p-témes des dléments,

La série, définie par (1 = Q e, pour i > 1, Q0 = (7R, Q). o, par |-, <] on note les
commutatenrs des groupes entre les porenthéses, g'appelle la série de Frafting de ().

Le nombre enbier n tel gue Qg = 1 £ O, s'appelle la longueur de Frafting de ().

Motons Ay, 3 'ensemble {fini) des classes d'isomorphisme des p-groupes de longueur de Frat-
tini n et engendrés par d dlémenta. Etant donnée une propriété § des groupes, invariante par
ispmorphisme, on pose 84 C Ag g le sous-ensemble formé des ééments ayant la propriété §.

Définition 2.2.2 On dit gue presque fous leg p-groupes de longueur de Fraftind noont lo pro-
priété 5 mi
|5l _
LL:|:|:|
voo | Ap. d|
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D¥autre part, Gorenstein et Lyons [GL| et Aschbacher [As| ont trouvé la liste compléte des
gronpes finie ayant un sous-groupe fortement p-plongd. I est vrai que le fait que la liste est
complite se base entibrement sur la classification des groupes finis simples.

Théoréme 2.2.3 (24-1 [GL], (6.1),(6,2) [As]) Soif & un groupe fini de centre trival ef p un
nombre premier divisant 'ordre de (. Supposons gue Oy ((F) = 1. Alors 5,{(7) est non-connere
st ef seulement 85 G a un p-sous-groupe de Splow cyclique dorndre p, qui w'est pas normal dans 7,
ot bien (7 est un dea groupes suinanis.

a Groupe simple de fype de Lie, de rang 1 et caractéristigue p.

b} Ayp avec p = 5.

e} 2Ga(3), La{d) ou My avee p= 1.

dj Aut{S=(32)), *Fi{2), Mc ou M(22) gvec p= 5.

gl Jy aves p=11.

On remargque, done, qu’il v & des conditions trés restrictives Imposées par Vexistence d*un
gronpe fortement p-plongé et aussi quen géndral, si @ est un p-groupe, Out{) est un p-groupe.
Cecl nous pousse, plutot, & chercher des familles de p-groupes qui ne peuvent jamais étre des
p-sous-groupes essentiels. Les premiers exemples pour p = 2 sont les groupes des quaternions,
les groupes diédraux et les groupes semi-diédraux.

Exemple 2.2.4 Les groupes d’automorphismes des groupes des quaternions (Jom, pour m > J,
dea groupes diédraux Dys, pour n > 2 et des groupes semi-diddranx S04, pour 5 > 2 sont des
Z-groupes. En effet, en dtudiant les images des gonérateurs par un automorphisme quelcongue,
on obtient |Aut(@y= )| = 2772, |Aui{Dy )| = 2% ot |Aut(SDy)| = 2" pourm > 3, n > 2
et 8 > 2. Done, 81 @ est un p-groupe d'un des trois types plus haut, pour tout X < Out(()) on
a que S;{X) n'a qu'une seule composante connexe, done il est connexe. Un tel p-groupe ) ne
peut pag otre réalisd comme p-sous-groupe essentiel d'un groupe & car Ne(Q)/QCa{()) est un
sous-groupe de Out(d].

Dane oo qui suit on donne une condition suffisante pour quun p-groupe ne puisse pas étre
réalisd comme p-sous-groupe essentiel. Pour ceci, on a besoin de quelques propriétés do sous-
gronpe de Frattini d'un p-groupe.

Notation 2.2.6 On denote le sous-groupe de Frattini de () par ©{(2).

Le sous-groupe de Frattini de () est caractéristique dans ¢}, Le quotient de §) par ©(6)) est
un p-groupe abélien (car on passe au quotient par les commutateurs) élémentaire {car on passe
au quotient par les puissances p-idémes) de rang n (ol n est be cardinal minimal d*un systéme de
pénérateurs de ). Done on peut regarder (3 /®{(J) comme un espace vectoriel de dimension n
sur le corps Fp. Par conséquent, Aut{Q/$(Q})} peut étre interprété comme le groupe GL{n, Fy)
des matrices inversibles de dimension n, 4 coefficients dans Fy. On a la propriété suivante.

Proposition 2.2.6 Sedif ¢ @ Aut(Q)) — Aut(Q/D(Q)) Vapplication canonigue induite par la
projection () — Q/B{Q). Alors Korg est un p-groupe.

Preuve. Un résultat de Burnside, dont une preuve se trouve dans le livee de Gorenstein [Gr,
Thm. §.1.4], affirme que tout p'-automorphisme de @ qui induit 'identité sur Q/®(Q) est, en

fait, I"identité sur . Done Ker{¢) ne contient pas de p'-éléments, ce qui entraine que Ker{g) est
Un p-gronpe. O



14 CHAPITRE 2. FUSION ET P-8OUS-GROUPES ESSENTIELS

Voiel quelques rappels sur le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures dans GL{n, Fp).

= 0 ... 0
Lee matrices trisngulaires inférieures sont de la forme 0 := * . ; le nombre
. 1:- E
1 0
d'éléments de B est $#£8 = pﬁ%lip — 1" Done P = * , qui a pnlnz_
* ...

éléments, est un p-sous-groupe de Sylow de 8. 11 est unique car il est nor ans 3.

Solent (¢ un groupe, H, N 4l et K := /N, §i P est "unique p-sous-groupe de Sylow de G,
alors PN H est "unique p-sous-groupe de Sylow de I et P/(P NN est "unique p-sous-groupe
de Sylow de K. 851 N est un p-groupe on a une bijection entre les p-sous-groupes de Sylow de &
et de K.

La propasition 2.2.6 nous aide & trouver des informations sur Aut(€}). & partir de I'image
de ¢, comme 'ndique le lomme suivant.

Lemme 2.2.T Soient p un nombre premier, () un p-groupe, ${C}) son sous-groupe de Fraffing ef
n le rang du groupe abélien élémentaire QQ/B{Q)). Supposons gue 'image du morphisme cononigue
@ Aut(Q) — Aut{Q}/ ()]} induite par la projection canonique est isomorphe & un sous-groups
du groupe multiplicatif B des motrices inversibles frfangulaires mférieures, de dimension n, 4
coefficients dans Fp. Alors () ne peut pas éfre réaliséd comme p-gous-groupe csgenticl dang un
groupe fint 0.

Preuve. On note Imég l'image ot Kerd le noyan du morphisme ¢. Alors Imé est isomorphe 4
un sous-groupe de B, done il a un unique p-sous-groupe de Sylow. Comme Img = Aut{@J) /Kerg
et Kerg est un p-groupe, Aut{(}] a aussi un unigque p-sous-groupe de Sylow ot il en est de meme
pour Out(}), car il est le quotient de Aut{(?) par le groupe des automorphismes intérienrs de ),
qui est un p-groupe. DMautre part, N (Q)/QC{Q) st un sous-groupe de Out{()) done il & un
unique p-sous-groupe de Sylow. Ainsi S(Ng(Q)/QC () est connexe et () ne peut jamais étre
réalisd comme p-sous-groupe essentiel dans un groupe find (7. o

Ce résultat nous aide & trouver d'autres familles de p-groupes, pour p impair, qui ne sont
pas réalisables comme p-sous-groupes essentiels. On construit une des familles comme des toura
d'extonsion scindées, dans lesquelles le groupe normal est eyclique.

Proposition 2.2.8 Ssienf p un nombre premier impatr, n un entier posifif, oo, o0, ..., 0 une
suite d'entiers posififs avec o #£ oy, pour 1 <1 £ 9 < n et My, Ma,.... My une suile de
p-groupes fels que My = Cpeq ef My est oblenu d partir de M; a4 Uaide d'une exfension
srindée :

1 — Sp“'-"" — Ay M; L. (1)

Alors le groupe M, ne penuf pas ébre réaliséd comme un p-gous-groupe esgendicl d'un groupe .






