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Indledning 1

Indledning

I dette bachelorprojekt vil vi gennemga nogle af de centrale resultater omhandlende konvekse
maengder og deres ekstremalpunkter i bade funktionalanalysen og operatoralgebra teori.

Opgaven bestar af tre dele, hvor malet i fgrste del er at bevise, at enhver kompakt konveks
delmaengde i et lokalt konvekst vektorrum har ekstremalpunkter. Vi bygger op til seetningen
ved at introducere begreber som den svage topologi og ekstremalpunkter.

Anden del af projektet indeholder en raekke resultater om C*-algebraer. Disse resultater er
inkluderet i projektet, eftersom vi ikke havde kendskab til emnet, da vi begyndte projektet. Vi
vil bl.a. vise, at en kommutativ C*-algebra kan repreesenteres som C(K) for et kompakt Haus-
dorffrum, samt at der er en sammenhang mellem partielle isometrier og projektioner. Disse
resultater vil blive brugt til at bevise hovedsatningen, der karakteriserer ekstremalpunkterne
i enhedskuglen for en unital C*-algebra, som en speciel type partielle isometrier. Szetningen
giver endvidere, at de eneste invertible ekstremalpunkter i enhedskuglen er de unitaere opera-
torer.

I sidste del vil vi bevise, at ethvert element i den dbne enhedskugle for en unital C*-algebra
kan skrives som et middel af et helt antal uniteere elementer. Dette giver anledning til, at
ethvert element i en C*-algebra er summen af blot tre uniteere elementer.

I et eksempel vil vi benytte seetningen til at beskrive normen af en linezer afbildning mellem
to C*-algebraer, samt give et eksempel pa en operator der ikke kan skrives som en konveks
kombination af unitaere elementer.

Det skal igvrigt bemaerkes, at enhver C*-algebra i opgaven er antaget unital.
g g g

Den gennemgéede teori i fgrst del bygger iser pa lererbggerne “Analysis Now” af Gert K.
Pedersen og “Fundamentals Of The Theory Of Operator Algebras” af Kadison og Ringrose.
Den resterende del af opgaven tager udgangspunkt i Zhu’s leererbog “An Introduction To
Operator Algebras” samt originalartiklerne “Means And Convex Combinations Of Unitary
Operators” og “Isometries Of Operator Algebras”.

De satninger og lemmaer, der indgar i opgaven, tager udgangspunkt i de angivne leererbgger
og artikler, hvorimod eksemplerne er egne regnede opgaver.

Laeseren forudsaettes at have kendskab til topologi og funktionalanalyse. Ved udarbejdelsen af
opgaven er resultater fra kapitel 1 - 6 1 Zhu’s bog antaget kendt og benyttes uden kommentarer
eller bevis.
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1. Den svage topologi

Dette afsnit er en introduktion til den svage topologi pa et vektorrum. Vi vil ggre rede for en
raekke egenskaber ved vektorrum udstyret med den svage topologi, som skal give forudseetning
for at forsta og bevise Krein-Milmans saetning.

Som afslutning gennemgas et par eksempler for at illustrere anvendelser af teorien.!

Betragt et vektorrum V' med en separerende familie af seminormer F, dvs. hvis z # y i V og
dermed z —y # 0 findes m € F s& m(z — y) # 0.

Altsa vil meengden F x V' af funktioner z — my(z) = m(z — y), hvor (m,y) € F x V skille
punkter i V. For hvis 1 # z2 i V findes (m,y) € FxV sa my(z1 —z2) = m((z1 —z2) —y) # 0,
da vi blot kan veelge y # 1 — 2 og m som ovenfor.

Topologien pad V induceret af F x V kaldes den svage topologi o(V,F) induceret af F.
Da m tager veerdier pad Ry U {0}, er en basis for den svage topologi o(V,F) givet ved

1) A@)) MO NN @)U tn e N, (mD,y;) € F x V,Uj € tr,1 < j < n}
hvor 7k er den saedvanlige topologi pa R restingeret til Ry U {0}.
Enhver d4ben maengde om zy € R indeholder mangder pa formen

B.(zo) ={z € R: |z — x| < &}

for et vist € > 0.
En omegnsbasis af g € V' er maengder pa formen ﬂzzl(mgfc))_l(BE (mg,i) (xg))) for € > 0.

() (B(mP (o)) = ({z € V : [m{P) (z) — m{) (z0)| < e}
@ ‘<

= ({z e V: m®(z —y) —mP (20 —yp)| < e}
k=1

Ved at tage yj, = o fas meengden (;_,{z € V : m¥)(z — 1) < €}, men af trekantsuligheden
fas samtidig

m®) (@ — z0) + m®) (o — i) >
m®) (= yi) = mB) (2o — yi) <
S& med samme m*) og ¢ er
{zeV:m®(z —20)| <e} C{z eV :|[mP(z —y) —m® (2o — ys)| < &)
Heraf vil ethvert o € V have en omegnsbasis pa formen
(3) ﬂ{xEV:m(k)(w—m0)<s}=ﬂ{mEV:mgf))(x)<s}

k=1 k=1
mht. o(V,F).

IDette afsnit tager udgangspunkt i [Ped95, Kap. 2.4] og [KR97, Kap. 1.3]
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LEMMA 1.1. Den svage topologi o(V,F) er en Hausdorff topologi pd V.

BEevis. Lad z,y € V med z # y. Da F x V skiller punkter i V kan vi finde (m,z) € Fx V, sa
my(x —y) #0. Seet my(z —y) =r.

LadU={qgeV:m,(q—2z) <5}togU ={qgeV:m,(qg—y) <5}

Dermed er U og U’ abne omegne om hhv. z og y mht. o(V,F).

Antag til modstrid at U N U’ # 0, dvs. der findes ¢ € U 58 m,(¢ —y) < 5. Ved brug af
trekantsuligheden fas
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Dette er en modstrid, da m,(z —y) =r. S UNU' =0, dvs. o(V,F) er en Hausdorff topologi
pa V. O

LEMMA 1.2. Den svage topologi o(V,F) er den svageste topologi pa V', som gor enhver funktion
1 F kontinuert.

BEvVIs. Fgrst vises, at enhver funktion i F er kontinuert mht. o(V,F).
Lad m € F vaere valgt vilkarligt og lad U C R veere en vilkarlig 4ben meengde mht. 7r.
Fra konstruktionen (1) af basen for o(V,F) ses at m~!(U) er aben, og dermed er m kontinuert.

Omvendt, hvis hver af seminormerne m € F er kontinuerte mht. en topologi 7 pad V, s vil der
for enhver dben maengde U C R geelde, at m~!(U) er a4ben mht. 7. Hermed er (m?%))_l(Uj)
aben mht. 7 for alle n € N, (ml),y;) € Fx V,U; € 7,1 < j < n. Dermed er en enhver
mangde i basen (1) aben, sd de d4bne meengder mht. den svage topologi o(V,F) er abne mht.

7, ndr m er kontinuert mht. 7, jvnf. (1).

Altsé er o(V,F) den svageste topologi pa V der ggr ethvert m i F kontinuert. O

I det fglgende betragtes et vektorrum V over skalarlegemet K, som enten kan veaere de reelle
eller de komplekse tal.

DEFINITION 1.3. Et vektorrum V udstyret med en Hausdorff topologi sé vektoroperationerne
(z,y) m z+y fraVxV =V o (a,z) » az, fra KxV — V er kontinuerte, kaldes et
topologisk vektorrum.

LEMMA 1.4. Antag at V er et vektorrum, F er en separerende familie af seminormer pg V,
og ¢ er en afbildning fra et topologisk rum S ind i V.
Da er ¢ kontinuert mht. den svage topologi o(V,F), hvis og kun hvis enhver af de sammensatte
afbildninger mo ¢ : S — K er kontinuerte for m € F.

Bevis. Da hvert m € F er kontinuert mht. o(V,F) vil m o ¢ veere kontinuert, nar ¢ er
kontinuert.
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Antag omvendt at m o ¢ er kontinuert for hvert m € F. Vi skal vise, at ¢ }(U) er aben i S,
nér U er aben i V mht. o(V,F). Det er tilstrackkeligt at vise pastanden, nér U er en af de
abne mengder fra basen for o(V,F). S& lad U veere en dben omegn om zy € V péa formen
{z € Vem®)(z —z) < e, k= 1,...,n} for et vist € > 0.

Dam®, ...,mM™ e Fer m¥ o : S — K kontinuert for k = 1,...,n, og eftersom
e ' (U)={seS:ps)eU}={seS:mP(p(s) —z) <e,k=1,...,n}
er ¢~ 1(U) &ben. O

LEMMA 1.5. Den svage topologi o(V,F) gor V til et topologisk vektorrum.

Bevis. Af 1.1 fas at V er et Hausdorffrum mht. o(V,F), s& vi mangler blot at vise, at vektor-
operationerne er kontinuerte.

Jvnf. 1.4 er det tilstreekkeligt at vise, at afbildningerne (z,y) — m(z + y) og (o, z) — m(ax)
er kontinuerte i produkttopologien pa hhv. V x V og Kx V', hvor V er udstyret med den svage
topologi.

Lad (Zqa,Ya)aeca veere et net 1 V x V 88 limy (24, ya) = (z,y). Vi skal vise at
limy, m(zq + yo) = m(z +y). Da
lim [m(zq + ya) —m(z +y)| <lim|m(ze +yo —z —y)| =0

er m(z + y) kontinuert i V' x V. Et tilsvarende argument viser, at m(az) er kontinuert i
KxV. O

DEFINITION 1.6. Et topologisk vektorrum V kaldes et lokalt konvekst vektorrum, hvis der findes
en basis for topologien, som udggres af konvekse mengder.

LEMMA 1.7. Et vektorrum V wudstyret med den svage topologi o(V,F) er et lokalt konvekst
vektorrum.

BEvIs. Vi skal vise, at for et vilkarligt g € V er hver af maengderne
U={zeV :mP(z—z) <e k=1,...,n¢ >0} konveks, idet faellesmangden af konvekse
meengder igen er konveks.

Lady,z€Uog0<t<l. Fork=1,...,ner
mE (1 -ty +1t2) —x0) = mB((1 - 1)
< m® (1~ 1)y~ 20)) +mP (e — 20)
= (1- )
< (1-
S& (1 —t)y+tz € U og U er dermed konveks. O
Ofte er seminormerne, der bestemmer den svage topologi pad V pé formen z — |p(z)|, hvor

p tilhgrer en separerende familie I af linezre funktionaler p& V. Hvis vi for p € F definerer
pp(z) = |p(z)|, vil den svage topologi pa V veere induceret af familien {p, : p € F}.
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I dette tilfeelde siger vi stadig, at den svage topologi er induceret af F og skriver ogsa o(V,F).
I denne topologi vil ethvert 2y i V have en omegnsbasis bestdende af maengder pa formen

(4) Mz €V : o™ (@) - p®(20)| < €}
k=1

jvnf. ligning (2).

Vi vil nu definere begrebet en Minkowski funktional pa et vektorrum. Definitionen og egen-
skaber for Minkowski funktionaler benyttes til at bevise 1.11.

DEFINITION 1.8. En funktion m : V — R pd et vektorrum V kaldes en Minkowski funktional,
sdfremt m opfylder

(1) m(z +vy) < m(z) +m(y) for alle z,y €V
(i) m(sz) = sm(z) for alle s e Ry U{0} ogz €V

LEMMA 1.9. Lad C vere en dben, konveks omegn om 0 1 et topologisk vektorrum V og definer
m(z) =inf{s >0:5'z € C}
Da er m : V — Ry U{0} en Minkowski funtional pa V og
C={zeV:m(z) <1}
Bevis. Da n~'z — 0 for n — oo geelder, at for enhver dben omegn M om 0 € V eksisterer
der et ng € N sa n~'z € M for n > ng. Specielt giver dette at m(x) < oo for alle z € V.
For at vise egenskab (i) i 1.8 lader vi z,y € V og s,t € R, sa s lz,t7 1y € C.

(s+t) Nz +y) = (s+t)7ls(s7iz) + (s + 1) Lt y)
S -1 -1
= = (¢
Gl e G
SaetnurzsiH.Daer0<r<logl—rzz—ﬁ—si”:s%t.

Da C er konveks og s 'z, 71y € C vil r(s7'z) + (1 —7)(t"1y) € C.
Dvs. (s+t) ! (z+y) € C. Eftersom m(z+y) = inf{p > 0: p~L(z+y) € C} er m(z+y) < s+t.

Lad € > 0 veere givet vilkarligt. Af argumentet ovenfor ses m(z) +5 € {s > 0:s 'z € C} og
m(y)+5€{t>0:t"'y e C}, dvs. m(z +y) < m(z) + m(y) +e.
Heraf fas at m(z +y) < m(z) + m(y).

Egenskab (77) ses af det fplgende
sm(z) = sinf{t>0:t 'z ecC}
= inf{st >0:t"'z€C}
= inf{r=st>0:r"(sz) € C}
= m(sxz).
Det ses nu, at m er en Minkowski funktional.

At C={z € V:m(z) < 1} ses ved at vise begge inklusioner.
Antag forst at z € C. Sa findes et € > 0, s& (1 +¢)z € C, da C er aben.
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Men da m(z) = inf{s >0:s 'z € C}erm(z) < (1+¢) ! < 1.
Antag dernzest, at m(z) < 1 for et z € V. Vi kan finde 0 < s < 1 séledes at s 'z € C. Da
0 € C og C er konveks vil z € C, idet z = (1 — 5)0 + s(s~'z).

Altsd er C = {z € V : m(z) < 1}. O

For at bevise Saetning 1.11 far vi brug for fglgende satning, som angives uden bevis. Beviset
kan ses i [Ped95, p. 57].

SAETNING 1.10. Lad m vere en Minkowski funktional pé et reelt vektorrum V' og g en lineer
funktional pé et lineert underrum D af V, sd po(y) < m(y) for alle y € D. Da eksisterer en
linecer funktional ¢ pd V' domineret af m, sd ¢|p = po.

Nu kan vi vise fglgende szetning, der senere benyttes i beviset for Krein-Milmans satning.

SATNING 1.11. Lad A og B veere disjunkte, ikke tomme, konvekse delmengder af et topologisk
vektorrum V. Huvis A er dben, findes en lineer og kontinuert funktional ¢ : V — K og et t € R
Sa

(5) Re p(z) <t < Rep(y)
for allex € A og y € B.

BEVIS. Antag forst at skalarrummet er de reelle tal, dvs. K =R. Valg zg € A og yo € B. Set
z=1yp—x908 C=A—B+=z.

Méangden C er en dben omegn om 0, da
C=JA-y+2)=JA+ @ -y —0)
yeB yEB
er en forening af 3bne meengder, og 0 € C da yg € B og xg € A.

Det ses, at C' ogsa er konveks. For valg a,b € C vilkarligt og lad 0 < ¢ < 1.
Daa,be Cfindesa',b/ € Aogy',y" €Bsda=d —y +z0gb=0b —y" + 2.
Heraf fas

(1—tla+tb=1—-t)(a' —y +2)+t(b —y" + 2)
1—t)d —(1—t)y +tb —ty" + 2
(1—t)a" +t — (1 —t)y +ty") + 2.
Da A og B er konvekse vil (1 —t)a’ +tb' € A og (1 —t)y' + ty"” € B. Derfor findes p € A og
g€ Bsa(l—tla+th=p—q+ 2z € C jvnf. definitionen af C. S& C er konveks.

Lad nu m betegne det i 1.9 definerede Minkowski funktional pad V' mht. C.

Da ANB = QP vil z ¢ C, og derfor er m(z) > 1. Definer ¢y pd Rz = {25 : s € R} ved
©o(sz) = s. Funktionen ¢ er klart lineger og for s > 0 fas

vo(sz) = s < sm(z) = m(sz).
For s < 0 er pg(sz) = s < 0, men m(sz) > 0 pr. definition, sa ¢y < m.
Fra 1.10 kan ¢( udvides til en lineger funktional ¢ pé hele V sa ¢(z) < m(z) for alle z € V.
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Vi vil nu vise at ¢ er kontinuert. Lad € > 0 veere givet og veelg z i omegnen —eC' NeC om 0.
Da findes y,y’ € C sd z = ey og © = —ey’. Da ¢(z) < m(z) < 1 for alle z € C fas

p(z) =ep(y) <em(y) <eog

p(z) = —ep(y’) > —em(y') > —e.
Dvs. |o(z)| < €.

Sa veelg zop € V vilkérligt og lad U veere en dben omegn om ¢(zy) i R. Da findes € > 0 sa
B.(p(z0)) CU. Altsa er

' (U) 2 {z € V: |p(z) — p(z0)| < e} = {z € V : |p(z — z0)| < e}
Heraf ses at (—eC' NeC) —x9 C ¢ 1(U). Sa ¢ }(U) er aben, da (—eC' NeC) — z¢ er en aben
omegn om zg. Dvs. ¢ er kontinuert.
Da ¢(z) = po(z) = po(1z) = 1 er ¢ ikke identisk 0 og ma derfor veere surjektiv. For tag et
vilkarligt r € R, sé er r = rp(z) = ¢(rz).
Afbildningen ¢ er dben. Dette ses af, at hvis U er en dben delmeengde af V og z € U, sé er
U — z en aben omegn om 0. Det giver, at V = {J,2, n(U — z).
Da ¢ er surjektiv er R = J;2, ¢(n(U —z)) = U,—, ne(U — z).
Altsd er [—%, %] indeholdt i (U — z) for et tilpas stort n, hvilket giver at
[— 7 +0(@), 5 +¢(2)] € (U). For lad y ligge i [~ +¢(z), 1 +¢(2)], dvs. = < y—op(z) < 7.

Dermed vil y — ¢(z) € o(U —z) = ¢(U) — ¢(z). Dvs. y € p(U).
Men sé er ¢(U) aben, og ¢ er dermed en &ben afbildning.

For vilkarlige elementer z € Aogy € B, vilz —y+2 € C.
Dermed er ¢(z —y + 2) < m(z —y+2) < 1, da m er Minkowski funktionalen pa V defineret
i1.9.

Sa da g er linezer, er p(z—y+2z) = ¢(z) —p(y)+¢(z) < 1.Dvs. p(z) < 1—p(z)+¢(y) = o(y).
Eftersom ¢(z) < ¢(y) for alle z € A og y € B mé ¢(A) og ¢(B) veere disjunkte.

Da A, B er konvekse, er ¢(A) og ¢(B) konvekse i R, eftersom ¢ er lineser og surjektiv. Konvekse
delmaengder af R er intervaller, hvilket betyder, at ¢(A) og ¢(B) er intervaller.

Ved at veelge ¢t som det hgjre endepunkt af ¢(A) fas p(z) <t < ¢(y) for alle x € A og y € B.
Bemeerk at t ¢ ¢(A), da p(A) er aben.

For K = C kan vi betragte V' som et linezert reelt vektorrum, og som ovenfor kan vi finde en
reel og begraenset lineser funktional 9 : V +— R s& ¢(A) < t < 9(B). Vi kan nu konstruere en
kompleks linezer funktional ¢ ved at seette ¢(x) = 1 (z) — i) (iz). 2

Pga. sammensaetningen af kontinuerte funktioner er ¢ kontinuert og dermed begraenset. End-
videre er

Re ¢(z) = (z) <t <1(y) =Rep(y)
forallex € Aogy € B. O

2Konstruktionen kan ses i [Rud87, Proposition 5.17 p. 105]
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1.1. Eksempler.

EKSEMPEL 1.12. Hvis V er et normeret vektorrum, defineres
V*={p:V = C| p er linexr og begraenset}

Dvs. V* er en familie af kontinuerte funktionaler, der skiller punkter i V. Topologien o(V,V*)
kaldes den svage topologi pad V.
Det er saledes den svageste topologi pa V', der ggr alle linezre funktionaler i V* kontinuerte.

EkSEMPEL 1.13. Lad V veere en maengde, (Y, 7y) et topologisk rum og F en separerende
familie af funktioner fra V indi Y.
Lad 7y veere den svage topologi pa V induceret af F, (z))xea et neti Vogz € V.
Der geelder nu
x) — x hvis og kun hvis f(z)) — f(z) for alle f € F.

Bevis. Bemark, at alle f € F er kontinuerte i topologien 7 jvnf. 1.2.

Antag forst at ) — z i 7.
Dvs.foralle AcU(z) ={ACV |3IU €mr:z€U C A} findes \g € Asa z) € Afor A > .

Lad f € F veere valgt vilkarligt. Vi skal vise, at der for enhver &4ben omegn M om f(z) findes
et A\g € A sé f(zy) € M for A > Ao.

Da f er kontinuert er f~'(M) en aben omegn om z.
Vi har altsi pr. antagelse, at der eksisterer A\g € A s& z) € f~1(M) for A > Xo.
Dvs. at f(zx) € f(f~1(M)) C M for A > .

Antag omvendt at f(z)) — f(z) for alle f € F.
Hermed eksisterer \g € A s& f(z)) € M for A\ > Ao, hvor M er en vilkdrlig 8ben omegn om

f(z).
Lad nu A € U(z) og B vaere en basis for den svage topologi pad V. Da findes et B € B s3
z € B C A. Altsa er B pa formen

B=f1U) N0 (Un)
hvor (U;)’_; er abne mengder i 7y.

Da z € B vil fj(z) € U; for alle 1 < j < n. Pa grund af konvergensen findes \; s& f;(z)) € U;
nar A > Ajfor1 <j <m.

Da (A, <) er en opad filtrende meengde eksisterer et Ag, s& der for alle \; geelder at Ag > A;.
Dvs. fij(zx) € U; for A > Xo. Men sa vil z € fjfl(Uj) for alle 1 < j < m, og dermed vil
z) € ﬂ;-lzl fj_l(Uj) = B.

Vi har altsé vist, at £, € B for A > )y, som gnsket. O

EKSEMPEL 1.14. Lad V veere et normeret vektorrum, (z))aca et neti Vogz € V.

Hvis ) — z i normtopologien, da vil ), — z i den svage topologi o(V,V*).



10 Den svage topologi

BEvis. Lad f € V* veere vilkérligt valgt.
Da f er kontinuert vil f(zx) = f(z) nar ) — = i normtopologien.
Fra 1.13 har vi at ) — z 1 den svage topologi o(V,V*) nar f(z)) — f(z) for alle f € V*. O
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2. Ekstremalpunkter i konvekse mangder

Opbygningen til Krein-Milmans saetning fortsaetter i dette afsnit, hvor det centrale begreb
ekstremalpunkt introduceres.

Vi far ogsé brug for definitionen af en side (facet) i en konveks mengde, og det meste af
afsnittet omhandler egenskaber ved disse.?

DEFINITION 2.1. Lad V wveere et vektorrum. Det konvekse hylster coY af en delmengdeY CV
er mengden of konvekse kombinationer af punkter fra Y, dvs.

n n
(6) coY = {Zaixi 11;€Y,0<a;<1,1<i<n,n€ N’Zaj =1}.

i=1 j=1
Bemark coY er en konveks delmangde af V', og dens afslutning coY, det lukkede konvekse
hylster af Y, er sdledes den mindste lukkede konvekse maengde, der indeholder Y.

DEFINITION 2.2. Antag at V er et vektorrum. Et element xg i en konveks delmengde X CV
kaldes et ekstremalpunkt, safremt xo udtrykt som en konveks kombination
2o = (1 — a)z1 + azg, hvor 0 < a < 1 og z1,z2 € X medforer at z1 = x9 = xy.

Det kan i visse tilfeelde veere lettere kun at kigge pa konvekse kombinationer med a = %
Folgende resultat retfeerdigggr dette.

LEMMA 2.3. Lad X C V weere en konveks delmengde af et vektorrum V. Et punkt zo € X
er ekstremalt hvis og kun hvis xo udtrykt som xy = %m + %wg for x1,20 € X betyder at
T1 = To = Iy.

BEvIs. Bemark forst at hvis zy = %zl + %mg og xg er ekstremal, da giver definitionen at
1 — T2 = Ig-

Antag nu at 1 = x9 = xg, hvis z kan skrives som zg = %:vl + %wg for 1,129 € X.
Vi skal vise, at hvis g = (1 — a)z1 + axs for 21,29 € X 0g 0 < a < 1, sé er zy = 1 = Z9.

Vaelgs,tERséO<s<t<1ogsTH:a.

St
™ y1 = tza + (1 — t)z1 og
y2 = sz + (1 — s)z1.
Da bliver
1 1 1 1 1 1
- T — = (1 — - (1 —
Y1 + 5 Y2 2t:1:2 + 2( t)z + 5572 + 2( s)zy
t+ 1—8)+(1-
ETSIE IR

=azy+ (1 —a)zy
= zy.

Men det betyder at g = y1 = yo.

3Dette afsnit tager udgangspunkt i [KR97, Kap. 1.4]
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Fra (7) har vi fglgende ligninger
tzo + (1 — t)z1 = xo,
szo + (1 —8)x1 = xo

Da s # t har ligningssystemet maksimal rang og kan dermed lgses entydigt. Det kan let ses at
To = 1 = T2 er en lgsning, som derfor ma veaere den eneste. O

DEFINITION 2.4. Lad V wveere et vektorrum og X CV en konveks delmengde af V. En side F
1 X er en ikke-tom konveks delmengde F C X sd betingelserne

0<t<l, 21,20 € X, (1 —t)iEl +taxg € F
giver at x1,x9 € F.

I det fplgende betragtes et vektorrum V og en konveks delmaengde X C V.

2.1. Egenskaber ved sider i konvekse mangder.

LEMMA 2.5. Et punkt zq er ekstemalt i X, hvis og kun hvis {zo} er en side 1 X.

Bevis. Lad zg vaere et ekstremalpunkt i X.

For 0 <t <1, 21,29 € X og (1 —t)z1 + tzg € {zo} har vi (1 — t)z1 + tz2 = zo. Men da z er
et ekstremalpunkt, er dette kun opfyldt for z1 = z9 = z¢. Dvs. 21,29 € {zo}. S& {zo} er en
side i X, da {zo} ogsa er konveks.

Antag omvendt at {z¢} er en side i X. Hvis 0 < ¢t < 1, 21,29 € X og (1 —t)z1 + tzo € {z0}
vil 1,29 € {zo}, da {zo} er en side. S& hvis (1 — t)z; + tz2 = xo er 1 = T2 = . Hermed er
o et ekstremalpunkt i X. O

LEMMA 2.6. Hvis (Fy)aen er en familie af sider i X med (), Fo # 0, da er (), Fo igen en
side 1 X.

Bevis. Lad 0 < ¢ < 1, z1,22 € X s& (1 — t)z1 + twg € (), Fa- Dvs. for ethvert a € A
fas (1 — t)x1 + txzo € F,. Men hvert F, er en side, s z1,z0 € F, for alle a. Hermed vil

z1,%2 € [, Fo- Eftersom faellesmeengden af konvekse meengder er konveks, er (1, F, altsd en
sidei X. m

LEMMA 2.7. HvisY er en side 1 X og Z er en side 1 Y, sd er Z en side 1 X.

BEvis. Lad 0 < t < 1, z1,22 € X s& (1 —t)z1 + tzg € Z.
DaZCYvil(l—t)zy+tzo €Y. MenY erensidei X,s8 21,29 €Y. Da Z erensidei Y
og (1 —t)x1 +txg € Z, vil 1,29 € Z. Hermed er Z en side i X. O



Ekstremalpunkter i konvekse maengder 13

LEMMA 2.8. Huvis X er en konveks mengde med ©1,%9,...,2, € X 0g a1,a9,...,a, er ikke
negative reelle tal med sum 1, da vil o121 + asxs + -+ + anxy, € X.

BEVIS. Beviset fgres ved induktion over n.

Basistilfeeldet er n = 2. Det skal vises, at a121 + aoxo € X nér z1,29 € X og a1 + a9 = 1.
Dette er trivielt, da a1z1 + aszo = (1 — ag)z1 + asze € X, da X er konveks og 0 < ag < 1.

Hypotesen er nu at Y7, ajz; € X nar )37 aj = 1 og z1,%2,...,2, € X for n > 2.

Betragt z1,2,...,%n, Tnt1 € X 08 a1,a2,...,0n,an+1 € [0,1] s& Z;‘ill a; = 1. Vi skal vise
at Z?;Lll ajr; € X.
Hvis an4+1 = 0 er udsagnet opfyldt, jvnf. hypotesen.

Hvis ap4+1 = 1 er udsagnet ligeledes opfyldt, for da er a; = a2 = --- = a, = 0 og dermed er

n+1 _
jm1 6jZj = Tpi1 € X

Antagnu at 0 < apy1 < logsxta=1—apy;. Dermed er 0 < a < 1.
Dernaest seettes y = a~ (ayx1 + - - - + apxy).
Hypotesen giver, at y € X da

n+1 n n
E:aj=:1 ¢=¢-an+1+—§:aj::1 <~ EZCU:ZI'_GH+L
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Summen af koefficienterne i y bliver

n
_ _ 1
a IE aj=a (1 —apn41) =

j=1

— (1 - =1
1— an+1( ant1)
Altsa vil y € X.

Nu kan Z;‘ill a;jz; skrives pd fplgende bekvemme form

(1 —a)tpi1 +ay = (1 —a)zn1 +aa " (a121 + -+ + apzy)

= Api1Tp4+1 + G121 + a9 + + - - + ApTy.

Dvs. Z?ill ajz; € X da X er konveks. O

LEMMA 2.9. Hvis F er en side ¢ X og a1x1++--+apx, € F, hvorzy,...,z, € X ogay,...,a,
er ikke-negative reelle tal med sum 1, da vil z; € F for 1 < j < n.

BEvis. Det er tilstraekkeligt, at vise at z1 € F for a; > 0, idet vi herefter kan vise, at det
geelder for et vilkarligt z; ved ombytning af reekkefglgen i den konvekse kombination.

Forai =1fdsatay =---=a, =0. Herafer z1 = a121 +--- + apx, € F.

Hvis0 < a; < 1sa:ttesa=1—a; ogyzail(ang—l----—i-anxn). Dal0<aj<ler0<axl
og y € X, da y er en konveks kombination af zs,...,x,. Dette ses, idet

n n n
Zajzl <~ al—I—Zaj:l <~ Zajzl—al.
j=1 j=2 j=2
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Heraf er
n n 1
Za_laj :a_lzaj —a'(1-a) = 1 —a1(1 —a1) =1
7j=2 7j=2
Men
(1—a)ry+ay=(1—a)xy +asxs+ -+ apTp =a121 + -+ + anzy € F.
Sa x1,y € Fda Ferensidei X og0<a<1. O

LEMMA 2.10. Huvis X er en ikke-tom kompakt konveks mengde @ et lokalt konvekst vektorrum
V, p er en kontinuert lineer funktional pa V og

c =sup{Rep(z) : z € X}
sd er mengden F = {x € X : Rep(z) = ¢} en kompakt side i X.

BEVIS. Da p er kontinuert er Rep ogsa kontinuert, og vil dermed antage sin maksimumsvaerdi
pa den kompakte maengde X. Dette giver, at F er ikke-tom.

Fra [Han95, Saetning 12.3] er enhver afsluttet delmeengde i X kompakt. Det ses at
F = (Rep) '({c}) er urbilledet af en en afsluttet maengde ved en kontinuert funktion, og
dermed er F' afsluttet og altsd kompakt.

Meangden F' er konveks, for tag 1,22 € F og 0 < t < 1. Nu bliver
Rep((1 —t)z1 + tze) = (1 — t)Rep(z1) + tRep(z2)

=(1—-t)c+tc

=c
Dvs. (1 —t)z1 +tzg € F.
Tilbage star at bevise, at 1,22 € F hvis (1 — t)z1 +tze € F for 21,29 € X 0g 0 <t < 1.
Vi har Rep(z1) < ¢ og Rep(z2) < ¢ men samtidig er

(1 —t)Rep(z1) + tRep(z2) = Rep((1 — t)z1 + tz2) = ¢

da (1 —t)zy +tzg € F.

Det betyder, at enten er Rep(z1) > c eller Rep(z2) > c¢. Dvs. at Rep(z1) = Rep(z2) = ¢ og
dermed ma zq,z9 € F.

Altsd er F en side i X. O
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3. Krein-Milmans sztning

Vi er nu ndet frem til at kunne bevise hovedsaetningen i forste del af projektet.*

SETNING 3.1 (Krein-Milman). Hwvis X er en ikke-tom kompakt konveks delmengde af et lokalt
konvekst vektorrum V', sd har X ekstremal punkter. Endvidere er X = COFE hvor E er mengden
af alle ekstremal punkter 1 X.

Bevis. Lad F vaere familien af alle kompakte sider i X, og lad F veere partielt ordnet mht.
inklusion. Da X € F er F # (). Vi vil vise, at F har et mindste element, som bestér af et enkelt
punkt.

Lad Fy veere en delfamilie af IF, der er totalt ordnet mht. inklusion, dvs. for hvert par
Fl,Fz € IFO gaelder at Iy C Fy eller Fy, C F}.

Hvis Fi, ..., F, € By, vil(;_, Fi € Fo, idet (_; F) er den mindste af meengderne F, ..., F,.
Hermed er Fy stabil overfor endelig feellesmaengde. Eftersom Fy bestar af kompakte maengder
er maengden Fy =) Fer, I kompakt og ikke-tom. For hvis Fy = () vil der pga. kompaktheden
findes endeligt mange Fi,...,F, € Fy s& FyN---N F, = @, men det er i modstrid med
totalordningen af Fy. S& Fj er en kompakt side i X jvnf. 2.6, og da der for alle F' € Fy geelder
Fy C F er Fy en nedre graense for Fy i F.

Vi har hermed vist, at enhver totalt ordnet delmzengde af F har en nedre graense i F. Da F # ()
fplger det af Zorns lemma, at [ har et mindste-element F'. Dvs. hvis FC F, sier F= F, for
F e¢F.

Vi vil nu vise, at F' bestér af et enkelt punkt z.

Antag til modstrid, at 1, zo er forskellige punkter i F'. Da V er et lokalt konvekst vektorrum,
har det Hausdorff egenskaben, og der findes en basis for topologien, som bestar af konvekse
mangder. Der findes altsd dbne konvekse omegne A om z; og B om z9, si AN B = (. Iflg.
1.11 findes en kontinuert lineser funktional ¢ pad V og et t € R sa

Reyp(z1) <t < Rep(zg).
Der findes altsd ¢ € V* s& Re ¢(z1) # Re ¢(z2). Fra 2.10 findes et ¢ € R s&
Fo={z € F:Rep(z) =c}

er en kompakt side i F. Men F' er en kompakt side i X, sd Fy er ogsd en kompakt side i X
jvnf. 2.7, hvoraf Fy € F. Eftersom Re (1) # Re ¢(z2) kan 1 og zo ikke begge tilhgre Fj,
sd Fy C F. Dette er en modstrid, idet F' er et mindste element i F.

Altsa bestar F af et enkelt punkt z. Dvs. F = {z}, og = er hermed et ekstremalpunkt i X
jvnf. 2.5.

Vi har nu vist, at enhver ikke-tom kompakt konveks delmaengde af V' har et ekstremalpunkt.

Hvis E er maengden af alle ekstremalpunkter i X, skal vi vise, at X =coFE. Da E C X og X
er en kompakt konveks maengde er COF C X, s vi skal vise, at lighedstegnet geelder. Antag
til modstrid, at der findes et o € X \CoE.

Da V er et topologisk vektorrum findes en &ben omegn Com0saCCV 0g
(zo+C)N(cOE+C) = () jvnf. [Rud73, Theorem 1.10]. Da V er lokalt konvekst findes en &ben

4Dette afsnit tager udgangspunkt i [KR97, Kap. 1.4] og [Ped95, Kap. 2.5].
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konveks omegn C om 0 sa C C C. Dermed er A = GE + C og B = zy + C abne konvekse
mangder, der opfylder at AN B = (.

Fra 1.11 findes ¢ € V* og et a € R s4

(8) Rep(y) < a < Reyp(zg) for y € cOF.

Seet ¢; = sup{Rep(z) : € X}. Dermed er ¢; > a og meengden
Fi={z € X:Reyp(z)=c}

er en kompakt side i X jvnf. 2.10. S& Fj er en ikke-tom kompakt konveks delmaengde af V', og
har dermed et ekstremalpunkt z;. Nar z; er et ekstremalpunkt i F; medfgrer det, at {z1} er
en sidei F7. Men Fj er en sidei X, sd {z1} er en side i X, og dermed er z; et ekstremalpunkt
i X.Dvs. z1 € E CcOFE. Men z; € F1, hvorved Re ¢(x1) = ¢; > a. Dette er i modstrid med
(8), da Re ¢(y) < a for alle y € COE.

Vi har hermed vist at X = CoF. O

Krein-Milmans satning giver informationer om ekstremalpunkterne i en kompakt konveks
mangde. Nedenfor vil vi give et eksempel p& en maengde, der ikke er kompakt i normtopologien,
men som har ekstremalpunkter.

EKSEMPEL 3.2. Betragt C(K) hvor K er et kompakt Hausdorff rum. Ekstremalpunkterne i
enhedskuglen (C(K)); er de funktioner f € C(K), som opfylder at |f(z)| =1 for alle z € K.

Bevis. Vi vil fgrst vise, at den konstante funktion 1 er et ekstremalpunkt i enhedskuglen
(C(K))1. Antag 1 = 2(h + g) for h,g € (C(K)). Saet

hi =Reh, ho=Imh

91 =Reg, g2 =1Img

De fire funktioner er kontinuerte og

1 . .
1= §(h1 +ihy + g1 + ig2)

1 1.
= §(h1 +g1) + 52(’12 + go).

Dermed er 1 = Z(hi(z) + g1(z)) og 0 = ha(z) + go(z) for alle z € K.

Antag at der findes et punkt zy € K s hi(zg) < 1. Dvs. at g1(zg) > 1. Dette er en modstrid,
da g=g1 +igo € (C(K))1. S& hi(z) =1 for alle x € K, hvoraf gy = hy = 1.

Antag nu at der findes et punkt zg € K s& ho(zg) # 0.
Dvs. h(.’lto) = hy (.’170) +’ih2(.’L‘0) = 1+ih2($0). Men |h(.’170)|2 =1+ (hg(.’IJ()))2 >1,da hg(.’l?o) #0.
Heraf har vi igen en modstrid da h € (C(K));. Vi har hermed vist at ha(z) = 0 for alle z € K.

Altsa er ho(z) = g2(x) = 0 for alle z € K. S 1 = h = ¢ hvilket giver, at den konstant funktion
1 er ekstremal.

Herefter vil vi vise at hvis |f(z)| =1 for alle z € K, er f et ekstremalpunkt i (C(K));.
Antag f = Z(h + g) for h,g € (C(K)):.
Dvs. 1

LT = Fr=1rP =1
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Funktionerne ?h_,fg er kontinuerte og fh, fg € (C(K))1 da |[fhlloo < |fllcollPlloc £1-1=1.
Tilsvarende er ||fg|loo < 1.

Da 1 er et ekstremalpunkt for (C(K)); fas fh=fg=1.Dvs. fh—fg=f(h—g)=0.

Da f(z) # 0 for alle z € K er h — g = 0. Vi har séledes vist at h = g, og da f = %(h +g) er
h =g = f. Dermed er f et ekstremalpunkt.

Vi mangler at vise, at hvis f € (C(K)); er ekstremal, sd er |f(z)| =1 for alle z € K.

Antag at der findes en &ben og lukket delmeengde Ky C K, hvor Ky # 0, s f|k, = 0. Definer
funktionerne

(:L‘) 1, z € Ky
g\¥) = f(z), € K\ K

-1, =z €K,
M@:{f@%xEK\&

som er kontinuerte, da Ky er dben og lukket. Funktionerne f,g € (C(K)); da

[Alloo = llglloc = 1. Men da f = 1(h + g) og f er ekstremal er h = g, hvilket er en modstrid.
Altsa eksisterer ingen dben og lukket delmeengde Ky C K s f|x, = 0.

Man kan skrive f som f(z) = a(z)|f(z)| for z € K. Hvis f(z) # 0 er a defineret ved
a(r) = %, og for de z € K hvor f(z) = 0 seettes a(x) = 1. Det ses ud fra definitionen, at
« ikke ngdvendigvis er kontinuert.

Lad nu ¢, : [0,1] — [0, 1] veere kontinuerte funktioner som opfylder

¢(0) = (0) =0,
(1) =y(1) =1,
o+ =2,

hvor ¢ : [0,1] — [0,1] er defineret ved «(z) = x. Antag endvidere at 0 og 1 er de eneste
fixpunkter for ¢ og .

0,84
0,5 y=x
0,44

024

Y TT Iy I T T IS T T T I I T Il
a a8 04 06 08
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Funktionen g defineret ved g(z) = a(z)p(|f(z)|) for z € K er veldefineret, da |f(z)| < 1 for
alle x € K. Endvidere er g kontinuert, da der eksisterer en fglge af polynomier

(Pn)nen € C([0,1]), s& pp, — ¢ mht. || - ||o- Idet ©(0) = 0 kan polynomierne justeres si
prn(0) = 0 for alle n € N. Dvs. polynomierne er pa formen p,(t) = tqgn(t), hvor ¢, ogsa er et
polynomium.

Dermed er

a(z)pa(|f(2)]) = alx)|f(2)lg.(f(2)]) = f(@)gn(|f (2)])-
Da f, g, er kontinuerte fas at a(z)pn(|f(z)|]) € C(K). Pga. fuldsteendigheden af C'(K) vil
ap(|f[) € C(K) da apn(|f]) = ap(|f]) mht. || - [le-

Tilsvarende vil funktionen h givet ved h(z) = a(z)¥(|f(x)|) veere veldefineret og kontinuert.
Funktionerne h,g € (C(K))1, da

[17lloo = llatb(1fDloo
< [lellooll%]loo
= 1.
Analogt fas at ||g||co < 1.
Nu bliver
1 1
So+ 1) = el + a(lf])
1
= o +4)(1f)
= So2l/]
=f.

Men f er et ekstremalpunkt, s& g = h = f. Dvs.

ap(|f]) = ayp(|f]) = f = alf].
Det giver specielt at ¢(|f(z)|) = |f(z)| for alle z € K. Altsa er ¢(t) = t for alle t € o(|f])
jvof. [Zhu93, Thm. 10.3|, og da ¢ kun har 0 og 1 som fixpunkter er o(|f|) C {0, 1}.

Da |f| er kontinuert er |f| = 0|k, + 1|\ k,, hvor Ko er en &ben og lukket delmeengde af K.
Men iflg. ovenstéende er Ko =), s |f| =1 pa K. O
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4. (C*-algebraer

Den sidste del af projektet er resultater fra operatoralgebra teori. Vi vil derfor give en kort
introduktion til C*-algebraer, hvor vi blandt andet viser en vigtig klassifikationsseetning for
kommutative C*-algebraer.®

DEFINITION 4.1. En C*-algebra er en Banach algebra A med en afbildning A — A* fra A ind
i A, der opfylder folgende betingelser

(i) (A*)* = A foralle Ac A

(ii) (aA +bB)* = @A* + bB* for alle A,B € A og alle a,b € C
(iii) (AB)* = B*A* for alle A,B € A
(iv) ||A*A| = ||A||? for alle A€ A

Elementet A* kaldes den adjungerede til A.

LEMMA 4.2. Lad A vere en C*-algebra og A € A. Afbildningen A — A* er en isometri.

BEvis. For ethvert A € A galder
1A]1* = A=Al < || A*|[]|A].-
Dvs. [lA]| < [[A%]].
Omvendt har vi
1A% = (A" A% = AA*| < | All]A™].
Heraf fas ||A*|| < ||Al|. Dermed er ||A4| = ||4%]. O

Bemeerk, at hvis I er identiteten i en C*-algebra A, da galder at
I definitionen for en C*-algebra A er det ikke noget krav, at A er unital, dvs. at 4 indeholder
en identitet. I de fglgende afsnit vil enhver C*-algebra veere unital pr. antagelse.

Et eksempel pd en C*-algebra er B(H) = {T : H — H | T er linezer og begraenset} hvor H
er et Hilbertrum.5

DEFINITION 4.3. Antag A er en C*-algebra og A € A. Elementet A kaldes

(i) selvadjungeret hvis A* = A

(1) uniter hvis A*A = I = AA*, eller ekvivalent A* = A~}
(#i1) normal hvis A*A = AA*

(iv) positiv hvis A = B*B for et B € A

(v) en projektion hvis A* = A = A?

5Dette afsnit tager udgangspunkt i [Zhu93, Kap. 8-9].
6Bygger pa resultaterne fra [Ste00, Thm. VI.4 og Prop. VL.5]
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SAETNING 4.4. Hvis A er normal i en C*-algebra A, da er r(A) = ||4].
BEVIS. Szt B = A*A. Elementet B er selvadjungeret idet (A*A)* = A*(A*)* = A*A, s&
1B?|| = |BB|| = ||B*B| = ||B]I*.

Ved at benytte B er selvadjungeret ses, at B™ = (B™)* for n = 1,2,3,..., og ved induktion
efter k skridt fas | B2|| = || B||%".
Dette giver

|(A*A)P|| = ||[A*A|P = (|| A||*)? for p =1,2,4,8,16...

Hvis vi benytter, at A er normal fas
[(A*A)P|| = [|A*A... A*A|| = ||(A")PAP|| = ||(AP)"AP|| = || AP|1%.
Hermed er vist, at ||AP||? = ||A||?P for p = 1,2,4,8,16,.... Dvs.

477 = ||A]| for p = 1,2,4,8, 16, ..
Spektralradiusformlen ([Zhu93, Thm. 5.5]) giver nu

r(A) = lim [A"[|% = lim [|A%] = lim [|A] = |IA].
n—00 k—00 k—00

LEMMA 4.5. Antag A er en C*-algebra og lad A € A veere selvadjungeret. Da er o(A) C R.

BEVis. Antag ¢ =a + b € o(A) hvor a,b € R. For hvert n € N sattes
A, =A—al +inbl.
Det ses at i(n + 1)b =inb+1ib = a+ib— a+ inb € a(A,), idet
Ap—i(n+1bI = A, — (a+ib)I +al —inbl

= A—al+inbl — (a+ib)I + al —inbl

= A—(a+1ib)l.
Dac=a+1ib€ o(A) fas at i(n+ 1)b € o(Ay). Dvs. |i(n + 1)b] < r(Ap).
Heraf er

(’n2 +2n+1) ¥ o= (n+1)>2%

li(n + 1)bJ°
(7(4n))?
1 45I?
= [[4n 44
(A —al —inbl)(A — al + inbI)||
= ||(A=al)®+ 01|
|A — aI|? + ||’n262I||
= ||A —al|? + n?b?.

IN N

IN
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Da (2n + 1)b? < ||A — al|? for alle n € N, er uligheden kun opfyldt for b = 0. Dermed er
c=a€Rogo(A) CR O

DEFINITION 4.6. Antag A og B er C*-algebraer. En afbildning ® : A — B kaldes en
*-homomorfi hvis

(i) ®(aA+bB) =a®(A) + b®(B) for alle a,be C og A,B € A

(ii) ®(AB) = ®(A)®(B) for alle A,Be A
(ii1) ®(A*) = ®(A)* for alle Ac A
(iv) ®(L4) = Ig hvor I4 og Ig er identiteten i hhv. A og B

Hvis ® er injektiv og surjektiv kaldes ® en *-isomorfi. C*-algebraerne A og B kaldes *-isomorfe,
hvis der findes en *-isomorfi ® : A — B.

Nedenstéende sztning giver os mulighed for at repraesentere en kommuativ C*-algebra med
C(K) for et kompakt Hausdorffrum K. Det er specielt nyttigt, nar seetningen om ekstremal-
punkter i enhedskuglen for en C*-algebra skal vises.

Vi betragter ogsd meengden Q(A), der er maengden af multiplikative linesere funktionaler péa
A, som udstyres med svag*-topologi.

SETNING 4.7. Enhver kommutativ C*-algebra er *-isomorf med C(K) for et kompakt Haus-
dorff rum K. Specielt er Gelfandtransformationen I’ : A — C(Q(A)) givet ved

I(A)(p) = ¢(A), A€ A 0 € Q(A)
en *-isomorfi nir A er en kommutativ C*-algebra.

Bevis. Funktionen I' er en homomorfi, da ¢ er en karakter, dvs. en multiplikativ lineser
funktional. Endvidere er

I'(La)(p) = o(Ia) = 1.

For at vise at Gelfandtransformationen er en *-isomorfi, mangler vi at vise, at funktionen er
injektiv, surjektiv og at I'(A*) = I'(A4).
For ethvert A € A seettes

A+ A* A— A*
L g 82 2
Heraf fas

A* 4+ A A*4+ A
2 2

A* — A A*— A

A5 = — = — = A,.

21 —21

S& A; og Ag er selvadjungerede. Dvs.

Ay +idy = %(AJFA*) S(A-A) =4,
A = Ay —ids.
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Fra [Zhu93, Korollar 5.2] geelder, at ndr A € A, hvor A er en kommutativ Banach algebra,
sd er c4(A) = RanT'(A). For et selvadjungeret element B i en C*-algebra geelder o(B) C R.
Elementerne A1, As er selvadjungerede, sa for k = 1,2 er I'(4x) C R. Heraf folger

['(A") =T'(A1 —iA2)
=T'(41) —iT'(A9)
=T(4;) +il'(A2)
=T(4; +1ids)

—T(4).

Hermed er den tredje egenskab for en *-isomorfi vist. Vi vil nu vise, at I er en isometri.
IT(A)1Z = IT(A) T (A)lo
= [[P(A")T(A) loo

= |T'(4A"A4) o
L r(A*A)

8 *

= [|A™A]|

= |4l

Heraf folger ogsd, at I" er injektiv. For hvis I'(A;) = I'(A42) har vi
0 =[[T(A1) = T(A2)llo = IT(A1 = A2)[lco = [[A1 — A2

Altsd er A1 = As.
At T er surjektiv vises ved at anvende Stone-Weierstrass’ satning, idet vi fgrst viser, at Ran T’
er lukket i C'(2(A)).
Lad (yn)nen € RanT vaere en Cauchy-folge. Der eksisterer altsé en fglge (Ap)nen C A sé
I'(An) = yYn- Da (Yn)nen er en Cauchy-fglge findes for et givet € > 0 et ng € N sé
lyn — Ymlloo < € for n,m > ng. Dvs.

HP(An) - 1—‘(Am)”oo <€ <=

“F(An - Am)”oo <€ <=
[An — Aml| <€

for n,m > ng. Altsa er (Ap)nen en Cauchy-folge i A. Da A er fuldsteendingt, findes et A € A,
s& limy,, .o A, = A. Betragt nu

i [y, = T(4)[lo = lim [T(4,) = T'(4)[lo
= lim [[T(An = Ao

lim || 4, — Al

n—00

=0.

"[Zhu93, Korollar 5.2]
8Da A*A er normal
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Folgen (yn)nen er hermed konvergent, hvilket betyder, at RanT' er fuldstzendigt og dermed
afsluttet.

Mengden RanT" er klart en delalgebra af C(€2(A)), da I" er linezer og multiplikativ.

Billedet af T' er endvidere selvadjungeret. For tag et y € RanT, si eksisterer A € A, sa
y =T(A). Men I'(4*) =T'(A) = y. Elementet y er altsd billedet af A* ved ', s& 5y € RanT.

Idet '(14) =1 vil 1 € RanT.

Endvidere skiller Ran T punkter i Q(A). For antag ¢, 1 € Q(A) s& ¢ # . Da findeset A € A
s& p(A) # ¢¥(A). Dvs. T'(A)(p) # I'(A)(%), og RanT skiller hermed punkter i Q(.A).

Da RanT er en selvadjungeret delalgebra af C'(£2(.A)), RanT skiller punkter i Q(A) og

1 € RanT, giver Stone-Weierstrass’ seetning [not, Thm. 5.6], at RanT' = C(2(.A)), idet 2(A)
er kompakt®. Vi har tidligere vist, at RanT er afsluttet, si RanT' = C(Q(A)). Hermed er T
en *-isomorfi fra A pa C(Q2(A)). O

Endvidere gzelder fglgende klassifikationssaetning for en generel C*-algebra.'’

SETNING 4.8 (GNS). For enhver C*-algebra A eksisterer et Hilbertrum H, sd A er *-isomorf
med en del-C*-algebra of B(H).

9Zhu93, Prop. 4.2|
10E¢t bevis ses i [Zhu93, Satning 14.4]
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5. Polardekomposition

Fglgende afsnit er alene resultater om C*-algebraen B(H). Men da en vilkéarlig C*-algebra kan
repraesenteres ved en del-C*-algebra af B(H) for et Hilbertrum H, vil nogle af resultaterne
senere anvendes i det generelle tilfzelde.!!

LEMMA 5.1. For ethvert T € B(H) geelder
ker T = (RanT™)*

RanT = (ker T*)*

Dette samt nedenstiende lemma er standard resultater fra funktional analysen.'?

LEMMA 5.2. Lad T € B(H). Operatoren T er positiv hvis og kun hvis (Tx,z) > 0 for alle
Tz € H.

DEFINITION 5.3. Hvis T € B(H) opfylder, at ||Tz| = ||z| for alle z L kerT kaldes T en
partiel isometri.
For en partiel isometri T kaldes ker T' initialrummet og RanT' kaldes billedrummet.

Det ses umiddelbart, at alle isometrier og projektioner er partielle isometrier. For isometrier
er det abenlyst, og vi vil senere vise, at T er en projektion hvis og kun hvis Tx = z for
z € (ker T)* .

For en partiel isometri 7' er RanT" lukket.

Det ses,da RanT ={y € H |Iz € H:Tr =y} ={Tz:z € H} = {Tz:z € (kerT)*},
hvor det sidste lighedstegn er opfyldt pga. projektionssatningen.

Problemet er altsa reduceret til at vise, at {7z : z € (ker T)*+} C H er lukket.

Hvis y € {Txz : z € (ker T)L}, skal vi vise, at der findes z € (ker T')* sa Tz = y. Der findes en
folge (2n)nen C (ker T)* sa Tz, — y for n — co. Men

|Zn — Tl = 1T (7 — zw)|| = [ Tzn — Tzmll,

da T er en lineger partiel isometri.
Dermed bliver (z,)nen en Cauchy-folge, idet

|zn — zmll = 1 Tzn — Tzl < |[T2n — yll + |y — Tzm |-

Da Tz, — y for n — oo kan afstanden mellem z,, og x,, gores vilkarlig lille, nar bare n,m € N
vaelges store nok. Hilbertrummet H er fuldsteendigt og (ker T)* er et lukket underrum af H
[Rud87, p. 78|, si der findes et = € (ker T')* s& z,, — z for n — oco. Af kontinuiteten af T fas

y= lim (Tz,) = T(lim z,) = Txz.
n—oo n—oo

Dvs. {Tz: z € (ker T)*} er lukket og dermed er RanT lukket.

Hpette afsnit tager udgangspunkt i [Zhu93, Kap. 12].
2Bt bevis ses i [Ste00, Satning VI.12]
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Endvidere er enhver partiel isometri en kontraktion, da ||Tz| = ||z| for z € (kerT)* og
|Tz|| = ||0]] = 0 for x € (kerT). S& for + € H findes 71 € kerT og zo € (kerT)* si
T = x1 + T jvnf. projektionssaetningen. Dermed bliver

[Tx|| = 1T (21 + z2)|| = [[Tz1 + Taol| < |[Txrl| + [ Tz2| = [Tz = |22l < ll2]-

Vi far senere brug for fglgende mere intuitive karakteriseringer af projektioner og uniteere
operatorer.

EKSEMPEL 5.4. For en operator 7' € B(H) gelder

(i) T er en projektion, hvis og kun hvis Tz = z for alle z € (ker T')*
(4i) T er uniteer, hvis og kun hvis T' er en surjektiv isometri

BEevis. Vi vil forst vise, at T’ er en projektion hvis og kun hvis Tz = z for alle = € (ker T')~ .

Antag Tz = z for alle z € (ker 7). Da ker T er afsluttet, er H = ker T @ (ker T')*. Altsa kan
x € H skrives som x = 1 + 2o, hvor x1 € ker T og zo € (ker T')*.

Da T er linezer er Tz = Txy + Txo = Ty = xo. Dermed fas T?z = T(Tz3) = Tz = Tx sa
T? =T.

Vi mangler saledes, at vise at T* = T.

Lad y € H veere valgt vilkarligt. Vi kan skrive y = y; + y3 hvor y; € kerT' og yo € (ker ).
Man far nu

(Tz,y) = (z2,91 +y2) = (22, 91) + (z2,92)
= (22,y2) = (21 + 22, y2) = (2,92) = (z,Ty).
Da T er entydig fas T' = T, og T er altsd en projektion.

Hvis T er en projektion, skal vi vise at Tz = x for z € (ker T')*.
Bemerk at (kerT)+ = (kerT*)* = RanT. Sa tag forst et £ € RanT. Der findes altsa et
y € H s& © =Ty, og dermed bliver

Tr=T(Ty) =Ty =Ty = .

For et x € RanT findes en folge (zy)neny € RanT s& x, — x for n — oo. Da T er kontinuert,
er

z = lim z, = lim Tz, =T(lim z,) = Tx.
n—00 n—oo n—oo

Hermed er Tz = x for x € (ker T')*.
Vi vil nu vise, at T' er uniteer, hvis og kun hvis T er en surjektiv isometri.
Antag forst at T' € B(H) er uniteer, s fas
|z|? = |Iz|* = |T*Tz|® = (T*Tz, T*Tz) = (Tz,T(T*T)z) = (T'z, Tz) = | Tz|>

Sa T er altsd en isometri, og det ses let, at T' er surjektiv. For tag y € H og st x = Ty, si
er Tx =TTy =y.
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Antag nu at T er en surjektiv isometri. Dermed er
IT2|* = |l«|” <=
(Tz,Tz) — (z,2) =0 <

(10) (T"Tz,z) — (z,2) =0 <=
(T*T - DNz,z) =0 <
T =1.

Da T er en surjektiv isometri, er T invertibel. Fra (10) ses, at 7% = T~! da T~! er entydig,
og dermed er 7' uniteer. O

PROPOSITION 5.5. En operator T € B(H) er en partiel isometri, hvis og kun hvis T*T er
projektionen pd initialrummet for T.

BEVIS. Antag fgrst, at T er en partiel isometri. Dermed gelder for z € H at
(I =T*T)z,2) = (z,2) — (T"Tz,2) = ||2|* - (Tz, Tz) = ||z||* - |T=|* > 0,
da T er en kontraktion.

Nu giver 5.2 at I — T*T er positiv, og kvadratroden er dermed defineret.
For z € (ker T)* er ||Tz| = ||z|| og

meHQ — (\/I — T T, T = T*Tw)
_ ((\/I - T*T)* N x)
(

= (VI - T*T2m,z)
=((I-T'T)z,x)
=0.

Stadig for z € (ker T')* fas
(I — T*T)z| = H\/I “ T T - T*T:cH < H\/I - T*TH H\/I - T*Ta:” ~0.

Dvs. ||[(I —T*T)z|| = 0 hvilket er sekvivalent med at (I —T*T)z = 0.
Sa T*Tx = z for z € (ker T)*.
Dermed er T*T en projektion, og T*T er klart pa (ker T')*.
Antag omvendt at T*T er en projektion. Eksempel 5.4 giver at T*Tz = x for alle
z € (ker(T*T))* og T*T'z = 0 for alle z € ker(T*T). Dvs.
(z,2), =€ (ker(T*T))*"
(0,z), = €ker(T*T)
_ [ ll=lP?, = € (kex(T*T))*
10, x € ker(T*T)
Projektionsseaetningen giver, at ethvert element « € H kan skrives som z = z1 + x2, hvor
z1 € (ker(T*T))* og xo € ker(T*T). Men Tz = Ty + T, si ker T = ker(T*T) da
Tzo = 0. Dvs. (ker T)* = (ker(T*T))". Det ses altsi, at T er en partiel isometri med initialrum
(ker T)*. O

|Te|P = (T2, Tx) = (T°Ta,z) = {
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KOROLLAR 5.6. En operator T € B(H) er en partiel isometri, hvis og kun hvis T* er en
partiel isometri.

BEVIS. Antag fgrst at T er en partiel isometri. Af 5.5 fas, at T*T er en projektion pa (ker T')*.
Sa alle z € H kan entydigt opsplittes i et element fra (ker T')* og et element fra ker T', jvnf.
projektionssaetningen. Heraf fas

L i
rme={ gy eer ={o tewr =T
Dermed er T(T*T) = T.
Dvs. (TT*)? = T(T*T)T* = TT* og (TT*)* = TT".
S& TT™* er en projektion. Af 5.5 fas at T™ er en partiel isometri.
P3 tilsvarende made ses, at T' er en partiel isometri, hvis T er en partiel isometri. O

Vi er nu naet frem til hovedsaetningen i dette afsnit.

SETNING 5.7 (Polardekomposition). For alle T € B(H) findes en positiv operator P € B(H)
og en partiel isometri V € B(H), s¢ T =V P.
Endvidere er V og P entydige hvis ker P = ker V.13

BEVIS. St P = |T| = v/T*T som er positiv, idet T*T er positiv.
Dermed fas

|Pz||* = (Pz, Pz) = (P*Pz,z) = (P*z,z) = (T*Tx,z) = (Tz,Tx) = ||Tz|*
for z € H. S& |Pz|| = ||Tz||.

Definer nu V : Ran P — H ved V(Pz) = Tz for z € H. Bemzrk, at Ran P ikke ngdvendigvis
er lukket, sa malet er at udvide V til Ran P.

Det ses forst at V er en isometri, da ||V (Pz)| = |[Tz| = || Pz| for z € H. Bemerk ogsa, at
V bade er linezr og begraenset, da
V]| = sup{[|V(Pz)| : | Px|| < 1} = sup{[|[Pa|| : | Pz|| <1} =1 < o0
0g
V(aPzi + BPz2) = V(P(azi + Bz2))
= T(az1 + Bz2)
=oTlz1 + Txs

= oV (Pz1) + BV (Pxs).

Nukan V udvides ved uniform kontinuitet til en linezer og begreaenset operator V : Ran P — H,
s Vlganp =V.

13Resultatet kan ikke direkte fores tilbage til en generel C*-algebra, da V ikke ngdvendigvis vil tilhgre C*-
algebraen.
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Bemsaerk, at V ogsa er en isometri, for ndr y € Ran P, findes en fglge (2, )neny C H sd
P(zy) — y for n = oco. Dvs.

[Vl = | lim ¥ (Pa,)]l = lim V(P2 = lim [Pz, = | lim Pea]| = lyl,
da | - || er kontinuert og V er en isometri.

Seet nu Vz = 0 for z € (Ran P)*, sa V bliver en partiel isometri med initialrum Ran P.
For z € H har vi altsi Tz = V Pz = V Pz, og dermed er T' =V P.
For at se at ker V' = ker P bruges fglgende

ker V = (Ran P)* = ((ker P*)*)+ = (ker P*) = ker P* = ker P.

For at vise entydigheden, antages at der findes W,Q € B(H) s& T = WQ, hvor @ > 0 og W
er en partiel isometri, som opfylder ker W = ker Q).

Af 5.5 fas at W*W er en projektion pa (ker W)+ = (ker Q)+ = (ker Q*)* = RanQ, s&
2
P2 = (\/T*T> =T*T = (WQ)*(WQ) = Q*W*WQ = QW*WQ.
Men W*W er en projektion pad Ran@Q, og hermed er QW*WQ = Q2 jvnf. 5.4. Dermed er
P?2=Q? ogda P >0,Q>0og+/ er entydig, er P = Q.
Vi har altsda WP =V P,sa W =V pa Ran P.
Da N N
(ker P)* = ((RanP*)J‘> = ((RanP)J‘) =Ran P
er W =V pa (ker P)L.
For hvis y € Ran P findes en folge (yn)nen € Ran P s y, — y for n — oco. Dermed fas

Wy =W(lim y,) = lim (Wy) (Vyn) = V(lim y,) = Vy,
n—00 n—00 n—00

= lim
n—oo
da W og V er kontinuerte og W =V pa Ran P.
Altsd er W =V pa (ker P)* = (Ran P).
Fra fgr har vi at
(Ran P)1 = ker P* = ker P = ker V

0g
ker P = ker () = ker W,

da P = @ og ker @@ = ker W pr. antagelse.
Dermed er ker W = ker V = (Ran P)* hvoraf W = V = 0 pa (Ran P)*.

Vi har altsa vist, at W =V pa (Ran P)* og W =V pa Ran P = ((Ran P)J-)J'.
Fra projektionsseetningen fas at W = V pa H, da H = (Ran P)* @ Ran P.

Polardekompositionen er saledes entydig under antagelse af at ker P = ker V. O
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6. Ekstremalpunkter i enhedskuglen for en C*-algebra
Ved at benytte de to klassifikationsseetninger for C*-algebraer og resultaterne vedr. partielle
isometrier kan hovedsaetningen om ekstremalpunkter i enhedskuglen for en C*-algebra vises.!*

I beviset far vi brug for fslgende lemma.

LEMMA 6.1. [ enhver C*-algebra A med identitet I, er I et ekstremalpunkt i enhedskuglen
(A);.

BEVIS. Antag, at I kan skrives som et middel af to elementer fra (A)i, altsd I = 1(A + B),
hvor A, B € (A);. Malet er at vise A = B = I, og dermed at I er et ekstremalpunkt.

Vi far forst folgende identiteter
1 !
r=(3aem) =),
2 2
1/1 1 1/1 1
I=I'=-|z(A+B)+=(A"+B") ) == =(A+ A"+ =(B+ B") ).
5 (3484500 +59) = 5 (3 + )+ 5B+ 5)
Seet C = 1(A+ A*) og D = 3(B+ B*),sa I = 3(C + D).
Da vil C og D ligge i enhedkuglen og tilmed veere selvadjungerede, idet

1 o1 a1
ICll = = SlA+ A" < S(Al + 11470 = S (1Al + 14]) < ;A +1) =1,

N =

1
—(A+ A*
EZEY

1 | 1
0° = (§<A " A*)) = A (A = J(AT ) =C
Tilsvarende fas at D* = D og ||D| < 1.
Eftersom D = 21 — C vil D og C kommutere, fordi
DC = (2l -C)C=2IC—-C?=201-C*=C(2I - C) =CD.
Dermed er C*-algebraen genereret af I, C' og D kommutativ, da {I,C, D} er kommutativ og

selvadjungeret. Derfor kan den repraesenteres som C(K), hvor K er et passende valgt kompakt
Hausdorffrum jvnf. 4.7.

Fra 3.2 fas at I = C = D, da I kan representeres ved den konstante funktion 1 som er
ekstremal i (C(K));.

Dvs. 3(A+ A*) = 3(B+B*) =1.
Derfor ma A veere normal, da A* = 21 — A og dermed

A*A = (2 — A)A =2IA — A% = 2AT — A? = A(2] — A) = AA*.
C*-algebraen C*(A, A*,I) er kommutativ, da {4, A*,I} er kommutativ. C*-algebraen kan

derfor repraesenteres ved C(K) for et kompakt Hausdorffrum K. Da I = (A4 + A*) giver 3.2
som fgr at I = A = A*.

Sa A = B = I og derfor er I et ekstremalpunkt i (A);. O

MDette afsnit tager udgangspunkt i [Kad51]
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SETNING 6.2. Mengden af ekstremalpunkter i enhedshedskuglen (A)1 for en C*-algebra bestdr
preecis af de partielle isometrier U € A, hvor U*U = E, UU* =F og (I — F)A(I — E) = (0).
De eneste normale ekstremalpunkter er de unitere operatorer i A, og de er ogsd de eneste
inwvertible ekstremalpunkter.

BEVI1S. Bemeerk, at vi kan bruge resultaterne fra afsnit 5, da vi kan betragte A som en del-
C*-algebra af B(H) for et Hilbertrum H.

Vi starter med at vise, at hvis U € A er en partiel isometri, med initialrum Ran E og billedrum
Ran F, som opfylder (I — F)A(I — E) = (0) hvor F = UU* og E = U*U, da er U et
ekstremalpunkt i enhedskuglen for A.

Antag U = (A + B) hvor A, B ligger i enhedskuglen for A. Vi vil vise at U = A = B.

Vi har altsd E = U*U = U*(3(A + B)) = §(U*A+ U*B).

Fra 5.5 er U*U en projektion pad Ran E. Dermed er

(11) E=U'U = (U'U)?=(UV)E = %(U*AE + U*BE).

Men da E = U*U er en projektion pa Ran E = (ker U)* og RanU* C (ker U)* er EU* = U*,
jvnf. 5.4.

Betragt nu C*-algebraen FAFE, som har identitet E. Det ses da et C € EAFE er pa formen
C = EDE, hvor D € A. Dermed er

EC = E’DE = EDE = C,
CE = EDE? = EDE = C.

Da EU* = U™ er det klart, at U*AE,U*BFE € EAE, idet U*AFE = EU*AF og
U*BE = EU*BE.

Nu giver 6.1 og (11) at U*AE = U*BE = E.
Da FE er projektionen pd Ran F og U*AE = E, er U*AEx = Ex = x for x € Ran E. S3
U'AEx =U"Az = FEx ==z

for x € Ran E.

Da A ligger i enhedskuglen for A er ||Az|| < ||z||. Men eftersom U er en partiel isometri, er
U* en partiel isometri med initialrum Ran F', og derfor er |U*|| = 1.

Sa

]l = |U* Az]| < [U*[[| Az]| = [|Az],
og derfor bliver ||Az| = ||z|| for z € Ran E.

Eftersom U* har initialrum Ran F'| er U* kun normbevarende p& Ran F'. S3 da
|U*Az|| = ||z|| = ||Az||, vil Az € Ran F.

Vi har nu U*Uz = Fx = z for x € Ran E. Operatoren U* er en isometri pd Ran F' og er
dermed injektiv pd Ran F', s& da U*Uz = x = U*Az er Uz = Az for z € Ran F.

Sa

=Uz

AE’x:{AO’ z 1l RanFE :{0, z 1l RanFE

Az, z €RanFE Az, z € RanF
og hermed er AE =U.
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Analogt fas at BE = U, og da U* = 3(A* + B*) fas tilsvarende at A*F = B*F = U*.
Dvs.

U= (U*)" = (A*F)* = F*A = FA,
U= (U*)" = (B*F)* = F*B = FB
da F*=F.S34 FA=FB=U.
Antagelsen var at (I — F)A(I — E) = (0) s&
0=(I-F)A(I-E)
=(A—-FA) (I -E)
=A-AE+ FAE - FA
— A— AE—FA(I - E),

dvs. A=FA(I — E)+ AE.
Der galder ogsa

FA(I — E) + AE = FB(I — E) + BE,
og ved brug af antagelsen endnu en gang, fas FB(I — E) + BE = B.
Vi har altsé vist at B = A, og dermed er U ekstremal.

Antag nu, at T er et ekstremalpunkt pa (LA);. Vi vil vise, at T" er en partiel isometri ved at
gore rede for at T*T er en projektion.

Betragt C*-algebraen C*(I,T*T), der er frembragt af I og T*T'. Da {I,T*T} er kommutativ,
er C*(1,T*T) kommutativ, og kan dermed repraesenteres ved C(K) for et kompakt Hausdorff
rum K. Men T*T er pr. definition positiv og

IT*T|| = |IT||* =1,
idet T € (A); og T er ekstremal.

Vi repraesenterer T*T med h € C(K), hvor ||h||c = 1. DaT*T er positiv er o(T*T) C R, U{0},
sd h er en reel funktion. Endvidere er 0 < h(z) < 1 for alle z € K. Vi vil vise at h(z) = 1
eller h(z) = 0 for alle z € K. Antag, der findes 2o € K, s& 0 < h(zp) < 1. Da h(z¢) #0 og h
er kontinuert, kan vi finde 4bne maengder U,V C K, der opfylder

70 €V CK,VCUog0<h(z)<1lforallezel.

Ifglge Urysohns lemma eksisterer en kontinuert funktion ¢ : K — [0,1], s& ¢(zg) = 1 og

plye = 0.
Seet

. [1—h(x)
) = i @ o(z), zeU
0, z¢U

Da h(z) # 0 for alle z € U er f veldefineret. Maengderne U og (V)¢ er en aben overdeckning

af K, og da f er kontinuert pa bade U og (V)¢ er f kontinuert pa hele K.
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For z € U geelder
h(z) |1+ f(2)]” = h(z)

= h(z) (1 + #ﬂ@?)

— 1) (M2 )

144

= ().
For z € U er h(z) |1+ f(z)|* = h(z), da f(z) = 0. Eftersom ||h|jc = 1 0g ||¢]lcc = 1 fas
171+ fI” lloo = 1. Analogt er || |1 — f|*[loo = 1.
Repraesenter nu f med C € C*(I,T*T). Iflg. ovenstéende geelder
IT(I +O)* = (T +C)'T(I +O)|
=||(I+C)'T*T(I+C)]

- [,

=[R2+ 11l
~1.

Tilsvarende er |T(I — C)|| =1. Dvs. T(I + C),T(I — C) € (A); men

1
T= E(T(I+ C)+T(I-C))

Da T er et ekstremalpunkt i (A); er T(I + C) = T(I — C) = T. Heraf er TC = 0 sa
C*T*TC =0, og dermed er h|f|? = 0. Dette er en modstrid da h(zo)|f(x0)|? # 0.

Vi har hermed vist, at der for alle x € K geelder, at h(xz) = 0 eller A(z) = 1, hvilket betyder,
at o(h) € {0,1}.

Elementet T*T er repreesenteret ved h, sd o(T*T) C {0,1}, og T*T er dermed en projektion
jvnf. [Zhu93, Setning 10.4|, da T*T er normal. Af 5.5 fas saledes, at T er en partiel isometri.

Vi mangler at vise, at
(I-F)A(I - E)=(0) for F=TT* og E =T*T.
Antag A€ (I - F)A(I - E) ogat ||A|| <1, dvs. der findeset B€ Asda A= (- F)B(I—-E).
Lad z = z + y veere en enhedsvektor med z € Ran E og y € Ran(I — E). Heraf fas
(T+A)z=(T+A)(z+y)=Tz+Ty+ Az + Ay.

Men y € ker F s3
Ey=0 < T'Ty=0 < Ty =0,

da T* er en partiel isometri med initialrum RanT.
Da Fx = x for x € Ran F er

Az = AEx = (I — F)B(I — E)Ez =0,
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da E = E?.
Altsd er (T'+ A)z = Tx + Ay. For € Ran E galder yderligere

T"Tx =z <= T(T"Tz) =Tz <— (TT" )Tz =Tz <— FTz=Tx
Da F er en projektion er F = F? s4 FA= F(I — F)B(I — E) = 0.
Vi kan derfor skrive
(Tt A)z=FTz+ (Ay — FAy) = FTz £ (I — F)Ay.
Eftersom Ran F' | Ran(I — F)) har vi
(T + A)z||* = ||[FTz + (I - F)Ay|?
= ||FTx|* + [|(I - F)Ay|?

= [|ITz]|* + [ Ay]*
<|TIll=l? + 1412 ]y
< lzl® + lyll®

= ||2I.

daz=x+y, hvor z L y.
Vi har hermed vist, at ||T £ A|| <1,s4 T+ A, T — A € (A);. Men

T=1(T+A)+(T-A4))

og da T er et ekstremalpunkt,er T+ A=T - A =T, dvs. A=0.

Vi har altsd vist, at for et element A € (I — F)A(I — E) med ||A|| <1er A= 0. Men for et
vilkarligt element i C € (I — F)A(I — F) findes et k > 0, og et A € (I — F)A(I — E) med
IA|| <1, s& C = kA. Det giver saledes, at C = 0, og dermed er

(I-F)A(I - E)=(0).

Vi skal nu vise, at de invertible ekstremalpunkter er de uniteere operatorer i (A);.

Hvisenten F =T eller E =T er (I — F)A(I — E) =0, dvs. at en isometri U (U*U = I) eller
en co-isometri U (UU* =I) er et ekstremalpunkt i (\A);.

En uniteer operator U € A er et ekstremalpunkt, idet U er en isometri.

Hvis U er normal og et ekstremalpunkt pd (A);, er U uniteer. For ndr U er normal fas
U*U =UU* = E, men da U er ekstremal er (I — E)A(I — E) = (0). Heraf ses at I — E = 0,
dvs. I = E. Dermed er U*U = UU* =1, sa U er unitaer.

Vi mangler at vise, at hvis 7" er et invertibelt ekstremalpunkt i (A)1, da er T" uniteer.

Nar T er ekstremal er T en partiel isometri. S& TT*z = z for 2 € (ker T')*. Men T er invertibel
sd ker T = {0}, dvs. T*T = I. Da T ! er entydig er T* = T~!, og dermed er T*T = TT* = I.

Vi har altsé vist, at de invertible ekstremalpunkter er de uniteere operatorer i (\A);. O
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7. Konveks kombination af unitaere elementer

I dette afsnit vil vi vise, at ethvert element i den abne enhedskugle (A)J i en C*-algebra A
kan skrives som et middel af endeligt mange uniteere elementer fra 4. Herefter skal resultatet
bruges til at vise, at ethvert element i A er et positivt multiplum af summen af tre uniteere
elementer.

Ligeledes vil vi med et eksempel illustrere, at saetningen kan benyttes til at beskrive normen
af linezer afbildning mellem to C*-algebraer. Endvidere gives et eksempel pé et element i en
C*-algebra, der ikke kan skrives som en konveks kombination af uniteere elementer.'®

SETNING 7.1. Hvis S er et element i en C*-algebra A med ||S|| < 1 — 2n~! for et helt tal
n > 3, eksisterer n unitere elementer Uy,...,U, € A sd S =n~"Y Uy +Us + --- + Upy,).

Bevis. Lad T € (A)} og lad V € U(A), hvor U(A) er mzengden af unitzere elementer i A.
Der gaelder

V+T VI+V'T) V(I +V*T)

2 2 B 2 '
Elementet V* er ligeledes et uniteert element i A og er dermed en isometri,
sa |[V*T|| = ||T| < 1.
Dvs. I + V*T er invertibel jvnf. [Zhu93, Proposition 2.1].
V+T
2

1 1 1
‘ = SIV+TI < SUVI+ITI) < 51 +1) = 1.

Da V er invertibel, er V’QLT = V(HZV*T) et invertibelt element i (A)Y, da det er produktet af
to invertible elementer og HV%T” < 1.

Vi kan derfor finde U € U(A) og et positivt element P € (A)} sa YEL = UP.
For set P = ‘%| =4/ (#)* # Da er P klart positiv og invertibel, da (%)* #

er invertibel som produktet af invertible elementer. Dvs. 0 ¢ o ((%)* #) og dermed vil

0¢ \/a ((K45)" Y42, Bemaerk, at o (442)" S42) € Ry U{0} da (¥42)" 42 er normal.

Fra Spectral Mapping [Zhu93, Thm. 10.3] fas at 0 ¢ o ( (%)* %) = o(P). Dermed

er P invertibel.
Ligeledes er || P|| < 1, da ||| < 1.

Seet U = %P*I, dvs. % = UP. Det ses, at U er invertibel, da det er produktet af to
invertible elementer.

5Dette afsnit tager udgangspunkt i [KP85]
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Vi kan vise, at U er uniteer ved at benytte, at P er selvadjungeret.

vor = YT ; Tp (—V ; TP1>

vy vy
RCOIRCE)

Da U~! entydig, er U* = U~1. S& U er unitzer.

Seet Wy = P+ iV I — P2 og Wy = P —1v/I — P2. Ved at betragte A som en del-C*-algebra
af B(H) ses, at I — P? er positiv. For tag et vilkarligt z € H og

(I = P*z,z) = (Iz,z) — (P%z,z)
= (z,z) — (P*Pz,x)
= ||z|* - (P, Pz)
= ||=[|* - || P=]*
>0,

da ||P|| < 1. Dvs. I — P? er positiv og Wi, Ws er dermed veldefinerede.
Heraf fas
Wi+Wy P+iVI—-P2+P—iVI—-P?
2 2 B
og W1, Ws er unitere, da
WA = (P +iVT— PQ) (P — I - P2>
= P2 — Pi\/I — P2 +i\/1 - P2P + (I — P?)

= P? —i\/I— P2P +i\/I— P2P + (I — P?)

=1,

P,

hvor Piv/I — P? = 4/T — P2P, da P kommuterer med I — P? og dermed ogsa med /T — P2.
Tilsvarende fas W;W; =1 og WoWy =1 = Wy Wa.
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Vi har altsd vist at
T
V;F _Up— UM'

Dvs. V+T =UW; +UW,.
Seet Uy = UW7 og Vi = UWs. Produktet af uniteere elementer er igen uniteert, sa
V+T=U+W
for Uy, Vi € U(A).
Dette giver
V+(n-1)T=V+T+ (n-2)T
=U1+Vi+ (n—2)T.

Heraf fas

Vi+(n—2T=Us+ Vo + (n—3)T,

Vot (n—3)T=Us+Vz+ (n—4)T,

Voot (n—(n—-1))T=Voo+tT=Up1+ Vo
for Ua,...,Up—1 € U(A) og V1,..., Vo1 € U(A).
Hvis vi saetter U, = V,,_1, har vi vist, at der findes unitsere elementer Uy,...,U, s
(12) V+(n-1)T=U,+Us+ -+ U,.
Af antagelsen ||S|| < 1—2n""! ogn > 3 fas
I(n = 1) (S = D) = (n— 1) [nS ~ 1|

-
<(n—1)7Y(|nS||+1)

= (n—1)""(n||S]| + 1)
<(n-1)"Yn@1-2n"1) +1)
=(n-1"tn-24+1)

=1.

Dvs. (n — 1)1 (nS — I) € (A)Y. Identiteten I er uniteer, sa (12) er opfyldt med
T =(n—-1)"Y(nS —1) og V = I. Heraf fas
I+(n=1)n-1)"nS-0)=U+Up+---+U, <
I+nS—-I=U+Us+---+U, <
nS=U1+Us+---4+ U, <
S=n"YU +Us+---+Up)
hvor Uy, Us, ..., Uy EU(A) O
Vi har hermed vist, at ethvert element S i den &bne enhedskugle (A)? kan skrives som et middel

af n uniteere elementer fra A. Tallet n atheenger af afstanden fra S til randen af enhedskuglen.
Resultatet kan nu benyttes til at bevise folgende korollar.
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KOROLLAR 7.2. Ethvert element i en C*-algebra er et positivt multiplum af summen af tre
unitere elementer.

BEVIs. Lad A veere en C*-algebra, og betragt forst tilfeeldet hvor A € A med ||A[| < %, dvs.
Al <1—-2-371
Af 7.1 fas A= (U + Uy + Us), hvor Uy, Us, Us € U(A).
Antag nu, at A er et vilkarligt element i A. For ethvert € > 0 fas
R
34l +3e ~ 3+305; 301+ rap)

<L
3

Dvs. normen af W er mindre end %, s& 7.1 giver, at der findes uniteere elementer Uy, Usa, Us

3e
s
A |
— = (U U- U3) <—
A 73 3Lt +T)
A

||14||ﬁ:U'l'i‘l-/vQ‘l‘Uv:; <

A= (||A|| + 6)(U1 + Uy + U3).
O

Vi vil nu vise et eksempel pa et element i en C*-algebra, der ikke opfylder kravene i 7.1, og
som ikke kan skrives som en konveks kombination af uniteere elementer.

EKSEMPEL 7.3. Lad A veere C*-algebraen C(D), hvor D = {z € C: |2| < 1}.
Da kan elementet f € A givet ved f(z) = z ikke skrives som en konveks kombination af
uniteere elementer fra A.

BEVIS. Antag til modstrid, at der findes ai,as,...,a, € [0,1] med Y "' a; =1 s8

f = a1u1 + agua + - - - + apuy, hvor uy, ..., u, er unitere elementer i C(D).

Lad B veere C*-algebraen C(T) og ¢ : A — B veere restriktionsafbildningen. Det ses, at ¢(f)
er uniteer, idet

F@)f(2) = F(2)f(2) =2z = |2]* = 1
for alle z € T.

Ligeledes er elementet v € C(T) givet ved v(z) = z for z € T uniteert og ¢(f) = v. Men pr.
antagelse er
e(f) = plarur + aguz + -+ + anun) = a1p(u1) + azp(uz) + -+ + anp(an).

Da ¢(f) er uniteer, er ¢(f) et ekstremalpunkt. Dvs. p(u1) = p(u2) = -+ = @(un) = @(f).
Altsé er

plur) = p(uz) = -+ = p(un) = v.
Specielt er u1 : D — T kontinuert, med u(z) = v(z) = z for alle z € T.
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Seet g = —u1. Sé er g : D +— T C D kontinuert og Brouwers fixpunktsaetning'® giver, at der
findes zp € D s& g(z9) = 2o. Altsa vil zg € T idet

20| = |9(20)| = | — u1(z0)| = |u1(20)| = 1.
Heraf fas 20 = g(20) = —u1(20) = —2o. Ligningen er kun opfyldt for zp = 0, hvilket er en
modstrid da 0 ¢ T. S& der findes ikke noget uniteert element u € C(D) s ¢(u) = v.

Vihar hermed vist, at f ikke kan skrives som en konveks kombination af uniteere elementer. [

Det er klart, at resultatet fra 7.1 ikke kan benyttes da || f|jco = 1.
Derimod kan satningen bruges til at vise fglgende resultat.

EKSEMPEL 7.4. Lad A og B veaere C*-algebraer og ¢ : A — B en lineer afbildning.
Da er

lell = sup{lle(U)]| : U € U(A)}.
Bevis. Hvis U € U(A) er ||U||? = ||[U*U|| = ||14]| = 1. Dvs.
loll = sup{llp(A)]| : A € A, [|A]| <1}
> sup{lle(U)]| : U € U(A)}.
Nér den modsatte ulighed skal vises, er det nok at betragte A € A, med ||A]| < 1. Der findes
uniteere elementer Uy,...,U, € Amedn >3s4 A= n*I(Ul +--- 4+ Uy).
le(A = o™ UL+ - + Un))|
n"HleU1) + - + o(Un)|

<7 (lp@)+ -+ + llp(Tn) )
<n”'n max (|¢(U3))
= max (le(UD)])

Da A € A er valgt vilkarligt med ||A]| < 1 fas

lell = sup{[le(A)]| : A € A, || Al < 1}
= sup{[|p(4)] : A € A, [|A]l <1}
< sup{[lp(U)|| : U € U(A)}.
Hermed er ¢ = sup{[lp(U)|| : U € U(A)}. -

16[Arm83, Thm. 8.14]
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