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B Appendix

Her falger konstruktionen af figurenei afsnit 9, heriblandt Hofstadters sommerfugl.

Hofstadters sommerfugl

Forst introduceresHg,, v :

In[1]:= Heuv[p_, q_, el_, &2_] : = Modul e[{H},
H = Di agonal Mat ri x|

i -1)pr

Tabl e[2 Cos [2 ( +02], {i, q}]];

Do[H[[i, i +1]] =e*®, {i, q-1}];
Do[H[[i +1, i1]=e®, (i, q-1}1;
H[[g, 1]] =H[[g, 1]1] +e*®%;

HL[1, q1] =H[[1, q]] +e*®%;

H

For 6 = £ bliver Hgyy:
In[2]:= MatrixForm[Heuv[l, 3, €1, 62]]

Qut[2]// Matri xForne

2 Cos [62] eiel e iol
eiel 2 Cos [ 2 +62] etel
eiol eiot 2 Cos [4Z +62]

Nu findes Pyin(6, A). Der regnes med en ngjagtighed pa 50 cifre:

In[3]:= P[{p_, q_}1:=Mdul e[{Hx, Pol x},
Hx = Chop[N[AldentityMatrix[q] -Heuv[p, q, 0, 0], 50]1;
Pol x = Chop [Expand [Det [Hx]1]]
1

Med dette kan Pp,in(1/3, A) findestil:

In[4]:= P[{1, 3}]

Qut[4]= -4.000000000000000000000000000000000000000000000000 -
6. 000000000000000000000000000000000000000000000000 X + A3

Proceduren TegnLinie finder rederne til de to ekstremunspolynomier for et givet 6, og benytter dette til at finde
O-(HO) = Uu,ve]I O-(HQ,U,V)-
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In[5]:= TegnLinie[{p_, q_}]1:=Mdul e[{Pnin, Pnax, sol 1, sol 2},
Pmin=P[{p, d}1;
Pmax = Pmin + 8;
soll=Aa/. Solve[Pmin=0, A];
sol2=2x/. Solve[Pmax =0, A];
Tabl e[Line[{{sol 1[[i ]1, p/q}, {sol2[[i1]1, p/qg}}], {i, 9}]
1

Nedenfor ses spektert for Hsmed 6 = £ :

In[6]:= Show[G aphi cs[TegnLinie[{1, 3}]1], | mageSi ze -» 300]

Qut[6]= = Graphics -
MakelList er en smpel konstruktion til at finde irreducible brgker med naevner op til length.

In[7]:= MakeList [l ength_Integer]: = Mdule[{},
Union[Fl atten[Tabl e[l f [GCD[i, j1=1, {j, i}, {1, 2}1, (i, length}, {j, i -1}1, 1111;

In[8]:= MakeLi st [6]

at[8l= ({1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6}, {2, 3}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}, {5, 6}}

Ved at tegne spektret for en raskke rationale 6 fremkommer Hofstadters sommerfugl. Her indtegnes spektert for Hyq
med qgdende op til 30:
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In[9]:= figur =
Show[Gr aphi cs [Tabl e[TegnLi ni e[MakeLi st [30][[i 111, {i, Length[MakeLi st [30]11}11,
Pl ot Range » {{-4, 4}, {0, 1}}, Frane -» True, | nageSi ze -» 300]

1
\"\.,, h ) .,./'/
0.8+
0.6l .%.
i
i
0.4+ =
0.2 ' '
// “ :\'\
4
Qut[9]= = Graphics -
Dette kan evt. eksporteres med kommandoen:
In[10]:= Export ["C:\ Document s and Setti ngs\ adam Deskt op\ sommer f ugl . EPS", fi gur ]

Qut[10]= C:\Docunents and Settings\adam Deskt op\ sommer f ugl . EPS

Disjunkte intervaller

Ved at forskyde P i invervaler af 0,05 mod Prg 0g finde raderne, fremkommer en forsimplet grafisk praesentation
af o(Hg). Funktionen Tegnprikker finder disse radder, og hver ef dem markeres med en prik. Farverne af prikkerne
andres, sd man tydelig man se, hvordan Py, feres over i Ppay. Tegnprikker indtegener desuden selve Prin 09 Prax -

In[11]:= TegnPrikker [{p_, g_}]:=Mdul e[{Pm n, Gafl, Pmax, Graf2, Prikker = {}},
Pmin=P[{p, d}1;
Gafl=Plot [Prin, {A -4, 4}, DisplayFunction-ldentity,
AxeslLabel -»"e6= ", PlotRange » {{-4, 4}, {-20, 20}}, PlotLabel -» p/ql;
Pmax = Pmin + 8;
Graf 2 = Pl ot [Pmax, {A, -4, 4}, DisplayFunction-ldentity, PlotRange-» Al ];
For[j =0.0, j £8.0, sol =A /. Solve[Pmin+j =0, A]; Prikker =
{Prikker, Show[G aphics[{Hue[j /8.0], Tabl e[Point [{sol [[i]], 0}1, {i, 9}1}1,
Di spl ayFunction-ldentityl}; j =j +0.05];
Show[ {Graf 1, Graf 2}, Prikker, Di spl ayFuncti on - $Di spl ayFuncti on,
| mgeSi ze -» 300]
1

Evaluering af Tegnprikker for § = 1 giver:
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In[12]:= figur =TegnPrikker [{1, 3}]
-3
20

15¢

Qut[12]= = Gaphics -
Ovenstaende procedure gentages for en raskke forskellige breker:

In[13]:= Map[TegnPri kker, MakeLi st [6]]
-3
20

15¢
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-10+¢
-15+¢

.20t

Qut[13]= {-Gaphics -, -Gaphics -, -Gaphics-, -Gaphics-, -Gaphics -,
- Graphics -, = Graphics -, = G aphics -, -G aphics -, -Gaphics -, -Gaphics -}

Man ser for qulige netop gdigunkte intervaller. For qglige ses, at enten Ppin(for g=0mod4) eller Ppu (for
g =0mod?2) har en dobbelrod, hvormed antallet af diunkte intervaller reduceres til q— 1. | [1, 4.7] bevises, at dette
gadder for vilkarlig irreducibel rational 4 = %




