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Abstract

The project is about paradoxical decompositions. First, free groups of rank
two are shown to be paradoxical. Then a specific group is shown to be a free
group of rank two and its paradoxical decomposition is lifted to a paradox-
ical decomposition of the unit sphere, thus proving the Hausdorff paradox.
Then the concept of equidecomposability is used to move from the Hausdorff
paradox to the Banach-Tarski paradox in the form that all solid balls in R3
are paradoxical. This is used to prove the strong form of the Banach-Tarski
paradox, that any two bounded sets with non-empty interior are equide-
composable. From here on the focus is on non-paradoxical groups and sets.
Tarskis theorem that a non G-paradoxical set, F, can be equipped with a
G-invariant measure normalising F is proved. Then amenable groups, which
by Tarskis theorem are the same as the non-paradoxical groups, are consid-
ered. It is proved that amenable groups cannot act paradoxically on sets. It is
also proved that the isometric groups on R and R? are amenable. This shows
that R and R? are not paradoxical. Furthermore, it is shown that if G is an
amenable group acting on R", then there exists a finite additive G-invariant
extension of the Lebesgue measure to all P(R™). This shows that no bounded
subset of R or R? whith non-empty interior can be paradoxical.
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1 INDLEDNING

1 Indledning

Bachelorprojekt omhandler Banach-Tarski paradokset. Det siger, at en ku-
gle kan deles i endeligt mange stykker, der kan flyttes rund, herved kan
der laves to kugler, der begge er ligesa stor som den oprindelige kugle. I
fgrste del af bachelorprojektet bliver begrebet paradoksalitet indfgrt. Det
giver en formel made at formulerer Banach-Tarski paradokset pa. Fgrst vis-
es nogle generelle resultater om paradoksale grupper og maengder. Herefter
findes en konkret gruppe, som er paradoksal. Den bruges til at vise Hausdorff
paradokset. Anden del af bachelorprojektet bruges pa at vise Banach-Tarski
paradokset. Begrebet G-skvidekomposibilitet indfgres og bruges til at ga
fra Hausdorff paradokset til Banach-Tarski paradokset. I bachelorprojektets
tredje del, savel som fjerde, ses pa generelle resultater om ikke paradoksale
meengder og grupper. I tredje del bliver der saledes indfgrt typesemigrup-
pen og Tarskis seetning bliver vist. Tarskis saetning siger, at hvis X ikke er
G-paradoksal, findes for alle E C X et endeligt additiv G-invariant mal pa
P(X) der normaliserer E. I fjerde del ses pa amenable grupper. Tarskis seet-
ning viser, at de amenable grupper er maengden af ikke paradoksale grupper.
Et interessant resultat fra teorien, om amenable grupper, er at hvis G er
en amenabel gruppe af isometrier pa R", sa findes en endeligt additiv G-
invariant udvidelse af Lebesgue malet til hele P(R™). Idet det ogsa vises at
(G, er amenabel, giver det at der findes en endelige additiv isometri invariant
udvidelse af Lebesgue malet til hele P(RR).

Laeseren forudsaettes at have kendskab til topologi, gruppe teori samt mal
og integral teori.

Jeg vil vil gerne takke min vejleder Mikael Rgrdam for god vejledning.
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2 Paradoksale Grupper og Mangder

Banach-Tarski paradokset siger, at en kugle kan skaeres ud i endeligt mange
stykker, der kan flyttes og drejes og derved kan man samle to kugler, der hver
isaer er lige sa stor, som den man startede med.

For at kunne tale om at flytte maengder pa en formel made, indfgrer vi
gruppe virkning pa en maengde.

Definition 2.1. En gruppe G siges at virke pa en mangde X, hvis der til
hvert g € G findes en bijektion, som vi ogsa vil kalde g, fra X til X og
bijektionerne opfylder folgende, for alle x € X:

(i) e(x) = x, hvor e er identitets elementet i G.

(1i) (gh)(x) = g(h(x)), for alle g,h € G.
Eksempler pa gruppe virkning.

Eksempel 2.2. Isometrierne fra R™ til R", kaldet G,,, er alle afbildninger af
formen x — Az + b, hvor A er en symetrisk n x n matriz med det(A) = £1
og b € R". Isometrierne pa R™ er en gruppe med funktionssammensaetning
som gruppe operation og x +— x som identitet. Isometrierne virker pa R™.
Undergruppen SO, der bestar af afbildninger af formen x +— Az, hvor A
er en n X n matriz med det(A) = 1, vil vi ogsa interesere os for. Det er
rotationer pa enheds sferen i R™. Der gelder, at SO, = {A | A ern x
n matriz med det A = 1} og det er i den form, vi vil se pa SO,

Eksempel 2.3. En gruppe G virker pa sig selv med venstre multiplikation,
forstaet pa den made at vi til hvert g € G knytter bijektionen g: G — G givet
ved g(h) = gh.

Vi vil nu definere, hvad det vil sige at veere paradoksal.

Definition 2.4. Lad G vere en gruppe, der virker pa en maengde X og lad
E C X. Sa bliver E kaldt for G-paradoksal, hvis der findes parvis disjunkte
delmengder Ay, As ... A,, B1,Bs ... B, af E og gruppe elementer g1, g . . . gn,

hihy.. hy i G, si
1=1 j=1

Nogle gange, vil vi bare skrive X er paradoksal i stedet for X er G-
paradoksal, hvis der ikke er tvivl om hvad G er. Ligeleds vil vi nogle gange
sige, at GG er paradoksal i stedet for at G er G-paradoksal. Med definitionen af
paradoksalitet, kan Banach-Tarski paradokset udtrykkes som: Enhver kugle
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i R? er G3-paradoksal.

Vi vil se pa frie grupper. En fri gruppe, F, med genrator maengde M,
bestar af alle reducerede ord i {o,07' | ¢ € M}. Et reduceret ord, er et
ord oy09---0,, der opfylder o; # a;}l for alle 1 < ¢ < n — 1. Gruppe
operationen pa F' er ord sammensaetning, sa hvis wy, wy € F,wy = 0109+ -0y,
0g Wy = TiTy "+ * T, S& €r wywo den reducerede form af o109 -0, 7172+ - Ty

Identitets elementet er det tomme ord, e. Vi kalder |M| for F’s rang.

Saetning 2.5. En fri guppe F' af rang 2 er paradoksal, nar den virker pa sig
selv med venstre multiplikation.

Bevis. Lad 7 og p veere generatorer for F'. Seet

W (7) = De reducerede ord i F' der begynder med 7,

W (r~') = De reducerede ord i F' der begynder med 77!,

W (p) = De reducerede ord i F' der begynder med p,

W (p~') = De reducerede ord i F' der begynder med p~'.

Sa er

F=W(n)UW(r)UW(p)UW(p™") U {e},
da det eneste reducerede ord i F, der ikke starter med enten 7,77!, p eller
p~ L, er det tomme ord.

Vi saetter nu A; = W(r),Ay = W(r™1),B; = W(p),By = W(p™!) og
g1 = e,g9 = T,hy = e ho = p. Sa er Ay, Ay, By og By parvis disjunkte
maengder og

F =g A1 UgyAy = hi By UhyBs.

For at vise den forste lighed ser vi pa et h € F'. Der er to muligheder:

e he F\W(r)
Savil 771h € W(771), da h ikke starter med 7, sa 77 h er et reduceret
ord. Vi har sa

Gt h) =7(t7'h) = h =
h € g(W(r™)) = g As.

o heW(r)
Sa har vi

h € W(T) = Al = €A1 = 91A1-
Samlet har vi, at alle h € F ligger i enten g1 A; eller goAs sa F' C g1 A1 UgoAs.

Men sa har vi at F' = g1 A1 U g2 Ay, da g1 A1 og g2As er indeholdt i F. Pa
tilsvarende made fas F' = h1B; U hoBy. Sa F' er paradoksal. O
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2 PARADOKSALE GRUPPER OG MANGDER

Grupper som er paradoksale, nar de virker pa sig selv, spiller en vigtig
rolle. Deres paradoksale dekomposition kan bruges til, at give en dekompo-
sition af de meengder gruppen virker pa, under passende forudsaetninger.

Proposition 2.6. Hvis G er en G-paradoksal gruppe, der virker pa en mengde
X uden non-trivielle fizpunkter (dvs for alle g € G\ {e} og alle v € X er
gz # x), sa er X G-paradoksal.

Beuvis. Lad Al,Ag,. .. ,An,Bl,Bz,. .. ,Bm - G og g1, 392, .. .gn,hl,hg,. . hm
€ (G vaere parvis disjunkte maengder og gruppeelementer, der opfylder G =
Uisi 9:4: = Uj~, hiB;. Sadanne findes da G' er G-paradoksal. For hvert
r € X betragter vi x’s G-bane: G, = {gz | g € G}. Lad nu M vare en
maengde, der indeholder preecist et element fra hver bane. For at lave M
bruger vi udvalgsaktiomet. Vi vil nu vise, at {gM | g € G} er en klassedeling
af X. Forst viser vi at UgeGgM = X. Lad z € X, sa findes et h € G sa
hx € M, og sa vil x = h™'(hx) € U, cq gM. Det var for et vilkarligt x € X,
$8 UyeqgM 2 X. Da M C X er ogsa Uyeq9M C X, sa Uyeq9M = X.
For at vise, at {gM | g € G} er parvis disjunkte, antager vi, at der findes
g,h € Gmed g # h og gMNhM # (. Vi vil sa na frem til en modstrid. Vores
antagelse giver, at der findes z,y € M sa gr = hy. Nu geelder at x = (g~ 'h)y
og dermed x € G. Day € G, og M kun indeholder et element fra hver bane,
er v = y. Dermed er gz = hx og sa er ¢~ thx = x og, da G virker frit pa X,
folger det at g = h. Det er en modstrid og altsa er gM N hM = () for g # h.
Seet nu:

Ai={gM |ge Ai},i=1,2,...,n, B ={gM|ge€ B;},j=12,...,m.

De er parvis disjunkte, da {gM | g € G} er en klassedeling og Ay, As, ..., Ay,
By, By, ..., B, er parvis disjunkte. Der gaclder at

9iA7 = gi{gM | g € A} = {gigM | g € Ai} = {hM | h € g;A;},

sa

Uagd; ={gM |ge|JnA} ={gM |ge G} =X.

i=1 i=1

Ligeledes ses at
UnB; =X
j=1

Altsa er X G-paradoksal. n
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Vi ser, at hvis vi har en fri gruppe, F, af rang 2, sa giver s@tning 2.5 at
F er paradoksal. Hvis F' virker frit pa en maengde, X, giver Proposition 2.6
sa, at X er F-paradoksal.

Der geaelder en, lidt staerkere, invers til proposition 2.6, der ikke bruger
udvalgsaktiomet.

Proposition 2.7. Hvis G er en gruppe, der virker pa en mangde X og X
er G-paradoksal, sa er G G-paradoksal.

Bevis. Lad Ay, As,... Ay, B1, By ... By, C X 0g891,92, - ,Gn, hi,ho, ... hy
G vaere parvis disjunkte maengder og gruppeelementer, sa X = (JI_, ¢;:4;
Uj=, h;B;. De findes da X er G-paradoksal.

For et fast x € X saetter vi

S

Al ={glgr e A},i=1,2,....n, B;={glgreB;},j=12,....,m.

De er parvis disjunkte meengder, da Ay, As,... A,, By, Bs... B, er det. Vi
har at

g Ar ={gig | gr € Ay ={h| g7 he € A;} = {h| hx € g;A;},
og sa far vi at
Ugd; ={n|hee|JgA} ={h|hee X} =G.
i=1 i=1
Pa samme made vises, at

Gmwza
j=1

Samlet er G G-paradoksal. O]
Vi vil nu finde en fri gruppe af rang 2, sa vi kan bruge vores ssetninger.
Saetning 2.8. SO3 har en fri undergruppe af rang 2.

Bewvis. Vi ser pa rotationerne

1 22 1 0 0
3 +73 3
ot =22 L o], p =10 %ﬁﬁ%,
2v2 1
o 0 1 0 +22 1

der er om henholdsvis 2- og x -aksen, alle med vinklen arccos% radianer.
Vi vil vise, at de reducerede ord i ¢! og p*' danner en fri gruppe. Vi skal

>
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altsa vise, at der ikke findes et element i gruppen SOs, der pa to mader
kan skrives som et reduceret ord i ¢*! og p*'. Hvis der fandtes sadan to
ord, ville der ogsa findes et ikke tomt reduceret ord, der er lig identiteten
som gruppeelement. For hvis wy, wy er to forskellige reducerede ord. der er
ens som gruppeelementer, vil den reducerede form af wjw, ' vaere et ord,
der som gruppeelement er identiteten. Den reducerede form af wjw,' kan
ikke ikke veere det tomme ord, da w; og ws er forskellige reducerede ord.
Det er altsa nok at vise, at der ikke findes noget ikke tomt reduceret ord,
der er lig identiteten. Yderligere er det nok at se pa ord, som ender pa
¢, Thi hvis w = wep®' er et reduceret ord, der virker som identiteten,
vil v = o7 lwe = ¢~ twepTe veaere et, ikke ngdvendigvis reduceret, ord, der
virker som identiteten og ender pa ¢. Seetter vi wy til at veere den reducerede
form af ¢~ twy, er v/ = w;pT'¢ den reducerede form af v, da w; ikke kan s-
lutte pa pTt. Altsa et ikke tomt ord, der virker som identiteten og slutter pa ¢.

Vi vil vise, at for alle ord w over ¢=!, p*! der slutter pa ¢*! geelder:

a,b,ce Z,k €N,

1 a
0 c

og 3 gar ikke op i b. Det giver at b # 0, som medfgrer bv/2 # 0. Altsa er

1 1
w|O0]#10],
0 0
og sa er w ikke identiteten, som gnsket. Vi vil vise det ved induktion over
w’s leengde.
Vores basis tilfeelde er w = ¢*!. Vi har
1 2v/2 1
1 5 T U)[1 5 I\,
wlo) = (e 1 o) (o) = (£22] = [202) 5
0 0 0 1/ \0 0 0

bade 1, 2, -2 og 0 er heltal og 3 gar hverken op i 2 eller -2, sa for w = ¢ og
w = ¢~ ! har vi det gnskede.

I induktions skridtet vil vi i forste omgang vise, at hvis w er et ord i
gbil, pil sd er

a,b,c € Z,k € N,

1 a
wl0] =[b/2 3
0 c
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men ikke noget om hvorvidt 3 gar op i b. Antag at det geelder for ord af
leengde n, og lad w veere et ord af leengde n + 1. Vi ser pa de to tilfeelde
w = ¢FTlv og w = pTlv, hvor v er et reduceret ord af leengde n.

For w = ¢*'v har vi

1 1 1
w |0 = 0| =¢*t 2 e a,b,ce Z,k € N
0 0
% 2\/5 0 a 1 aF 4b 1
= |22 % 0 b\/_ 3= (b+2a)v2 ST
0 0 1 3¢
Da a,b,c € Z vilaF4b € Z, b+ 2a € 7Z og 3c € Z, som gnsket.
For w = p*v har vi
1 1 a 1
wlo] = pol0o] =p | 0V2 3 a,bjceZ,ke N
0 0 c
1 0 0 a 3a
3 T3 3 3k (b F 2c) k41’
0 i%i 3 c cE4b

og3a€Z,bF2ceZogctdbel.
Samlet har vi vist, at for et vilkarligt reduceret ord, w, i ¢=*, p*! gaelder

1
?7

g
oo

a
= | vv/2

c
hvor a,b,c € Z og k € N.

For at vise at 3 ikke gar op b ser vi pa seks tilfeelde:
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Hvor v er et, muligvis tomt, reduceret ord over ¢=!, p*1. Vi vil kun vise (i)
og (v), de andre fglger pa en tilsvarende made.

(i) w = ¢:|:1¢:|:1,U/
Vores induktionsantagelse er, at 3 ikke gar op i den anden indgang i vektoren
#*1/(1,0,0). Vi har

a,b,c € Z,k € N,

1
U/ 8 = b\/§ ?7

c

hvis v/ = eera =3,b=0,c =0,k = 1, ellers fglger det af det foregaende.
Det giver at

1 a 1 aF 4b 1
¢ilv/ 0] = ¢il bﬁ 3_k = (b + 2a>\/§ g
0 c 3c
hvor 3 f (b £ 2a) per induktions antagelse. Nu har vi
1 %;%20 a = 4b |
w(0) = [£22 L o (b= 2a)Vv2 s
0 0 0 1 3¢
aF 4b F 4(b + 2a)
— (i%a$ﬂ%+bi2@v§ st
c

Hvis vi med =3 betegner aekvivalens modulo 3, gaelder

+2(a F4b) +b+t2a =3 +2a—8b+b+2a=3+4a—T7b
=3 +4a—Tb+2b—2b=32(b+2a)—9
=, 2(b+2a) %30,

det sidste geelder da Zs er et legeme. Altsa 3 f (£2(a F 4b) + b £ 2a), som
gnsket.

(V) w=p
Igen er induktionsantagelsen, at 3 ikke gar op i den anden indgang i vektoren
¢*1'(1,0,0), og igen far vi:

il(lﬁilvl

1
V| 0| =1b0v2] =, abccZkeN
0
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0g
1 a 1 a F 4b
0] =0 | V2 = (b =+ 2a)v2 PTeeg
0 c 3c
Per induktions antagelse vil 3 /(b & 2a). Videre har vi
1 1 0 0 a F 4b
o) = [0 1 22| |@x20ve] .
w - 25 5 +75 3 ( a) Jk+1
0 0 22 g 3¢
3(a F 4b) 1
= | ((b£2a) F6c)v2 st
+4(b + 2a) + 3¢
0g
(b+2a) F6c =3 b=+ 2a.
Sa 3 J((b=£ 2a) F 6¢), som gnsket. O

Vi kan nu vise Hausdorff paradokset.

Szetning 2.9 (Hausdorff Paradokset). Der findes en tellelig maengde D C S?
si S*\ D er SOs-paradoksal.

Bevis. Lad ¢ og p veere som i ssetning 2.8. Sa giver s@tning 2.5 at den fri
gruppe, F, der bestar af alle reducerede ord i ¢*!, p*! er paradoksal. Hvert
element i F'\ {e} fikserer skaeringspunkterne mellem sin rotations akse og S?
og ikke andre punkter. Lad D vaere maengden af punkter F'\ {e} fikserer. Da
F er teellelig og D har to elementer for hvert element i F'\ {e}, er D teellelig.

Vi vil nu vise, at F virker pa S\ D. Antag F ikke virker pa S?\ D, det
betyder, at der findes et p € S?\ D og et g € F\ {e} sa gp € D. Sa er gp
fixpunkt for et element i F'\ {e}, altsa findes et h € F'\ {e} sa hgp = gp,
men sa er p = g 'hgp og altsa fixpunkt for elementet g~ 'hg € F \ {e}. Det
giver at p € D. Det er en modstrid, sa F virker pa S?\ D.

Da elementerne i F'\ {e} ikke har nogen fixpunkter i S\ D virker F frit
pa S%\ D. Proposition 2.6 giver da, at S? \ D er F-paradoksal og altsa ogsa
SOs-paradoksal. n

Vi har ikke brugt at radius af S? er 1, sa det samme geelder for vilkarlige
sfeerer med centrum i origo.
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3 Banach-Tarski paradokset

Vi vil nu indfgre et nyt koncept, der hjelper os med at ga fra Hausdorff
paradokset til Banach-Tarski paradokset.

Definition 3.1. Lad G vere en gruppe der virker pa en mengde X og lad
A, B C X. Visiger, at A og B er G-akvidekomposible, skrives A ~g B, hvis
de kan skrives som

hvor

og der findes g1, qo,...,9, € G sa g;A; = B;, 1 <1i < n.

At to maengder A og B er akvidekomposible giver, at der findes en bi-
jektion p: A — B af formen:

qr, €A

goxr, T S A2
p(r) = . :

g, T € A,

hvor Ay, Ay, ..., A, er parvis disjunkte delmeengder af A med |J;_, A; = A, og
91,92, - - -, gn €r elementer i G. En sadan bijektion vil vi kalde en G-kongruens.
Hvis der findes en G-kongruens fra A pa B vil A ~¢ B.

Hvis C C A og ¢ er en G-kongruens fra A til B, sa vil C' ~g ¢(C) da
funktionen ¢: C' — ¢(C') givet ved:

qgr, r€ A NC

gr, reANC
w(@ = : ’
gz, € A,NC
er en (G-kongruens.

Proposition 3.2. Lad G vere en gruppe, der virker pa en mengde X, da
er relationen ~¢g en @kvivalensrelation. Der geelder altsa:

(i) A~g A, for alle A C X.

(ii) Hvis A ~g B sa er B ~g A, for alle A,B C X.

10
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(#ii) Hvis A ~g B 0g B ~¢ C sa er A ~g C, for alle A,B,C C X.

Beuwis. Der er tre ting der skal vises.

(i) Hvis e er identitetselementet i G, sa har vi at eA = A og da A er en
klassedeling af A, er A ~g A.

(i) Lad Ay, As,..., A, og By, Bs,..., B, vere klassedelinger af A og B
henholdsvis. Lad endvidere ¢i,9s2,...,9, € G veere sa g;A; = B; for alle
1 <i < n. Sadanne maengder og gruppeelementer findes da A ~g B. Saetter
vihi = g;81 < <, vil bB; = glgA; = A; foralle 1 < i < n. Da
Ay, Ay, ... A, 0g By, Bs, ..., B, stadig er klassedelinger, har vi at B ~g A.

(i) Lad Ay, As,..., A, og By, Bs,..., B, vere klassedelinger af A og
B, og lad ¢1,92,...,9, € G veere sa g;A; = B; for alle 1 < ¢ < n. Lad
ligeledes By, B,,...,B, og C,Cs, ..., C,, veere klassedelinger af B og C', og
lad Ay, hy ... h,, € G vere sa thj = () for alle 1 < 7 < m. Disse ting findes
da A ~g B og B ~g C. Vi saetter

Ay =g YBiNBy), i=12,...,nj=12...,m,

0g

Vi har
(hjgi)(Aiy) = hi(g:Ai;) = hi(gi97 (B N By)) = hy(B; N B;) = Ci;.

Altsa er A ~g C hvis A,-J’erne og C‘Z-J-’erne er klassedelinger af henholdsvis
A og C'. Vivil kun vise, at C‘M’erne er en klassedeling af C, da Am’erne ses
at veere en klassedeling af A pa samme made.

Foreningen af C’i,j’erne giver hele C da

UG =
i?j

J

C:1C>
IC-
S
N\
Sy
D
&
N—

Il
-
k;‘
N
Qb:jl
D
-
&
N——

1 j=1 j=1

<.
Il

For at se at maengderne er parvis disjunkte, ser vi pa to index par (i,j) #
(I, k). Enten er j # k og sa geelder

Ci;NCiy = hjB;NhjB;j N hyB, N hyBy = h;B; N by, By, N h;B; N by, By

11
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ellers er j = k og 7 # [ og sa har vi tilsvarende

é@j N C’Lk = h]BZ N hjéj N thl N hj.B~j
= hJ(BfL N Bl) N thj N thj = (Z) N Cj = (Z)

Altsa er C’i,j’erne en klassedeling af C' og dermed er A ~¢ C. m

Beviset for (ii) viser ogsa at hvis ¢: A — B er en G-kongruens, sa er
¢! en G-kongruens fra B til A. Fra (iii) folger, at hvis ¢: B — C er en
G-kongruens, sa er 1) o ¢ en G-kongruens fra A til C.

Akvidekomposibilitet giver ogsa en lettere made at arbejde med paradok-
sale maengder. Der gaelder nemlig, at en meengde E er G-paradoksal hvis og
kun hvis, der findes disjunkte meengder A, B C F sa A ~g E ~¢ B. Vi kan
nu fa fglgende

Proposition 3.3. Lad G vere en gruppe der virker pa en mengde X, og
lad A vere en paradoksal delmengde af X. Hvis B C X med A ~g B er B
G-paradoksal.

Bevis. Lad ¢: A — B veere en G-kongruens og lad Ay, Ay C A veere dis-
junkte meengder, sa A; ~g A ~g As. Da geelder

0(Ay) ~g Ay~ A~ B,

og
©(Az) ~g Ay ~g A~ B.

Da der ogsa geaelder
P(A1) Np(Az) = p(Ar N Az) = (D) =0,

har vi samlet to disjunkte delmeengder af B med ¢(A;) ~¢ B ~g ¢(As), sa
B er G-paradoksal. O

Relationen ~¢ giver anledning til en ordningen af delmaengder af X.

Definition 3.4. Hvis G er en gruppe, der virker pa en maengde X, siger vi
om to mengder A, B C X, at A X B, hvis der findes et Bi C B sa A ~g B,

Der geelder naturligvis at A < A, da A ~g A. Relationen < er ogsa
transitiv. For hvis A Bog B<Cmed B C Bog C; CCsa A~g B og
¢: B — ( er G-kongruens har vi

A~g By ~g p(B1) CC, CC,

C
dermed er A < C. Hvis sa bare A < B og B < A medfgrer A ~¢ B, er < en
partiel ordning. Fglgende ssetning giver, at det gaelder.

12



3 BANACH-TARSKI PARADOKSET

Seetning 3.5 (Banach-Schroder-Bernstein). Lad G vere en gruppe der virker
pa en maengde X og lad A, B C X. Da gelder

A< BogB=<xA=A~gB

Bevis. Lad By C B og lad f: A — B; vaere en G-kongruens. Lad ligeledes
A; C Aoglad g: Ay — B veere en G-kongruens. Saet Cy = A\ Ay og definer
rekursivt

Cn = gil(f<0n*1))7 n e N>

og st

C= [j Ch.
n=0

Vi har da, at gC,, = gg~ ' fCp_1 = fCy_1. Seetter vi C = [J;7, Cy, har vi
ANC=A\ (A\NAUCO) = (A\(A\A))N(A\C) = AN (A\C),
ogda Ay CAer AyN(A\C)=A;\C. Nu far vi

g(A\C) = g(A4\C) = g(A)\ | g(Cn)

= B\ |J f(C.) =B\ f(0),

ogsa far vi

A\C ~q g(A\C) = B\ f(C).
Da vi ogsa har C' ~¢ f(C) geelder (A\ C)UC ~¢g (B\ f(C))U f(C) og her
med A ~g B, som gnsket. O]

Seetningen nedenfor giver, at de to maengder, der bruges til at se at en
mengde er paradoksal, kan veelges sa de er disjunkte.

Korollar 3.6. Huvis G er en gruppe, der virker pa en maengde X og E C X,
sa er E G-paradoksal hvis og kun hvis, der findes disjunkte mengder A, B C
E med AUB=F o9 A~gFE ~g B.

Bevis. Hvis der findes sadanne meengder A og B er E-paradoksal, da det
bare er et ekstra krav at AUB = F.

Hvis omvendt E er paradoksal, findes der disjunkte maengder A, B C
E med A ~g E ~g B, men ikke ngdvendigvis med A U B = E. Vi har
E~;BCFE\Asa, Fx E\Aogda E\ A= E giver Banach-Schroder-
Bernstein (seetning 3.5) at £ ~c E'\ A. Altsa har vi A ~¢ E ~c E'\ A og
AU(E\ A) = E som gnsket. O

13



3 BANACH-TARSKI PARADOKSET

Vi vil nu vise en saetning, som satter os i stand til at ga fra Hausdorff
paradokset til Banach-Tarski paradokset.

Seetning 3.7. Hvis D er en tellelig delmengde af S?, si er S*\ D ~go, S*.

Bevis. Lad [ veere en linje gennem origo der ikke rammer D, en sadan linje
findes da D er teellelig. For hvert p € D saetter vi nu A(p) til at veere meengden
af vinklerne 0, hvorom det geelder, at der findes et n € N sa p(p) € D, hvor
p er rotationen om [ med nf radianer. Da D er teellelig, er der kun teclleligt
mange 6 € [0;27] sa p fores over i et andet element i D, med en rotation
omkring [ pa @ radianer. Enhver af de vinkler giver anledning til, at vinklerne
0+ 27z, 2 € Z og £,n € N ogsa kommer til at ligge i A(p). Det er de eneste
vinkler, der kommer til at ligge i A(p). Altsa bliver A(p) en teellelige forening
af teellelige meengder, og saledes teellelig. Seetter vi nu

A=JAw).

peD

er A en teellelig forening af teellelige meengder, og altsa teellelig. Altsa findes
et 0 ¢ A, da R er overteellelig. Lad nu p veere rotationen om [ med € radianer
og st

D=Jp(D).

Der geaelder at
pP"(D)ND =0, neN,

da p er valgt, sa p" drejer punkter i D veek fra D. Altsa er
(D) =D\D.
n=1

Vi har at S? = D(US?\ D) ~so0, p(D)U (5% \ D) og

p(D)US*\D = (U P(p"(D))) Us*\ D= <U /)"(D)> Us*\D
= D\D[JS*\D=5"\D.
Samlet har vi S? ~gp, S?\ D, som ¢nsket. O

Vi kan nu vise

14



3 BANACH-TARSKI PARADOKSET

Seetning 3.8 (Banach-Tarski Paradokset). S? er SOs-paradoksal. Det samme
er alle sferer med centrum i 0.
Enhver solid kugle er Gs-paradoksal og det samme er R3.

Bevis. Hausdorff paradokset (seetning 2.9) giver, at der findes en teellelig
maengde D C S? sa S?\ D er SOs-paradoksal. Saetning 3.7 siger at S? ~go,
S%\ D, og sa giver proposition 3.3 at S? er SOz-paradoksal. Da vi pa intet
tidspunkt bruger, at radius af S? er 1, geelder det samme for alle sfaerer med
centrum i origo.

Da G35 indeholder alle translationer, er det nok at betragte kugler med
centrum i 0. Hvis vi associerer hvert punkt, p, pa kugleoverfladen, med de
punkter der ligger mellem det og centrum, altsa meengden {ap | 0 < o <
r}, hvor r er radius af kuglen, giver den paradoksal dekomposition af kugle
overfladen en paradoksal dekomposition for kuglen undtaget 0. Hvis vi kan
vise, at for en kugle, B, med centrum i 0 er B ~¢, B\ {0}, vil proposition
3.3 give at B er (G3-paradoksal.

Lad p = (0,0,%), og lad I veere en linje gennem p og ikke gennem 0
og lad p veere en rotation om [ af uendelig orden. Szt D = {p"(0) | n =
0,1,2,...}. Saer pD = {p*(0) | n = 1,2,...} = D\ {0} og det giver at
B=(B\D)UD ~g, (B\ D)UpD. Vi har at sa

B ~g, (B\ D)U (D \{0}) = B\ {0}.

Som gnsket.

For at se at R3 er paradoksal, associerer vi hvert punkt p € S? med
maengden {ap | 0 < a}. Sa giver den paradoksale dekompositionen af S? en
paradoksal dekomposition for R? \ {0}. Med D og p som for (tag fx r = 1)
har vi

R*=R*\ DUD ~¢g, R*\ DUpD =R*\ DU D\ {0} = R?*\ {0}.
Og sa er R? G3-paradoksal, per proposition 3.3. O]

I beviset for at alle kugler er G3 pardoksale, bruger vi translationer til,
at flytte vilkarlige kugler ned i origo. Man kunne sa spgrge om kugler med
centrum i origo, er SOs-paradoksale. Det bevis der lige er givet, kan ikke
bruges til at vise det, da rotationen der bruges til, at absorbere 0, ligger i Gs.
Der kan heller ikke findes noget andet bevis. For hvis og A og B er disjunkte
delmeengder af en kugle, K, vil enten A eller B ikke indeholde 0. Lad os sige
at 0 ¢ B. Sa kan der ikke findes et x € B og et p € SO3 sa pr = 0, da SO;
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3 BANACH-TARSKI PARADOKSET

bestar af linesere afbildninger. Altsa vil kan B ikke veere sekvidekoposibel
med K, sa K er ikke SO3 paradoksal.

Vi kan bruge fordoblingen af kugler, til at vise det, endnu mere kontra
intuitive resultat, at vilkarlige begraensede maengder med ikke tomt indre, er
ekvidekomposible.

Seetning 3.9 (Banach-Tarski Paradokset (Steerk Version)). Huvis A, B C R3
begge er begrensede og har ikke tomt indre, sa er A ~¢g, B

Bewvis. Vi vil forst vise at A < B. Da B har ikke tomt indre, findes en kugle
L sa L C B. Da A er begraenset, findes en kugle K sa A C K. Vi har sa
L < Bog A=< K. Valgnun € Nsastor, at K kan deekkes af n overlappende
kopier af L, og lad S veere en maengde med n disjunkte kopier af L. Da er
K < S og seetning 3.8 giver at L ~¢, S, dermed er S < L, sa vi har

A K=<S<L<B.

Dermed er A < B. Pa samme made ses at B < A. Nu giver saetning 3.5 at
A ~¢, B. O

Det er denne version af Banach-Tarski paradokset, der siger, at en (fuld-
steendigt sfeerisk) eert kan skeeres ud i endeligt mange stykker, der sa kan
samles til en kugle pa storelse med solen.
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4 TYPESEMIGRUPPEN OG TARSKIS SETNING

4 Typesemigruppen og Tarskis Saetning

Definition 4.1. Huvis G er en gruppe, der virker pa en maengde X definerer
vi: X* = X xN og G* = {(9,7) | g € G,7 er en permutation af N}. Sa
virker G* pa X*.

For en delmengde A C X* kalder vi de n € N, hvorom det gelder, at der
findes et x € X sa (x,n) € A, for A’s niveauer.

Ekvidekomposibilitet med hensyn til G* og aekvidekomposibilitet med
hensyn til G er tet forbundet, der geelder nemlig for A, B C X at A ~¢ B
hvis og kun hvis Ax{n} ~g« Bx{m} for allen,m € N. Thi hvis ¢: A — Ber
en G-kongruens, sa er ¢: Ax {n} — B x{m}, givet ved (x,n) = (p(z), m)
en G*-kongruens, sa A X {n} ~g« B x {m}. Hvis omvendt A x {n} ~g-
B x {m} for alle n,m € N, geelder specielt A x {1} ~g+ B x {1}, og sa er
A ~¢g B.

Definition 4.2. Lad G vere en gruppe, der virker pa en mengde X. Lad
X* o9 G* vere som i definition 4.1.

(1) En delmengde A C X* kaldes begrenset hvis A kun har endeligt mange
niweauer. Akvivalens klassen af en begraenset maengde A kaldes A’s type
og skrives [A]. Mengden af alle typer af begrensede maengder kaldes S.
Vi kalder S for typesemigruppen.

(2) For [A],[B] € S setter vi [A] + [B] = [AU B’|, hvor B" = {(b,m + k) |
(b,m) € B} med k € N sa stor at B' og A ikke har nogen felles niveauer.

Bevis for at + er veldefinerede. Hvis B er en begraenset delmeengde af X*
og B ={(bbm+ k)| (bym) € B} for et k € N, er B ~g+ B’. Det ses ved
G*-kongruensen ¢(z,n) = (z,m(n)), hvor m sender niveauerne i B, n, over i
n+ k. Altsa er [A] + [B] uathesengigt af hvor meget niveauerne i B forskydes.

Vi vil nu vise, at hvis Ay ~g« A og By ~¢+ Bsaer [A1]+[B1] = [A]+[B].
Vi har at [A] + [Bi1] = [A1 U B}] og [A] + [B] = [AU B'], hvor B} og B’ er
niveau forskydninger af henholdsvis By og B. Da Ay ~g« A, B} ~g+ By ~g+
B r~g- B, AiNBy =0 og ANB' =0 er AUB' ~g- AjUB;y. Altsa er [A]+[B]
uafhaengigt af valget af repraesentanter for sekvivalensklasserne. Samlet er +
en veldefineret operation pa S. m

(S,+) har en reekke egenskaber der ggr den meget anvendelig.
+ er kommutativ, thi hvis [A], [B] € S sa er

Al +[B] = [AUB = [A UB| = [BUA] = [B] + (4],
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hvor ’ igen markerer en niveauforskydning, og vi har brugt at A ~g« A’ og
B ~G* B/.
+ er associativ: Lad [A], [B],[C] € S sa geelder

([l +[B) +[C] = [AUB]+[C]=[(AUB)LC
[AU(B'UC)] = [A] + [B'UC"] = [A] + ([B] + [C]).

Klassen [(}] er neutralt element for +, da [A] + [0] = [AUD] = [A], for alle
AeS.

Altsa er (S, +) en kommutativ semigruppe med neutralt element. For et
E C X seetter vi [E] = [E x {1}].

Pa kommutative semigrupper er der en naturlig made, at definere mul-
tiplikation med et naturligt tal, n, nemlig na = Y, «, for @ € S. Vi kan
ogsa definerer en ordning pa S. For o, 3 € § siger vi, at a < ( hvis og kun
hvis der findes et v € § sa a + v = 3. Da S har neutralt element er a < «.
Der geelder ogsa at hvis a < f og § < v sa er a < . Der gaelder specielt for
(S,+)

Proposition 4.3. Huvis A, B er begraensede delmaengder af X* gaelder
[A] + [B] = [AU B]
med lighed hvis AN B = ().

Bewis. Vivil forst vise at AUBU(ANB) ~g- AUB". Da AUBU(ANB) =
AU(B\A)U(ANB)" er det nok at vise at AU(B\A)U(ANB)" ~g« AUB'.
Lad 7m; : N — N vaere en bijektion der forskyder niveauerne i B\ A op til
niveauerne i B, og lad 7y forskyde niveauerne i (AN B)’ op i niveauerne i B'.
Seetter vi g1 = (e,m1), 92 = (e,m) har vi AUg(B\ A)Ug(ANB) = AUB'.
Nu far vi sa

[A]+[B]=[AUB]=][AUBU(ANB)]=[AUB]+ [AN B].
Heraf ser vi at [A]+[B] > [AUB] og at hvis AN B = () geelder der lighed. [

Vi vil nu se pa ordningen af (S, +). Hvis A, B € X* er begraensede, geelder
[A] < [B] hvis og kun hvis A < B. Thi hvis A < B findes et B; C B sa
A ~g+ Bi, men sa er

[A] = [Bi] < [Bi] + [B\ Bi] = [B1U B\ By] = [B].

Hvis omvendt [A] < [B] sa findes en meengde C' C X* sa [A] + [C] = [B], det
giver at AUC" ~g- B, sa der findes en G*-kongruens, ¢ fra AU C" til B. Da
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er A ~g- 9(A) C B og sa er A < B. Nu giver Banach-Schroder-Bernstein
(seetning 3.5) at [A] < [B] og [B] < [A] hvis og kun hvis [A] = [B]. Heraf
ses at < er en partiel ordning pa §. Der gaelder ogsa at en meengde, £ C X,
er paradoksal hvis og kun hvis [E] = 2[E]. For hvis E er paradoksal findes
A BCFEmed AUB=F, ANB =0 og A ~g E ~g B, jf. korollar 3.6.

Hermed far vi
[E] = [AUB] = [4] + [B] = [E] + [E] = 2[E].

Hvis omvendt [E] = 2[E] er E' x {1} ~g+ E x {1,2} altsa findes A, B C E,
ANB=0sa Ax {1} ~g« Ex {1} og B x {1} ~g+ E x {2}, men sa geelder
klart A ~g E ~g B og altsa er F paradoksal.

Vi vil nu vise, at for alle a, 3 € S og n € N gaelder at hvis na = nf3 er
a = (. Da vi ikke har inverse elementer i semigrupper, er det ikke noget der
gaelder generelt for semigrupper. For at vise det for S, har vi brug for noget
grafteori. En graf er givet som G = (V, E), hvor V' er maengden af knuder og
E er meengden af kanter. Der kan godt ga mere ned en kant mellem to knuder.
En graf kaldes todelt, hvis der findes disjunkte ikke tomme V;,V, C V', sa
V = Vi UV, og alle kanter gar mellem V; og V5. En graf kaldes k-reguleer,
hvis hver knude er med i preecis k kanter. Konigs seetning siger, at enhver
k-reguleer todelt graf (K < oco) har en perfekt matching. En perfekt matching,
M, er en maengde af kanter, der opfylder at enhver knude i grafen, er med i
praecis en kant i M. Vi kan nu vise

Saetning 4.4. Hvis o, 3 € S ogn € N sa gelder at hvis nao = nf er a = 3

Bewvis. Antag na = nf. Sa findes disjunkte meengder E, E' C X* sa F ~g-
Eogsa E=AUAU...UA,E' = B, UByU...UB, hvor {4;},{B;}
er klassedelinger af henholdsvis E og E’. Ydermere er [A;] = [Ag] = ... =
[A,] = aog [Bi] = [Bs] = ... = [B,] = . Lad x veere en G*-kongruens fra £
til £'. Lad ¢, veere en G*-kongruens fra A; til A; og v; veere en G*-kongruens
fra By til B;. For et hvert a € Ay definerer vi

a = {CL, @2(607 R Spn(a)}
Ligeledes seetter vi for hvert b € B,
l_) = {bv ¢2(b)7 s aqu)n(b)}

Daer {a|a € A} en klassedeling af A. Thi hvis a;,as € A; med a; # as, sa

er @y Ndy = {a1, pa(ar), ..., pular) N{az, pa(as), ..., pulaz)} = 0, da alle ¢;
er G*-kongruenser og Ai, A, ..., A, er parvis disjunkte. For et z € A findes
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et i sa x € A;, sa vil z € ¢; 1(7), dermed er Uyca,a = A. P4 sammen made
ses at {b| b € B} er en klasse deling af B;.

Vi vil nu konstruere en graf med {a | a € A;} og {b | b € B;} som
knuder. Ud fra hvert a skal der ga n kanter. Den i’'te kant skal ga til det b
der opfylder: x(p;(a)) € b. Da b’erne er en klasse deling, findes et og kun et
b som den i'te kant fra @ skal ga over til. Der kommer ogsa til at ga n kanter
ud fra hvert b. For hvert 1 < j < n gar der en kant fra b til det @ der opfylder
X 1 (1(b)) € a. Det ses ved, at der findes et i sa x ' (¢;(b)) € A;, altsa er der
et a € Ay med x1(1;(b)) = pi(a) og dermed x(p;(a)) = 1;(b) € b og der gar
en kant fra a til b. Der kan godt veere flere tal par (h, k) sa x(on(a)) = i (b),
derfor vil vi dgbe hver kant (@, b, 4, j). En sadan kant er en kant mellem @ og
b og der geelder x(p;(a)) = ¥;(b).

Alle kanter i vores graf gar mellem {a | a € A;} og {b| b € B} sa vores
graf er to delt. Grafen er ogsa n-reguleer, sa Konigs sesetning giver, at der
findes en perfekt matching M. For hvert @ findes altsa preecist et b og et par
i,j sa (a,b,i,j) € M. Seet nu

Ci;j = {a€ A |3be By: (a,b,i,j) € M},
Dij = {b€ Bi|Jac A: (ab,i,j)e M}

Der gaelder at Uz 1 C;; = Ay da alle knuder i grafen er med i en kant i M.
Vi har ogsa for (z J) # (h,k) at C;; N Chy = 0. Antag nemlig til modstrid,
at der findes et a € A; s& der eksisterer by, by € B; med (@,by,i,5) € M og
(@, by, h, k) € M. Sa vil by # by da (i,7) # (h, k) og ikke bade (a, b1, i, ) og
(@,by, h, k) kan veere i M. Men hvis b; # by sa indgar @ i to kanter i M, det
er ogsa en modstrid og sa findes et sadan a ikke og dermed er C; ; N CY, , = 0.
Samlet er C; j’erne en klassedeling af A;. Pa samme made ses at D; ;’erne er
en klassedeling af B;. Vi har ogsa

edCy) = (deia)) | @.b.i.) € M)
{%(b))\@bzpeM}
= Wy({be Bi| (a,b,ij) € M}) = b(Dyy)

sa ¥ Y"(x(¢i(Ci;))) = D;,. Da 77/1 , X 0g ¢; alle er G*-kongruenser, vil deres
sammensaetmng 0gsa vaere en G* kongruens. Sa vi har C; ; ~g- D, ; for alle
1<i<nogl<j<n. Afdet far vi Ay ~g+ By og dermed at a = 5. O]

Som korollar far vi

Korollar 4.5. Hvis o € S ogn € N opfylder (n 4+ 1)a < na sa er o = 2«
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Bewvis. Vi har
na>(n+a=na+a>(n+1)a+a>na+ 2«

Fortsaetter vi pa den made, far vi na > 2na. Da der geelder, at na < na +
na = 2na har vi
no = 2na = n(2q).

Sa giver setning 4.4 at o = 2av. O

Af det ser vi at en meengde, F, opfylder [E] = 2[E] hvis og kun hvis der
findes et n € N sa (n+ 1)[E] < n[E]. Vi har nu fglgende karakteristik: En
meengde, E, er ikke paradoksal hvis og kun hvis (n + 1)E £ n[E] for alle
n € N.

Vi vil nu bruge typesemigruppen S til at vise, at hvis en maengde, £ C X,
ikke er G paradoksal, findes et mal pa X der er G invariant og normaliserer
E. Fgrst har vi brug for et lemma.

Lemma 4.6. Lad (7 ,+) vere en semigruppe, der har neutralt element 0.
Antag der findes et € € T, sa der for alle « € T findes et n € N sa a < ne.
Hvis To C T, € € Ty og der findes v: Ty — [0, 00[ som opfylder:

(1) v(e) =1,

(2) hvis g1, P2, ... Gm, 01,02, ...,0, € To med Y ¢; <> 0; saerd v(e;) <
>_v(05).

Sa kan vi, for et vilkarligt o € T\ 7Ty, lave en funktion p: ToU{a} — [0; 00, sa
p udvider v og for ¢1,¢2, ..., ¢m,01,02,....0, € Ty U{a} med Y ¢; <> 6;
er (i) < D2 pu(0;).

Bevis. Da 1 skal udvide v, behgver vi kun definere u(a). Vi seetter

pla) = inf{ (S v(B) = S vlw) /r},

hvor vi tager infimum over alle r € N og alle 31, B2,..., Bp; 71,72, - -+, Vg €
To med Y vy + ra < > 0. Da der findes et n € N sa a < ne tager vi
infimum over en ikke tom meengde, sa p(a) < oco. Vi vil nu vise, at for
O1, 02y ooy Oy 01,60, ...,0, € Ty, s,t € Ny med z¢z + sa < 26)] + ta er
Sopl(i) + sp(a) <0 p(0;) + tp(a). Det geelder for s =t = 0, da g udvider
v. For at vise det for alle s,t € Ny ser pa to tilfeelde.

(i) s = 0 (og t > 0). Lad ¢1,09,...,0n,61,0s,...,0, € Ty,t € N veere
vilkarlige, men sa > ¢; < > 6, +ta. Viskal sa vise, at > p(e;) < > u(6;)+
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ti(a). Det geelder hvis og kun hvis p(a) > (O p(e:) — > p(6;)) /t, og da
p udvider v, er det, det sammme som p(a) > (O v(¢i) — > v(d;)) /t. In-
fimum bevarer uskarpe uligheder, sa det er nok at vise, at for vilkarlige

517627'"75})7717727"'776] € 767T € N S01 Opfylder Z%—i_ra S Zﬁk

O v(B) =D vew/r = (Do vie) = o wdn) /t

a (O v(Br)—>_v(m))/r er et af de tal, vi tager infimum over. Nu regner vi

> o

ry o

rY bty m
TZ@‘HZW

Nu har vi en ulighed, hvor alle led er elementer i 7y. Vi bruger, at v opfylder
(1) og far

(AN VAR VAN VAN
S 0303
4
R
+ 4+ o+ 4
=~ = 3 ®
e U
-
.
=
I

r Z v(gi) +t Z viy) <r Z v(8;) +t Z v(B).

Rykker vi rundt pa det, far vi

(D v(d) = Y v/t < (Y _v(B) = Y vm)/r,

som gnsket.
(ii)) s > 0 (og t > 0). Lad igen ¢1,¢2,...,0n,01,0a,...,0, € Ty, s €
N,t € Ny veere vilkarlige, men sa ) ¢; + sa < ) 60; + ta. Vi skal sa vise, at

Zy(¢l) + S,LL(OC) S ZV(GJ) + tu(a) V%lg nu ﬁlaﬁ% s 7ﬁp7717727 - Yq €
7o, € N som for. Seetter vi z = (D v(Bk) — D v(v))/r, er z et af de tal vi

skal tage infimun over. Dermed er det nok at vise at

Z (i) + sp(a Z )+ tz.

Vi regner som for(ganger igennem med r, leegger ¢ >+, til pa begge sider og
vurderer > v +ra < > G) og far

rz¢i+rsoz+t2% §r29j+t26k.

Af den ulighed ser vi at

(ry v() +tY v(Be) —r Y v(d) =ty vin)/rs
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er et af de tal vi tager infimum over i definitionen af p(a), sa

pla) < (Y0 wl) + £ (B = Y (@) — > vlw)rs,

Regner vi pa det far vi (vi ganger igennem med s, leegger > v(¢;) til pa
begge sider og rykker rundt)

sul@)+ > v(o) < Yo w(@)+ (r>oue) +t> (B
—r Y ule) —t Y vlw) /r
= Yo+ (v = Y v(w)
(Y vl;) =Y v(@) /r
= o wl@) + trz (3o w(0) — v > (o)) /r
= tz+ > v(b),

som g¢nsket.

Vi har vist at p er en udvidelse af v der opfylder at > u(¢;) < > pu(6;)
nar »_ ¢; < Y6, for vilkarlige ¢;,0; € 7o U {a}. Nu mangler vi kun, at se
at p(a) > 0. Vi har at € < a + ¢, heraf far vi u(e) < p(a) + p(e) og dermed
0 < p(a). O

For at vise naeste saetning har vi, foruden vores lemma, brug for Zorns
Lemma. Zorns Lemma er sekvivalent med udvalgsaktiomet. Det siger, at
hvis (P, <) er en ikke tom partielt ordnet maengder, og enhver total ordnet
delmeengde af P har en mojorant, sa har P et maksimalt element.

Saetning 4.7. Lad (T,+) vere en semigruppe med identitet 0 og lad e € T .
Folgende er ekvivalente:

(1) (n+1)e £ ne for alle n € N.

(2) Der findes et pi: T — [0,00] sa pu(e) =1 og p(a) + u(B) = p(a + B) for
alle a, B € T.

Bevis. (2) = (1). Lad p veere som i (2). For alle o, € 7 har vi at a < 8
hvis og kun hvis o+~ = (3 for et v € T, det giver at u(a) + p(y) = u(f) og
dermed p(a) < (). Sa hvis der fandtes et n € N sa (n + 1)e < ne ville der
geelde p((n+ 1)e) < u(ne). Det giver at n+ 1 < n. Det er en modstrid, sa
for alle n € Ner (n+ 1)e £ ne og (1) geelder.

(1) = (2). Antag forst, at for alle elementer & € 7 findes n € N sa
a < ne. Seet P til at veere meengden af par (M, v), hvor M C T,e € M og
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v: M — [0; 00] opfylder v(e) = 1 og for ¢1, g, ..., ¢, 01,02, ...,0, € M med
Do <> 0 er Y v(p;) <> v(d;). Da er P partielt ordnet, ved ordningen
(M,v) < (M',v') hvis og kun hvis M C M’ og v/ udvider v. Vi vil bruge
Zorns Lemma pa P. For at bruge Zorns Lemma, skal vi vise, at P ikke er
tom og at enhver total ordnet delmaengde af P har en majorant. For at se at
P ikke er tom seetter vi M = {e} og v(e) = 1. Parret (M, v) ligger sa i P,
hvis ne < me medferer v(ne) < v(me). Dav(e) = 1 er kravet v(ne) < v(me)
ekvivalent med n < m. Hvis der fandtes n,m € N med ne < me ogn > m
ville vi have at (m + 1) < n, det giver os at (m + 1)e < ne < me, som er
modstrid med vores antagelse (1). Dermed vil (M, v) € P sa P # (. Lad nu
A C P vaere en totalt ordnet maengde. Vi vil vise at A har en majorant. Saet
N = UpeaM og definer pi: N — [0; 00 ved

plz)=v(z), xeM,(M,v)e A

Vi vil nu vise, at p er uathengig af valget af M og altsa veldefineret. Hvis
x € My N My hvor (My,vy), (Ms,15) € A sa er enten (My,vy) < (Ma,vs)
eller (Ms, o) < (My,11), lad os sige at (M, 1vq) < (Ms,1s). Sa er vy en
udvidelse af vy, dermed er vy(x) = vy(x) og p(z) er uafthengig af valget
af M. Af det foregaende ses ogsa, at for et vilkarligt (v, M) € A er u en
udvidelse af v. Da der ogsa geelder at M C N, altsa er (N, u) den gnskede
majorant, hvis (N, ) € P. Det eneste vi mangler for at vise, at (N, u) € P
er, at for vilkarlige ¢y, 2, ..., ¢n,61,602,...,60, € N med > ¢, < > 0, er
dou(@i) < > p(f;). Da der kun er endeligt mange ¢; og 6; og A er totalt
ordnet, findes (M,v) € A sa alle ¢;,6; € M. Det giver at Y v(¢;) < > v(6;)
og dermed er > pu(¢i) < > pu(6;), da p udvider v. Altsa er (N,u) € P og
vi har vores mojorant. I fplge Zorns Lemma findes der nu et (M, u) € P sa
(M', 1) < (M, p) for alle (M', 1) € P.

Vi vil nu vise at M = 7. Antag at M C 7, sa findes et « € 7 \ M
og sa giver lemma 4.6 at p kan udvides til et v: M U {a} — [0;00], der
opfylder, at for ¢1, o, ..., ¢m,01,602,....0, € M U{a} med > ¢ < > 6,
er > v(¢i) < > v(b;). Altsa vil (M U {a},v) € P. Men M U {a} C M sa
(M U {a},v) £ (M,p), det er en modstrid. S& ma M = 7. For vilkarlige
a,f €T har vi a+ < (a+ ) sa p(a) + p(B) < pla + B), vi har ogsa
a+fF > (a+f), det giver at pu(a) + p(5) > pla+ 3). Samler vi det far vi at
p(a) + u(B) = pla+ B). Ydermere er p(e) =1, da (M, p) € P, sa u er som
gnsket.

Vi ser nu pa det tilfselde, hvor ikke alle elementer i 7 er begraensede af e.

Seet 7y til at veere de begraensede elementer 1 7. Hvis «, 8 € 7y vil a+ € Ty,
thi hvis @« < ne og f < me, er a+ < ne+me = (n+m)e. Sa 7y er en
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semigruppe med identitet(0 € 7;, da 0 < ¢). Per det foregaende findes et
p: Ty — [0, 00[ der er endeligt additiv og har u(e) = 1. Vi definerer nu:

, (o), a€Ty
u<a>:{“oo, Sapn

Hvisa € T\ Tyeller € T\ Tysavilogsaa+ €T\ 7y, fora+ [ < ne
giver a < ne og f < ne. Dermed er p'(a) + p/(8) = oo = p/(a + ) hvis «
eller 3 er ubegraensede. Da p er endelig additiv og i/ udvider p, har vi nu at
p' er endelig additiv. Nu er u/ som gnsket sa (1) = (2). O

Vi er nu i stand til at bevis Tarskis Seetning.

Saetning 4.8 (Tarskis Seetning). Lad G vere en gruppe, der virker pa en
mangde X og E C X. Folgende er ekvivalente:

(1) Der er et endeligt additivt G-invariant mal, p: P(X) — [0,00] med
n(E) =1.

(2) E erikke G paradoksal.

At p er et endeligt additivt mal betyder, at p(0) = 0 og at u(AU B) =
p(A) 4+ u(B) for disjunkte meengder A, B.

Bevis. (1) = (2). Antag til modstrid at der findes et p som i (1) og at E er
G-paradoksal. Sa findes disjunkte meengder A, B C E sa A ~g E ~g B, det
givet at u(A) = p(E) = pu(B), da p er G-invariant. Vi har sa

p(E) = p(AU B) = p(A) + p(B) = p(E) + u(E) = 2u(E),
som medfgrer 1 > 2, en klar modstrid, sa (1) = (2).
(2) = (1). Lad S veere type semigruppen for X og seet € = [E]. Da E
ikke er G-paradoksal er € # 2¢. Korollar 4.5 giver sa, at for alle n € N er

(n + 1)e £ ne og vi kan sa bruge seetning 4.7 pa S, til at fa et endeligt
additivt v: § — [0, 00] med v(g) = 1. Definer nu p: P(X) — [0, o0] ved:

p(Ad) =v(4]), AcCX
Sa er u(F) =vr(e) =1 og for disjunkte A, B C X er
u(AUB) = v([AU B]) = v([A] + [B]) = v([4]) + v([B]) = u(A) + u(B).

Vi har ogsa at u(E) = p(EU D) = u(E) + (D), sa u(@) = 0. For at se at p
er G invariant bemeerker vi, at for g € G og A € X er gA x {0} ~g- Ax {0}
sa [gA] = [A]. Dermed er u(gA) = v([gA]) = v([A]) = n(A). Altsa er p et
endeligt additivt G-invariant mal der normaliserer E, sa (2) = (1). O
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5 Amenable Grupper

Definition 5.1. En gruppe, G, kaldes amenabel, hvis der findes et endeligt
additivt mal p: P(G) — [0,1], med p(G) = 1 og pu(gA) = p(A) for alle
ACG oggeG. Isa fald kaldes p et mal pa G.

Hvis vi skal vise, at p: P(G) — [0,1] er et endeligt additivt mal, folger
(@) =0 af at u(G) = 1, da pu(G) = p(G U D) = u(G) + p(B), det giver at
1(0) = 0.

For to isomorfe grupper, G og H gelder, at hvis G er amenabel er H
ogsa amenabel. For hvis p er mal pa G og ¢ : H — G er en isomorfi, sa er
v(A) = pu(ep(A)) et mal pa H. Der geelder nemlig v(H) = p(G) = 1, og for
A, B disjunkte delmeengder af H, er

V(AUB) = pu(p(AUB)) = u(p(A)Up(B)) = u(p(A))+u(e(B)) = v(A)+v(B),

og for h € H har vi

v(hA) = u(p(hA)) = ple(h)p(A)) = u(p(A)) = v(A).

Altsa er v et mal pa H, sa H er amenabel.

Vi kalder maengden af funktioner f: G — R, der opfylder at der findes et
ceRsa f(g) <cforalle g € G, for B(G). Hvis F er et reelt funktional pa
B(G), der opfylder:

(i

) Flaf +bg) =aF(f)+bF(g) for alle a,b € R og alle f,g € B(G),
(ii) F(f) > 0 for alle f € B(G), der opfylder f(g) > 0 for alle g € G,
) F(

(iii lg) =1, hvor 14 er indikator funktionen for G, og

(iv) F(,f) = F(f), for alle g € G og alle f € B(GQ), hvor ,f(h) = f(g~'h),

kaldes F' et venstre invariant middel.

Hvis vi har en amenabel gruppe, GG, kan vi konstruere integralet af alle
funktioner i B(G). Konstruktionen foregar ved forst at definere integralet af
simple funktioner. For en vilkarlig funktion f € B(G) findes en folge af simple
funktioner, der konvergerer uniformt mod f. Integralet kan altsa udvides fra
simple funktioner til alle f € B(G) og det vil opfylde:

(i) [af+bgdp=a [ fdu+0b [ gdu,
(ii) [ fdp >0, hvis f(g) > 0 for alle g € G,
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(iii) [ lgdp =1, hvor 1 er indikator funktionen for G, og
(iv) [gfdu = [ fdu, for alle g € G, hvor ,f(h) = f(g~*h),

det sidste geelder da p er G-invariant. Altsa har alle amenable grupper et
venstre invariant middel. Det omvendte geelder ogsa.

Proposition 5.2. Hvis G er en gruppe med et venstre invariant middel er
G amenabel.

Bevis. Kald G’s venstre invariante middel F'. Definer u: P(G) — [0, 1] ved
p(A) = F(la), ACG.
Daer u(G) = F(1g) = 1 og for A, B disjunkte delmaengder af G geelder
W(AUB) = F(Lug) = F(Ls + 15) = F(1a) + F(1) = u(A) + ju(B).

Nu mangler vi kun at g er G-invariant. For et A C G og et ¢ € G har vi
Lya(h) =14(g7'h) = 414(h) for alle h € G. Det giver nu

n(gA) = F(1ga) = F(gla) = F(1a) = p(A).
Altsa er p et mal pa G, sa G er amenabel. O
Som et korollar til Tarskis saetning (4.8) far vi:
Korollar 5.3. G er amenable hvis og kun hvis G ikke er G-paradoksal.

Bevis. Tarskis seetning (ssetning 4.8) giver, at der findes et endeligt ad-
ditivet G-invariant mal p: P(G) — [0,00] med p(G) = 1 hvis og kun
hvis G ikke er G-paradoksal. Det er det gnskede bortset fra, at vi kun
vil have at billedemaengden af p er [0,1]. Det folger af, at for A C G er
H(A) < u(G) = 1. .

Korollar 5.4. Hvis G er en amenabel gruppe, der virker pa en mengde X,
sa er X ikke G-paradoksal.

Bevis. Hvis X var G paradoksal ville G vaere G-paradoksal per proposition
2.7, men det er i modstrid med korollar 5.3. O

Vi vil nu se et konkret eksempel pa en amenabel gruppe, nemlig (Z,+).
For vi kan vise, at Z er amenabel, har vi brug for at definere topologien for
punktvis konvergens. Vi giver rummet af funktioner fra en gruppe, G, ind i
[0, 1] topologien, T', der har alle endelige snit af meengder fra systemet

S(f,z,r)={g: G —[0,1]: |g(z)— f(z)| <7}, fel0,1]D zeCr>0,

som basis. Topologien T svarer til produkt topologien pa [0, 1]7(@ [2]. Ty-
cohnoffs seetning giver, at ([0, 1]7() T er et kompakt topologisk rum.
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Seetning 5.5. (Z,+) er en amenable gruppe.

Beviset fglger ideerne i Wagons bevis for, at alle abelske grupper er
ameneble.

Bevis. Vi viser fgrst, at vi kan lave mal, der naesten er som vi gnsker. Lad
nemlig € > 0 veaere giver, sa findes et p. : P(Z) — [0, 1] sa:

(1) pe(Z) =1,
(ii) pe(AU B) = pu.(A) + u(B), for A, B disjunkte delmeengder af Z, og
(i) |pe(A) — ue(A+1)| <e, for alle A C Z.

For at vise eksistensen af u. veelger vi et ng € N, saledes at nio < € og seetter
N ={1,2,...,n0}. Vi definerer nu

(A= TAON) g
)

hvor 7 er teellemalet. Da opfylder p. betingelserne (i), (ii) og (iii) thi:
(1)
ZNN
pe(zy = TEDR) oy
Un Un

(ii) For A, B C Z med AN B = ) har vi
M€<AuB):T((AUB)ﬂN) :r(AmN) +T(BﬂN) (A + 1(B),

o N No

hvor vi bruger, at 7 er et mal.

(iii) For A C Z saetter vi Ag = AN{L,2,...,np—1} og 4, = (A+1)N
{2,3,...,n0}. Daer T(ANN) = 7(Ag) + 1a(ng) og 7(A+ 1) N N) =
T(A1) + 1441(1). Ydermere geelder 7(A;) = 7((A+ 1) N{2,3,...,n0}) =
T(AN{1,2,...,n9 — 1}) = 7(Ap). Nu har vi

[T(ANN) =7(A+1)NN)[ = [7(Ag) + La(n0) = 7(A1) = Lasa (1)]
= |la(no) — lap:(1)] < 1.

Heraf far vi

() = e + 1)) = AR ZTAT DADE L

Altsa findes et . for alle € > 0.
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Nu definerer vi, for alle ¢ > 0, M. til at veere maengden af funktioner fra
P(Z) ind i [0,1] som opfylder (i), (ii) og (iii). For alle ¢ > 0 vil p. € M., sa
M. # ). Der geelder ogsa, at M, er lukket, for alle ¢ > 0. For at vise det,
viser vi, at M¢ er aben. Hvis en funktion f € M¢ opfylder f (mindst) ikke
en af betingelserne (i), (ii), (iii). Hvis fx f ikke opfylder (ii), findes disjunkte
mengder A, B C Z sa f(AU B) # f(A) + f(B), lad os sige f(AU B) >
f(A)+ f(B). Velgnursa0<r < f(AUB) — f(A) — f(B) og sat

U={g:19(4) = F(A)| < T.19(B) = F(B)] < 7.19(AUB) - f(AUB)| < 7}.

Da er U aben i topologien for punktvis konvergens og f € U. For et g € U
geelder g(AU B) > g(A) + g(B). Thi vi har, at g(A) < f(A) + 7 og g(B) <
f(B) + §sag(A) + g(B) < f(A) + f(B) + 5, vi har ogsa at g(AU B) >
J(AUB) — %, sa hvis g(AU B) < g(A) + g(B) ville vi have

fAUB) =5 < g(AU B) < g(A) +9(B) < f(4) + f(B) + 3.
det giver at
FAUB) — f(4) ~ f(B) <.

som er i modstrid med valget af r. Altsa er g(AU B) > g(A) + g(B), sa
g € M¢ og dermed er U C M¢. Pa samme made kan vi vise, at hvis f ikke
opfylder (i) eller (iii), findes en abne omegn, V', om f, sa V' C M¢. Det giver,
at M¢ er en aben maengde og dermed er M. lukket.

Vi skal nu bruge noget topologi. Hvis {A; C K | a € I} er et system af
lukkede delmeengder af et kompakt rum K, vil (., 4; # 0, hvis (), Aq, #
0 for vilkarlige o, g, ..., € I. Thi hvis (,c; Aq = 0 ville U, ; A = K,
sa ville {AS | @ € I} kunne udtyndes til en endelig over deekning, da K er
kompakt. Men hvis [ J;_; A5, = K saer [, Ay, = 0, og det er en modstrid.

Da der for vilkarlige €1, €, ..., &, > 0 geelder at (), M., = Muine, # 0,
giver kompaktheden af [0, 1]7(@ og det foregaende, at (.., M. # 0. Lad nu
€ (\.sg Me. Da geelder, at u(Z) = 1, og for A, B disjunkte delmeengder af
Z er u(AU B) = pu(A) + pu(B). Der geelder ogsa at |u(A) — p(A+1)] < e for
alle € > 0, sa vi ma have p(A) = (A +1). Det giver at p er Z-invariant, for
hvis A C Z og n € Z* har vi

w(A) =pA+1) =p(A+2)=...=u(A+n),
og forn € Z~
p(A+n)=pA+n+1)=uwA+n+2)=...=u(A).
Samlet er p et mal pa Z, sa Z er amenabel. n
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Vi vil nu vise, at nogle kendte klasser af grupper er amenable.
Saetning 5.6.
(i) Endelige grupper er amenable.
(ii) Undergrupper af amenable grupper er amenable.

(#ii) Hvis N er en normal undergruppe af en amenable gruppe G, sa er G/N
amenabel.

(iv) Hvis N er en normal undergruppe af en gruppe G og bade N og G/N
er amenable, sa er G amenabel.

(v) Hvis G = J,e; Ga, hwor alle G, er amenable og der for alle o, 3 € 1
findes et v € I sa G, € G, 09 Gz C G, sa er G amenabel.

(vi) Hvis G og H er amenable grupper, sa er G x H amenabel.
(vii) Abelske grupper er amenable.

Bewvis. (i): Lad G vaere en endelig gruppe. Definer p: P(G) — [0, 1] ved

|A]

|Gl
Da er u(G) = % =1 og for A, B disjunkte delmaengder af G er u(AU B) =
‘Aéf‘ = |A||g||B| = u(A) + u(B), endeligt er pu(gA) = % = %ll — u(A), for

alle g € G og A C G. Altsa er i et mal pa G og dermed er G amenabel.

(i): Lad p veere et mal pa G og lad H veere en undergruppe af G. Lad
nu M veere en meengde, der indeholder preecist et element fra hver hgjre
sideklasse af H. For at lave M bruger vi udvalgsaktiomet. Vi kan nu definere
v: P(H) — [0,1] ved

v(A)=p(|J A9), ACH.

geM

Da er v(H) = p(Uyepr Hg) = p(G) = 1, vi har brugt at foreningen af de
hgjre sidekalsser er hele G. Betragt nu to disjunkte meengder A, B C H. Vi
har at UgeMAg N UgeM Bg = (). Thi hvis der fandtes ¢;,¢92 € M,a € A og
b € Bsaag, = bgo, ville go = b~ lag, € Hgy, og sa ville Hg; = Hgy. Det giver
at g1 = g9, da M kun har et element fra hver sideklasse. Nu er ag; = bg; sa
a = b, som er i modstrid med at AN B = (). Nu kan vi se, at v er endeligt
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additiv, ved at bruge at u er det. Lad A, B veere disjunkte delmaengder af
H, sa er

v(AuB) = pu(|JAUB)g) = (] Ag9)u (| Bg)

= u({J Ag) + u(|J Bg) = v(4) +v(B).

For at vise H-invariansen af v, lader vi h € H og A C H, og far
v(hA) = p(|J (hA)g) = u(h(| Ag)) = n(|J Ag) = v(A).
geM geEM geEM
Samlet er v et mal pa H, som altsa er amenabel.

iii) Hvis A C G/N kan A skrives pa formen A = {Na | a € M}, hvor
M C G. Lader vi u veere et mal pa G, kan vi definere v: G/N — [0, 1] ved

v(A) = p(| J Na), A={Na|aecM},MCG.

Sa har vi v(G/N) = p(UgecNg) = p(G) = 1. For disjunkte delmeengder,
A={Nal|a€ M}ogB={Na|aéc M} af G/N er ogsa J,c), Na og
Use a1, IVa disjunkte, da sideklasser enten er ens eller disjunkte. Nu geelder

WAUB) = u(|J Nayu( Na)

= pu(|J Na)+ p( | Na) =v(4) +v(B).
ac€A a€ M,

Hvis ACG/N, A={Na|ae€ M} og Ng € G/N er
(Ng)A={NgNala € M} = {Ngala € M} = {gNala € M},
det sidste lighedstegn geelder, da N er normal. Nu ser vi

v((Ng)A) = u( | gNa) = u(g | Na) = u(| Na) = v(A).

aeM aeM aeM

Altsa er v G/N-invariant og dermed et mal pa G/N, som sa er amenabel.

(iv) Lad vy, 1o veere mal pa henholdsvis N og G/N. For et hvert A C G
kan vi definere fa: G — [0, 1] ved

falg)=n(Nng'4), geG.
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Vi ser, at hvis g1, go € G opfylder Ng; = Ngy saer fa(g1) = fa(gz). Thi hvis
Ng, = Ngs, findes et h € N sa g;'gs = h. Det giver

falg) = n(NnNg'A) = (Nnhg'A)
= wn(h(h"'N gy A)) =1n(NNgy ' A) = fa(g2),
hvor vi til sidst bruger at v, er N-invariant og at h™'N = N. Vi kan altsa for

alle A C G lave en funktion f,: G/N — [0, 1], givet ved f(Ng) = fa(g).
Definer nu p: P(G) — [0, 1] ved

H(A) = / vy, ACG.

Sa geelder u(GQ) = [ fidvs = [ 1dvs = 1. For disjunkte A, B C G geelder

faus(g) = (NNg Y AUB)=un((NNgtA)U(NNg'B))
= n(NNg A +n(Nng 'B) = falg) + f5(g),

for alle g € G. Hermed er f, 5 = fy + f5 0og sa er

u(AUB)

[ Fusstvs = [ 21+ gy
— [ fudvst [ fydvs = ) + n(5).
Endeligt har vi at for h € G og A C G er
faalg) =11i(N g (hA)) =i (NN (k7 g) 7 A) = fa(h™"g) = nfalg),
dermed er
u(h) = [ fiadva = [ativs = [ fadvs = ).
Samlet er p et mal pa G, som sa er amenabel.

(v) For et hvert o € I konstruerer vi v,: P(G) — [0, 1] ved
Vo(A) = o (ANG,), ACG,

hvor p, er et mal pa G,,. Der geelder at v, (G) = po(Go) = 1oghvis A, B C G
er parvis disjunkte er

Vo (AUB) = 1o ((ANGL)U(BNGY)) = ta(ANG)+ 1o (BNG) = vo(A)+re(B),

32



5 AMENABLE GRUPPER

endelig har vi for g € G, og A C G at

Va(94) = pa(9gAN Ga) = 1a(9(AN g7 Ga)) = pa(AN Ga) = va(A).

Vi seetter nu M, til at veere meengden af endeligt additive funktioner,
p: P(G) — [0,1] sa u(G) =1 og pu(gA) = u(A) for alle g € G, og A C G.
For alle o € I er M,, ikke tom, da v, € M,. Som i beviset for saetning 5.5,
vil vi vise, at M, er lukket i produkttopologien pa [0, 1]7(%) ved at vise, at
M er aben. Tag et f € MS, sa er f enten ikke endelig additv, f(G) # 1
eller der findes et g € G, og et A C G sa f(gA) # f(A). Vi vil kun se pa det
sidste tilfeelde og kun i formen f(gA) > f(A), da de andre tilfaelde folger pa

samme made. Veelg 0 <7 < f(gA) — f(A) og seet
U= {f € 0.7 7(4) ~ f(A)] < 5, 1F(94) ~ fgA)] < 5}

Sa U er en aben mangde i produkttopologien og for et f' € U er f'(A) <
f'(gA), thi

J(A) < J(A) + 5 < fgA) =1+ 5 = F(gA) = 5 < ['(gA).

Altsa kan vi for et hvert f € M, finde en aben omegn, U, om f, sa
U C M¢. Hermed er M¢ aben og M, er lukket. Vi ser ogsa, at for vilkarlige
a,B € I findes et v € I sa bade G, og Gy er undergrupper af G,. Altsa
er funktioner der er G.-invariante specielt bade G,- og Gg-invariant, sa
M., C M, N Mg, og sa vil der for vilkarlige oy, an,...,a, € I findes et
BelsaN, My D Mg# 0. Dal0,1]79 er kompakt, per Thyconoffs
seetning, har vi altsa (),.; Ma # 0. Det sidste far vi pa samme made, som
vi gjorde i beviset for seetning 5.5. Lad nu p € Nger M, da er p endelig
additiv, u(G) =1 og for et vilkarlige g € G og A C G er pu(gA) = u(A), da
der findes et a € I sa g € G, og u er GG, invariant. Samlet er y et mal pa G,
dermed er G amenabel.

(vi) Lad G og H veaere amenable grupper og saet G* = {(g,en)|g € G}.
Sa er G* isomorf med G og altsa amenabel. Yderligere er G* en normal un-
dergruppe af G x H og (G x H)/G = H. Dermed er (G x H)/G amenabel.
Nu giver (iv) at G x H er amenabel.

(vii) Vi betragter forst endeligt genererede abeleske grupper. Hvis G er

en sadan geelder
G=27L" XLy X Ly X ...X Ly,
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for n € Ny og ki, ko, ..., kyn € N [1]. Da Z er amenabel per setning 5.5 og
Zy. er endelig for alle k € N, og dermed ogsa amenable per (i), giver (vi) at
G er amenabel.

Hvis G er en vilkarlig abelsk gruppe, er G lig med foreningen af sine
endeligt genererede undergrupper (der alle er amenable). Hvis vi tager to
endeligt genererede under grupper, S = (g1,92,...,9n) 08 T = (hq, ha, ...,
hm), sa er bade S og T undergrupper af (g1, go, ... gn, h1,ha, ..., hp). Altsa
opfylder G betingelserne i (v) og er sa amenabel. O

Vi vil nu se pa meengden af isometrier, G, fra R"™ til R”. Maengden af
translationer, T;,, er afbildninger af formen z +— x4+, altsa isometrier hvor A
er identitets matricen I. Maengden af isometrier hvor b = 0 skrives O,,. Bade
O,, og T,, er grupper med funktionssammensaetning som gruppe operation.
Vi har 7,, = R" og O,, = {A | A er en symetrisk n X n matrix med det A =
+1}. Afbildningen ¢: G,, — O, givet ved p(z — Az +b) = x — Az, er
en surjektiv gruppehomomorfi med kerne 7T,,. Det giver at T,, er en normal
undergruppe af G, og at G,,/T,, = O,,. Da T,, =2 R" er den abelsk og dermed
amenabel per seetning 5.6 (vii). Hvis O,, ogsa er amenabel giver setning 5.6
(iv) at Gy, er amenabel. For n = 1 er O,, = {1, —1}, dermed giver seetning 5.6
(i) at den er amenabel. For n = 2 betragter vi determinant afbildningen. Det
er surjektiv gruppehomomorfi mellem O, og {1, —1} med kerne SO,. Altsa
er SO, en normal undergruppe af Oy og Oy/S0s = {1, —1}, sa ifplge seetning
5.6 (iv) er Oy amenabel hvis SO; er det. Elementer i SOy har formen

cogt sint . teR
—sint cost

Ganger vi sadan to sammen ser vi at SOs er abelsk og dermed amenabel
(seetning 5.6 (vii)). Sa er Oy amenabel. Samlet er Gy og G5 amenable grupper.
Seetning 2.8 og korollar 5.3 viser, at G3 har en ikke amenabel undergruppe
og sa giver setning 5.6 (ii) at G5 ikke er amenabel. At G; og G er amenable
giver sammen med korollar 5.4 at R ikke er G; paradoksal og at R? ikke er
G5 paradoksal. Vi kan dog ikke sige noget om delmaengder af R og R?, da G
og G5 ikke generelt virker pa dem. Heller ikke det mal vi kan fa ved at bruge
Tarskis saetning hjaelper. Da det normaliserer R henholdsvis R?, ma det veere
0 pa begraensede maengder. For at kunne sige noget om delmaengder har vi
brug for

Saetning 5.7. For er gruppe G er folgende @kvivalente:

(i) G er amenabel.

(ii) Hvis G er en gruppe af lineere operatore pa et vektorrum V' og F' er et
lineert G-invariant funktional, defineret pa et G-invariant underrum Vj
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af V.. Hvis I' ydermere er domineret af en G-invariant semilineer p, sa
findes en G-invariant udvidelse, F, til hele V' af F', sa F' er dominerede

af p.

At p: V — R er semilineser betyder, at p(v; + v2) < p(v1) + p(vg), for
alle v;,vy € V, og at p(av) = ap(v), for alle a € R og v € V. At 1} er et
G-invariant underrum, betyder at hvis v € Vj og g € G sa vil gv € V4.

For at vise saetningen, skal vi bruge Hahn-Banachs saetning. Den siger, at
hvis F' er et linesert funktional defineret pa et underrum, M, af et vektorrum
V', og F er domineret af en semilinezer p, sa kan F' udvides til et linesgert
funktional pa hele V', der ogsa er begraenset af p.

Bevis. (i) = (ii): Vi antager, at G er en amenabel gruppe af linaeere operatore
pa et vektorrum V og at F' er et funktional som beskrevet i (ii). Hahn-
Banachs seaetning giver at der findes et funktional Fy pa V', der udvider F' og
er dominerede af p. For et hvert v € V' definerer vi f,: G — R ved

fo(h) = Fo(h™'(v)), heG.
For alle h € G har vi
fulh) = Fy(h™"0) < p(h~"v) = p(v),

altsa er f, en begraenset funktion. Da GG er amenabel findes et mal, u, pa G.
Vi definerer nu F: V — R ved

F(o) = / fohydp(h), veV.

Vi vil vise at F er linezer. Lad a,b € R og vy, v, € V sa har vi for alle h € G
at

Javirvoa(h) = Fo(h™'(avy 4 bva)) = Fo(h™ (avy) + h™' (avy))
= aFy(h™'(01)) + bFo(h™ (v2)) = afu, (h) + bfu,(h),

hvor vi har brugt, at h=! og Fy er linezere. Nu kan vi se at

Flao +bn) = [ famdis = [ of +fudi

= o [ fudu+ [ fudn = aF(wn) + b (00)
sa F er lineser. At F er dominerede af p, ses da der for alle v € V geelder
P(e) = [ £l)du) < [ plo)duth) = plo)
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For at vise, at F' er G-invariant, tager vi vilkarlige g € G og v € V og far

fot () = Fo(h™g(v)) = Fo(g™ )7 (v)) = fulg™'h) = o fu(h).

Dermed er
ﬂwmzfmw:/ﬁmzfﬁw=ﬂm

da p er G-invariant, sa F' er G-invariant. Samlet er F' et G-invariant linesert
funktional pa V, sa hvis F' udvider F, er vi feerdige. Vi ser pa et vy € Vj og vi
far, ved brug af at Vj) er G-invariant, at Iy udvider F' og at F' er G-invariant,
at

Plw) = [ fulbdu= [ b un)du
= [P0t = [ Flen)de = Fw)
s& F udvider F.

(ii)) = (i): Seet V = B(G) og Vo = {f € V | f er konstant}. Sa virker
G pa V ved ¢g(f) = ,f. Virkningen af G er lineser, da der for alle g € G,
fi, fo €V oga,beR gelder

(g(afi +bf2))(h) = glafi +bf2)(h) = (afi +bf2) (g~ h)
= a(fi(g7'h)) + b(f2(g~'h)) = algf1(h)) + b(yf2(h)).

Der geelder at Vj er G-invariant, thi for f € Vy, f(h) = a, og alle g, h € G er

of(h) = flg~'h) = a = f(h).

Definer nu F': Vj — R ved F(«a) = a, sa er F et linesert G-invariant funk-
tional. Seetter vi p: V' — R til at veere

p(f)=sup{f(g9) lg€ G}, feV,

sa er p semilinezer og G-invariant, og F' er dominerede af p. 1 folge vores
antagelse, findes et G-invariant linesert funktional F': V — R, der udvider
F og er dominerede af p. Da F udvider F, er F(1g) = F(1) = F(1) = 1.
Altsa er F' et venstre invariant middel pa G, hvis bare F(f) > 0 for f > 0.
Men hvis f > 0 er p(—f) < 0, og sa er F(—f) < p(—f) < 0, dermed er
F(f) = —=F(=f) > 0, sa F er et venstre invariant middel pa G, s G er
amenabel jf. proposition 5.2. O]
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Vi kan nu vise

Seetning 5.8. Hvis G er en amenabel gruppe af isometrier pa R™, findes en
endeligt additiv G invariant udvidelse af Lebesque malet, X, til hele P(R™).

Bevis. Vi saetter V) til at veere maengden af Lebesgue integrablefunktioner
og V til at veere meengden af funktioner, der er dominerede af mindst en
funktion fra Vp. Sa vil G virke linesert pa V' ved g(f) = ,f. Hvis f € 1} vil
¢f € Vo, da Lebesgue integralet er isometri invariant, sa V4 er et G-invariant
underrum af V. Definer nu F': Vj — R ved

F(f) = / fAN feVh

Da er F' et linezert og G-invariant funktional pa Vj. Vi vil nu finde et semi-
linesert G-invariant funktional der dominerer F. Vi definerer p: V — R ved

p(f) =inf{F(g) | g € Vo, f(x) < g(x) for alle z € R"}, feV.

Vores valg af V sikre, at der altid er mindst et g € Vj sa f < g, sa vi tager
infimum over en ikke tom maengde. Der geelder for alle f,h € V', at

p(f+h) = inf{F(g)|g€Vo,f+h<g}
inf{F (g1 + g2) | 91,92 € Vo, f < 91,1 < go}
= inf{F(g1) + F(92) | 91,92 € Vo, [ < 91, h < g2}
inf{F(g1) | g1 € Vo, f < gu} +inf{F(g2) | g2 € Vo, h < go}
= p(f) +p(h),
uligheden geelder, da f+h < g1+ g2 € Vp hvis f < g1 og h < g9, sa vi tager

infimum over en mindre maengde i linje 2 end i linje 1. Fora € Rog f € V
er

IN

plaf) = if{F(g9)|ge Vo,af <g} =inf{F(g)|ge Vo, f< ég}
= inf{F(ag) | g € Vo, f < g} = ainf{F(g) | g € Vo, f < g} = ap(f).

Altsa er p semilinezer. Lader vi g9 € G og f € V ser vi, at p er G-invariant
da

Pleof) = nf{F(9) | g€ Vo,0f < g} =inf{F(g) | g€ Vo, f < 19}
= Inf{F(g9) [ g€V, [ < g}t =inf{F(g) | g € Vo, f < g} =p(f).

Endelig har vi, at for et f € Vo, er p(f) = inf{F(g)lg € Vo, f < g} = F(f). Vi
kan nu bruge seetning 5.7 til at udvide F' til et linesert G-invariant funktional,
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E’, pa V, som er dominerede af p. Vi bemeerker at F(f) >0 for f >0, thi
F(—f) <p(—=f)=—p(f) <0,0gsaer F(f) =—F(—f) > 0. Vi definerer
nu p: P(R™) — [0, 00] ved

F(1a), 14€V

A CR"
oo, ellers

wA) = {
Hvis A og B er disjunkte og enten 14 eller 15 ikke ligger i V, vil 145 ¢ V.
Sa (AU B) = oo = pu(A) + p(B). Hvis bade A og BeriV, vil u(AUB) =
pw(A) + u(B), da F er linezer. Vi har at 14 € V hvis og kun hvis ;14 € V for
alle g € G, da Lebesgue malet er isometri invariant. Sa p er G-invariant, da
F er G-invariant. Vi vil vise at p udvider \. For at se det, lader vi A veere en
Borel maengde. Hvis A(A) < oo vil 14 € V; og p(A) = [ 14dX = A(A). Hvis
AMA) =00 vil 14 ¢ V og u(A) = co = AN(A). Altsa er p et endeligt additivt
G-invariant mal pa R™ der udvider . n

Vi vil nu bruge vores udvidelse af Lebesgue malet til at vise

Korollar 5.9. En begreensede delmaengde af R eller R? med ikke tomt indre,
er ikke paradoksal.

Beuvis. Lad E veere en begreensede delmaengde med ikke tomt indre og lad p
veere udvidelsen af Lebegues malet fra ssetning 5.8. Da E har ikke har tomt
indre, findes en kugle K C E og da FE er begraensede findes en kugle L sa
E C L. Heraf ser vi

0 < MK) < u(A) < ML) < .

Det giver at E ikke er paradoksal. For fandtes der disjunkte A, B C F med
A ~q E ~Qq B ville

u(E) > p(AU B) = p(A) + p(B) = p(E) + p(E) = 2u(E),

det kan ikke passe, da pu(E) # oo og u(E) # 0. Altsa er E ikke paradoksal.
O
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