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Kapitel 1

Indledning

Til ethvert par af C∗-algebraer A og B kan man danne det minimale tensorprodukt A ⊗ B,
som er genstanden for dette speciale. Specielt er der fokus på, hvornår der �ndes en isomor�,
så A ∼= A ⊗ B. Denne identitet studeres for generelle separable C∗-algebraer A og unitale,
separable C∗-algebraer B, der har approksimativt indre halv�ip. For disse C∗-algebraer viser
vi eksistensen af en isomor� A ∼= A ⊗ B, hvis der �ndes en approksimativ central følge af
unitale, injektive ∗-homomor�er fra B ind i M(A).
Mere speci�kt skal vi give eksempler på unitale C∗-algebraer B med approksimativt indre
halv�ip, der er selv-absorberende. Dvs. vi skal betragte isomor�en B ∼= B⊗B. Som det første
viser vi, at en UHF-algebra B med associeret supernaturligt tal (nj)∞j=1 er selv-absorberende,
hvis og kun hvis nj ∈ {0,∞} for alle j ∈ N.
Herefter rettes interessen mod de såkaldte stærkt selv-absorberende C∗-algebraer, der er uni-
tale, separable C∗-algebraerD, som opfylder, atD ∼=

⊗∞
i=1D. Bl.a. vises, at selv-absorberende

UHF-algebraer samt Cuntz algebraerne O2 og O∞ er stærkt selv-absorberende.
Der fortsættes med en gennemgang af teorien for C∗-algebraer A, som for en given stærkt selv-
absorberende og K1-injektiv C∗-algebra D opfylder, at A ∼= A⊗D. Disse C∗-algebraer kaldes
D-stabile. Denne gennemgang indeholder permanens resultater, hvor vi viser, at D-stabilitet
nedarves til idealer, kvotienter og ekstensioner. Som eksempler viser vi, at en simpel, separa-
bel og nukleær C∗-algebra A er O∞-stabil, hvis og kun hvis A er purely in�nite. Dette giver
anledning til, at alle Cuntz algebraerne On er O∞-stabile. Derimod er O2 den eneste unitale,
separable, simple og nukleære C∗-algebra, der er O2-stabil.
Til sidst gives en kort introduktion til Jiang-Su algebraen Z, og vi viser bl.a. at alle C∗-
algebraer A, der absorberer O2 også absorberer selv-absorberende UHF-algebraer samt O∞
og Z.
Nedenfor følger en gennemgang af specialets opbygning:
I Kapitel 2 gives en kort introduktion til det minimale tensorprodukt af C∗-algebraer, hvor
vi viser Takesakis Sætning. Herefter gennemgås resultater vedr. fuldstændigt positive lineære
afbildninger. Hovedresultatet er at vise eksistensen af en isomor� A ∼= A⊗B, hvis der �ndes
en approksimativ central følge af unitale, injektive ∗-homomor�er fra B ind iM(A), når A og
B er separable C∗-algebraer, og B er unital med approksimativt indre halv�ip.
Kapitel 3 omhandler eksempler på C∗-algebraer, der er selv-absorberende. Vi viser, at en
UHF-algebra B med associeret supernaturligt tal (nj)∞j=1 er selv-absorberende, hvis og kun
hvis nj ∈ {0,∞} for alle j ∈ N. Vi viser, at de samme betingelser er ækvivalente med at
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2

B ∼=
⊗∞

i=1B.I Toms og Winters notation er en unital, separabel C∗-algebra D stærkt selv-absorberende,
hvis der �ndes en ∗-isomor� ϕ : D 7→ D ⊗D, så ϕ er approksimativt unitært ækvivalent med
idD⊗1D. I Kapitel 4 viser vi, at en stærkt selv-absorberende C∗-algebra D har approksimativt
indre halv�ip, og vi viser en sætning, som giver nogle betingelser, der er ækvivalente med at
D er stærkt selv-absorberende. En af disse er, at D ∼=

⊗∞
i=1D.

Kapitel 5 omhandler Cuntz algebraerne. Der gives et bevis for deres universelle egenskab og
et bevis for, at Cuntz algebraerne er simple og purely in�nite C∗-algebraer. Endvidere vises,
at O2 og O∞ er stærkt selv-absorberende.
I Kapitel 6 betragtes C∗-algebraer A, der for en given stærkt selv-absorberende og K1-injektiv
C∗-algebra D opfylder, at A er D-stabil. Der vises en sætning, som giver en betingelse, der
er ækvivalent med, at A er D-stabil. Denne sætning bruges i Kapitel 7 til at vise permanens
resultater for D-stabilitet, og i Kapitel 8 bruges sætningen til at vise, at en ekstension E af
A ved J er D-stabil, hvis A og J er D-stabile, separable C∗-algebraer.
Kapitel 9 giver eksempler på D-stabilitet. Bl.a. vises, at On ∼= On⊗O∞ for alle n ≥ 2, og at en
unital, separabel, simpel og nukleær C∗-algebra A er O2-stabil, hvis og kun hvis A ∼= O2. Efter
en kort introduktion til Jiang-Su algebraen Z, opbygges et hieraki for hvorledes C∗-algebraerne
Z, B, O∞, O∞⊗B og O2 virker som enheder mht. det minimale tensorprodukt, hvor B er en
stærkt selv-absorberende UHF-algebra. Til sidst vises, at Bunce-Deddens algebraen af type
2∞ ikke er M2∞-stabil.
Endvidere indeholder specialet også et Appendix, der omhandler resultater vedr. grænsealge-
braer, integraler af kontinuerte funktioner med værdier i en vilkårlig C∗-algebra, purely in�nite
C∗-algebraer og et afsnit om semiprojektive C∗-algebraer, som er skrevet af Mikael Rørdam.
I Kapitlerne 2-9 vil disse resultater blive benyttet frit.
Resultaterne i denne rapport bygger hovedsageligt på [TW05], [Cun77] og [Rør02], men i det
indledende arbejde er [Mur90] benyttet til introduktion af det minimale tensorprodukt af C∗-
algebraer.

I forbindelse med specialeskrivningen vil jeg rette en stor tak til min vejleder Mikael Rørdam
for stor tålmodighed, og for altid at have tid, hvis jeg havde brug for hjælp. Endvidere skal
lyde en tak for hans engagement i at introducere de studerende til såvel faglige som sociale
aktiviteter i operatoralgebra-gruppen.
Ikke mindst vil jeg gerne takke IMADA samt operatoralgebra-gruppen for at dække rejseud-
gifterne i forbindelse med �The Fields Institute Summer School in Operator Algebras�, 2005.

Randi Rohde



Kapitel 2

Tensorprodukter

I det følgende skal vi først se på nogle indledende resultater vedr. tensorprodukter for C∗-
algebraer. Vi skal bl.a. vise, at C∗-algebraen A ⊗ B er simpel, hvis A og B er simple C∗-
algebraer. Herefter gennemgås resultater, der omhandler fuldstændigt positive lineære afbild-
ninger, hvor vi også skal de�nere begrebet en nukleær afbildning mellem C∗-algebraer. I afsnit-
tet vedr. nukleære C∗-algebraer skal vi bl.a. bruge denne de�nition til at vise, at en C∗-algebra
med approksimativt indre halv�ip er nukleær. Til sidst vil vi vha. de tidligere resultater give
betingelser, der medfører, at C∗-algebraen A⊗B er isomorf med A.

2.1 Indledende resultater

Vi skal indledningsvis se på nogle vigtige resultater, der omhandler tensorprodukter af C∗-
algebraer. Hvis A og B er C∗-algebraer, betegner A � B det algebraiske tensorprodukt af A
og B, mens A⊗B er fuldstændiggørelsen af A�B mht. mindstenormen ‖ · ‖min. Hvis (πA,H)
og (πB,K) er repræsentationer af hhv. A og B, �ndes en entydig ∗-homomor�
π : A � B 7→ B(H⊗̂K), så π(a ⊗ b) = πA(a)⊗πB(b) for a ∈ A og b ∈ B [Mur90, Theorem
6.3.3], hvor H⊗̂K er Hilbertrums fuldstændiggørelsen af H �K. ∗-homomor�en π benævnes
πA⊗πB. Hvis πA og πB er injektive er πA ⊗ πB også injektiv. Ved at betragte de universelle
repræsentationer (πA,H) og (πB,K) af hhv. A og B de�neres ‖ · ‖min : A � B 7→ R+ ∪ {0}
ved, ‖c‖min = ‖(πA⊗πB)(c)‖. Dermed er ‖ ·‖min en C∗-norm på A�B, da πA⊗πB er injektiv
(de universelle repræsentationer er injektive). Der gælder, at

‖c‖min = sup
τ∈S(A)
ρ∈S(B)

‖ (πτ⊗πρ) (c)‖,

hvor πτ , πρ er GNS-repræsentationerne for hhv. A og B hørende til tilstandene τ : A 7→ C og
ρ : B 7→ C. [Mur90, Theorem 6.4.2]. Endvidere er ‖ · ‖min den mindste norm på A�B.
Lad Γ være mængden af alle C∗-normer på A � B, og de�ner ‖c‖max = supγ∈Γ γ(c) for alle
c ∈ A�B. Da er

‖ · ‖max : A�B 7→ R+ ∪ {0}, c 7→ ‖c‖max

en C∗-norm på A� B, som kaldes den maksimale C∗-norm. C∗-algebraen A⊗max B er fuld-
stændiggørelsen af A�B mht. ‖ · ‖max.
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4 Indledende resultater

Fremover vil ‖ · ‖ være mindstenormen på A�B med mindre andet angives.
Efter at have givet en kort gennemgang af de vigtigste resultater vedrørende tensorprodukter
af C∗-algebraer, skal vi nu vise Takesakis Sætning, der giver, at C∗-algebraen A⊗B er simpel,
hvis A og B er unitale simple C∗-algebraer. Til beviset får vi brug for nedenstående sætninger.
Sætning 2.1.1. 1 Lad H være et Hilbertrum og A ⊆ B(H) en von Neumann algebra med
center Z(A). Da er

∑n
j=1 TjT

′
j = 0 for Tj ∈ A og T ′j ∈ A′, hvis og kun hvis der �ndes

operatorer Cjk ∈ Z(A) for 1 ≤ j ≤ n og 1 ≤ k ≤ n, så∑n
j=1 TjCjk = 0 for 1 ≤ k ≤ n og

∑n
k=1CjkT

′
k = T ′j for 1 ≤ j ≤ n.

Bevis. Hvis der �ndes operatorer Cjk ∈ Z(A) for j, k ∈ {1, . . . , n} med de givne egenskaber
fås

n∑
j=1

TjT
′
j =

n∑
j=1

Tj

n∑
k=1

CjkT
′
k =

n∑
k=1

 n∑
j=1

TjCjk

T ′k = 0.

Antag nu, at ∑n
j=1 TjT

′
j = 0 for Tj ∈ A og T ′j ∈ A′.LadMn(A) ogMn(A′) være von Neumann algebraerne af n×n matricer virkende på Hn med

indgange fra hhv. A og A′. Lad T̃ ∈Mn(A) være matricen med indgangene T1, . . . Tn i første
række og alle andre ingange 0,

T̃ =


T1 T2 . . . Tn
0 0 . . . 0... ... . . . ...
0 0 . . . 0

 .

Sæt Λ =
{
Ẽ ∈ P(Mn(A′)) : T̃ Ẽ = 0

}
. Mængden Λ er ikke-tom, da 0 er en projektion i

Mn(A′).
De�ner

P̃ = (Cjk)nj,k=1 =
∨
Ẽ∈Λ

Ẽ.

Da er P̃ en projektion i Mn(A′), idet Mn(A′) ⊆ B(Hn) er en von Neumann algebra, og der
gælder, at T̃ P̃ = 0. Vi skal nu vise, at Cjk ∈ Z(A) for 1 ≤ j ≤ n og 1 ≤ k ≤ n.
Lad F ′ være en projektion i A′ og lad F̃ ′ være n × n matricen med F ′ som diagonalelement
og 0 i alle andre indgange,

F̃ ′ =


F ′ 0 . . . 0
0 F ′ . . . 0... ... . . . ...
0 0 . . . F ′

 .

Da er F̃ ′ en projektion i Mn(A′) og F̃ ′T̃ = T̃ F̃ ′, idet F ′Tj = TjF
′ for 1 ≤ j ≤ n. Heraf er

T̃ F̃ ′P̃ = F̃ ′T̃ P̃ = 0.
1[KR86a, Theorem 5.5.4]



Indledende resultater 5

Dermed vil R(F̃ ′P̃ ) ∈ Λ, hvor R(F̃ ′P̃ ) er range projektionen for F̃ ′P̃ , så
F̃ ′P̃ = P̃ F̃ ′P̃ =

(
P̃ F̃ ′P̃

)∗
=
(
F̃ ′P̃

)∗
= P̃ F̃ ′.

Ved udregning af matrixproduktet fås, at ovenstående lighedstegn gælder, såfremt
CjkF

′ = F ′Cjk for j, k ∈ {1, . . . , n}. Så Cjk kommuterer med enhver projektion i A′ og dermed
også med enhver operator i A′, da A′ = spanP(A′). Altså vil Cjk ∈ A′′ = A for 1 ≤ j ≤ n og
1 ≤ k ≤ n.
Hermed er vist, at Cjk ∈ A′ ∩ A = Z(A) for 1 ≤ j ≤ n og 1 ≤ k ≤ n.
Vi mangler nu at vise, at ∑n

j=1 TjCjk = 0 for 1 ≤ k ≤ n og ∑n
k=1CjkT

′
k = T ′j for 1 ≤ j ≤ n.

Fra tidligere har vi, at T̃ P̃ = 0. Det giver specielt ved udregning af matrixproduktet, at∑n
j=1 TjCjk = 0 for 1 ≤ k ≤ n.

Lad nu T̃ ′ ∈ Mn(A′) være n × n matricen med indgange T ′1, . . . , T ′n i første søjle og 0 i alle
andre indgange, dvs.

T̃ ′ =


T ′1 0 . . . 0
T ′2 0 . . . 0... ... . . . ...
T ′n 0 . . . 0

 .

Da ∑n
j=1 TjT

′
j = 0 er T̃ T̃ ′ = 0, hvilket medfører, at T̃R(T̃ ′) = 0, hvor R(T̃ ′) er range-

projektionen for T̃ ′. Så R(T̃ ′) ∈ Λ, idet von Neumann algebraen Mn(A′) indeholder sine
rangeprojektioner. Heraf er R(T̃ ′) ≤ P̃ og

P̃ T̃ ′ = P̃R(T̃ ′)T̃ ′ = R(T̃ ′)T̃ ′ = T̃ ′.

Ved udregning af matrixproduktet fås at P̃ T̃ ′ = T̃ ′, hvis og kun hvis ∑n
k=1CjkT

′
k = T ′j for

1 ≤ j ≤ n.
I det følgende antages enhver repræsentation (π,H) af en C∗-algebra A at være ikke-triviel,
dvs. vi antager, at H 6= 0 og at π er forskellig fra nulafbildningen.
Sætning 2.1.2. En unital C∗-algebra A er simpel, hvis og kun hvis enhver irreducibel repræsen-
tation af A er tro.

Bevis. Antag A er simpel, og lad (π,H) være en irreducibel repræsentation af A. Sæt
I = {a ∈ A : π(a) = 0}.

Da er I et lukket to-sidet ideal i A, så I = {0} eller I = A. Hvis I = A fås en modstrid, idet
π er en repræsentation af A, som pr. antagelse er forskellig fra nulafbildningen. Så I = {0},
hvilket betyder π er injektiv, og det ønskede er vist.
Antag omvendt, at enhver irreducibel repræsentation af A er tro, og lad I være et lukket
to-sidet ideal i A, så I 6= A. Lad π : A 7→ A/I være kvotientafbildningen, dvs. π er en
∗-homomor� med ker(π) = I.
Mængden af tilstande på A/I er en ikke-tom, konveks og w∗-kompakt mængde, så Krein-
Milmans sætning giver, at der �ndes en ren tilstand ρ på A/I. Den tilhørende GNS repræsen-
tation (πρ,Hρ) er en irreducibel repræsentation af A/I. [KR86b, Theorem 10.2.3]



6 Indledende resultater

Dette giver, at πρ ◦ π : A 7→ B(Hρ) er en irreducibel repræsentation af A. For antag M ⊆ Hρ

er et lukket underrum, så (πρ ◦ π)(A)M ⊆M . Heraf fås πρ(π(A))M = πρ(A/I)M ⊆M .
Altså er M = {0} eller M = Hρ, da πρ er en irreducibel repræsentation af A/I. Så πρ ◦ π er
en irreducibel repræsentation af A.
For a ∈ I gælder, at (πρ ◦ π)(a) = 0, da a ∈ ker(π). Dermed er a = 0, idet enhver irreducibel
repræsentation af A er tro pr. antagelse. Heraf følger, at A er simpel, da I = {0} eller I = A
for ethvert lukket to-sidet ideal I i A.

Nu kan Takesakis Sætning vises. Beviset er ændret i forhold til det, der er givet i [Tak79],
idet vi benytter Sætning 2.1.1. Det skal bemærkes, at sætningen også gælder for ikke-unitale
C∗-algebraer. Vi skal dog kun bruge resultatet i det unitale tilfælde.
Sætning 2.1.3 (Takesaki). 2 Hvis A og B er simple unitale C∗-algebraer, da er A ⊗ B
simpel.

Bevis. Lad (π,H) være en irreducibel repræsentation af A⊗B. Da er π(A⊗B)(H) et invariant
underrum for π(A ⊗ B), og derfor lig med H, idet π antages at være forskellig fra nulafbild-
ningen. Så (π,H) er en ikke-degenereret repræsentation af A⊗B. Jvf. [Mur90, Theorem 6.3.5]
�ndes entydige ∗-homomor�er πA : A 7→ B(H) og πB : B 7→ B(H), så

π(a⊗ b) = πA(a)πB(b) = πB(b)πA(a) for a ∈ A, b ∈ B.
Repræsentationerne (πA,H) og (πB,H) er tro. For sæt

I = {a ∈ A : πA(a) = 0}.

Da er I et lukket to-sidet ideal i A, så da A er simpel fås I = {0} eller I = A. Hvis I = {0}
er πA injektiv og det ønskede er vist. Hvis I = A er π(A�B) = {0}, da πA og πB er entydigt
bestemte, så π(a ⊗ b) = πA(a)πB(b). Dvs. π(A ⊗ B) = {0}, da A � B er en tæt delmængde
af A ⊗ B, og π er en lineær kontraktion. Men da (π,H) er en repræsentation af A ⊗ B er π
forskellig fra nulafbildningen, hvilket medfører, at I 6= A. Tilsvarende fås, at πB er injektiv.
Vi vil vise, at π er injektiv på det algebraiske tensorprodukt A�B.
Antag at π(x) = 0 for x ∈ A�B. Dvs. x kan skrives på formen x =

∑n
j=1 aj ⊗ bj for aj ∈ A

og bj ∈ B. Det gælder hermed, at

0 = π

 n∑
j=1

aj ⊗ bj

 =
n∑
j=1

π(aj ⊗ bj) =
n∑
j=1

πA(aj)πB(bj).

Lad M = πA(A)′′. Vi vil nu vise, at M en faktor, ved at gøre rede for �g.:
Z(M) ⊆ πA(A)′ ∩ πB(B)′ = CIH .

Da πA(A) er en C∗-algebra er πA(A)′ en von Neumann algebra, så da πA(A) og πB(B) kom-
muterer fås, at πB(B) ⊆ πA(A)′ = M′ jvf. dobbeltkommutantsætningen.
Dvs. M = M′′ ⊆ πB(B)′. Så da πA(A)′ = M′ fås, at Z(M) = M∩M′ ⊆ πB(B)′ ∩ πA(A)′.

2[Tak79, Korollar IV4.21]
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Vi mangler således at vise, at πA(A)′ ∩ πB(B)′ = CIH . Eftersom π : A ⊗ B 7→ B(H) er en
irreducibel repræsentation gælder, at π(A⊗B)′ = CIH . For hvis P er en projektion i B(H) vil
P ∈ π(A⊗B)′ hvis og kun hvis, P (H) er et invariant underrum for π(A⊗B). Dvs. P = 0 og
P = I er de eneste projektioner i π(A⊗B)′. Altså fås det ønskede, da von Neumann algebraen
π(A⊗B)′ er det lukkede lineære span af mængden af projektioner i π(A⊗B)′.
Men π(A⊗B)′′ ⊆ (πA(A)∪ πB(B))′′, hvilket giver, at (πA(A)∪ πB(B))′ ⊆ π(A⊗B)′ = CIH .
Heraf fås π(A)′ ∩ π(B)′ ⊆ CI, idet (πA(A) ∪ πB(B))′ = πA(A)′ ∩ πB(B)′.
Den anden inclusion CIH ⊆ π(A)′ ∩ π(B)′ er oplagt.
Hermed er vist, at M er en faktor. Endvidere vil πA(aj) ∈M og πB(bj) ∈M′ for 1 ≤ j ≤ n,
så af Sætning 2.1.1 følger, at der �ndes en n× n matrix (cjk)nj,k=1 ∈Mn(C), så∑n

j=1 cjkπA(aj) = 0 for 1 ≤ k ≤ n og ∑n
k=1 cjkπB(bk) = πB(bj) for 1 ≤ j ≤ n.

Heraf fås, at ∑n
j=1 cjkaj = 0 for 1 ≤ k ≤ n og ∑n

k=1 cjkbk = bj for 1 ≤ j ≤ n, da πA og πB er
injektive.
Dvs.

n∑
j=1

aj ⊗ bj =
n∑
j=1

aj ⊗
n∑
k=1

cjkbk =
n∑
j=1

n∑
k=1

cjkaj ⊗ bk =
n∑
k=1

 n∑
j=1

cjkaj

⊗ bk = 0.

Hermed er vist, at π er injektiv på A�B.
De�ner nu ‖x‖β = ‖π(x)‖ for x ∈ A � B. Da π er injektiv på A � B er ‖ · ‖β C∗-norm på
A � B. Men fra [Mur90, Theorem 6.4.18] fås, at ‖ · ‖min er den mindste C∗-norm på A � B.
Dvs.

‖x‖min ≤ ‖x‖β = ‖π(x)‖ ≤ ‖x‖min, x ∈ A�B,

hvor det sidste ulighedstegn gælder, da ‖·‖min er en norm på A�B og π er normformindskende.
Så ‖π(x)‖ = ‖x‖min for x ∈ A�B, og π|A�B er hermed en isometri mht. ‖ · ‖min. Det betyder
altså, at π : A⊗B 7→ B(H) er en isometri og dermed injektiv.
Hermed er vist, at enhver irreducibel repræsentation af A⊗B er tro, hvilket giver, at A⊗B
er simpel jvf. Sætning 2.1.2.
Hvis A og B er C∗-algebraer med B unital, får vi i de følgende kapitler ofte brug for, at
M(A) ⊗ B ⊆ M(A ⊗ B), hvor M(A) er multiplikatoralgebraen for A. Beviset for dette
resultat følger nedenfor:
Lemma 2.1.4. Lad A være en C∗-algebra og lad B være en unital C∗-algebra. Da er
M(A)⊗B ⊆M(A⊗B).

Bevis. C∗-algebraerne A og B er lukkede to-sidede idealer i hhv.M(A) og B, hvilket betyder,
at A⊗ B er et lukket to-sidet ideal i M(A)⊗ B. Vi vil vise, at A⊗ B er et essentielt ideal i
M(A)⊗B. Så lad x ∈M(A)⊗B og antag xy = 0 for alle y ∈ A⊗B. Vælg en tro repræsentation
π : M(A) 7→ B(H), så π(A)H = H. Dette kan lade sig gøre, idet der �ndes et Hilbertrum H0

og en injektiv ∗-homomor� ψ : A 7→ B(H0). C∗-algebraen A er ikke nødvendigvis unital, så
der skal evt. tilføjes en enhed først, hvorefter ψ restringeres til A. Hvis ψ er degenereret sættes
H = ψ(A)H0. Da vil ψ : A 7→ B(H) være en tro ikke-degenereret repræsentation. Denne kan
udvides til en repræsentation π : M(A) 7→ B(H), der opfylder det ønskede jvf. [Ped79, Prop.
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3.12.3]. Lad ν : B 7→ B(K) være en tro repræsentation. Heraf er π⊗ν : M(A)⊗B 7→ B(H⊗̂K)
en injektiv ∗-homomor� [Mur90, Thm. 6.3.3].
Lad (eλ)λ∈Λ være en approksimativ enhed for A, hvilket medfører, at (eλ ⊗ 1B)λ∈Λ er en
approksimativ enhed for A⊗B, da B er en unital C∗-algebra. Det giver specielt, at
x(eλ ⊗ 1B) = 0 for alle λ ∈ Λ, og hermed er

(π ⊗ ν)(x)(π ⊗ ν)(eλ ⊗ 1B) = (π ⊗ ν)(x(eλ ⊗ 1B)) = 0

for alle λ ∈ Λ.
Bemærk, at π(eλ) konvergerer mod IH i den stærke operator topologi. For hvis ξ er en vilkårlig
vektor i π(A)H �ndes a ∈ A og η ∈ H, så ξ = π(a)η. Heraf fås,

lim
λ
‖π(eλ)ξ − ξ‖ = lim

λ
‖π(eλ)π(a)η − π(a)η‖

= lim
λ
‖π(eλa)η − π(a)η‖

= lim
λ
‖π(eλa− a)η‖

= 0.

Så da π(A)H er en tæt delmængde i H og π(eλ) er kontinuert for alle λ ∈ Λ fås
limλ ‖π(eλ)ξ − ξ‖ = 0 for ethvert ξ ∈ H.
Dvs. (π ⊗ ν)(eλ ⊗ 1B) = π(eλ) ⊗ IK konvergerer mod IH⊗̂K i den stærke operator topologi.
Altså fås for ethvert ξ ∈ H⊗̂K,

(π ⊗ ν)(x)ξ = lim
λ

(π ⊗ ν)(x)(π ⊗ ν)(eλ ⊗ 1B)ξ = 0.

Eftersom π ⊗ ν er injektiv er x = 0. Dvs. A ⊗ B er et essentielt afsluttet to-sidet ideal i
M(A)⊗B, hvilket giver, at M(A)⊗B ⊆M(A⊗B).

2.2 Fuldstændigt positive afbildninger

I det følgende gennemgås resultater vedrørende fuldstændigt positive lineære afbildninger
mellem C∗-algebraer. Idet vi lader A være en C∗-algebra vises først resultater, der omhandler
positive elementer i Mn(A).
Lemma 2.2.1. 3 Et element i Mn(A) er positivt, hvis og kun hvis det er sum af matricer på
formen (a∗i aj)

n
i,j=1 for a1, . . . an ∈ A.

Bevis. Hvis c = (a∗i aj)
n
i,j=1, da er c = a∗a, hvor a ∈ Mn(A) med a1,j = aj for 1 ≤ j ≤ n og

ai,j = 0 for 2 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n. Heraf fås, at summen af matricer på formen (a∗i aj)
n
i,j=1 er

positiv, da summen af positive elementer er positiv.
Antag omvendt, at a = (ai,j)ni,j=1 ∈ Mn(A) er positiv. Da �ndes b = (bij)ni,j=1 ∈ Mn(A), så
a = b∗b. Dvs.

ai,j =
n∑
k=1

b∗k,ibk,j ,

hvilket medfører, at a =
∑n

k=1 ck, hvor ck = (b∗k,ibk,j)
n
i,j=1.

Lemma 2.2.2. 4 En matrix a = (ai,j)ni,j=1 ∈Mn(A) er positiv, hvis og kun hvis

3[Tak79, Lemma IV.3.1]
4[Tak79, Lemma IV.3.2]
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∑n
i,j=1 x

∗
i ai,jxj ≥ 0 for vilkårlige x1, . . . xn ∈ A.

Bevis. Antag a ≥ 0. For vilkårlige x1, . . . xn ∈ A er
n∑

i,j=1

x∗i a
∗
i ajxj =

(
n∑
i=1

aixi

)∗ n∑
j=1

ajxj

 ≥ 0

for a1, . . . an ∈ A. Dvs. ∑n
i,j=1 x

∗
i ai,jxj ≥ 0 for alle x1, . . . xn ∈ A, da a er sum af matricer på

formen (a∗i aj)
n
i,j=1 jvf. Lemma 2.2.1.

Antag omvendt, at ∑n
i,j=1 x

∗
i ai,jxj ≥ 0 for vikårlige x1, . . . , xn ∈ A. Lad (π,H, ξ0) være en

cyklisk repræsentation af A og de�ner π̃ : Mn(A) 7→ B(Hn) ved

(π̃(b)ξ)j =
n∑
i=1

π(bi,j)ξi, ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Hn, b = (bij)ni,j=1 ∈Mn(A), 1 ≤ j ≤ n.

Da er π̃ en repræsentation af Mn(A) og for ethvert ξ ∈ Hn gælder

(π̃(a)ξ, ξ) =
n∑
j=1

((π̃(a)ξ)j , ξj) =
n∑

i,j=1

(π(ai,j)ξi, ξj).

Men π(A)ξ0 =H, så for hvert 1 ≤ j ≤ n �ndes en følge (xmj )m∈N ⊆ A, så ξj = limm→∞ π(xmj )ξ0.
Dvs.

(π̃(a)ξ, ξ) = lim
m→∞

n∑
i,j=1

(π(ai,j)π(xmi )ξ0, π(xmj )ξ0)

= lim
m→∞

n∑
i,j=1

(π(xmj )∗π(ai,j)π(xmi )ξ0, ξ0)

= lim
m→∞

π
 n∑
i,j=1

(xmj )∗ai,jxmi

 ξ0, ξ0

 .

Pr. antagelse er ∑n
i,j=1(x

m
j )∗ai,jxmi ≥ 0, så π

(∑n
i,j=1(x

m
j )∗ai,jxmi

)
≥ 0, da π er en

∗-homomor�. Dette medfører altså, at (π̃(a)ξ, ξ) ≥ 0 for alle ξ ∈ H, hvilket betyder, at
π̃(a) ≥ 0 for enhver cyklisk repræsentation π.
Lad nu (πα)α∈I være familien af alle cykliske repræsentationer af A. Da er ⊕α∈I πα en tro
repræsentation af A, hvilket medfører, at (

⊕
α∈I πα)̃ er en tro repræsentation af Mn(A). For

hvis ϕ : A 7→ B(H) er en tro repræsentation, da er ϕ̃ : Mn(A) 7→ B(Hn) tro. Thi, lad
c = (ci,j)ni,j=1 ∈Mn(A) og antag ϕ̃(c) = 0. For et vilkårligt 1 ≤ j ≤ n gælder, at

ϕ̃(c)


0...
ξj...
0

 =

 ϕ(c1,j)ξj...
ϕ(cn,j)ξj

 .
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Dvs. ϕ(ci,j) = 0 for alle 1 ≤ i ≤ n. Så da ϕ er tro, og j var valgt vilkårligt, er ci,j = 0 for alle
i, j ∈ {1, . . . , n}, hvilket medfører ϕ̃ er tro.
Eftersom (

⊕
α∈I πα)̃ =

⊕
α∈I π̃α fås,

(
⊕
α∈I

πα)̃ (a) =
⊕
α∈I

π̃α(a) ≥ 0,

da π̃α(a) ≥ 0 for alle α ∈ I. Dvs. a ≥ 0, da (
⊕

α∈I πα)̃ er tro.

De�nition 2.2.3. 5 Lad A og B være C∗-algebraer. For en lineær afbildning ϕ : A 7→ B
de�neres en lineær afbildning ϕn : Mn(A) 7→Mn(B) ved

ϕn
(
(ai,j)ni,j=1

)
= (ϕ(ai,j))ni,j=1, (ai,j)ni,j=1 ∈Mn(A).

Hvis det for alle n ∈ N gælder, at ϕn er positiv, siges ϕ at være fuldstændigt positiv.
Korollar 2.2.4. 6 Lad A og B være C∗-algebraer. En lineær afbildning ϕ : A 7→ B er fuld-
stændigt positiv, hvis og kun hvis det for ethvert n ∈ N gælder,

n∑
i,j=1

y∗i ϕ(x∗ixj)yj ≥ 0

for alle x1, . . . , xn ∈ A og alle y1, . . . , yn ∈ B.

Bevis. Lad n ∈ N, lad x1, . . . , xn være vilkårlige elementer i A og lad a ∈Mn(A) være matricen
a = (x∗ixj)

n
i,j=1. Lemma 2.2.1 giver hermed, at a er positiv. Antag ϕ er fuldstændigt positiv.

Dvs. ϕn(a) ∈ Mn(B) er positiv. Så af Lemma 2.2.2 fås, at ∑n
i,j=1 y

∗
i ϕ(x∗ixj)yj ≥ 0 for alle

y1, . . . , yn ∈ B.
Antag omvendt at ∑n

i,j=1 y
∗
i ϕ(x∗ixj)yj ≥ 0 for alle x1, . . . , xn ∈ A og alle y1, . . . , yn ∈ B. Jvf.

Lemma 2.2.2 er matricen (ϕ(x∗ixj))
n
i,j=1 ∈Mn(B) positiv. Dvs. ϕn(a) ≥ 0, hvor a er matricen

a = (x∗ixj)
n
i,j=1 ∈ Mn(A). Eftersom ethvert positivt element i Mn(A) er sum af matricer på

formen (xi∗xj)ni,j=1 for x1, . . . , xn ∈ A, fås heraf at ϕn(a) er positiv for ethvert positivt element
i Mn(A), da ϕn er lineær.

Korollar 2.2.5. 7 Lad A og B være C∗-algebraer. Hvis B er kommutativ, er enhver positiv
lineær afbildning ϕ : A 7→ B fuldstændigt positiv.

Bevis. Af [Zhu93, Theorem 15.9] �ndes et lokalt kompakt Hausdor� rum Ω, så B er ∗-isomorf
med C0(Ω). Vi skal således identi�cere elementer i B med kontinuerte funktioner på et lokalt
kompakt Hausdor� rum. For vilkårlige elementer x1, . . . , xn ∈ A og y1, . . . , yn ∈ B = C0(Ω)

5[Tak79, De�nition IV.3.3]
6[Tak79, Korollar IV.3.4]
7[Tak79, Korollar IV.3.5]
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fås for ω ∈ Ω, n∑
i,j=1

y∗i ϕ(x∗ixj)yj

 (ω) =
n∑

i,j=1

yi(ω)ϕ(x∗ixj)(ω)yj(ω)

=
n∑

i,j=1

ϕ((yi(ω)x∗i )(xjyj(ω)))(ω)

=
n∑

i,j=1

ϕ((xiyi(ω))∗(xjyj(ω)))(ω)

= ϕ

( n∑
i=1

xiyi(ω)

)∗ n∑
j=1

xjyj(ω)

 (ω)

≥ 0,

da ϕ er positiv.
Dvs. ∑n

i,j=1 y
∗
i ϕ(x∗ixj)yj ≥ 0 og ϕ er hermed fuldstændigt positiv jvf. Korollar 2.2.4.

Specielt giver Korollar 2.2.5, at enhver positiv lineær funktional er fuldstændig positiv.
Sætning 2.2.6. 8 Lad A1 og A2 være C∗-algebraer. Hvis θ1 : A1 7→ B1 og θ2 : A2 7→ B2 er
fuldstændigt positive lineære afbildninger ind i C∗-algebraer B1 og B2, da kan
θ1 ⊗ θ2 : A1 �A2 7→ B1 �B2 udvides til en fuldstændigt positiv lineær afbildning
θ : A1 ⊗A2 7→ B1 ⊗B2.

Bevis. Vi kan vha. de universelle repræsentationer antage, at B1 og B2 er C∗-algebraer
virkende på Hilbertrum H1 hhv. H2. Så af Stinesprings Sætning, [Tak79, Theorem IV.3.6]
�ndes repræsentationer (π1,K1) af A1 og (π2,K2) af A2 samt begrænsede lineære operatorer
V1 : H1 7→ K1 og V2 : H2 7→ K2, så

θ1(x1) = V ∗1 π1(x1)V1, x1 ∈ A1 og θ2(x2) = V ∗2 π2(x2)V2, x2 ∈ A2.

Eftersom θ1 og θ2 er lineære afbildninger �ndes en entydig lineær afbildning
θ1 ⊗ θ2 : A1 �A2 7→ B1 �B2, så

(θ1 ⊗ θ2)(x1 ⊗ x2) = θ1(x1)⊗ θ2(x2), x1 ∈ A1, x2 ∈ A2.

Tilsvarende �ndes en entydig ∗-homomor� π1 ⊗ π2 : A1 ⊗A2 7→ B(K1⊗̂K2), så
(π1 ⊗ π2)(x1 ⊗ x2) = π1(x1)⊗ π2(x2), x1 ∈ A1, x2 ∈ A2

[Mur90, Theorem 6.5.1], og en entydig begrænset lineær afbildning
V1⊗̂V2 : H1⊗̂H2 7→ K1⊗̂K2, så

(V1⊗̂V2)(ξ1 ⊗ ξ2) = V1(ξ1)⊗ V2(ξ2), ξ1 ∈ H1, ξ2 ∈ H2

8[Tak79, Proposition IV.4.23]
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[Mur90, Lemma 6.3.2].
Dvs.

(θ1 ⊗ θ2)(x1 ⊗ x2) = V ∗1 π1(x1)V1 ⊗ V ∗2 π2(x2)V2 = (V1⊗̂V2)∗(π1 ⊗ π2)(x1 ⊗ x2)(V1⊗̂V2),

for x1 ∈ A1 og x2 ∈ A2. For hvert x ∈ A1 ⊗A2 sættes
θ(x) = (V1⊗̂V2)∗(π1 ⊗ π2)(x)(V1⊗̂V2).

Da er θ lineær og θ |A1�A2= θ1 ⊗ θ2, så θ er en udvidelse af θ1 ⊗ θ2. Eftersom θ er lineær og
begrænset, og da A1 �A2 samt B1 �B2 er tætte delmængder i hhv. A1 ⊗A2 og B1 ⊗B2 fås,
at θ(A1 ⊗A2) ⊆ B1 ⊗B2, idet θ(A1 �A2) ⊆ B1 �B2.
Endvidere er θ fuldstændigt positiv. For lad x1, . . . , xn være vilkårlige elementer i A1⊗A2 og
lad y1, . . . , yn være vilkårlige elementer i B1 ⊗B2. Heraf fås,

n∑
i,j=1

y∗i θ(x
∗
ixj)yj =

n∑
i,j=1

y∗i (V1⊗̂V2)∗(π1 ⊗ π2)(x∗ixj)(V1⊗̂V2)yj

=
n∑

i,j=1

y∗i (V1⊗̂V2)∗(π1 ⊗ π2)(x∗i )(π1 ⊗ π2)(xj)(V1⊗̂V2)yj

=

(
n∑
i=1

(π1 ⊗ π2)(xi)(V1⊗̂V2)yi

)∗ n∑
j=1

(π1 ⊗ π2)(xj)(V1⊗̂V2)yj


≥ 0.

I beviset for Sætning 8.1.2 vil vi konstruere nogle fuldstændigt positive lineære afbildninger,
og vi vil få brug for et par velkendte resultater vedrørende fuldstændigt positive kontraktioner,
hvoraf Lemma 2.2.9 er et resultat, der kommer af Stinesprings sætning.
De�nition 2.2.7. 9 En fuldstændigt positiv kontraktion ρ : A 7→ B mellem C∗-algebraer A
og B kaldes nukleær, hvis der for enhver endelig delmængde F ⊆ A og for ethvert ε > 0 �ndes
et n ∈ N og fuldstændigt positive kontraktioner σ : A 7→Mn(C) og η : Mn(C) 7→ B, så

‖ρ(a)− (η ◦ σ)(a)‖ ≤ ε

for alle a ∈ F .
Lemma 2.2.8. Lad A,B,C være C∗-algebraer og lad ρ : A 7→ B, γ : B 7→ C være fuldstændigt
positive kontraktioner. Da er γ ◦ ρ nukleær, hvis ρ eller γ er nukleære.

Bevis. Antag ρ er nukleær, lad F ⊆ A være en endelig delmængde i A og lad ε > 0 være
givet. Vælg n ∈ N og fuldstændigt positive kontraktioner σ : A 7→ Mn(C) og η : Mn(C) 7→ B
så ‖ρ(a)− (η ◦ σ)(a)‖ ≤ ε for alle a ∈ F .
Afbildningen γ ◦ η : Mn(C) 7→ C er en fuldstændigt positiv kontraktion, og

‖(γ ◦ ρ)(a)− ((γ ◦ η) ◦ σ)(a)‖ ≤ ‖ρ(a)− (η ◦ σ)(a)‖ ≤ ε

for alle a ∈ F . Tilsvarende vises, at γ ◦ ρ er nukleær, hvis γ er det.
9[Rør02, De�nition 6.1.2]
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Lemma 2.2.9. Lad A og B være C∗-algebraer, og lad ϕ : A 7→ B være en fuldstændigt positiv
kontraktion. Hvis ‖ϕ(x2)−ϕ(x)2‖ = 0 for alle x ∈ A+, da er ‖ϕ(xy)−ϕ(x)ϕ(y)‖ = 0 for alle
x, y ∈ A.

Bevis. Af Stinesprings Sætning �ndes en repræsentation af B på et Hilbertrum H, en ∗-
homomor� α : A 7→ B(H) og en projektion p på H, så

ϕ(x) = pα(x)p, x ∈ A,

når B betragtes som en del-C∗-algebra af B(H). Dvs.
‖ϕ(xy)− ϕ(x)ϕ(y)‖ = ‖pα(x)α(y)p− pα(x)pα(y)p‖

= ‖pα(x)(I − p)α(y)p‖
≤ ‖pα(x)(I − p)‖‖y‖

for x, y ∈ A.
For x ∈ A+ gælder, at

‖ϕ(x2)− ϕ(x)2‖ = ‖pα(x)(I − p)α(x)p‖
= ‖pα(x)(I − p)(pα(x)(I − p))∗‖
= ‖pα(x)(I − p)‖2.

Så hvis ‖ϕ(x2) − ϕ(x)2‖ = 0 for alle x ∈ A+, da er ‖ϕ(xy) − ϕ(x)ϕ(y)‖ = 0 for alle x ∈ A+

og alle y ∈ A.
Da ethvert x ∈ A kan skrives som en linearkombination af �re positive elementer, giver
lineariteten af ϕ hermed, at ‖ϕ(xy)− ϕ(x)ϕ(y)‖ = 0 for alle x, y ∈ A.

2.3 Nukleære C∗-algebraer

De�nition 2.3.1. En C∗-algebra A kaldes nukleær, hvis der for enhver C∗-algebra B kun er
én C∗-norm på A�B.

Nedenfor angives et meget vigtigt resultat vedrørende nukleære C∗-algebraer. Sætningen er
et meget dybt resultat, der blev vist af Choi og E�ros.
Sætning 2.3.2. 10 Lad A være en separabel C∗-algebra. Da er følgende betingelser ækvivalente:

(i) A er nukleær.

(ii) Identitetsafbildningen idA : A 7→ A er nukleær.

(iii) Der �ndes et net (ϕλ)λ∈Λ af lineære fuldstændigt positive kontraktioner, ϕλ : A 7→ A
med endelig rang, så

lim
λ
‖ϕλ − idA‖ = 0.

10[Rør02, Theorem 6.1.3]
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En af de betingelser, der skal være opfyldte for at A er isomorf med A⊗B, når A er en separabel
C∗-algebra og B er en separabel og unital C∗-algebra, er at B skal have approksimativt
indre halv�ip, hvilket er den betingelse, der er givet nedenfor. Det viser sig at være en stærk
betingelse, som medfører, at B er nukleær og simpel, og at der højst er én sportilstand på B.
De�nition 2.3.3. Lad A og B være separable C∗-algebraer. To ∗-homomor�er ϕ : A 7→ B og
ψ : A 7→ B siges, at være approksimativt unitært ækvivalente, hvis der �ndes en følge (un)∞n=1af unitære i M(B) så

lim
n→∞

‖unϕ(a)u∗n − ψ(a)‖ = 0 for alle a ∈ A.
De�nition 2.3.4. Lad B være en separabel og unital C∗-algebra. B siges at have approksi-
mativt indre halv�ip, hvis de to ∗-homomor�er α, β : B 7→ B ⊗B givet ved

α(b) = b⊗ 1B og β(b) = 1B ⊗ b, b ∈ B

er approksimativt unitært ækvivalente.
Sætning 2.3.5. Lad B være en separabel unital C∗-algebra med approksimativt indre halv�ip.
Da gælder, at

(i) B er nukleær, 11

(ii) B er simpel, og

(iii) der �ndes højst én sportilstand på B.

Bevis. (i). Da B har approksimativt indre halv�ip, �ndes en en følge (un)∞n=1 af unitære i
B ⊗B, så

lim
n→∞

‖un(b⊗ 1B)u∗n − 1B ⊗ b‖ = 0

for alle b ∈ B.
Eftersom enhedskuglen for det algebraiske tensorprodukt B � B er en tæt delmængde i en-
hedskuglen for B ⊗B kan vi vælge cn ∈ B �B, så ‖cn‖ ≤ 1 og limn→∞ cn = un. Dvs.

lim
n→∞

‖cn(b⊗ 1B)c∗n − 1B ⊗ b‖

= lim
n→∞

‖cn(b⊗ 1B)c∗n − un(b⊗ 1B)u∗n + un(b⊗ 1B)u∗n − 1B ⊗ b‖

≤ lim
n→∞

(‖cn(b⊗ 1B)c∗n − un(b⊗ 1B)u∗n‖+ ‖un(b⊗ 1B)u∗n − 1B ⊗ b‖)

= 0.

Lad ρ : B 7→ C være en vilkårlig tilstand på B. Eftersom ρ er en positiv lineær funktional,
er ρ en lineær fuldstændigt positiv afbildning på B. Tilsvarende er idB : B 7→ B givet ved
idB(b) = b, klart en lineær fuldstændigt positiv afbildning. Heraf følger jvf. Sætning 2.2.6, at
ρ⊗ idB : B ⊗B 7→ B er en lineær fuldstændigt positiv afbildning, der opfylder

(ρ⊗ idB)(b1 ⊗ b2) = ρ(b1)b2 for b1, b2 ∈ B.
11[KP00, Lemma 3.10]
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De�ner for hvert n ∈ N, Tn : B 7→ B ved,

Tn(b) = (ρ⊗ idB)(cn(b⊗ 1B)c∗n), b ∈ B.

Afbildningen b 7→ b⊗ 1B er lineær, så Tn er en lineær afbildning, da ρ⊗ idB også er lineær. Vi
vil nu vise, at Tn er fuldstændigt positiv. Dvs. vi skal for ethvert m ∈ N og alle b1, . . . , bm ∈ B
og alle y1, . . . , ym ∈ B vise, at ∑m

i,j=1 y
∗
i Tn(b

∗
i bj)yj ≥ 0 jvf. Korollar 2.2.4.

For b1, . . . , bm, y1, . . . , ym ∈ B fås,

m∑
i,j=1

y∗i Tn(b
∗
i bj)yj =

m∑
i,j=1

y∗i (ρ⊗ idB)(cn(b∗i bj ⊗ 1B)c∗n)yj .

For en elementær tensor x1 ⊗ x2, x1, x2 ∈ B gælder, at

m∑
i,j=1

y∗i (ρ⊗ idB)((x1 ⊗ x2)(b∗i bj ⊗ 1B)(x∗1 ⊗ x∗2))yj

=
m∑

i,j=1

y∗i (ρ⊗ idB)((x1b
∗
i ⊗ x2)(bjx∗1 ⊗ x∗2))yj

=
m∑

i,j=1

y∗i (ρ⊗ idB)((bix∗1 ⊗ x∗2)
∗(bjx∗1 ⊗ x∗2))yj

≥ 0,

da ρ⊗ idB er fuldstændigt positiv.
Så da cn er en endelig sum af elementære tensorer og ρ⊗ idB er lineær, er Tn således en lineær
fuldstændigt positiv afbildning. Endvidere er,

‖Tn(b)‖ = ‖(ρ⊗ idB)(cn(b⊗ 1B)c∗n‖
≤ ‖ρ⊗ idB‖‖cn(b⊗ 1B)c∗n‖
12
= ‖(ρ⊗ idB)(1B⊗B)‖‖cn(b⊗ 1B)c∗n‖
= ‖cn(b⊗ 1B)c∗n‖
≤ ‖cn‖2‖b⊗ 1B‖
= ‖cn‖2‖b‖‖1B‖
≤ ‖b‖.

Hermed er vist, at Tn er en lineær fuldstændigt positiv kontraktion. For hvert n ∈ N �ndes

12[Pau86, Proposition 3.6]
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m ∈ N, så cn =
∑m

j=1 xj ⊗ yj for xj , yj ∈ B. Heraf fås,

Tn(b) = (ρ⊗ idB)

( m∑
k=1

xk ⊗ yk

)
(b⊗ 1B)

 m∑
j=1

x∗j ⊗ y∗j


= (ρ⊗ idB)

( m∑
k=1

xkb⊗ yk

) m∑
j=1

x∗j ⊗ y∗j


= (ρ⊗ idB)

 m∑
j,k=1

(xkbx∗j ⊗ yky
∗
j )


=

m∑
j,k=1

(ρ⊗ idB)(xkbx∗j ⊗ yky
∗
j )

=
m∑

j,k=1

ρ(xkbx∗j )yky
∗
j ,

hvilket betyder, at dimensionen af Tn højst er m2, og dermed endelig.
Der gælder, at

lim
n→∞

‖Tn(b)− b‖ = lim
n→∞

‖(ρ⊗ idB)(cn(b⊗ 1B)c∗n)− (ρ⊗ idB)(1B ⊗ b)‖

= lim
n→∞

‖(ρ⊗ idB)(cn(b⊗ 1B)c∗n − 1B ⊗ b)‖

≤ lim
n→∞

(‖ρ⊗ idB‖‖cn(b⊗ 1B)c∗n − 1B ⊗ b‖)

= 0.

Dvs. B er nukleær, da (Tn)∞n=1 er en følge af lineære fuldstændigt positive kontraktioner med
endelig rang, så Tn konvergerer punktvis mod idB.
(ii). Lad I ⊆ B være et lukket to-sidet ideal i B. Da B har approksimativt indre halv�ip
eksisterer en følge (un)∞n=1 af unitære i B ⊗B, så

lim
n→∞

‖un(b⊗ 1B)u∗n − 1B ⊗ b‖ = 0

for alle b ∈ B. Dermed vil 1B ⊗ b ∈ I ⊗B for b ∈ I. Dvs. b̃⊗ b = (b̃⊗ 1B)(1B ⊗ b) ∈ I ⊗B for
b̃ ∈ B og b ∈ I, da I ⊗B er et to-sidet ideal i B ⊗B. Altså er B ⊗ I ⊆ I ⊗B.
Af symmetri fås, at B⊗ I = I ⊗B, hvilket betyder, at I = 0 eller I = B. For antag I 6= 0. Da
�ndes et positivt element e ∈ I med ‖e‖ = 1, og e⊗ 1B ∈ I ⊗ B = B ⊗ I. Lad (eλ)λ∈Λ være
en approksimativ enhed for I. Eftersom B er unital er (1B ⊗ eλ)λ∈Λ en approksimativ enhed
for B ⊗ I. Dvs. limλ ‖(1B⊗B − 1B ⊗ eλ)x‖ = 0 for alle x ∈ B ⊗ I. Heraf er,

lim
λ
‖(1B ⊗ (1B − eλ))(e⊗ 1B)‖ = lim

λ
‖(1B⊗B − 1B ⊗ eλ)(e⊗ 1B)‖ = 0.

Så limλ ‖1B − eλ‖ = 0, idet
‖(1B ⊗ (1B − eλ))(e⊗ 1B)‖ = ‖e⊗ (1B − eλ)‖ = ‖e‖‖1B − eλ‖ = ‖1B − eλ‖.
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Så der �ndes λ ∈ Λ så ‖1B − eλ‖ < 1. Men da er 0 /∈ σ(eλ), og I indeholder altså invertible
elementer. Dvs. 1B ∈ I og I = B.

(iii). Antag at τ1 og τ2 er to sportilstande på B. Dvs. τ = τ1⊗ τ2 er en sportilstand på B⊗B.
Pr. antagelse �ndes en følge (un)∞n=1 af unitære i B ⊗ B, så limn→∞ un(b ⊗ 1B)u∗n = 1B ⊗ b
for alle b ∈ B. Heraf fås,

τ2(b) = τ1(1B)τ2(b) = τ(1B ⊗ b)
= lim

n→∞
τ(un(b⊗ 1B)u∗n)

= lim
n→∞

τ(u∗nun(b⊗ 1B))

= τ(b⊗ 1B)
= τ1(b)τ2(1B)
= τ1(b).

Endvidere gælder følgende sammenhæng mellem nuklearitet af en fuldstændigt positiv kon-
traktion og nuklearitet af separable C∗-algebraer.
Lemma 2.3.6. Lad ρ : A 7→ B være en fuldstændigt positiv kontraktion mellem separable
C∗-algebraer A og B. Da er ρ nukleær, hvis A eller B er nukleære C∗-algebraer.

Bevis. Antag A er nukleær. Jvf. Sætning 2.3.2 er dette ækvivalent med, at idA : A 7→ A er
nukleær. Dvs. ρ = ρ ◦ idA er nukleær jvf. Lemma 2.2.8. Hvis B er nukleær fås ligeledes, at
ρ = idB ◦ ρ er nukleær, da idB : B 7→ B er nukleær.

2.4 En approksimativ intertwining

I dette afsnit skal vi give betingelser for, hvornår C∗-algebraen A er isomorf med A⊗B. Målet
er således at vise Sætning 2.4.2, der giver to betingelser for, at A er isomorf med A⊗B, når
A er en separabel C∗-algebra og B er en unital og separabel C∗-algebra.
Først gennemgås Sætning 2.4.1, der skal benyttes i beviset for Sætning 2.4.2
Sætning 2.4.1. 13 Lad A og B være separable C∗-algebraer og lad ϕ : A 7→ B være en injektiv
∗-homomor�. Antag at der �ndes en følge (vn)∞n=1 af unitære elementer i M(B) så

lim
n→∞

‖vnϕ(a)− ϕ(a)vn‖ = 0 og (2.1)
lim
n→∞

dist(v∗nbvn, ϕ(A)) = 0, (2.2)

for alle a ∈ A og alle b ∈ B.
Da er A og B ∗-isomorfe, og der �ndes en ∗-isomor� ψ : A 7→ B, som er approksimativt
unitært ækvivalent med ϕ.

13[KR02, Proposition 8.1]
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Bevis. C∗-algebraerneA ogB er separable, så der �ndes tællelige tætte delmængder {a1, a2, a3, . . . }
og {b1, b2, b3, . . . } i hhv. A og B. For ethvert b ∈ B og for ethvert v ∈M(B) er v∗bv ∈ B, da
B er et lukket to-sidet ideal iM(B). Så vi kan induktivt vælge unitære elementer vn ∈M(B)
og elementer an,j ∈ A, så

‖v∗n(v∗n−1 · · · v∗2v∗1bjv1v2 · · · vn−1)vn − ϕ(an,j)‖ ≤
1
n
,

‖vnϕ(aj)− ϕ(aj)vn‖ ≤ 2−n og ‖vnϕ(am,j)− ϕ(am,j)vn‖ ≤ 2−n,

for j = 1, 2, . . . , n og m = 1, 2, . . . , n− 1. Thi, for givet n ∈ N eksisterer r(n) ∈ N og an,j ∈ A,
så

‖v∗r (v∗n . . . v∗2v∗1bjv1v2 . . . vn)vr − ϕ(an,j)‖ ≤
1
n
,

‖vrϕ(aj)− ϕ(aj)vr‖ ≤ 2−n og ‖v∗rϕ(am,j)− ϕ(am,j)vr‖ ≤ 2−n

for r ≥ r(n), j = 1, . . . , n og m = 1, . . . , n − 1. Ved at erstatte r(n) med n fås altså en følge
af unitære (vn)∞n=1, der opfylder det ønskede.
De�ner en følge af ∗-homomor�er ψn : A 7→ B ved,

ψn(a) = v1v2 · · · vnϕ(a)v∗n · · · v∗2v∗1, a ∈ A.

Vi vil nu vise, at (ψn(a))∞n=1 er en Cauchy-følge i B for hvert a ∈ A.
For hvert j ∈ N kan vi ved at vælge n ∈ N tilstrækkeligt stort opnå, at ‖vn+1ϕ(aj) −
ϕ(aj)vn+1‖ < 2−(n+1). Dvs.

‖ψn+1(aj)− ψn(aj)‖ = ‖v1 · · · vn(vn+1ϕ(aj)v∗n+1 − ϕ(aj))v∗n · · · v∗1‖
= ‖vn+1ϕ(aj)v∗n+1 − ϕ(aj)‖
= ‖(vn+1ϕ(aj)− ϕ(aj)vn+1)v∗n+1‖
= ‖vn+1ϕ(aj)− ϕ(aj)vn+1‖
< 2−(n+1).

Så ∑∞
i=1 ‖ψn+1(aj)− ψn(aj)‖ <∞, og (ψn(aj))∞n=1 er en Cauchy-følge i B for ethvert j ∈ N.

Eftersom {a1, a2, . . . } er en tæt delmængde i A fås heraf, at (ψn(a))∞n=1 er en Cauchy-følge i
B for alle a ∈ A, og fuldstændigheden af B betyder, at grænseværdien

ψ(a) = lim
n→∞

v1v2 · · · vnϕ(a)v∗n · · · v∗2v∗1

eksisterer for alle a ∈ A.
Endvidere er ψ : A 7→ B en ∗-homomor�. Afbildningen er klart lineær, og for alle a, c ∈ A
gælder, at

ψ(ac) = lim
n→∞

v1v2 · · · vnϕ(ac)v∗n · · · v∗2v∗1
= lim

n→∞
v1v2 · · · vnϕ(a)ϕ(c)v∗n · · · v∗2v∗1

= lim
n→∞

v1v2 · · · vnϕ(a)v∗n · · · v∗2v∗1v1v2 · · · vnϕ(c)v∗n · · · v∗2v∗1

=
(

lim
n→∞

v1v2 · · · vnϕ(a)v∗n · · · v∗2v∗1
)(

lim
n→∞

v1v2 · · · vnϕ(c)v∗n · · · v∗2v∗1
)

= ψ(a)ψ(c),
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og for alle a ∈ A er
ψ(a∗) = lim

n→∞
v1v2 · · · vnϕ(a∗)v∗n · · · v∗2v∗1

= lim
n→∞

v1v2 · · · vnϕ(a)∗v∗n · · · v∗2v∗1
= lim

n→∞
(v1v2 · · · vnϕ(a)v∗n · · · v∗2v∗1)∗

= ψ(a)∗.

Eftersom ϕ er injektiv og dermed en isometri, fås at ‖ψ(a)‖ = ‖a‖ for alle a ∈ A. Dvs. ψ er
injektiv, idet den isometrisk.
Sæt un = v1v2 · · · vn. Dvs. (un)∞n=1 er en følge af unitære i M(B), så
limn→∞ ‖unϕ(a)u∗n−ψ(a)‖ = 0 for alle a ∈ A. Hermed er ψ approksimativt unitært ækvivalent
med ϕ.
For n ∈ N og j = 1, . . . , n gælder, at

‖ψ(an,j)− v1v2 · · · vnϕ(an,j)v∗n · · · v∗2v∗1‖ ≤
∞∑

m=n+1

‖ψm(an,j)− ψm−1(an,j)‖

=
∞∑

m=n+1

‖vmϕ(an,j)v∗m − ϕ(an,j)‖

=
∞∑

m=n+1

‖vmϕ(an,j)− ϕ(an,j)vm‖

≤
∞∑

m=n+1

2−m

= 2−n.

Dvs.
‖bj − ψ(an,j)‖ = ‖bj − (ψ(an,j)− v1v2 · · · vnϕ(an,j)v∗n · · · v∗2v∗1)− v1v2 · · · vnϕ(an,j)v∗n · · · v∗2v∗1‖

≤ ‖bj − v1v2 · · · vnϕ(an,j)v∗n · · · v∗2v∗1‖+ ‖ψ(an,j)− v1v2 · · · vnϕ(an,j)v∗n · · · v∗2v∗1‖
≤ ‖v1v2 · · · vn(v∗n · · · v∗2v∗1bjv1v2 · · · vn − ϕ(an,j))v∗n · · · v∗2v∗1‖+ 2−n

= ‖v∗n · · · v∗2v∗1bjv1v2 · · · vn − ϕ(an,j)‖

≤ 1
n

+ 2−n.

Dette giver, at {b1, b2, b3, . . . } ⊆ ψ(A), da ψ(A) er afsluttet. Men {b1, b2, b3, . . . } er en tæt
delmængde i B, så ψ(A) = B.
Vi er nu i stand til at vise de betingelser, der giver, at A er isomorf med A⊗B for en separabel
C∗-algebra A og en separabel og unital C∗-algebra B. Denne sætning vil vi få brug for �ere
gange i specialet, bl.a. i Kapitel 4 og Kapitel 5. Til beviset får vi brug for resultater vedrørende
grænse-algebraer, som �ndes i Appendix.
Sætning 2.4.2. 14 Lad A være en separabel C∗-algebra og lad B være en unital og separabel
C∗-algebra. Da er A ∗-isomorf med A⊗B, hvis

14[KR02, Theorem 8.2]
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(i) der �ndes en følge (ϕn)∞n=1 af unitale injektive ∗-homomor�er ϕn : B 7→ M(A), som
opfylder, at

lim
n→∞

‖ϕn(b)a− aϕn(b)‖ = 0

for alle a ∈ A og alle b ∈ B, og

(ii) de to ∗-homomor�er α, β : B 7→ B⊗B givet ved α(b) = b⊗ 1B og β(b) = 1B ⊗ b, b ∈ B,
er approksimativt unitært ækvivalente. (Dvs. B har approksimativt indre halv�ip.)

Bevis. Da A og B er separable, er C∗-algebraen A ⊗ B også separabel, da det algebraiske
tensorprodukt A � B er en tæt delmængde i A ⊗ B. Lad ϕ : A 7→ A ⊗ B være givet ved
ϕ(a) = a⊗ 1B. Da er ϕ en injektiv ∗-homomor�, og vi skal vise, at der �ndes en følge (vn)∞n=1af unitære i M(A ⊗ B), så limn→∞ ‖vnϕ(a) − ϕ(a)vn‖ = 0 og limn→∞ dist(v∗ncvn, ϕ(A)) = 0
for alle a ∈ A og alle c ∈ A⊗B. Heraf følger jvf. Sætning 2.4.1, at A er ∗-isomorf med A⊗B.
Det er tilstrækkeligt for enhver endelig delmængde F ⊆ A, enhver endelig delmængde G ⊆ B
og ethvert ε > 0, at �nde en unitær v ∈M(A⊗B), så

‖vϕ(a)− ϕ(a)v‖ ≤ ε og dist(v∗(a⊗ b)v, ϕ(A)) ≤ ε, (2.3)
for alle a ∈ F og alle b ∈ G.
Thi, vælg tætte delmængder {a1, a2, a3, . . . } ⊆ A og {b1, b2, b3, . . . } ⊆ B. Hvis (2.3) gælder
�ndes for ethvert n ∈ N en unitær vn ∈M(A⊗B), så
‖vnϕ(aj)− ϕ(aj)vn‖ ≤

1
n
, j = 1, . . . , n og dist(v∗n(ai ⊗ bj)vn, ϕ(A)) ≤ 1

n
, i, j = 1, . . . , n.

For ethvert a ∈ A �ndes j ∈ N, så ‖a− aj‖ ≤ 1
n . Endvidere gælder, at span{ai⊗ bj : i, j ∈ N}

er en tæt delmængde i A⊗B, så for hvert c ∈ A⊗B og for alle n ∈ N eksisterer
dm ∈ {a1, a2, a3, . . . }, fm ∈ {b1, b2, b3, . . . } og M ∈ N, så

∥∥∥c−∑M
m=1(dm ⊗ fm)

∥∥∥ ≤ 1
n .

Så ved at vælge n ∈ N tilpas stort fås,
‖vnϕ(a)− ϕ(a)vn‖ ≤ ‖vnϕ(a)− vnϕ(aj)‖+ ‖vnϕ(aj)− ϕ(aj)vn‖+ ‖ϕ(aj)vn − ϕ(a)vn‖

≤ ‖ϕ(a− aj)‖+
1
n

+ ‖ϕ(aj − a)‖

≤ 2‖a− aj‖+
1
n

=
3
n

og der �ndes am ∈ A, så ‖v∗n(dm ⊗ fm)vn − ϕ(am)‖ ≤ 1
n for m = 1, . . . ,M .

Dvs. ∥∥∥∥∥v∗ncvn − ϕ

(
M∑
m=1

am

)∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥v∗ncvn − v∗n

M∑
m=1

(dm ⊗ fm) vn

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥v∗n
M∑
m=1

(dm ⊗ fm) vn −
M∑
m=1

ϕ(am)

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥v∗n
(
c−

M∑
m=1

(dm ⊗ fm)

)
vn

∥∥∥∥∥+
M∑
m=1

‖v∗n(dm ⊗ fm)vn − ϕ(am)‖

≤ M + 1
n

.



En approksimativ intertwining 21

Dermed eksisterer en følge (vn)∞n=1 af unitære iM(A⊗B), så limn→∞ ‖vnϕ(a)−ϕ(a)vn‖ = 0
og limn→∞ dist(v∗ncvn, ϕ(A)) = 0 for alle a ∈ A og alle c ∈ A⊗B.
Lad αn : B 7→ M(A⊗B) være givet ved αn(b) = ϕn(b)⊗ 1B, og lad
π∞ : l∞(M(A ⊗ B)) 7→ M(A ⊗ B)∞ være kvotientafbildningen. Følgen (αn(b))∞n=1 er be-
grænset, da ϕn er normformindskende. Så vi kan nu de�nere α̂ : B 7→ M(A⊗B)∞ ved

α̂(b) = π∞((αn(b))n∈N), b ∈ B.

Lad δ : M(A⊗B) 7→ l∞(M(A⊗B)) være ∗-homomo�en givet ved,
δ(c) = (c, c, c, . . . ), c ∈M(A⊗B).

Af (i) fås, at der for alle a ∈ A og alle b ∈ B gælder, at
‖α̂(b)(π∞ ◦ δ)(ϕ(a))− (π∞ ◦ δ)(ϕ(a))α̂(b)‖
= ‖π∞((αn(b))n∈N)(π∞ ◦ δ)(ϕ(a))− (π∞ ◦ δ)(ϕ(a))π∞((αn(b))n∈N)‖
= lim sup

n→∞
‖αn(b)ϕ(a)− ϕ(a)αn(b)‖

= lim sup
n→∞

‖(ϕn(b)⊗ 1B)(a⊗ 1B)− (a⊗ 1B)(ϕn(b)⊗ 1B)‖

= lim sup
n→∞

‖ϕn(b)a⊗ 1B − aϕn(b)⊗ 1B‖

= lim sup
n→∞

‖ϕn(b)a− aϕn(b)‖

= 0.

Dette giver hermed, at ethvert element i (π∞ ◦ δ ◦ ϕ)(A) kommuterer med ethvert element i
α̂(B).
Lad β̂ : B 7→ M(A⊗B)∞ være givet ved

β̂(b) = (π∞ ◦ δ)(1M(A) ⊗ b), b ∈ B.

Det er klart, at billedet af β̂ kommuterer med billedet af (π∞ ◦ δ ◦ϕ). Endvidere kommuterer
billedet af α̂ med billedet af β̂, idet der for alle b1, b2 ∈ B gælder,

‖α̂(b1)β̂(b2)− β̂(b2)α̂(b1)‖
= ‖π∞((αn(b1))n∈N)(π∞ ◦ δ)(1M(A) ⊗ b2)− (π∞ ◦ δ)(1M(A) ⊗ b2)π∞((αn(b1))n∈N)‖
= lim sup

n→∞
‖αn(b1)(1M(A) ⊗ b2)− (1M(A) ⊗ b2)αn(b1)‖

= 0.

Vi vil nu vise, at C∗-algebraen D0 = C∗(α̂(B), β̂(B)) genereret af α̂(B) og β̂(B) er ∗-isomorf
med B ⊗B.
Da α̂, β̂ : B 7→ D0 er ∗-homomor�er, så ethvert element i α̂(B) kommuterer med ethvert
element i β̂(B), �ndes en entydig ∗-homomor� ψ : B ⊗max B 7→ D0, så

ψ(b1 ⊗ b2) = α̂(b1)β̂(b2), b1, b2 ∈ B. (2.4)
[Mur90, Theorem 6.3.7]. Men B er nukleær jvf. Sætning 2.3.5 (i), så B ⊗max B = B ⊗ B, og
ψ : B ⊗B 7→ D0 er surjektiv jvf. (2.4). Vi mangler således, at vise, at ψ er injektiv.
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Takesakis Sætning (Sætning 2.1.3) giver, at B ⊗ B er simpel, da B er simpel (Sætning 2.3.5
(ii)). Så da kerψ er et lukket to-sidet ideal i B ⊗B, og ψ er unital fås, at ψ er injektiv.
Hermed er vist, at D0 er ∗-isomorf med B ⊗ B, så af (ii) �ndes for ethvert ε > 0 en unitær
w ∈ D0, så ‖w∗β̂(b)w − α̂(b)‖ = ‖w∗ψ(β(b))w − ψ(α(b))‖ ≤ ε

2C for alle b ∈ B, hvor
C = max{‖a‖ : a ∈ F}. Da w ∈ D0 vil w kommutere med alle elementer i (π∞ ◦ δ ◦ ϕ)(A).
Dette giver, at

w∗(π∞ ◦ δ)(a⊗ b)w = w∗(π∞ ◦ δ)(ϕ(a))(β̂(b))w = (π∞ ◦ δ)(ϕ(a))w∗β̂(b)w

for a ∈ A og b ∈ B. C∗-algebraen D0 er en del-C∗-algebra af M(A⊗B)∞. Så Lemma A.1.15
giver eksistensen af en følge (wn)n∈N af unitære i M(A⊗B), så w = π∞((wn)n∈N). Dvs.

lim sup
n→∞

‖wnϕ(a)− ϕ(a)wn‖ = ‖π∞((wnϕ(a))n∈N)− π∞((ϕ(a)wn)n∈N)‖

= ‖w(π∞ ◦ δ)(ϕ(a))− (π∞ ◦ δ)(ϕ(a))w‖
= 0

for alle a ∈ A. Tilsvarende fås,
lim
n→∞

sup ‖w∗n(a⊗ b)wn − ϕ(a)w∗n(1M(A) ⊗ b)wn‖ = 0 og
lim
n→∞

sup ‖w∗n(1M(A) ⊗ b)wn − αn(b)‖ = ‖w∗β̂(b)w − α̂(b)‖ ≤ ε

2C
,

for alle a ∈ A og alle b ∈ B.
Der �ndes altså et n ∈ N, så

‖wnϕ(a)− ϕ(a)wn‖ ≤ ε, ‖w∗n(a⊗ b)wn − ϕ(a)w∗n(1M(A) ⊗ b)wn‖ ≤
ε

2
og

‖w∗n(1M(A) ⊗ b)wn − αn(b)‖ ≤
ε

2C
,

for alle a ∈ A og alle b ∈ B.
Betragt nu a ∈ F og b ∈ G. Da er

‖wnϕ(a)− ϕ(a)wn‖ ≤ ε og ‖w∗n(a⊗ b)wn − ϕ(a)αn(b)‖ ≤ ε.

Den sidste ulighed følger, idet
‖w∗n(a⊗ b)wn − ϕ(a)αn(b)‖ ≤ ‖w∗n(a⊗ b)wn − ϕ(a)w∗n(1M(A) ⊗ b)wn‖

+ ‖ϕ(a)w∗n(1M(A) ⊗ b)wn − ϕ(a)αn(b)‖

≤ ε

2
+ ‖ϕ(a)‖‖w∗n(1M(A) ⊗ b)wn − αn(b)‖

≤ ε

2
+ ‖a‖ ε

2C
≤ ε

2
+ C

ε

2C
= ε.

Ovenstående uligheder gælder altså for mindst ét n ∈ N, og elementet
ϕ(a)αn(b) = (a⊗ 1B)(ϕn(b)⊗ 1B) = aϕn(b)⊗ 1B ∈ A⊗ 1B = ϕ(A). Så (2.3) er opfyldt med
v = wn.



Kapitel 3

Klassi�kation af selv-absorberende

UHF-algebraer

I afsnit 3.1 vil vi give et eksempel på en C∗-algebra, der har indre �ip, nemlig matrixalgebraen
Mn(C), og vi skal for M2(C) give en konkret de�nition af det unitære element, der inducerer
det indre �ip på M2(C). I afsnit 3.2 skal vi vise, at UHF-algebraer har approksimativt indre
halv�ip, og vi skal i 3.3 give betingelser for, hvornår UHF-algebraer er selv-absorberende.
Herefter vil vi i 3.4 give en kort indtroduktion til det uendelige tensorprodukt, som skal
benyttes til at vise, at visse UHF-algebraer B opfylder, at B ∼=

⊗∞
i=1B.

3.1 En C∗-algebra med indre �ip

De�nition 3.1.1. Lad B være en separabel C∗-algebra. Da siges B at have indre �ip, hvis
der �ndes en unitær u ∈M(B ⊗B), så

u(x⊗ y)u∗ = y ⊗ x

for alle x, y ∈ B.
Eksempel 3.1.2. For hvert n ∈ N har C∗-algebraen B = Mn(C) indre �ip.
Bevis. Lad (eij)ni,j=1 være matrixenhederne for B og sæt U =

∑n
i,j=1(eij ⊗ eji) ∈ B ⊗ B. Da

er
U∗ =

n∑
i,j=1

(e∗ij ⊗ e∗ji) =
n∑

i,j=1

(eji ⊗ eij),

og der gælder, at

U∗U =

 n∑
i,j=1

eji ⊗ eij

 n∑
h,k=1

ehk ⊗ ekh

 =
n∑

i,j=1

n∑
h,k=1

(ejiehk ⊗ eijekh).

Men
ejiehk =

{
ejk, i = h
0, i 6= h.

23
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Tilsvarende er eijekh = eih, hvis j = k og ellers nul. Dvs.
U∗U =

n∑
j=1

ejj ⊗
n∑
i=1

eii = 1B ⊗ 1B = 1B⊗B.

Analogt fås, at UU∗ = 1B⊗B, så U er et unitært element i B ⊗ B. Vi skal nu vise, at
U(x⊗ y)U∗ = y ⊗ x for x, y ∈ B. Idet epq og ers er to matrixenheder i B fås,

U(epq ⊗ ers)U∗ =

 n∑
i,j=1

eij ⊗ eji

 (epq ⊗ ers)

 n∑
h,k=1

ekh ⊗ ehk


=

n∑
i,j=1

n∑
h,k=1

eijepqekh ⊗ ejiersehk.

Da
epqekh =

{
eph, k = q
0, k 6= q

fås, at
eijepqekh =

{
eih, k = q, j = p
0, ellers.

Tilsvarende er,
ejiersehk =

{
ejk, h = s, i = r
0, ellers.

Så U(epq ⊗ ers)U∗ = ers ⊗ epq. Eftersom B er det lineære span af matrixenhederne, gælder
altså for vilkårlige elementer x, y ∈ B, at

U(x⊗ y)U∗ = y ⊗ x,

hvilket betyder, at B har indre �ip.
Eksempel 3.1.3. Lad nu B = M2(C). Fra Eksempel 3.1.2 gælder at B har indre �ip, hvor
U =

∑2
i,j=1(eij ⊗ eji) ∈ B ⊗B giver,

U(x⊗ y)U∗ = y ⊗ x,

for alle x, y ∈ B, hvor (eij)2i,j=1 er matrixenhederne for B. Vi vil nu give en eksplicit beskrivelse
af det unitære element U ∈ B ⊗B.
Jvf. [KR86b, Eksempel 11.1.5] er B ⊗ B ∼= M4(C), hvor en isomor� ϕ : B ⊗ B 7→ M4(C) er
givet ved

ϕ(x⊗ y) =
(
y11x y12x
y21x y22x

)
, x ∈ B, y = (yij)∞i,j=1 ∈ B.

Dvs.,

e11 ⊗ e11 =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , e12 ⊗ e21 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 ,

e21 ⊗ e12 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 og e22 ⊗ e22 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 .
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Så

U =
2∑

i,j=1

(eij ⊗ eji) =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 .

3.2 En C∗-algebra med approksimativt indre halv�ip

I det følgende vil vi arbejde os frem mod at give et eksempel på en C∗-algebra, der har
approksimativt indre halv�ip. Vi skal vise, at en UHF-algebra er en C∗-algebra, der har ap-
proksimativt indre halv�ip, men før vi kan give et bevis herfor, får vi brug for nogle indledende
sætninger.
De�nition 3.2.1. En AF-algebra er en C∗-algebra, som er en induktiv grænse af en induktiv
følge af endeligt dimensionale C∗-algebraer.
De�nition 3.2.2. En UHF-algebra A er en C∗-algebra, som er isomorf med den induktive
grænse af en induktiv følge på formen

Mk1(C)
ϕ1 //Mk2(C)

ϕ2 //Mk3(C)
ϕ3 // . . . ,

hvor de forbindende ∗-homomor�er er injektive og unitale, og hvor (ki)∞i=1 er en følge af
naturlige tal, som opfylder, at ki|ki+1.
Hvis {p1, p2, p2, . . . } er mængden af positive primtal, der er ordnet i voksende rækkefølge og
ki skrives på formen

ki =
∞∏
j=1

p
ni,j

j , ni,j ∈ N,

da er det supernaturlige tal n(A) = {(n(A))j}∞j=1, der er associeret til A givet ved,
(n(A))j = sup{ni,j : i ∈ N}.

Af [MRL, Theorem 7.4.5] fås at to UHF-algebraer er isomorfe, hvis og kun hvis deres as-
socierede supernaturlige tal er ens.
Ofte vil vi skrive n(A) som en uendelig primtalsfaktorisering, hvor n(A)j er potensen af prim-
tallet pj . Dvs.

n(A) =
∞∏
j=1

p
n(A)j

j .

Sætning 3.2.3. Hvis A og B er AF-algebraer (UHF-algebraer), da er A⊗ B en AF-algebra
(UHF-algebra).

Bevis. Lad A,B være AF-algebraer, dvs. (A, {µn}∞n=1) er den induktive grænse af en induktiv
følge

A1
ϕ1 // A2

ϕ2 // A3
ϕ3 // . . .
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af endeligt dimensionale C∗-algebraer {An}∞n=1. Vi kan uden tab af generalitet antage, at
ϕn : An 7→ An+1 er injektiv for alle n ∈ N. Dvs. µn : An 7→ A er injektiv for alle n ∈ N jvf.
[KR86b, Proposition 11.4.1].
(Ellers sættes Dn = An/ ker(µn) og lad πn : An 7→ Dn være kvotientafbildningen. Dvs.
Dn er endeligt dimensional for alle n ∈ N, og da ker(πn) = ker(πn+1 ◦ ϕn) fås af første
homomor�sætning injektive ∗-homomor�er ξn : Dn 7→ Dn+1, så følgende diagram kommuterer

A1
ϕ1 //

π1

��

A2
ϕ2 //

π2

��

A3
//

π3

��

. . . // A

D1
ξ1 // D2

ξ2 // D3
// . . . // D

hvor (D, {λn}∞n=1) er den induktive grænse af {Dn, ξn}∞n=1. Hermed er λn ◦ πn : An 7→ D er
en ∗-homomor�, der giver følgende kommuterende diagram

An
ϕn //

λn◦πn

  A
AA

AA
AA

A An+1

λn+1◦πn+1||yy
yy

yy
yy

D

Dvs. der �ndes en entydig ∗-homomor� π : A 7→ B, så diagrammet
A1

ϕ1 //

π1

��

A2
ϕ2 //

π2

��

A3
//

π3

��

. . . // A

π

���
�
�

D1
ξ1 // D2

ξ2 // D3
// . . . // D

kommuterer. Der gælder, at

D =
∞⋃
n=1

λn(Dn) =
∞⋃
n=1

λn(πn(An)) =
∞⋃
n=1

(λn ◦ πn)(An),

så π er surjektiv. Endvidere er π injektiv, da ker(λn ◦ πn) ⊆ ker(µn), idet λn er injektiv
[KR86b, Proposition 11.4.1]. Så A ∼= D.)
Lad (B, {γn}∞n=1) være den induktive grænse af den induktive følge

B1
ψ1 // B2

ψ2 // B3
ψ3 // . . .

af endeligt dimensionale C∗-algebraer {Bn}∞n=1, hvor de forbindende homomor�er antages at
være injektive.
For ethvert n ∈ N �ndes en entydig injektiv ∗-homomor� ϕn ⊗ ψn : An ⊗Bn 7→ An+1 ⊗Bn+1

og vi skal vise, at (A⊗B, {µn⊗γn}∞n=1) er isomorf med den induktive grænse (C, {ρn}∞n=1) af

A1 ⊗B1
ϕ1⊗ψ1// A2 ⊗B2

ϕ2⊗ψ2// A3 ⊗B3
ϕ3⊗ψ3// . . .

For alle n ∈ N er µn : An 7→ A, γn : Bn 7→ B injektive ∗-homomor�er jvf. [KR86b, Proposition
11.4.1], så der �ndes en entydig injektiv ∗-homomor� µn ⊗ γn : An ⊗Bn 7→ A⊗B, og

(µn+1 ⊗ γn+1) ◦ (ϕn ⊗ ψn) = (µn+1 ◦ ϕn)⊗ (γn+1 ◦ ψn) = µn ⊗ γn.
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Jvf. [KR86b, Proposition 11.4.1] �ndes hermed en injektiv ∗-homomor� θ : C 7→ A⊗B, så
µn ⊗ γn = θ ◦ ρn.
Endvidere er A⊗B =

⋃∞
n=1 µn(An)⊗ γn(Bn) =

⋃∞
n=1(µn ⊗ γn)(An ⊗Bn), hvilket medfører,

at θ er surjektiv. Hermed er vist, at A⊗B er isomorf med den induktive grænse af
A1 ⊗B1

ϕ1⊗ψ1// A2 ⊗B2
ϕ2⊗ψ2// A3 ⊗B3

ϕ3⊗ψ3// . . .

Eftersom An og Bn er endeligt dimensionale for alle n ∈ N er An⊗Bn en endeligt dimensional
C∗-algebra for alle n ∈ N.
Dette gælder, idet der �ndes positive heltal n1, . . . , nk og m1, . . . ,mp, så An er ∗-isomorf med
Mn1(C)⊕· · ·⊕Mnk

(C) og Bn er ∗-isomorf medMm1(C)⊕· · ·⊕Mmp(C) jvf. [Mur90, Theorem
6.3.8]. Så da

An ⊗Bn ∼= Mn1(C)⊗Bn ⊕ · · · ⊕Mnk
(C)⊗Bn

∼= Mn1(C)⊗Mm1(C)⊕ · · · ⊕Mn1(C)⊗Mmp(C)⊕ · · · ⊕Mnk
(C)⊗Mmp(C)

ogMnp(C)⊗Mmq(C) ∼= Mnpmq(C) [KR86b, Eksempel 11.1.5], fås heraf at An⊗Bn er endeligt
dimensional. Dvs. A⊗B er en AF-algebra.
Lad A og B være UHF-algebraer og antag, at A er den induktive grænse af den induktive
følge

Mk1(C)
ϕ1 //Mk2(C)

ϕ2 //Mk3(C)
ϕ3 // . . . ,

hvor de forbindende ∗-homomor�er er injektive og unitale, og hvor (ki)∞i=1 er en følge af
naturlige tal, som opfylder, at ki|ki+1. Lad tilsvarende B være den induktive grænse af den
induktive følge

Mm1(C)
ψ1 //Mm2(C)

ψ2 //Mm3(C)
ψ3 // . . . ,

hvor mi|mi+1 og ψi : Mmi(C) 7→ Mmi+1(C) er injektiv og unital. Hermed er C∗-algebraen
A⊗B isomorf med den induktive grænse af den induktive følge

Mk1(C)⊗Mm1(C)
ϕ1⊗ψ1//Mk2(C)⊗Mm2(C)

ϕ2⊗ψ2//Mk3(C)⊗Mm3(C)
ϕ3⊗ψ3// . . . .

Lad γi : Mki
(C)⊗Mmi(C) 7→Mkimi

(C) være den naturlige ∗-isomor�, der er givet ved,

γi(a⊗ b) =


b11a b12a . . . b1mia
b21a b22a . . . b2mia... ... . . . ...
bmi1a bmi2a . . . bmimia

 ,

for a ∈Mki
(C), b = (brs)mi

r,s=1 ∈Mmi(C), og de�ner λi : Mkimi
(C) 7→Mki+1mi+1

(C) ved
λi = γi+1 ◦ (ϕi ⊗ ψi) ◦ γ−1

i .

Da er (λi)∞i=1 en følge af unitale, injektive ∗-homomor�er, der giver følgende kommuterende
diagram:

Mk1(C)⊗Mm1(C)
ϕ1⊗ψ1//

γ1
��

Mk2(C)⊗Mm2(C)
ϕ2⊗ψ2//

γ2
��

Mk3(C)⊗Mm3(C)
ϕ3⊗ψ3//

γ3
��

. . .

Mk1m1(C)
λ1 //Mk2m2(C)

λ2 //Mk3m3(C)
λ3 // . . .
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Så A⊗B er isomorf med den induktive grænse af den induktive følge

Mk1m1(C)
λ1 //Mk2m2(C)

λ2 //Mk3m3(C)
λ3 // . . . .

Dvs. A⊗ B er en UHF-algebra, idet (λi)∞i=1 er en følge af unitale injektive ∗-homomor�er og
kimi|ki+1mi+1 for alle i ∈ N.
Lemma 3.2.4. Lad A og B være UHF-algebraer og lad ϕ,ψ : A 7→ B være unitale ∗-
homomor�er. Da er K0(ϕ) = K0(ψ).

Bevis. Lad H,G være undergrupper af den additive gruppe Q, og lad 1 ∈ H og 1 ∈ G. Antag,
at α, β : H 7→ G er gruppehomomor�er med α(1) = 1 = β(1).
Ethvert x ∈ H kan skrives på formen x = p

q for p ∈ Z, q ∈ Z \ {0}, og 1 = q 1
q . Heraf fås,

qα

(
1
q

)
= α(1) = β(1) = qβ

(
1
q

)
.

Dette giver, α(1
q ) = β(1

q ). Dvs.

α(x) = α

(
p

q

)
= pα

(
1
q

)
= pβ

(
1
q

)
= β(x).

Så α = β.
Lad n = (nj)∞j=1 og m = (mj)∞j=1 være de supernaturlige tal associeret til hhv. A og B.
Da er (K0(A), [1]0) ∼= (Q(n), 1) og (K0(B), [1]0) ∼= (Q(m), 1) [MRL, Lemma 7.4.4], hvor
Q(n) er undergruppen af (Q,+) bestående af alle brøker x

y , hvor x er et vilkårligt helt tal
og y =

∏∞
j=1 p

rj
j for positive heltal rj ≤ nj . Så da K0(ϕ),K0(ψ) : K0(A) 7→ K0(B) er

gruppehomomor�er med K0(ϕ)([1]0) = [1]0 = K0(ψ)([1]0), giver ovenstående, at K0(ϕ) =
K0(ψ).
Lemma 3.2.5. Lad A og B være unitale AF-algebraer, og lad ϕ,ψ : A 7→ B være unitale
∗-homomor�er med K0(ϕ) = K0(ψ). Da �ndes en følge (un)∞n=1 af unitære i B, så

lim
n→∞

‖u∗nϕ(a)un − ψ(a)‖ = 0

for alle a ∈ A.

Bevis. Da A er en unital AF-algebra �ndes en voksende følge af endeligt dimensionale del-C∗-
algebraer (An)∞n=1 i A med 1An = 1A og ⋃∞n=1An = A.
Lad for ethvert n ∈ N, ιn : An 7→ A være inklusionsafbildningen. Dvs.

K0(ϕ ◦ ιn) = K0(ϕ) ◦K0(ιn) = K0(ψ) ◦K0(ιn) = K0(ψ ◦ ιn).

Eftersom B er en AF-algebra, har B kancelleringsegenskaben, så [MRL, Lemma 7.3.2] giver
eksistensen af en unitær un ∈ B, så

ψ(a) = u∗nϕ(a)un for alle a ∈ An.



Selv-absorberende UHF-algebraer 29

For a ∈ ⋃∞n=1An �ndes et n ∈ N, så a ∈ An. Dvs.
ψ(a) = u∗mϕ(a)um for alle m ≥ n.

Lad nu a ∈ A og lad ε > 0 være givet. Der �ndes et n ∈ N og a′ ∈ An, så ‖a − a′‖ < ε
2 . For

m ≥ n fås,
‖ψ(a)− u∗mϕ(a)um‖ ≤ ‖ψ(a)− ψ(a′)‖+ ‖u∗mϕ(a′)um − u∗mϕ(a)um‖ ≤ 2‖a− a′‖ < ε.

Dvs. limn→∞ u∗nϕ(a)un = ψ(a) for alle a ∈ A.

Vi er nu i stand til at vise, at en UHF-algebra har approksimativt indre halv�ip.
Eksempel 3.2.6. En UHF-algebra B har approksimativt indre halv�ip.

Bevis. C∗-algebraen B⊗B er også en UHF-algebra jvf. Sætning 3.2.3. Lad α, β : B 7→ B⊗B
være givet ved,

α(b) = b⊗ 1B og β(b) = 1B ⊗ b, b ∈ B.

Da er α og β unitale ∗-homomor�er, så K0(α) = K0(β) jvf. Lemma 3.2.4. Af Lemma 3.2.5
�ndes en følge (un)∞n=1 af unitære i B ⊗B, så

lim
n→∞

‖u∗nα(b)un − β(b)‖ = 0

for alle b ∈ B.

3.3 Selv-absorberende UHF-algebraer

En C∗-algebra B kaldes selv-absorberende, hvis B ∼= B ⊗B. Vi skal nu give en klassi�kation
af de UHF-algebraer B, der opfylder, at B ∼= B ⊗ B ∼=

⊗∞
i=1B. Til klassi�kationen benyttes

UHF-algebraernes associerede supernaturlige tal. Så hvis A og B er UHF-algebraer, skal vi
som det første �nde det supernaturlige tal associeret til A ⊗ B vha. de supernaturlige tal
associeret til A og B.
Sætning 3.3.1. Lad A og B være UHF-algebraer med associerede supernaturlige tal hhv. n(A)
og n(B). Da er det supernaturlige tal n(A⊗B) associeret til UHF-algebraen A⊗B givet ved,

n(A⊗B) = n(A)n(B).

Bevis. Antag A og B er induktive grænser af de induktive følger
Mk1(C)

ϕ1 //Mk2(C)
ϕ2 //Mk3(C)

ϕ3 // . . . ,

hhv.
Mm1(C)

ψ1 //Mm2(C)
ψ2 //Mm3(C)

ψ3 // . . . ,

hvor de forbindende ∗-homomor�er er injektive og unitale, og hvor ki|ki+1 samt mi|mi+1 for
alle i ∈ N.
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Jvf. beviset for Sætning 3.2.3 er A ⊗ B isomorf med den induktive grænse af den induktive
følge

Mk1m1(C)
λ1 //Mk2m2(C)

λ2 //Mk3m3(C)
λ3 // . . . .

Skriv ki =
∏∞
j=1 p

ni,j

j , ni,j ∈ N og mi =
∏∞
j=1 p

ri,j
j , ri,j ∈ N. Dvs. kimi =

∏∞
j=1 p

ni,j+ri,j
j , så

det supernaturlige tal n(A⊗B) = {(n(A⊗B))j}∞j=1 associeret til A⊗B er givet ved
(n(A⊗B))j = sup{ni,j + ri,j : i ∈ N} = (n(A))j + (n(B))j .

Hermed er n(A⊗B) = n(A)n(B).
Sætning 3.3.2. Antag at B er en UHF-algebra. Da er B ∼= B ⊗ B, hvis og kun hvis det
supernaturlige tal n = (nj)∞j=1 associeret til B opfylder, at nj ∈ {0,∞} for alle j ∈ N, hvor
nj 6= 0 for mindst ét j ∈ N.

Bevis. Antag n =
∏∞
j=1 p

nj

j , nj ∈ N og {p1, p2, p3, . . . } er den ordnede mængde af positive
primtal. Da er

n2 =
∞∏
j=1

p
2nj

j

det supernaturlige tal associeret til UHF-algebraen B ⊗ B. Af [MRL, Theorem 7.4.5] er to
UHF-algebraer isomorfe, hvis og kun hvis deres associerede supernaturlige tal er ens. Heraf
er B ∼= B ⊗ B, hvis og kun hvis n = n2, hvilket betyder, at nj = 2nj for alle j ∈ N. Dvs.
B ∼= B ⊗B, hvis og kun hvis nj ∈ {0,∞} for alle j ∈ N. Hvis nj = 0 for alle j ∈ N, er B ikke
en UHF-algebra, så der �ndes mindst ét j ∈ N, så nj 6= 0.

3.4 Uendelige tensorprodukter

Vi skal nu de�nere det uendelige tensorprodukt af en uendelig familie af unitale C∗-algebraer.
Lad {Aa : a ∈ A} være en familie af unitale C∗-algebraer. Mængden F af alle endelige
delmængder i A er ordnet med inklusion, og for ethvert F ∈ F, sættes AF =

⊗
a∈F Aa.Dvs. AF er en C∗-algebra, da det minimale tensorprodukt af en endelig familie af C∗-algebraer

er en C∗-algebra.
Hvis F,G ∈ F og F ⊆ G fås pga. associativitet og kommutativitet af det minimale tensorpro-
dukt en unital og injektiv ∗-homomor� ϕG,F : AF 7→ AG givet ved

ϕG,F (a) = (a⊗ 1AG\F
), a ∈ AF .

Associativitet af det minimale tensorprodukt giver endvidere, at ϕH,F = ϕH,G ◦ ϕG,F , når
F,G,H ∈ F og F ⊆ G ⊆ H.
Heraf vil familien {AF : F ∈ F} sammen med de unitale injektive ∗-homomor�er ϕG,F danne
en induktive følge af C∗-algebraer. Det uendelige tensorprodukt ⊗a∈AAa de�neres som den
induktive grænse af den induktive følge ({AF }F∈F, {ϕG,F }), og er dermed en C∗-algebra. End-
videre er ⊗a∈AAa entydigt bestemt op til isomor� af eksistensen af en injektiv ∗-homomor�
µF : AF 7→

⊗
a∈AAa, F ∈ F, så

µF = µG ◦ ϕG,F , F,G ∈ F, F ⊆ G,



Uendelige tensorprodukter 31

og ⋃
F∈F

µF (AF ) =
⊗
a∈A

Aa.

Hvis A er en unital C∗-algebra giver ovenstående specielt, at⊗∞
i=1A er den induktive grænse

af den induktive følge,

A
idA⊗1A // A⊗A

idA⊗A⊗1A // A⊗A⊗A
idA⊗A⊗A⊗1A // . . .

De�nitionen af det uendelige tensorprodukt af en følge af C∗-algebraer, skal vi benytte til at
vise, at ⊗∞

i=1Bi er en UHF-algebra, hvis (Bi)∞i=1 er en følge af UHF-algebraer. Hvis B er en
UHF-algebra, vil vi endvidere vise, at B ∼=

⊗∞
i=1B, hvis og kun hvis det supernaturlige tal

n = (nj)∞j=1 associeret til B opfylder, at nj ∈ {0,∞} for alle j ∈ N.
Vi får nu brug for følgende sætning, som angives uden bevis.
Sætning 3.4.1. 1 Hvis B er en separabel og unital C∗-algebra er følgende ækvivalente:

(i) B er en UHF-algebra.

(ii) For enhver endelig delmængde {b1, b2, . . . , bn} ⊆ B og for ethvert ε > 0 �ndes en unital
del-C∗-algebra A ⊆ B, elementer a1, . . . , an ∈ A og k ∈ N, så

A ∼= Mk(C) og ‖bj − aj‖ ≤ ε, for 1 ≤ j ≤ n.

Ved hjælp af ovenstående sætning kan vi vise, at den induktive grænse af en induktiv følge af
UHF-algebraer er en UHF-algebra.
Lemma 3.4.2. Lad B være den induktive grænse af den induktive følge

B1
ϕ1 // B2

ϕ2 // B3
ϕ3 // . . . // B ,

hvor (Bj)∞j=1 er en familie af UHF-algebraer og de forbindende ∗-homomor�er er unitale. Da
er B en UHF-algebra.

Bevis. For alle j ∈ N �ndes en unital injektiv ∗-homomor� µj : Bj 7→ B , så

B =
∞⋃
j=1

µj(Bj) =
∞⋃
j=1

Cj ,

hvor Cj = µj(Bj). Dvs. (Cj)∞j=1 en voksende følge af del-C∗-algebraer i B. Lad b1, b2, . . . , bn
være vilkårlige elementer i B og lad ε > 0 være givet. Da �ndes m ∈ N og elementer
x1, x2, . . . , xn ∈ Cm, så

‖bj − xj‖ <
ε

2
for 1 ≤ j ≤ n.

1[KR86b, Theorem 12.1.9]
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Men Cm er en UHF-algebra, hvilket medfører, at der �ndes en unital del-C∗-algebra
A ⊆ Cm ⊆ B og a1, a2, . . . , an ∈ A, samt k ∈ N, så A ∼= Mk(C) og

‖xj − aj‖ <
ε

2
for 1 ≤ j ≤ n.

Heraf er
‖bj − aj‖ ≤ ‖bj − xj‖+ ‖xj − aj‖ < ε for 1 ≤ j ≤ n.

Dvs. B er en UHF-algebra jvf. Sætning 3.4.1.
Lemma 3.4.3. Lad (Bj)∞j=1 være en familie af UHF-algebraer med associerede supernaturlige
tal (n(Bj))∞j=1, og lad (B, {µj}∞j=1) være den induktive grænse af den induktive følge

B1
ϕ1 // B2

ϕ2 // B3
ϕ3 // . . . ,

hvor de forbindende ∗-homomor�er er unitale og injektive. Da er B en UHF-algebra med
supernaturligt tal n = supj n(Bj).

Bevis. Lemma 3.4.2 giver, at B er en UHF-algebra. Lad for j ∈ N, τj og τ være de entydige
spor på hhv. Bj og B, og lad n være det supernaturlige tal associeret til B. Da er
K0(τj) : K0(Bj) 7→ Q(n(Bj)) og K0(τ) : K0(B) 7→ Q(n) gruppeisomor�er jvf. [MRL, Lemma.
7.4.4].
Af [MRL, Theorem 6.3.2] fås,

K0(B) =
∞⋃
j=1

K0(µj)(K0(Bj)).

Så

Q(n) = K0(τ)(K0(B)) = K0(τ)

 ∞⋃
j=1

K0(µj)(K0(Bj)


=

∞⋃
j=1

(K0(τ) ◦K0(µj))(K0(Bj))

=
∞⋃
j=1

K0(τ ◦ µj)(K0(Bj))

=
∞⋃
j=1

K0(τj)(K0(Bj))

=
∞⋃
j=1

Q(n(Bj)).

Dvs. Q(n) =
⋃∞
j=1{

x
y : x ∈ Z, y =

∏∞
i=1 p

mi,j

i , mi,j ≤ (n(Bj))i}, hvor {p1, p2, . . . } er
mængden af ordnede positive primtal. Heraf fås,

Q(n) =

{
x

y
: x ∈ Z, y =

∞∏
i=1

pmi
i , mi ≤ sup {(n(Bj))i : j ∈ N}

}
= Q(m),
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hvor m er det supernaturlige tal givet ved, m = supj(n(Bj)).
Vi har hermed vist, at B er en UHF-algebra med associeret supernaturligt tal n = supj(n(Bj)).

Lemma 3.4.4. Lad (Bj)∞j=1 være en familie af UHF-algebraer med associerede supernaturlige
tal (n(Bj))∞j=1. Da er

⊗∞
j=1Bj en UHF-algebra med associeret supernaturligt tal

n

 ∞⊗
j=1

Bj

 =
∞∏
j=1

n(Bj).

Bevis. Eftersom⊗∞
j=1Bj er den induktive grænse af den induktive følge

B1

idB1
⊗1B2 // B1 ⊗B2

idB1⊗B2
⊗1B3 // B1 ⊗B2 ⊗B3

idB1⊗B2⊗B3
⊗1B4// . . . ,

er⊗∞
j=1Bj en UHF-algebra jvf. Lemma 3.4.2, idet⊗m

j=1Bj er en UHF-algebra for allem ∈ N.
Af Lemma 3.4.3 fås, at det supernaturlige tal associeret til⊗∞

j=1Bj er givet ved,

n

 ∞⊗
j=1

Bj

 = sup
m∈N

n

 m⊗
j=1

Bj

 = sup
m∈N

m∏
j=1

n(Bj) =
∞∏
j=1

n(Bj).

Sætning 3.4.5. Lad B være en UHF-algebra med associeret supernaturligt tal (nj)∞j=1. Da er
følgende betingelser ækvivalente:

(i) B ∼= B ⊗B

(ii) B ∼=
⊗∞

i=1B

(iii) nj ∈ {0,∞} for alle j ∈ N, og nj 6= 0 for mindst ét j ∈ N.

Bevis. Pr. antagelse er n =
∏∞
j=1 p

nj

j , hvor {p1, p2, p3, . . . } er den ordnede mængde af positive
primtal. Det medfører, at UHF-algebraen⊗∞

i=1B har associeret supernaturligt tal
n∞ =

∏∞
j=1 p

∞nj

j , hvor
∞nj =

{
0 for nj = 0
∞ for nj > 0

Jvf. [MRL, Theorem 7.4.5] er B ∼=
⊗∞

i=1B, hvis og kun hvis n = n∞. Dvs. B ∼=
⊗∞

i=1B, hvisog kun hvis nj = 0 eller nj = ∞ for alle j ∈ N.
Så da B ∼= B ⊗ B, hvis og kun hvis nj = 0 eller nj = ∞ for alle j ∈ N jvf. Sætning 3.3.2 fås
det ønskede.
Sætning 3.4.6. Lad B være en vilkårlig UHF-algebra. UHF-algebraen D =

⊗∞
i=1B opfylder,

at D ∼= D ⊗D ∼=
⊗∞

i=1D.

Bevis. Antag B har associeret supernaturligt tal n = (nj)∞j=1. Da er det supernaturlige tal
n(D) associeret til D, givet ved n(D) = n∞. Så (n(D))j = ∞nj for alle j ∈ N. Dvs.
(n(D))j = 0 eller (n(D))j = ∞ for alle j ∈ N. Heraf er D ∼= D ⊗D ∼=

⊗∞
i=1D jvf. Sætning

3.4.5.



Kapitel 4

Stærkt selv-absorberende C∗-algebraer

Dette kapitel omhandler selv-absorberende C∗-algebraer D, hvor der �ndes en isomor�
ϕ : D 7→ D⊗D, som er approksimativt unitært ækvivalent med idD⊗ 1D. Disse C∗-algebraer
kaldes stærkt selv-absorberende, og et eksempel herpå er UHF-algebraer, der er associeret med
supernaturligt tal n = (nj)∞j=1, hvor nj ∈ {0,∞}. Vi har tidligere vist, at denne type UHF-
algebraer er selv-absorberende, men det viser sig også, at der �ndes en isomor� der opfylder
det ønskede, så de er stærkt selv-absorberende. I det følgende vil vi vise nogle sætninger, der
giver ækvivalente betingelser for at en C∗-algebra er stærkt selv-absorberende.

4.1 Approksimativt unitært ækvivalente ∗-homomor�er

Først gennemgås et par lemmaer vedrørende approksimativ unitær ækvivalens af ∗-homomor�er,
som vi skal benytte senere i kapitlet. Kun nogle af påstandene vises, idet beviserne er forholdsvis
trivielle.
Lemma 4.1.1. 1 Lad A,B,C og D være separable C∗-algebraer, så C og D er unitale. Antag
at ϕ : A 7→ B, α, β, γ : B 7→ C og ψ : C 7→ D er ∗-homomor�er så ψ er unital. Da gælder

(i) Hvis α er approksimativt unitært ækvivalent med β, og β er approksimativt unitært
ækvivalent med γ, så er α approksimativt unitært ækvivalent med γ.

(ii) Hvis α er approksimativt unitært ækvivalent med β, så er ψ ◦ α approksimativt unitært
ækvivalent med ψ ◦ β, og α ◦ ϕ er approksimativt unitært ækvivalent med β ◦ ϕ.

(iii) Antag (αn)∞n=1, (βn)
∞
n=1 er følger af ∗-homomor�er, αn, βn : B 7→ C, så

lim
n→∞

‖αn(b)− α(b)‖ = 0 og lim
n→∞

‖βn(b)− β(b)‖ = 0 for alle b ∈ B.

Hvis αn er approksimativt unitært ækvivalent med βn for alle n ∈ N, da er α approksi-
mativt unitært ækvivalent med β.

Vi vil nu bevise påstand (ii):
1[TW05, Proposition 1.2]

34
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Bevis. Antag at α er approksimativt unitært ækvivalent med β, og lad (vn)∞n=1 ⊆ C være en
følge af unitære, så

lim
n→∞

‖v∗nα(b)vn − β(b)‖ = 0 for alle b ∈ B. (4.1)
Da ψ er unital er (ψ(vn))∞n=1 en følge af unitære i D, og

lim
n→∞

‖ψ(vn)∗ψ(α(b))ψ(vn)− ψ(β(b))‖ = lim
n→∞

‖ψ(v∗nα(b)vn − β(b))‖ = 0

for alle b ∈ B.
Så ψ ◦ α er approksimativt unitært ækvivalent med ψ ◦ β. Af (4.1) fås specielt for ethvert
a ∈ A,

lim
n→∞

‖v∗n(α(ϕ(a))vn − β(ϕ(a))‖ = 0.

Så α ◦ ϕ er approksimativt unitært ækvivalent med β ◦ ϕ.
Lemma 4.1.2. Lad α, β : A 7→ B være approksimativt unitært ækvivalente ∗-homomor�er
mellem separable C∗-algebraer A og B. Lad γ : C 7→ D være en ∗-homomor� mellem separable
C∗-algebraer C og D, hvor D er unital. Så er α⊗ γ, β ⊗ γ : A⊗ C 7→ B ⊗D approksimativt
unitært ækvivalente, og γ ⊗α, γ ⊗ β : C ⊗A 7→ D⊗B er approksimativt unitært ækvivalente.

Bevis. Der �ndes en følge af unitære (vn)∞n=1 i M(B), så
lim
n→∞

‖v∗nα(a)vn − β(a)‖ = 0 for alle a ∈ A.

Lad nu a⊗ c være en vilkårlig elementær tensor i A⊗ C. Da gælder,
lim
n→∞

‖(v∗n ⊗ 1D)(α⊗ γ)(a⊗ c)(vn ⊗ 1D)− (β ⊗ γ)(a⊗ c)‖

= lim
n→∞

‖(v∗nα(a)vn)⊗ γ(c)− β(a)⊗ γ(c)‖

= lim
n→∞

‖(v∗nα(a)vn − β(a))⊗ γ(c)‖

= lim
n→∞

‖v∗nα(a)vn − β(a)‖‖γ(c)‖

= 0.

Da det algebraiske tensorprodukt A�C er en tæt delmængde i A⊗C, og da α⊗γ samt β⊗γ
er lineære kontraktioner fås,

lim
n→∞

‖(vn ⊗ 1D)∗(α⊗ γ)(x)(vn ⊗ 1D)− (β ⊗ γ)(x)‖ = 0

for alle x ∈ A⊗ C.
Analogt vises, at γ ⊗ α er approksimativt unitært ækvivalent med γ ⊗ β.
Et lignende argument giver følgende lemma:
Lemma 4.1.3. Lad A,A′, B og B′ være separable C∗-algebraer. Antag α1, α2 : A 7→ A′ og
β1, β2 : B 7→ B′ er ∗-homomor�er, så α1 ⊗ β1, α2 ⊗ β2 : A ⊗ B 7→ A′ ⊗ B′ er approksimativt
untært ækvivalente. Lad γ : C 7→ C ′ være en ∗-homomor� mellem separable C∗-algebraer C og
C ′, hvor C ′ er unital. Da er α1⊗γ⊗β1, α2⊗γ⊗β2 : A⊗C⊗B 7→ A′⊗C ′⊗B′ approksimativt
unitært ækvivalente.
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4.2 Tensorprodukt af C∗-algebraer med approksimativt indre
(halv)�ip

Vi skal i det følgende først give de�nitionen af, at en C∗-algebra er stærkt selv-absorberende.
Herefter skal vi bruge resultaterne fra 4.1 til at vise, at C∗-algebraen A⊗B har approksimativt
indre (halv)�ip, hvis A og B har approksimativt indre (halv)�ip. Endvidere vises, at A ⊗ B
er stærkt selv-absorberende, hvis A og B er stærkt selv-absorberende C∗-algebraer.
De�nition 4.2.1. 2 Lad D være en separabel og unital C∗-algebra.

(i) D siges at have approksimativt indre �ip, hvis automor�en σD : D ⊗D 7→ D ⊗D givet
ved

σD(a⊗ b) = b⊗ a, a, b ∈ D

er approksimativt unitært ækvivalent med identitetsafbildningen idD⊗D.
(ii) D er stærkt selv-absorberende hvis D � C, og der �ndes en ∗-isomor� ϕ : D 7→ D ⊗D,

så ϕ er approksimativt unitært ækvivalent med idD ⊗ 1D.

Bemærk, at i (ii) vil en ∗-isomor� ψ : D 7→ D ⊗D, der er approksimativt unitært ækvivalent
med 1D ⊗ idD også opfylde det ønskede. Thi, da er ϕ = σD ◦ ψ : D 7→ D ⊗D en ∗-isomor�,
som opfylder,

ϕ ≈a.u σD ◦ (1D ⊗ idD) = idD ⊗ 1D.

I det følgende vil vi for at begrænse notationen angive, at to ∗-homomor�er ϕ,ψ er approksi-
mativt unitært ækvivalente ved at skrive, ϕ ≈a.u ψ.
Sætning 4.2.2. 3 Hvis D er en separabel, unital og stærkt selv-absorberende C∗-algebra, så
har D approksimativt indre halv�ip.

Bevis. Antag ϕ : D 7→ D ⊗ D er en ∗-isomor�, så ϕ er approksimativt unitært ækvivalent
med idD ⊗ 1D. De�ner en unital ∗-homomor� ψ : D 7→ D ved,

ψ = ϕ−1 ◦ (1D ⊗ idD).

Der gælder, at
1D ⊗ idD = ϕ ◦ ϕ−1 ◦ (1D ⊗ idD) = ϕ ◦ ψ

4
≈a.u (idD ⊗ 1D) ◦ ψ = ψ ⊗ 1D.

Heraf følger også fra Lemma 4.1.1 (ii), at
idD ⊗ 1D = σD ◦ (1D ⊗ idD) ≈a.u σD ◦ (ψ ⊗ 1D) = 1D ⊗ ψ.

Da ϕ er en ∗-isomor� er ϕ unital, så ϕ−1(1D ⊗ 1D) = 1D. Dvs.
2[TW05, De�nition 1.3]
3[TW05, Proposition 1.6.]
4Lemma 4.1.1 (ii)
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ψ ⊗ 1D = (idD ◦ ψ)⊗ (ϕ−1(1D ⊗ 1D))

= (idD ⊗ ϕ−1) ◦ (ψ ⊗ 1D ⊗ 1D)
4.1.2
≈ a.u (idD ⊗ ϕ−1) ◦ (1D ⊗ idD ⊗ 1D)

4.1.2
≈ a.u (idD ⊗ ϕ−1) ◦ (1D ⊗ 1D ⊗ ψ)

4.1.3
≈ a.u (idD ⊗ ϕ−1) ◦ (idD ⊗ 1D ⊗ 1D)

= idD ⊗ ϕ−1(1D ⊗ 1D)
= idD ⊗ 1D.

Af transitiviteten af approksimativ unitær ækvivalens fås hermed, at 1D ⊗ idD er approksi-
mativt unitært ækvivalent med idD ⊗ 1D, hvilket betyder, at D har approksimativt indre
halv�ip.

Lemma 4.2.3. 5 Lad A og B være separable C∗-algebraer. Lad α være en automor� på A,
der er approksimativt unitært ækvivalent med idA og lad β være en automor� på B, der er
approksimativt unitært ækvivalent med idB. Så er automor�en α ⊗ β : A ⊗ B 7→ A ⊗ B
approksimativt unitært ækvivalent med idA⊗B.

Bevis. Af [Mur90, Theorem 6.5.1] �ndes en entydig injektiv ∗-homomor� α ⊗ β : A ⊗ B 7→
A⊗B, så

(α⊗ β)(a⊗ b) = α(a)⊗ β(b), a ∈ A, b ∈ B.

Endvidere er α⊗β også surjektiv, da billedet Im(α⊗β) er lukket og indeholder det algebraiske
tensorprodukt A�B, da α og β er surjektive.
Vi skal �nde en følge (wn)∞n=1 af unitære i M(A⊗B), så

lim
n→∞

‖(α⊗ β)(c)− wncw
∗
n‖ = 0

for alle c ∈ A⊗B.
Pr. antagelse �ndes følger af unitære (un)∞n=1 ∈M(A), (vn)∞n=1 ∈M(B), så

lim
n→∞

‖α(a)− unau
∗
n‖ = 0 og lim

n→∞
‖β(b)− vnbv

∗
n‖ = 0

for alle a ∈ A og alle b ∈ B.
Men for hvert n ∈ N er wn = un ⊗ vn en unitær i M(A)⊗M(B) ⊆M(A⊗B), idet

w∗nwn = (un ⊗ vn)∗(un ⊗ vn) = u∗nun ⊗ v∗nvn = 1M(A) ⊗ 1M(B).

5[ER95, Lemma 2.3]
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Tilsvarende fås, wnw∗n = 1M(A) ⊗ 1M(B). Der gælder, at
lim
n→∞

‖(α⊗ β)(a⊗ b)− wn(a⊗ b)w∗n‖

= lim
n→∞

‖(α⊗ β)(a⊗ b)− (un ⊗ vn)(a⊗ b)(u∗n ⊗ v∗n)‖

= lim
n→∞

‖α(a)⊗ β(b)− unau
∗
n ⊗ vnbv

∗
n‖

≤ lim
n→∞

(‖α(a)⊗ β(b)− α(a)⊗ vnbv
∗
n‖

+ ‖α(a)⊗ vnbv
∗
n − unau

∗
n ⊗ vnbv

∗
n‖)

= lim
n→∞

(‖α(a)⊗ (β(b)− vnbv
∗
n)‖+ ‖(α(a)− unau

∗
n)⊗ vnbv

∗
n‖)

= lim
n→∞

(‖α(a)‖‖β(b)− vnbv
∗
n‖+ ‖α(a)− unau

∗
n‖‖vnbv∗n‖)

= lim
n→∞

(‖a‖‖β(b)− vnbv
∗
n‖+ ‖α(a)− unau

∗
n‖‖b‖)

= 0

for alle a ∈ A og alle b ∈ B. Så pga. lineariteten af de to afbildninger α ⊗ β og c 7→ wncw
∗
ngælder, at

lim
n→∞

‖(α⊗ β)(c)− wncw
∗
n‖ = 0 for alle c ∈ A�B.

Da A � B er en tæt delmængde i A ⊗ B, og da α ⊗ β samt c 7→ wncw
∗
n er kontinuerte fås

heraf, at α⊗ β er approksimativt unitært ækvivalent med idA⊗B.
Korollar 4.2.4. 6 Hvis A og B er separable C∗-algebraer med approksimativt indre �ip, så
har A⊗B approksimativt indre �ip.

Bevis. Automor�erne σA : A⊗A 7→ A⊗A og σB : B ⊗B 7→ B ⊗B givet ved,
σA(a1 ⊗ a2) = a2 ⊗ a1, a1, a2 ∈ A og σB(b1 ⊗ b2) = b2 ⊗ b1, b1, b2 ∈ B

er approksimativt unitært ækvivalente med hhv. idA⊗A og idB⊗B.
Vi skal vise, at σA⊗B : (A⊗B)⊗ (A⊗B) 7→ (A⊗B)⊗ (A⊗B) givet ved

σA⊗B(c1 ⊗ c2) = c2 ⊗ c1, c1, c2 ∈ A⊗B

er approksimativt unitært ækvivalent med id(A⊗B)⊗(A⊗B).
Da tensorproduktet er kommutativt og associativt op til isomor�, er (A ⊗ B) ⊗ (A ⊗ B) ∼=
(A⊗A)⊗ (B⊗B), hvor isomor�en γ : (A⊗B)⊗ (A⊗B) 7→ (A⊗A)⊗ (B⊗B) er givet ved,

γ((a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2)) = (a1 ⊗ a2)⊗ (b1 ⊗ b2)

for a1, a2 ∈ A og b1, b2 ∈ B.
Der �ndes en entydig ∗-isomor� σA ⊗ σB : (A⊗A)⊗ (B ⊗B) 7→ (A⊗A)⊗ (B ⊗B), så

(σA ⊗ σB)(x⊗ y) = σA(x)⊗ σB(y), x ∈ A⊗A, y ∈ B ⊗B.

6[ER95, Korollar 2.4]
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Dvs. γ ◦ σA⊗B ◦ γ−1 : (A ⊗ A) ⊗ (B ⊗ B) 7→ (A ⊗ A) ⊗ (B ⊗ B) er en ∗-isomor� og for
a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B fås,

(γ ◦ σA⊗B ◦ γ−1)((a1 ⊗ a2)⊗ (b1 ⊗ b2)) = (γ ◦ σA⊗B)((a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2))
= γ((a2 ⊗ b2)⊗ (a1 ⊗ b1))
= (a2 ⊗ a1)⊗ (b2 ⊗ b1)
= (σA ⊗ σB)((a1 ⊗ a2)⊗ (b1 ⊗ b2)).

Dette medfører, at (γ ◦ σA⊗B ◦ γ−1)(x ⊗ y) = (σA ⊗ σB)(x ⊗ y) for alle x ∈ A ⊗ A og alle
y ∈ B ⊗ B. Så pga. entydigheden af σA ⊗ σB er γ ◦ σA⊗B ◦ γ−1 = σA ⊗ σB. Lemma 4.2.3
giver hermed, at γ ◦ σA⊗B ◦ γ−1 er approksimativt unitært ækvivalent med id(A⊗A)⊗(B⊗B).
Der eksisterer altså en følge (un)∞n=1 af unitære i M((A⊗A)⊗ (B ⊗B)), så

lim
n→∞

‖undu∗n − (γ ◦ σA⊗B ◦ γ−1)(d)‖ = 0

for alle d ∈ (A⊗A)⊗ (B ⊗B).
Lad nu γ̃ : M((A ⊗ B) ⊗ (A ⊗ B)) 7→ M((A ⊗ A) ⊗ (B ⊗ B)) være en ∗-isomor�, så
γ̃|(A⊗B)⊗(A⊗B) = γ. Da er

lim
n→∞

‖γ̃−1(un)γ−1(d)(γ̃−1(un))∗ − σA⊗B(γ−1(d))‖ = 0

for alle d ∈ (A⊗ A)⊗ (B ⊗ B). Så da γ−1 : (A⊗ A)⊗ (B ⊗ B) 7→ (A⊗ B)⊗ (A⊗ B) er en
∗-isomor�, �ndes for ethvert x ∈ (A⊗B)⊗ (A⊗B) et d ∈ (A⊗A)⊗ (B⊗B), så x = γ−1(d).
Dvs.

lim
n→∞

‖γ̃−1(un)x(γ̃−1(un))∗ − σA⊗B(x)‖ = 0

for alle x ∈ (A⊗B)⊗ (A⊗B).
Heraf er σA⊗B approksimativt unitært ækvivalent med id(A⊗B)⊗(A⊗B), idet (γ̃−1(un))∞n=1 er
en følge af unitære i M((A⊗B)⊗ (A⊗B)).
Lemma 4.2.5. Lad A og B være separable unitale C∗-algebraer med approksimativt indre
halv�ip. Da har A⊗B også approksimativt indre halv�ip.

Bevis. Antag at αA, βA : A 7→ A⊗A, givet ved,
αA(a) = a⊗ 1A og βA(a) = 1A ⊗ a, a ∈ A

er approksimativt unitært ækvivalente, samt at αB, βB : B 7→ B ⊗B givet ved,
αB(b) = b⊗ 1B og βB(b) = 1B ⊗ b, b ∈ B

er approksimativt unitært ækvivalente. Da �ndes en følge af unitære (un)∞n=1 i A ⊗ A og en
følge af unitære (vn)∞n=1 i B ⊗B, så

lim
n→∞

‖αA(a)− unβA(a)u∗n‖ = 0 og lim
n→∞

‖αB(b)− vnβB(b)v∗n‖ = 0

for alle a ∈ A og alle b ∈ B. Et tilsvarende argument som i Lemma 4.2.3 giver, at
αA ⊗ αB, βA ⊗ βB : (A ⊗ B) 7→ (A ⊗ A) ⊗ (B ⊗ B) er approksimativt unitært ækvivalente,
idet (wn = un ⊗ vn)∞n=1 er en følge af unitære i (A⊗A)⊗ (B ⊗B), så

lim
n→∞

‖(αA ⊗ αB)(c)− wn(βA ⊗ βB)(c)w∗n‖ = 0
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for alle c ∈ A⊗B.
Som i Korollar 4.2.4 lader vi γ : (A⊗ B)⊗ (A⊗ B) 7→ (A⊗ A)⊗ (B ⊗ B) være ∗-isomor�en
givet ved,

γ((a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2)) = (a1 ⊗ a2)⊗ (b1 ⊗ b2), a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B.

Jvf. Lemma 4.1.1 er γ−1◦(αA⊗αB), γ−1◦(βA⊗βB) : A⊗B 7→ (A⊗B)⊗(A⊗B) approksimativt
unitært ækvivalente, og for a ∈ A, b ∈ B er

(γ−1 ◦ (αA ⊗ αB))(a⊗ b) = γ−1(αA(a)⊗ αB(b))

= γ−1((a⊗ 1A)⊗ (b⊗ 1B))
= a⊗ b⊗ 1A ⊗ 1B
= a⊗ b⊗ 1A⊗B
= (idA⊗B ⊗ 1A⊗B)(a⊗ b).

Så da γ−1 ◦ (αA ⊗ αB) er en lineær kontraktion, og det algebraiske tensorprodukt A � B
er en tæt delmængde af A ⊗ B fås, at γ−1 ◦ (αA ⊗ αB) = idA⊗B ⊗ 1A⊗B. Tilsvarende er
γ−1 ◦ (βA ⊗ βB) = 1A⊗B ⊗ idA⊗B.
Dvs. A⊗B har approksimativt indre halv�ip.
Lemma 4.2.6. Lad A og B være unitale og separable C∗-algebraer, som er stærkt selv-
absorberende. Da er A⊗B også stærkt selv-absorberende.

Bevis. Der �ndes ∗-isomor�er ϕ : A 7→ A ⊗ A og ψ : B 7→ B ⊗ B, så ϕ er approksimativt
unitært ækvivalent med idA ⊗ 1A, og ψ er approksimativt unitært ækvivalent med idB ⊗ 1B.
Dvs. ϕ⊗ψ : A⊗B 7→ (A⊗A)⊗ (B⊗B) er en ∗-isomor�, og ϕ⊗ψ er approksimativt unitært
ækvivalent med (idA ⊗ 1A)⊗ (idB ⊗ 1B).
Som i ovenstående lemma er γ−1 ◦ (ϕ⊗ ψ) : A⊗B 7→ (A⊗B)⊗ (A⊗B) en ∗-isomor�, som
er approksimativt unitært ækvivalent med idA⊗B ⊗ 1A⊗B.
Sætning 4.2.7. En separabel, unital og stærkt selv-absorberende C∗-algebra D har højst én
sportilstand.

Bevis. Jvf. Sætning 4.2.2 harD approksimativt indre halv�ip, og dermed højst én sportilstand
jvf. Sætning 2.3.5.

4.3 Betingelser for at en C∗-algebra er stærkt selv-absorberende

Hvis D er en unital og separabel C∗-algebra, der har approksimativt indre halv�ip, så er⊗∞
i=1D stærkt selv-absorberende, som vi skal vise i Sætning 4.3.3. Dette skal benyttes i

Sætning 4.3.5, hvor vi viser �re betingelser, der er ækvivalente med, at D er stærkt selv-
absorberende.
Til beviset for Sætning 4.3.3 får vi brug for følgende lemmaer:
Lemma 4.3.1. Lad A være en unital C∗-algebra, og lad (An)∞n=1 være en voksende følge af del-

C∗-algebraer i A med 1A ∈ An for alle n ∈ N, så A =
⋃∞
n=1An. Lad for k > l ιk,l : Al 7→ Ak



Betingelser for at en C∗-algebra er stærkt selv-absorberende 41

være inklusionsafbildningen. Hvis α er en automor� på A, så α(An) = An for alle n ∈ N, da
er α approksimativt unitært ækvivalent med idA, hvis der for ethvert l ∈ N �ndes k > l, så

ιk,l : Al 7→ Ak og ιk,l ◦ α|Al
: Al 7→ Ak

er approksimativt unitært ækvivalente.

Bevis. Antag at der for l ∈ N �ndes k ∈ N, så k > l og ιk,l er approksimativt unitært
ækvivalent med ιk,l ◦α|Al

. Dvs. der for enhver endelig delmængde F ⊆ Al og for ethvert ε > 0
eksisterer en unitær u ∈ Ak ⊆ A, så

‖u(ιk,l ◦ α)(x)u∗ − ιk,l(x)‖ <
ε

3

for alle x ∈ F .
Lad nu {x1, . . . , xn} være en vilkårlig endelig delmængde i A. Da �ndes l ∈ N og x′1, . . . , x′n ∈
Al, så ‖xj − x′j‖ < ε

3 for 1 ≤ j ≤ n. Pr. antagelse �ndes k > l og u ∈ Ak, så

‖u(ιk,l ◦ α)(x′j)u
∗ − ιk,l(x′j)‖ <

ε

3
, 1 ≤ j ≤ n.

For 1 ≤ j ≤ n fås,
‖uα(xj)u∗ − xj‖ ≤ ‖uα(xj)u∗ − uα(x′j)u

∗‖+ ‖uα(x′j)u
∗ − x′j‖+ ‖x′j − xj‖ < ε.

For at lette notationen i det følgende vil vi for en C∗-algebra D og for hvert k ∈ N lade D⊗k

betegne C∗-algebraen⊗k
i=1D. Hvis D er unital sættes ligeledes D⊗∞ =

⊗∞
i=1D.

Lemma 4.3.2. Lad D være en unital C∗-algebra med approksimativt indre halv�ip. For k > l
de�neres en indlejring ιk,l : D⊗l 7→ D⊗k ved, ιk,l = idD⊗l ⊗ 1D⊗k−l. For enhver permutation
σ ∈ Sk betragtes automor�en γσ på D⊗k, som permuterer faktorerne i henhold til σ, dvs.

γσ(d1 ⊗ d2 ⊗ · · · ⊗ dk) = dσ(1) ⊗ dσ(2) ⊗ · · · ⊗ dσ(k).

Hvis k > l er γσ ◦ ιk,l, ιk,l : D⊗l 7→ D⊗k approksimativt unitært ækvivalente for enhver
permutation σ ∈ Sk.

Bevis. Vi skal vise, at undergruppen i H i Sk givet ved
H = {σ ∈ Sk : γσ ◦ ιk,l ≈a.u ιk,l}

er lig med Sk. DaD har approksimativt indre halv�ip, er de to ∗-homomor�er α, β : D 7→ D⊗D
givet ved,

α(d) = d⊗ 1D og β(d) = 1D ⊗ d, d ∈ D

approksimativt unitært ækvivalente. Jvf. Lemma 4.1.1 og Lemma 4.1.2 er de to ∗-homomor�er

D⊗l D⊗(l−1) ⊗D
id

D⊗(l−1)⊗α// D⊗(l−1) ⊗ (D ⊗D)
ιk,l+1 // D⊗k
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og
D⊗l D⊗(l−1) ⊗D

id
D⊗(l−1)⊗β// D⊗(l−1) ⊗ (D ⊗D)

ιk,l+1 // D⊗k

approksimativt unitært ækvivalente.
Lad τ ∈ Sk være transpositionen (l, l + 1). For vilkårlige d1, d2, . . . , dl ∈ D gælder

(γτ ◦ ιk,l)(d1 ⊗ · · · ⊗ dl) = γ(l,l+1)(d1 ⊗ · · · ⊗ dl ⊗ 1D⊗k−l)

= d1 ⊗ · · · ⊗ dl−1 ⊗ 1D ⊗ dl ⊗ 1D⊗k−(l+1)

= ιk,l+1(d1 ⊗ · · · ⊗ dl−1 ⊗ 1D ⊗ dl)
= (ιk,l+1 ◦ (idD⊗(l−1) ⊗ β))(d1 ⊗ · · · ⊗ dl).

Så da γτ ◦ιk,l og ιk,l+1◦(idD⊗(l−1)⊗β) er lineære kontraktioner, og da D�l er en tæt delmængde
i D⊗l fås, at γτ ◦ ιk,l = ιk,l+1 ◦ (idD⊗(l−1) ⊗ β). Tilsvarende er ιk,l+1 ◦ (idD⊗(l−1) ⊗ α) = ιk,l. Så
af transitiviteten af approksimativ unitær ækvivalens fås,

γτ ◦ ιk,l ≈a.u ιk,l.

Dvs. τ = (l, l + 1) ∈ H.
Lad T1 og T2 være undergrupper af Sk givet ved,

T1 = {ϕ ∈ Sk : ϕ(j) = j for l < j ≤ k}

og
T2 = {ϕ ∈ Sk : ϕ(j) = j for 1 ≤ j ≤ l}.

Vi vil nu vise, at T1 og T2 ligger i normalisatoren for H:
Lad ϕ 7→ ϕ være den kanoniske indlejring Sl 7→ T1 ⊆ Sk givet ved

ϕ(j) =
{
ϕ(j), 1 ≤ j ≤ l
j, l < j ≤ k

For d1, . . . dl ∈ D og for ϕ ∈ Sl er
(ιk,l ◦ γϕ)(d1 ⊗ · · · ⊗ dl) = ιk,l(dϕ(1) ⊗ · · · ⊗ dϕ(l))

= dϕ(1) ⊗ · · · ⊗ dϕ(l) ⊗ 1D⊗k−l

= dϕ(1) ⊗ · · · ⊗ dϕ(l) ⊗ 1D⊗k−l

= (γϕ ◦ ιk,l)(d1 ⊗ · · · ⊗ dl).

Så for alle ϕ ∈ Sl er ιk,l ◦ γϕ = γϕ ◦ ιk,l. For σ ∈ H og ϕ ∈ Sl gælder jvf. Lemma 4.1.1,
γσ ◦ γϕ ◦ ιk,l = γσ ◦ ιk,l ◦ γϕ ≈a.u ιk,l ◦ γϕ = γϕ ◦ ιk,l,

hvilket medfører, at γϕ−1 ◦ γσ ◦ γϕ ◦ ιk,l er approksimativt unitært ækvivalent med ιk,l.
Dvs. ψ−1◦σ◦ψ ∈ H for alle σ ∈ H og alle ψ ∈ T1. Heraf vil T1 være indeholdt i normalisatoren
for H.
For ϕ ∈ T2 og σ ∈ H gælder ligeledes, at γϕ ◦ ιk,l = ιk,l. Dermed følger af Lemma 4.1.1, at

γσ ◦ γϕ ◦ ιk,l = γσ ◦ ιk,l ≈a.u ιk,l = γϕ ◦ ιk,l,
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hvilket giver
γϕ−1 ◦ γσ ◦ γϕ ◦ ιk,l ≈a.u ιk,l.

Dvs. ϕ−1 ◦ σ ◦ ϕ ∈ H for alle σ ∈ H og alle ϕ ∈ T2, hvoraf T2 er indeholdt i normalisatoren
for H.
For 1 ≤ i ≤ l < j ≤ k og ψ ∈ T1, ϕ ∈ T2 er

ψ ◦ ϕ ◦ (l, l + 1) ◦ ϕ−1 ◦ ψ−1 = ψ ◦ (ϕ(l), ϕ(l + 1)) ◦ ψ−1

= (ψ(ϕ(l)), ψ(ϕ(l + 1)))
= (ψ(l), ϕ(l + 1)),

så (i, j) = ψ ◦ ϕ ◦ (l, l + 1) ◦ ϕ−1 ◦ ψ−1 for passende ψ ∈ T1 og ϕ ∈ T2. Eftersom T1 og T2 er
indeholdt i normalisatoren for H vil (i, j) ∈ H.
Enhver transposition τ i Sk er enten lig med (i, j) for passende 1 ≤ i ≤ l < j ≤ k eller et
produkt af tre sådanne transpositioner, idet

(a, b) = (a, c) ◦ (b, c) ◦ (a, c)

for a, b, c ∈ {1, 2, . . . , k}. Hvis a, b > l vælges c ≤ l, og hvis a, b ≤ l vælges c > l.
Da H er en undergruppe af Sk følger, at H indeholder enhver transposititon i Sk, og dermed
ethvert element i Sk, da dette kan skrives som et produkt af transpositioner. Så H = Sk.

Vha. ovenstående lemmaer er vi nu i stand til at vise følgende sætning:
Sætning 4.3.3. 7 Antag D er en separabel og unital C∗-algebra og at D har approksimativt
indre halv�ip. Da gælder,

(i) D⊗∞ har approksimativt indre �ip.

(ii) D⊗∞ er stærkt selv-absorberende.

(iii) Der �ndes en følge af unitale ∗-homomor�er (ϕn)∞n=1, ϕn : D⊗∞ ⊗D⊗∞ 7→ D⊗∞, så

lim
n→∞

‖ϕn(d⊗ 1D⊗∞)− d‖ = 0

for alle d ∈ D⊗∞.

Bevis. (i). Vi skal vise, at σD⊗∞ : D⊗∞ ⊗D⊗∞ 7→ D⊗∞ ⊗D⊗∞, givet ved
σD⊗∞(x⊗ y) = y ⊗ x, x, y ∈ D⊗∞

er approksimativt unitært ækvivalent med idD⊗∞⊗D⊗∞ . Men pr. de�nition af det uendelige
tensorprodukt �ndes for hvert k ∈ N en injektiv ∗-homomor� µk : D⊗k 7→ D⊗∞, så

D⊗∞ =
∞⋃
k=1

µk(D⊗k),

7[TW05, Proposition 1.9]
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hvor D⊗k ∼= µk(D⊗k) er en voksende følge af del-C∗-algebraer i D⊗∞.
Lad for ethvert k ∈ N, λk : D⊗k ⊗D⊗k 7→ D⊗2k ⊗D⊗2k være givet ved,

λk = (idD⊗k ⊗ 1D⊗k)⊗ (idD⊗k ⊗ 1D⊗k).

Jvf. Lemma 4.3.1 er det altså tilstrækkeligt, at vise, at λk er approksimativt unitært ækvivalent
med λk ◦ σD⊗k for ethvert k ∈ N, hvor σD⊗k : D⊗k ⊗D⊗k 7→ D⊗k ⊗D⊗k er givet ved,

σD⊗k(x⊗ y) = y ⊗ x, x, y ∈ D⊗k.

Men da
λk(x⊗ y) = x⊗ 1D⊗k ⊗ y ⊗ 1D⊗k , x, y ∈ D⊗k

og
(λk ◦ σD⊗k)(x⊗ y) = y ⊗ 1D⊗k ⊗ x⊗ 1D⊗k , x, y ∈ D⊗k

følger det ønskede af Lemma 4.3.2.
(ii). Pr. de�nition af det uendelige tensorprodukt antages, at (D⊗∞, {µk}∞k=1) er den induktive
grænse af den induktive følge {D⊗k, αk}∞k=1, hvor αk : D⊗k 7→ D⊗k+1 er givet ved,
αk = idD⊗k ⊗ 1D. Fra tidligere har vi, at ((D⊗∞ ⊗D⊗∞), {µk ⊗ µk}∞k=1) er isomorf med den
induktive grænse af den induktive følge {D⊗k ⊗D⊗k, αk ⊗ αk}∞k=1.
Endvidere er (D⊗∞, {µ2k}∞k=1) isomorf med den induktive grænse (C, {ρk}∞k=1) af den induk-
tive følge {D⊗2k, α2k+1 ◦ α2k}∞k=1, thi der �ndes for hvert k ∈ N injektive ∗-homomor�er
µk : D⊗k 7→ D⊗∞, så diagrammerne

D⊗2k+1
α2k+1 //

µ2k+1

%%JJJJJJJJJ D⊗2k+2

µ2k+2yyttttttttt

D⊗∞

og
D⊗2k

α2k //

µ2k

$$H
HH

HH
HH

HH
D⊗2k+1

µ2k+1yyttttttttt

D⊗∞

kommuterer. Men så vil diagrammet,

D⊗2k
α2k //

µ2k

%%JJJJJJJJJ D⊗2k+1
α2k+1 // D⊗2k+2

µ2k+2xxrrrrrrrrrr

D⊗∞

også kommutere. Så der �ndes jvf. [KR86b, Proposition 11.4.1] en injektiv ∗-homomor�
θ : C 7→ D⊗∞, så µ2k = θ ◦ ρk. Endvidere er θ surjektiv, idet

D⊗∞ =
∞⋃
k=1

µk(D⊗k) ⊆
∞⋃
k=1

µ2k(D⊗2k).
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De�ner nu ψk : D⊗2k 7→ D⊗k ⊗D⊗k, ved
ψk(a1 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ ak ⊗ bk) = a1 ⊗ · · · ⊗ ak ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bk, ai, bi ∈ D, 1 ≤ i ≤ k.

Da det minimale tensorprodukt er kommutativt og associativt er ψk en ∗-isomor�, og for
ai, bi ∈ D fås
(ψk+1 ◦ α2k+1 ◦ α2k)(a1 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ ak ⊗ bk) = (ψk+1 ◦ α2k+1)(a1 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ ak ⊗ bk ⊗ 1D)

= ψk+1(a1 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ ak ⊗ bk ⊗ 1D ⊗ 1D)
= a1 ⊗ · · · ⊗ ak ⊗ 1D ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bk ⊗ 1D
= (αk ⊗ αk) ◦ ψk(a1 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ ak ⊗ bk).

Heraf er
ψk+1 ◦ α2k+1 ◦ α2k = (αk ⊗ αk) ◦ ψk

eftersom ∗-homomor�er er lineære kontraktioner. Dvs. der �ndes ∗-isomor�er ψk : D⊗2k 7→
D⊗k ⊗D⊗k, så �g. diagram

D ⊗D
α3◦α2 // D⊗4

α5◦α4 //

ψ2

��

D⊗6
α7◦α6 //

ψ3

��

. . . // D⊗∞

D ⊗D
α1⊗α1// D⊗2 ⊗D⊗2

α2⊗α2// D⊗3 ⊗D⊗3
α3⊗α3// . . . // D⊗∞ ⊗D⊗∞

kommuterer. Det skal bemærkes, at ψ1 er identitetsafbildningen på D⊗D. Dermed �ndes en
∗-isomor� ψ : D⊗∞ 7→ D⊗∞ ⊗D⊗∞.
Vi vil vise, at ψ er approksimativt unitært ækvivalent med idD⊗∞ ⊗ 1D⊗∞ . Lad k ∈ N, og lad
δk : D⊗2k 7→ D⊗∞ være ∗-homomor�en givet ved,

D⊗2k
α2k+1◦α2k // D⊗2k+2

α2k+3◦α2k+2 // D⊗2k+4
α2k+5◦α2k+4 // . . . // D⊗∞.

Et lignende argument som i beviset for Lemma 4.3.1 giver, at det er tilstrækkeligt for ethvert
k ∈ N at vise, at ψ ◦ δk er approksimativt unitært ækvivalent med (idD⊗∞ ⊗ 1D⊗∞) ◦ δk.
Men for ai, bi ∈ D, i ∈ {1, . . . , k} gælder, at
(ψ ◦ δk)(a1⊗ b1⊗ · · · ⊗ ak ⊗ bk) = a1⊗ · · · ⊗ ak ⊗ 1D ⊗ 1D ⊗ · · · ⊗ b1⊗ · · · ⊗ bk ⊗ 1D ⊗ 1D ⊗ . . .

og
((idD⊗∞ ⊗ 1D⊗∞) ◦ δk)(a1 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ ak ⊗ bk) = a1 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ ak ⊗ bk ⊗ 1D ⊗ 1D ⊗ 1D ⊗ . . .

Det ønskede fås nu af Lemma 4.3.2, idet D⊗k kan betragtes som en del-C∗-algebra af D⊗∞.
(iii). Af (ii) fås, at ψ, idD⊗∞ ⊗ 1D⊗∞ : D⊗∞ 7→ D⊗∞ ⊗ D⊗∞ er approksimativt unitært
ækvivalente. Der �ndes altså en følge (un)∞n=1 af unitære i D⊗∞ ⊗D⊗∞(∼= D⊗∞), så

lim
n→∞

‖u∗nψ(d)un − d⊗ 1D⊗∞‖ = 0
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for alle d ∈ D⊗∞.
Heraf fås for ethvert d ∈ D⊗∞,

lim
n→∞

‖d− ψ−1(un(d⊗ 1D⊗∞)u∗n)‖ = lim
n→∞

‖ψ−1(ψ(d))− ψ−1(un(d⊗ 1D⊗∞)u∗n)‖

= lim
n→∞

‖unu∗nψ(d)unu∗n − un(d⊗ 1D⊗∞)u∗n‖

= 0.

De�ner for alle n ∈ N, ϕn : D⊗∞ ⊗D⊗∞ 7→ D⊗∞ ved,
ϕn(x) = ψ−1(unxu∗n), x ∈ D⊗∞ ⊗D⊗∞.

Da er ϕn en ∗-homomor�, der opfylder, at
lim
n→∞

‖ϕn(d⊗ 1D⊗∞)− d‖ = 0

for alle d ∈ D⊗∞. Endvidere er ϕn unital, da ψ er unital.
Sætning 4.3.4. Lad B være en UHF-algebra. Da er B⊗∞ stærkt selv-absorberende.

Bevis. Fra Eksempel 3.2.6 har B approksimativt indre hal�ip. Så Sætning 4.3.3 (ii) giver, at
B⊗∞ er stærkt selv-absorberende.
Sætning 4.3.5. 8 Lad D være en separabel unital C∗-algebra med approksimativt indre halv�ip.
Da er D stærkt selv-absorberende, hvis og kun hvis en af følgende ækvivalente betingelser er
opfyldte.

(i) Der �ndes en unital ∗-homomor� γ : D ⊗ D 7→ D som opfylder, at γ ◦ (idD ⊗ 1D) er
approksimativt unitært ækvivalent med idD.

(ii) Der �ndes en unital ∗-homomor� γ : D ⊗D 7→ D og en følge (ϕn)∞n=1 af unitale
∗-homomor�er, ϕn : D 7→ D, så

lim
n→∞

‖ϕn(d1)d2 − d2ϕn(d1)‖ = 0

for alle d1, d2 ∈ D.

(iii) Der �ndes en følge (λn)∞n=1 af unitale ∗-homomor�er λn : D⊗∞ 7→ D, så

lim
n→∞

‖λn(x)d− dλn(x)‖ = 0

for alle x ∈ D⊗∞ og alle d ∈ D.

(iv) Der �ndes en ∗-isomor� ρ : D 7→ D⊗∞.

8[TW05, Prop. 1.10]
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Bevis. Antag D er stærkt selv-absorberende. Da �ndes en ∗-isomor� ϕ : D 7→ D ⊗ D og en
følge af unitære (un)∞n=1 i D ⊗D, så

lim
n→∞

‖u∗nϕ(d)un − d⊗ 1D‖ = 0

for alle d ∈ D.
Sæt γ = ϕ−1. Da er γ : D ⊗D 7→ D en ∗-isomor�, og (γ(un))∞n=1 er en følge af unitære i D.
For alle d ∈ D er

lim
n→∞

‖γ(u∗n)dγ(un)− γ(d⊗ 1D)‖ = lim
n→∞

‖γ(u∗nϕ(d)un)− d⊗ 1D)‖

= lim
n→∞

‖u∗nϕ(d)un − d⊗ 1D‖

= 0.

Så γ◦(idD⊗1D) er approksimativt unitært ækvivalent med idD, hvilket betyder, at (i) gælder.
(i)⇒ (ii): Antag γ : D⊗D 7→ D er en unital ∗-homomor�, så γ ◦ (idD⊗1D) er approksimativt
unitært ækvivalent med idD. Da �ndes en følge (vn)∞n=1 af unitære i D, så

lim
n→∞

‖v∗nγ(d⊗ 1D)vn − d‖ = 0

for alle d ∈ D.
For hvert n ∈ N de�neres ϕn : D 7→ D ved

ϕn(d) = v∗nγ(1D ⊗ d)vn, d ∈ D.

Heraf er ϕn en unital ∗-homomor� og for vilkårlige elementer d1, d2 ∈ D kommuterer ϕn(d1)
med v∗nγ(d2 ⊗ 1D)vn, thi,

ϕn(d1)v∗nγ(d2 ⊗ 1D)vn = v∗nγ(1D ⊗ d1)vnv∗nγ(d2 ⊗ 1D)vn
= v∗nγ((1D ⊗ d1)(d2 ⊗ 1D))vn
= v∗nγ((d2 ⊗ 1D)(1D ⊗ d1))vn
= v∗nγ(d2 ⊗ 1D)vnv∗nγ(1D ⊗ d1)vn
= v∗nγ(d2 ⊗ 1D)vnϕn(d1).

For vilkårlige elementer d1, d2 ∈ D fås heraf, at
lim
n→∞

‖ϕn(d1)d2 − d2ϕn(d1)‖ ≤ lim
n→∞

(‖ϕn(d1)(d2 − v∗nγ(d2 ⊗ 1D)vn)‖

+ ‖ϕn(d1)v∗nγ(d2 ⊗ 1D)vn − v∗nγ(d2 ⊗ 1D)vnϕn(d1)‖
+ ‖(v∗nγ(d2 ⊗ 1D)vn − d2)ϕn(d1)‖)
≤ 2 lim

n→∞
‖ϕn(d1)‖‖d2 − v∗nγ(d2 ⊗ 1D)vn‖

= 0.

(ii)⇒ (iii): Lad γ : D ⊗D 7→ D være en unital ∗-homomor�. For k ∈ N sættes
γ1 = γ og γk = idD⊗k−1 ⊗ γ, k ≥ 2

og
ψk = γ1 ◦ · · · ◦ γk+1 ◦ (idD⊗k ⊗ 1D⊗D).
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Da er γk : D⊗k+1 7→ D⊗k og ψk : D⊗k 7→ D unitale ∗-homomor�er. Der gælder, at
γk+2 ◦ (idD⊗k ⊗ 1D⊗3) = (idD⊗k+1 ⊗ γ) ◦ (idD⊗k ⊗ 1D ⊗ 1D⊗D)

= (idD⊗k ⊗ 1D ⊗ 1D)
= (idD⊗k ⊗ 1D⊗D),

og
(idD⊗k+1 ⊗ 1D⊗D) ◦ (idD⊗k ⊗ 1D) = (idD⊗k ⊗ 1D⊗3).

Så
ψk = γ1 ◦ · · · ◦ γk+1 ◦ γk+2 ◦ (idD⊗k ⊗ 1D⊗3) = ψk+1 ◦ (idD⊗k ⊗ 1D).

Men pr. de�nition af (D⊗∞, {µk}∞k=1) som den induktive grænse af den induktive følge

D
idD⊗1D // D ⊗D

idD⊗D⊗1D // D ⊗D ⊗D
idD⊗D⊗D⊗1D // . . .

fås jvf. [KR86b, Proposition 11.4.1] eksistensen af en entydig ∗-homomor� ψ : D⊗∞ 7→ D, så
ψ ◦ µk = ψk. Så da ψk og µk er unitale er ψ en unital ∗-homomor�.
Pr. antagelse �ndes en følge (ϕn)∞n=1 af unitale ∗-homomor�er, ϕn : D 7→ D, så

lim
n→∞

‖ϕn(d1)d2 − d2ϕn(d1)‖ = 0

for alle d1, d2 ∈ D.
For hvert n ∈ N sættes λn = ϕn ◦ ψ. Dvs. (λn)∞n=1 er en følge af unitale ∗-homomor�er,
λn : D⊗∞ 7→ D, så

lim
n→∞

‖λn(x)d− dλn(x)‖ = lim
n→∞

‖ϕn(ψ(x))d− dϕn(ψ(x))‖ = 0

for alle x ∈ D⊗∞ og alle d ∈ D.
(iii)⇒ (iv): Da D er en separabel, unital C∗-algebra med approksimativt indre halv�ip, følger
af Sætning 4.3.3 (ii), at D⊗∞ er stærkt selv-absorberende. Sætning 4.2.2 giver, at D⊗∞ har
approksimativt indre halv�ip, og pr. antagelse �ndes en følge (λn)∞n=1 af unitale ∗-homomor�er
λn : D⊗∞ 7→ D, så

lim
n→∞

‖λn(x)d− dλn(x)‖ = 0

for alle x ∈ D⊗∞ og alle d ∈ D. ∗-homomor�erne λn er injektive, da D⊗∞ er simpel, jvf.
Sætning 2.3.5. Så af Sætning 2.4.2 fås, at D ∼= D ⊗D⊗∞.
Lad (D⊗∞, {µk}∞k=1) være den induktive grænse af den induktive følge

D
idD⊗1D // D ⊗D

idD⊗D⊗1D // D ⊗D ⊗D
idD⊗D⊗D⊗1D // . . .

Da de forbindende ∗-homomor�er er injektive er µk : D⊗k 7→ D⊗∞ injektiv for ethvert k ∈ N
og fra tidligere har vi, at (D ⊗D⊗∞, {idD ⊗ µk}∞k=1) er isomorf med den induktive grænse af
den induktive følge

D ⊗D
idD⊗idD⊗1D // D ⊗D ⊗D

idD⊗idD⊗D⊗1D// D ⊗D ⊗D ⊗D // . . . ,
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idet D betragtes som den induktive grænse af den induktive følge

D
idD // D

idD // D
idD // . . . // D .

For hvert k ∈ N er idD ⊗ µk : D⊗k+1 7→ D ⊗D⊗∞ en injektiv ∗-homomor� og
(idD ⊗ µk+1) ◦ (idD⊗k+1 ⊗ 1D) = (idD ⊗ µk+1) ◦ (idD ⊗ idD⊗k ⊗ 1D)

= idD ⊗ (µk+1 ◦ (idD⊗k ⊗ 1D))
= idD ⊗ µk.

[KR86b, Prop. 11.4.1] giver eksistensen af en injektiv ∗-homomor� θ : D⊗∞ 7→ D ⊗D⊗∞, så
idD ⊗ µk = θ ◦ µk+1 for alle k ∈ N. Endvidere er θ surjektiv, idet

D ⊗D⊗∞ = idD(D)⊗
∞⋃
k=1

µk(D⊗k) =
∞⋃
k=1

idD(D)⊗ µk(D⊗k) =
∞⋃
k=1

(idD ⊗ µk)(D⊗k+1).

Da der �ndes en ∗-isomor� ψ : D 7→ D⊗D⊗∞ vil ρ = θ−1 ◦ψ : D 7→ D⊗∞ være en ∗-isomor�.
Antag omvendt, at (iv) gælder. Sætning 4.3.3 giver, at D⊗∞ er stærkt selv-absorberende. Men
pr. antagelse er D ∼= D⊗∞, så heraf fås også, at D er stærkt selv-absorberende. Dette medfører
jvf. ovenstående, at (i) gælder.
Vi har hermed vist, at de �re udsagn er ækvivalente, og er opfyldte hvis og kun hvis D er
stærkt selv-absorberende.
Sætning 4.3.6. Lad B være en UHF-algebra med associeret supernaturligt tal n = (nj)∞j=1.
Da er B stærkt selv-absorberende, hvis og kun hvis nj ∈ {0,∞} for alle j ∈ N og nj 6= 0 for
mindst ét j ∈ N.

Bevis. Jvf. Sætning 3.4.5 �ndes en ∗-isomor� ϕ : B 7→ B⊗∞, hvis og kun hvis nj ∈ {0,∞}
for alle j ∈ N med nj 6= 0 for mindst ét n ∈ N. Sætning 4.3.5 (iv) giver hermed, at B er
stærkt selv-absorberende, hvis og kun hvis nj ∈ {0,∞} for alle j ∈ N og nj 6= 0 for mindst ét
j ∈ N.

4.4 Egenskaber for stærkt selv-absorberende C∗-algebraer

Korollar 4.4.1. 9 Hvis D er en separabel, unital og stærkt selv-absorberende C∗-algebra, så
er D ∼= D⊗k ∼= D⊗∞ for hvert k ∈ N og D har approksimativt indre �ip.

Bevis. Da D er stærkt selv-absorberende �ndes en ∗-isomor� ϕ : D 7→ D ⊗ D. Så for hvert
k ∈ N er det oplagt, at D ∼= D⊗k.
Jvf. Sætning 4.2.2 har D approksimativt indre halv�ip, så Sætning 4.3.5 (iv) giver endvidere,
at D ∼= D⊗∞. Af Sætning 4.3.3 (i) fås, at D⊗∞ og dermed D har approksimativt indre �ip.

9[TW05, Korollar 1.11]
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Korollar 4.4.2. 10 Lad A og D være separable, unitale C∗-algebraer, så D er stærkt selv-
absorberende. Da vil to vilkårlige unitale ∗-homomor�er α, β : D 7→ A⊗D være approksimativt
unitært ækvivalente. Specielt vil to unitale endomor�er på D være approksimativt unitært
ækvivalente.

Bevis. Af Sætning 4.2.2 har D approksimativt indre halv�ip, så der �ndes jvf. Sætning 4.3.5
(iv) en ∗-isomor� ψ : D 7→ D⊗∞, og Sætning 4.3.3 (iii) giver en følge (λn)∞n=1 af unitale
∗-homomor�er, λn : D⊗∞ ⊗D⊗∞ 7→ D⊗∞, så

lim
n→∞

‖λn(d⊗ 1D⊗∞)− d‖ = 0

for alle d ∈ D⊗∞.
Lad for n ∈ N, ϕn : D ⊗D 7→ D være de�neret ved

ϕn = ψ−1 ◦ λn ◦ (ψ ⊗ ψ).

Da er (ϕn)∞n=1 en følge af unitale ∗-homomor�er, og for d ∈ D gælder, at
lim
n→∞

‖ϕn(d⊗ 1D)− d‖ = lim
n→∞

‖(ψ−1 ◦ λn ◦ (ψ ⊗ ψ))(d⊗ 1D)− d‖

= lim
n→∞

‖(λn ◦ (ψ ⊗ ψ))(d⊗ 1D)− ψ(d)‖

= lim
n→∞

‖λn((ψ(d)⊗ 1D⊗∞)− ψ(d)‖

= 0.

Sæt for hvert n ∈ N

αn = (idA ⊗ ϕn) ◦ (α⊗ idD) ◦ (idD ⊗ 1D) og
βn = (idA ⊗ ϕn) ◦ (β ⊗ idD) ◦ (idD ⊗ 1D).

Dvs. αn, βn : D 7→ A⊗D er unitale ∗-homomor�er. Men af Sætning 4.2.2 harD approksimativt
indre halv�ip, så idD ⊗ 1D, 1D ⊗ idD : D 7→ D ⊗ D er approksimativt unitært ækvivalente.
Heraf fås af Lemma 4.1.1,

αn ≈a.u (idA ⊗ ϕn) ◦ (α⊗ idD) ◦ (1D ⊗ idD)
= (idA ⊗ ϕn) ◦ (α(1D)⊗ idD)
= (idA ⊗ ϕn) ◦ (1A ⊗ 1D ⊗ idD)
= (idA ⊗ ϕn) ◦ (β ⊗ idD) ◦ (1D ⊗ idD)

≈a.u βn.

Så af transitiviteten af approksimativ unitær ækvivalens fås, at αn er approksimativ unitært
ækvivalent med βn for alle n ∈ N.
For ethvert d ∈ D er limn→∞ ‖αn(d)− α(d)‖ = 0, thi

lim
n→∞

‖(idA ⊗ ϕn)(a⊗ d⊗ 1D)− a⊗ d‖ = lim
n→∞

‖a⊗ ϕn(d⊗ 1D)− a⊗ d‖

= ‖a‖ lim
n→∞

‖ϕn(d⊗ 1D)− d‖

= 0

10[TW05, Korollar 1.12]
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for alle a ∈ A og alle d ∈ D, hvilket medfører, at
lim
n→∞

‖αn(d)− α(d)‖ = lim
n→∞

‖((idA ⊗ ϕn) ◦ (α⊗ idD))(d⊗ 1D)− α(d)‖

= lim
n→∞

‖(idA ⊗ ϕn)(α(d)⊗ 1D)− α(d)‖

= 0.

Tilsvarende fås, at limn→∞ ‖βn(d)−β(d)‖ = 0, for alle d ∈ D, så α er approksimativt unitært
ækvivalent med β jvf. Lemma 4.1.1.
Lad nu α, β være to unitale endomor�er på D. Da D er stærkt selv-absorberende �ndes en
∗-isomor� ψ : D 7→ D ⊗ D. Dvs. ψ ◦ α, ψ ◦ β : D 7→ D ⊗ D er unitale ∗-homomor�er, som
er approksimativt unitært ækvivalente jvf. det lige viste. Så der �ndes en følge af unitære
(un)∞n=1 i D ⊗D, så

lim
n→∞

‖u∗n(ψ ◦ α)(d)un − (ψ ◦ β)(d)‖ = 0

for alle d ∈ D. Dvs. (ψ−1(un))∞n=1 er en følge af unitære i D, så
lim
n→∞

‖(ψ−1(un))∗α(d)ψ−1(un)− β(d)‖ = 0

for alle d ∈ D. Heraf er α og β approksimativt unitært ækvivalente.



Kapitel 5

Cuntz algebraerne

Vi skal i dette kapitel give �ere eksempler på C∗-algebraer, der er stærkt selv-absorberende.
I det første afsnit de�neres Cuntz algebraerne On for n ≥ 2, og vi viser deres universelle
egenskab. Herefter gennemgås nogle vigtige egenskaber for Cuntz-algebraerne, bl.a. at On er
en simpel og purely in�nite C∗-algebra. Til sidst skal vi vise, at O2 og O∞ er stærkt selv-
absorberende C∗-algebraer, og vi viser også, at hvis A er en separabel, simpel og nukleær
C∗-algebra, så er A isomorf med A⊗O∞, hvis og kun hvis A er purely in�nite.

5.1 Den universelle egenskab

De�nition 5.1.1. Lad H være et uendeligt dimensionalt Hilbertrum og lad n ≥ 2 være et
naturligt tal. Lad s1, . . . , sn være isometrier på H, der opfylder, at

n∑
i=1

sis
∗
i = 1. (5.1)

Da de�neres On til at være del-C∗-algebraen af B(H), der er frembragt af s1, . . . , sn.
Cuntz algebraen O∞ de�neres til at være C∗-algebraen frembragt af en uendelig følge (si)∞i=1af isometrier på H, der opfylder,

s∗i sj = δij1. (5.2)
for alle i, j ∈ N.
Bemærk at ifølge de�nitionen af On gælder også, at s∗i sj = δij1 for alle i, j = 1, . . . , n.
Vi skal nu retfærdiggøre de�nitionen af On, dvs. vi skal vise, at de�nitionen er uafhængig af
valget af isometrier. I det følgende fastholdes et n ∈ N og isometrier (si)ni=1, på et uendeligt
dimensionalt Hilbertrum H, der opfylder (5.1), hvis n er endelig og (5.2), hvis n = ∞.
Beviset for den universelle egenskab er ret langt, så vi vil nedenfor give en skitse af beviset,
så strategien bliver mere overskuelig for læseren:
Hvis (ŝi)ni=1 er en anden familie af isometrier på et Hilbertrum Ĥ, der opfylder (5.1) hvis
n < ∞ og (5.2), hvis n = ∞, vil vi vise, at C∗(s1, . . . , sn) ∼= C∗(ŝ1, . . . , ŝn). Idéen er først
at vise, at afbildningen si 7→ ŝi udvides til en algebraisk ∗-isomor� ϕ : A 7→ Â, hvor A og

52
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Â er ∗-algebraerne frembragt af hhv. (si)ni=1 og (ŝi)ni=1. Til dette bevis benyttes de lineære
afbildninger F ′0 : C∗(s1, . . . , sn) 7→ Bn og F̂ ′0 : C∗(ŝ1, . . . , ŝn) 7→ B̂n, hvor Bn og B̂n er del-C∗-
algebraer af hhv. C∗(s1, . . . , sn) og C∗(ŝ1, . . . , ŝn).
I anden del af beviset fuldstændiggøres A mht. en maksimal C∗-norm ‖ · ‖0. Dette giver C∗-
algebraen L, og vi viser ved hjælp af en lineær kontraktion F̃0 : L 7→ Bn, at C∗(s1 . . . , sn) ∼= L.
Ved nu at kombinere resultaterne fra første og anden del af beviset fås, at C∗(s1, . . . , sn) ∼=
C∗(ŝ1, . . . , ŝn).

5.1.1 Multiindices

Givet k ∈ N, lad Wn
k være mængden af alle k-tupler (i1, . . . ik) med ij ∈ {1, . . . , n} for

j = 1, . . . , k, hvis n er endelig, og ij ∈ N, hvis n er uendelig. Et element µ ∈ Wn
k kaldes et

multiindeks af længde l(µ) = k. Lad Wn
0 = {0} og Wn

∞ =
⋃∞
k=0W

n
k .Givet et multiindeks µ = (i1, . . . , ik) ∈Wn

k sættes
sµ = si1si2 . . . sik og s0 = 1.

Hvis µ = (i1, . . . ik) ∈Wn
k og ν = (j1, . . . jl) ∈Wn

l , de�neres µν ∈Wn
k+l ved

µν = (ii, . . . ik, j1, . . . , jl).

Lemma 5.1.2. 1

(i) Lad µ, ν ∈Wn
∞ med l(µ) = l(ν). Da er s∗µsν = δµν1.

(ii) Lad µ, ν ∈Wn
∞ og antag s∗µsν 6= 0.

Hvis l(µ) = l(ν), så er sµ = sν .
Hvis l(µ) < l(ν), så er sν = sµsµ′ med µ′ ∈Wn

l(ν)−l(µ).

Bevis. (i). Da s∗i sj = δij1 fås, at s∗µsν = δµν1.
(ii). Hvis l(µ) = l(ν) følger af (i), at µ = ν og dermed er sµ = sν .
Hvis l(µ) < l(ν) �ndes multiindices α, µ′ med l(α) = l(µ) og l(µ′) = l(ν) − l(µ), så ν = αµ′.
Dvs. sν = sαsµ′ . Der gælder, at

0 6= s∗µsν = s∗µsαsµ′ = δµαsµ′ ,

så α = µ.
Lemma 5.1.3. 2 Lad m 6= 0 være et ord i {si}ni=1 ∪ {s∗i }ni=1.

(i) Da �ndes entydigt bestemte elementer µ, ν ∈Wn
∞, så m = sµs

∗
ν .

(ii) Hvis m1 og m2 er to ord i {si}ni=1 ∪ {s∗i }ni=1 og m1 = m2, så er antallet af bogstaver fra
{si}ni=1 minus antallet af bogstaver fra {s∗i }ni=1 ens for de to ord.

1[Cun77, Lemma 1.2]
2[Cun77, Lemma 1.3]
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Bevis. (i). Lad m = x1 . . . xr, hvor xj ∈ {si}ni=1 ∪ {s∗i }ni=1 for j = 1, . . . , r. Alle forekomster af
xjxj+1, hvor xjxj+1 = 1 kan slettes. Efter et endeligt antal skridt af sådanne reduktioner er
m = 1 eller m = y1 . . . ys med yj ∈ {si}ni=1 ∪ {s∗i }ni=1 og yjyj+1 6= 1 for j = 1, . . . , s− 1.
Hvis yj ∈ {s∗i }ni=1 for et j ∈ {1, . . . , s − 1}, da vil også yj+1 ∈ {s∗i }ni=1, idet m 6= 0 og
s∗i sj = δij1. Så hvis j0 ∈ {1, . . . , s} er det største heltal, så yj0 ∈ {si}ni=1. Da vil yj ∈ {s∗i }ni=1for j0 + 1 ≤ j ≤ s, og yj ∈ {si}ni=1 for 1 ≤ j ≤ j0.
Dvs. m = sµs

∗
ν for passende multiindices µ, ν. (Evt. kan µ eller ν være ∅.)

Hvis α, β er et andet par af multiindices, der opfylder, at m = sαs
∗
β , så er s∗αsµ 6= 0, da m 6= 0

og
0 6= m∗m = sβs

∗
αsµs

∗
ν .

Der gælder, at
sµs

∗
µ = sµs

∗
νsνs

∗
µ = mm∗ = sαs

∗
βsβs

∗
α = sαs

∗
α.

Antag α 6= µ. Da er l(α) 6= l(µ), idet s∗αsµ = δαµ1, hvis l(α) = l(µ). Så vi kan uden tab af
generalitet antage, at l(α) < l(µ).
Af Lemma 5.1.2 fås, at µ = αα′ for α′ ∈Wn

l(µ)−l(α). Heraf fås,
1− sα′s

∗
α′ = s∗αsα(1− sα′s

∗
α′)s

∗
αsα = s∗α(sαs∗α − sµs

∗
µ)sα = 0,

hvilket medfører, at sα′s∗α′ = 1.
Skriv α′ på formen α′ = (i1, i2, . . . ik), hvor k = l(µ) − l(α) og ij ∈ {1, . . . , n} for 1 ≤ j ≤ k.
Dvs.

sα′s
∗
α′ = si1(si2 . . . siks

∗
ik
. . . s∗i2)s

∗
i1 ≤ si1s

∗
i1 < 1,

hvilket strider mod sα′s∗α′ = 1.
Hermed er vist, at µ = α, og tilsvarende fås, at β = ν.
(ii). Lad m1 = x1 . . . xr og m2 = y1 . . . yq, hvor xj , yj ∈ {si}ni=1 ∪ {s∗i }ni=1, og lad m1 = m2.
Jvf. (i) �ndes entydige multiindices µ, ν så m1 = sµs

∗
ν = m2.

Reduktionen foregår som før ved at fjerne led, hvor xjxj+1 = 1 for j = 1, . . . , r − 1 og
yjyj+1 = 1 for j = 1, . . . , q − 1. Antag at xjxj+1 = 1 for et j ∈ {1, . . . , r− 1}, og antag at der
�ndes i ∈ {1, . . . , n} så xj = si. Da er

sis
∗
i = sis

∗
ixjxj+1 = sis

∗
i sixj+1 = sixj+1 = xjxj+1 = 1,

hvilket strider mod at ∑n
i=1 sis

∗
i = 1, hvis n er endelig og ∑r

i=1 sis
∗
i ≤ 1, hvis n = ∞. Så der

må gælde, at xj ∈ {s∗i }ni=1 og analogt fås, at xj+1 ∈ {si}ni=1.Det betyder, at reduktionen af m1 foregår ved at fjerne det samme antal elementer fra {si}ni=1og {s∗i }ni=1. På tilsvarende måde laves reduktionen af m2.
Antag, at l(µ) = k og l(ν) = h. Jvf. metoden for reduktionen �ndes altså p ∈ N, så antallet af
bogstaver i m1 fra {si}ni=1 er k+p og antallet af bogstaver fra {s∗i }ni=1 er h+p. Tilsvarende er
antallet af bogstaver i m2 fra {si}ni=1 og {s∗i }ni=1 hhv. k + z og h+ z for et z ∈ N. Dermed er
antallet af bogstaver fra {si}ni=1 minus antallet af bogstaver fra {s∗i }ni=1 ens for m1 og m2.
De�nition 5.1.4. For ethvert n ≥ 2 de�nerer vi C∗-algebraerne

Bn
0 = C1, Bn

k = C∗({sµs∗ν : µ, ν ∈Wn
k }), k = 1, 2, . . . og

Bn = C∗

( ∞⋃
k=0

Bn
k

)
.
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Idet vi lader K betegne C∗-algebraen af kompakte operatorer på et uendeligt dimensionalt,
separabelt Hilbertrum K, gælder følgende Proposition.
Proposition 5.1.5. 3 Hvis n er endelig, er Bn

k
∗-isomorf med Mnk(C) og Bn

k ⊆ Bn
k+1 for alle

k ∈ N. Hvis n er uendelig er Bn
k
∗-isomorf med K for alle k > 0.

Bevis. For µ, µ′, ν, ν ′ ∈Wn
k gælder,

(sµs∗ν)(sµ′s
∗
ν′) = δνµ′sµs

∗
ν′ ,

idet s∗νsµ′ = δνµ′1, og
(sµs∗ν)

∗ = sνs
∗
µ.

Hvis n < ∞ er ∑µ∈Wn
k
sµs

∗
µ = 1 for alle k ∈ N. Argumentet følger pr. induktion, thi hvis

k = 1, så er ∑µ∈Wn
k
sµs

∗
µ =

∑n
i=1 sis

∗
i = 1.

Antag nu, at påstanden gælder for µ ∈Wn
k−1. Da fås,

∑
µ∈Wn

k

sµs
∗
µ =

∑
ν∈Wn

k−1

n∑
j=1

sνsjs
∗
js
∗
ν =

∑
ν∈Wn

k−1

sν

n∑
j=1

sjs
∗
js
∗
ν =

∑
ν∈Wn

k−1

sνs
∗
ν = 1.

Dvs. {sµs∗ν : µ, ν ∈Wn
k } er et selv-adjungeret system af matrixenheder med nk×nk elementer,

der genererer Bn
k . Hermed er Bn

k
∼= Mnk(C).

For n <∞ og µ, ν ∈ Bn
k gælder,

sµs
∗
ν = sµ1s∗ν = sµ

n∑
i=1

sis
∗
i sν =

n∑
i=1

(sµsi)(sνsi)∗ ∈ Bn
k+1,

så Bn
k ⊆ Bn

k+1.
Lad (ek)∞k=1 være en orthonormal basis for K, og de�ner for i, j ∈ N,

Ei,jek =
{
ei, k = j
0, ellers

Da er (Ei,j)∞i,j=1 et selvadjungeret system af matrixenheder, og K = span{Ei,j : i, j ∈ N}. Så
Bn
k er isomorf med K for ethvert k ∈ N, hvis n = ∞.

Bemærk, at ovenstående Proposition også giver, at elementerne i mængden {sµs∗ν : µ, ν ∈Wn
k }er et lineært uafhængige.

5.1.2 C∗-algebraen C∗(s1, s2, . . . , sn)

De�nition 5.1.6. For n ≥ 2 de�neres
A = C∗(s1, s2, . . . , sn)
A = ∗alg(s1, . . . , sn).

Vi bruger nu Cuntz's notation og sætter v = s1 og v−1 = s∗1, og lader m være et ord i
{si}ni=1 ∪ {s∗i }ni=1. Dvs. m = sµs

∗
ν for entydigt bestemte µ, ν ∈ Wn

∞. Lad r = l(µ), s = l(ν) og
k = r − s.

3[Cun77, Proposition 1.4]
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(i) Hvis k > 0, sættes m̂ = sµs
∗
νs
∗
1
k. Så vil m̂ ∈ Bn

r og m = m̂vk.
(ii) Hvis k < 0, sættes m̃ = s−k1 sµs

∗
ν . Så vil m̃ ∈ Bn

s og m = vkm̃.
(iii) Hvis k = 0, da vil m ∈ Bn

r = Bn
s .

Da ethvert x ∈ A = span{sµs∗ν : µ, ν ∈Wn
∞} er en linearkombination af ord i {si}ni=1∪{s∗i }ni=1,kan x skrives på formen

x =
−1∑

i=−N
vixi + x0 +

N∑
i=1

xiv
i,

hvor xi ∈ Bn for i ∈ {−N, . . . , N}.
For x ∈ A sættes Fi(x) = xi.
Vi skal nu vise Proposition 5.1.7.
Proposition 5.1.7. 4 Elementerne xi = Fi(x) er entydigt bestemte af x, og ‖Fi(x)‖ ≤ ‖x‖.

Til beviset får vi først brug for et par lemmaer, som kun gælder for n <∞. Så i det følgende
- frem til beviset for Proposition 5.1.7 antages n <∞.
Lemma 5.1.8. Lad λ : A 7→ A være givet ved,

λ(x) =
n∑
j=1

sjxs
∗
j , x ∈ A.

Da er λ en unital og injektiv ∗-homomor�, og for alle k ∈ N er

λk(x) =
∑
ν∈Wn

k

sνxs
∗
ν , x ∈ A.

Bevis. Afbildningen λ er klart lineær, og λ(x∗) =
∑n

j=1 sjx
∗s∗j =

∑n
j=1(sjxs

∗
j )
∗ = λ(x)∗.

Endvidere gælder for x, y ∈ A, at

λ(xy) =
n∑
j=1

sjxys
∗
j =

n∑
j=1

sjxs
∗
jsjysj =

n∑
j=1

sjxs
∗
j

n∑
i=1

siys
∗
i = λ(x)λ(y).

Så da λ(1) =
∑n

j=1 sjs
∗
j = 1, er λ en unital ∗-homomor�. Endvidere er λ injektiv. For antag

λ(x) = 0. Da s∗i sj = δij1 fås,

x = s∗1

 n∑
j=1

sjxs
∗
j

 s1 = s∗1λ(x)s1 = 0.

Af induktion og ved at benytte, at s∗i sj = δij1 ses, at der for alle k ∈ N gælder, at
λk(x) =

∑
ν∈Wn

k

sνxs
∗
ν , x ∈ A.

4[Cun77, Proposition 1.7]
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Lemma 5.1.9. 5 For ethvert k ∈ N gælder, at

λk(A) = (Bn
k )′ ∩A.

Bevis. Lad µ, ν ∈Wn
k . Benyt at s∗µsν = δµν1, og få for x ∈ A, at

λk(x)sµ =
∑
ν∈Wn

k

sνxs
∗
νsµ = sµx og s∗µλ

k(x) =
∑
ν∈Wn

k

s∗µsνxs
∗
ν = xs∗µ

for alle k ∈ N. Dette giver, at
sµs

∗
νλ

k(x) = sµxs
∗
ν = λk(x)sµs∗ν .

Så λk(A) ⊆ (Bn
k )′ ∩A.

Lad nu y ∈ (Bn
k )′ ∩A og lad ν ∈Wn

k . Sæt x = s∗νysν . Så er
λk(x) =

∑
µ∈Wn

k

sµxs
∗
µ =

∑
µ∈Wn

k

sµs
∗
νysνs

∗
µ =

∑
µ∈Wn

k

ysµs
∗
νsνs

∗
µ =

∑
µ∈Wn

k

ysµs
∗
µ = yλk(1) = y.

Dvs. y ∈ λk(A).
Lemma 5.1.10. 6 Lad m1, . . . ,ms være ord i {si}ni=1∪{s∗i }ni=1, og lad k ∈ N. Antag, at hvert
mi er på formen mi = sµs

∗
ν , hvor l(µ) 6= l(ν). Så �ndes et r ∈ N og en projektion 0 6= p ∈ Bn

r ,
så

ps∗αmisβp = 0

for i = 1, . . . s og alle α, β ∈Wn
k .

Bevis. Antag mi = sµs
∗
ν med l(µ) 6= l(ν). Lad α, β ∈ Wn

k . Da er enten s∗αmisβ = 0 eller det
følger af Lemma 5.1.3, at der �ndes entydige γ, δ ∈ Wn

∞, så s∗αmisβ = sγs
∗
δ . Af Lemma 5.1.3

følger også, at antallet af bogstaver fra {si}ni=1 minus antallet af bogstaver fra {s∗i }ni=1 er ens
i s∗αmisβ og sγs∗δ . Dvs.

l(γ)− l(δ) = l(µ) + l(β)− (l(ν) + l(α)) = l(µ)− l(ν).

Så da Wn
k er endelig, er det tilstrækkeligt for enhver endelig mængde af ord m′

1, . . .m
′
s på

formen m′
i = sµis

∗
νi
, hvor l(µi) 6= l(νi), at vise, at der �ndes et r ∈ N og en projektion p ∈ Bn

r ,så
pm′

ip = 0

for alle i = 1, . . . , s.
Lad nu m = sµs

∗
ν med l(µ) 6= l(ν). Antag uden tab af generalitet, at l(µ) > l(ν). Lad

r > 2l(µ)− l(ν), og sæt p = sγs
∗
γ , hvor l(γ) = r. Da er p en projektion i Bn

r , idet s∗γsγ = 1.
Find t ∈ N, så γ = ν ′γ1γ2 . . . γtγ

′, hvor l(ν ′) = l(ν) og l(γ′) ≤ l(γ1) = · · · = l(γt) = l(µ)− l(ν).
Der gælder, at

pmp = sγs
∗
γsµs

∗
νsγs

∗
γ .

5[Hes95, Lemma 2.2.5]
6[Hes95, Lemma 2.2.6]
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Så hvis pmp 6= 0 er s∗νsγ 6= 0. Dvs. s∗νsν′sγ1 . . . sγtsγ′ 6= 0. Eftersom s∗νsν′ = δνν′1 fås således,
at ν ′ = ν.
Endvidere giver pmp 6= 0, at s∗γsµ 6= 0. Dvs. s∗γ′s∗γt

. . . s∗γ1s
∗
νsµ 6= 0, hvilket medfører at

(sνsγ1)
∗sµ 6= 0. Da l(νγ1) = l(µ) fås, at µ = νγ1.

Hvis pmp 6= 0 fås også, idet vi bruger s∗γ1sγ1 = 1 = s∗νsν ,
0 6= s∗γsµs

∗
νsγ = s∗γ′s

∗
γt
. . . s∗γ2s

∗
γ1s

∗
νsνsγ1s

∗
νsνsγ1sγ2 . . . sγtsγ′ = s∗γ′s

∗
γt
. . . s∗γ2sγ1 . . . sγtsγ′ .

Dvs. γ1 = γ2 = · · · = γt og s∗γ′sγt 6= 0. Altså er γ′ entydigt bestemt ud fra γt.
Så givet m og r som ovenfor, �ndes højst én projektion p på formen p = sγs

∗
γ med γ ∈ Wn

r ,så pmp 6= 0, idet γ1 er bestemt entydigt ud fra µ og ν.
Hvis vi betragter en endelig mængdem′

1, . . .m
′
s af ord på formenm′

i = sµis
∗
νi
med l(µi) 6= l(νi)

følger det, at for et tilstrækkeligt stort r og for hvert i ∈ {1, . . . , s} �ndes højst s projektioner
på formen p = sγs

∗
γ med γ ∈ Wn

r , så pm′
ip 6= 0 for i ∈ {1, . . . , s}. Så da antallet af elementer

i mængden {p = sγs
∗
γ : γ ∈ Wn

r } er nr, kan vi ved at gøre r tilstrækkeligt stort �nde en
projektion p ∈ Bn

r , så pm′
ip = 0 for alle i ∈ {1, . . . , s}.

Vi kan nu vise Proposition 5.1.7:
Bevis. For i ≥ 0 giver konstruktionen, at Fi+1(x) = Fi(xv∗) og for i < 0 er Fi−1(x) = Fi(vx),
så det er tilstrækkeligt, at vise påstanden for F0(x).
Betragt først tilfældet, hvor n er endelig. Find k ∈ N, så x0 ∈ Bn

k . For j ∈ {−N, . . . ,−1} �ndes
kj ∈ N, så xj ∈ Bn

kj
. Dvs. vjxj er på formen sγjs

∗
δj
, hvor l(γj) 6= l(δj) for j = −N, . . . ,−1,

idet antallet af bogstaver fra {si}ni=1 minus antallet af bogstaver fra {s∗i }ni=1 er ens i vjxj og
sγjs

∗
δj
. Ligeledes vil xjvj være på formen sγjs

∗
δj
, for j ∈ {1, . . . , N}, hvor l(γj) 6= l(δj). Jvf.

Lemma 5.1.10 �ndes r ∈ N, r > k og en projektion 0 6= p ∈ Bn
r , så

ps∗αv
jxjsβp = 0 for j = −N, . . . ,−1 og ps∗αxjv

jsβp = 0 for j = 1, . . . , N

for alle α, β ∈Wn
k .

Sæt q = λk(p) =
∑

α∈Wn
k
sαps

∗
α. Dvs. q 6= 0, da λ er injektiv, og ifølge Lemma 5.1.9 vil q

kommutere med ethvert x ∈ Bn
k . Der gælder at,

qvjxjq =
∑
β∈Wn

k

∑
α∈Wn

k

sαps
∗
αv

jxjsβps
∗
β = 0

for j = −N, . . . ,−1 og
qxjv

jq =
∑
β∈Wn

k

∑
α∈Wn

k

sαps
∗
αxjv

jsβps
∗
β = 0

for j = 1, . . . , N .
Så qxq = qx0q = qF0(x)q for x ∈ A.
Lad ϕ : Bn

k 7→ qBn
k q være givet ved

ϕ(x) = qxq, x ∈ Bn
k .
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Afbildningen ϕ er klart lineær, og da q er en projektion er ϕ(x∗) = ϕ(x)∗. Endvidere er ϕ
multiplikativ, da q kommuterer med ethvert element i Bn

k . Da Bn
k
∼= Mnk(C), som er simpel er

ker(ϕ) = {0}, idet ϕ(1) = q, så ϕ er en ∗-isomor�, da afbildningen også er surjektiv. Dermed
er

‖F0(x)‖ = ‖ϕ(F0(x))‖ = ‖qF0(x)q‖ = ‖qxq‖ ≤ ‖x‖.

Betragt nu tilfældet med n = ∞ og lad x ∈ A.
Da �ndes en endelig delmængde I af N, så x er en linearkombination af ord i si, s∗i for i ∈ I.
Vælg en isometri ŝ ∈ B(H), så ŝ∗ŝ = 1 og ŝŝ∗ = 1−

∑
i∈I sis

∗
i . Bemærk, at dette kan lade sig

gøre, hvis og kun hvis projektionen p0 = 1 −
∑

i∈I sis
∗
i er Murray von Neumann ækvivalent

med 1, hvilket gælder hvis og kun hvis dim(p0) = dim(1). For j ∈ N \ I er sjs∗j ≤ p0, så
dim(p0) ≥ dim(sjs∗j ) = dim(s∗jsj) = dim(1)(= ∞). Dvs. der �ndes et element ŝ ∈ B(H), så
ŝ∗ŝ = 1 og ŝŝ∗ = p0.
Mængden I ⊆ N kan vælges så 1 ∈ I. Lad Ã være ∗-algebraen frembragt af {si}i∈I ∪ {ŝ}.
For a ∈ Ã de�nerer vi F̂i(a) mht. v = s1 på samme måde som vi de�nerede Fi(x). Da er
F̂0(x) = F0(x), idet x kun er givet ved et udtryk i si, s∗i , hvor i ∈ I. Fra tilfældet med n <∞
fås eksistensen af en projektion q ∈ Ã, så

qxq = qF̂0(x)q og ‖qF̂0(x)q‖ = ‖F̂0(x)‖.

Dvs.
‖F0(x)‖ = ‖F̂0(x)‖ = ‖qF̂0(x)q‖ = ‖qxq‖ ≤ ‖x‖.

Antag nu, at x =
∑−1

i=−M vix′i + x′0 +
∑M

i=1 x
′
iv
i er en anden repræsentation af x. Da er

F0(0) = F0(x−x) = x0−x′0. Så jvf. det lige viste er ‖x0−x′0‖ ≤ ‖x−x‖ = 0, hvilket betyder,
at x0 = x′0.
Lemma 5.1.11. Afbildningen F0 : A 7→ Bn kan udvides til en positiv lineær kontraktion
F ′0 : A 7→ Bn.

Bevis. Afbildningen F0 : A 7→ Bn givet ved F0(x) = x0, x ∈ A er en positiv lineær afbildning.
Thi, skriv x ∈ A på formen,

x =
−1∑

i=−N
vixi + x0 +

N∑
i=1

xiv
i

med v = s1 og xi ∈ Bn. Ved udregning fås, at

F0(x∗x) =
−1∑

i=−N
x∗ixi + x∗0x0 +

N∑
i=1

(vi)∗x∗ixiv
i =

−1∑
i=−N

x∗ixi + x∗0x0 +
N∑
i=1

(xivi)∗(xivi).

Da hvert led i summen er positivt er F0(x∗x) positiv. At afbildningen er lineær følger klart.
Proposition 5.1.7 giver endvidere, at F0 er normaftagende, så F0 kan udvides ved uniform
kontinuitet til en normaftagende lineær afbildning F ′0 : A 7→ Bn. Afbildningen F ′0 er positiv.
For hvis x ∈ A er positivt, �ndes en følge (an)n∈N ⊆ A, så limn→∞

∥∥∥x 1
2 − an

∥∥∥ = 0. Dvs.
limn→∞ ‖x− a∗nan‖ = 0. Heraf fås,

F ′0(x) = F ′0

(
lim
n→∞

a∗nan

)
= lim

n→∞
F ′0(a

∗
nan).
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Da F0 : A 7→ Bn er positiv, er F ′0(a∗nan) positiv for alle n ∈ N. Lad ϕ være en vilkårlig
tilstand på A. Da er ϕ(limn→∞ F ′0(a

∗
nan)) = limn→∞ ϕ(F ′0(a

∗
nan)) ≥ 0, hvilket medfører, at

F ′0(x) = limn→∞ F ′0(a
∗
nan) ≥ 0. Så F ′0 er en positiv afbildning.

Proposition 5.1.12. 7 Hvis F ′0(x
∗x) = 0 eller F ′0(xx

∗) = 0 for x ∈ A, da er x = 0.

Bevis. Skriv x på formen x =
∑−1

i=−N v
ixi + x0 +

∑N
i=1 xiv

i med v = s1 og xi ∈ Bn. Dvs.

F ′0(x
∗x) =

−1∑
i=−N

x∗ixi + x∗0x0 +
N∑
i=1

(xivi)∗(xivi).

Hvis F ′0(x∗x) = 0, da er hvert led i summen 0. For hvis ϕ er en vilkårlig tilstand på A, så er

0 = ϕ(F ′0(x
∗x)) =

−1∑
i=−N

ϕ(x∗ixi) + ϕ(x∗0x0) +
N∑
i=1

ϕ((xivi)∗(xivi)).

Men da ϕ er positiv, vil ϕ(x∗ixi) ∈ R+ ∪ {0} for i = −N, . . . , 0 og ϕ((xivi)∗(xivi)) ∈ R+ ∪ {0}
for i = 1, . . . , N . Så ϕ(x∗ixi) = 0 for i = −N, . . . , 0 og ϕ((xivi)∗(xivi)) = 0 for i = 1, . . . , N .
Eftersom ϕ er en vilkårlig tilstand, giver dette specielt, at x∗ixi = 0 for i = −N, . . . , 0 og
(xivi)∗(xivi) = 0 for i = 1, . . . , N . Dvs. xi = 0 for i = −N, . . . , 0 og xivi = 0 for i = 1, . . . , N .
Heraf er x = 0. Hvis F ′0(xx∗) = 0, fås tilsvarende, at x = 0.

Antag (ŝi)ni=1 er en anden familie af isometrier på et uendeligt dimensionalt Hilbertrum Ĥ,
der opfylder, at ∑n

i=1 ŝiŝ
∗
i = 1 (eller ŝ∗i ŝj = δij1Ĥ , hvis n = ∞.)

Lad Â være ∗-algebraen frembragt af (ŝi)ni=1 og lad Â være C∗-algebraen frembragt af (ŝi)ni=1.
For ethvert k ∈ N sættes B̂n

k = C∗({ŝµŝ∗ν : µ, ν ∈ Wn
k }) og som før lader vi B̂n være C∗-

algebraen frembragt af foreningen alle B̂n
k for k = 0, 1, . . . .

Målet er at vise, at A ∼= Â, og som det første skal vi vise, at A ∼= Â.
Proposition 5.1.13. 8

(i) For µ, ν ∈Wn
k , k ∈ N kan afbildningen sµs

∗
ν 7→ ŝµŝ

∗
ν udvides til en ∗-isomor�

ψn : Bn 7→ B̂n.

(ii) Afbildingen si 7→ ŝi (i = 1, . . . , n) kan udvides til en isomor� af ∗-algebraer ϕ : A 7→ Â.

Bevis. (i). Antag først, at n <∞. For k ∈ N er
Bn
k = C∗({sµs∗ν : µ, ν ∈Wn

k }) = span{sµs∗ν : µ, ν ∈Wn
k }.

Tilsvarende er B̂n
k = span{ŝµŝ∗ν : µ, ν ∈Wn

k }. Et x ∈ Bn
k kan entydigt skrives på formen

x =
m∑
i=1

cisµis
∗
νi
, m ∈ N, ci ∈ C, µi, νi ∈Wn

k , (5.3)

7Inspiration fra [Hes95, Prop. 2.2.9]
8[Hes95, Proposition 2.2.11]
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da {sµs∗ν}{µ,ν∈Wn
k } er lineært uafhængige. De�ner ψnk : Bn

k 7→ B̂n
k ved

ψnk

(
m∑
i=1

cisµis
∗
νi

)
=

m∑
i=1

ciŝµi ŝ
∗
νi
.

Afbildningen er klart lineær, og også velde�neret pga. entydigheden i (5.3).
Der gælder, at

ψnk (x∗) = ψnk

(
m∑
i=1

cisνis
∗
µi

)
=

m∑
i=1

ciŝνi ŝ
∗
µi

= ψnk (x)∗,

og for µ, ν, γ, δ ∈Wn
k fås,

ψnk (sµs∗νsγs
∗
δ) = ψnk (δνγsµs∗δ) = δνγ ŝµŝ

∗
δ = ŝµŝ

∗
ν ŝγ ŝ

∗
δ = ψnk (sµs∗ν)ψ

n
k (sγs∗δ).

Så da ψnk er lineær, er ψnk også multiplikativ. Det følger heraf, at ψnk er en surjektiv ∗-homomor�,
og da Bn

k
∼= Mnk(C), som er simpel, er ψnk endvidere injektiv.

Der gælder, at Bn =
⋃∞
k=1B

n
k , hvor Bn

k ⊆ Bn
k+1 for alle k ∈ N. De�ner ψn :

⋃∞
k=1B

n
k 7→⋃∞

k=1 B̂
n
k ved

ψn(x) = ψnk (x), x ∈
∞⋃
k=1

Bn
k ,

hvor k er det mindste positive heltal, så x ∈ Bn
k . Da ψnk er velde�neret for alle k ∈ N er ψn

velde�neret. For x ∈ ⋃∞k=1B
n
k �ndes et mindste k ∈ N, så x ∈ Bn

k ⊆ Bn
k+l for ethvert l ∈ N.

Skriv x på formen x =
∑m

i=1 cisµis
∗
νi
for m ∈ N, ci ∈ C, sµi , sνi ∈Wn

k . Dvs.

x =
m∑
i=1

cisµi

n∑
j=1

sjs
∗
js
∗
νi

=
m∑
i=1

n∑
j=1

ci(sµisj)(sνisj)
∗,

så
ψnk+1(x) =

m∑
i=1

n∑
j=1

ci(ŝµi ŝj)(ŝνi ŝj)
∗ =

m∑
i=1

ciŝµi ŝ
∗
νi

= ψnk (x).

Pga. entydig fremstilling af x ∈ Bn
k som en endelig linearkombination af elementer i sµs∗ν og

jvf. de�nitionen af ψnk fås altså,
ψnk (x) = ψnk+l(x)

for ethvert l ∈ N. Så da ψnk er en algebraisk ∗-isomor� for alle k ∈ N, er ψn en algebraisk
∗-isomor�. For lad x, y ∈ ⋃∞k=1B

n
k . Da �ndes mindste k, l ∈ N, så x ∈ Bn

k og y ∈ Bn
l . Hvis

k ≤ l er x ∈ Bn
l og ψnk (x) = ψnl (x). Så
ψn(xy) = ψnl (xy) = ψnl (x)ψnl (y) = ψnk (x)ψnl (y) = ψn(x)ψn(y).

Tilsvarende fås, at ψn er lineær, og det følger klart at ψ(x∗) = ψ(x)∗ for x ∈ ⋃∞k=1B
n
k .Antag ψn(x) = ψn(y) for x, y ∈ ⋃∞k=1B

n
k . Antag, at k ≤ l ∈ N er mindst mulige, så x ∈ Bn

kog y ∈ Bn
l . Da er

ψnl (x) = ψnk (x) = ψn(x) = ψn(y) = ψnl (y).

Heraf er x = y, da ψnl er injektiv. Eftersom ψnk er surjektiv for ethvert k ∈ N, er ψn(⋃∞k=1B
n
k ) =⋃∞

k=1 B̂
n
k .
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Vi kan dermed udvide ψn til en surjektiv ∗-homomor� ψ̃n : Bn 7→ B̂n. Endvidere bliver ψ̃n
isometrisk, idet ψ̃n|Bn

k
er isometrisk for alle k ∈ N. Så Bn er isomorf med B̂n, når n er endelig.

Lad nu n = ∞. Antag at {si}∞i=1, {ŝi}∞i=1 er familier af isometrier på uendeligt dimensionale
Hilbertrum H hhv. Ĥ, der opfylder (5.2) og sæt

s′i = si ⊕ ŝi, i = 1, 2, . . .

Da er {s′i}∞i=1 en familie af isometrier på Hilbertrummet H ⊕ Ĥ, der opfylder, at (s′i)
∗s′j =

δij1H⊕Ĥ . Sæt A′ = ∗alg(s′1, s′2, . . . ), dvs.
A′ = span{s′µs′ν∗ : µ, ν ∈W∞

∞ } = span{sµs∗ν ⊕ ŝµŝ
∗
ν : µ, ν ∈W∞

∞ }.

Ethvert x ∈ A′ kan repræsenteres på formen,

x =
m∑
i=1

cisµis
∗
νi
⊕ ŝµi ŝ

∗
νi
, m ∈ N, ci ∈ C, µi, νi ∈W∞

∞ ,

så vi kan de�nere ϕ : A′ 7→ A ved

ϕ

(
m∑
i=1

cisµis
∗
νi
⊕ ŝµi ŝ

∗
νi

)
=

m∑
i=1

cisµis
∗
νi
.

Det følger, at ϕ er lineær, og hvis ∑m
i=1 cisµis

∗
νi
⊕ ŝµi ŝ

∗
νi

= 0, da er ∑m
i=1 cisµis

∗
νi

= 0, så ϕ er
velde�neret. Endvidere er ϕ(x∗) = ϕ(x)∗ for x ∈ A′. For i, j ∈ N gælder, at

ϕ((sµis
∗
νi
⊕ ŝµi ŝ

∗
νi

)(sµjs
∗
νj
⊕ ŝµj ŝ

∗
νj

)) = ϕ(sµis
∗
νi
sµjs

∗
νj
⊕ ŝµi ŝ

∗
νi
ŝµj ŝ

∗
νj

)

= sµis
∗
νi
sµjs

∗
νj

= ϕ(sµis
∗
νi
⊕ ŝµi ŝ

∗
νi

)ϕ(sµjs
∗
νj
⊕ ŝµj ŝ

∗
νj

).

Så ϕ er multiplikativ. Dermed er ϕ en surjektiv ∗-homomor�, som entydigt kan udvides til en
surjektiv ∗-homomor� ϕ̃ : A′ 7→ A.
De�ner B′∞ på tilsvarende måde som vi de�nerede B∞ og B̂∞. Dvs.

B′∞ = C∗

( ∞⋃
k=0

B′k
∞
)
,

hvor B′0∞ = C1
H⊕Ĥ . Lad ϕ0 : B′∞ 7→ B∞ være restriktionen af ϕ̃ til B′∞. Jvf. konstruktionen

af ϕ er ϕ0 surjektiv, og vi vil nu vise, at ϕ0 også er injektiv.
Sæt G′k = C∗(B′0

∞, B′1
∞, B′2

∞, . . . , B′k
∞) ⊆ B′∞. Da (G′k)

∞
k=0 er en voksende følge af del-C∗-

algebraer i B′∞, så B′∞ =
⋃∞
k=1G

′
k, er det tilstrækkeligt at vise, at ϕ0|G′k er isometrisk.

Til beviset får vi brug for følgende påstand, som først vises senere:
Påstand 1. Bk∞ er et lukket to-sidet essentielt ideal i Gk = C∗(B∞0 , B

∞
1 , . . . , B

∞
k ).

Antag nu til modstrid, at ϕ0|G′k ikke er injektiv, og lad I være kernen for ϕ0|G′k . Da er I et
lukket to-sidet ideal i G′k, og for 0 6= x ∈ I �ndes mindst ét y ∈ B′∞k så xy 6= 0, eftersom B′∞k
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er et essentielt ideal i G′k. Dvs. I ∩ B′k∞ 6= {0}. Men B′k∞ er simpel, da B′k∞ ∼= K, som er
simpel. Så da I ∩B′∞k er et lukket to-sidet ideal i B′k∞, fås at I ∩B′k∞ = B′k

∞.
Men for µ, ν ∈W∞

k er s′µs′ν∗ ∈ B′k∞ og
ϕ0(s′µs

′
ν
∗) = ϕ0(sµs∗ν ⊕ ŝµŝ

∗
ν) = sµs

∗
ν 6= 0.

Heraf fås en modstrid med B′k∞ ⊆ I.
Dvs. ϕ0|G′k er injektiv og dermed isometrisk, hvilket betyder, at ϕ0 : B′∞ 7→ B∞ er en
∗-isomor�. Tilsvarende �ndes en ∗-isomor� ϕ̂0 : B′∞ 7→ B̂∞. Dermed er Φ : B∞ 7→ B̂∞ givet
ved,

Φ = ϕ̂0 ◦ ϕ0
−1

en ∗-isomor�.
Vi mangler nu bare, at vise Påstand 1:

Bevis. Da Bk∞ er en del-C∗-algebra af Gk er Bk∞ lukket. Antag 0 ≤ m ≤ k. Lad x = sµsν
∗,

hvor µ, ν ∈ W∞
m og lad y = sγsδ

∗, hvor γ, δ ∈ W∞
k . Da �ndes γ′ ∈ W∞

m og γ′′ ∈ W∞
k−m, så

γ = γ′γ′′, og
xy = sµsν

∗sγ′sγ′′sδ
∗ = δνγ′sµsγ′′sδ

∗ ∈ Bk∞.

Dette medfører, at xy ∈ Bk∞ for alle x ∈ Gk og alle y ∈ B∞k . Tilsvarende fås, yx ∈ Bk∞, så
Bk

∞ er et lukket to-sidet ideal i Gk.
Vi skal herefter ved hjælp af Lemma 1-4 vise, at B∞k er et essentielt ideal.
Lemma 1. For ethvert k ∈ N er B∞k +Gk−1 = Gk.

Bevis. Det er oplagt, at B∞k +Gk−1 ⊆ Gk. Omvendt er Gk−1 en del-C∗-algebra af Gk og B∞ker et lukket to-sidet ideal i Gk, så B∞k +Gk−1 er en C∗-algebra. Lad ψ : Gk 7→ Gk/B
∞
k være

kvotientafbildningen. Da er ψ(B∞k + Gk−1) = ψ(Gk−1) = ψ(Gk). Så hvis x ∈ Gk, �ndes y ∈
B∞k +Gk−1, så ψ(x) = ψ(y). Dvs. ψ(x−y) = 0, hvilket betyder, at x−y ∈ B∞k ⊆ B∞k +Gk−1.
Heraf følger, at x ∈ B∞k +Gk−1.
Lemma 2. For alle k ∈ N �ndes en split-eksakt følge,

0 // B∞k
ι // Gk

π // Gk−1
λ

oo // 0 (5.4)

Bevis. Lad ι : B∞k 7→ Gk være inklusionsafbildningen, og lad ψ : Gk 7→ Gk/B
∞
k være kvo-

tientafbildningen. Sæt ψ0 = ψ|Gk−1
: Gk−1 7→ Gk/B

∞
k . Af Lemma 1 fås, at ψ0 er surjektiv, og

Gk−1 ∩B∞k = {0} giver, at ψ0 er injektiv. Dvs. ψ0 er en ∗-isomor�.
Sæt π = ψ−1

0 ◦ ψ og lad λ : Gk−1 7→ Gk være inklusionsafbildningen. Da er
ker(π) = B∞k = Im(ι) og for x ∈ Gk−1 er (π ◦ λ)(x) = π(x) = x.
Lemma 3. Lad k ∈ N og lad x ∈ Gk. Antag xsi = 0 for alle i ∈ N. Da er x = 0.
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Bevis. For k = 0 er påstanden oplagt. Antag, at påstanden gælder for n = k − 1, og lad
x ∈ Gk. Da er 0 = π(xsis∗i ) = π(x)sis∗i , så

π(x)si = π(x)sis∗i si = 0.

Induktionsantagelsen giver, at π(x) = 0, så x ∈ B∞k .
Lad (µi)∞i=1 være familien af alle multiindices iW∞

k . Da er (∑n
i=1 sµis

∗
µi

)∞
n=1

en approksimativ
enhed for B∞k .
Antag x 6= 0. Så �ndes µ ∈ W∞

k , så xsµs∗µ 6= 0. Skriv µ = (i1, i2, . . . , ik), hvor ij ∈ N for
j = 1, . . . , k. Da er

0 6= xsµs
∗
µ = xsi1(si2 . . . sik)s∗µ,

hvilket strider mod, at xsi = 0 for alle i ∈ N.
Lemma 4. Lad k, l ∈ N og lad x ∈ Gk. Antag at xsµ = 0 for alle µ ∈W∞

l . Da er x = 0.

Bevis. Hvis l = 1 gælder påstanden jvf. Lemma 3. Antag l ≥ 2 og at påstanden gælder for alle
l− 1 og antag nu, at xsµ = 0 for alle µ ∈W∞

l . Lad i ∈ N, og sæt y = (xsi)∗(xsi) ∈ Gk+1. Da
er ysν = 0 for alle ν ∈ W∞

l−1, idet iν ∈ W∞
l og xsisν = 0 pr. antagelse. Induktionsantagelsen

giver hermed, at y = 0. Dvs. xsi = 0 for alle i ∈ N. Af Lemma 3 følger nu, at x = 0.

Vi ser nu, at B∞k er et essentielt ideal i Gk. For antag x ∈ Gk og xy = 0 for alle y ∈ B∞k . Da
er xsµs∗µ = 0 for alle µ ∈W∞

k og dermed er
xsµ = xsµs

∗
µsµ = 0.

Derfor er x = 0 jvf. Lemma 4.

(ii). Da A = span{sµs∗ν : µ, ν ∈Wn
∞}, kan ethvert x ∈ A skrives på formen

x =
m∑
i=1

cisµis
∗
νi
, m ∈ N, ci ∈ C, µi, νi ∈Wn

∞.

Lad ϕ : A 7→ Â være givet ved
ϕ(x) =

m∑
i=1

ciŝµi ŝ
∗
νi
.

Af konstruktionen ses, at ϕ er en ∗-homomor�, hvis ϕ er velde�neret. Hvis x = 0 er
x∗x = xx∗ = 0, og dermed er F ′0(x∗x) = F ′0(xx

∗) = 0. For a ∈ Â de�neres F̂0(a) mht. v̂ = ŝ1

på samme måde som vi de�nerede F0(x). Med F̂ ′0 betegner vi den entydige udvidelse af F̂0 til
en lineær positiv kontraktion fra Â ind i B̂n.
Jvf. De�nition 5.1.6 er F ′0(x) ∈ span (

⋃∞
k=1{sµs∗ν : µ, ν ∈Wn

k }) ⊆ Bn, så konstruktionen af
ϕ giver dermed, at ϕ(F ′0(x)) = F̂ ′0(ϕ(x)). Af (i) fås, at ϕ(F ′0(x

∗x)) = 0 = ϕ(F ′0(xx
∗)), så

F̂ ′0(ϕ(x)∗ϕ(x)) = F̂ ′0(ϕ(x∗x)) = ϕ(F ′0(x
∗x)) = 0, og tilsvarende er F̂ ′0(ϕ(x)ϕ(x)∗) = 0.

Proposition 5.1.12 giver hermed, at ϕ(x) = 0, så ϕ er velde�neret. Et lignende argument giver,
at ϕ(x) = 0 medfører, at x = 0. Så ϕ er injektiv. Eftersom ϕ også er surjektiv, er A ∼= Â.
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5.1.3 C∗-algebraen L

Inden vi kan bevise, at A er isomorf med Â, skal vi først vise, at A er isomorf med L, der
er fuldstændiggørelsen af A mht. ‖ · ‖0, som er en C∗-norm på A, der de�neres nedenfor. Til
beviset for vi brug for de�nitionen og egenskaber for integraler af kontinuerte funktioner med
værdier i en vilkårlig C∗-algebra. De resultater vi får brug for er gennemgået i Appendix A.2.

Vi udstyrer nu A med den største C∗-norm,
‖x‖0 = sup{‖ρ(x)‖ : ρ er en ∗-repræsentation af A på et separabelt Hilbertrum}.

Vi skal vise, at ‖·‖0 er en C∗-norm. Da si er en isometri, gælder for en vilkårlig repræsentation
ρ, at ‖ρ(si)‖2 = ‖ρ(si)∗ρ(si)‖ = ‖ρ(s∗i si)‖ = 1, så ‖ρ(si)‖ = 1 for i = 1, . . . , n. Dvs. for ethvert
ord m i {si}ni=1 ∪ {s∗i }ni=1 er ‖ρ(m)‖ ≤ 1.
For ethvert x ∈ A �ndes et N ∈ N, så x =

∑N
i=1 aimi for ai ∈ C og mi ∈ {si}ni=1 ∪ {s∗i }ni=1.

Heraf er ‖ρ(x)‖ ≤ ∑N
i=1 ‖aiρ(mi)‖ ≤

∑N
i=1 |ai| < ∞ for enhver repræsentation ρ. Altså er

‖x‖0 ≤
∑N

n=1 |ai| <∞.
For a ∈ C og x ∈ A er

‖ax‖0 = sup{‖ρ(ax)‖ : ρ er en ∗-repræsentation af A på et separabelt Hilbertrum}
= sup{|a|‖ρ(x)‖ : ρ er en ∗-repræsentation af A på et separabelt Hilbertrum}
= |a| sup{‖ρ(x)‖ : ρ er en ∗-repræsentation af A på et separabelt Hilbertrum}
= |a|‖x‖0.

Trekantsuligheden er også opfyldt, thi for x, y ∈ A og for enhver repræsentation ρ er,
‖ρ(x+ y)‖ = ‖ρ(x) + ρ(y)‖ ≤ ‖ρ(x)‖+ ‖ρ(y)‖ ≤ ‖x‖0 + ‖y‖0.

Dvs. ‖x+ y‖0 ≤ ‖x‖0 + ‖y‖0. Tilsvarende ses, at ‖xy‖0 ≤ ‖x‖0‖y‖0.
Vi skal også vise, at ‖x∗x‖0 = ‖x‖2

0 for alle x ∈ A. For enhver repræsentation ρ og alle x ∈ A
er

‖x∗x‖0 ≥ ‖ρ(x∗x)‖ = ‖ρ(x)∗ρ(x)‖ = ‖ρ(x)‖2,

så ‖x∗x‖0 ≥ ‖x‖2
0 og

‖ρ(x∗x)‖ = ‖ρ(x)∗ρ(x)‖ ≤ ‖ρ(x)∗‖‖ρ(x)‖ = ‖ρ(x)‖2,

så ‖x∗x‖0 ≤ ‖x‖2
0.

Da ‖ρ(x)‖ ≥ 0 for alle repræsentationer ρ og alle x ∈ A, er ‖x‖0 ≥ 0 for alle x ∈ A. Hvis
‖x‖0 = 0, da er ‖x‖ ≤ ‖x‖0 = 0, hvilket betyder, at x = 0. Omvendt, hvis x = 0 er ρ(x) = 0
for enhver repræsentation ρ, så ‖x‖0 = 0.
Hermed er vist, at ‖ · ‖0 er en C∗-norm på A.
Lemma 5.1.14. Lad L være fuldstændiggørelsen af A mht. ‖ · ‖0. Den positive lineære kon-
traktion F0 : A 7→ Bn kan udvides til en positiv lineær kontraktion F̃0 : L 7→ Bn.
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Bevis. Jvf. Proposition 5.1.7, fås at ‖F0(x)‖ ≤ ‖x‖ ≤ ‖x‖0 for x ∈ A. Så F0 er også normafta-
gende mht. ‖·‖0, og kan dermed udvides ved uniform kontinuitet til en lineær, normaftagende,
afbildning F̃0 : L 7→ Bn. At afbildningen er positiv fås på tilsvarende måde som i beviset for
Lemma 5.1.11.
Lad t ∈ T = {z ∈ C : |z| = 1}, og sæt ŝi = tsi for i = 1, . . . , n. For alle i gælder, at

ŝ∗i ŝi = ts∗i tsi = |t|2s∗i si = 1.

Så ŝ1, . . . , ŝn er en følge af isometrier i A, der opfylder, at
n∑
i=1

ŝiŝ
∗
i =

n∑
i=1

tsits
∗
i = |t|2

n∑
i=1

sis
∗
i = 1

for n <∞, og at ŝ∗i ŝj = δij1, hvis n = ∞.
Af Proposition 5.1.13 kan afbildningen si 7→ tsi for ethvert t ∈ T udvides til en ∗-homomor�
λt : A 7→ A. Hvis ρ er en vilkårlig ∗-repræsentation af A på et separabelt Hilbertrum, så er
ρ ◦ λt det også. Dvs.

‖ρ(λt(x))‖ ≤ ‖x‖0, for allex ∈ A.
Dette medfører, at ‖λt(x)‖0 ≤ ‖x‖0 for alle x ∈ A. Heraf kan λt udvides ved uniform konti-
nuitet til en ∗-homomor� λ̃t : L 7→ L. For i = 1, . . . , n er

λtλt(si) = λt(tsi) = tλt(si) = ttsi = si = λtλt(si).

Da A = ∗alg(s1, . . . , sn), og λt er en ∗-homomor�, fås heraf at λtλt = λtλt = idA. Et græn-
seværdiargument giver nu, at λ̃tλ̃t = λ̃tλ̃t = idL, hvilket betyder, at λ̃t er en automor�.
Proposition 5.1.15. 9 For x ∈ L gælder, at

F̃0(x) =
∫

T
λ̃t(x)dt,

hvor dt er Haarmålet på T. Specielt er F̃0 : L 7→ Bn tro, dvs. x = 0, hvis x ≥ 0 og F̃0(x) = 0.

Bevis. Vi skal for x ∈ L først vise, at afbildningen t 7→ λ̃t(x), (T 7→ L) er kontinuert. For
µ, ν ∈Wn

∞ sæt y = sµs
∗
ν , og sæt r = l(µ)− l(ν). Da λ̃t : L 7→ L er multiplikativ, er
λ̃t(y) = λt(y) = tl(µ)sµ(t)l(ν)s∗ν = tl(µ)(t)l(ν)y.

Hvis l(µ) ≥ l(ν) er λ̃t(y) = try, og hvis l(µ) < l(ν) er λ̃t(y) = (t)−ry = try.
Da A = span{sµs∗ν : µ, ν ∈ Wn

∞} er λ̃t(x) et polynomium i t for x ∈ A, og dermed er
t 7→ λ̃t(x) kontinuert for x ∈ A. Lad nu x ∈ L og lad ε > 0 være givet. Da �ndes et
x′ ∈ A, så ‖x − x′‖0 < ε, og da t 7→ λ̃t(x′) er kontinuert �ndes δ > 0 for alle s ∈ T, så∥∥∥λ̃t(x′)− λ̃s(x′)

∥∥∥
0
< ε for |t− s| < δ. Heraf fås, at∥∥∥λ̃t(x)− λ̃s(x)
∥∥∥

0
≤
∥∥∥λ̃t(x)− λ̃t(x′)

∥∥∥
0
+
∥∥∥λ̃t(x′)− λ̃s(x′)

∥∥∥
0
+
∥∥∥λ̃s(x′)− λ̃s(x)

∥∥∥
0

≤ 2
∥∥x− x′

∥∥
0
+
∥∥∥λ̃t(x′)− λ̃s(x′)

∥∥∥
0

< 3ε

9[Hes95, Proposition 2.2.14]
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for |t− s| < δ.
Dvs. t 7→ λ̃t(x) er kontinuert for alle x ∈ L.
Betragt igen y = sµs

∗
ν . Hvis r = l(µ)− l(ν) 6= 0 �ndes s ∈ T, så sr = −1. Da er∫

T
trdt =

∫
T
(st)rdt =

∫
T
−trdt = −

∫
T
trdt,

hvilket medfører, at ∫T t
rdt = 0.

Der �ndes et entydigt z ∈ L, så der for alle ϕ ∈ L∗ gælder, at ϕ(z) =
∫

T ϕ(λ̃t(y))dt. Endvidere
er ∫

T
ϕ(λ̃t(y))dt =

∫
T
ϕ(try)dt = ϕ(y)

∫
T
trdt =

{
0 for r 6= 0
ϕ(y) for r = 0.

Men da F̃0(y) =
{

0 for r 6= 0
y for r = 0

, er ϕ
(
F̃0(y)

)
=
∫

T ϕ(λ̃t(y))dt, hvilket betyder, at
F̃0(y) =

∫
T λ̃t(y)dt.

Dvs. ∫T λ̃t(x)dt = F̃0(x) for alle x ∈ A = span{sµs∗ν : µ, ν ∈ Wn
∞}, idet x 7→

∫
T λ̃t(x)dt og F̃0

er lineære afbildninger.
Der gælder, at∥∥∥∥∫

T
λ̃t(x)dt

∥∥∥∥
0

≤
∫

T
‖λ̃t(x)‖0dt ≤

∫
T
‖x‖0dt = ‖x‖0

∫
T
dt = ‖x‖0

for alle x ∈ L. Så da afbildningen x 7→ ∫
T λ̃t(x)dt også er normformindskende, er den konti-

nuert. Et grænseværdiargument giver derfor, ∫T λ̃t(x)dt = F̃0(x) for alle x ∈ L.
Antag nu, at x ∈ L er positiv. For at vise, at F̃0(x) = 0 medfører, at x = 0 vil vi vise det
kontrapositive, dvs. x 6= 0 medfører at F̃0(x) 6= 0. Hvis x er positiv og x 6= 0 er λ̃t(x) positiv
og λ̃t(x) 6= 0 for alle t ∈ T, idet λ̃t er en automor�. Der �ndes altså en tilstand ϕ på L, der
opfylder, at ϕ

(
λ̃t(x)

)
> 0 for alle t ∈ T. Det følger, at

ϕ
(
F̃0(x)

)
= ϕ

(∫
T
λ̃t(x)dt

)
=
∫

T
ϕ
(
λ̃t(x)

)
dt > 0.

Så da ϕ
(
F̃0(x)

)
6= 0 for en tilstand ϕ på L, er F̃0(x) 6= 0.

Proposition 5.1.16. 10 L er kanonisk isomorf med A.

Bevis. Da identitetsafbildningen idA : A 7→ A er en surjektiv, lineær afbildning, og da
‖idA(x)‖ = ‖x‖ ≤ ‖x‖0 kan idA udvides til en surjektiv lineær, normaftagende afbildning
π : L 7→ A, idet A er en tæt delmængde i hhv. L og A. Vi mangler at vise, at π er injektiv.
Så lad x være et positivt element i L og antag π(x) = 0. Da er F ′0(π(x)) = 0, hvilket medfører,

10[Cun77, Proposition 1.11]
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at F̃0(x) = 0. Thi, �nd (xn)n∈N ⊆ A, så limn→∞ ‖x− xn‖0 = 0. Dvs.
F̃0(x) = F̃0

(
lim
n→∞

xn

)
= lim

n→∞
F̃0(xn)

= lim
n→∞

F0(π(xn))

= lim
n→∞

F ′0(π(xn))

= F ′0

(
π
(

lim
n→∞

xn

))
= F ′0(π(x))
= 0.

Proposition 5.1.15 giver således, at x = 0. Da π er kontinuert er π endvidere en ∗-homomor�,
da idA er det. Så hvis π(x) = 0 for et vilkårligt element x ∈ L, er π(x∗x) = π(x)∗π(x) = 0.
Det lige viste giver således, at x∗x = 0, og dermed er x = 0.
Sætning 5.1.17. 11 Hvis {ŝi}ni=1 er en anden familie af isometrier, der opfylder at∑n

i=1 ŝiŝ
∗
i = 1 (eller ŝ∗i ŝj = δij1, hvis n = ∞), da er Â kanonisk isomorf med A.

(Dvs. afbildningen si 7→ ŝi udvides til en isomor� fra C∗(s1, . . . , sn) på C∗(ŝ1, . . . , ŝn).)

Bevis. Proposition 5.1.13 og Proposition 5.1.16 giver eksistensen af ∗-isomor�er π : L 7→ A,
og π̂ : L 7→ Â. Så π̂ ◦ π−1 : A 7→ Â er en ∗-isomor�.
Sætning 5.1.17 retfærdiggør hermed de�nitionen afOn = C∗(s1, . . . , sn), eftersom C∗(s1, . . . , sn)
er uafhængig af valget af isometrier, der opfylder at ∑n

i=1 sis
∗
i = 1, hvis n er endelig og

s∗i sj = δij1, hvis n = ∞.

5.2 Egenskaber for On

I dette afsnit skal vi vise, at On, er en purely in�nite og simpel C∗-algebra for alle n ≥ 2.
Som det første skal vi vise en stærk egenskab for On, når n er endelig, der medfører at On
er simpel. Resultater, der omhandler purely in�nite C∗-algebraer er gennemgået i Appendix
A.3.
Sætning 5.2.1. 12 Lad n være endelig og lad x 6= 0 være et vilkårligt element i On. Da �ndes
elementer a, b ∈ On, så axb = 1.

Bevis. Da x∗x 6= 0 giver Proposition 5.1.15, at F̃0(x∗x) 6= 0. Antag uden tab af generalitet,
at
∥∥∥F̃0(x∗x)

∥∥∥ = 1. Som før kan vi da A er tæt i On �nde et positivt element y ∈ A, så der for
ethvert 0 < ε < 1

4 gælder, at ‖x∗x− y‖ < ε. Dvs.∥∥∥F̃0(x∗x)− F̃0(y)
∥∥∥ =

∥∥∥F̃0(x∗x− y)
∥∥∥ ≤ ‖x∗x− y‖ < ε,

11[Cun77, Theorem 1.12]
12[Cun77, Theorem 1.13]
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så
∥∥∥F̃0(x∗x)

∥∥∥+ ε ≥
∥∥∥F̃0(y)

∥∥∥ ≥ ∥∥∥F̃0(x∗x)
∥∥∥− ε. Heraf fås,

1 + ε ≥
∥∥∥F̃0(y)

∥∥∥ ≥ 1− ε.

Som i beviset for Proposition 5.1.7 �ndes r ∈ N og en projektion q ∈ Bn
r , så∥∥∥F̃0(y)

∥∥∥ =
∥∥∥qF̃0(y)q

∥∥∥ og qyq = qF̃0(y)q. Da F̃0(y) ∈ Bn
k′ for et k′ ∈ N og q ∈ Bn

r , �ndes et
k ∈ N, så qF̃0(y)q ∈ Bn

k , idet Bn
1 ⊆ Bn

2 ⊆ Bn
3 ⊆ . . . .

Eftersom Bn
k
∼= Mnk(C) og qyq er positiv, �ndes én-dimensionale orthogonale projektioner

r1, . . . , rnk ∈ Bn
k og λ1, . . . , λnk ∈ R+ ∪ {0}, så

qyq =
nk∑
i=1

λiri.

Lad 1 ≤ i0 ≤ nk være givet, så λi0 = max1≤i≤nk{λi}. Der gælder, at λi0 = ‖qyq‖, da
σ(qyq) = {λi}ni=1, og spektralradius af qyq er lig med normen af qyq. Så 1− ε ≤ λi0 ≤ 1 + ε.
Da sk1s∗1k er en én-dimensional projektion i Bn

k er sk1s∗1k ∼ ri0 . Så der �ndes en partiel isometri
u ∈ Bn

k , så u∗u = ri0 og uu∗ = sk1s
∗
1
k. Sæt a′ = s∗1

kuq. Dvs.
a′ya′∗ = s∗1

kuqyqu∗sk1

= s∗1
ku

nk∑
i=1

λiriu
∗sk1

= s∗1
kuri0

nk∑
i=1

λiriu
∗sk1

= s∗1
kλi0uri0u

∗sk1

= λi0s
∗
1
kuu∗uu∗sk1

= λi0s
∗
1
ksk1s

∗
1
ksk1

= λi01.

Heraf fås, at
‖a′x∗xa′∗ − 1‖ ≤ ‖a′x∗xa′∗ − a′ya′∗‖+ ‖a′ya′∗ − 1‖

≤ ‖a′‖2‖x∗x− y‖+ ‖a′ya′∗ − 1‖
≤ ε+ |1− λi0 |
< 2ε.

Så 1 /∈ σ(a′x∗xa′∗ − 1), hvilket betyder, at 0 /∈ σ(a′x∗xa′∗). Altså �ndes et b′ ∈ On, så
a′x∗xa′∗b′ = 1. Sæt nu a = a′x∗ og b = a′∗b′ og det ønskede er vist.
Korollar 5.2.2. For 2 ≤ n <∞ er On en simpel C∗-algebra.

Bevis. Antag I 6= {0} er et lukket to-sidet ideal i On. Lad x 6= 0 være et element i I. Jvf.
Sætning 5.2.1, �ndes a, b ∈ On, så axb = 1. Hermed vil 1 ∈ I, så I = On.
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Sætning 5.2.3. For 2 ≤ n <∞ er On en purely in�nite C∗-algebra.

Bevis. Lad x ∈ On \ {0}. Da giver Sætning 5.2.1 eksistensen af a, b ∈ On, så axb = 1. Hvis
y ∈ On fås, at y = (ya)xb. Så Sætning A.3.3 giver, at On er purely in�nite.

Der gælder analoge resultater for O∞, som vi skal vise, i det følgende. Men først får vi brug
for en indledende proposition.
Proposition 5.2.4. 13 Lad n < ∞ og lad v1, . . . , vn være isometrier på et uendeligt dimen-
sionalt Hilbertrum H, så

∑n
i=1 viv

∗
i ≤ 1. Da genererer projektionen p = 1−

∑n
i=1 viv

∗
i et lukket

to-sidet ideal I i C∗(v1, . . . , vn), som er isomorf med K.
Kvotienten C∗(v1, . . . , vn)/I er isomorf med On.

Bevis. Lad µ ∈Wn
∞ være givet, og de�ner vµ på samme måde, som vi tidligere de�nerede sµ.

Sæt
J = span{vµpv∗ν : µ, ν ∈Wn

∞}.

Da er I = J klart et afsluttet to-sidet ideal i C∗(v1, . . . , vn), og endvidere er I indeholdt i
ethvert afsluttet to-sidet ideal M i C∗(v1, . . . , vn), der indeholder p. Thi, vµpv∗ν ∈ M for alle
µ, ν ∈Wn

∞ og dermed er J ⊆M . Så da M er afsluttet er I ⊆M .
Betragt nu produktet x = (vµpv∗ν)(vαpv

∗
β) for µ, ν, α, β ∈ Wn

∞. Jvf. Lemma 5.1.3 �ndes enty-
digt bestemte γ, δ ∈ Wn

∞, så v∗νvα = vγv
∗
δ . Da pvi = 0 for i = 1, . . . , n er pvγv∗δp 6= 0, hvis og

kun hvis vγv∗δ = 1, hvilket gælder hvis og kun hvis ν = α. Dermed er
(vµpv∗ν)(vαpv

∗
β) = δναvµpv

∗
β og (vµpv∗ν)

∗ = vνpv
∗
µ.

Mængden {vµpv∗ν : µ, ν ∈ Wn
∞} er hermed et selv-adjungeret system af matrixenheder, der

genererer J .
Lad {Eµν}µ,ν∈Wn

∞ være et selv-adjungeret system af matrixenheder, der frembringer K, og
de�ner en afbildning vµpv∗ν 7→ Eµν .
Ethvert x ∈ J kan entydigt skrives på formen

x =
m∑
i=1

civµipv
∗
νi

ci ∈ C, µi, νi ∈Wn
∞, (5.5)

idet {vµpv∗ν}{µ,ν∈Wn
∞} er lineært uafhængige. Så vi kan de�nere en afbildning α : J 7→

span{Eµν : µ, ν ∈Wn
∞} ved

α

(
m∑
i=1

civµipv
∗
νi

)
=

m∑
i=1

ciEµiνi .

Pga. entydigheden i (5.5) fås, at α er velde�neret, og da {Eµ,ν}{µ,ν∈Wn
∞} er lineært uafhængige,fås også at α er injektiv og dermed isometrisk. Endvidere er α en ∗-homomor�, så α kan ved

uniform kontinuitet udvides til en isometrisk ∗-homomor� α̃ : I 7→ K.
Da α̃(I) = α(J) = span{Eµν : µ, ν ∈Wn

∞} = K, fås, at I ∼= K.
13[Cun77, Proposition 3.1]
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Vi mangler nu at vise, at C∗(v1 . . . , vn)/I ∼= On. Lad π : C∗(v1, . . . , vn) 7→ C∗(v1, . . . , vn)/I
være kvotientafbildningen. Da er π en surjektiv ∗-homomor�, så

C∗(v1, . . . , vn)/I = π(C∗(v1, . . . , vn)) = C∗(π(v1), . . . , π(vn)).

Familien π(v1), . . . , π(vn) er også en familie af isometrier, og da π(p) = 0 fås,

0 = π(1)−
n∑
i=1

π(viv∗i ) = 1−
n∑
i=1

π(vi)π(vi)∗.

Så ∑n
i=1 π(vi)π(vi)∗ = 1. Heraf følger af Sætning 5.1.17, at C∗(v1, . . . , vn)/I ∼= On.

Bemærk, med de samme antagelser som i Proposition 5.2.4, at for givet i ∈ {1, . . . , n} og
µ, ν ∈ Wn

∞, �ndes et k ∈ N, så v∗i
kvµpv

∗
νv
k
i = 0. Thi, der �ndes entydige γ, δ ∈ Wn

∞, så
v∗νv

k
i = vγv

∗
δ . Som før er pv∗νvki 6= 0, hvis og kun hvis vν = vki .

Så da I = span{vµpv∗ν : µ, ν ∈Wn
∞} fås altså, v∗i kavki → 0 for k →∞ for alle a ∈ I.

Vi kan nu vise en version af Sætning 5.2.1 for O∞, hvilket også medfører, at O∞ er simpel.
Sætning 5.2.5. 14 Lad x 6= 0 være et vilkårligt element i O∞. Da �ndes a, b ∈ O∞, så
axb = 1.

Bevis. Antag x er et positivt element i O∞ og
∥∥∥F̃0(x)

∥∥∥ = 1. For ethvert 0 < ε < 1
4 �ndes et

positivt element y ∈ A = ∗alg(s1, s2, . . . ), så ‖x − y‖ < ε. Antag uden tab af generalitet at∥∥∥F̃0(y)
∥∥∥ = 1.

Da y er en endelig linearkombination af ord i {si}∞i=1 ∪ {s∗i }∞i=1 �ndes en endelig delmængde
I ⊆ N, så y er en linearkombination af ord i {si}i∈I ∪ {s∗i }i∈I.
Antag at O∞ er repræsenteret på et Hilbertrummet H og �nd som før en isometri ŝ på H, så
ŝŝ∗ = 1−

∑
i∈I sis

∗
i . Vælg nu et i0 ∈ N, så i0 /∈ I, og sæt

A1 = C∗({si}i∈I, ŝ) og A2 = C∗({si}i∈I, si0).

Ifølge Proposition 5.2.4 genererer projektionen p = 1 −
∑

i∈I sis
∗
i − si0s

∗
i0
et ikke-trivielt to-

sidet ideal I i A2. Af Proposition 5.2.4 følger også, at A2/I ∼= On, hvor n = |I| + 1. Men da∑
i∈I sis

∗
i + ŝŝ∗ = 1 følger af Sætning 5.1.17, at A2/I ∼= A1.

Lad ρ : A2 7→ A2/I være kvotientafbildningen. Dvs. {ρ(si)}i∈I ∪ ρ(si0) er en mængde af
isometrier i A2/I, der opfylder, ∑i∈I ρ(si)ρ(si)

∗ + ρ(si0)ρ(si0)
∗ = 1.

Vi kan vælge I, så 1 ∈ I, og de�ner F̂0 i A1 mht. s1 og F ′0 i A2/I mht. ρ(s1), som vi de�nerede
F̃0 i On. Dermed er F̂0(y) = F̃0(y), da y kun er givet ved et udtryk i si, s∗i for i ∈ I. Så
‖F ′0(ρ(y))‖ =

∥∥∥F̂0(y)
∥∥∥ =

∥∥∥F̃0(y)
∥∥∥ = 1.

Dette medfører, at ‖ρ(y)‖ ≥ 1, og ρ(y) er altså et positivt element i (A2/I) \ {0}. Så da
A2/I ∼= On, der er en unital, purely in�nite C∗-algebra, �ndes jvf. Proposition A.3.4
a, b ∈ A2/I, så 1 = aρ(y)b med ‖a‖ = ‖b‖ ≤

(
‖1‖
‖ρ(y)‖

) 1
2 + ε ≤ 1 + ε. Da ρ er surjektiv �ndes

elementer ã, b̃ ∈ A2, så ρ(ã) = a, ρ(̃b) = b og ‖ã‖ = ‖a‖, ‖b̃‖ = ‖b‖.
14[Cun77, Theorem 3.4]
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Elementet ãyb̃ ∈ A2, og ρ(ãyb̃) = ρ(ã)ρ(y)ρ(̃b) = aρ(y)b = 1, så ãyb̃−1 ∈ I. Af bemærkningen
efter Proposition 5.2.4 fås hermed, s∗i k(ãyb̃)ski → 1 for k →∞ for alle i ∈ I. Der gælder, at

‖s∗i
k(ãxb̃)ski − s∗i

k(ãyb̃)ski ‖ ≤ ‖ã‖‖x− y‖‖b̃‖ ≤ (1 + ε)2ε < 1.

Som i Sætning 5.2.1 viser det, at s∗i k(ãxb̃)ski er invertibel for et tilstrækkeligt stort k. Samme
argument som i beviset for Sætning 5.2.1 giver nu det ønskede for x ≥ 0. For et vikårligt
0 6= x ∈ O∞ er x∗x 6= 0 positiv. Så der �ndes altså a′, b′ ∈ O∞, så a′x∗xb′ = 1. Sæt nu
a = a′x∗ og b = b′ og det ønskede er vist.

Af Sætning 5.2.5 fås følgende korollar, som bevises på tilsvarende måde som i tilfældet med
n <∞.
Korollar 5.2.6. C∗-algebraen O∞ er simpel og purely in�nite.

5.3 C∗-algebraen O2

Vi skal i dette afsnit vise, at O2 er stærkt selv-absorberende. Første skridt på vejen er at vise,
at to vilkårlige ∗-homomor�er ϕ,ψ : O2 7→ A, er approksimativt unitært ækvivalente når A er
en unital, simpel og purely in�nite C∗-algebra. Til beviset får vi brug for følgende lemma.
Lemma 5.3.1. 15 Lad A være en unital C∗-algebra.

(i) Lad u være et unitært element i A og lad s være en isometri i A. Da er sus∗+ (1− ss∗)
unitær og [u]1 = [sus∗ + (1− ss∗)]1.

(ii) Lad u1, . . . , un være unitære elementer i A og lad s1, . . . , sn være isometrier i A, så
rangeprojektionerne s1s

∗
1, . . . , sns

∗
n er parvis orthogonale. Da er

u = s1u1s
∗
1 + s2u2s

∗
2 + · · ·+ snuns

∗
n + (1− s1s

∗
1 − · · · − sns

∗
n)

unitær, og [u]1 = [u1]1 + [u2]1 + · · ·+ [un]1.

Bevis. (i). Det gælder, at
(sus∗ + (1− ss∗))(sus∗ + (1− ss∗))∗

= (sus∗ + (1− ss∗))(su∗s∗ + (1− ss∗))
= sus∗su∗s∗ + sus∗ − sus∗ss∗ + su∗s∗ − ss∗su∗s∗ + 1− ss∗ − ss∗ + ss∗ss∗

= ss∗ + sus∗ − sus∗ + su∗s∗ − su∗s∗ + 1− ss∗ − ss∗ + ss∗

= 1,

og tilsvarende er (sus∗ + (1− ss∗))∗(sus∗ + (1− ss∗)) = 1. Sæt nu

v =
(
s 1− ss∗

0 s∗

)
.

15[MRL, Exercise 8.9]
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Da er v unitær i M2(A) og

vdiag(u, 1)v∗ =
(
sus∗ + (1− ss∗) 0

0 1

)
.

Dvs.
[u]1 = [diag(u, 1)]1 = [vdiag(u, 1)v∗]1 = [diag(su∗s+ (1− ss∗), 1)]1 = [sus∗ + (1− ss∗)]1.

(ii). Det gælder, at

u∗u =

(
n∑
i=1

(siu∗i s
∗
i − sis

∗
i ) + 1

) n∑
j=1

(sjujs∗j − sjs
∗
j ) + 1


=

n∑
i=1

sis
∗
i −

n∑
i=1

siu
∗
i s
∗
i +

n∑
i=1

siu
∗
i s
∗
i −

n∑
i=1

siuis
∗
i +

n∑
i=1

sis
∗
i −

n∑
i=1

sis
∗
i +

n∑
j=1

sjujs
∗
j

−
n∑
j=1

sjs
∗
j + 1

= 1.

Tilsvarende er uu∗ = 1, så u er unitær. Ved at benytte, at s∗i sj = δij1 fås,

u =
n∏
i=1

(siuis∗i + (1− sis
∗
i )),

så
[u]1 =

n∑
i=1

[siuis∗i + (1− sis
∗
i )]1 = [u1]1 + [u2]1 + · · ·+ [un]1

jvf. (i).
Lad A være en unital C∗-algebra, og lad 2 ≤ n < ∞. Af den universelle egenskab af Cuntz-
algebraen On, og da On er simpel �ndes en unital ∗-homomor� ϕ : On 7→ A, hvis og kun hvis
A indeholder isometrier t1, . . . , tn, der opfylder, at ∑n

i=1 tit
∗
i = 1A.

For lad (si)ni=1 være de kanoniske frembringere for On. Hvis A indeholder n isometrier, der
opfylder, ∑n

i=1 tit
∗
i = 1A, følger af den universelle egenskab (Sætning 5.1.17), at afbildningen

si 7→ ti udvides til en ∗-isomor� ϕ : On 7→ C∗(t1, . . . , tn) ⊆ A. Omvendt, hvis der �ndes en
unital ∗-homomor� ϕ : On 7→ A, er ϕ injektiv, da On er simpel, og

1A = ϕ

(
n∑
i=1

sis
∗
i

)
=

n∑
i=1

ϕ(si)ϕ(si)∗.

Idet vi sætter ti = ϕ(si) ses, at A indeholder n isometrier t1, . . . , tn, så ∑n
i=1 tit

∗
i = 1A.

Antag at A indeholder sådanne isometrier t1, . . . , tn og at ϕ(si) = ti. For enhver unitær u ∈ A
gælder,

n∑
i=1

(uti)(uti)∗ =
n∑
i=1

utit
∗
iu
∗ = u

n∑
i=1

tit
∗
iu = uu∗ = 1A.
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Heraf �ndes en unital ∗-homomor� ψ : On 7→ A med ψ(si) = uti, hvilket betyder at
u =

∑n
i=1 ψ(si)ϕ(si)∗.

Omvendt, hvis ϕ,ψ : On 7→ A er to unitale ∗-homomor�er, da er

u =
n∑
i=1

ψ(si)ϕ(si)∗

unitær. Thi,

uu∗ =
n∑
i=1

ψ(si)ϕ(si)∗
n∑
j=1

ϕ(sj)ψ(sj)∗

=
n∑
i=1

n∑
j=1

ψ(si)ϕ(s∗i sj)ψ(s∗i ) =
n∑
i=1

ψ(sis∗i )

= ψ

(
n∑
i=1

sis
∗
i

)
= 1.

Ligeledes er uu∗ = 1. Endvidere fås,

uϕ(si) =
n∑
j=1

ψ(sj)ϕ(sj)∗ϕ(si) = ψ(si)ϕ(s∗i si) = ψ(si)

for alle i = 1, . . . , n.
Med t1, . . . , tn ∈ A givet som ovenfor de�neres som tidligere µ : A 7→ A og λ : On 7→ On ved
hhv.

µ(x) =
n∑
i=1

tixt
∗
i , x ∈ A og λ(x) =

n∑
i=1

sixs
∗
i , x ∈ On.

Som tidligere vist, er µ, λ unitale, injektive ∗-homomor�er. Bemærk, at

(ϕ ◦ λ)(x) =
n∑
i=1

ϕ(si)ϕ(x)ϕ(si)∗ =
n∑
i=1

tiϕ(x)t∗i = (µ ◦ ϕ)(x)

for x ∈ On.
Lemma 5.3.1 kan benyttes til at bevise dele af nedenstående sætning. Beviset laves kun for
(i) ⇒ (ii) og (iii) ⇔ (i). Disse implikationer gælder for alle heltal n ≥ 2, hvorimod beviset for
(ii) ⇒ (i) kun gælder for lige heltal.
Sætning 5.3.2. 16 Lad A være en unital og K1-injektiv C

∗-algebra. Antag der eksisterer en
konstant L, så der for enhver unitær v ∈ U0(A) �ndes selv-adjungerede elementer h1, . . . , hm,
der opfylder, at

v = exp(ih1)exp(ih2) · · · exp(ihm)

16[Rør93, Theorem 3.6]
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og
m∑
i=1

‖hi‖ ≤ L.

Lad n ≥ 2 være et lige heltal, og antag A indeholder isometrier t1, . . . , tn med

n∑
i=1

tit
∗
i = 1.

Lad u være et unitært element i A, og lad µ : A 7→ A og ϕ,ψ : On 7→ A være som ovenfor. Da
er følgende ækvivalente

(i) u tilhører afslutningen af mængden {vµ(v)∗ : v ∈ U(A)}.

(ii) [u]1 ∈ (n− 1)K1(A).

(iii) ϕ og ψ er approksimativt unitært ækvivalente.

Bevis. (i) ⇒ (ii). Lemma 5.3.1 giver, at [µ(v)]1 = [
∑n

i=1 tivt
∗
i ]1 = n[v]1, for alle v ∈ U(A). Så

[vµ(v)∗]1 = [v]1 + [µ(v)∗]1 = [v]1 + n[v∗]1 = −[v∗]1 + n[v∗]1 = (n− 1)[v∗]1 ∈ (n− 1)K1(A).

Hvis u ∈ {vµ(v)∗ : v ∈ U(A)}, �ndes for ethvert ε > 0 et v ∈ U(A), så ‖u− v‖ < ε. Af [MRL,
Lemma 2.1.3] fås hermed, at [u]1 ∈ (n− 1)K1(A).
(iii)⇔ (i). ∗-homomor�erne ϕ,ψ er approksimativt unitært ækvivalente, hvis og kun hvis, der
for enhver endelig delmængde F ⊆ On og for ethvert ε > 0 �ndes en unitær w ∈ A, så

‖wϕ(x)w∗ − ψ(x)‖ < ε

for alle x ∈ F . Men da s1, . . . , sn er generatorer for On, er det ækvivalent med, at der �ndes
en følge (wn)∞n=1 af unitære i A, så

lim
n→∞

‖wnϕ(si)w∗n − ψ(si)‖ = 0

for i = 1, . . . , n.
Thi, hvis ϕ og ψ er approksimativt unitært ækvivalente, �ndes for ethvert n ∈ N en unitær
wn ∈ A, så ‖wnϕ(si)w∗n − ψ(si)‖ < 1

n for i = 1, . . . , n. Dvs.
lim
n→∞

‖wnϕ(si)w∗n − ψ(si)‖ = 0.

Hvis der �ndes en følge af unitære (wn)∞n=1 ⊆ A, så limn→∞ ‖wnϕ(si)w∗n − ψ(si)‖ = 0 for
i = 1, . . . , n, da er limn→∞ ‖wnϕ(si)∗w∗n − ψ(si)∗‖ = 0 for i = 1, . . . , n.
Heraf fås, at

lim
n→∞

‖wnϕ(x)w∗n − ψ(x)‖ = 0

for alle x i ∗-algebraen frembragt af (s1, . . . , sn). Dermed gælder lighedstegnet også for alle
x ∈ On, idet ϕ og ψ er kontraktioner. Så for enhver endelig delmængde F ⊆ On og for ethvert
ε > 0 �ndes en unitær w ∈ A, så ‖wϕ(x)w∗ − ψ(x)‖ < ε for alle x ∈ F .
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For unitære elementer wn ∈ A gælder, at

wnµ(wn)∗ − u = wn

n∑
i=1

tiw
∗
nt
∗
i − u

=
n∑
i=1

(wnϕ(si)w∗nϕ(si)∗ − ψ(si)ϕ(si)∗)

=
n∑
i=1

(wnϕ(si)w∗n − ψ(si))ϕ(si)∗,

og
(wnµ(wn)∗ − u)ϕ(si) =

n∑
j=1

(wnϕ(sj)w∗n − ψ(sj))ϕ(s∗jsi) = wnϕ(si)w∗n − ψ(si),

for alle i = 1, . . . , n.
Heraf fås, at u ∈ {vµ(v)∗ : v ∈ U(A)}, hvis og kun hvis der �ndes en følge (wn)∞n=1 af unitære
i A, så limn→∞ ‖wnϕ(si)w∗n − ψ(si)‖ = 0 for alle i = 1, . . . , n, hvilket er ækvivalent med at ϕ
og ψ er approksimativt unitært ækvivalente.
Bemærk, at hvis A er en unital og K1-injektiv C∗-algebra med endelig eksponentiel længde,
så er to vilkårlige unitale ∗-homomor�er ϕ,ψ : O2 7→ A approksimativt unitært ækvivalente.
Dette følger af Sætning 5.3.2, idet udsagn (ii) er trivielt opfyldt for n = 2. Specielt giver
bemærkningen efter [Rør02, Theorem 5.1.1], at en unital purely in�nite C∗-algebra A er K1-
injektiv og har endelig eksponentiel længde.
Sætning 5.3.3. C∗-algebraen O2 har approksimativt indre halv�ip.

Bevis. Jvf. ovenstående bemærkning er de to unitale ∗-homomor�er α, β : O2 7→ O2 ⊗ O2

givet ved
α(x) = x⊗ 1, x ∈ O2 og β(x) = 1⊗ x, x ∈ O2

approksimativt unitært ækvivalente. Hermed har O2 approksimativt indre halv�ip.
Til at bevise at O2

∼= O2 ⊗ O2, skal vi benytte, at O2 har approksimativt indre halv�ip.
Endvidere får vi brug for følgende lemma.
Lemma 5.3.4. 17 Der �ndes en følge (ρn)∞n=1 af unitale endomor�er i O2, som opfylder, at

lim
n→∞

‖ρn(x)y − yρn(x)‖ = 0

for alle x, y ∈ O2.

Bevis. En følge (an)∞n=1 i O2 opfylder, at limn→∞ ‖anx − xan‖ = 0 for alle x ∈ O2, hvis
limn→∞ ‖λ(an)− an‖ = 0, hvor λ : O2 7→ O2 er de�neret som før. Dette gælder, idet

‖λ(an)− an‖ =

∥∥∥∥∥
2∑
i=1

sians
∗
i − an

∥∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥
(

2∑
i=1

sians
∗
i − an

)
sj

∥∥∥∥∥ = ‖sjan − ansj‖

17[Rør02, Lemma 5.2.3]
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for j = 1, 2.
Så hvis limn→∞ ‖λ(an) − an‖ = 0, er limn→∞ ‖sjan − ansj‖ = 0 for j = 1, 2. Et lignende
argument som ovenfor i beviset for (iii) ⇔ (i) giver, at limn→∞ ‖xan − anx‖ = 0 for alle
x ∈ O2.
Hvis (vn)∞n=1 er en følge af unitære i O2, da vil (vns1)(vns1)∗ + (vns2)(vns2)∗ = 1 for alle
n ∈ N, så der �ndes jvf. den universelle egenskab for O2 unitale endomor�er ρn : O2 7→ O2,
så ρn(si) = vnsi for i = 1, 2. Heraf følger, at

lim
n→∞

‖ρn(x)y − yρn(x)‖ = 0

for alle x, y ∈ O2, hvis limn→∞ ‖λ(ρn(x)) − ρn(x)‖ = 0 for alle x ∈ O2. Som før er dette
opfyldt, hvis limn→∞ ‖λ(ρn(si))− ρn(si)‖ = 0 for i = 1, 2.
Der gælder, at

‖λ(ρn(si))− ρn(si)‖ = ‖λ(vnsi)− vnsi‖
= ‖λ(vn)λ(si)− vnsi‖
= ‖λ(vn)(λ(si)− λ(vn)∗vnsi)‖
≤ ‖λ(si)− λ(vn)∗vnsi‖.

Samme udregninger som tidligere giver, at u =
∑2

i=1 λ(si)s∗i er unitær i O2, og λ(si) = usi.
Så

‖λ(ρn(si))− ρn(si)‖ ≤ ‖usi − λ(vn)∗vnsi‖ ≤ ‖u− λ(vn)∗vn‖.
Det er altså tilstrækkeligt, at �nde en følge (vn)∞n=1 af unitære i O2, så

lim
n→∞

‖u− λ(vn)∗vn‖ = 0.

Men af Sætning 5.3.2 �ndes en følge af unitære (wn)∞n=1 i O2, så limn→∞ ‖u∗−wnλ(wn)∗‖ = 0,
hvilket medfører, at limn→∞ ‖u−λ(wn)w∗n‖ = 0. Det ønskede fås nu, hvis vi for hvert n sætter
vn = w∗n.
Sætning 5.3.5. 18 C∗-algebraerne O2 og O2 ⊗O2 er isomorfe.

Bevis. Jvf. Lemma 5.3.4 �ndes en følge af unitale ∗-homomor�er ρn : O2 7→ O2, så
lim
n→∞

‖ρn(x)y − yρn(x)‖ = 0

for alle x, y ∈ O2. Da O2 er simpel, er ρn injektiv for alle n. Eftersom O2 er separabel og har
approksimativt indre halv�ip, følger af Sætning 2.4.2, at O2

∼= O2 ⊗O2.
Sætning 5.3.6. C∗-algebraen O2 er stærkt selv-absorberende, og for ethvert k ∈ N er
O2

∼=
⊗k

i=1O2
∼=
⊗∞

i=1O2. Endvidere har O2 approksimativt indre �ip.

Bevis. Der �ndes jvf. Sætning 5.3.5 en ∗-isomor� ϕ : O2 7→ O2 ⊗ O2. Af Sætning 5.3.2 er ϕ
approksimativt unitært ækvivalent med ψ : O2 7→ O2 ⊗O2, givet ved

ψ(x) = x⊗ 1, x ∈ O2.

Dvs. O2 er stærkt selv-absorberende. Korollar 4.4.1 giver hermed, at O2 har approksimativt
indre �ip, og at O2

∼=
⊗k

i=1O2
∼=
⊗∞

i=1O2 for ethvert k ∈ N.
18[Rør02, Thm. 5.2.1]
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Eksempel 5.3.7. Lad B være en UHF-algebra med associeret supernaturligt tal n = (nj)∞j=1,hvor nj ∈ {0,∞} for alle j ∈ N, og nj 6= 0 for mindst ét j ∈ N. Da er B ⊗ O2 stærkt selv-
absorberende.
Bevis. Sætning 5.3.6 og Sætning 4.3.6 giver, at hhv. O2 og B er stærkt selv-absorberende. Så
af Lemma 4.2.6 er B ⊗O2 stærkt selv-absorberende.
Som vi senere skal se (Sætning 9.1.2), gælder dog at B⊗O2

∼= O2 for enhver UHF-algebra B.

5.4 C∗-algebraen O∞

Vi skal også vise, at O∞ er stærkt selv-absorberende. I beviset benyttes bl.a. at O∞ har
approksimativt indre halv�ip, hvilket fås af Sætning 5.4.1. Sætningen giver, at to vilkårlige
∗-homomor�er ϕ,ψ : O∞ 7→ A er approksimativt unitært ækvivalente, hvis A er en unital,
separabel, nukleær, purely in�nite og separabel C∗-algebra. Til beviset af dette resultat får vi
brug for Lemma A.1.15 og Lemma A.1.16 fra Appendix.
Sætning 5.4.1. 19 Lad A være en unital, separabel, nukleær, purely in�nite og simpel C∗-
algebra. Da er to vilkårlige unitale ∗-homomor�er ϕ,ψ : O∞ 7→ A approksimativt unitært
ækvivalente.

Bevis. Antag først, at [1A]0 = 0 i K0(A). Lad s1, s2, . . . være generatorerne for O∞. For
ethvert n ≥ 2 er

1O∞ −
n−1∑
i=1

sis
∗
i

en projektion i O∞, der er forskellig fra 0, hvilket medfører, at projektionerne

p0 = 1A −
n−1∑
i=1

ϕ(sis∗i ) og q0 = 1A −
n−1∑
i=1

ψ(sis∗i )

er forskellig fra 0 i A, idet ϕ og ψ er injektive, da O∞ er simpel.
Endvidere er projektionerne p0, q0 og 1A indbyrdes ækvivalente projektioner, eftersom de
repræsenterer det samme element i K0(A), nemlig 0. Dette ses, idet

ϕ(sis∗i ) ∼ ϕ(s∗i si) = 1A = ψ(s∗i si) ∼ ψ(sis∗i )

for alle i = 1, . . . , n − 1, så [ϕ(sis∗i )]0 = [ψ(sis∗i )]0 = [1A]0 = 0 for i = 1, . . . , n − 1. Da
ϕ(sis∗i ), ϕ(sjs∗j ) er orthogonale for i 6= j fås, [

∑n−1
i=1 ϕ(sis∗i )]0 =

∑n−1
i=1 [ϕ(sis∗i )]0 = 0. Idet

[1A]0 = [p0]0 + [
∑n−1

i=1 ϕ(sis∗i )]0, fås

[p0]0 = [1A]0 −

[
n−1∑
i=1

ϕ(sis∗i )

]
0

= 0.

Tilsvarende er [q0]0 = 0.
Projektionerne p0, q0 og 1A er properly in�nite jvf. Lemma A.3.7, da A er en purely in�nite

19[Rør02, Proposition 7.2.5]
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C∗-algebra. Endvidere er p0, q0 og 1A også fulde, da A er simpel. Så Lemma A.3.9 giver, at
p0 ∼ 1A ∼ q0. Så der �ndes isometrier tn, rn ∈ A, så

p0 = tnt
∗
n, t

∗
ntn = 1A = r∗nrn og q0 = rnr

∗
n.

Dvs.
n−1∑
i=1

ϕ(sis∗i ) + tnt
∗
n = 1A =

n−1∑
i=1

ψ(sis∗i ) + rnr
∗
n.

Lad s̃1, . . . , s̃n være generatorerne for On. Afbildningerne λ(n)
ϕ , λ

(n)
ψ : On 7→ A givet ved,

λ(n)
ϕ (s̃i) =

{
ϕ(si), i = 1, . . . , n− 1
tn, i = n

og λ
(n)
ψ (s̃i) =

{
ψ(si), i = 1, . . . , n− 1
rn, i = n

kan jvf. den universelle egenskab for On udvides til unitale ∗-homomor�er ϕn, ψn : On 7→ A
hhv.
Lad nu v være det unitære element i A givet ved

v =
n∑
i=1

ψn(s̃i)ϕn(s̃i)∗ =
n−1∑
i=1

ψ(si)ϕ(si)∗ + rnt
∗
n,

og sæt w = rnv
∗r∗n. Da er w et unitært element i (rnr∗n)A(rnr∗n), der opfylder, at

[1A − rnr
∗
n + w]1 = [v∗]1 = −[v]1 jvf. Lemma 5.3.1.

Sæt u =
∑n−1

i=1 ψ(si)ϕ(si)∗ + wrnt
∗
n, og de�ner jvf. den universelle egenskab for On en unital

∗-homomor� ψ′n : On 7→ A ved

ψ′n(s̃i) =
{
ψn(s̃i) i = 1, . . . , n− 1
wrn, i = n

Dvs. u =
∑n

i=1 ψ
′
n(s̃i)ϕn(s̃i)

∗ er en unitær i A, og [u]1 = 0, da
u = (1A − rnr

∗
n + w)v

og [1 − rnr
∗
n + w]1 = −[v]1. Så [u]1 ∈ (n − 1)K1(A), hvilket betyder, at ψ′n, ϕn : On 7→ A er

approksimativt unitært ækvivalente, hvis n er lige jvf. Sætning 5.3.2.
Der �ndes altså en følge (vk)∞k=1 af unitære i A, så limk→∞ ‖vkϕn(x)v∗k − ψ′n(x)‖ = 0 for alle
x ∈ On. Specielt er limk→∞ ‖vkϕ(si)v∗k − ψ(si)‖ = limk→∞ ‖vkϕn(s̃i)v∗k − ψ′n(s̃i)‖ = 0 for
i = 1, . . . , n− 1. Som før er det en tilstrækkelig betingelse for, at

lim
k→∞

‖vkϕ(x)v∗k − ψ(x)‖ = 0

for alle x ∈ O∞. Thi, for ethvert lige n ∈ N �ndes en unitær zn ∈ A, så ‖znϕ(si)z∗n−ψ(si)‖ < 1
nfor i = 1, . . . , n − 1. Dvs. limn→∞ ‖znϕ(si)z∗n − ψ(si)‖ = 0 for alle i. Hermed er det ønskede

vist for [1A]0 = 0. Vi skal nu vise sætningen i det generelle tilfælde.
Lad ω være et frit ultra�lter på N, lad πω : l∞(A) 7→ Aω være kvotientafbildningen og lad
δA : A 7→ l∞(A) være givet ved,

δA(a) = (a, a, a, . . . ), a ∈ A.
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Når A er en unital Kirchberg-algebra (separabel, nukleær, simpel og purely in�nite C∗-algebra)
er Aω ∩ ((πω ◦δA)(A))′ en purely in�nite, unital og simpel C∗-algebra jvf. [Rør02, Prop. 7.1.1].
Dvs. (πω ◦ δA)(1A) er en properly in�nite projektion i Aω ∩ ((πω ◦ δA)(A))′, så der �ndes tre
indbyrdes orthogonale projektioner p, q, e ∈ Aω ∩ ((πω ◦ δA)(A))′, så (πω ◦ δA)(1A) ∼ p ∼ q ∼ e
og p, q, e ≤ (πω ◦ δA)(1A).
Da p ⊥ q er r = (πω ◦ δA)(1A)− p− q en projektion, der opfylder, at

(πω ◦ δA)(1A) = p+ q + r.

Da p ⊥ r og q ⊥ r er p + r og q + r projektioner, for hvilke der gælder, at p + r ∼ q + r.
Eftersom p ⊥ (q + r) er [(πω ◦ δA)(1A)]0 = [p]0 + [q + r]0, hvilket medfører, at

[p+ r]0 = [q + r]0 = [(πω ◦ δA)(1A)]0 − [p]0 = 0

i K0(Aω ∩ ((πω ◦ δA(A))′).
For enhver ∗-homomor� ρ : O∞ 7→ A og enhver projektion e i Aω ∩ ((πω ◦ δA)(A))′ de�nerer
vi ρe : O∞ 7→ eAωe, ved

ρe(x) = (πω ◦ δA ◦ ρ)(x)e, x ∈ O∞.

Afbildingen ρe er klart lineær, ρe(x∗) = ρe(x)∗, x ∈ O∞ og ρe(xy) = ρe(x)ρe(y), x, y ∈ O∞,
da e er en projektion, som kommuterer med ethvert element i (πω ◦ δA)(A). Så ρe er en
∗-homomor�.
Eftersom [p+ r]0 = 0 i K0(Aω ∩ ((πω ◦ δA)(A))′) og da ϕp+r, ψp+r : O∞ 7→ (p+ r)Aω(p+ r)
er unitale ∗-homomor�er, følger af første del af beviset, at ϕp+r er approksimativt unitært
ækvivalent med ψp+r i (p+ r)Aω(p+ r).
Afbildningen ϕq+ψr : O∞ 7→ (p+r)Aω(p+r) er en unital ∗-homomor�, da afbildningen klart
er lineær, og (ϕq + ψr)(x∗) = (ϕq + ψr)(x)∗ for x ∈ O∞.
Ved at benytte, at q og r er indbyrdes orthogonale projektioner, der kommuterer med ethvert
element i (πω ◦ δA)(A), fås for x, y ∈ O∞,
(ϕq + ψr)(x)(ϕq + ψr)(y) = (ϕq(x) + ψr(x))(ϕq(y) + ψr(y))

= (q(πω ◦ δA)(ϕ(x)) + r(πω ◦ δA)(ψ(x)))
· (q(πω ◦ δA)(ϕ(y)) + r(πω ◦ δA)(ψ(y)))

= q2(πω ◦ δA)(ϕ(xy)) + qr(πω ◦ δA)(ϕ(xy)) + rq(πω ◦ δA)(ψ(xy))

+ r2(πω ◦ δA)((ψ(xy))
= ϕq(xy) + ψr(xy)
= (ϕq + ψr)(xy).

Endvidere er (ϕq+ψr)(1O∞) = q+r, så da [q+r]0 = 0 i K0(Aω∩((πω ◦δA)(A))′) er de unitale
∗-homomor�er ϕq + ψr, ψq+r : O∞ 7→ (q + r)Aω(q + r) approksimativt unitært ækvivalente i
(q + r)Aω(q + r).
Heraf fås,
πω ◦ δA ◦ ϕ = ϕp+r + ϕq ≈a.u ψp+r + ϕq = (ϕq + ψr) + ψp ≈a.u ψq+r + ψp = πω ◦ δA ◦ ψ

i Aω. Lemma A.1.16 giver nu, at ϕ er approksimativt unitært ækvivalent med ψ i A.
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Ved hjælp af ovenstående sætning kan vi nu vise følgende:
Sætning 5.4.2. C∗-algebraen O∞ har approksimativt indre halv�ip.

Bevis. Da O∞ er en unital, separabel, purely in�nite og simpel C∗-algebra, gælder disse
betingelser også for O∞ ⊗ O∞ jvf. [Rør02, Theorem 4.1.10] og Sætning 2.1.3 hhv. Så sæt-
ning 5.4.1 giver, at O∞ har approksimativt indre halv�ip, da O∞⊗O∞ også er nukleær, idet
O∞ er nukleær.
Vi skal nu vise Sætning 5.4.4, der bl.a. giver, at O∞ er stærkt selv-absorberende, samt
betingelser for hvornår A er isomorf med A ⊗ O∞ for en simpel, separabel og nukleær C∗-
algebra A. I beviset for (ii) får vi dog brug nedenstående Lemma samt en sætning vedr.
semiprojektivitet af en C∗-algebra, som er angivet i Appendix. Beviset for (iii) er ændret i
forhold til det, der er givet i [Rør02], idet vi benytter Korollar 4.4.1.
Lemma 5.4.3. Lad A være en unital og properly in�nite C∗-algebra. Da �ndes en unital,
injektiv ∗-homomor� ϕ : O∞ 7→ A.

Bevis. Da 1A er properly in�nite �ndes parvis orthogonale projektioner p1, p2 ∈ A, så p1 ≤ 1A,
p2 ≤ 1A og p1 ∼ 1A ∼ p2. Find partielle isometrier t1, t2 ∈ A, så t∗1t1 = 1A, t1t∗1 = p1 og
t∗2t2 = 1A, t2t∗2 = p2.
Sæt for hvert i ∈ N, si = ti−1

2 t1. Da er
s∗i si = t∗1(t

∗
2)
i−1ti−1

2 t1 = t∗1t1 = 1A.

Hvis i > j fås
s∗i sj = t∗1(t

∗
2)
i−1tj−1

2 t1 = t∗1(t
∗
2)
i−jt1.

Men
t∗2t1 = t∗2t2t

∗
2t1t

∗
1t1 = t∗2p2p1t1 = 0,

så s∗i sj = 0 for i > j.
Hvis i < j er s∗i sj = t∗1(t2)

j−it1 = 0, da
t∗1t2 = t∗1t1t

∗
1t2t

∗
2t2 = t∗1p1p2t2 = 0.

Heraf er s∗i sj = 0 for i 6= j. Dvs. (sis∗i )
∞
i=1 er en følge af parvis orthogonale projektioner i A.

Pga. den universelle egenskab af O∞ �ndes en ∗-isomor� ϕ : O∞ 7→ C∗(s1, s2, s3, . . . ) ⊆ A, og
det ønskede er vist.
Sætning 5.4.4. 20

(i) Lad A være en separabel C∗-algebra. Da er A isomorf med A⊗O∞, hvis og kun hvis der
�ndes en følge (ϕn)∞n=1 af unitale, injektive ∗-homomor�er, ϕn : O∞ 7→ M(A), så

lim
n→∞

‖ϕn(x)a− aϕn(x)‖ = 0

for alle a ∈ A og alle x ∈ O∞.

20[Rør02, Theorem 7.2.6]
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(ii) Lad A være en simpel, separabel og nukleær C∗-algebra. Da er A isomorf med A⊗O∞,
hvis og kun hvis A er purely in�nite.

(iii) C∗-algebraen O∞ er stærkt selv-absorberende, og for ethvert k ∈ N er

O∞ ∼=
k⊗
i=1

O∞ ∼=
∞⊗
i=1

O∞.

Endvidere har O∞ approksimativt indre �ip.

Bevis. (i). �Hvis�: Antag, at der �ndes en følge (ϕn)∞n=1 af unitale, injektive ∗-homomor�er
ϕn : O∞ 7→ M(A), så limn→∞ ‖ϕn(x)a− aϕn(x)‖ = 0 for alle a ∈ A og alle x ∈ O∞. Da O∞
har approksimativt indre halv�ip, følger hermed af Sætning 2.4.2 at A ∼= A⊗O∞.
(ii) �Hvis�: Antag, at A er purely in�nite, dvs. A er simpel, separabel, nukleær og purely
in�nite og dermed en Kirchberg algebra. Zhangs Dichotomy [Rør02, Proposition 4.1.3] giver,
at A er unital eller A ∼= A⊗ K. Da A er simpel og separabel gælder jvf. Browns Sætning, at
A⊗K ∼= pAp⊗K for en projektion p 6= 0, p ∈ A. Hvis A er purely in�nite er pAp også purely
in�nite. For lad a og b være positive elementer i pAp. Da �ndes x ∈ A, så b = x∗ax, idet A er
purely in�nite. Så da b = pbp og a = pap fås,

b = pbp = px∗axp = px∗papxp = (pxp)∗a(pxp),

hvilket betyder, at pAp er purely in�nite. Endvidere er pAp separabel og også simpel. Thi,
lad I være et lukket to-sidet ideal i pAp, og lad a 6= 0 være et element i I. Da A er simpel
�ndes for ethvert ε > 0 elementer x1, . . . , xn, y1 . . . , yn ∈ A så ‖p−∑n

i=1 xiayi‖ < ε. Dvs.
‖p−

∑n
i=1 pxipapyip‖ < ε. Hermed vil p ∈ I, så I = pAp.

Vi vil nu vise, at pAp også er nukleær:
Lad γ : A 7→ pAp være givet ved,

γ(x) = pxp, x ∈ A.

Da er γ en fuldstændigt positiv kontraktion, og idpAp = γ ◦ idpAp. Lad F ⊆ pAp være en
vilkårlig endelig delmængde i pAp, og lad ε > 0 være givet. Da idA : A 7→ A er nukleær
jvf. Sætning 2.3.2 �ndes n ∈ N og fuldstændigt positive kontraktioner σ : A 7→ Mn(C) og
η : Mn(C) 7→ A så

‖x− (η ◦ σ)(x)‖ ≤ ε

for alle x ∈ F . Dvs. γ ◦η : Mn(C) 7→ pAp er en fuldstændigt positiv kontraktion, der opfylder,
‖idpAp(x)− ((γ ◦ η) ◦ σ)(x)‖ = ‖γ(x)− γ((η ◦ σ)(x))‖ ≤ ‖x− (η ◦ σ)(x)‖ ≤ ε

for alle x ∈ F . Så idpAp er nukleær, hvilket er ækvivalent med at pAp er nukleær jvf. Sætning
2.3.2.
Dvs. A er enten unital eller A ∼= A ⊗ K ∼= A0 ⊗ K for en unital Kirchberg algebra A0. Det
er hermed tilstrækkeligt, at vise påstanden når A er unital. For hvis A0 ⊗ O∞ ∼= A0, da er
A⊗O∞ ∼= A0 ⊗K ⊗O∞ ∼= K ⊗A0 ⊗O∞ ∼= K ⊗A0

∼= A.
Lad ω være et frit ultra�lter på N. Da giver [Rør02, Proposition 7.11], at Aω∩((πω◦δA)(A))′ er
en purely in�nite, unital og simpel C∗-algebra. Så jvf. Lemma 5.4.3 �ndes en unital indlejring



C∗-algebraen O∞ 83

ϕ : O∞ 7→ Aω ∩ ((πω ◦ δA)(A))′. Da O∞ er separabel og semiprojektiv (jvf. [Bla04]) �ndes jvf.
Sætning A.4.5 en unital ∗-homomor� ϕ : O∞ 7→ l∞(A), så

ϕ(x) = (πω ◦ ϕ)(x), x ∈ O∞.

Sæt nu ϕn = πn ◦ ϕ, hvor πn : l∞(A) 7→ A er givet ved,
πn((an)n∈N) = an, (an)n∈N ∈ l∞(A).

Da er (ϕn)n∈N er en følge af unitale ∗-homomor�er, ϕn : O∞ 7→ A, så
ϕ(x) = πω((ϕn(x))n∈N), x ∈ O∞.

Endvidere er ϕn injektiv, da O∞ er simpel. For hvert x ∈ O∞ og hvert a ∈ A gælder, at
0 = ‖ϕ(x)(πω ◦ δA)(a)− (πω ◦ δA)(a)ϕ(x)‖ = lim sup

ω
‖ϕn(x)a− aϕn(x)‖.

Lad {a1, a2, . . . } være en tæt delmængde i A og lad {x1, x2, . . . } være en tæt delmængde i
O∞. For hvert n ∈ N �ndes Xn ∈ ω så

‖ϕj(xk)al − alϕj(xk)‖ <
1
n

for alle j ∈ Xn og alle l, k = 1, . . . , n.
Vælg induktivt n1 ∈ X1 og nj+1 ∈ Xj+1 \ {1, 2, . . . , nj}. Ved at erstatte j med nj fås dermed
en følge af unitale, injektive ∗-homomor�er ϕj : O∞ 7→ A, så

lim
j→∞

‖ϕj(x)a− aϕj(x)‖ = 0

for alle a ∈ A og alle x ∈ O∞. Af (i) følger heraf, at A ∼= A⊗O∞.
(iii). C∗-algebraen O∞ er simpel, separabel, nukleær og purely in�nite. Heraf følger af (ii), at
O∞ ∼= O∞ ⊗O∞. Lad ϕ : O∞ 7→ O∞ ⊗O∞ være en ∗-isomor�. Sætning 5.4.1 giver, at ϕ er
approksimativt unitært ækvivalent med ψ : O∞ 7→ O∞ ⊗O∞ givet ved,

ψ(x) = x⊗ 1, x ∈ O∞,

da O∞ ⊗ O∞ er separabel, unital, simpel, nukleær og purely in�nite. Så O∞ er stærkt selv-
absorberende. Korollar 4.4.1 giver, at O∞ har approksimativt indre �ip, og O∞ ∼=

⊗k
i=1O∞ ∼=⊗∞

i=1O∞ for ethvert k ∈ N.
(ii) �Hvis�: Antag A ∼= A⊗O∞, og lad a, b være positive elementer i A forskellig fra 0. Da A
er simpel �ndes jvf. [MRL, Exercise 4.8] et n ∈ N og x1, . . . , xn ∈ A så∥∥∥∥∥∥a−

n∑
j=1

x∗jbxj

∥∥∥∥∥∥ < ε

3
.

Af (iii) fås at O∞ ∼=
⊗∞

i=1O∞, så vi kan de�nere en følge af unitale ∗-homomor�er (ψn)∞n=1,
ψn : O∞ 7→ O∞ ved

ψn(x) = 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ x⊗ 1⊗ 1⊗ . . . , x ∈ O∞
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hvor x afbildes i den (n+ 1)′te faktor, og 1 er enheden i O∞.
Lad

Dn = O∞ ⊗ · · · ⊗ O∞ ⊗ C⊗ C⊗ . . .

med C på de (n+1)′te, (n+2)′te, . . . faktorer. Da er Dn
∼= O∞ og O∞ ∼=

⋃∞
n=1Dn. Endvidere

kommuterer billedet af ψn med Dn for alle n ∈ N.
Lad ψ : A⊗O∞ 7→ A være en ∗-isomor� og lad ι1, ι2, ι3 og ι4 være inklusionsafbildninger. Da
kan ψ løftes til en ∗-isomor� ψ̃ : M(A⊗O∞) 7→ M(A), så følgende diagram kommuterer.

A⊗O∞
ψ //

ι1wwooooooooooo
ι2

''OOOOOOOOOOO A

ι4

��
M(A)⊗O∞

ι3 //M(A⊗O∞)
ψ̃ //M(A)

De�ner unitale ∗-homomor�er ϕ̃n : O∞ 7→ M(A⊗O∞) ved,
ϕ̃n(x) = ι3 ◦ (1M(A) ⊗ ψn(x)), x ∈ O∞.

Da er A ⊗Dn ⊆ ϕ̃n(O∞)′ for alle n ∈ N. Sæt ϕn = ψ̃ ◦ ϕ̃n : O∞ 7→ M(A). Dvs. (ϕn)n∈N er
en følge af unitale ∗-homomor�er, der opfylder, at ψ̃(A⊗Dn) ⊆ ϕn(O∞)′.
Da b er et positivt element i A �ndes et positivt element b̃ ∈ A⊗O∞, så ψ(̃b) = b.
Eftersom O∞ =

⋃∞
n=1Dn og D1 ⊆ D2 ⊆ D3 ⊆ . . . �ndes m ∈ N og et positivt

b̃′ ∈ A⊗Dm ⊆ (A⊗O∞) ∩ ϕ̃m(O∞)′, så
∥∥∥b̃′ − b̃

∥∥∥ <
 n∑
j=1

‖xj‖2

−1

ε

3
.

Sæt nu b′ = ψ(̃b′) ∈ A ∩ ϕm(O∞)′. Da er b′ positivt og

‖b− b′‖ =
∥∥∥ψ(̃b)− ψ(̃b′)

∥∥∥ =
∥∥∥b̃− b̃′

∥∥∥ <
 n∑
j=1

‖xj‖2

−1

ε

3
.

Dvs. ∥∥∥∥∥∥a−
n∑
j=1

x∗jb
′xj

∥∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∥a−

n∑
j=1

x∗jbxj

∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

x∗jbxj −
n∑
j=1

x∗jb
′xj

∥∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∥a−
n∑
j=1

x∗jbxj

∥∥∥∥∥∥+
n∑
j=1

‖x∗j (b− b′)xj‖

≤

∥∥∥∥∥∥a−
n∑
j=1

x∗jbxj

∥∥∥∥∥∥+
n∑
j=1

‖xj‖2‖b− b′‖

<
ε

3
+

n∑
j=1

‖xj‖2

 n∑
j=1

‖xj‖2

−1

ε

3

<
2ε
3
.
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Lad s1, s2, . . . være isometrier, der frembringer O∞, og sæt y =
∑n

j=1 ϕm(sj)xj . Da A er et
lukket to-sidet ideal i M(A) er y ∈ A og ‖y‖ ≤∑n

j=1 ‖xj‖.Da b′ ∈ ϕm(O∞)′ gælder,

y∗b′y =

 n∑
j=1

x∗jϕm(sj)∗

 b′

(
n∑
i=1

ϕm(si)xi

)
=

n∑
j=1

n∑
i=1

x∗jb
′ϕm(s∗jsi)xi =

n∑
j=1

x∗jb
′xj

og

‖y∗by − y∗b′y‖ = ‖y∗(b− b′)y‖ ≤ ‖y‖2‖b− b′‖ <

 n∑
j=1

‖xj‖2

 n∑
j=1

‖xj‖2

−1

ε

3
.

Heraf fås,
‖y∗by − a‖ ≤ ‖y∗by − y∗b′y‖+ ‖y∗b′y − a‖ < ε

3
+

2ε
3

= ε.

For alle a, b ∈ A+ \ {0} �ndes altså en følge (yn)n∈N ⊆ A, så y∗nbyn → a for n → ∞, hvilket
betyder, at A er purely in�nite jvf. [Rør02, Proposition 4.1.1].
(i). "Kun hvis": Da O∞ er stærkt selv-absorberende fås af Sætning 4.3.5 eksistensen af en
følge (ψn)∞n=1 af unitale ∗-homomor�er, ψn : O∞ 7→ O∞, så

lim
n→∞

‖ψn(x)y − yψn(x)‖ = 0

for alle x, y ∈ O∞. Endvidere er ψn injektiv for alle n ∈ N, da O∞ er simpel.
Lad nu A være en separabel C∗-algebra, så A ∼= A ⊗ O∞. C∗-algebraen M(A) ⊗ O∞ er en
unital del-C∗-algebra af M(A⊗O∞). De�ner, ϕn : O∞ 7→ M(A⊗O∞) ved

ϕn(x) = 1M(A) ⊗ ψn(x), x ∈ O∞.

Da er (ϕn)∞n=1 er en følge af unitale injektive ∗-homomor�er.
Et element a i det algebraiske tensorprodukt A�O∞ kan entydigt skrives på formen
a =

∑m
i=1 ci(xi ⊗ yi) for m ∈ N, ci ∈ C, xi ∈ A og yi ∈ O∞. Heraf fås for alle x ∈ O∞, at

lim
n→∞

‖ϕn(x)a− aϕn(x)‖

= lim
n→∞

∥∥∥∥∥(1M(A) ⊗ ψn(x))
m∑
i=1

ci(xi ⊗ yi)−
m∑
i=1

ci(xi ⊗ yi)(1M(A) ⊗ ψn(x))

∥∥∥∥∥
≤ lim

n→∞

m∑
i=1

|ci|‖(1M(A) ⊗ ψn(x))(xi ⊗ yi)− (xi ⊗ yi)(1M(A) ⊗ ψn(x))‖

= lim
n→∞

m∑
i=1

|ci|‖xi ⊗ (ψn(x)yi − yiψn(x))‖

= lim
n→∞

m∑
i=1

|ci|‖xi‖‖ψn(x)yi − yiψn(x)‖

= 0.

Heraf er limn→∞ ‖ϕn(x)a− aϕn(x)‖ = 0 for alle x ∈ O∞ og alle a ∈ A⊗O∞, da A�O∞ er
en tæt delmængde i A⊗O∞. Det ønskede er dermed vist, idet A⊗O∞ ∼= A.
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Det samme argument som i eksempel 5.3.7 giver følgende:
Eksempel 5.4.5. Lad B være en UHF-algebra med associeret supernaturligt tal n = (nj)∞j=1,hvor nj ∈ {0,∞} for alle j ∈ N, og nj 6= 0 for mindst ét j ∈ N. Da er B ⊗ O∞ stærkt selv-
absorberende.



Kapitel 6

D-stabile C∗-algebraer

De foregående kapitler har omhandlet stærkt selv-absorberende C∗-algebraer, og vi har set
eksempler på konkrete C∗-algebraer, der har denne egenskab. Nu fortsættes med en gennem-
gang af teorien for C∗-algebraer A, som for en given stærkt selv-absorberende C∗-algebra D
opfylder, at A ∼= A ⊗D. I dette tilfælde siges A at være D-stabil. I det følgende afsnit stiler
vi således mod at vise Sætning 6.1.10, der giver en ækvivalent betingelse for D-stabilitet af
A, når D er en separabel, unital, stærkt selv-absorberende og K1-injektiv C∗-algebra. Denne
sætning bruges i Kapitel 7 til at vise permanens egenskaber for D-stabilitet, og i Kapitel 8
vil sætningen ligeledes blive benyttet til at bevise, at en ekstension E af A ved J er D-stabil,
for en unital, stærkt selv-absorberende, separabel og K1-injektiv C∗-algebra D, hvis J og A
er separable og D-stabile C∗-algebraer.
De�nition 6.1.1. Lad D være en unital C∗-algebra. Af første homomor�sætning �ndes en
gruppehomomor� ω : U(D)/U0(D) 7→ K1(D), så følgende diagram kommuterer

U(D)

��

[·]1

''NNNNNNNNNNN

U(D)/U0(D) ω //___ K1(D).

Hvis ω er injektiv kaldes D K1-injektiv.
Beviset for Sætning 6.1.10 bygger på Lemma 6.1.7 og Proposition 6.1.8. For at vise disse to
resultater får vi brug for nogle indledende resultater. Vi skal som det første vigtige resultat
vise Proposition 6.1.4, hvortil vi skal benytte følgende lemma.
Lemma 6.1.2. Lad A og B være separable unitale C∗-algebraer, og lad ϕ,ψ : A 7→ B være
approksimativt unitært ækvivalente ∗-homomor�er. Da er K1(ϕ) = K1(ψ).

Bevis. Antag først, at ϕ,ψ er unitært ækvivalente. Hermed �ndes en unitær u ∈ U(A), så
ϕ(a) = uψ(a)u∗

for alle a ∈ A. For hvert n ∈ N udvides ϕ,ψ til ∗-homomor�er ϕ(n), ψ(n) : Mn(A) 7→ Mn(B),
så

ϕ(n)(a) = diag(u, u, . . . , u)ψ(n)(a)diag(u∗, u∗, . . . , u∗) = unψ
(n)(a)u∗n,

87
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for a ∈Mn(A), hvor un = diag(u, u, . . . , u) ∈ Un(A).
For v ∈ Un(A) gælder,

K1(ϕ)([v]1) = [ϕ(n)(v)]1 = [unψ(n)(v)u∗n]1 = [ψ(n)(v)]1 = K1(ψ)([v]1).

Antag nu, at ϕ,ψ : A 7→ B er approksimativt unitært ækvivalente. Da �ndes en følge (ψk)∞k=1af ∗-homomor�er, ψk : A 7→ B, som er unitært ækvivalente med ψ, således
lim
k→∞

ψk(a) = ϕ(a)

for alle a ∈ A. For ethvert n ∈ N udvides ψk, ϕ som ovenfor til ∗-homomor�er ψ(n)
k , ϕ(n) :

Mn(A) 7→Mn(B), så
lim
k→∞

ψ
(n)
k (a) = ϕ(n)(a)

for alle a ∈Mn(A).
Lad v ∈ Un(A) og lad ε > 0 være givet. Da �ndes k ∈ N, så ‖ϕ(n)(v)− ψ

(n)
k (v)‖ < ε. Så

K1(ϕ)([v]1) = [ϕ(n)(v)]1 = [ψ(n)
k (v)]1 = K1(ψ)([v]1),

da ψk er unitært ækvivalent med ψ.
Som korollar til Sætning 4.3.5 og Korollar 4.4.2 fås følgende resultat, som vi skal benytte i
beviset for Proposition 6.1.4, der er ændret i forhold til det bevis, der er givet i [TW05].
Korollar 6.1.3. Lad D være en separabel, unital og stærkt selv-absorberende C∗-algebra, og
lad ϕ : D 7→ D være en unital ∗-homomor�, som er approksimativt unitært ækvivalent med
idD : D 7→ D. Da �ndes en følge (vn)∞n=1 af unitære i D med [vn]1 = 0 for alle n ∈ N, så

lim
n→∞

‖ϕ(d)− v∗ndvn‖ = 0

for alle d ∈ D.

Bevis. Pr. antagelse �ndes en følge (un)∞n=1 af unitære i D, så
lim
n→∞

‖ϕ(d)− u∗ndun‖ = 0

for alle d ∈ D. Sætning 4.3.5 samt Korollar 4.4.2 giver eksistensen af unitale ∗-homomor�er
ϕn : D 7→ D, som er approksimativt unitært ækvivalente med idD : D 7→ D, så

lim
n→∞

‖ϕn(d1)d2 − d2ϕn(d1)‖ = 0

for alle d1, d2 ∈ D. Sæt vn = unϕn(u∗n). Da er (vn)∞n=1 en følge af unitære i D, og jvf. Lemma
6.1.2 er [vn]1 = [unu∗n]1 = 0 for alle n ∈ N. Endvidere gælder, at

lim
n→∞

‖ϕ(d)− v∗ndvn‖ ≤ lim
n→∞

(‖ϕ(d)− u∗ndun‖+ ‖u∗ndun − v∗ndvn‖)

= lim
n→∞

‖u∗ndun − v∗ndvn‖

= lim
n→∞

‖u∗ndun − ϕn(un)u∗ndunϕn(u
∗
n)‖

= lim
n→∞

‖u∗ndun − u∗nϕn(un)ϕ(u∗n)dun‖

= 0

for alle d ∈ D.
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Proposition 6.1.4. 1 Lad D være en separabel, unital og stærkt selv-absorberende C∗-algebra.
Da kan de unitære i D⊗D, som implementerer det approksimative indre �ip på D⊗D vælges
til at repræsentere 0 i K1(D ⊗D) ∼= K1(D).
Hvis D er K1-injektiv gælder specielt, at de unitære kan vælges til at være homotope med 1D.

Bevis. Da D har approksimativt indre �ip, er automor�en σD : D ⊗D 7→ D ⊗D givet ved,
σD(d1 ⊗ d2) = d2 ⊗ d1, d1, d2 ∈ D

approksimativt unitært ækvivalent med idD⊗D : D⊗D 7→ D⊗D. Korollar 6.1.3 giver, at der
�ndes en følge (vn)∞n=1 af unitære i D ⊗D, så

lim
n→∞

‖σD(x)− v∗nxvn‖ = 0

for alle x ∈ D ⊗D og [vn]1 = 0 for alle n ∈ N.
For hvert n ∈ N er vn ∈ U(D), idetD⊗D ∼= D. Lad 〈vn〉 være ækvivalensklassen i U(D)/U0(D)
af vn. Hvis ω : U(D)/U0(D) 7→ K1(D) er injektiv fås, at 〈vn〉 = 0. Dvs. vn ∈ U0(D), så
vn ∼h 1D.
I beviset for Lemma 6.1.6 får vi brug for, at en separabel C∗-algebra A har en approksimativ
enhed, der opfylder nedenstående betingelser:
Lemma 6.1.5. Lad A være en separabel C∗-algebra. Da �ndes en approksimativ enhed (en)∞n=1

for A, hvor en er et positivt, normaliseret element i A, som opfylder,

enen+1 = en = en+1en

for alle n ∈ N.

Bevis. Da A er separabel �ndes et positivt element e ∈ A, så A = eAe jvf. [Ped79, Theorem
3.10.5 og dets bevis]. Lad (fn)∞n=1 være en følge af kontinuerte funktioner, fn : R+∪{0} 7→ [0, 1]
de�neret ved,

fn(t) =


0, 0 ≤ t < 1

n+1

n(n+ 1)t− n, 1
n+1 ≤ t < 1

n

1, t ≥ 1
n .

Dvs. fn ∈ C(σ(e)), så for ethvert n ∈ N de�neres en = fn(e). Af kontinuert funktionskalkyle
fås, at en er et positivt element i Ã, men da fn(0) = 0 er en ∈ A. Endvidere fås, at

‖en‖ = sup{|fn(t)| : t ∈ σ(e)} ≤ 1,

for alle n ∈ N.
Da fn(t)fn+1(t) = fn(t) = fn+1(t)fn(t) for alle t ∈ [0, 1], er en+1en = en = enen+1 for alle
n ∈ N.
Vi skal nu vise, at (en)∞n=1 er en approksimativ enhed for A. De�ner en følge (hn)∞n=1 af
kontinuerte funktioner, hn : R+ ∪ {0} 7→ R+ ∪ {0} ved,

hn(t) = (fn(t)− 1)t =


−t, 0 ≤ t < 1

n+1

n(n+ 1)t(t− 1
n), 1

n+1 ≤ t < 1
n

0, t ≥ 1
n .

1[TW05, Proposition 1.13]
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Dvs. hn ∈ C(σ(e)) og ‖hn‖∞ = 1
n+1 .Så hn(e) = ene− e, n ∈ N, og kontinuert funktionskalkyle giver, at

‖hn(e)‖ = ‖hn‖∞ =
1

n+ 1
,

hvilket medfører, at
lim
n→∞

‖ene− e‖ = 0.

Tilsvarende er limn→∞ ‖een − e‖ = 0.
Lad nu x ∈ eAe. Da �ndes x′ ∈ A, så x = ex′e, og

lim
n→∞

‖enx− x‖ = lim
n→∞

‖(ene− e)x′e‖ ≤ lim
n→∞

‖ene− e‖‖x′e‖ = 0.

Analogt fås, limn→∞ ‖xen − x‖ = 0.
Lad x ∈ A og lad ε > 0 være givet. Da A = eAe �ndes en følge (xn)∞n=1 ⊆ eAe, så

lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0.

Der gælder, at
‖enx−x‖ ≤ ‖enx− enxm‖+‖enxm−xm‖+‖xm−x‖ ≤ ‖x−xm‖+‖enxm−xm‖+‖xm−x‖.

Ved at vælge m ∈ N, så ‖x− xm‖ < ε
3 og n ∈ N, så ‖enxm − xm‖ < ε

3 fås, at ‖enx− x‖ < ε.
Tilsvarende vises, at der �ndes et n ∈ N, så ‖xen − x‖ < ε.

Vi skal bruge ovenstående lemma til at vise følgende resultat, som både bruges i beviset for
Lemma 6.1.6 og også senere i kapitlet, der omhandler ekstensioner.
Lemma 6.1.6. 2 Lad A være en separabel C∗-algebra, så A er et ideal i en separabel, unital
C∗-algebra B. Da �ndes en følge (βn)∞n=1 af unitale ∗-homomor�er

βn : C([0, 1]) 7→ Ã ⊆ B,

så følgende er opfyldt:

(i) βn(C0([0, 1[)) ⊆ A.

(ii) limn→∞ ‖βn(h)a− h(0)a‖ = 0 for alle h ∈ C([0, 1]) og alle a ∈ A.

(iii) limn→∞ ‖βn(h)b− bβn(h)‖ = 0 for alle h ∈ C([0, 1]) og alle b ∈ B.

Bevis. Da A er separabel �ndes en approksimativ enhed (fj)∞j=1 for A af positive elementer,
som opfylder, at ‖fj‖ = 1, fjfj+1 = fj = fj+1fj for alle j ∈ N. Af [Ped79, Theorem 3.12.16]
�ndes naturlige tal j1 < j2 < j3, . . . og en approksimativ enhed (en)∞n=1 for A, som opfylder, at
en ∈ co{fj : jn ≤ j < jn+1} og (en)∞n=1 er quasicentral mht. B. (Dvs. limn→∞ ‖enb− ben‖ = 0
for alle b ∈ B.)

2[TW05, Lemma 2.4]
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Heraf ses, at en ≥ 0 og ‖en‖ ≤ 1 for alle n ∈ N. Endvidere er enen+1 = en = en+1en, thi der
�ndes m0,m, s0, s ∈ N og ai, br ∈ R, så

0 < ai < 1,m0 ≥ jn,m < jn+1, så
m∑

i=m0

ai = 1 og en =
m∑

i=m0

aifi,

og
0 < br < 1, s0 ≥ jn+1, s < jn+2, så

s∑
r=s0

br = 1 og en+1 =
s∑

i=s0

brfr.

Dvs.
enen+1 =

m∑
i=m0

s∑
r=s0

aibrfifr =
m∑

i=m0

s∑
r=s0

aibrfi =
m∑

i=m0

aifi

s∑
r=s0

br = en.

De�ner for ethvert naturligt tal n ≥ 2 kontinuerte funktioner gn, hn ∈ C([0, 1]) ved,

gn(t) =
{
−nt+ 1, 0 ≤ t ≤ 1

n
0, 1

n < t ≤ 1

og
hn(t) =

{
1, 0 ≤ t ≤ 1

n
− n
n−1 t+ n

n−1 ,
1
n < t ≤ 1.

Vi vil for hvert n ≥ 2 �nde en unital ∗-homomor� βn : C([0, 1]) 7→ Ã, så
βn(gn) = en og βn(hn) = en+1.

Dvs. vi skal �nde et positivt element an ∈ Ã med ‖an‖ ≤ 1, så βn(id[0,1]) = an,
gn(an) = βn(gn) = en og hn(an) = βn(hn) = en+1. Men

id[0,1] =
1
n

(1− gn) +
n− 1
n

(1− hn),

så hvis der �ndes et an som ønsket, må an være på formen,
an =

1
n

(1B − en) +
n− 1
n

(1B − en+1).

Dvs. an ∈ Ã er et selvadjungeret element og σ(an) ⊆ [0, 1], så an er positivt med ‖an‖ ≤ 1.
Vi skal nu tjekke, at gn(an) = en og at hn(an) = en+1:
Lad γ være en karakter på C∗(1B, en, en+1, . . . ). Da γ skiller punkter i C∗(1B, en, en+1, . . . ),
er det nok at vise, at γ(gn(an)) = γ(en) og at γ(hn(an)) = γ(en+1).
Det gælder, at 0 ≤ γ(en) ≤ 1, og hvis γ(en) > 0, da er γ(en+1) = 1, idet enen+1 = en. Så
γ(an) = 1

n(1− γ(en)). Men gn(t) = −nt+ 1 for 0 ≤ t ≤ 1
n , så γ(gn(an)) = gn(γ(an)) = γ(en),

og hn(t) = 1 for 0 ≤ t ≤ 1
n , hvilket betyder, at γ(hn(an)) = hn(γ(an)) = 1 = γ(en+1).

Hvis γ(en) = 0, da er γ(an) = 1
n + n−1

n (1− γ(en+1)) = 1− n−1
n γ(en+1) ≥ 1

n . Dvs.
γ(gn(an)) = gn(γ(an)) = 0 = γ(en)

og
γ(hn(an)) = hn(γ(an)) = − n

n− 1

(
1− n− 1

n
γ(en+1)

)
+

n

n− 1
= γ(en+1).
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Så der �ndes unitale ∗-homomor�er, der giver det ønskede.
Endvidere er an ≡ 1B (mod A), idet

an = 1B −
(

1
n
en +

n− 1
n

en+1

)
.

Hvis f ∈ C0([0, 1[) (dvs. f(1) = 0), da er βn(f) ∈ A. Dette ses, idet vi lader π : Ã 7→ C være
kvotientafbildningen. Da fås, at

π(βn(f)) = π(f(an)) = f(π(an)) = f(1) = 0.

Så βn(f) ∈ ker(π) = A.
Da gn(0) = 1 for alle n ∈ N, og da der for 0 < t ≤ 1 gælder, at gn(t) → 0 for n→∞, er

lim
n→∞

‖hgn − h(0)gn‖ = 0

for enhver funktion h ∈ C([0, 1]). Dvs.
lim
n→∞

‖βn(h)en − h(0)en‖ = lim
n→∞

‖βn(h)βn(gn)− βn(h(0)gn)‖ = lim
n→∞

‖βn(hgn − h(0)gn)‖ = 0.

Heraf fås, at
lim
n→∞

‖βn(h)a− h(0)a‖

≤ lim
n→∞

(‖βn(h)a− βn(h)ena‖+ ‖βn(h)ena− h(0)ena‖+ ‖h(0)ena− h(0)a‖)

≤ lim
n→∞

(‖βn(h)‖‖a− ena‖+ ‖βn(h)en − h(0)en‖‖a‖+ |h(0)|‖ena− a‖)

= 0

for alle a ∈ A og alle h ∈ C([0, 1]).
Lad nu h være en vikårlig funktion i C([0, 1]). Af Stone-Weierstrass Sætning �ndes en følge
af polynomier (pk)∞k=1, så limk→∞ supt∈[0,1] |pk(t) − h(1 − t)| = 0, hvilket er ækvivalent
med limk→∞ supt∈[0,1] |pk(1 − t) − h(t)| = 0. Men limn→∞ ‖hn − (1 − id[0,1])‖∞ = 0, så
limk→∞ limn→∞ ‖pk(hn)− h‖∞ = 0.
For ethvert n ∈ N gælder, at

‖pk(en+1)− βn(h)‖ = ‖pk(βn(hn))− βn(h)‖
= ‖βn(pk(hn))− βn(h)‖
= ‖βn(pk(hn)− h)‖
≤ ‖pk(hn)− h‖∞.

Dvs. limk→∞ limn→∞ ‖pk(en+1)− βn(h)‖ = 0.
For alle b ∈ B gælder, at limn→∞ ‖en+1b − ben+1‖ = 0, idet (en)∞n=1 er quasicentral mht. B.
Ved at bruge trekantsuligheden et endeligt antal gange fås heraf for alle k ∈ N, at

lim
n→∞

‖pk(en+1)b− bpk(en+1)‖ = 0

for alle b ∈ B.
For ethvert k ∈ N og alle n ∈ N gælder,

βn(h)b− bβn(h) = pk(en+1)b− bpk(en+1)− pk(en+1)b+ βn(h)b+ bpk(en+1)− bβn(h).
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Dermed er
lim
n→∞

‖βn(h)b− bβn(h)‖ ≤ lim sup
k→∞

lim
n→∞

(‖pk(en+1)b− bpk(en+1)‖+ ‖βn(h)b− pk(en+1)b‖

+ ‖bpk(en+1)− bβn(h)‖)
≤ lim sup

k→∞
lim
n→∞

(‖pk(en+1)b− bpk(en+1)‖+ 2‖b‖‖βn(h)− pk(en+1)‖)

≤ lim sup
k→∞

lim
n→∞

‖pk(en+1)b− bpk(en+1)‖

+ lim sup
k→∞

lim
n→∞

2‖b‖‖βn(h)− pk(en+1)‖

= 0

for alle h ∈ C([0, 1]) og alle b ∈ B.
Proposition 6.1.4 og Lemma 6.1.6 skal nu benyttes til at bevise nedenstående resultat, der
giver en følge af kontraktioner i A⊗D⊗D, der opfylder nogle bestemte betingelser, når A og
D er separable C∗-algebraer, og D er stærkt selv-absorberende og K1-injektiv.
Lemma 6.1.7. 3 Lad A og D være separable C∗-algebraer og antag, at D er unital, stærkt
selv-absorberende og K1-injektiv. Da �ndes en følge (sn)∞n=1 af kontraktioner i A⊗D⊗D, der
opfylder følgende betingelser for alle a ∈ A og alle d ∈ D:

(i) limn→∞ ‖sn(a⊗ 1D⊗D)− (a⊗ 1D⊗D)sn‖ = 0.

(ii) limn→∞ ‖s∗n(a⊗ 1D ⊗ d)sn − a⊗ d⊗ 1D‖ = 0.

(iii) limn→∞ ‖s∗nsn(a⊗ 1D⊗D)− a⊗ 1D⊗D‖ = 0.

(iv) sn + 1− (s∗nsn)
1
2 er unitær i (A⊗D ⊗D)̃, hvor 1 er enheden i (A⊗D ⊗D)̃.

Bevis. For i = 0, 2 betragtes funktionerne hi ∈ C0([0, 1[) de�neret ved,

hi(t) =


1, 0 ≤ t ≤ i

3
−3t+ 1 + i, i

3 < t < i+1
3

0, i+1
3 ≤ t ≤ 1.

Af Lemma 6.1.6 �ndes en følge (βn)∞n=1 af unitale ∗-homomor�er, βn : C0([0, 1[) 7→ A, så
lim
n→∞

‖βn(hi)a− hi(0)a‖ = 0, i = 0, 2

for alle a ∈ A, da A er et lukket to-sidet ideal i Ã. Dette betyder, at
lim
n→∞

‖βn(hi)a− a‖ = 0, i = 0, 2

for alle a ∈ A.
Sætning 4.2.2 giver, at D har approksimativt indre halv-�ip, så der �ndes en følge (vn)∞n=1 af
unitære i D ⊗D, så

lim
n→∞

‖v∗n(1D ⊗ d)vn − d⊗ 1D‖ = 0

3[TW05, Lemma 2.5]
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for alle d ∈ D. Jvf. Proposition 6.1.4 kan vn vælges, så vn er homotop med 1D⊗D, daD ∼= D⊗D
er K1-injektiv. Så for hvert n ∈ N �ndes en kontinuert funktion un : [0, 1] 7→ D ⊗D, så

un(t) =


vn, 0 ≤ t < 1

3
un(t), 1

3 ≤ t < 2
3

1D⊗D, 2
3 ≤ t ≤ 1.

Bemærk, at un ∈ C([0, 1], D ⊗D) (∼= C([0, 1])⊗D ⊗D, [Mur90, Theorem 6.4.17]) er unitær,
da vn ∈ U0(D ⊗D).
De�ner

ũn = (h2 ⊗ 1D⊗D)un ∈ C0([0, 1[)⊗D ⊗D

og
sn = (βn ⊗ idD⊗D)(ũn) ∈ A⊗D ⊗D.

Da h2(t) = 1 for 0 ≤ t ≤ 2
3 og un(t) = 1D⊗D for 2

3 ≤ t ≤ 1 er ũn et normalt element. Dermed
bliver sn også normalt, da βn ⊗ idD⊗D : C0([0, 1[)⊗D⊗D 7→ A⊗D⊗D er en ∗-homomor�.
Det gælder, at

‖sn‖ = ‖(βn(h2)⊗ 1D⊗D)(βn ⊗ idD⊗D)(un)‖ ≤ ‖βn(h2)‖ ≤ ‖h2‖∞ = 1,

så sn er en kontraktion.
De�ner en kontinuert funktion ϕ ∈ C0([0, 1[) ved

ϕ(t) =


1, 0 ≤ t < 1

4
−12t+ 4, 1

4 ≤ t < 1
3

0, 1
3 ≤ t ≤ 1.

Lad (gn)∞n=1 være følgen af kontinuerte funktioner fra beviset for Lemma 6.1.6, og lad (en)∞n=1være den approksimative enhed for A de�neret i beviset for Lemma 6.1.6. Lad n > 3 og k < n.
Da er ϕgn = gn og (ϕ⊗ 1D⊗D)un = (ϕ⊗ 1D⊗D)(1[0,1] ⊗ vn) = ϕ⊗ vn. Dette giver, at

(ek ⊗ 1D⊗D)sn = (eken ⊗ 1D⊗D)sn
= (ek ⊗ 1D⊗D)(en ⊗ 1D⊗D)sn
= (ek ⊗ 1D⊗D)(βn(gn)⊗ 1D⊗D)(βn(h2)⊗ 1D⊗D)(βn ⊗ idD⊗D)(un)
= (ek ⊗ 1D⊗D)(βn(gn)⊗ 1D⊗D)(βn ⊗ idD⊗D)(un)
= (ek ⊗ 1D⊗D)(βn(gn)⊗ 1D⊗D)(βn(ϕ)⊗ 1D⊗D)(βn ⊗ idD⊗D)(un)
= (ek ⊗ 1D⊗D)(βn(gn)⊗ 1D⊗D)(βn ⊗ idD⊗D)((ϕ⊗ 1D⊗D)un)
= (ek ⊗ 1D⊗D)(βn(gn)⊗ 1D⊗D)(βn(ϕ)⊗ vn)
= (ek ⊗ 1D⊗D)(βn(gn)⊗ vn)
= ek ⊗ vn.

For alle a ∈ A og alle x ∈ D ⊗D fås hermed, at
(aek ⊗ x)sn = (a⊗ x)(ek ⊗ 1D⊗D)sn = (a⊗ x)(ek ⊗ vn) = aek ⊗ xvn



95

for n > 3 og k < n. Lad ε > 0 være givet. Da (en)∞n=1 er en approksimativ enhed for A, �ndes
for a ∈ A og x ∈ D ⊗D et k > 3, så ‖a− aek‖ < ε

2‖x‖ . Dvs.
‖(a⊗ x)sn − a⊗ xvn‖ ≤ ‖(a⊗ x)sn − (aek ⊗ x)sn‖+ ‖(aek ⊗ x)sn − a⊗ xvn‖

≤ ‖a⊗ x− aek ⊗ x‖+ ‖aek ⊗ xvn − a⊗ xvn‖
= ‖a− aek‖‖x‖+ ‖aek − a‖‖xvn‖
= 2‖a− aek‖‖x‖
< ε

for n > k. Så limn→∞ ‖(a⊗x)sn−a⊗xvn‖ = 0. Tilsvarende er limn→∞ ‖sn(a⊗x)−a⊗xvn‖ = 0
for alle a ∈ A og alle x ∈ D ⊗D. Dvs.

lim
n→∞

‖sn(a⊗ 1D⊗D)− (a⊗ 1D⊗D)sn‖

≤ lim
n→∞

(‖sn(a⊗ 1D⊗D)− a⊗ 1D⊗Dvn‖+ ‖a⊗ 1D⊗Dvn − (a⊗ 1D⊗D)sn‖)

= 0.

Endvidere gælder for alle a ∈ A,
lim
n→∞

‖s∗nsn(a⊗ 1D⊗D)− a⊗ 1D⊗D)‖

≤ lim
n→∞

(‖s∗n(sn(a⊗ 1D⊗D)− a⊗ vn)‖+ ‖s∗n(a⊗ vn)− a⊗ 1D⊗D‖)

≤ lim
n→∞

(‖s∗n‖‖sn(a⊗ 1D⊗D)− a⊗ vn‖+ ‖s∗n(a⊗ vn)− a⊗ v∗nvn‖)

= lim
n→∞

‖(a∗ ⊗ v∗n)sn − a∗ ⊗ v∗nvn‖

= 0.

For alle a ∈ A og alle d ∈ D gælder også, at
lim
n→∞

‖s∗n(a⊗ 1D ⊗ d)sn − a⊗ d⊗ 1D‖

≤ lim
n→∞

(‖s∗n((a⊗ 1D ⊗ d)sn − a⊗ (1D ⊗ d)vn)‖+ ‖s∗n(a⊗ (1D ⊗ d)vn − a⊗ vn(d⊗ 1D))‖

+ ‖s∗n(a⊗ vn(d⊗ 1D))− a⊗ d⊗ 1D‖)
≤ lim

n→∞
(‖(a⊗ 1D ⊗ d)sn − a⊗ (1D ⊗ d)vn‖+ ‖a⊗ ((1D ⊗ d)vn − vn(d⊗ 1D))‖

+ ‖(a∗ ⊗ (d∗ ⊗ 1D)v∗n)sn − a∗ ⊗ d∗ ⊗ 1D‖)
≤ lim

n→∞
‖a‖‖vn‖‖v∗n(1D ⊗ d)vn − (d⊗ 1D)‖+ ‖(a∗ ⊗ (d∗ ⊗ 1D)v∗n)sn − a∗ ⊗ (d∗ ⊗ 1D)v∗nvn‖)

= 0.

Vi skal nu tjekke, at sn + 1(A⊗D⊗D)̃ − (s∗nsn)
1
2 er unitær i (A ⊗D ⊗D)̃ for alle n ∈ N. Men

da ũn er et normalt element gælder, at ũ∗nũn = h2
2 ⊗ 1D⊗D, så s∗nsn = βn(h2

2) ⊗ 1D⊗D =
(βn(h2)⊗ 1D⊗D)2. Dvs. (s∗nsn)

1
2 = βn(h2)⊗ 1D⊗D.

Endvidere er,
ũ∗n(1C([0,1])⊗D⊗D − (ũ∗nũn)

1
2 ) = ((h2 ⊗ 1D⊗D)un)∗((1[0,1] − h2)⊗ 1D⊗D)

= u∗n(h2 ⊗ 1D⊗D)((1[0,1] − h2)⊗ 1D⊗D)

= u∗n((h2 − h2
2)⊗ 1D⊗D)

= (h2 − h2
2)⊗ 1D⊗D.
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Så
s∗n(1(A⊗D⊗D)̃ − (s∗nsn)

1
2 ) = (βn ⊗ idD⊗D)(ũ∗n(1C([0,1])⊗D⊗D − (ũ∗nũn)

1
2 ))

= (βn ⊗ idD⊗D)((h2 − h2
2)⊗ 1D⊗D)

= βn(h2 − h2
2)⊗ 1D⊗D.

Heraf fås, at
(1(A⊗D⊗D)̃ − (s∗nsn)

1
2 )sn = (s∗n(1(A⊗D⊗D)̃ − (s∗nsn)

1
2 ))∗ = βn(h2 − h2

2)⊗ 1D⊗D.

Dvs.
(s∗n + 1− (s∗nsn)

1
2 )(sn + 1− (s∗nsn)

1
2 )

= 2s∗nsn + s∗n(1− (s∗nsn)
1
2 ) + (1− (s∗nsn)

1
2 )sn + 1− 2(s∗nsn)

1
2

= 2βn(h2
2)⊗ 1D⊗D + 2βn(h2 − h2

2)⊗ 1D⊗D + 1− 2βn(h2)⊗ 1D⊗D
= 1 + βn(2h2

2 + 2h2 − 2h2
2 − 2h2)⊗ 1D⊗D

= 1,

hvor 1 er enheden i (A⊗D⊗D)̃. Analogt er (sn+1− (s∗nsn)
1
2 )(s∗n+1− (s∗nsn)

1
2 ) = 1, hvilket

betyder, at sn + 1− (s∗nsn)
1
2 er unitær i (A⊗D ⊗D)̃.

Til beviset for hovedsætningen i dette kapitel skal vi bruge en modi�ceret version af Sætning
2.4.1, som fås nedenfor.
Proposition 6.1.8. 4 Lad A og B være separable C∗-algebraer og lad ι : A 7→ B være en
injektiv ∗-homomor�. Antag at der �ndes en følge (vn)∞n=1 af unitære i (B̃)∞, så

lim
n→∞

‖vn(π(B)
∞ ◦ δB)(ι(a))− (π(B)

∞ ◦ δB)(ι(a))vn‖ = 0

og
lim
n→∞

dist(v∗n(π(B)
∞ ◦ δB)(b)vn, (ι(A))∞) = 0

for alle a ∈ A og alle b ∈ B. Da �ndes en ∗-isomor� ψ : A 7→ B, som er approksimativt
unitært ækvivalent med ι.

Bevis. Jvf. Sætning 2.4.1 skal vi �nde en følge (un)∞n=1 af unitære i M(B), så
lim
n→∞

‖unι(a)− ι(a)un‖ = 0

for alle a ∈ A og
lim
n→∞

dist(u∗nbun, ι(A)) = 0

for alle b ∈ B.
Lad {a1, . . . , ak} ⊆ A og {b1, . . . , bl} ⊆ B være endelige delmængder i hhv. A og B, og lad
ε > 0 være givet. Samme argument som i beviset for Sætning 2.4.2 giver, at det er tilstrækkeligt
at �nde en unitær u ∈M(B), så

‖uι(ai)− ι(ai)u‖ < ε for i = 1, . . . , k
4[TW05, Prop. 2.6]



97

og
dist(u∗bju, ι(A)) < ε for j = 1, . . . , l.

Pr. antagelse �ndes N ∈ N, en unitær vN ∈ (B̃)∞ og c1, . . . , cl ∈ (ι(A))∞, så
‖vN (π(B)

∞ ◦ δB)(ι(ai))− (π(B)
∞ ◦ δB)(ι(ai))vN‖ <

ε

2
for i = 1, . . . , k og

‖v∗N (π(B)
∞ ◦ δB)(bj)vN − cj‖ <

ε

2
for j = 1, . . . , l.

Da vN er unitær i (B̃)∞ �ndes jvf. Lemma A.1.15 en følge (un)n∈N ∈ l∞(B̃), så un er unitær
i B̃ og

vN = π(B̃)
∞ ((un)n∈N).

Tilsvarende �ndes (ι(aj,n))n∈N ∈ l∞(ι(A)) ⊆ l∞(B), så
π(B)
∞ ((ι(aj,n))n∈N) = cj .

Heraf fås, at
lim sup
n→∞

‖unι(ai)− ι(ai)un‖ = ‖π(B̃)
∞ ((unι(ai))n∈N)− π(B̃)

∞ ((ι(ai)un)n∈N)‖

= ‖vN (π(B)
∞ ◦ δB)(ι(ai))− (π(B)

∞ ◦ δB)(ι(ai))vN‖

<
ε

2

for i = 1, . . . , k, og
lim sup
n→∞

‖u∗nbjun − ι(aj,n)‖ = ‖π(B)
∞ ((u∗nbjun)n∈N)− π(B)

∞ ((ι(aj,n))n∈N)‖

= ‖v∗N (π(B)
∞ ◦ δB)(bj)vN − cj‖

<
ε

2

for j = 1, . . . , l. Så der �ndes altså mindst ét M ∈ N, så ‖uM ι(ai) − ι(ai)uM‖ < ε for
i = 1, . . . , k og ‖u∗MbjuM − ι(aj,M )‖ < ε for j = 1, . . . , l.
Lemma 6.1.9. Lad A være en C∗-algebra og lad (en)∞n=1 ⊆ A være en følge af kontraktioner
i A. Antag a ∈ A og limn→∞ ‖ena − a‖ = 0. Da vil limn→∞ ‖f(en)a − a‖ = 0 for alle
f ∈ C(σ(en)) med f(1) = 1.

Bevis. For ethvert k ∈ N fås ved at benytte trekantsuligheden k − 1 gange,
lim
n→∞

‖(en)ka− a‖ = 0.

Lad nu pk(t) = c0 + c1t + · · · + ckt
k, ci ∈ C være et polynomium af grad k med pk(1) = 1.

Dvs. ∑k
i=0 ci = 1, så

lim
n→∞

‖pk(en)a− a‖ = lim
n→∞

∥∥∥∥∥
k∑
i=0

ci(en)ia−
k∑
i=0

cia

∥∥∥∥∥ ≤ lim
n→∞

k∑
i=0

‖ci((en)ia− a)‖ = 0.
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Lad ε > 0 være givet, lad f ∈ C(σ(en)) og antag f(1) = 1. Af Stone-Weierstrass Sætning �ndes
et polynomium p med p(1) = 1, så ‖p− f‖∞ < ε

2‖a‖ . Ved at vælge n ∈ N så ‖p(en)a− a‖ < ε
2fås,

‖f(en)a− a‖ ≤ ‖(f(en)− p(en))a‖+ ‖p(en)a− a‖ < ε.

Vi er nu i stand til at bevise en ækvivalent betingelse forD-stabilitet af en separabel C∗-algebra
A, når D er separabel, unital, stærkt selv-absorberende og K1-injektiv. Denne betingelse skal
hovedsageligt benyttes til at bevise permanens egenskaber for D-stabilitet samt D-stabilitet
vedr. ekstensioner i de næste kapitler.
Sætning 6.1.10. 5 Lad A og D være separable C∗-algebraer og antag D er unital, stærkt
selv-absorberende og K1-injektiv. Da �ndes en ∗-isomor� ϕ : A 7→ A⊗D, hvis og kun hvis der
�ndes en ∗-homomor� σ : A⊗D 7→ (A)∞, som opfylder, at

σ(a⊗ 1D) = (π(A)
∞ ◦ δA)(a)

for alle a ∈ A. I dette tilfælde vil ϕ være approksimativt unitært ækvivalent med idA ⊗ 1D.

Bevis. Da D ∼=
⊗∞

i=1D og D har approksimativt indre halv�ip følger af Sætning 4.3.3, at der
�ndes en følge (ϕn)∞n=1 af ∗-homomor�er, ϕn : D ⊗D 7→ D, så limn→∞ ‖ϕn(d⊗ 1D)− d‖ = 0
for alle d ∈ D. Heraf er σn = idA ⊗ ϕn : A ⊗ D ⊗ D 7→ A ⊗ D en ∗-homomor�, og vi kan
de�nere ∗-homomor�en σ : A⊗D ⊗D 7→ (A⊗D)∞ ved,

σ(x) = π(A⊗D)
∞ ((σn(x))n∈N), x ∈ A⊗D ⊗D.

Dvs.
‖σ(a⊗ d⊗ 1D)− (π(A⊗D)

∞ ◦ δA⊗D)(a⊗ d)‖
= ‖π(A⊗D)

∞ ((a⊗ ϕn(d⊗ 1D))n∈N)− (π(A⊗D)
∞ ◦ δA⊗D)(a⊗ d)‖

= lim sup
n→∞

‖a⊗ (ϕn(d⊗ 1D)− d)‖

= ‖a‖ lim sup
n→∞

‖ϕn(d⊗ 1D)− d‖

= 0

for alle a ∈ A og alle d ∈ D. Heraf fås ved at benytte trekantsuligheden, at
‖σ(x⊗ 1D)− (π(A⊗D)

∞ ◦ δA⊗D)(x)‖ = 0

for alle x ∈ A�D, idet σ og (π(A⊗D)
∞ ◦ δA⊗D) er lineære. Så da A�D er en tæt delmængde i

A⊗D, og da σ og (π(A⊗D)
∞ ◦ δA⊗D) er lineære kontraktioner fås, at

‖σ(x⊗ 1D)− (π(A⊗D)
∞ ◦ δA⊗D)(x)‖ = 0

for alle x ∈ A⊗D. Hvis A ∼= A⊗D gælder hermed,
‖σ(a⊗ 1D)− (π(A)

∞ ◦ δA)(a)‖ = 0
5[TW05, Thm. 2.3]
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for alle a ∈ A.
Antag omvendt, at der �ndes en ∗-homomor� σ : A⊗D 7→ (A)∞, der opfylder, at

σ(a⊗ 1D) = (π(A)
∞ ◦ δA)(a)

for alle a ∈ A.
Lad ι : A 7→ A ⊗ D være den injektive ∗-homomor� givet ved ι = idA ⊗ 1D, og de�ner
∗-homomor�en β : D 7→ (Ã⊗D)∞ ved

β(d) = (π(Ã⊗D)
∞ ◦ δ

Ã⊗D)(1
Ã
⊗ d), d ∈ D.

Afbildningen ι : A 7→ A⊗D udvides til en injektiv ∗-homomor� ι1 : l∞(A) 7→ l∞(A⊗D) ved,
ι1((an)n∈N) = (ι(an))n∈N = (an ⊗ 1D)n∈N.

Bemærk, at ker(π(A⊗D)
∞ ◦ ι1) = c0(A).

For hvis (an)n∈N ∈ ker(π(A⊗D)
∞ ◦ι1), er π(A⊗D)

∞ (ι(an))n∈N = 0, hvilket betyder, at limn→∞ ‖ι(an)‖ =
0. Men da ι er isometrisk fås, limn→∞ ‖an‖ = 0.
Hvis (an)n∈N ∈ c0(A), er limn→∞ ‖an‖ = 0, og da ι er isometrisk er limn→∞ ‖ι(an)‖ = 0. Så
‖(π(A⊗D)

∞ ◦ ι1)((an)n∈N)‖ = ‖π(A⊗D)
∞ (ι(an))n∈N‖ = lim supn→∞ ‖ι(an)‖ = 0.

Af første homomor�sætning fås hermed en injektiv ∗-homomor� ι : (A)∞ 7→ (A ⊗ D)∞, så
følgende diagram kommuterer

l∞(A)
ι1 //

π
(A)
∞
��

l∞(A⊗D)

π
(A⊗D)
∞
��

(A)∞
ι //___ (A⊗D)∞.

Dvs. ι ◦ σ : A⊗D 7→ (A⊗D)∞ er en ∗-homomor�, der opfylder, at
(ι ◦ σ)(a⊗ 1D) = ι(π(A)

∞ ◦ δA)(a)

= (π(A⊗D)
∞ ◦ ι1)(δA(a))

= (π(A⊗D)
∞ ◦ δA⊗D)(ι(a))

= (π(A⊗D)
∞ ◦ δA⊗D)(a⊗ 1D)

for alle a ∈ A. Dvs. (ι ◦ σ)(a ⊗ 1D)β(d) = β(d)(ι ◦ σ)(a ⊗ 1D) for alle a ∈ A og alle d ∈ D.
Men da ι, ι er injektive ∗-homomor�er fås,

(ι ◦ σ)(A⊗D) ⊆ ι(A)∞ ∼= (A)∞ ∼= (ι(A))∞ = (A⊗ C1D)∞.

Endvidere kan (A⊗ C1D)∞ betragtes som en del-C∗-algebra af (Ã⊗D)∞, idet inklusionsaf-
bildningen ψ : A⊗ C1D 7→ Ã⊗D kan udvides til en injektiv ∗-homomor�
ψ : (A⊗C1D)∞ 7→ (Ã⊗D)∞ på samme måde som vi konstruerede ι. Hermed har (ι ◦σ) og β
kommuterende billeder i (Ã⊗D)∞. Så der �ndes en ∗-homomor� ρ : A⊗D⊗D 7→ (Ã⊗D)∞,
som opfylder, at

ρ(a⊗ d0 ⊗ d1) = (ι ◦ σ)(a⊗ d0)β(d1), a ∈ A, d0, d1 ∈ D

jvf. [Mur90, Remark 6.3.2]. Da (ι ◦ σ)(A⊗D) ⊆ (A⊗D)∞ og (A⊗D)∞ er et lukket to-sidet
ideal i (Ã⊗D)∞ ses, at ρ(A⊗D ⊗D) ⊆ (A⊗D)∞.
Af Lemma 6.1.7 �ndes en følge (sn)∞n=1 af kontraktioner i A⊗D ⊗D, der opfylder
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(i) limn→∞ ‖sn(a⊗ 1D⊗D)− (a⊗ 1D⊗D)sn‖ = 0.
(ii) limn→∞ ‖s∗n(a⊗ 1D ⊗ d)sn − a⊗ d⊗ 1D‖ = 0.
(iii) limn→∞ ‖s∗nsn(a⊗ 1D⊗D)− a⊗ 1D⊗D‖ = 0.
(iv) sn + 1− (s∗nsn)

1
2 er unitær i (A⊗D ⊗D)̃, hvor 1 er enheden i (A⊗D ⊗D)̃.

Lad ρ̃ : (A⊗D⊗D)̃ 7→ ((A⊗D)∞)̃ være unitaliseringen af ρ, og lad vn = ρ̃(sn+1− (s∗nsn)
1
2 ).

Dvs.
‖vn(π(A⊗D)

∞ ◦ δA⊗D)(ι(a))− (π(A⊗D)
∞ ◦ δA⊗D)(ι(a))vn‖

= ‖vn(ι ◦ σ(a⊗ 1D)β(1D))− (ι ◦ σ(a⊗ 1D)β(1D))vn‖

= ‖ρ̃(sn + 1− (s∗nsn)
1
2 )ρ̃(a⊗ 1D ⊗ 1D)− ρ̃(a⊗ 1D ⊗ 1D)ρ̃(sn + 1 + (s∗nsn)

1
2 )‖

≤ ‖(sn + 1− (s∗nsn)
1
2 )(a⊗ 1D ⊗ 1D)− (a⊗ 1D ⊗ 1D)(sn + 1− (s∗nsn)

1
2 )‖

= ‖(sn − (s∗nsn)
1
2 )(a⊗ 1D ⊗ 1D)− (a⊗ 1D ⊗ 1D)(sn − (s∗nsn)

1
2 )‖

≤ ‖sn(a⊗ 1D ⊗ 1D)− (a⊗ 1D ⊗ 1D)sn‖+ ‖(s∗nsn)
1
2 (a⊗ 1D ⊗ 1D)− (a⊗ 1D ⊗ 1D)(s∗nsn)

1
2 ‖

≤ ‖sn(a⊗ 1D ⊗ 1D)− (a⊗ 1D ⊗ 1D)sn‖+ ‖(s∗nsn)
1
2 (a⊗ 1D ⊗ 1D)− a⊗ 1D ⊗ 1D‖

+ ‖a⊗ 1D ⊗ 1D − (a⊗ 1D ⊗ 1D)(s∗nsn)
1
2 ‖.

Af Lemma 6.1.9 er limn→∞ ‖vn(π(A⊗D)
∞ ◦ δA⊗D)(ι(a))− (π(A⊗D)

∞ ◦ δA⊗D)(ι(a))vn‖ = 0, da (iii)
giver, at limn→∞ ‖s∗nsn(a⊗ 1D ⊗ 1D)− a⊗ 1D ⊗ 1D‖ = 0.
Tilsvarende er limn→∞ ‖a⊗ 1D ⊗ 1D − (a⊗ 1D ⊗ 1D)s∗nsn‖ = 0.
For alle a ∈ A og alle d ∈ D gælder, at
v∗n(π

(A⊗D)
∞ ◦ δA⊗D)(a⊗ d)vn

= v∗n(ι ◦ σ)(a⊗ 1D)β(d)vn
= v∗nρ(a⊗ 1D ⊗ d)vn

= ρ̃((s∗n + 1− (s∗nsn)
1
2 )(a⊗ 1D ⊗ d)(sn + 1− (s∗nsn)

1
2 ))

= ρ̃((s∗n(a⊗ 1D ⊗ d)sn + s∗n(a⊗ 1D ⊗ d)− s∗n(a⊗ 1D ⊗ d)(s∗nsn)
1
2 + (a⊗ 1D ⊗ d)sn

− (s∗nsn)
1
2 (a⊗ 1D ⊗ d)sn + (a⊗ 1D ⊗ d)− (s∗nsn)

1
2 (a⊗ 1D ⊗ d)− (a⊗ 1D ⊗ d)(s∗nsn)

1
2

+ (s∗nsn)
1
2 (a⊗ 1D ⊗ d)(s∗nsn)

1
2 )

= ρ̃(s∗n(a⊗ 1D ⊗ d)sn) + ρ̃(s∗n(1Ã ⊗ 1D ⊗ d))ρ̃(a⊗ 1D ⊗ 1D − (a⊗ 1D ⊗ 1D)(s∗nsn)
1
2 ))

+ ρ̃(a⊗ 1D ⊗ 1D − (s∗nsn)
1
2 (a⊗ 1D ⊗ 1D))ρ̃((1

Ã
⊗ 1D ⊗ d)sn)

+ ρ̃(a⊗ 1D ⊗ 1D − (s∗nsn)
1
2 (a⊗ 1D ⊗ 1D))ρ̃((1

Ã
⊗ 1D ⊗ d)

− ρ̃(a⊗ 1D ⊗ 1D − (s∗nsn)
1
2 (a⊗ 1D ⊗ 1D))ρ̃((1

Ã
⊗ 1D ⊗ d)(s∗nsn)

1
2 )

→ ρ̃(a⊗ d⊗ 1D) for n→∞
= ρ(a⊗ d⊗ 1D)
= (ι ◦ σ)(a⊗ d)β(1D)
= (ι ◦ σ)(a⊗ d)
∈ ι(A)∞ ∼= (A)∞ ∼= (ι(A))∞.
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Heraf fås ved at bruge trekantsuligheden, at
lim
n→∞

‖v∗n(π(A⊗D)
∞ ◦ δA⊗D)(y)vn − (ι ◦ σ)(y)‖ = 0

for alle y ∈ A�D. Så da A�D er en tæt delmængde i A⊗D fås, at
lim
n→∞

dist(v∗n(π(A⊗D)
∞ ◦ δA⊗D)(y)vn, (ι(A))∞) = 0

for alle y ∈ A⊗D. Da ρ̃ er en ∗-homomor� er vn et unitært element i ((A⊗D)∞)̃ ⊆ ((A⊗D)̃)∞.
(Inklusionen ses, idet vi lader ψ : A ⊗ D 7→ (A ⊗ D)̃ være inklusionsafbildningen. Vha.
første homomor�sætning fås som før en injektiv ∗-homomor� ψ : (A ⊗D)∞ 7→ ((A ⊗D)̃)∞.
Unitaliseringen ψ̃ : ((A ⊗ D)∞)̃ 7→ ((A ⊗ D)̃)∞ af ψ er også en injektiv ∗-homomor�, så
((A⊗D)∞)̃ kan betragtes som en del-C∗-algebra af (A⊗D)̃)∞.)
Heraf �ndes jvf. Proposition 6.1.8 en ∗-isomor� ϕ : A 7→ A⊗D, som er approksimativt unitært
ækvivalent med ι.
Bemærk, at hvis A ∼= A ⊗ D, giver første del af beviset en følge (σn)∞n=1 af ∗-homomor�er,
σn : A⊗D 7→ A, så limn→∞ ‖σn(a⊗ 1D)− a‖ = 0 for alle a ∈ A. Dette ses, idet vi de�nerer
σn : A ⊗ D ⊗ D 7→ A ⊗ D, ved σn = idA ⊗ ϕn. Men limn→∞ ‖ϕn(d ⊗ 1D) − d‖ = 0 for alle
d ∈ D, så

lim
n→∞

‖σn(a⊗ d⊗ 1D)− a⊗ d‖ = lim
n→∞

‖a⊗ ϕn(d⊗ 1D)− a⊗ d‖

= lim
n→∞

‖a‖‖ϕn(d⊗ 1D)− d‖

= 0

for alle a ∈ A og alle d ∈ D. Ved at bruge trekantsuligheden fås, at
lim
n→∞

‖σn(x⊗ 1D)− x‖ = 0

for alle x ∈ A�D, så da A�D er tæt i A⊗D, og σn er kontinuert, er
lim
n→∞

‖σn(x⊗ 1D)− x‖ = 0

for alle x ∈ A⊗D. Det ønskede fås nu, idet A⊗D ∼= A.



Kapitel 7

Permanens egenskaber for D-stabilitet

I det følgende antages D at være en separabel, unital, stærkt selv-absorberende og K1-injektiv
C∗-algebra. Vi skal gennemgå nogle permanens egenskaber for D-stabilitet. Bl.a. skal vises,
at hvis A er en D-stabil C∗-algebra og I er et lukket to-sidet ideal i A, så er I og A/I også
D-stabile. Endvidere vises, at den induktive grænse af en induktiv følge af separable D-stabile
C∗-algebraer er D-stabil. Alle nævnte resultater i dette kapitel fås som korollarer til Sætning
6.1.10.
De�nition 7.1.1. 1 En del-C∗-algebra B af en C∗-algebra A kaldes heriditær, hvis uligheden

a ≤ b, a ∈ A+, b ∈ B+

medfører, at a ∈ B.
Nedenstående sætning, som angives uden bevis, giver en ækvivalent betingelse for at en del-
C∗-algebra B i en C∗-algebra A er heriditær i A.
Sætning 7.1.2. 2 Lad B være en del-C∗-algebra af en C∗-algebra A. Da er B heriditær i A,
hvis og kun hvis bab′ ∈ B for alle b, b′ ∈ B og alle a ∈ A.

Idet D antages at være en separabel, unital, stærkt selv-absorberende og K1-injektiv C∗-
algebra, gælder følgende resultater.
Korollar 7.1.3. 3 Lad A være en separabel og D-stabil C∗-algebra, og lad B være en heriditær
del-C∗-algebra i A. Da er B D-stabil.

Bevis. Lad ι : B 7→ A være inklusionsafbildningen. Da B er separabel kan vi jvf. Lemma
6.1.5 �nde en approksimativ enhed (hn)n∈N for B, hvor hn er et positivt normaliseret element.
Dvs. (hn)n∈N tilhører l∞(B), og vi de�nerer h = π

(B)
∞ ((hn)n∈N) ⊆ (B)∞ ⊆ (A)∞. For ethvert

x ∈ (A)∞ �ndes (xn)n∈N ∈ l∞(A), så x = π
(A)
∞ ((xn)n∈N). Dvs.

hxh = π(B)
∞ ((hn)n∈N)π(A)

∞ ((xn)n∈N)π(B)
∞ ((hn)n∈N)

= π(A)
∞ ((hn)n∈N)π(A)

∞ ((xn)n∈N)π(A)
∞ ((hn)n∈N)

= π(A)
∞ ((hnxnhn)n∈N).

1[Mur90, Afsnit 3.2]
2[Mur90, Thm. 3.2.2]
3[TW05, Korollar 3.1]
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Men B er en heriditær del-C∗-algebra i A, så af Sætning 7.1.2 er hnxnhn ∈ B for alle n ∈ N.
Så

hxh = π(B)
∞ ((hnxnhn)n∈N) ∈ (B)∞.

Vi kan hermed de�nere en lineær afbildning β : (A)∞ 7→ (B)∞ ved
β(x) = hxh, x ∈ (A)∞.

Afbildningen β er en kontraktion. Dette ses, idet vi som tidligere for x ∈ (A)∞ �nder
(xn)n∈N ∈ l∞(A), så x = π

(A)
∞ ((xn)n∈N). Dvs.

‖β(x)‖ = ‖π(B)
∞ ((hnxnhn)n∈N)‖

= lim sup
n→∞

‖hnxnhn‖

≤ lim sup
n→∞

‖xn‖

= ‖π(A)
∞ ((xn)n∈N)‖

= ‖x‖.

Da (hn)n∈N er en approksimativ enhed for B gælder for ethvert b ∈ B, at
lim
n→∞

‖bhn − b‖ = lim
n→∞

‖hnb− b‖ = 0.

Så ‖π(B)
∞ ((bhn−b)n∈N)‖ = lim supn→∞ ‖bhn−b‖ = 0, og tilsvarende er ‖π(B)

∞ ((hnb−b)n∈N)‖ =
0. Dvs.

h(π(B)
∞ ◦ δB)(b) = (π(B)

∞ ◦ δB)(b)h = (π(B)
∞ ◦ δB)(b)

for b ∈ B, hvilket medfører, at
β((π(B)

∞ ◦ δB)(b)) = (π(B)
∞ ◦ δB)(b)

for alle b ∈ B.
Da A er D-stabil �ndes jvf. Sætning 6.1.10 en ∗-homomor� σ : A⊗D 7→ (A)∞, der opfylder

σ(a⊗ 1D) = (π(A)
∞ ◦ δA)(a)

for alle a ∈ A.
De�ner nu en afbildning σ : B ⊗D 7→ (B)∞ ved,

σ = β ◦ σ ◦ (ι⊗ idD).

Da β er en lineær kontraktion, og σ ◦ (ι⊗ idD) er en ∗-homomor�, er σ en lineær kontraktion.
For et positivt element b ∈ B og d ∈ D fås,

σ(b⊗ 1D) = (β ◦ σ)(b⊗ 1D) = β((π(A)
∞ ◦ δA)(b)) = β((π(B)

∞ ◦ δB)(b)) = (π(B)
∞ ◦ δB)(b),
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og da b 1
2 er positivt er (b

1
2 )

1
2 = b

1
4 de�neret. Så

σ(b⊗ d) = (β ◦ σ)(b⊗ d)

= (β ◦ σ)((b
1
4 ⊗ 1D)(b

1
2 ⊗ d)(b

1
4 ⊗ 1D))

= β(σ(b
1
4 ⊗ 1D)σ(b

1
2 ⊗ d)σ(b

1
4 ⊗ 1D))

= h(σ(b
1
4 ⊗ 1D)σ(b

1
2 ⊗ d)σ(b

1
4 ⊗ 1D))h

= h(π(B)
∞ ◦ δB)(b

1
4 )σ(b

1
2 ⊗ d)(π(B)

∞ ◦ δB)(b
1
4 )h

= (π(B)
∞ ◦ δB)(b

1
4 )σ(b

1
2 ⊗ d)(π(B)

∞ ◦ δB)(b
1
4 )

= σ(b
1
4 ⊗ 1D)σ(b

1
2 ⊗ d)σ(b

1
4 ⊗ 1D)

= σ((b
1
4 ⊗ 1D)(b

1
2 ⊗ d)(b

1
4 ⊗ 1D))

= σ(b⊗ d).

Ethvert element i B kan skrives som en sum af �re positive elementer, så lineariteten af σ
giver hermed, at σ(x) = σ(x) for alle x ∈ B �D. Da B �D er en tæt delmængde i B ⊗D og
σ er en lineær kontraktion fås, at σ(x) = σ(x) for alle x ∈ B⊗D. Så da σ er en ∗-homomor�,
er σ : B ⊗D 7→ (B)∞ også en ∗-homomor�, der opfylder, at

σ(b⊗ 1D) = σ(b⊗ 1D) = (π(B)
∞ ◦ δB)(b)

for alle b ∈ B. Sætning 6.1.10 giver hermed eksistensen af en ∗-isomor� ϕ : B 7→ B ⊗D.
Korollar 7.1.4. 4 Hvis A er en separabel C∗-algebra, så er følgende udsagn ækvivalente:

(i) A er D-stabil.

(ii) A⊗Mn(C) er D-stabil for alle n ∈ N.

(iii) A⊗K er D-stabil.

Bevis. Hvis A er D-stabil er A⊗Mn(C)⊗D ∼= A⊗Mn(C), idet kommutativiteten af tensor-
produktet op til isomor� giver, at

A⊗Mn(C)⊗D ∼= A⊗D ⊗Mn(C) ∼= A⊗Mn(C).

LadK = K(H) være de kompakte operatorer på et uendeligt dimensionalt separabelt Hilbertrum
H. Da gælder for ethvert n ∈ N, at

K(H) ∼= K(H ⊕H · · · ⊕H)(n addenter) ∼= Mn(C)⊗K.

Så A⊗K ∼= A⊗ (Mn(C)⊗K) for alle n ∈ N. Hvis A⊗Mn(C) er D-stabil, fås hermed,
(A⊗K)⊗D ∼= A⊗ (Mn(C)⊗K)⊗D ∼= (A⊗Mn(C)⊗D)⊗K ∼= (A⊗Mn(C))⊗K ∼= A⊗K.

Antag nu, at A⊗K er D-stabil. Lad e være en én-dimensional projektion i K, og lad
ϕ : A 7→ A⊗ Ce være givet ved,

ϕ(a) = a⊗ e, a ∈ A.
4[TW05, Korollar 3.2]
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Da e er en projektion er ϕ en injektiv ∗-homomor�. Endvidere er ϕ surjektiv, for lad a⊗ λe,
a ∈ A, λ ∈ C være en elementær tensor i A⊗Ce. Da er ϕ(λa) = λa⊗e = a⊗λe. Så lineariteten
af ϕ giver, at der for ethvert y ∈ A� Ce �ndes x ∈ A så ϕ(x) = y. Da billedet af ϕ er lukket
fås heraf, at ϕ(A) = A⊗ Ce, da A� Ce er en tæt delmængde i A⊗ Ce. Dvs. A ∼= A⊗ Ce.
C∗-algebraen A⊗ Ce er heriditær i A⊗K. For lad a1, a, a2 ∈ A, λ1, λ2 ∈ C og v ∈ K. Da er

(a1 ⊗ λ1e)(a⊗ v)(a2 ⊗ λ2e) = a1aa2 ⊗ λ1λ2eve ∈ A⊗ Ce.

Heraf fås, at xyx′ ∈ A⊗Ce for alle x, x′ ∈ A⊗Ce og y ∈ A⊗K. Dermed giver Korollar 7.1.3,
at A ∼= A⊗ Ce er D-stabil.
Korollar 7.1.5. 5 Lad A være en separabel og D-stabil C∗-algebra, og lad I være et lukket
to-sidet ideal i A. Da er I og A/I D-stabile.

Bevis. Af Sætning 7.1.2 følger, at I er en heriditær del-C∗-algebra i A, så af Korollar 7.1.3
fås, at I er D-stabil.
Lad q : A 7→ A/I være kvotientafbildningen. Da q er en kontraktion inducerer den en ∗-
homomor� q1 : l∞(A) 7→ l∞(A/I) ved

q1((an)n∈N) = (q(an))n∈N, (an)n∈N ∈ l∞(A).

Lad π
(A)
∞ : l∞(A) 7→ (A)∞, π(A/I)

∞ : l∞(A/I) 7→ (A/I)∞ være kvotientafbildninger. For
(an)n∈N ∈ c0(A) er limn→∞ ‖an‖ = 0. Dvs.

‖(π(A/I)
∞ ◦ q1)((an)n∈N)‖ = ‖π(A/I)

∞ ((q(an))n∈N)‖ = lim sup
n→∞

‖q(an)‖ ≤ lim sup
n→∞

‖an‖ = 0.

Så c0(A) ⊆ ker(π(A/I)
∞ ◦ q1). Første homomor�sætning giver hermed eksistensen af en

∗-homomor� q : (A)∞ 7→ (A/I)∞, så følgende diagram kommuterer
l∞(A)

q1 //

π
(A)
∞
��

l∞(A/I)

π
(A/I)
∞
��

(A)∞
q //___ (A/I)∞.

Da A er D-stabil �ndes jvf. Sætning 6.1.10 en ∗-homomor� σ : A⊗D 7→ (A)∞, så
σ(a⊗ 1D) = (π(A)

∞ ◦ δA)(a)

for alle a ∈ A. For j ∈ I gælder, at
(q ◦ σ)(j ⊗ 1D) = q((π(A)

∞ ◦ δA)(j)) = (π(A/I)
∞ ◦ q1)(δA(j)) = π(A/I)

∞ (δA/I(q(j)) = 0.

Så
(q ◦ σ)(j ⊗ d) = (q ◦ σ)(j ⊗ 1D)(q ◦ σ)̃(1

Ã
⊗ d) = 0

for alle j ∈ I, d ∈ D, hvor (q ◦ σ)̃ er unitaliseringen af q ◦ σ. Heraf fås, at (q ◦ σ)(I ⊗D) = 0,
idet I �D er en tæt delmængde i I ⊗D, og q ◦σ er kontinuert. Dermed er I ⊗D ⊆ ker(q ◦σ).
Da D er separabel, unital og stærkt selv-absorberende, har D approksimativt indre halv�ip

5[TW05, Korollar 3.3]
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jvf. Sætning 4.2.2. Specielt er D altså nukleær (Sætning 2.3.5), hvilket betyder jvf. [Mur90,
Theorem 6.5.2], at vi får en kort eksakt følge

0 // I ⊗D
ι⊗idD // A⊗D

q⊗idD // (A/I)⊗D // 0,

hvor ι : I 7→ A er inklusionsafbildningen. Dvs. (A ⊗ D)/(I ⊗ D) ∼= (A/I) ⊗ D, så af første
homomor�sætning fås en ∗-homomor� σ : (A/I)⊗D 7→ (A/I)∞, så diagrammet

A⊗D
q◦σ //

q⊗idD

&&MMMMMMMMMMM (A/I)∞

(A/I)⊗D

σ
88q

q
q

q
q

kommuterer. Heraf fås for a ∈ A,
σ(q(a)⊗ 1D) = (q ◦ σ)(a⊗ 1D)

= q(π(A)
∞ ◦ δA)(a)

= (π(A/I)
∞ ◦ q1)(δA(a))

= (π(A/I)
∞ ◦ δA/I)(q(a))

∈ (A/I)∞.

Da q er surjektiv fås det ønskede hermed af Sætning 6.1.10.
Korollar 7.1.6. 6 Lad A = lim→∞Ai være den induktive grænse af den induktive følge af
separable D-stabile C∗-algebraer Ai, i ∈ N. Da er A D-stabil.

Bevis. Lad (A, {µi}∞i=1) være den induktive grænse af den induktive følge {Ai, ϕi}∞i=1. Vi kanuden tab af generalitet antage, at ϕi : Ai 7→ Ai+1 er injektiv for alle i ∈ N. Dvs. µi : Ai 7→ A
er injektiv, og da A =

⋃∞
i=1 µi(Ai) ∼=

⋃∞
i=1Ai kan (Ai)∞i=1 betragtes som en voksende følge af

separable D-stabile C∗-algebraer i A.
(Ellers sættes Bi = Ai/ ker(µi) og lad πi : Ai 7→ Bi være kvotientafbildningen. Som i beviset
for Sætning 3.2.3 �ndes injektive ∗-homomor�er ψi : Bi 7→ Bi+1 og en entydig ∗-isomor�
π : A 7→ B så diagrammet

A1
ϕ1 //

π1

��

A2
ϕ2 //

π2

��

A3
//

π3

��

. . . // A

π

���
�
�

B1
ψ1 // B2

ψ2 // B3
// . . . // B

kommuterer. Så
A ∼= B =

∞⋃
i=1

λi(Bi) ∼=
∞⋃
i=1

Bi,

hvor (B, {λi}∞i=1) er den induktive grænse af den induktive følge {Bi, ψi}∞i=1. Korollar 7.1.5giver hermed, at (Bi)∞i=1 er en voksende følge af separable D-stabile C∗-algebraer i A.)
6[TW05, Korollar 3.4]
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Bemærkningen efter Sætning 6.1.10 giver for ethvert i ∈ N eksistensen af ∗-homomor�er
σi,n : Ai ⊗D 7→ Ai ⊆ A, der opfylder, at

lim
n→∞

‖σi,n(a⊗ 1D)− a‖ = 0

for alle a ∈ Ai.
Da Ai er separabel for alle i ∈ N �ndes en tællelig tæt delmængde {ai1, ai2, ai3, . . . } ⊆ Ai. For
alle i ∈ N �ndes ni ∈ N, så

‖σi,ni(ajk ⊗ 1D)− ajk‖ <
1
i

for alle j, k = 1, . . . , i, idet (Ai)∞i=1 er en voksende følge af C∗-algebraer. Heraf fås for alle
j, k ∈ N

lim
i→∞

‖σi,ni(ajk ⊗ 1D)− ajk‖ = 0,

thi ‖σi,ni(ajk ⊗ 1D)− ajk‖ < 1
i for i ≥ max{j, k}.

Men {aj1, aj2, aj3, . . . } er en tæt delmængde i Aj . Så for alle j ∈ N gælder, at
lim
i→∞

‖σi,ni(a⊗ 1D)− a‖ = 0

for alle a ∈ Aj .
Eftersom σi,ni : Ai ⊗D 7→ Ai ⊆ A er en ∗-homomor� for alle i ∈ N er σi,ni en kontraktion. Vi
kan hermed de�nere en afbildning σ̃ :

⋃∞
i=1Ai ⊗D 7→

∏∞
i=1Ai ⊆ l∞(A) ved,

σ̃i(x) =
{
σi,ni(x), x ∈ Ai ⊗D
0, ellers.

Lad π(A)
∞ : l∞(A) 7→ (A)∞ være kvotientafbildningen, og de�ner en afbildning

σ :
⋃∞
i=1Ai ⊗D 7→ (A)∞ ved

σ(x) = (π(A)
∞ ◦ σ̃)(x), x ∈

∞⋃
i=1

Ai ⊗D.

Det er klart, at σ er en ∗-homomor� på Ai⊗D for alle i ∈ N, idet σi,ni er en ∗-homomor� for
alle i ∈ N, og for x ∈ Ai ⊗D er

σ̃j(x) =
{

0, for j < i
σj,nj (x), for j ≥ i.

Da (Ai ⊗ D)∞i=1 er en voksende følge af C∗-algebraer, bliver σ således en ∗-homomor� på⋃∞
i=1Ai ⊗D. Men da A ∼= ⋃∞i=1Ai, er

⋃∞
i=1Ai ⊗D en tæt delmængde i A⊗D, så da σ er en

kontraktion på ⋃∞i=1Ai ⊗D kan vi udvide σ til en ∗-homomor� σ : A⊗D 7→ (A)∞.
For alle a ∈ ⋃∞i=1Ai gælder, at

‖σ(a⊗ 1D)− (π(A)
∞ ◦ δA)(a)‖ = ‖σ(a⊗ 1D)− (π(A)

∞ ◦ δA)(a)‖
= ‖π(A)

∞ ((σ̃n(a⊗ 1D))n∈N)− (π(A)
∞ ◦ δA)(a)‖

= ‖π(A)
∞ ((σ̃n(a⊗ 1D)− a)n∈N)‖

= lim sup
n→∞

‖σ̃n(a⊗ 1D)− a‖

= lim sup
i→∞

‖σi,ni(a⊗ 1D)− a‖

= 0.
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Ved at benytte kontinuiteten af σ og (π(A)
∞ ◦ δA) fås, at σ(a ⊗ 1D) = (π(A)

∞ ◦ δA)(a) for alle
a ∈ A. Sætning 6.1.10 giver nu, at A er D-stabil.

I kapitel 9 får vi brug for, at A ∼= A ⊗ (
⊗∞

n=1Dn), hvis A er en separabel og Dn-stabil C∗-
algebra for alle n ∈ N, og (Dn)∞n=1 er en følge af unitale, separable, stærkt selv-absorberende og
K1-injektive C∗-algebraer. Til beviset for dette resultat skal vi benytte nedenstående lemma:
Lemma 7.1.7. Lad A være en separabel C∗-algebra, og lad

A
ϕ1 // A

ϕ2 // A
ϕ3 // . . . // A′

være en induktiv følge med en induktiv grænse A′. Antag, at der for hvert n ∈ N �ndes en
følge (αm,n)∞m=1 af automor�er på A, så

lim
m→∞

‖ϕn(a)− αm,n(a)‖ = 0

for alle a ∈ A. Da er A′ isomorf med A.

Bevis. For hvert n ∈ N kan vi vælge en automor� αn ∈ Aut(A) passende tæt på ϕn, så vi får
en approximate intertwining:

A
ϕ1 //

??
??

??
?

??
??

??
? A

ϕ2 //

??
??

??
?

??
??

??
? A

ϕ3 //

??
??

??
?

??
??

??
?

. . . // A′

A

α1

??������� α1 // A

α2

??������� α2 // A
α3 // . . . // A

Heraf fås, at A′ ∼= A.
Korollar 7.1.8. Lad A være en separabel C∗-algebra, og lad (Dn)∞n=1 være en følge af unitale,
separable, stærkt selv-absorberende og K1-injektive C∗-algebraer. Antag A er isomorf med
A⊗Dn for alle n ∈ N. Da er A isomorf med A⊗ (

⊗∞
n=1Dn).

Bevis. Sæt D =
⊗∞

n=1Dn. Da er A⊗D isomorf med den induktive grænse af den induktive
følge

A
ϕ1 // A⊗D1

ϕ2 // A⊗D1 ⊗D2
ϕ3 // A⊗D1 ⊗D2 ⊗D3

ϕ4 // . . . ,

hvor ϕn : A⊗D1 ⊗ · · · ⊗Dn−1 7→ A⊗D1 ⊗ · · · ⊗Dn er givet ved,
ϕn = idA⊗D1⊗···⊗Dn−1 ⊗ 1Dn .

Vælg nu ∗-homomor�er (ψn)∞n=1, ψn : A 7→ A så nedenstående diagram kommuterer, hvor A′
er den induktive grænse af {A,ψn}nn=1, og (γn)∞n=1 er en følge af ∗-isomor�er.

A
ϕ1 // A⊗D1

ϕ2 //

γ1

��

A⊗D1 ⊗D2
ϕ3 //

γ2

��

. . . // A⊗D

A
ψ1 // A

ψ2 // A
ψ3 // . . . // A′
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Da �ndes en ∗-isomor� ψ : A⊗D 7→ A′, så vi skal bare vise, at A′ ∼= A. Jvf. Lemma 7.1.7 skal
vi for hvert n ∈ N �nde automor�er (αm,n)∞m=1 ⊆ Aut(A), så

lim
m→∞

‖αm,n(a)− ψn(a)‖ = 0

for alle a ∈ A. Det er hertil nok for hvert n ∈ N, at �nde en følge af isomor�er (λm,n)∞m=1,
λm,n : A⊗D1 ⊗ · · · ⊗Dn−1 7→ A⊗D1 ⊗ · · · ⊗Dn, så

lim
m→∞

‖ϕn(x)− λm,n(x)‖ = 0

for alle x ∈ A ⊗ D1 ⊗ · · · ⊗ Dn−1. Thi, da er αm,n = γn ◦ λm,n ◦ γ−1
n−1 ∈ Aut(A) og for alle

a ∈ A er
lim
m→∞

αm,n(a) = (γn ◦ ϕn ◦ γ−1
n−1)(a) = ψn(a).

Men da Dn er stærkt selv-absorberende og K1-injektiv, følger af Sætning 6.1.10, at der �ndes
en ∗-isomor� Φn : A⊗D1 ⊗ · · · ⊗Dn−1 7→ A⊗D1 ⊗ · · · ⊗Dn, som er approksimativt unitært
ækvivalent med ϕn. Der �ndes altså en følge af unitære (um,n)∞m=1 ⊆ A⊗D1 ⊗ · · · ⊗Dn, så

lim
m→∞

‖ϕn(x)− u∗m,nΦn(x)um,n‖ = 0

for alle x ∈ A⊗D1 ⊗ · · · ⊗Dn−1. De�ner λm,n : A⊗D1 ⊗ · · · ⊗Dn−1 7→ A⊗D1 ⊗ · · · ⊗Dn

ved,
λm,n(x) = u∗m,nΦn(x)um,n, x ∈ A⊗D1 ⊗ · · · ⊗Dn−1,

og det ønskede er opfyldt.



Kapitel 8

Ekstensioner

I dette kapitel skal vi fortsætte med at behandle emnet D-stabilitet af en C∗-algebra, hvor D
er en separabel, unital, stærkt selv-absorberende ogK1-injektiv C∗-algebra. Vi vil nu fortsætte
emnet i forbindelse med ekstensioner, hvor vi skal vise, at hvis J og A er separable D-stabile
C∗-algebraer, så vil en ekstension E af A ved J også være D-stabil (Sætning 8.1.2). Beviset
er et ret teknisk bevis, hvor idéen er at konstruere en ∗-homomor� γ : E ⊗ D 7→ (E)∞, der
opfylder, at γ(e ⊗ 1D) = (π(E)

∞ ◦ δE)(e) for alle e ∈ E. Hermed kan Sætning 6.1.10 endnu
engang benyttes, hvoraf vi får, at E er D-stabil.
Til beviset for sætningen får vi brug for nedenstående lemma:
Lemma 8.1.1. 1 Lad

0 // J
ϕ // E

q // A // 0

være en kort eksakt følge af separable C∗-algebraer. Da vil den inducerede ∗-homomor�

q : (E)∞ 7→ (A)∞ afbilde (E)∞ ∩ ((π(E)
∞ ◦ δE)(E))′ på (A)∞ ∩ ((π(A)

∞ ◦ δA)(A))′.

Bemærk, at første homomor�sætning som før giver en ∗-homomor� q : (E)∞ 7→ (A)∞, så
følgende diagram kommuterer

l∞(E)
q1 //

π
(E)
∞
��

l∞(A)

π
(A)
∞
��

(E)∞
q // (A)∞,

hvor q1 er ∗-homomor�en givet ved q1((en)n∈N) = (q(en))n∈N.

Bevis. Da ethvert element i C∗-algebraen (A)∞ ∩ ((π(A)
∞ ◦ δA)(A))′ er en linearkombination

af �re positive elementer, giver lineariteten af q, at det er tilstrækkeligt for enhver positiv
kontraktion a ∈ (A)∞ ∩ ((π(A)

∞ ◦ δA)(A))′ at �nde e ∈ (E)∞ ∩ ((π(E)
∞ ◦ δE)(E))′, så q(e) = a.

Eftersom a er en positiv kontraktion i (A)∞ ∩ ((π(A)
∞ ◦ δA)(A))′ ⊆ (A)∞ �ndes jvf. [MRL,

Theorem 2.2.10] en følge (an)n∈N af positive kontraktioner i A, så π(A)
∞ ((an)n∈N) = a.

1[TW05, Lemma 4.2]
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Der gælder, at a ∈ (A)∞ ∩ ((π(A)
∞ ◦ δA)(A))′ hvis og kun hvis

lim
n→∞

‖anx− xan‖ = 0 for alle x ∈ A,
thi,

lim sup
n→∞

‖anx− xan‖ = ‖π(A)
∞ ((anx)n∈N)− π(A)

∞ ((xan)n∈N)‖

= ‖π(A)
∞ ((an)n∈N)(π(A)

∞ ◦ δA)(x)− (π(A)
∞ ◦ δA)(x)π(A)

∞ ((an)n∈N)‖
= ‖a(π(A)

∞ ◦ δA)(x)− (π(A)
∞ ◦ δA)(x)a‖.

Så hvis limn→∞ ‖anx− xan‖ = 0 for alle x ∈ A, da er ‖a(π(A)
∞ ◦ δA)(x)− (π(A)

∞ ◦ δA)(x)a‖ = 0
og a ∈ (A)∞ ∩ ((π(A)

∞ ◦ δA)(A))′. Omvendt fås, at lim supn→∞ ‖anx− xan‖ = 0 for alle x ∈ A,
hvis a ∈ (A)∞ ∩ ((π(A)

∞ ◦ δA)(A))′, hvilket betyder, at limn→∞ ‖anx− xan‖ = 0 for alle x ∈ A.
[MRL, Theorem 2.2.10] giver, at der for alle n ∈ N �ndes en positiv kontraktion en ∈ E, så
q(en) = an. Da følgen er kort eksakt er J ∼= ϕ(J) = ker(q), så J kan betragtes som et lukket
to-sidet ideal i E. Vi kan som i beviset for Lemma 6.1.6 �nde en approksimativ enhed (dk)k∈N
for J , som er quasicentral mht. E med ‖dk‖ ≤ 1 for alle k ∈ N.
Vælg også en følge (kn)n∈N ⊆ N, så

lim
n→∞

‖y(1
Ẽ
− dkn)en − (1

Ẽ
− dkn)eny‖ = 0 (8.1)

for alle y ∈ E. Dette kan lade sig gøre, idet (dk)k∈N er quasicentral mht. E, og for y ∈ E er
lim
j→∞

‖q(yej − ejy)‖ = lim
j→∞

‖q(y)aj − ajq(y)‖ = 0,

da a ∈ (A)∞ ∩ ((π(A)
∞ ◦ δA)(A))′. For alle j ∈ N �ndes zj ∈ J = ker(q) og xj ∈ E, så

yej − ejy = xj + zj og ‖xj‖ = ‖q(yej − ejy)‖

jvf. [MRL, Theorem 2.2.10]. Så for ethvert j ∈ N og for alle y ∈ E gælder, at
lim
k→∞

‖y(1
Ẽ
− dk)ej − (1

Ẽ
− dk)ejy‖ ≤ lim

k→∞
(‖y(1

Ẽ
− dk)ej − (1

Ẽ
− dk)yej‖

+ ‖(1
Ẽ
− dk)yej − (1

Ẽ
− dk)ejy‖)

= lim
k→∞

‖(1
Ẽ
− dk)(yej − ejy)‖

= lim
k→∞

‖(1
Ẽ
− dk)(xj + zj)‖

≤ lim sup
j→∞

lim
k→∞

‖(1
Ẽ
− dk)(xj + zj)‖

≤ lim sup
j→∞

lim
k→∞

(‖1
Ẽ
− dk‖‖xj‖+ ‖(1

Ẽ
− dk)zj‖)

≤ lim sup
j→∞

lim
k→∞

‖(1
Ẽ
− dk)zj‖

= 0.

For ethvert n ∈ N �ndes altså et kn ∈ N så ‖y(1
Ẽ
−dkn)ej−(1

Ẽ
−dkn)ejy‖ ≤ 1

n for j = 1, . . . , n
og det ønskede er vist.
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For alle n ∈ N er ‖(1
Ẽ
− dkn)en‖ ≤ ‖1

Ẽ
− dkn‖ <∞, så ((1

Ẽ
− dkn)en)n∈N ∈ l∞(E).

Lad e = π
(E)
∞ (((1

Ẽ
−dkn)en)n∈N) ∈ (E)∞. Ligning (8.1) giver, at e ∈ (E)∞∩ ((π(E)

∞ ◦δE)(E))′,
og da (dkn)n∈N ⊆ ker(q) fås,

q(e) = q(π(E)
∞ (((1

Ẽ
− dkn)en)n∈N))

= π(A)
∞ (q1(((1Ẽ − dkn)en)n∈N))

= π(A)
∞ ((q((1

Ẽ
− dkn)en))n∈N)

= π(A)
∞ ((q(en))n∈N)

= π(A)
∞ ((an)n∈N)

= a.

Ved hjælp af ovenstående lemma og de resultater der tidligere er gennemgået i forbindelse
med D-stabilitet, kan vi nu bevise nedenstående sætning. Beviset er forholdsvis langt, så for
at gøre det mere overskueligt, er det undervejs inddelt i nogle lemmaer.
Sætning 8.1.2. 2 Lad D være en separabel, unital, stærkt selv-absorberende og K1-injektiv
C∗-algebra. Lad

0 // J
ϕ // E

q // A // 0

være en kort eksakt følge af separable C∗-algebraer. Hvis J og A er D-stabile, er E også
D-stabil.

Bevis. Antag at A er D-stabil. Bemærkningen efter Sætning 6.1.10 giver eksistensen af en
følge (ρn)n∈N af ∗-homomor�er, ρn : A⊗D 7→ A, der opfylder, at

lim
n→∞

‖ρn(a⊗ 1D)− a‖ = 0 (8.2)

for alle a ∈ A. Da ρn er en kontraktion vil (ρn(x))n∈N ∈ l∞(A) for x ∈ A ⊗ D, så vi kan
de�nere en ∗-homomor� ρ : A⊗D 7→ (A)∞ ved,

ρ(x) = π(A)
∞ ((ρn(x))n∈N), x ∈ A⊗D.

Lad (hn)n∈N være en approksimativ enhed for A bestående af positive kontraktioner, og de�ner
en afbildning ρ′n : D 7→ A ved,

ρ′n(d) = ρn(hn ⊗ d), d ∈ D.

Det er klart, at ρ′n er lineær, og
‖ρ′n(d)‖ ≤ ‖hn ⊗ d‖ = ‖hn‖‖d‖ ≤ ‖d‖,

så ρ′n er en kontraktion. Vi vil vise, at ρ′n er fuldstændigt positiv. Ladm ∈ N og antag (dij)mi,j=1er et positivt element i Mm(D). Lemma 2.2.1 giver, at dij er på formen dij =
∑m

k=1 b
∗
kibkj for

2[TW05, Theorem 4.3]
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bki, bkj ∈ D. Der �ndes h̃n ∈ D, så hn = h̃∗nh̃n, hvilket medfører at

ρ′n(dij) = ρn

(
hn ⊗

m∑
k=1

b∗kibkj

)

=
m∑
k=1

ρn(h̃∗nh̃n ⊗ b∗kibkj)

=
m∑
k=1

ρn((h̃n ⊗ bki)∗(h̃n ⊗ bkj))

=
m∑
k=1

(ρn(h̃n ⊗ bki))∗ρn(h̃n ⊗ bkj).

Af Lemma 2.2.1 fås hermed, at ρ′n er en fuldstændigt positiv kontraktion. Dermed bliver
ρ′ : D 7→ (A)∞, givet ved

ρ′(d) = π(A)
∞ ((ρ′n(d))n∈N), d ∈ D

en fuldstændigt positiv kontraktion, da π(A)
∞ er en ∗-homomor�.

For a ∈ A og d ∈ D gælder at

lim
n→∞

‖ρn(ahn ⊗ d)− aρn(hn ⊗ d)‖ = lim
n→∞

‖ρn(a⊗ 1D)ρn(hn ⊗ d)− aρn(hn ⊗ d)‖

≤ lim
n→∞

‖ρn(a⊗ 1D)− a‖‖hn‖‖d‖

= 0,

og tilsvarende er limn→∞ ‖ρn(hna⊗ d)− ρn(hn ⊗ d)a‖ = 0 for a ∈ A og d ∈ D, så

lim
n→∞

‖ρ′n(d)a− aρ′n(d)‖ = lim
n→∞

‖ρn(hn ⊗ d)a− aρn(hn ⊗ d)‖

≤ lim
n→∞

(‖ρn(hn ⊗ d)a− ρn(hna⊗ d)‖+ ‖ρn(hna⊗ d)− ρn(ahn ⊗ d)‖

+ ‖ρn(ahn ⊗ d)− aρn(hn ⊗ d)‖)
= lim

n→∞
‖ρn(hna⊗ d)− ρn(ahn ⊗ d)‖

= lim
n→∞

‖ρn((hna− ahn)⊗ d)‖

≤ lim
n→∞

‖hna− ahn‖‖d‖

= 0

for alle a ∈ A og alle d ∈ D. Det betyder hermed, at ρ′(d) ∈ (A)∞ ∩ ((π(A)
∞ ◦ δA)(A))′ for alle

d ∈ D. Endvidere gælder, at

ρ(a⊗ d) = (π(A)
∞ ◦ δA)(a)ρ′(d) = ρ′(d)(π(A)

∞ ◦ δA)(a) (8.3)
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for alle a ∈ A og alle d ∈ D, thi
‖ρ(a⊗ d)− (π(A)

∞ ◦ δA)(a)ρ′(d)‖ = ‖π(A)
∞ ((ρn(a⊗ d))n∈N)− π(A)

∞ ((aρ′n(d))n∈N)‖
= lim sup

n→∞
‖ρn(a⊗ d)− aρ′n(d)‖

= lim sup
n→∞

‖ρn(a⊗ d)− aρn(hn ⊗ d)‖

≤ lim sup
n→∞

(‖ρn(a⊗ d)− ρn(ahn ⊗ d)‖

+ ‖ρn(ahn ⊗ d)− aρn(hn ⊗ d)‖)
≤ lim sup

n→∞
(‖a− ahn‖‖d‖+ ‖ρn(ahn ⊗ d)− aρn(hn ⊗ d)‖)

= 0.

Det sidste lighedstegn fås analogt. Lad q : (E)∞ 7→ (A)∞ være den entydige ∗-homomor�, der
giver følgende kommuterende diagram

l∞(E)
q1 //

π
(E)
∞
��

l∞(A)

π
(A)
∞
��

(E)∞
q // (A)∞,

hvor q1 er ∗-homomor�en givet ved q1((en)n∈N) = (q(en))n∈N.
Af Lemma 8.1.1 fås, at q afbilder (E)∞ ∩ ((π(E)

∞ ◦ δE)(E))′ på (A)∞ ∩ ((π(A)
∞ ◦ δA)(A))′. C∗-

algebraen D har approksimativt indre halv�ip og er dermed nukleær. Så af Lemma 2.3.6 er
ρ′ : D 7→ (A)∞ ∩ ((π(A)

∞ ◦ δA)(A))′ nukleær. Af Choi-E�ros lifting theorem [Rør02, Theorem
6.1.4] �ndes en fuldstændigt positiv kontraktion ρ̃ : D 7→ (E)∞∩ ((π(E)

∞ ◦δE)(E))′, så følgende
diagram kommuterer

(E)∞ ∩ ((π(E)
∞ ◦ δE)(E))′

q

��

D

ρ̃

77nnnnnnnn
ρ′
// (A)∞ ∩ ((π(A)

∞ ◦ δA)(A))′.

Da π(E)
∞ : l∞(E) 7→ (E)∞ er surjektiv, �ndes ved igen at bruge Choi-E�ros lifting theorem en

følge (ρ̃n)n∈N af fuldstændigt positive kontraktioner, ρ̃n : D 7→ E, så
ρ̃(d) = π(E)

∞ ((ρ̃n(d))n∈N), d ∈ D.

Da billedet af ρ̃ kommuterer med (π(E)
∞ ◦ δE)(E) �ndes jvf. [Was94, Theorem 1.11] en fuld-

stændigt positiv kontraktion σ : E ⊗max D 7→ (E)∞ ⊗max ((E)∞ ∩ (π(E)
∞ ◦ δE)(E)′) givet

ved,
σ = (π(E)

∞ ◦ δE)⊗ ρ̃.

Lad ψ : (E)∞ ⊗max ((E)∞ ∩ (π(E)
∞ ◦ δE)(E)′) 7→ (E)∞ være ∗-homomor�en givet ved

ψ(x⊗ y) = xy = yx, x ∈ (E)∞, y ∈ (E)∞ ∩ ((π(E)
∞ ◦ δE)(E))′.

Da er ρ = ψ ◦ σ : E ⊗D 7→ (E)∞ en fuldstændigt positiv kontraktion, der opfylder, at
ρ(e⊗ d) = (π(E)

∞ ◦ δE)(e)ρ̃(d) = ρ̃(d)(π(E)
∞ ◦ δE)(e) (8.4)
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for alle e ∈ E og alle d ∈ D.
Bemærk, at E ⊗max D = E ⊗D, da D er nukleær.
Eftersom
(q◦ρ)(e⊗d) = q((π(E)

∞ ◦δE)(e)ρ̃(d)) = (π(A)
∞ ◦δA)(q(e))ρ′(d)

(8.3)
= ρ(q(e)⊗d) = (ρ◦(q⊗idD))(e⊗d),

for alle e ∈ E og alle d ∈ D giver lineariteten af hhv. q ◦ ρ og ρ ◦ (q ⊗ idD), at (q ◦ ρ)(x) =
(ρ ◦ (q⊗ idD))(x) for alle x ∈ E�D. Så da E�D er en tæt delmængde i E⊗D og q ◦ ρ samt
ρ ◦ (q ⊗ idD) er lineære kontraktioner, gælder at

q ◦ ρ = ρ ◦ (q ⊗ idD). (8.5)
Dvs. q ◦ ρ er en ∗-homomor�, og ved at benytte ligningerne (8.2), (8.3) og (8.5) fås,

lim sup
n→∞

‖q(eρ̃n(1D)− e)‖ = ‖π(A)
∞ ((q(eρ̃n(1D)− e))n∈N)‖

= ‖π(A)
∞ ((q(eρ̃n(1D)))n∈N)− (π(A)

∞ ◦ δA)(q(e))‖
= ‖(π(A)

∞ ◦ q1)((eρ̃n(1D))n∈N)− (π(A)
∞ ◦ δA)(q(e))‖

= ‖(q ◦ π(E)
∞ )((eρ̃n(1D))n∈N)− (π(A)

∞ ◦ δA)(q(e))‖
= ‖q((π(E)

∞ ◦ δE)(e))(q ◦ ρ̃)(1D)− (π(A)
∞ ◦ δA)(q(e))‖

= ‖(π(A)
∞ ◦ δA)(q(e))ρ′(1D)− (π(A)

∞ ◦ δA)(q(e))‖
= ‖ρ(q(e)⊗ 1D)− (π(A)

∞ ◦ δA)(q(e))‖
= ‖π(A)

∞ ((ρn(q(e)⊗ 1D))n∈N)− (π(A)
∞ ◦ δA)(q(e))‖

= lim sup
n→∞

‖ρn(q(e)⊗ 1D)− q(e)‖

= 0

(8.6)

for alle e ∈ E. Antag nu, at d ∈ D og e er et positivt element i E. Da er
lim supn→∞ ‖q(eρ̃n(d2)− eρ̃n(d)2)‖

= ‖π(A)
∞ ((q(eρ̃n(d2)− eρ̃n(d)2))n∈N)‖

= ‖(π(A)
∞ ◦ q1)((eρ̃n(d2)− eρ̃n(d)2)n∈N)‖

= ‖q((π(E)
∞ ◦ δE)(e)ρ̃(d2))− q((π(E)

∞ ◦ δE)(e)ρ̃(d)2)‖
(8.4)
= ‖(q ◦ ρ)(e⊗ d2)− q((π(E)

∞ ◦ δE)(e
1
2 )ρ̃(d)(π(E)

∞ ◦ δE)(e
1
2 )ρ̃(d))‖

= ‖(q ◦ ρ)(e⊗ d2)− (q ◦ ρ)(e
1
2 ⊗ d)(q ◦ ρ)(e

1
2 ⊗ d)‖

= ‖(q ◦ ρ)(e⊗ d2)− (q ◦ ρ)(e⊗ d2)‖
= 0.

Så
lim
n→∞

‖q(eρ̃n(d2)− eρ̃n(d)2)‖ = 0 (8.7)
for alle d ∈ D og alle e ∈ E+.
Før vi fortsætter skal vi de�nere kontinuerte funktioner i C([0, 1]):

h0(t) =
{
−8t+ 1, 0 ≤ t ≤ 1

8
0, 1

8 < t ≤ 1,
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g0(t) =


1, 0 ≤ t ≤ 1

8
−8t+ 2, 1

8 < t ≤ 1
4

0, 1
4 < t ≤ 1

og
h1(t) = h0(1− t), 0 ≤ t ≤ 1,
g1(t) = g0(1− t), 0 ≤ t ≤ 1,
g 1

2
= 1− g0 − g1.

Lemma 1. Der �ndes en følge af unitale ∗-homomor�er βn : C([0, 1]) 7→ J̃ ⊆ Ẽ, der opfylder:

(a) limn→∞ ‖βn(h0)c− c‖ = 0, for alle c ∈ J .

(b) limn→∞ ‖βn(1[0,1] − h0)(eρ̃n(d2)− eρ̃n(d)2)‖ = 0 for alle e ∈ E+ og alle d ∈ D.

(c) limn→∞ ‖βn(1[0,1] − h0)(eρ̃n(1D)− e)‖ = 0, for alle e ∈ E.

(d) limn→∞ ‖βn(f)e− eβn(f)‖ = 0 for alle f ∈ C([0, 1]) og alle e ∈ Ẽ, og
limn→∞ ‖βn(f)eρ̃n(d)−eρ̃n(d)βn(f)‖ = 0 for alle f ∈ C([0, 1]), alle e ∈ Ẽ og alle d ∈ D.

(e) βn(f) ∈ J for alle n ∈ N og alle f ∈ C0([0, 1[).
Specielt vil 1

Ẽ
− βn(h1) = βn(1[0,1] − h1) ∈ J for alle n ∈ N.

Bevis. Da ϕ er injektiv, er J ∼= ϕ(J) = ker(q), så J kan betragtes som et lukket to-sidet ideal
i E ⊆ Ẽ. Ved at bruge Lemma 6.1.6 med J i stedet for A og Ẽ i stedet for B, fås en følge
(βm)m∈N af unitale ∗-homomor�er, βm : C([0, 1]) 7→ J̃ ⊆ Ẽ, der opfylder følgende:
(i) βm(C0([0, 1[)) ⊆ J for alle m ∈ N.
(ii) limm→∞ ‖βm(f)e− eβm(f)‖ = 0 for alle f ∈ C([0, 1]) og alle e ∈ Ẽ.
(iii) limm→∞ ‖βm(f)c− f(0)c‖ = 0 for alle f ∈ C([0, 1]) og alle c ∈ J .
Da eρ̃n(d) ∈ E for alle n ∈ N, e ∈ Ẽ og d ∈ D fås,

lim
m→∞

‖βm(f)eρ̃n(d)− eρ̃n(d)βm(f)‖ = 0

for alle f ∈ C([0, 1]), e ∈ Ẽ, d ∈ D og n ∈ N.
Af ligning (8.7) fås for n ∈ N, e ∈ E+ og d ∈ D eksistensen af zn ∈ J = ker(q) og xn ∈ E, så

eρ̃n(d2)− eρ̃n(d)2 = xn + zn og lim
n→∞

‖xn‖ = lim
n→∞

‖q(eρ̃n(d2)− eρ̃n(d)2)‖ = 0

jvf. [MRL, Theorem 2.2.10]. Da h0(0) = 1 gælder i�g. (iii), at
lim
m→∞

‖βm(1[0,1] − h0)zn‖ = 0.

For alle e ∈ E og ethvert n ∈ N giver ligning (8.6) analogt eksistensen af z̃n ∈ J = ker(q) og
x̃n ∈ E, så

eρ̃n(1D)− e = x̃n + z̃n og lim
n→∞

‖x̃n‖ = lim
n→∞

‖q(eρ̃n(1D)− e)‖ = 0
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og af (iii) fås, at
lim
m→∞

‖βm(1[0,1] − h0)z̃n‖ = 0.

Find voksende følger af endelige delmængder Fn ⊆ C([0, 1]), Jn ⊆ J , En ⊆ Ẽ, Dn ⊆ D, så⋃∞
n=1 Fn,

⋃∞
n=1 Jn,

⋃∞
n=1En og ⋃∞n=1Dn er tætte delmængder i hhv. C([0, 1]), J , Ẽ og D. For

hvert n ∈ N �ndes m(n) ∈ N, så
‖βm(h0)c− c‖ <

1
n

‖βm(f)e− eβm(f)‖ <
1
n

‖βm(f)eρ̃j(d)− eρ̃j(d)βm(f)‖ <
1
n

‖βm(1[0,1] − h0)zj‖ <
1
n

‖βm(1[0,1] − h0)z̃j‖ <
1
n

for alle m ≥ m(n), j = 1, . . . , n, f ∈ Fn, c ∈ Jn, e ∈ En og d ∈ Dn. Vi kan uden tab af
generalitet antage m(1) < m(2) < m(3) < . . . , hvilket betyder, at

lim
n→∞

‖βm(n)(h0)c− c‖ = 0

lim
n→∞

‖βm(n)(f)e− eβm(n)(f)‖ = 0

lim
n→∞

‖βm(n)(f)eρ̃n(d)− eρ̃n(d)βm(n)(f)‖ = 0

lim
n→∞

‖βm(n)(1[0,1] − h0)zn‖ = 0

lim
n→∞

‖βm(n)(1[0,1] − h0)z̃n‖ = 0

for alle f ∈ C([0, 1]), c ∈ J , e ∈ Ẽ og d ∈ D.
Dvs.

lim
n→∞

‖βm(n)(1[0,1] − h0)(eρ̃n(d2)− eρ̃n(d)2)‖

= lim
n→∞

‖βm(n)(1[0,1] − h0)(xn + zn)‖

≤ lim
n→∞

(‖βm(n)(1[0,1] − h0)‖‖xn‖+ ‖βm(n)(1[0,1] − h0)zn‖)

= 0

for alle e ∈ E+, og alle d ∈ D og analogt er
lim
n→∞

‖βm(n)(1[0,1] − h0)(eρ̃n(1D)− e)‖ = 0

for alle e ∈ E.
Ved at erstatte m(n) med n er (βn)n∈N altså en følge af unitale ∗-homomor�er
βn : C([0, 1]) 7→ J̃ ⊆ Ẽ, der opfylder det ønskede.
For ethvert f ∈ C([0, 1]) er (βn(f))n∈N ∈ l∞(J̃), så vi kan de�nere en ∗-homomor�
β : C([0, 1]) 7→ (J̃)∞ ⊆ (Ẽ)∞, givet ved

β(f) = π(J̃)
∞ ((βn(f))n∈N), f ∈ C([0, 1]).
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For e ∈ E, d ∈ D og f ∈ C([0, 1]) er
‖β(f)ρ(e⊗ d)− ρ(e⊗ d)β(f)‖

= ‖π(J̃)
∞ ((βn(f))n∈N)(π(E)

∞ ◦ δE)(e)ρ̃(d)− (π(E)
∞ ◦ δE)(e)ρ̃(d)π(J̃)

∞ ((βn(f))n∈N)‖

= ‖π(Ẽ)
∞ ((βn(f))n∈N)π(E)

∞ ((eρ̃n(d))n∈N)− π(E)
∞ ((eρ̃n(d))n∈N)π(Ẽ)

∞ ((βn(f))n∈N)‖
= lim sup

n→∞
‖βn(f)eρ̃n(d)− eρ̃n(d)βn(f)‖

= 0

jvf. (d). Så da β og ρ er lineære kontraktioner, og da E �D er en tæt delmængde i E ⊗D, er
β(C([0, 1])) ⊆ ρ(E ⊗D)′.
Endvidere gælder for alle e ∈ E

‖β(1[0,1] − h0)(ρ(e⊗ 1D)− (π(E)
∞ ◦ δE)(e))‖

= ‖π(J̃)
∞ ((βn(1[0,1] − h0))n∈N)((π(E)

∞ ◦ δE)(e)ρ̃(1D)− (π(E)
∞ ◦ δE)(e))‖

= ‖π(Ẽ)
∞ ((βn(1[0,1] − h0))n∈N)π(E)

∞ ((eρ̃n(1D))n∈N)− (π(E)
∞ ◦ δE)(e))‖

= lim sup
n→∞

‖βn(1[0,1] − h0)(eρ̃n(1D)− e)‖

= 0

(8.8)

jvf. (c).
Lemma 2. Der �ndes en fuldstændigt positiv kontraktion µ : Ẽ ⊗ D 7→ (J)∞, der opfylder
følgende betingelser:

(g) µ(Ẽ ⊗D) ⊆ β(C([0, 1]))′.

(h) ((π(Ẽ)
∞ ◦ δ

Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(g1))(µ(e2 ⊗ d2)− µ(e⊗ d)2) = 0 for alle e ∈ Ẽ og alle d ∈ D.

(i) β(g 1
2
)µ(e⊗ 1D) = β(g 1

2
)ρ(e⊗ 1D) for alle e ∈ E.

(j) µ(1
Ẽ
⊗ d0)((π

(Ẽ)
∞ ◦ δ

Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2 ρ(e⊗ d1)((π

(Ẽ)
∞ ◦ δ

Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2

= ((π(Ẽ)
∞ ◦ δ

Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2 ρ(e⊗ d1)((π

(Ẽ)
∞ ◦ δ

Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2µ(1

Ẽ
⊗ d0)

for alle e ∈ E og alle d0, d1 ∈ D.

(k) µ(1
Ẽ
⊗ 1D) = (π(Ẽ)

∞ ◦ δ
Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1).

(l) β(g0)µ(e⊗ 1D) = β(g0)(π
(E)
∞ ◦ δE)(e) for alle e ∈ E.

Bevis. Da J erD-stabil �ndes i�g. bemærkningen efter beviset for Sætning 6.1.10 ∗-homomor�er
ξn : J ⊗D 7→ J , der opfylder, at

lim
n→∞

‖ξn(c⊗ 1D)− c‖ = 0 (8.9)
for alle c ∈ J .
Af (e) fås, at 1

Ẽ
− βn(h1) ∈ J for alle n ∈ N, og da βn er en ∗-homomor�, er 1

Ẽ
− βn(h1) =
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βn(1[0,1]−h1) et positivt element i J . Så (1
Ẽ
−βn(h1))

1
2 ∈ J , og da J betragtes som et lukket

to-sidet ideal i E, vil (1
Ẽ
− βn(h1))

1
2 eρ̃n(d)(1Ẽ − βn(h1))

1
2 ∈ J for alle e ∈ E og alle d ∈ D

og (1
Ẽ
− βn(h1))

1
2 e(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ∈ J for alle e ∈ E. Ligeledes er βn(g0)e ∈ J for alle e ∈ E,

da g0 ∈ C0([0, 1[) og βn(f) ∈ J for alle f ∈ C0([0, 1[). Ved at benytte at E, D og C0([0, 1[)
er separable, kan vi vha. (8.9) på samme måde som i beviset for Lemma 1 �nde en delfølge
(ζn)n∈N ⊆ (ξn)n∈N så

lim
n→∞

‖ζn(((1Ẽ−βn(h1))
1
2 eρ̃n(d)(1Ẽ−βn(h1))

1
2 )⊗1D)−(1

Ẽ
−βn(h1))

1
2 eρ̃n(d)(1Ẽ−βn(h1))

1
2 ‖ = 0

(8.10)
for alle d ∈ D og alle e ∈ E,

lim
n→∞

‖ζn(((1Ẽ−βn(h1))
1
2 e(1

Ẽ
−βn(h1))

1
2 )⊗1D)−(1

Ẽ
−βn(h1))

1
2 e(1

Ẽ
−βn(h1))

1
2 ‖ = 0 (8.11)

for alle e ∈ E,
lim
n→∞

‖ζn(βn(g0)e⊗ 1D)− βn(g0)e‖ = 0 (8.12)
for alle e ∈ E og

lim
n→∞

‖ζn(βn(f)⊗ 1D)− βn(f)‖ = 0 (8.13)
for alle f ∈ C0([0, 1[). For hvert n ∈ N de�neres µn : Ẽ ⊗D 7→ J ved

µn(x) = ζn(((1Ẽ − βn(h1))
1
2 ⊗ 1D)x((1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)), x ∈ Ẽ ⊗D.

Afbildningen er de�neret, idet J ⊗D er et lukket to-sidet ideal i Ẽ ⊗D. Det gælder også, at
µn er fuldstændigt positiv. Det er klart, at afbildningen er lineær, og hvis m ∈ N og (bij)mi,j=1

er et positivt element i Mm(Ẽ ⊗D), er bij på formen bij =
∑m

k=1 b
∗
kibkj for bki, bkj ∈ Ẽ ⊗D

jvf. Lemma 2.2.1. Dvs.

µn(bij) = ζn

(
((1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)

(
m∑
k=1

b∗kibkj

)
((1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)

)

=
m∑
k=1

ζn(bki((1Ẽ − βn(h1))
1
2 ⊗ 1D))∗ζn(bkj((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)).

Af Lemma 2.2.1 fås hermed, at µn er fuldstændigt positiv, og for x ∈ Ẽ ⊗D gælder, at
‖µn(x)‖ ≤ ‖(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D‖2‖x‖

= ‖(βn(1[0,1] − h1))
1
2 ⊗ 1D‖2‖x‖

≤ ‖(1[0,1] − h1)
1
2 ‖2
∞‖1D‖‖x‖

≤ ‖x‖.

Så µn er en fuldstændigt positiv kontraktion, og (µn(x))n∈N ∈ l∞(J) for alle x ∈ Ẽ ⊗D. Lad
nu µ : Ẽ ⊗D 7→ (J)∞ være afbildningen givet ved,

µ(x) = π(J)
∞ ((µn(x))n∈N), x ∈ Ẽ ⊗D.
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Dvs. µ er en fuldstændigt positiv kontraktion, og vi skal nu vise, at µ opfylder betingelserne
(g)-(l).

(g) For f ∈ C0([0, 1[), e ∈ Ẽ, d ∈ D gælder,

‖β(f)µ(e⊗ d)− µ(e⊗ d)β(f)‖
= lim sup

n→∞
‖βn(f)µn(e⊗ d)− µn(e⊗ d)βn(f)‖

= lim sup
n→∞

‖βn(f)ζn(((1Ẽ − βn(h1))
1
2 ⊗ 1D)(e⊗ d)((1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))−

ζn(((1Ẽ − βn(h1))
1
2 ⊗ 1D)(e⊗ d)((1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))βn(f)‖

= lim sup
n→∞

‖βn(f)ζn((1Ẽ − βn(h1))
1
2 e(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ d)

− ζn((1Ẽ − βn(h1))
1
2 e(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ d)βn(f)‖

≤ lim sup
n→∞

(‖βn(f)ζn((1Ẽ − βn(h1))
1
2 e(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ d)− βn(f)ζn((1Ẽ − βn(h1))e⊗ d)‖

+ ‖βn(f)ζn((1Ẽ − βn(h1))e⊗ d)− ζn((1Ẽ − βn(h1))e⊗ d)βn(f)‖

+ ‖ζn((1Ẽ − βn(h1))e⊗ d)βn(f)− ζn((1Ẽ − βn(h1))
1
2 e(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ d)βn(f)‖)

(d)

≤ lim
n→∞

sup ‖βn(f)ζn((1Ẽ − βn(h1))e⊗ d)− ζn((1Ẽ − βn(h1))e⊗ d)βn(f)‖

= lim sup
n→∞

‖βn(f)ζn(βn(1[0,1] − h1)e⊗ d)− ζn(βn(1[0,1] − h1)e⊗ d)βn(f)‖

≤ lim sup
n→∞

(‖βn(f)ζn(βn(1[0,1] − h1)e⊗ d)− ζn(βn(f)⊗ 1D)ζn(βn(1[0,1] − h1)e⊗ d)‖

+ ‖ζn(βn(f)⊗ 1D)ζn(βn(1[0,1] − h1)e⊗ d)− ζn(βn(1[0,1] − h1)e⊗ d)ζn(βn(f)⊗ 1D)‖
+ ‖ζn(βn(1[0,1] − h1)e⊗ d)ζn(βn(f)⊗ 1D)− ζn(βn(1[0,1] − h1)e⊗ d)βn(f)‖)

(8.13)

≤ lim
n→∞

sup ‖ζn(βn(f(1[0,1] − h1))e⊗ d)− ζn(βn(1[0,1] − h1))eβn(f)⊗ d)‖

(d)
= 0.

Så β(f)µ(x) = µ(x)β(f) for alle f ∈ C0([0, 1[), x ∈ Ẽ ⊗D. Dvs.

((π∞ ◦ δ
Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(f))µ(x) = µ(x)((π∞ ◦ δ

Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(f))

for f ∈ C0([0, 1[), x ∈ Ẽ ⊗D. Så da β er en unital ∗-homomor�, gælder at

β(f)µ(x) = µ(x)β(f)

for alle f ∈ C([0, 1]) og alle x ∈ Ẽ ⊗D.
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(h) For e ∈ Ẽ og d ∈ D fås,

‖((π(Ẽ)
∞ ◦ δ

Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(g1))(µ(e2 ⊗ d2)− µ(e⊗ d)2)‖

= lim sup
n→∞

‖(1
Ẽ
− βn(g1))(µn(e2 ⊗ d2)− µn(e⊗ d)2)‖

= lim sup
n→∞

‖(1
Ẽ
− βn(g1))(ζn(((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)(e2 ⊗ d2)((1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))

− ζn(((1Ẽ − βn(h1))
1
2 ⊗ 1D)(e⊗ d)((1

Ẽ
− βn(h1))⊗ 1D)(e⊗ d)((1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)))‖

= lim sup
n→∞

‖βn(1[0,1] − g1)(ζn(((βn(1[0,1] − h1))
1
2 ⊗ 1D)(e2 ⊗ d2)((βn(1[0,1] − h1))

1
2 ⊗ 1D))

− ζn(((βn(1[0,1] − h1))
1
2 ⊗ 1D)(e⊗ d)(βn(1[0,1] − h1)⊗ 1D)(e⊗ d)((βn(1[0,1] − h1))

1
2 ⊗ 1D)))‖

(8.13)

≤ lim sup
n→∞

‖ζn(βn(1[0,1] − g1)⊗ 1D)(ζn(((βn(1[0,1] − h1))
1
2 ⊗ 1D)(e2 ⊗ d2)((βn(1[0,1] − h1))

1
2 ⊗ 1D))

− ζn(((βn(1[0,1] − h1))
1
2 ⊗ 1D)(e⊗ d)(βn(1[0,1] − h1)⊗ 1D)(e⊗ d)((βn(1[0,1] − h1))

1
2 ⊗ 1D)))‖

= lim sup
n→∞

‖ζn(βn((1[0,1] − g1)(1[0,1] − h1)
1
2 )e2(βn(1[0,1] − h1))

1
2 ⊗ d2)

− ζn(βn((1[0,1] − g1)(1[0,1] − h1)
1
2 )eβn(1[0,1] − h1)e(βn(1[0,1] − h1))

1
2 ⊗ d2)‖

= lim sup
n→∞

‖ζn(βn((1[0,1] − g1)(1[0,1] − h1)(1[0,1] − h1)
1
2 )e2(βn(1[0,1] − h1))

1
2 ⊗ d2)

− ζn(βn((1[0,1] − g1)(1[0,1] − h1)
1
2 )eβn(1[0,1] − h1)e(βn(1[0,1] − h1))

1
2 ⊗ d2)‖

(d)
= 0.

(i) For e ∈ E gælder,
‖β(g 1

2
)µ(e⊗ 1D)− β(g 1

2
)ρ(e⊗ 1D)‖

= lim sup
n→∞

‖βn(g 1
2
)µn(e⊗ 1D)− βn(g 1

2
)eρ̃n(1D)‖

= lim sup
n→∞

‖βn(g 1
2
)ζn(((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)(e⊗ 1D)(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))− βn(g 1

2
)eρ̃n(1D)‖

≤ lim sup
n→∞

(‖βn(g 1
2
)ζn(((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)(e⊗ 1D)(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))

− βn(g 1
2
)(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 e(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ‖

+ ‖βn(g 1
2
)(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 e(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 − βn(g 1

2
)βn(1[0,1] − h1)e‖

+ ‖βn(g 1
2
)βn(1[0,1] − h1)e− βn(g 1

2
)eρ̃n(1D)‖)

(8.11),(d)

≤ lim sup
n→∞

‖βn(g 1
2
)βn(1[0,1] − h1)e− βn(g 1

2
)eρ̃n(1D)‖

= lim sup
n→∞

‖βn(g 1
2
)e− βn(g 1

2
)eρ̃n(1D)‖

= lim sup
n→∞

‖βn(g 1
2
)βn(1[0,1] − h0)e− βn(g 1

2
)βn(1[0,1] − h0)eρ̃n(1D)‖

= 0

jvf. (c).
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(j) For d0, d1 ∈ D og e ∈ E fås,

‖µ(1
Ẽ
⊗ d0)((π(Ẽ)

∞ ◦ δ
Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2 ρ(e⊗ d1)((π(Ẽ)

∞ ◦ δ
Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2

− ((π(Ẽ)
∞ ◦ δ

Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2 ρ(e⊗ d1)((π(Ẽ)

∞ ◦ δ
Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2µ(1

Ẽ
⊗ d0)‖

= lim sup
n→∞

‖µn(1Ẽ ⊗ d0)(1Ẽ − βn(h1))
1
2 eρ̃n(d1)(1Ẽ − βn(h1))

1
2

− (1
Ẽ
− βn(h1))

1
2 eρ̃n(d1)(1Ẽ − βn(h1))

1
2µn(1Ẽ ⊗ d0)‖

= lim sup
n→∞

‖ζn(((1Ẽ − βn(h1))
1
2 ⊗ 1D)(1

Ẽ
⊗ d0)((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2

· eρ̃n(d1)(1Ẽ − βn(h1))
1
2 − (1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 eρ̃n(d1)(1Ẽ − βn(h1))

1
2 ζn(((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)

· (1
Ẽ
⊗ d0)((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))‖

≤ lim sup
n→∞

(‖ζn(((1Ẽ − βn(h1))
1
2 ⊗ 1D)(1

Ẽ
⊗ d0)((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2

· eρ̃n(d1)(1Ẽ − βn(h1))
1
2 − ζn(((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)(1

Ẽ
⊗ d0)((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))

· ζn(((1Ẽ − βn(h1))
1
2 ⊗ 1D)(eρ̃n(d1)⊗ 1D)((1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))‖

+ ‖ζn(((1Ẽ − βn(h1))
1
2 ⊗ 1D)(1

Ẽ
⊗ d0)((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))ζn(((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)

· (eρ̃n(d1)⊗ 1D)((1
Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))− ζn(((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)(eρ̃n(d1)⊗ 1D)

· ((1
Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))ζn(((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)(1

Ẽ
⊗ d0)((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))‖

+ ‖ζn(((1Ẽ − βn(h1))
1
2 ⊗ 1D)(eρ̃n(d1)⊗ 1D)((1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))

· ζn(((1Ẽ − βn(h1))
1
2 ⊗ 1D)(1

Ẽ
⊗ d0)((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))− (1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 eρ̃n(d1)

· (1
Ẽ
− βn(h1))

1
2 ζn(((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)(1

Ẽ
⊗ d0)((1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))‖

(8.10)

≤ lim
n→∞

sup ‖ζn((1Ẽ − βn(h1))(1Ẽ − βn(h1))
1
2 eρ̃n(d1)(1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ d0)

− ζn((1Ẽ − βn(h1))
1
2 eρ̃n(d1)(1Ẽ − βn(h1))(1Ẽ − βn(h1))

1
2 ⊗ d0)‖

(d)
= 0.

(k)

‖µ(1
Ẽ
⊗ 1D)− ((π(Ẽ)

∞ δ
Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))‖

= lim sup
n→∞

‖µn(1Ẽ ⊗ 1D)− (1
Ẽ
− βn(h1))‖

= lim sup
n→∞

‖ζn(((1Ẽ − βn(h1))
1
2 ⊗ 1D)((1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D))− (1

Ẽ
− βn(h1))‖

= lim sup
n→∞

‖ζn((1Ẽ − βn(h1))⊗ 1D)− (1
Ẽ
− βn(h1))‖

= lim sup
n→∞

‖ζn(βn(1[0,1] − h1)⊗ 1D)− βn(1[0,1] − h1)‖

(8.13)
= 0.
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(l)
‖β(g0)µ(e⊗ 1D)− β(g0)(π(E)

∞ ◦ δE)(e)‖
= lim sup

n→∞
‖βn(g0)µn(e⊗ 1D)− βn(g0)e‖

= lim sup
n→∞

‖βn(g0)ζn((1Ẽ − βn(h1))
1
2 e(1

Ẽ
− βn(h1))

1
2 ⊗ 1D)− βn(g0)e‖

(d)

≤ lim sup
n→∞

‖βn(g0)ζn((1Ẽ − βn(h1))e⊗ 1D)− βn(g0)e‖

≤ lim sup
n→∞

(‖βn(g0)ζn(βn(1[0,1] − h1)e⊗ 1D)− ζn(βn(g0)⊗ 1D)ζn(βn(1[0,1] − h1)e⊗ 1D)‖

+ ‖ζn(βn(g0)⊗ 1D)ζn(βn(1[0,1] − h1)e⊗ 1D)− ζn(βn(g0)e⊗ 1D)‖
+ ‖ζn(βn(g0)e⊗ 1D)− βn(g0)e‖)

(8.12),(8.13)

≤ lim
n→∞

sup ‖ζn(βn(g0(1[0,1] − h1))e⊗ 1D)− ζn(βn(g0)e⊗ 1D)‖

= lim sup
n→∞

‖ζn(βn(g0)e⊗ 1D)− ζn(βn(g0)e⊗ 1D)‖

= 0

for alle e ∈ E.
Lemma 3. Der �ndes en ∗-homomor� λ : C0(]18 ,

7
8 [)⊗ E ⊗D ⊗D 7→ (J)∞, der opfylder, at

λ(f ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1) = β(f)µ(1
Ẽ
⊗ d0)ρ(e⊗ d1)

for f ∈ C0(]18 ,
7
8 [), e ∈ E, d0, d1 ∈ D. Specielt gælder, at

λ(f ⊗ e⊗ 1D ⊗ 1D) = β(f)ρ(e⊗ 1D) (8.14)
for f ∈ C0(]18 ,

7
8 [) og e ∈ E.

Bevis. Da µ og ρ er fuldstændigt positive kontraktioner fås af (j), at

µ(x)((π(Ẽ)
∞ ◦ δ

Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2 ρ(y)((π(Ẽ)

∞ ◦ δ
Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2 =

((π(Ẽ)
∞ ◦ δ

Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2 ρ(y)((π(Ẽ)

∞ ◦ δ
Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2µ(x)

for alle x ∈ C1
Ẽ
⊗D og alle y ∈ E ⊗D. Så da β(C([0, 1])) ⊆ ρ(E ⊗D)′ fås også vha. (g), at

de tre fuldstændigt positive kontraktioner
β : C([0, 1]) 7→ (Ẽ)∞,
ω ◦ ρ : E ⊗D 7→ (E)∞
µ|C1

Ẽ
⊗D : C1

Ẽ
⊗D 7→ (J)∞ ⊆ (E)∞

har kommuterende billeder i (Ẽ)∞, hvor ω : (E)∞ 7→ (E)∞ er givet ved

ω(x) = ((π(Ẽ)
∞ ◦ δ

Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2x((π(Ẽ)

∞ ◦ δ
Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))

1
2 , x ∈ (E)∞.
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Der �ndes således en fuldstændigt positiv kontraktion λ : C0(]18 ,
7
8 [) ⊗ E ⊗ D ⊗ D 7→ (J)∞,

der opfylder, at
λ(f⊗e⊗d0⊗d1) = β(f)µ(1

Ẽ
⊗d0)((π(Ẽ)

∞ ◦δ
Ẽ
)(1

Ẽ
)−β(h1))

1
2 ρ(e⊗d1)((π(Ẽ)

∞ ◦δ
Ẽ
)(1

Ẽ
)−β(h1))

1
2

for f ∈ C0(]18 ,
7
8 [), e ∈ E, d0, d1 ∈ D.

Bemærk, at billedet af λ tilhører (J)∞, da β(f) ∈ (J)∞ for f ∈ C0([0, 1[), µ(x) ∈ (J)∞ for
x ∈ Ẽ ⊗D og (J)∞ er et lukket to-sidet ideal i (E)∞.
For 0 ≤ t ≤ 7

8 er (1[0,1] − h1)(t) = 1, så f = (1[0,1] − h1)f for alle f ∈ C0(]18 ,
7
8 [). Dvs.

λ(f ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1) = β((1[0,1] − h1)f)µ(1
Ẽ
⊗ d0)β((1[0,1] − h1)

1
2 )ρ(e⊗ d1)β((1[0,1] − h1)

1
2 )

= β((1[0,1] − h1)2f)µ(1
Ẽ
⊗ d0)ρ(e⊗ d1)

= β(f)µ(1
Ẽ
⊗ d0)ρ(e⊗ d1).

Vi skal vise, at λ er en ∗-homomor�, men for f ∈ C0(]18 ,
7
8 [), e ∈ E+, d1, d2 ∈ D er

λ(f2 ⊗ e2 ⊗ d2
0 ⊗ d2

1) = β(f2)µ(1
Ẽ
⊗ d2

0)ρ(e
2 ⊗ d2

1)

= β(f)2µ(1
Ẽ
⊗ d0)2ρ(e2 ⊗ d2

1),

da (h) giver at β(1[0,1] − g1)(µ(1
Ẽ
⊗ d2

0)− µ(1
Ẽ
⊗ d0)2) = 0, hvilket medfører, at

β(f)(µ(1
Ẽ
⊗ d2

0)− µ(1
Ẽ
− d0)2) = 0 for f ∈ C0(]18 ,

7
8 [).

Thi, lad

hn =


f(t)

1−g1(t) , 0 ≤ t < 7
8 −

1
n

−n f( 7
8
− 1

n
)

1−g1( 7
8
− 1

n
)
t+ f( 7

8
− 1

n
)

1−g1( 7
8
− 1

n
)
· 7

8n,
7
8 −

1
n < t ≤ 7

8

0, 7
8 < t ≤ 1.

Da vil (hn)n∈N være en følge i C([0, 1]), der opfylder at limn→∞ ‖hn(1−g1)−f‖∞ = 0, hvilket
giver det ønskede.
Af (b) fås, for e ∈ E+ og d1 ∈ D, at

β(1[0,1] − h0)((π(E)
∞ ◦ δE)(e)ρ̃(d2

1)− (π(E)
∞ ◦ δE)(e)ρ̃(d1)2) = 0,

så
β(1[0,1] − h0)(ρ(e2 ⊗ d2

1)− ρ(e⊗ d1)2)

= β(1[0,1] − h0)((π(E)
∞ ◦ δE)(e)2ρ̃(d2

1)− (π(E)
∞ ◦ δE)(e)ρ̃(d1)(π(E)

∞ ◦ δE)(e)ρ̃(d1))
(8.4)
= β(1[0,1] − h0)(ρ̃(d2

1)(π
(E)
∞ ◦ δE)(e)2 − ρ̃(d1)2(π(E)

∞ ◦ δE)(e)2)

= 0.

(8.15)

For t ≥ 1
8 er (1[0,1] − h0)(t) = 1, så f = (1[0,1] − h0)f for alle f ∈ C0(]18 ,

7
8 [). Dvs.

λ(f2 ⊗ e2 ⊗ d2
0 ⊗ d2

1) = β(f2(1[0,1] − h0))µ(1
Ẽ
⊗ d0)2ρ(e2 ⊗ d2

1)

= µ(1
Ẽ
⊗ d0)2β(f2(1[0,1] − h0))ρ(e2 ⊗ d2

1)

= µ(1
Ẽ
⊗ d0)2β(f)2β(1[0,1] − h0)ρ(e⊗ d1)2

= β(f)2µ(1
Ẽ
⊗ d0)2ρ(e⊗ d1)2

= λ(f ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)2
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for f ∈ C0([18 ,
7
8 [), e ∈ E+ og d0, d1 ∈ D. Da λ er en lineær kontraktion fås hermed, at

λ(x2) = λ(x)2 for alle x ∈ (C0(]18 ,
7
8 [)⊗E⊗D⊗D)+ og Lemma 2.2.9 giver, at λ er multiplikativ.

Jvf. de�nitionen af µ og ρ, og da β er en ∗-homomor�, er det oplagt, at λ(x∗) = λ(x)∗ for
x ∈ C0(]18 ,

7
8 [)⊗ E ⊗D ⊗D, hvilket betyder, at λ er en ∗-homomor�.

Bemærk, at i�g. (k) er
λ(f ⊗ e⊗ 1D ⊗ 1D) = β(f)µ(1

Ẽ
⊗ 1D)ρ(e⊗ 1D)

= β(f)((π(Ẽ)
∞ ◦ δ

Ẽ
)(1

Ẽ
)− β(h1))ρ(e⊗ 1D)

= β(f)β(1[0,1] − h1)ρ(e⊗ 1D)

= β(f(1[0,1] − h1))ρ(e⊗ 1D)

= β(f)ρ(e⊗ 1D).

Lemma 4. Der �ndes u ∈ (J)∞ ∩ β(C([0, 1]))′, så

u∗λ(fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)u = λ(g
1
2
1
2

fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1) (8.16)
uu∗λ(f ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1) = λ(g

1
2
1
2

f ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1) (8.17)
u∗λ(g1f ⊗ e⊗ d0 ⊗ 1D)u = λ(g1g

1
2
1
2

f ⊗ e⊗ 1D ⊗ d0) (8.18)
u∗λ(f ⊗ e⊗ 1D ⊗ 1D)u = λ(g

1
2
1
2

f ⊗ e⊗ 1D ⊗ 1D) (8.19)

for f ∈ C0(]18 ,
7
8 [), e ∈ E og d0, d1 ∈ D.

Bevis. C∗-algebraen D er stærkt selv-absorberende, og har dermed approksimativt indre
halv�ip (Sætning 4.2.2). Så der �ndes en følge af unitære (sl)l∈N ⊆ D ⊗ D, som opfylder,
at

lim
l→∞

‖s∗l (x⊗ 1D)sl − 1D ⊗ x‖ = 0 (8.20)
for alle x ∈ D. Eftersom D er K1-injektiv, kan de unitære vælges til at være homotope med
1D⊗D jvf. Proposition 6.1.4. Hermed �ndes unitære s̃l ∈ C([0, 1], D⊗D) ∼= C([0, 1])⊗D⊗D,
så

s̃l|[0, 1
4
] = 1D⊗D og s̃l|[ 3

4
,1] = sl.

Bemærk, at s̃l kan betragtes som elementer i C([0, 1])⊗ Ẽ ⊗D ⊗D, idet afbildningen
ψ : C([0, 1])⊗D ⊗D 7→ C([0, 1])⊗ Ẽ ⊗D ⊗D givet ved,

ψ(f ⊗ d1 ⊗ d2) = f ⊗ 1
Ẽ
⊗ d1 ⊗ d2, f ∈ C([0, 1]), d1, d2 ∈ D

er en injektiv ∗-homomor�. Så C([0, 1])⊗D ⊗D er isomorf med en del-C∗-algebra af
C([0, 1])⊗ Ẽ ⊗D ⊗D.
Lad (el)l∈N være en approksimativ enhed for E bestående af positive kontraktioner, og de�ner

vl = (g
1
4
1
2

⊗ el ⊗ 1D ⊗ 1D)s̃l.
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Da g 1
2
∈ C0(]18 ,

7
8 [) er vl ∈ C0(]18 ,

7
8 [) ⊗ E ⊗ D ⊗ D, og g 1

2
⊗ el ⊗ 1D ⊗ 1D kommuterer med

ethvert element i C([0, 1])⊗ 1
Ẽ
⊗D ⊗D, hvilket medfører, at vl er et normalt element. Dvs.

v∗l vl = vlv
∗
l = (g

1
4
1
2

⊗ el ⊗ 1D ⊗ 1D)s̃ls̃∗l ((g
1
4
1
2

)∗ ⊗ d∗l ⊗ 1D ⊗ 1D) = (g
1
2
1
2

⊗ e2l ⊗ 1D ⊗ 1D),

da s̃l er unitær og g 1
2
samt el er positive. Så

lim
l→∞

‖vlv∗l (f ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)− (g
1
2
1
2

f ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)‖

= lim
l→∞

‖(g
1
2
1
2

⊗ e2l ⊗ 1D ⊗ 1D)(f ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)− (g
1
2
1
2

f ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)‖

= lim
l→∞

‖(g
1
2
1
2

f ⊗ e2l e⊗ d0 ⊗ d1)− (g
1
2
1
2

f ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)‖

= 0

(8.21)

for f ∈ C(]18 ,
7
8 [), e ∈ E og d0, d1 ∈ D.

For f ∈ C0(]18 ,
7
8 [), e ∈ E og d0, d1 ∈ D kan vi pga. isomor�en C([0, 1]) ⊗ E ⊗ D ⊗ D ∼=

C([0, 1], E⊗D⊗D) skrive elementet f ⊗ e⊗d0⊗d1, som elementet G ∈ C([0, 1], E⊗D⊗D),
hvor G(t) = f(t)e⊗ d0⊗ d1. Ved hjælp af denne repræsentation kan ligningerne (8.22), (8.23)
og (8.24) vises:

lim
l→∞

‖v∗l (fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)vl − g
1
2
1
2

fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)‖

= lim
l→∞

‖s̃∗l (g
1
4
1
2

⊗ el ⊗ 1D ⊗ 1D)(fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)(g
1
4
1
2

⊗ el ⊗ 1D ⊗ 1D)s̃l

− g
1
2
1
2

fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1‖

= lim
l→∞

‖s̃∗l (g
1
2
1
2

fg0 ⊗ eleel ⊗ d0 ⊗ d1)s̃l − g
1
2
1
2

fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1‖

= lim
l→∞

‖g
1
2
1
2

fg0 ⊗ eleel ⊗ d0 ⊗ d1 − g
1
2
1
2

fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1‖

= 0,

(8.22)

hvor det næstsidste lighedstegn fås, idet s̃l(t) = 1D⊗D for 0 ≤ t ≤ 1
4 og g0(t) = 0 for t ≥ 1

4 .Da g1(t) = 0 for 0 ≤ t ≤ 3
4 , og da s̃l(t) = sl for 3

4 ≤ t ≤ 1 fås af (8.20), at

lim
l→∞

‖v∗l (fg1 ⊗ e⊗ d0 ⊗ 1D)vl − g
1
2
1
2

fg1 ⊗ e⊗ 1D ⊗ d0‖

= lim
l→∞

‖s̃∗l (g
1
2
1
2

fg1 ⊗ eleel ⊗ d0 ⊗ 1D)s̃l − g
1
2
1
2

fg1 ⊗ e⊗ 1D ⊗ d0‖

= 0,

(8.23)
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og da s̃∗l (t)s̃l(t) = 1D⊗D = s̃l(t)s̃∗l (t) for 0 ≤ t ≤ 1 gælder

lim
l→∞

‖v∗l (f ⊗ e⊗ 1D ⊗ 1D)vl − g
1
2
1
2

f ⊗ e⊗ 1D ⊗ 1D‖

= lim
l→∞

‖s̃∗l (g
1
4
1
2

⊗ el ⊗ 1D ⊗ 1D)(f ⊗ e⊗ 1D ⊗ 1D)(g
1
4
1
2

⊗ el ⊗ 1D ⊗ 1D)s̃l − g
1
2
1
2

f ⊗ e⊗ 1D ⊗ 1D‖

= lim
l→∞

‖s̃∗l (g
1
2
1
2

f ⊗ eleel ⊗ 1D ⊗ 1D)s̃l − g
1
2
1
2

f ⊗ e⊗ 1D ⊗ 1D‖

= 0.
(8.24)

For hvert l ∈ N er ‖λ(vl)‖ ≤ ‖vl‖ ≤ ‖g
1
4
1
2

‖‖dl‖‖s̃l‖ ≤ 1, så da π(J)
∞ : l∞(J) 7→ (J)∞ er surjektiv,

�ndes jvf. [MRL, Theorem 2.2.10] en kontraktion (vl,j)j∈N ∈ l∞(J), så
λ(vl) = π(J)

∞ ((vl,j)j∈N).

Bemærk, at λ(vl) ∈ β(C([0, 1]))′ for alle l ∈ N. Dette ses, idet der for h ∈ C([0, 1]),
g ∈ C([0, 1]) og d0, d1 ∈ D gælder,

λ((g
1
4
1
2

⊗ el ⊗ 1D ⊗ 1D)(h⊗ 1
Ẽ
⊗ d0 ⊗ d1))β(g)

= λ(g
1
4
1
2

h⊗ el ⊗ d0 ⊗ d1)β(g)

= β(g
1
4
1
2

)β(h)µ(1
Ẽ
⊗ d0)ρ(el ⊗ d1)β(g)

= β(g)β(g
1
4
1
2

)β(h)µ(1
Ẽ
⊗ d0)ρ(el ⊗ d1)

= β(g)λ((g
1
4
1
2

⊗ el ⊗ 1D ⊗ 1D)(h⊗ 1
Ẽ
⊗ d0 ⊗ d1)).

Så da s̃l ∈ C([0, 1])⊗C1
Ẽ
⊗D⊗D og λ er en lineær kontraktion fås, at λ(vl) ∈ β(C([0, 1]))′.

Dvs.
lim sup
j→∞

‖vl,jβj(g)− βj(g)vl,j‖ = 0

for alle l ∈ N og alle g ∈ C([0, 1]).
Find voksende følger af endelige delmængder Fn ⊆ C0(]18 ,

7
8 [), En ⊆ E ogDn ⊆ D, så⋃∞n=1 Fn,⋃∞

n=1En og ⋃∞n=1Dn er tætte delmængder i hhv. C0(]18 ,
7
8 [), E og D.

Af ligning (8.22) fås for n ∈ N eksistensen af ln ∈ N, så

‖v∗l (fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)vl − g
1
2
1
2

fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1‖ <
1
n

(8.25)

når l ≥ ln, f ∈ Fn, e ∈ En og d0, d1 ∈ D.
Eftersom π

(J)
∞ : l∞(J) 7→ (J)∞ er surjektiv �ndes en begrænset følge (λj)j∈N af mængdeaf-

bildninger, λj : C0(]18 ,
7
8 [)⊗ E ⊗D ⊗D 7→ J , så

λ(x) = π(J)
∞ ((λj(x))j∈N), x ∈ C0(]

1
8
,
7
8
[)⊗ E ⊗D ⊗D.
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Ligning (8.25) giver, at
lim sup
j→∞

‖v∗l,jλj(fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)vl,j − λj(g
1
2
1
2

fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)‖

= ‖π(J)
∞ ((vl,j)j∈N)∗π(J)

∞ ((λj(fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1))j∈N)π(J)
∞ ((vl,j)j∈N)

− π(J)
∞ ((λj(g

1
2
1
2

fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1))j∈N)‖

= ‖λ(vl)∗λ(fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)λ(vl)− λ(g
1
2
1
2

fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)‖

<
1
n

for l ≥ ln, f ∈ Fn, e ∈ En og d0, d1 ∈ Dn.
Specielt �ndes jn,l ∈ N, så

‖v∗l,jλj(fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)vl,j − λj(g
1
2
1
2

fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)‖ <
2
n

og
‖vl,jβj(g)− βj(g)vl,j‖ <

2
n

for l ≥ ln, f ∈ Fn, e ∈ En, d0, d1 ∈ Dn, g ∈ C([0, 1]) og j ≥ jn,l.
Find nu en følge af naturlige tal m(1) < m(2) < m(3), . . . , så m(n) ≥ jn,ln for alle n ∈ N, og
de�ner l : N 7→ N ved

l(j) =
{
ln, m(n) ≤ j < m(n+ 1)
1, 1 ≤ j < m(1).

Sæt uj = vl(j),j og u = π
(J)
∞ ((uj)j∈N). Form(n) ≤ j < m(n+1), f ∈ Fn, e ∈ En og d0, d1 ∈ Dn

gælder, at
‖v∗l(j),jλj(fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)vl(j),j − λj(g

1
2
1
2

fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)‖ <
2
n
.

Dette giver, at
‖u∗λ(fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)u− λ(g

1
2
1
2

fg0 ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)‖ = 0

for f ∈ C0(]18 ,
7
8 [), e ∈ E og d0, d1 ∈ D og

‖uβ(g)− β(g)u‖ = 0

for g ∈ C([0, 1]).
Ved ovenfor at vælge ln og jn,l passende kan vi ved hjælp af hhv. (8.21), (8.23) og (8.24) få, at

uu∗λ(f ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1) = λ(g
1
2
1
2

f ⊗ e⊗ d0 ⊗ d1)

u∗λ(g1f ⊗ e⊗ d0 ⊗ 1D)u = λ(g1g
1
2
1
2

f ⊗ e⊗ 1D ⊗ d0)

u∗λ(f ⊗ e⊗ 1D ⊗ 1D)u = λ(g
1
2
1
2

f ⊗ e⊗ 1D ⊗ 1D).

for f ∈ C0(]18 ,
7
8 [), e ∈ E og d0, d1 ∈ D
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Lemma 5. For e ∈ E+ og d ∈ D gælder, at

β(g0)µ(e⊗ d)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u = β(g0)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u (8.26)
u∗λ(g

1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)uβ(g0)µ(e⊗ d) = β(g 1
2
)β(g0)µ(e2 ⊗ d2) (8.27)

β(g1)ρ(e⊗ d)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u = β(g1)β(g 1
2
)ρ(e2 ⊗ d2) (8.28)

u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)uβ(g1)ρ(e⊗ d) = β(g1)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u. (8.29)

Bevis. For e ∈ E+ og d ∈ D fås, idet g0 = g0(1[0,1] − g1) og g 1
2

= g 1
2
(1[0,1] − h0), at

β(g0)µ(e⊗ d)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u

= µ(e⊗ d)u∗λ(g0g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u

(8.16)
= µ(e⊗ d)λ(g0g 1

2
⊗ e⊗ d⊗ 1D)

= µ(e⊗ d)β(g0)β(g 1
2
)µ(1

Ẽ
⊗ d)ρ(e⊗ 1D)

(i)
= µ(e⊗ d)β(g0)β(g 1

2
)µ(1

Ẽ
⊗ d)µ(e⊗ 1D)

= β(g 1
2
)β(g0)β(1[0,1] − g1)µ(e⊗ d)µ(1

Ẽ
⊗ d)µ(e⊗ 1D)

(h),(2.2.9)
= β(g 1

2
)β(g0)β(1[0,1] − g1)µ(e⊗ d2)µ(e⊗ 1D) (8.30)

(h),(2.2.9)
= β(g 1

2
)β(g0)β(1[0,1] − g1)µ(1

Ẽ
⊗ d2)µ(e⊗ 1D)µ(e⊗ 1D)

= β(g 1
2
)β(g0)µ(1

Ẽ
⊗ d2)µ(e⊗ 1D)µ(e⊗ 1D)

(i)
= β(g 1

2
)β(g0)µ(1

Ẽ
⊗ d2)µ(e⊗ 1D)ρ(e⊗ 1D)

(i)
= β(g 1

2
)β(g0)µ(1

Ẽ
⊗ d2)ρ(e⊗ 1D)2

= β(g 1
2
)β(g0)µ(1

Ẽ
⊗ d2)β(1− h0)ρ(e⊗ 1D)2

(8.15)
= β(g 1

2
)β(g0)µ(1

Ẽ
⊗ d2)β(1− h0)ρ(e2 ⊗ 1D)

= λ(g0g 1
2
⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)

(8.16)
= u∗λ(g0g

1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u

= β(g0)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u

Af ligning (8.30) fås af (h) og Lemma 2.2.9 også at
β(g0)µ(e⊗d)u∗λ(g

1
2
1
2

⊗e⊗d⊗1D)u = β(g 1
2
)β(g0)β(1[0,1]−g1)µ(e2⊗d2) = β(g 1

2
)β(g0)µ(e2⊗d2)

for e ∈ E+ og d ∈ D.
På tilsvarende måde ses, at

u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)uβ(g0)µ(e⊗ d) = β(g 1
2
)β(g0)µ(e2 ⊗ d2). (8.31)
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Endvidere gælder for e ∈ E+ og d ∈ D, at

β(g1)ρ(e⊗ d)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u = ρ(e⊗ d)β(g1)u∗β(g
1
2
1
2

)µ(1
Ẽ
⊗ d)ρ(e⊗ 1D)u

= ρ(e⊗ d)u∗λ(g1g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u

(8.18)
= ρ(e⊗ d)λ(g1g 1

2
⊗ e⊗ 1D ⊗ d)

= ρ(e⊗ d)β(g1g 1
2
)µ(1

Ẽ
⊗ 1D)ρ(e⊗ d)

(k)
= ρ(e⊗ d)β(g1g 1

2
)β(1[0,1] − h1)ρ(e⊗ d)

= β(g1)β(g 1
2
)β(1[0,1] − h1)ρ(e⊗ d)2

= β(g1)β(g 1
2
)ρ(e⊗ d)2

= β(g1)β(g 1
2
)β(1[0,1] − h0)ρ(e⊗ d)2

(8.15)
= β(g1)β(g 1

2
)β(1[0,1] − h0)ρ(e2 ⊗ d2)

(∗)
= β(g1)β(g 1

2
)ρ(e2 ⊗ d2)

(k)
= β(g1)λ(g 1

2
⊗ e2 ⊗ 1D ⊗ d2)

= λ(g1g 1
2
⊗ e2 ⊗ 1D ⊗ d2)

(8.18)
= u∗λ(g1g

1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u

= u∗β(g1)β(g
1
2
1
2

)µ(1
Ẽ
⊗ d2)ρ(e2 ⊗ 1D)u

= β(g1)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u.

Af (∗) fås ligning (8.28). Analoge udregninger giver,

u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)uβ(g1)ρ(e⊗ d) = β(g1)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u

for e ∈ E+ og d ∈ D.
Lemma 6. Der �ndes en ∗-homomor� γ : E ⊗D 7→ (E)∞, der opfylder, at

γ(e⊗ 1D) = (π(E)
∞ ◦ δE)(e)

for alle e ∈ E.

Bevis. Bemærk, at β(g0)µ(e ⊗ d) ∈ (J)∞ for e ∈ E og d ∈ D, og da (E)∞ er et to-sidet
ideal i (Ẽ)∞ vil β(g1)ρ(e ⊗ d) ∈ (E)∞ for alle e ∈ E og alle d ∈ D. Så vi kan de�nere
γ : E ⊗D 7→ (E)∞ ved

γ(e⊗ d) = β(g0)µ(e⊗ d) + u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u+ β(g1)ρ(e⊗ d), e ∈ E, d ∈ D.

Hermed er γ en lineær fuldstændigt positiv afbildning, idet µ, λ og ρ er fuldstændigt positive.
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For alle e ∈ E fås, at
γ(e⊗ 1D) = β(g0)µ(e⊗ 1D) + u∗λ(g

1
2
1
2

⊗ e⊗ 1D ⊗ 1D)u+ β(g1)ρ(e⊗ 1D)

(l),(8.19)
= β(g0)(π(E)

∞ ◦ δE)(e) + λ(g 1
2
⊗ e⊗ 1D ⊗ 1D) + β(g1)ρ(e⊗ 1D)

(8.14)
= β(g0)(π(E)

∞ ◦ δE)(e) + β(g 1
2
)ρ(e⊗ 1D) + β(g1)ρ(e⊗ 1D).

Men g1h0 = 0 = g 1
2
h0, så

γ(e⊗ 1D) = β(g0)(π(E)
∞ ◦ δE)(e) + β(g 1

2
)β(1[0,1] − h0)ρ(e⊗ 1D) + β(g1)β(1[0,1] − h0)ρ(e⊗ 1D)

(8.8)
= β(g0)(π(E)

∞ ◦ δE)(e) + β(g 1
2
)β(1[0,1] − h0)(π(E)

∞ ◦ δE)(e)

+β(g1)β(1[0,1] − h0)(π(E)
∞ ◦ δE)(e)

= β(g0 + g 1
2

+ g1)(π(E)
∞ ◦ δE)(e)

= (π(E)
∞ ◦ δE)(e).

Dette giver også, at γ er en kontraktion. For lad (el)l∈N være en approksimativ enhed for E
bestående af positive kontraktioner. Da er (el ⊗ 1D)l∈N en approksimativ enhed for E ⊗ D
bestående af positive kontraktioner, og

‖γ(el ⊗ 1D)‖ = ‖(π∞ ◦ δE)(el)‖ ≤ 1

for alle l ∈ N. Dvs. γ er en kontraktion, for hvis x er en positiv kontraktion i E ⊗ D, da er
(el ⊗ 1D)

1
2x(el ⊗ 1D)

1
2 ≤ ‖x‖(el ⊗ 1D) ≤ (el ⊗ 1D) for alle l ∈ N.

Så ‖γ((el ⊗ 1D)
1
2x(el ⊗ 1D)

1
2 )‖ ≤ ‖γ(el ⊗ 1D)‖ ≤ 1 for alle l ∈ N. Heraf følger det ønskede,

idet (el ⊗ 1D)
1
2x(el ⊗ 1D)

1
2 → x for l→∞.

Vi mangler nu bare at vise, at γ er en ∗-homomor�.
Billederne af β og ρ kommuterer og µ(Ẽ⊗D) ⊆ β(C([0, 1]))′ hvilket medfører, at γ(x∗) = γ(x)∗

for x ∈ E⊗D, idet µ, ρ bevarer ∗ og λ er en ∗-homomor�. For at vise, at γ er en ∗-homomor�,
er det hermed tilstrækkeligt at vise, at γ er multiplikativ.
Idet g0g1 = 0 og β(C([0, 1])) ⊆ ρ(E ⊗D)′, gælder for e ∈ E+ og d ∈ D+, at
γ(e⊗ d)2

= β(g0)2µ(e⊗ d)2 + β(g0)µ(e⊗ d)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u+ β(g0)µ(e⊗ d)β(g1)ρ(e⊗ d)

+ u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)uβ(g0)µ(e⊗ d) + u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)uu∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u

+ u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)uβ(g1)ρ(e⊗ d) + β(g1)ρ(e⊗ d)β(g0)µ(e⊗ d)

+ β(g1)ρ(e⊗ d)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u+ β(g1)ρ(e⊗ d)β(g1)ρ(e⊗ d)

= β(g0)2µ(e⊗ d)2 + β(g0)µ(e⊗ d)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u

+ u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)uβ(g0)µ(e⊗ d) + u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)uu∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u

+ u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)uβ(g1)ρ(e⊗ d) + β(g1)ρ(e⊗ d)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u

+ β(g1)2ρ(e⊗ d)2.
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Da g0 = g0(1[0,1] − g1) fås af (h),
β(g0)2µ(e⊗ d)2 = β(g0)2β(1[0,1] − g1)µ(e⊗ d)2

= β(g0)2β(1[0,1] − g1)µ(e2 ⊗ d2)

= β(g0)2µ(e2 ⊗ d2)

og (8.17) giver
u∗λ(g

1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)uu∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)u = u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e⊗ d⊗ 1D)λ(g 1
2
⊗ e⊗ d⊗ 1D)u

= u∗λ(g 1
2
g

1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u

= u∗β(g 1
2
)λ(g

1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u

= β(g 1
2
)u∗λ(g

1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u.

Eftersom g1(1[0,1] − h0) = g1 giver (8.15)
β(g1)2ρ(e⊗ d)2 = β(g2

1)β(1[0,1] − h0)ρ(e⊗ d)2

= β(g2
1)β(1[0,1] − h0)ρ(e2 ⊗ d2)

= β(g1)2ρ(e2 ⊗ d2).

Sammen med (8.26), (8.27), (8.28) og (8.29) fås heraf,
γ(e⊗ d)2

= β(g0)2µ(e2 ⊗ d2) + β(g0)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u+ β(g 1
2
)β(g0)µ(e2 ⊗ d2)

+ β(g 1
2
)u∗λ(g

1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u+ β(g1)u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u+ β(g1)β(g 1
2
)ρ(e2 ⊗ d2)

+ β(g1)2ρ(e2 ⊗ d2)

= β(g2
0 + g 1

2
g0)µ(e2 ⊗ d2) + β(g0 + g 1

2
+ g1)u∗λ(g

1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u

+ β(g1g 1
2

+ g2
1)ρ(e

2 ⊗ d2)

= β(g2
0 + (1[0,1] − g0 − g1)g0)µ(e2 ⊗ d2) + β(1[0,1])u

∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u

+ β(g1(1[0,1] − g0 − g1) + g2
1)ρ(e

2 ⊗ d2)

= β(g0)µ(e2 ⊗ d2) + u∗λ(g
1
2
1
2

⊗ e2 ⊗ d2 ⊗ 1D)u+ β(g1)ρ(e2 ⊗ d2)

= γ(e2 ⊗ d2).

Dvs. γ er en ∗-homomor� jvf. Lemma 2.2.9.
Sætning 6.1.10 og Lemma 6 giver nu, at E er D-stabil.
Eksempel 8.1.3. Betragt delalgebraen A ⊆ C([0, 1],O2) givet ved

A = {f ∈ C([0, 1],O2) : f(1) = s1f(0)s∗1},
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hvor s1 og s2 er de to kanoniske frembringere for O2. Det er let, at tjekke at A er en lukket
selvadjungeret del-algebra af C([0, 1],O2), så A er en C∗-algebra.
Lad q : A 7→ O2 være givet ved,

q(f) = f(0), f ∈ A.

Da er q lineær og multiplikativ, og q(f∗) = q(f)∗, så q er en ∗-homomor�. Endvidere er q
surjektiv. For lad x ∈ O2 og sæt

f(t) = (s1xs∗1 − x)t+ x, t ∈ [0, 1].

Da er f ∈ C([0, 1],O2), og f(0) = x og f(1) = s1xs
∗
1 = s1f(0)s∗1. Så f ∈ A og q(f) = x.

Der gælder, at q(f) = 0, hvis og kun hvis f(0) = 0, hvilket er ækvivalent med at f(1) = 0.
Hermed er

ker(q) = {f ∈ C([0, 1]),O2) : f(0) = f(1) = 0} = SO2.

Lad ϕ : SO2 7→ A være inklusionsafbildningen, hvilket giver følgende kort-eksakte følge af
C∗-algebraer,

0 // SO2
ϕ // A

q // O2
// 0.

C∗-algebraenO2 er unital, separabel og stærkt selv-absorberende. Endvidere erO2 K1-injektiv,
da O2 er purely in�nite jvf. [MRL, Exercise 8.13].
Bemærk, at SO2 = C0(]0, 1[,O2) ∼= C0(]0, 1[) ⊗ O2. Så SO2 og O2 er separable O2-stabile
C∗-algebraer, hvilket medfører jvf. Sætning 8.1.2, at A⊗O2

∼= A.



Kapitel 9

Eksempler på D-stabilitet

I dette kapitel skal vi vise, at On er O∞-stabil for alle n ≥ 2, og at O2 er den eneste unitale,
separable, simple og nukleære C∗-algebra, der er O2-stabil. Endvidere gives en kort introduk-
tion til Jiang-Su algebraen Z, som bygger på resultater fra [JS99]. Vi vil herefter opbygge et
hieraki, der viser, hvorledes C∗-algebraerne Z, O2, O∞, B og O∞ ⊗ B virker som enheder
mht. tensorproduktet, hvor B er en stærkt selv-absorberende UHF-algebra. Til sidst vises, at
Bunce-Deddens algebraen af type 2∞ er et eksempel på en C∗-algebra, der ikke erM2∞-stabil.

9.1 O∞-stabilitet

Vi skal som det første se på O∞-stabilitet, og vi har allerede i Sætning 5.4.4 vist, at en
separabel, simpel og nukleær C∗-algebra A er O∞-stabil, hvis og kun hvis A er purely in�nite.
Dette giver bl.a. anledning til nedenstående eksempel, idet On er purely in�nite for n ≥ 2:
Eksempel 9.1.1. For alle n ≥ 2 er On ⊗O∞ ∼= On.

Derimod er der præcis én unital, separabel, simpel og nukleær C∗-algebra A, der er O2-stabil.
(Korollar 9.1.3). Dette følger af Kircbergs A⊗O2 Sætning:
Sætning 9.1.2. 1 Tensorproduktet A⊗O2 er isomorf med O2, hvis og kun hvis A er en unital,
separabel, simpel og nukleær C∗-algebra.

Korollar 9.1.3. Lad A være en unital, separabel, simpel og nukleær C∗-algebra. Da er A⊗O2

isomorf med A, hvis og kun hvis A er isomorf med O2.

Bevis. Antag at A er isomorf med O2. Dvs. A⊗O2
∼= O2 ⊗O2

∼= O2
∼= A.

Omvendt fås af Sætning 9.1.2 at A⊗O2
∼= O2, så hvis A⊗O2

∼= A, da er A ∼= O2.
1[Rør02, Theorem 7.1.2]

134
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9.2 Jiang-Su algebraen

For naturlige tal n,m erMm(C)⊗Mn(C) ∼= Mmn(C), hvor isomor�en ϕ : Mm(C)⊗Mn(C) 7→
Mmn(C) er givet ved

ϕ(a⊗ b) =


b11a b12a . . . b1na
b21a b22a . . . b2na... ... . . . ...
bn1a bn2a . . . bnna

 ,

for a ∈Mm(C) og b = (bij)ni,j=1 ∈Mn(C).
Lad In være identitetsmatricen i Mn(C) og lad Mm(C) ⊗ In = {a ⊗ In : a ∈ Mm(C)} og
Im ⊗Mn(C) = {Im ⊗ b : b ∈Mn(C)}.
De�nition 9.2.1. En dimension drop algebra er en C∗-algebra på formen
I[m0,m,m1] =

{
f ∈ C([0, 1],Mm(C)) : f(0) ∈Mm0(C)⊗ I m

m0
, f(1) ∈ I m

m1
⊗Mm1(C)

}
,

hvor m0, m1 og m er naturlige tal, så både m0 og m1 er faktorer i m.
Hvism0 ogm1 er indbyrdes primiske, ogm = m0m1, kaldes I[m0,m,m1] en primisk dimension
drop algebra. Jiang og Su viste, at I[m0,m,m1] ikke har andre projektioner end 0 og 1, hvis
og kun hvis m0 og m1 er indbyrdes primiske, og i dette tilfælde er

K0(I[m0,m,m1]) ∼= Z og K1(I[m0,m,m1]) = 0.

Der �ndes en induktiv følge af primiske dimension drop algebraer (An)n∈N, hvor de forbindende
∗-homomor�er ϕn : An 7→ An+1 er unitale og injektive, så den induktive grænse af

A1
ϕ1 // A2

ϕ2 // A3
ϕ3 // . . .

er en unital, simpel C∗-algebra med en entydig sportilstand.
Specielt gælder, at der blandt alle induktive grænser af dimension drop algebraer �ndes præcis
én C∗-algebra Z, der opfylder, at Z er en unital, simpel, nukleær og uendeligt dimensional
C∗-algebra med en entydig spor state, så K0(Z) ∼= Z og K1(Z) ∼= 0. Denne C∗-algebra kaldes
Jiang-Su algebraen.
Jiang og Su viser, at Z har approksimativt indre halv-�ip, hvilket benyttes til at vise, at

Z ∼= Z ⊗ Z og Z ∼=
∞⊗
i=1

Z.

Sætning 4.3.5 giver hermed, at Z er stærkt selv-absorberende. Samtidigt viser Jiang og Su, at
en række C∗-algebraer er Z-stabile. Der gælder følgende sætninger:
Sætning 9.2.2. Lad A være en purely in�nite, simpel, unital og nukleær C∗-algebra. Da er
A ∼= A⊗Z.

Sætning 9.2.3. Lad A være en uendelig dimensional, unital og simpel AF-algebra. Da er
A ∼= A⊗Z.

Af de eksempler vi tidligere har betragtet fås heraf, at On, n ≥ 2 og alle UHF-algebraer er
Z-stabile.
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9.3 Hieraki mht. D-stabilitet for en given C∗-algebra D

Bemærk, at hvis D1 og D2 er unitale, selv-absorberende C∗-algebraer, så D1 ⊗D2
∼= D1, og

A⊗D1
∼= A for en C∗-algebra A, da vil A⊗D2

∼= A. Dette ses, idet
A⊗D2

∼= (A⊗D1)⊗D2
∼= A⊗D1

∼= A.

Ved hjælp af denne betragtning kan vi lave en hierakisk inddeling af, i hvilken grad forskellige
unitale stærkt selv-absorberende C∗-algebraer virker som enheder mht. tensorproduktet.
Lad Z være Jiang-Su algebraen og lad B være en stærkt selv-absorberende UHF-algebra.
Da vil B, O∞, O∞ ⊗ B samt O2 være Z-stabile. Der gælder følgende hieraki for, hvorledes
C∗-algebraerne Z, B, O∞, O∞ ⊗B og O2 virker som enheder mht. tensorproduktet:

Z

vvvvvvvvvv

JJJJJJJJJJ

B

HHHHHHHHH O∞

ttttttttt

O∞ ⊗B

O2

Dvs. at der for en C∗-algebra A gælder,

(i) A⊗O2
∼= A⇒ A⊗ (O∞ ⊗B) ∼= A⇒ A⊗O∞ ∼= A⇒ A⊗Z ∼= A.

(ii) A⊗O2
∼= A⇒ A⊗ (O∞ ⊗B) ∼= A⇒ A⊗B ∼= A⇒ A⊗Z ∼= A.

Bevis. (i). Lad B være en stærkt selv-absorberende C∗-algebra. Da er
O∞ ⊗B ⊗O2

∼= O∞ ⊗O2 ⊗B ∼= O2 ⊗B ∼= O2

jvf. Sætning 9.1.2, da B er simpel, separabel, unital og nukleær. Dvs. hvis A⊗O2
∼= A, så er

(O∞ ⊗B)⊗A ∼= A.
Da O∞ er stærkt selv-absorberende fås,

O∞ ⊗B ⊗O∞ ∼= O∞ ⊗O∞ ⊗B ∼= O∞ ⊗B.

Så hvis A⊗ (O∞ ⊗B) ∼= A, da er A⊗O∞ ∼= A.
Endvidere giver isomor�en Z ⊗O∞ ∼= O∞, at A⊗Z ∼= A, hvis A⊗O∞ ∼= A.
(ii). For en stærkt selv-absorberende UHF-algebra B gælder, at O∞ ⊗B ⊗B ∼= O∞ ⊗B. Så
hvis A⊗ (O∞ ⊗B) ∼= A, så er A⊗B ∼= A.
Tilsvarende giver isomor�en Z ⊗B ∼= B, at A⊗Z ∼= A, hvis A⊗B ∼= A.
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Af beviset ovenfor fås også, at alle C∗-algebraerne i hierakiet er stabile over for de C∗-algebraer,
der ligger højere i hierakiet.

Blandt de stærkt selv-absorberende UHF-algebraer �ndes endnu et hieraki, som opfylder, at
A⊗B ∼= B, hvis A og B er stærkt selv-absorberende UHF-algebraer, og A er placeret højere
i hierakiet end B. Vi vil i det følgende betragte, hvordan dette hieraki er opbygget.
Hvis A og B er stærkt selv-absorberende UHF-algebraer med associerede supernaturlige tal
hhv. n = (ni)∞i=1 og m = (mi)∞i=1, da er A⊗B en stærkt selv-absorberende UHF-algebra med
supernaturligt tal nm = (ni +mi)∞i=1. Så A⊗B er isomorf med B, hvis og kun hvis nm = m,
dvs. mi = ni +mi for alle i ∈ N.
Da ni,mi ∈ {0,∞} for alle i ∈ N, vil de UHF-algebraer med supernaturligt tal n = (ni)∞i=1,hvor der �ndes et n0 ∈ N, så ni0 = ∞ og ni = 0 for i 6= i0 ligge øverst i hierakiet af stærkt
selv-absorberende UHF-algebraer.
Næste niveau er de UHF-algebraer med supernaturlige tal n = (ni)∞i=1, hvor der �ndes i1 ∈ N,
så i1 6= i0, og ni0 = ni1 = ∞ og ni = 0 for i 6= i0, i 6= i1.
Tredje niveau er de UHF-algebraer med supernaturligt tal n = (ni)∞i=1, hvor der �ndes i2 ∈ N
så i2 6= i0, i2 6= i1 og ni0 = ni1 = ni2 = ∞ og ni = 0 for i ∈ N \ {i0, i1, i2}.
På denne måde fortsættes, og det sidste niveau i hierakiet bliver således den universelle UHF-
algebra, dvs. UHF-algebraen med supernaturligt tal n = (ni)∞i=1, hvor ni = ∞ for alle i ∈ N.
Som eksempel er M2∞·3∞·5∞ ⊗M2∞·3∞ ∼= M2∞·3∞·5∞ og M2∞·3∞ ⊗M2∞

∼= M2∞·3∞ .
Tilsvarende er M2∞·5∞·7∞ ⊗M2∞·5∞ ∼= M2∞·5∞·7∞ og M2∞·5∞ ⊗M2∞

∼= M2∞·5∞ , men UHF-
algebraerne M2∞·3∞ og M2∞·5∞ forholder sig ikke hierakisk i forhold til hinanden mht. ten-
sorproduktet.

9.4 Bunce-Deddens algebraen af type 2∞

Vi skal i det følgende afsnit give et eksempel på en C∗-algebra, der ikke er stabil mht. tensor-
produktet overfor UHF-algebraen af type 2∞. Vi skal benytteK-teori til at give eksemplet, idet
der for en C∗-algebra A og en stærkt selv-absorberende UHF-algebra B gælder, at p|K0(A)
og p|K1(A) for ethvert primtal p, der går op i K0(B), hvis A⊗B ∼= A (Sætning 9.4.5). Så vi
skal �nde en C∗-algebra A og et primtal p, der går op i K0(M2∞), så p ikke går op i K0(A)
eller p ikke går op i K1(A).
Vi vil nu vha. nogle lemmaer vise Sætning 9.4.5, som senere skal benyttes til at �nde det
omtalte eksempel på en C∗-algebra A, så A⊗M2∞ � A.
De�nition 9.4.1. Lad G være en additiv gruppe, og lad n ∈ Z. Da siges n, at gå op i G, hvis
der for ethvert g ∈ G �ndes et h ∈ G, så g = nh.
Lad B være en stærkt selv-absorberende UHF-algebra, og lad n(B) = (ni)∞i=1 være det super-naturlige tal associeret til B. Da B er stærkt selv-absorberende er ni ∈ {0,∞} for alle i ∈ N,
og ni 6= 0 for mindst ét i ∈ N. Så der �ndes en ikke-tom delmængde T af positive primtal, så

n(B) =
∏
p∈T

p∞.
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Det gælder hermed, at et primtal p går op i K0(B), hvis og kun hvis p ∈ T .
Dette ses, idet K0(τ) : K0(B) 7→ Q(n(B)) er en gruppeisomor�, hvor τ er sporet på B, og
K0(τ)([1]0) = 1, så 1 ∈ Q(n(B)). Hvis p|K0(B) vil p|Q(n(B)), så der �ndes et h ∈ Q(n(B)),
så 1 = ph. Det betyder således, at 1

p ∈ Q(n(B)), op p vil altså gå op i n(B). For hvis x og y
er naturlige tal med gcd(x, y) = 1 og x

y ∈ Q(n(B)), da vil y|n(B). Heraf følger, at p ∈ T , da
primtalsfaktoriseringen er entydig.
Omvendt, hvis p ∈ T , da vil p|Q(n(B)), og dermed vil p|K0(B).
Lemma 9.4.2. Lad A være en separabel C∗-algebra og lad B være en stærkt selv-absorberende
UHF-algebra. Da er A⊗ B isomorf med A, hvis og kun hvis A⊗Mp∞ er isomorf med A for
ethvert primtal p, der går op i K0(B).

Bevis. Lad T være delmængden af positive primtal, så det supernaturlige tal n(B) associeret
til B, er på formen n(B) =

∏
p∈T p

∞. Lad p være et positivt primtal, så p|K0(B). Dvs. p ∈ T
og B⊗Mp∞

∼= B, idet n(Mp∞) = p∞. Thi, n(B⊗Mp∞) = n(B)n(Mp∞) =
∏
p∈T p

∞ = n(B),
hvilket medfører, at B ⊗Mp∞

∼= B.
Hvis A⊗B ∼= A, da er

A⊗Mp∞
∼= A⊗B ⊗Mp∞

∼= A⊗B ∼= A.

Antag omvendt, at A⊗Mp∞
∼= A for ethvert primtal p, der går op i K0(B). Det supernaturlige

tal associeret til⊗p∈T Mp∞ er givet ved,

n

⊗
p∈T

Mp∞

 =
∏
p∈T

n(Mp∞) =
∏
p∈T

p∞ = n(B),

hvilket betyder, at B ∼=
⊗

p∈T Mp∞ . Dvs. A ⊗ B ∼= A ⊗ (
⊗

p∈T Mp∞), og da A ∼= A ⊗Mp∞

for alle p ∈ T fås, at A⊗B ∼= A, jvf. Korollar 7.1.8.
Lemma 9.4.3. Lad A være en unital og separabel C∗-algebra, og lad B være en stærkt selv-
absorberende UHF-algebra. Hvis A⊗B er isomorf med A, �ndes for ethvert primtal p der går
op i K0(B), en følge (ϕn)∞n=1 af unitale ∗-homomor�er, ϕn : Mp(C) 7→ A, så

lim
n→∞

‖ϕn(x)a− aϕn(x)‖ = 0

for alle x ∈Mp(C) og alle a ∈ A.

Bevis. Antag at A⊗B ∼= A. Jvf. Lemma 9.4.2 er A⊗Mp∞
∼= A for ethvert primtal p, der går

op i K0(B). Lad (Mp∞ , {µn}n∈N) være den induktive grænse af den induktive følge

Mp(C) λ1 //Mp2(C) λ2 //Mp3(C) λ3 // . . .

hvor de forbindende ∗-homomor�er λn : Mpn(C) 7→Mpn+1(C) er unitale.
Sætning 4.3.5 giver eksistensen af en følge (ρn)∞n=1 af unitale ∗-homomor�er, ρn : Mp∞ 7→Mp∞ ,
så

lim
n→∞

‖ρn(x)y − yρn(x)‖ = 0
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for alle x, y ∈Mp∞ , da Mp∞ er stærkt selv-absorberende.
Sæt nu ψn = (1A ⊗ idMp∞ ) ◦ ρn ◦ µ1 : Mp(C) 7→ A⊗Mp∞ . For x ∈Mp(C) og a ∈ A, b ∈Mp∞

fås, at

lim
n→∞

‖ψn(x)(a⊗ b)− (a⊗ b)ψn(x)‖

= lim
n→∞

‖((1A ⊗ idMp∞ )(ρn(µ1(x)))(a⊗ b)− (a⊗ b)(1A ⊗ idMp∞ )(ρn(µ1(x))‖

= lim
n→∞

‖(1A ⊗ ρn(µ1(x)))(a⊗ b)− (a⊗ b)(1A ⊗ ρn(µ1(x)))‖

= lim
n→∞

‖a⊗ ρn(µ1(x))b− a⊗ bρn(µ1(x))‖

= ‖a‖ lim
n→∞

‖ρn(µ1(x))b− bρn(µ1(x))‖

= 0.

Da A�Mp∞ er en tæt delmængde i A⊗Mp∞ fås hermed, at limn→∞ ‖ψn(x)y− yψn(x)‖ = 0
for alle x ∈Mp(C) og alle y ∈ A⊗Mp∞ .
Lad ϕ : A ⊗Mp∞ 7→ A være en ∗-isomor�. Dermed vil ϕn = ϕ ◦ ψn : Mp(C) 7→ A være en
følge af unitale ∗-homomor�er, der opfylder, at

lim
n→∞

‖ϕn(x)a− aϕn(x)‖ = 0

for alle x ∈Mp(C) og alle a ∈ A.

Lemma 9.4.4. Lad A være en unital C∗-algebra og lad p være et positivt primtal. Antag, at
der �ndes en følge (ϕn)∞n=1 af unitale ∗-homomor�er, ϕn : Mp(C) 7→ A så

lim
n→∞

‖ϕn(x)a− aϕn(x)‖ = 0

for alle x ∈Mp(C) og alle a ∈ A. Da vil p gå op i K0(A) og p vil gå op i K1(A).

Bevis. Lad (eij)
p
i,j=1 være matrixenhederne for Mp(C) og de�ner En : A 7→ A ved,

En(a) = p−1
p∑

i,j=1

ϕn(eij)aϕn(eji), a ∈ A.

Da er En en lineær afbildning, og eftersom (ϕn)∞n=1 er en approksimativ central følge af unitale
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∗-homomor�er fås, at

lim
n→∞

‖En(a)− a‖ = lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥p−1
p∑

i,j=1

ϕn(eij)aϕn(eji)− a

∥∥∥∥∥∥
≤ lim

n→∞

∥∥∥∥∥∥p−1
p∑

i,j=1

ϕn(eij)aϕn(eji)− p−1
p∑

i,j=1

ϕn(eij)ϕn(eji)a

∥∥∥∥∥∥
+ lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥p−1
p∑

i,j=1

ϕn(eij)ϕn(eji)a− a

∥∥∥∥∥∥
= lim

n→∞

∥∥∥∥∥∥p−1
p∑

i,j=1

ϕn(eij)ϕn(eji)a− a

∥∥∥∥∥∥
= lim

n→∞

∥∥∥∥∥
p∑
i=1

ϕn(eii)a− a

∥∥∥∥∥
= lim

n→∞
‖1Aa− a‖

= 0

(9.1)

for alle a ∈ A.
For ethvert n ∈ N er En(A) ∈ A ∩ ϕn(Mp(C))′, thi for r, s ∈ {1, . . . , p} gælder, at

ϕn(ers)En(a)− En(a)ϕn(ers)

= ϕn(ers)p−1
p∑

i,j=1

ϕn(eij)aϕn(eji)− p−1
p∑

i,j=1

ϕn(eij)aϕn(eji)ϕn(ers)

= p−1
p∑

i,j=1

ϕn(erseij)aϕn(eji)− p−1
p∑

i,j=1

ϕn(eij)aϕn(ejiers)

= p−1
p∑
j=1

ϕn(erj)aϕn(ejs)− p−1
p∑
j=1

ϕn(erj)aϕn(ejs)

= 0

for alle a ∈ A. Så da ϕn er lineær fås, at En(A) ∈ A ∩ ϕn(Mp(C))′.
Lad nu f være en projektion i A. Vi vil først �nde h ∈ K0(A), så [f ]0 = ph.
For ethvert δ > 0 �ndes jvf. (9.1) et n ∈ N, så ‖En(f)−f‖ < δ, og da A∩ϕn(Mp(C))′ er en del-
C∗-algebra af A fås af [MRL, Exercise 2.7] eksistensen af en projektion f ′ ∈ A ∩ ϕn(Mp(C))′,
så ‖f − f ′‖ < 1. [MRL, Proposition 2.2.4] giver, at f ∼ f ′, hvilket medfører, at [f ]0 = [f ′]0.
Vi kan altså uden tab af generalitet antage, at f ∈ ϕn(Mp(C))′.
Sæt

fi = ϕn(eii)f for i = 1, . . . , p.

Hermed er fi en projektion i A, da f kommuterer med ϕn(eii). Endvidere er fi og fj indbyrdes
ækvivalente projektioner for i 6= j, idet eii = eije

∗
ij og ejj = e∗ijeij , hvilket betyder, at

fi = (ϕn(eij)f)(ϕn(eij)f)∗ og fj = (ϕn(eij)f)∗(ϕn(eij)f).
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Så [fj ]0 = [fi]0 for alle i, j ∈ {1, . . . , p} og f =
∑p

i=1 fi, da ϕn er unital. Eftersom fi og fj er
indbyrdes orthogonale projektioner for i 6= j, er h = [f1]0 et element i K0(A), der opfylder, at
[f ]0 = ph.
Hvis f ∈ Pm(A) for et vikårligt m ∈ N, fås også eksistensen af h ∈ K0(A), så [f ]0 = ph.
Beviset følger af det allerede viste, idet vi udvider En : A 7→ A til den lineære afbildning
E

(m)
n : Mm(A) 7→Mm(A) givet ved,

E(m)
n ((aij)mi,j=1) = (En(aij))mi,j=1, (aij)mi,j=1 ∈Mm(A).

Da vil E(m)
n opfylde, at limn→∞ ‖E(m)

n (x)− x‖ = 0 for alle x ∈Mm(A) og
E

(m)
n ∈Mm(A) ∩ ϕ(m)

n (Mmp(C))′, hvor ϕ(m)
n : Mm(Mp(C)) 7→Mm(A) er ∗-homomor�en givet

ved,
ϕ(m)
n ((cij)mi,j=1) = (ϕn(cij))mi,j=1, (cij)mi,j=1 ∈Mm(Mp(C)).

Samme argument som ovenfor giver, at vi for hvert m ∈ N og for hvert f ∈ Pm(A) kan �nde
h ∈ K0(A), så [f ]0 = ph, og da K0(A) = {[q1]0 − [q2]0 : q1, q2 ∈ Pm(A),m ∈ N} følger det
ønskede.
Lad nu u være et unitært element i A. Samme argument som før og [MRL, Exercise 2.8] giver
eksistensen af et n ∈ N og en unitær u′ ∈ A ∩ ϕn(Mp(C))′, så ‖u − u′‖ < 2. [MRL, Lemma
2.1.3] giver hermed, at u ∼h u′, hviket betyder, at [u]1 = [u′]1, så vi kan vælge u ∈ ϕn(Mp(C))′.
For i = 1, . . . , p sættes

ui = ϕn(eii)u+ (1A − ϕn(eii)).

Da u kommuterer med ϕn(eii), og u er unitær fås, at ui er unitær for alle i = 1, . . . , p.
Endvidere er

u =
p∑
i=1

ϕn(eii)u = u1u2 · · ·up.

Antag i 6= j for i, j ∈ {1, . . . , p}. Vi vil vise, at [ui]1 = [uj ]1:
Sæt w = ϕn(eij) + ϕn(eji) +

∑
k 6=i,j ϕn(ekk). Da er

wuiw
∗ =

ϕn(eij) + ϕn(eji) +
∑
k 6=i,j

ϕn(ekk)

 (ϕn(eii)u+ (1A − ϕn(eii))

·

ϕn(eji) + ϕn(eij) +
∑
k 6=i,j

ϕn(ekk)


=

ϕn(eij) + ϕn(eji)u+ ϕn(eji)− ϕn(eji) +
∑
k 6=i,j

ϕn(ekk)


·

ϕn(eji) + ϕn(eij) +
∑
k 6=i,j

ϕn(ekk)


= ϕn(eii) + ϕn(ejj)u+

∑
k 6=i,j

ϕn(ekk)

= ϕn(ejj)u+ (1A − ϕn(ejj))
= uj .
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Endvidere gælder,

w2 =

ϕn(eij) + ϕn(eji) +
∑
k 6=i,j

ϕn(ekk)

ϕn(eij) + ϕn(eji) +
∑
k 6=i,j

ϕn(ekk)


= ϕn(eii) + ϕn(ejj) +

∑
k 6=i,j

ϕn(ekk)

= 1A.

Så da w er selvadjungeret, er w unitær. Dvs. [uj ]1 = [wuiw∗]1 = [ui]1. Heraf fås,

[u]1 = [u1u2 · · ·up]1 =
p∑
i=1

[ui]1 = p[u1]1.

Samme argument som før giver, at vi for hvert m ∈ N og for enhver unitær u ∈ Um(A) kan
�nde g ∈ K1(A), så u = pg. Så da K1(A) = {[u]1 : u ∈ U∞(A)} fås det ønskede.
Sætning 9.4.5. Lad A være en unital og separabel C∗-algebra og lad B være en stærkt selv-
absorberende UHF algebra. Hvis A⊗B er isomorf med A, så vil der for ethvert primtal p, der
går op i K0(B) gælde, at p|K0(A) og p|K1(A).

Bevis. Hvis A⊗B er isomorf med A, vil der for ethvert primtal p, der går op i K0(B) �ndes
en følge (ϕn)∞n=1 af unitale ∗-homomor�er, ϕn : Mp(C) 7→ A, så

lim
n→∞

‖ϕn(x)a− aϕn(x)‖ = 0

for alle x ∈ Mp(C) og alle a ∈ A jvf. Lemma 9.4.3. Lemma 9.4.4 giver nu, at p|K0(A) og
p|K1(A).
Eksempel 9.4.6. 2 Lad H være et uendeligt dimensionalt separabelt Hilbertrum med or-
thonormalbasis (en)n∈Z. En operator T ∈ B(H), der opfylder, at Ten = αnen+1 for en be-
grænset følge (αn)n∈Z af komplekse tal kaldes et vægtet skift. Hvis der �ndes et p ∈ N, så
αn+p = αn for alle n, siges T at have periode p.
Lad K være de kompakte operatorer på H og lad π : B(H) 7→ B(H)/K være kvotientafbild-
ningen. Bunce-Deddens algebraen B af type 2∞ er de�neret til at være del-C∗-algebraen af
B(H)/K, der er frembragt af elementerne π(T ), hvor T er et vægtet skift med periode 2k for
et naturligt tal k. Bunce og Deddens viser, at B er isomorf med den induktive grænse af den
induktive følge

C(T)
ϕ1 //M2(C(T))

ϕ2 //M4(C(T))
ϕ3 //M8(C(T)) // . . . ,

hvor de forbindende ∗-homomor�er ϕn er givet ved

ϕ1(u) =
(

0 u
1 0

)
, ϕn = ϕ1 ⊗ idM2n (C)

hvor u er frembringeren for C(T) givet ved u(z) = z.
2[Rør02, Example 3.2.11]
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For alle k ∈ N er K0(M2k(C(T))) ∼= Z og K1(M2k(C(T))) ∼= Z jvf. [MRL, Table of K-groups].
Så K0(B) er isomorf med den induktive grænse af

Z
K0(ϕ1)// Z

K0(ϕ2)// Z
K0(ϕ3)// . . .

Lad dim : K0(C(T)) 7→ Z være den surjektive gruppehomomor�, der opfylder, at
dim([p]0) = Tr(p(x)), p ∈ P∞(C(T)),

hvor x er et vilkårligt element i T, og Tr er standard-sporet på Mn(C), [MRL, Example 3.3.5].
Heraf fås �g. kort eksakte følge, hvor ι er inklusionsafbildningen:

0 // ker(dim) ι // K0(C(T)) dim // Z // 0.

Så K0(C(T)) ∼= Z⊕ker(dim). Men K0(C(T)) ∼= Z, hvilket medfører, at ker(dim) = {0}. Altså
er dim en gruppeisomor�.
For hvert n ∈ N er

dim
([(

1 0
0 0n−1

)]
0

)
= Tr

(
1 0
0 0n−1

)
= 1

så [1]0 er frembringer for K0(C(T)), da Z ∼= K0(C(T)) og Z er frembragt af {±1}.
Lad λ : C(T) 7→Mn(C(T)) være givet ved,

λ(f) =
(
f 0
0 0n−1

)
, f ∈ C(T).

Da erK0(λ) : K0(C(T)) 7→ K0(Mn(C(T))) en gruppe-isomor�, så da [1]0 frembringerK0(C(T))

er K0(λ)([1]0) =
[(

1 0
0 0n−1

)]
0

en frembringer K0(Mn(C(T))). Det gælder, at

K0(ϕn+1)
[(

1 0
0 02n−1

)]
0

=
[
ϕn+1

(
1 0
0 02n−1

)]
0

=
[(

ϕ1(1) ϕ1(0)
ϕ1(0) (ϕ1(0))2n−1

)]
0

=




1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 0




0

=




1 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 0




0

+




0 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 0




0

= 2




1 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 0




0

.
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Dvs.K0(ϕn+1) : K0(M2n(C(T))) 7→ K0(M2n+1(C(T))) afbilder en frembringer forK0(M2n(C(T)))
i 2 gange en frembringer for K0(M2n+1(C(T))), så K0(B) er isomorf med den induktive grænse
af

Z 2 // Z 2 // Z 2 // . . . , (9.2)
hvor n : Z 7→ Z er afbildningen givet ved, n(1) = n. Dvs.

K0(B) ∼= Z[1/2] =
{
k

2n
: k ∈ Z, n ∈ N

}
.

For lad (G, {µn}n∈N) være den induktive grænse af (9.2). De�ner λn : Z 7→ Z[1/2] ved
λn(k) = k

2n . Vi vil vise, at (Z[1/2], {λn}n∈N) er isomorf med (G, {µn}n∈N).
Der gælder, at

(λn+1 ◦ 2)(k) = λn+1(2k) =
2k

2n+1
=

k

2n
= λn(k),

så diagrammet
Z 2 //

λn

""E
EE

EE
EE

EE Z

λn+1||yy
yy

yy
yy

y

Z[1/2]

kommuterer. Hermed �ndes en gruppehomomor� λ : G 7→ Z[1/2] så følgende diagram kom-
muterer

Z

µn
����

��
��

�� λn

""E
EE

EE
EE

EE

G
λ // Z[1/2]

Men ker(λn) = {0} ⊆ ker(µn) for alle n ∈ N og Z[1/2] =
⋃∞
n=1

Z
2n =

⋃∞
n=1 λn(Z). [MRL,

Proposition 6.2.5] giver hermed, at λ er en gruppe-isomor�.
Ligeledes er K1(B) isomorf med den induktive grænse af den induktive følge

Z
K1(ϕ1)// Z

K1(ϕ2)// Z
K1(ϕ3)// . . .

Lad λ : C(T) 7→Mn(C(T)) være givet som før. Da er K1(λ) : K1(C(T)) 7→ K1(Mn(C(T))) en
gruppe-isomor�, så da [u]1 er en frembringer for K1(C(T)), er K1(λ)([u]1) en frembringer for
K1(Mn(C(T))). Jvf. [MRL, Exercise 8.5] gælder, at

K1(λ)([u]1) = [λ(u) + 1Mn(C(T)) − λ(1)]1

=
[(

u 0
0 0n−1

)
+
(

1 0
0 1n−1

)
−
(

1 0
0 0n−1

)]
1

=
[(

u 0
0 1n−1

)]
1

.
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Så for hvert n ∈ N er
[(

u 0
0 1n−1

)]
1

en frembringer for K1(Mn(C(T))). Det gælder, at

K1(ϕn+1)
[(

u 0
0 12n−1

)]
1

=
[
ϕn+1

(
u 0
0 1n−1

)]
1

=
[(

ϕ1(u) ϕ1(0)
ϕ1(0) (ϕ1(1))2n−1

)]
1

=




0 u 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1




1

=




u 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1




0 1 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1




1

=




u 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1




1

+




0 1 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1




1

=




u 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1




1

+




1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1




1

=




u 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1




1

Dvs. atK1(ϕn+1) : K1(M2n(C(T))) 7→ K1(M2n+1(C(T))) afbilder en frembringer forK1(M2n(C(T)))
i en frembringer for K1(M2n+1(C(T))). Hermed er K1(B) isomorf med den induktive grænse
af den induktive følge,

Z 1 // Z 1 // Z 1 // . . .

Et lignende argument som ovenfor giver, at K1(B) ∼= Z.
Betragt nu M2∞ , UHF-algebraen af type 2∞. Jvf. Sætning 9.4.5 er B⊗M2∞ ikke isomorf med
B, idet 2 ikke går op i K1(B).



Bilag A

Appendix

A.1 Grænse-algebraer

Dette afsnit omhandler resultater vedrørende grænse-algebraer, og tager udgangspunkt i [MRL,
Kap. 6.1] og [Rør02, Kap. 6.2]. Når A er en C∗-algebra, skal vi først de�nere C∗-algebraen
(A)∞. Derefter fortsættes med en introduktion til �ltre på N samt konvergens langs �ltre, som
også indeholder et par konkrete eksempler. Til sidst vil vi de�nere C∗-algebraen Aω, når ω er
et �lter på N. Denne gennemgang vil endvidere indeholde nogle vigtige lemmaer, som bruges
i de øvrige kapitler i specialet.

A.1.1 C∗-algebraen (A)∞

Til en familie af C∗-algebraer (Ai)i∈I knyttes produktet ∏i∈IAi, der er mængden af alle
funktioner a : I 7→

⋃
i∈IAi for hvilke a(i) tilhører Ai for alle i ∈ I, og hvor

‖a‖ = sup{‖a(i)‖Ai : i ∈ I}

er endelig. Ofte skrives (ai)i∈I for elementet a ∈∏i∈IAi med a(i) = ai. Når ∏i∈IAi udstyresmed addition, multiplikation, skalarmultiplikation og involution ved at udføre disse opera-
tioner koordinatvis bliver ∏i∈IAi en C∗-algebra.Lad ∑i∈IAi være afslutningen af mængden

J =

{
a ∈

∏
i∈I

Ai : a(i) 6= 0 for højst endeligt mange i ∈ I

}
.

Da er ∑i∈IAi et lukket to-sidet ideal i
∏
i∈IAi og dermed en C∗-algebra.

Lad π :
∏
i∈IAi 7→

∏
i∈IAi/

∑
i∈IAi være kvotientafbildningen. Hvis I = N og (An)∞n=1 er en

følge af C∗-algebraer, og a = (an)n∈N er et element i ∏n∈NAn, da er
‖π(a)‖ = lim sup

n→∞
‖an‖. (A.1)

Specielt vil a ∈∑n∈NAn, hvis og kun hvis limn→∞ ‖an‖ = 0.

146



Grænse-algebraer 147

De�nition A.1.1. For enhver C∗-algebra A knyttes to nye C∗-algebraer l∞(A) og c0(A), idet
vi for hvert n ∈ N sætter An = A og de�nerer l∞(A) =

∏
n∈NAn og c0(A) =

∑
n∈NAn. Dvs.

l∞(A) = {(an)n∈N : an ∈ A, sup
n∈N

‖an‖ <∞} og
c0(A) = {(an)n∈N ∈ l∞(A) : lim

n→∞
‖an‖ = 0}.

De�nition A.1.2. For enhver C∗-algebraA de�neres (A)∞ til at være kvotienten l∞(A)/c0(A).
Lad π∞ : l∞(A) 7→ (A)∞ være kvotientafbildningen, og de�ner en indlejring δA : A 7→ l∞(A)
ved

δA(a) = (a, a, a, . . . ), a ∈ A.

Bemærk, at i de tilfælde, hvor der indgår �ere C∗-algebraer (f.eks. A og B) skal vi med et
indeks skelne de to kvotientafbildninger π(A)

∞ : l∞(A) 7→ (A)∞ og π(B)
∞ : l∞(B) 7→ (B)∞.

A.1.2 Filtre

Vi skal nu de�nere �ltre på N og konvergens af følger langs �ltre, som senere skal benyttes til
at de�nere C∗-algebraen Aω for et �lter ω på N og en C∗-algebra A.
De�nition A.1.3. Et �lter ω på N er en familie af delmængder i N, der opfylder, at
(i) ∅ /∈ ω.
(ii) X ∩ Y ∈ ω for alle X,Y ∈ ω.
(iii) Hvis X ⊆ Y og X ∈ ω, så vil Y ∈ ω.
De�nition A.1.4. Lad ω være et �lter på N.
(i) ω kaldes et ultra�lter, hvis ω er et maksimalt �lter. Dvs. ω er et ultra�lter, hvis der ikke

�ndes et �lter ω̃ på N, så ω ⊂ ω̃.
(ii) ω kaldes et frit �lter, hvis ⋂X∈ωX = ∅.

Der gælder følgende lemma:
Lemma A.1.5. Lad ω være et �lter på N. Da er ω et ultra�lter på N, hvis og kun hvis det
for enhver delmængde X ⊆ N gælder, at X ∈ ω eller N \X ∈ ω.

Bevis. Antag ω er et �lter, så der for enhver delmængde X ⊆ N gælder, at X ∈ ω eller
N \X ∈ ω, og antag til modstrid, at ω ikke er et ultra�lter. Der �ndes altså et �lter ω̃ på N,
så ω ⊂ ω̃ og en mængde Y ∈ ω̃, så Y /∈ ω. Dvs. N \ Y ∈ ω, og dermed vil N \ Y ∈ ω̃. Men så
er ∅ = (N \ Y ) ∩ Y ∈ ω̃, hvilket strider mod, at ω̃ er et �lter.
Lad nu ω være et ultra�lter på N og antag til modstrid, at der �ndes en delmængde X ⊆ N,
så X /∈ ω og N \X /∈ ω.
Lad ω̃ være en mængde af delmængder i N givet ved,

ω̃ = {A ⊆ N | ∃B ∈ ω : B ∩X ⊆ A}.
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Vi skal nu vise, at ω̃ er et �lter på N, så ω ⊂ ω̃.
Da N \ X /∈ ω �ndes ikke B ∈ ω så B ∩ X = ∅. Så ∅ /∈ ω̃. Lad Y1, Y2 ∈ ω̃. Da �ndes
B1, B2 ∈ ω, så B1 ∩ X ⊆ Y1 og B2 ∩ X ⊆ Y2. Hermed er Y1 ∩ Y2 ∈ ω̃, idet B1 ∩ B2 ∈ ω og
(B1 ∩B2) ∩X ⊆ Y1 ∩ Y2.
Hvis Y1 ⊆ Y2 og Y1 ∈ ω̃, �ndes B ∈ ω, så B ∩X ⊆ Y1 ⊆ Y2, hvilket medfører, at Y2 ∈ ω̃.
Hermed er vist, at ω̃ er et �lter.
Lad A ∈ ω. Dette medfører, at A ∈ ω̃, idet A ∩ X ⊆ A. Endvidere er ω opad�ltrerende, så
N ∈ ω. Dvs. X ∈ ω̃, da X = N ∩X.
Der �ndes altså et �lter ω̃ på N, så ω ⊂ ω̃, hvilket strider mod, at ω er et ultra�lter.
Eksempel A.1.6. For hvert n ∈ N de�neres ωn = {X ⊆ N : n ∈ X}. Det er let at se, at ωn
er et �lter på N, og da det for enhver delmængde X ⊆ N gælder, at X ∈ ωn eller N \X ∈ ωn,
er ωn et ultra�lter.
Lemma A.1.7. Et ultra�lter ω på N er frit, hvis og kun hvis ω 6= ωn for alle n ∈ N.

Bevis. Antag først at ω = ωn for et n ∈ N. Da er n ∈ ⋂X∈ωX, hvilket betyder, at ω ikke er
et frit �lter.
Antag omvendt, at ω ikke er et frit �lter. Vi vil vise, at der �ndes et n ∈ N, så ω = ωn.
Pr. antagelse er ⋂X∈ωX 6= ∅, så der �ndes n1, n2 ∈

⋂
X∈ωX. Af Lemma A.1.5 fås, at

{n1}, {n2} ∈ ω, da ω er et ultra�lter. Dvs. n1 = n2, idet {n1} ∩ {n2} ∈ ω, hvilket betyder, at
{n1} ∩ {n2} 6= ∅.
Altså �ndes præcist ét n ∈ N, så ⋂X∈ω = {n}. Lad nu X ∈ ωn. Dermed er enten X ∈ ω eller
N \X ∈ ω jvf. Lemma A.1.5. Men hvis N \X ∈ ω, så er n /∈

⋂
X∈ωX, hvilket strider mod det

lige viste. Dvs. X ∈ ω, så ωn ⊆ ω, og det ønskede er vist, da ωn er et ultra�lter.
Eksempel A.1.8. Lad ω = {X ⊆ N : N \X er endelig}. Det er let at tjekke, at ω er et �lter
på N, som kaldes �ltret af alle co-endelige delmængder i N. Da ⋂X∈ωX = ∅ er ω et frit �lter,
men ikke noget ultra�lter. For hvis X er delmængden af N bestående af alle lige tal, da vil
hverken X eller N \X tilhøre ω. Så Lemma A.1.5 giver, at ω ikke er et ultra�lter.
Lemma A.1.9. Ethvert �lter på N er indeholdt i et ultra�lter på N.

Bevis. Lad ω̃ være et �lter på N.
Sæt E = {ω : ω er et �lter påN, ω̃ ⊆ ω}, og lad E være partielt ordnet mht. inklusion. Vi vil
hjælp af Zorns Lemma vise, at E indeholder et maksimalt element. Da ω̃ ∈ E er E 6= ∅. Lad
Ω være en totalt ordnet delmængde i E og sæt ωΩ =

⋃
ω∈Ω ω. Dvs. ω̃ ⊆ ωΩ og ∅ /∈ ωΩ, idet

∅ /∈ ω for ω ∈ Ω. Lad X,Y ∈ ωΩ. Da �ndes ω1, ω2 ∈ Ω, så X ∈ ω1 og Y ∈ ω2. Vi kan uden
tab af generalitet antage, at ω1 ⊆ ω2, da Ω er totalt ordnet. Så X,Y ∈ ω2, hvilket medfører,
at X ∩ Y ∈ ω2 ⊆ ωΩ. Hvis X ⊆ Y og X ∈ ωΩ �ndes ω ∈ Ω, så X ∈ ω. Dvs. Y ∈ ω ⊆ ωΩ.
Dermed er ωΩ et �lter på N, som er en majorant for E, og Zorns lemma giver nu, at E har et
maksimalt element.
Vi skal nu de�nere konvergens af følger langs �ltre.
De�nition A.1.10. Lad ω være et �lter på N. En følge (xn)∞n=1 af komplekse tal siges at
konvergere mod x0 langs ω, skrevet

lim
ω
xn = x0,

hvis der for ethvert ε > 0 �ndes et X ∈ ω, så |xn − x0| < ε for alle n ∈ X.
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Eksempel A.1.11. Lad ω være �ltret af alle co-endelige delmængder i N. Da er
lim
ω
xn = lim

n→∞
xn

for alle konvergente følger (xn)∞n=1 af komplekse tal.
Bevis. Antag limω = x0. For ethvert ε > 0 �ndes hermed X ∈ ω, så |xn − x0| < ε for alle
n ∈ X. Mængden N \X er endelig. Så sæt N = max(N \X)+1. For n ≥ N gælder, at n ∈ X,
hvilket medfører, at |xn − x0| < ε. Dvs. limn→∞ xn = x0.
Antag omvendt, at limn→∞ xn = x0. For ethvert ε > 0 �ndes N ∈ N, så |xn − x0| < ε for alle
n ≥ N . Sæt X = N \ {1, 2, . . . , N − 1}. Da vil X ∈ ω og for alle n ∈ X er |xn − x0| < ε, så
limω xn = x0.
De�nition A.1.12. For ethvert �lter ω på N og for enhver følge (xn)∞n=1 af reelle tal de�neres

lim sup
ω

xn = inf
X∈ω

sup
n∈X

xn.

A.1.3 C∗-algebraen Aω

Vi kan nu generalisere begrebet grænsealgebra for en C∗-algebra A til også at omfatte cω(A)
og Aω, når ω er et �lter på N.
De�nition A.1.13. Lad A være en C∗-algebra, og lad ω være et �lter på N. Da er cω(A)
idealet i l∞(A) givet ved,

cω(A) = {(an)n∈N ∈ l∞(A) : lim
ω
‖an‖ = 0}.

Sæt Aω = l∞(A)/cω(A) og lad πω : l∞(A) 7→ Aω være kvotientafbildningen. C∗-algebraen A
betrages som en del-C∗-algebra af Aω, idet afbildningen ιA = πω ◦ δA er en naturlig indlejring
af A i Aω.
Lemma A.1.14. 1 Lad A være en C∗-algebra og lad ω være et �lter på N. For ethvert
a = (an)∞n=1 ∈ l∞(A) gælder, at

‖πω(a)‖ = lim sup
ω

‖an‖.

Bevis. De�ner en afbildning ν : Aω 7→ R+ ∪ {0} ved,
ν(πω(a)) = lim sup

ω
‖an‖, a = (an)n∈N ∈ l∞(A).

Lad a = (an)n∈N, b = (bn)n∈N ∈ l∞(A) med πω(a) = πω(b). Dvs. a− b ∈ cω(A), og dermed er
limω ‖an − bn‖ = 0, hvilket medfører, at lim supω ‖an‖ = lim supω ‖bn‖. Så ν er velde�neret.
Man kan nemt tjekke, at ν er en C∗-norm på Aω, og pga. entydigheden af en fuldstændig
C∗-norm må ν være sammenfaldende med den givne fuldstændige C∗-norm på Aω, der er
de�neret ved,

‖πω(a)‖ = inf{‖a− b‖ : b ∈ cω(A)}
1[Rør02, Lemma 6.2.3]
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for alle a ∈ l∞(A). Dvs.
‖πω(a)‖ = ν(πω(a)) = lim sup

ω
‖an‖.

Vi skal nu vise et lemma, der omhandler løft af et unitært element i Aω til et unitært element
i l∞(A), hvis A er en unital C∗-algebra.
Lemma A.1.15. 2 Lad A være en unital C∗-algebra. Lad ω være et �lter på N og lad
πω : l∞(A) 7→ Aω være kvotientafbildningen. For ethvert unitært element u ∈ Aω �ndes et
unitært element v ∈ l∞(A), så u = πω(v).

Bevis. Lad u være et unitært element i Aω. Der �ndes en følge a = (an)n∈N ∈ l∞(A), så
πω(a) = u. Dvs.

lim sup
ω

‖a∗nan − 1‖ = ‖πω((a∗nan − 1)n∈N)‖

= ‖πω((a∗n)n∈N)πω((an)n∈N)− πω(1, 1, . . . )‖
= ‖u∗u− 1‖
= 0.

Analogt er limω sup ‖ana∗n − 1‖ = 0. Heraf �ndes en ikke tom delmængde X ⊆ ω, så
‖a∗nan − 1‖ < 1 og ‖ana∗n − 1‖ < 1 for alle n ∈ X. Dvs. a∗nan og ana∗n er invertible for alle
n ∈ X, hvilket er ækvivalent med, at an er invertibel for alle n ∈ X. Polardekompositionen
for invertible elementer giver nu, at

an = vn|an|, n ∈ X,

hvor vn = an|an|−1 er et unitært element i A og |an| = (a∗nan)
1
2 . For n /∈ X sættes vn = 1, og

vi sætter v = (vn)n∈N. Heraf er v et unitært element i l∞(A).
For n ∈ X er

‖vn − an‖ = ‖vn − vn|an|‖ = ‖vn(1− (a∗nan)
1
2 )‖ ≤ ‖1− (a∗nan)

1
2 ‖.

Da σ(a∗nan) ⊆ R+ er g(t) = 1−
√
t kontinuert for alle t ∈ σ(a∗nan), og g(1) = 0. [MRL, Lemma

1.2.5] giver, at a∗nan 7→ g(a∗nan) er kontinuert. Så da limω sup ‖a∗nan−1‖ = 0 �ndes for ethvert
ε > 0 et Y ∈ ω, så

‖vn − an‖ < ε,

hvis n ∈ Y og an er invertibel.
Sæt Z = X ∩ Y . Da vil Z ∈ ω, og for alle n ∈ Z er ‖vn − an‖ < ε. Dvs.

‖πω(v)− u‖ = ‖πω(v − a)‖ = lim sup
ω

‖vn − an‖ = 0.

Hvis man skal afgøre om ∗-homomor�er ϕ,ψ mellem C∗-algebraer A og B er approksimativt
unitært ækvivalente, kan nedenstående lemma være meget anvendeligt.

2[Rør02, Lemma 6.2.4]
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Lemma A.1.16. 3 Lad A,B være unitale C∗-algebraer, og lad ϕ,ψ : A 7→ B være unitale
∗-homomor�er. Lad ω være et frit �lter på N og lad ι : B 7→ Bω være givet ved

ι(b) = (πω ◦ δB)(b), b ∈ B.

Hvis ι◦ϕ er approksimativt unitært ækvivalent med ι◦ψ i Bω, så er ϕ approksimativt unitært
ækvivalent med ψ i B.

Bevis. Lad {a1, . . . , ak} være en vilkårlig endelig delmængde i A og lad ε > 0 være givet. Pr.
antagelse �ndes en unitær u ∈ Bω, så

‖u(ι ◦ ϕ)(aj)u∗ − (ι ◦ ψ)(aj)‖ < ε

for alle j = 1, . . . , k.
Jvf. Lemma A.1.15 �ndes et unitært element v = (vn)n∈N ∈ l∞(B), så πω(v) = u. Dvs.

lim sup
ω

‖vnϕ(aj)v∗n − ψ(aj)‖ = ‖πω((vnϕ(aj)v∗n)n∈N − δB(ψ(aj)))‖

= ‖u(ι ◦ ϕ)(aj)u∗ − (ι ◦ ψ)(aj)‖
< ε

for alle j = 1, . . . , k. Der �ndes altså X1, . . . , Xk ∈ ω, så supn∈Xj
‖vnϕ(aj)v∗n − ψ(aj)‖ < ε.

Sæt X = X1 ∩X2 ∩ · · · ∩Xk. Da vil X ∈ ω og ‖vnϕ(aj)v∗n−ψ(aj)‖ < ε for alle n ∈ X og alle
j = 1, . . . , k.

A.2 Integraler

I det følgende vil vi introducere integralet af kontinuerte funktioner med værdier i en vilkårlig
C∗-algebra, som bliver brugt i beviset for den universelle egenskab af Cuntz-algebraerne. Der
gælder følgende sætning:
Sætning A.2.1. 4 Lad X være et kompakt Hausdor� rum og lad µ være et endeligt Borelmål
på X. Lad A være en C∗-algebra og lad f : X 7→ A være kontinuert. Da �ndes netop et element
a ∈ A, således at

ϕ(a) =
∫
X
ϕ(f(x))dµ(x) for alle ϕ ∈ A∗.

Der gælder endvidere, at ‖a‖ ≤
∫
X ‖f(x)‖dµ(x), og a tilhører mængden

S =


n∑
j=1

αjf(xj) : n ∈ N, αj ≥ 0, α1 + · · ·+ αn = µ(X), xj ∈ X

 .

Det entydigt bestemte a fundet ovenfor benævnes
∫
X f(x)dµ(x).

Lad nu a være det entydigt bestemte element i A, så ϕ(a) =
∫
X ϕ(f(x))dµ(x). Af sætnin-

gen følger umiddelbart, at ‖ ∫X f(x)dµ(x)‖ ≤
∫
X ‖f(x)‖dµ(x). Endvidere gælder de samme

intuitive regneregler, som vi kender fra integration af kontinuerte reelle funktioner.
3[Rør02, Lemma 6.2.5]
4[SJ04, Sætning A.2]
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Sætning A.2.2. Lad f, g : X 7→ A være kontinuerte. Da er∫
X

(αf(x) + βg(x))dµ(x) = α

∫
X
f(x)dµ(x) + β

∫
X
g(x)dµ(x)

for α, β ∈ C.

Bevis. Lad a, b ∈ A være entydigt bestemte, så
ϕ(a) =

∫
X
ϕ(f(x))dµ(x) og ϕ(b) =

∫
X
ϕ(g(x))dµ(x)

for alle ϕ ∈ A∗. Lad c ∈ A være entydigt bestemt, så ϕ(c) =
∫
X ϕ(αf(x) − βg(x))dµ(x) for

alle ϕ ∈ A∗. Dvs.
ϕ(c) = α

∫
X
ϕ(f(x))dµ(x)− β

∫
X
ϕ(g(x))dµ(x) = αϕ(a)− βϕ(b) = ϕ(αa− βb).

Pga. entydigheden af c fås, at c = αa+ βb.
Sætning A.2.3. Lad k ∈ A og lad f : X 7→ A være kontinuert. Da gælder∫

X
kf(x)dµ(x) = k

∫
X
f(x)dµ(x).

Bevis. Hvis k ∈ A og ϕ ∈ A∗ er k∗ϕ ∈ A∗ givet ved,
(k∗ϕ)(a) = ϕ(ka), a ∈ A.

Så
ϕ

(
k

∫
X
f(x)dµ(x)

)
= (k∗ϕ)

(∫
X
f(x)dµ(x)

)
=
∫
X

(k∗ϕ)(f(x))dµ(x) =
∫
X
ϕ(kf(x))dµ(x).

Dvs. ∫X kf(x)dµ(x) = k
∫
X f(x)dµ(x).

A.3 Purely in�nite C∗-algebraer

Vi skal først introducere begrebet en purely in�nite C∗-algebra, som er de�neret ved de tre æk-
vivalente betingelser i Sætning A.3.3. Herefter gennemgås nogle vigtige egenskaber for purely
in�nite C∗-algebraer, som vi bl.a. anvender i kapitlet om Cuntz-algebraerne.
Lemma A.3.1. Lad A være en unital C∗-algebra, lad p ∈ A være en projektion, så p ∼ 1, og
lad y være et positivt element i A. Da �ndes a ∈ A, så y = a∗pa og ‖a‖ = ‖y‖

1
2 .

Bevis. Der �ndes en partiel isometri v ∈ A, så 1 = v∗v og p = vv∗. Sæt nu a = vy
1
2 . Da er

a∗pa = y
1
2 v∗vv∗vy

1
2 = y og ‖a‖2 = ‖a∗a‖ = ‖y

1
2 v∗vy

1
2 ‖ = ‖y‖.

Til ethvert positivt element x i en C∗-algebra A og til ethvert positivt reelt tal t de�neres
(x−t)+ til at være den positive del af det selv-adjungerede element x−t1 i A. Elementet (x−t)+
ligger altid i A, da det alternativt kan udtrykkes ved (x− t)+ = ft(x), hvor ft : R+ 7→ R+ er
den kontinuerte funktion givet ved ft(s) = max{0, s−t}. Bemærk, at ft(0) = 0 og (x−t)+ 6= 0
hvis og kun hvis 0 ≤ t < ‖x‖.
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Lemma A.3.2. Lad x være et positivt element i en C∗-algebra A, lad 0 < t < ‖x‖ og lad

p ∈ (x− t)+A(x− t)+ være en projektion. Da �ndes a ∈ A, så p = a∗xa og ‖a‖ ≤ t−
1
2 .

Bevis. Af kontinuert funktionskalkyle følger, at (x − t)+x(x − t)+ ≥ t(x − t)2+. Dette giver,
at c∗xc ≥ tc∗c for alle c ∈ (x − t)+A(x − t)+ og dermed også for alle c ∈ (x− t)+A(x− t)+.
Specielt er pxp ≥ tp. Så da σpAp(tp) = {t} er pxp altså invertibel i pAp, så vi kan danne
elementet h = (pxp)−

1
2 . Der gælder, at σpAp(h) ⊆ [0, t−

1
2 ] så ‖h‖ ≤ t−

1
2 . Elementet a = php

opfylder det ønskede.
Sætning A.3.3. Lad A være en unital C∗-algebra. Da er følgende tre betingelser ækvivalente:

(i) For alle x, y ∈ A \ {0} �ndes a, b ∈ A, så y = axb.

(ii) For alle positive elementer x, y ∈ A \ {0} �ndes a ∈ A, så y = a∗xa.

(iii) For alle x ∈ A \ {0} �ndes en projektion p ∈ xAx∗, så p ∼ 1.

Bevis. (i) ⇒ (iii). Der �ndes a, b ∈ A, så 1 = ax∗xb = cd, hvor c = ax∗ og d = xb. Dvs.
(dc)2 = xbax∗xbax∗ = xbax∗ = dc, så dc er en idempotent i xAx∗. Heraf følger jvf. [MRL,
Exercise 3.10, 3.11] at der �ndes en projektion p ∈ xAx∗, så p ∼ 1.
(iii)⇒ (ii). For 0 < t < ‖x‖ er (x− t)+ 6= 0, så der �ndes en projektion p ∈ (x− t)+A(x− t)+
så p ∼ 1. Benyt Lemma A.3.2 til at �nde b ∈ A med ‖b‖ ≤ t−

1
2 så p = b∗xb, og benyt derefter

Lemma A.3.1 til at �nde z ∈ A med z∗pz = y og ‖z‖ = ‖y‖
1
2 . Sæt a = bz. Da er y = a∗xa og

‖a‖ ≤ ‖b‖‖z‖ ≤ ‖y‖
1
2 t−

1
2 .

(ii)⇒ (i). Ved at repræsentere A på et HilbertrumH kan vi ved hjælp af Polardekompositionen
�nde en partiel isometri v ∈ B(H), så y = v|y|. Bemærk, at v|y| 12 tilhører A, mens v ikke
tilhører A normalt. Jvf. (ii) �ndes z ∈ A, så z∗x∗xz = |y|

1
2 . Sæt b = z og a = v|y|

1
2 z∗x∗. Dvs.

axb = v|y|
1
2 z∗x∗xz = v|y|

1
2 |y|

1
2 = y.

En unital, simpel C∗-algebra A, som opfylder de ækvivalente betingelser ovenfor, og som ikke
er isomorf med C kaldes purely in�nite.
Vi skal nu gennemgå nogle nyttige egenskaber for purely in�nite C∗-algebraer.
Proposition A.3.4. Lad A være en unital, purely in�nite C∗-algebra. Lad x, y være positive
elementer i A \ {0}, og lad ε > 0 være givet. Da �ndes a ∈ A med y = a∗xa og

‖a‖ ≤
(
‖y‖
‖x‖

) 1
2 + ε.

Bevis. I beviset for (iii) ⇒ (ii) skal man blot vælge t tilstrækkeligt tæt på ‖x‖.
De�nition A.3.5. Lad A være en C∗-algebra. For p ∈ Pn(A) og q ∈ Pm(A) de�neres p . q,
hvis der �ndes en projektion q0 ∈ Pm(A), så p ∼0 q0 ≤ q.
De�nition A.3.6. En projektion p forskellig fra 0 i en C∗-algebra A kaldes properly in�nite,
hvis der �ndes parvis orthogonale projektioner e, f ∈ A så e ≤ p, f ≤ p og p ∼ e ∼ f .
En unital C∗-algebra A kaldes properly in�nite, hvis 1A er en properly in�nite projektion.
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Lemma A.3.7. Lad A være en unital og purely in�nite C∗-algebra. Enhver projektion i A
forskellig fra nul er properly in�nite.

Bevis. Ethvert element x ∈ A kan skrives på formen x = x1 + ix2, hvor x1, x2 er selvadjun-
gerede elementer i A. Hvis x ∈ C1 vil x1, x2 ∈ C1, så da A 6= C1 �ndes altså et selvadjungeret
element h ∈ A, så h /∈ C1.
Antag til modstrid, at σ(h) kun består af ét element λ ∈ R. Dvs. σ(h − λ1) = {0}, hvilket
betyder, at ‖h− λ1‖ = r(h− λ1) = 0. Heraf er h = λ1, hvilket strider mod, at h /∈ C1.
Dvs. σ(h) indeholder mindst to punkter λ1, λ2 ∈ R. Antag uden tab af generalitet, at
0 < λ1 < λ2 og de�ner funktionerne

f(t) =


1
λ1
t, 0 < t ≤ λ1
2

λ1−λ2
t+ λ2+λ1

λ2−λ1
, λ1 < t < 1

2(λ1 + λ2)
0 ellers

og
g(t) =


2

λ2−λ1
t− λ2+λ1

λ2−λ1
, 1

2(λ1 + λ2) < t ≤ λ2

− 1
λ1
t+ λ2+λ1

λ1
, λ2 < t < λ1 + λ2

0 ellers
Da er f, g ∈ C(σ(h)), f 6= 0 6= g og fg = 0. Sæt a = f(h) og b = g(h). Så er a, b positive
elementer i A forskellige fra 0, og ab = 0.
Hermed �ndes projektioner p1 ∈ aAa og p2 ∈ bAb, så p1 ∼ 1 ∼ p2, idet A er purely in�nite.
Et grænseværdiargument giver, at p1p2 = 0, da ab = 0. Dvs. 1 er properly in�nite.
Lad nu p ∈ A være en vilkårlig projektion forskellig fra 0. Da A er purely in�nite �ndes en
projektion q ∈ pAp, så q ∼ 1. Dvs. 1 . p. Heraf fås, jvf. [MRL, Exercise 4.7](

p 0
0 p

)
≤
(

1 0
0 1

)
.

(
1 0
0 0

)

idet 1 er properly in�nite. Men 1 . p, så
(

1 0
0 0

)
.

(
p 0
0 0

)
.

Dermed er
(
p 0
0 p

)
.

(
p 0
0 0

)
, hvilket er ensbetydende med af p er properly in�nite jvf.

[MRL, Exercise 4.7].
De�nition A.3.8. Lad A være en unital C∗-algebra. Et element x ∈ A siges at være fuldt,
hvis det ikke er indeholdt i noget ægte, lukket, to-sidet ideal i A.
Lemma A.3.9. Lad A være en unital C∗-algebra. Lad p, q være properly in�nite, fulde pro-
jektioner i P∞(A). Da er [p]0 = [q]0, hvis og kun hvis p ∼0 q.

Bevis. 5 Hvis p ∼0 q er [p]0 = [q]0, så vi skal vise, at p ∼0 q, hvis [p]0 = [q]0.
Der �ndes et n ∈ N, så q ∈ Pn(A). Da q er en fuld projektion �ndes jvf. [MRL, Exercise 4.8]
m ∈ N, så

1n . q ⊕ q ⊕ · · · ⊕ q (m summander) . q,

5Beviset bygger på [MRL, Exercise 4.9]
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da q er properly in�nite.
Lad nu e være en vilkårlig projektion i P∞(A) og �nd r ∈ N, så e ∈ Pr(A). Men 1r er en fuld
projektion i Pr(A), så der �ndes jvf. [MRL, Exercise 4.8] k ∈ N, så
e . 1r⊕· · ·⊕1r(k summander) ∼0 1n⊕· · ·⊕1n(k summander) . q⊕· · ·⊕q(k summander) . q,

da q er properly in�nite. Så for enhver projektion e ∈ P∞(A) er e . q. Det giver specielt, at
p . q. [MRL, Exercise 4.7] giver hermed, at der �ndes en projektion q0 ∈ P∞(A), så

q ∼0 p⊕ q0 ∼0 q0 ⊕ p.

Heraf er [q]0 = [q0]0 + [p]0, hvilket medfører, at [q0]0 = 0, da [q]0 = [p]0. Så der �ndes
r ∈ P∞(A), så 0 ⊕ r ∼0 q0 ⊕ r. Men p er properly in�nite og fuld, så i�g. det lige viste er
r . p. Dvs. der �ndes p1, p2 ∈ P∞(A), så p = p1 ⊕ p2 og p1 ∼0 r. Dermed er

p ∼0 0⊕ p = 0⊕ p1 ⊕ p2 ∼0 0⊕ r ⊕ p2 ∼0 q0 ⊕ r ⊕ p2 ∼0 q0 ⊕ p1 ⊕ p2 = q0 ⊕ p ∼0 q.

A.4 Semiprojektive C∗-algebraer

I dette afsnit, der er skrevet at Mikael Rørdam, vil vi gennemgå en sætning, der vedrører løft
af en ∗-homomor� fra en semiprojektiv C∗-algebra B ind C∗-algebraen Aω, hvor ω er et frit
�lter på N. (Sætning A.4.5). Denne sætning benyttes i Kapitel 5.4.
De�nition A.4.1. 6 En C∗-algebra B kaldes semiprojektiv, hvis der for enhver C∗-algebra A
med idealer I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ . . . og for enhver ∗-homomor� ϕ : B 7→ A

/⋃∞
n=1 In �ndes m ∈ N

og en ∗-homomor� ϕ : B 7→ A/Im så diagrammet
A/Im

π

��

B

ϕ
::v

v
v

v
v

v ϕ// A
/⋃∞

n=1 In

kommuterer, hvor π : A
/
Im 7→ A

/⋃∞
n=1 In er kvotientafbildningen.

Lemma A.4.2. Lad A være en separabel C∗-algebra, lad {Iα}α∈Λ være et opadstigende net
af idealer i A, og lad I være afslutningen af

⋃
α Iα. Da �ndes en voksende følge α1 ≤ α2 ≤

α3 ≤ · · · i Λ, så

I =
∞⋃
n=1

Iαn .

Bevis. Bemærk først, at
lim
α
‖a+ Iα‖ = ‖a+ I‖

6[Bla85, De�nition 2.10]



156 Semiprojektive C∗-algebraer

for alle a ∈ A. Dette skyldes, at α 7→ ‖a+ Iα‖ er aftagende og ‖a+ Iα‖ ≥ ‖a+ I‖ for alle a, så
limα ‖a+Iα‖ �ndes og er større end eller lig med ‖a+I‖. Tag a ∈ A og ε > 0, og �nd x ∈ I så
‖a+x‖ = ‖a+I‖. Find α ∈ Λ og y ∈ Iα så ‖x−y‖ < ε. Da er ‖a+Iα‖ ≤ ‖a+y‖ < ‖a+I‖+ε.
Tag en tæt følge {a1, a2, . . . } i A. Benyt at Λ er opad�ltrerende til at �nde en voksende følge
α1 ≤ α2 ≤ α3 ≤ · · · i Λ så

‖aj + Iαn‖ ≤ ‖aj + I‖+ n−1, j = 1, 2, . . . , n.

Da vil
lim
n→∞

‖aj + Iαn‖ = ‖aj + I‖

for alle j, og dermed
lim
n→∞

‖a+ Iαn‖ = ‖a+ I‖

for alle a ∈ A.
Lad os vise, at I =

⋃∞
n=1 Iαn . Lad a ∈ I og ε > 0 være givet. Find n så ‖a+ Iαn‖ < ε. Vi kan

da �nde x ∈ Iαn så ‖a− x‖ = ‖a+ Iαn‖ < ε.
Lemma A.4.3. Lad B være en separabel semiprojektiv C∗-algebra. Lad A være en C∗-algebra,
lad {Iα}α∈Λ være et opadstigende net af idealer i A, og lad I være afslutningen af

⋃
α Iα. Lad

ϕ : B 7→ A/I være en ∗-homomor�. Da vil ϕ løfte til en ∗-homomor� ϕ0 : B 7→ A/Iα for et
passende α ∈ Λ.

Bevis. Lad {b1, b2, . . . } være en tæt følge i B. For hvert j vælg aj ∈ A så aj + I = ϕ(bj), og
lad A0 være den separable del-C∗-algebra af A frembragt af {a1, a2, . . . }. Sæt I(0)

α = Iα ∩ A0

og I(0) = I ∩A0. Da er I(0)
α og I(0) idealer i A0, og A0/I

(0)
α hhv. A0/I0 er del-C∗-algebraer af

A/Iα og A/I. Endvidere er ϕ(B) indeholdt i A0/I0.
Benyt Lemma A.4.2 til at �nde en voksende følge α1 < α2 < α3 < · · · så

I(0) =
∞⋃
n=1

I
(0)
αn .

Da B er semiprojektiv �ndes n og en ∗-homomor� ψ0 : B → A0/I
(0)
αn som løfter ∗-homomor�en

ϕ : B 7→ A0/I
(0) ⊆ A/I. Sammensætningen ψ : A 7→ A/Iαn af ψ0 med inklusionsafbildningen

A0/I
(0) ⊆ A/I er nu som ønsket.

Lemma A.4.4. Lad A være en C∗-algebra og lad ω være et frit �lter på N. For hvert X ∈ ω
lad IX være idealet i l∞(A) bestående af alle følger {an}, hvor an = 0 for alle n ∈ X. Idet
ω ordnes ved omvendt inklusion bliver {IX}X∈ω et opadstigende net af idealer i l∞(A), som
opfylder ⋃

X∈ω
IX = Iω.

Bevis. Det er klart, at IX ⊆ Iω for alle X ∈ ω. Antag omvendt, at a = {an} tilhører Iω. Lad
ε > 0. Find X ∈ ω så ‖an‖ ≤ ε for alle n ∈ X. Sæt bn = an, hvis n /∈ X og sæt bn = 0 for
n ∈ X. Da vil b = {bn} tilhøre IX , og ‖a− b‖ ≤ ε.
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Sætning A.4.5. Lad B være en semiprojektiv separabel C∗-algebra. Lad A være en C∗-
algebra, lad ω være et frit �lter på N, og lad ϕ : B 7→ Aω være en ∗-homomor�. Da kan ϕ
løftes til en ∗-homomor� ϕ0 : B 7→ l∞(A).

Bevis. De to foregående lemmaer viser, at ϕ kan løftes til en ∗-homomor� ψ : B 7→ l∞(A)/IX
for et passende X ∈ ω. Idet kvotienten l∞(A)/IX naturligt kan identi�ceres med l∞(N\X,A)
kan vi de�nere ∗-homomor�en λ : l∞(A)/IX 7→ l∞(A) ved

λ
(
(an)n∈N\X

)
= (ãn)n∈N, ãn =

{
an, n /∈ X,
0, n ∈ X

som får diagrammet
l∞(A)/IX

λ //

πX

&&LLLLLLLLLLL
l∞(A)

π

��
B ϕ

//

ψ
::uuuuuuuuuu

Aω

til at kommutere (hvor πX og π er kvotientafbildningerne).
Nu er ϕ0 = λ ◦ ψ det ønskede løft.
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