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Kapitel 1

Indledning

Til ethvert par af C*-algebraer A og B kan man danne det minimale tensorprodukt A ® B,
som er genstanden for dette speciale. Specielt er der fokus pa, hvornar der findes en isomorfi,
sd A =2 A ® B. Denne identitet studeres for generelle separable C*-algebraer A og unitale,
separable C*-algebraer B, der har approksimativt indre halvflip. For disse C*-algebraer viser
vi eksistensen af en isomorfi A & A ® B, hvis der findes en approksimativ central fglge af
unitale, injektive *-homomorfier fra B ind i M(A).

Mere specifikt skal vi give eksempler pa unitale C*-algebraer B med approksimativt indre
halvflip, der er selv-absorberende. Dvs. vi skal betragte isomorfien B =2 B® B. Som det forste
viser vi, at en UHF-algebra B med associeret supernaturligt tal (nj)?il er selv-absorberende,
hvis og kun hvis n; € {0, 00} for alle j € N,

Herefter rettes interessen mod de sakaldte steerkt selv-absorberende C*-algebraer, der er uni-
tale, separable C*-algebraer D, som opfylder, at D = )2, D. Bl.a. vises, at selv-absorberende
UHF-algebraer samt Cuntz algebraerne Oy og O er steerkt selv-absorberende.

Der fortsaettes med en gennemgang af teorien for C*-algebraer A, som for en given steerkt selv-
absorberende og Ki-injektiv C*-algebra D opfylder, at A =2 A® D. Disse C*-algebraer kaldes
D-stabile. Denne gennemgang indeholder permanens resultater, hvor vi viser, at D-stabilitet
nedarves til idealer, kvotienter og ekstensioner. Som eksempler viser vi, at en simpel, separa-
bel og nukleser C*-algebra A er Oy-stabil, hvis og kun hvis A er purely infinite. Dette giver
anledning til, at alle Cuntz algebraerne O,, er O-stabile. Derimod er O den eneste unitale,
separable, simple og nukleaere C*-algebra, der er Os-stabil.

Til sidst gives en kort introduktion til Jiang-Su algebraen Z, og vi viser bl.a. at alle C*-
algebraer A, der absorberer Oy ogsa absorberer selv-absorberende UHF-algebraer samt O
og Z.

Nedenfor fglger en gennemgang af specialets opbygning:

I Kapitel 2 gives en kort introduktion til det minimale tensorprodukt af C*-algebraer, hvor
vi viser Takesakis Seetning. Herefter gennemgas resultater vedr. fuldsteendigt positive linesere
afbildninger. Hovedresultatet er at vise eksistensen af en isomorfi A =2 A ® B, hvis der findes
en approksimativ central fplge af unitale, injektive *-homomorfier fra B ind i M(A), nar A og
B er separable C*-algebraer, og B er unital med approksimativt indre halvflip.

Kapitel 3 omhandler eksempler pd C*-algebraer, der er selv-absorberende. Vi viser, at en
UHF-algebra B med associeret supernaturligt tal (n;)2, er selv-absorberende, hvis og kun

j
hvis n; € {0,00} for alle j € N. Vi viser, at de samme betingelser er akvivalente med at



B=~@,B.

I Toms og Winters notation er en unital, separabel C*-algebra D steerkt selv-absorberende,
hvis der findes en *-isomorfi ¢ : D — D ® D, si ¢ er approksimativt uniteert sekvivalent med
idp®1p. I Kapitel 4 viser vi, at en staerkt selv-absorberende C*-algebra D har approksimativt
indre halvflip, og vi viser en satning, som giver nogle betingelser, der er &kvivalente med at
D er steerkt selv-absorberende. En af disse er, at D = @;°, D.

Kapitel 5 omhandler Cuntz algebraerne. Der gives et bevis for deres universelle egenskab og
et bevis for, at Cuntz algebraerne er simple og purely infinite C*-algebraer. Endvidere vises,
at Oy 0g O er starkt selv-absorberende.

I Kapitel 6 betragtes C*-algebraer A, der for en given staerkt selv-absorberende og K;-injektiv
C*-algebra D opfylder, at A er D-stabil. Der vises en satning, som giver en betingelse, der
er akvivalent med, at A er D-stabil. Denne satning bruges i Kapitel 7 til at vise permanens
resultater for D-stabilitet, og i Kapitel 8 bruges satningen til at vise, at en ekstension E af
A ved J er D-stabil, hvis A og J er D-stabile, separable C*-algebraer.

Kapitel 9 giver eksempler pa D-stabilitet. Bl.a. vises, at O,, 2 O, ® O for alle n > 2, og at en
unital, separabel, simpel og nukleser C*-algebra A er Os-stabil, hvis og kun hvis A = Os. Efter
en kort introduktion til Jiang-Su algebraen Z, opbygges et hieraki for hvorledes C'*-algebraerne
Z, B, O, Os ® B 0g Oy virker som enheder mht. det minimale tensorprodukt, hvor B er en
staerkt selv-absorberende UHF-algebra. Til sidst vises, at Bunce-Deddens algebraen af type
2°° ikke er Myso-stabil.

Endvidere indeholder specialet ogsa et Appendix, der omhandler resultater vedr. greensealge-
braer, integraler af kontinuerte funktioner med veaerdier i en vilkarlig C*-algebra, purely infinite
C*-algebraer og et afsnit om semiprojektive C*-algebraer, som er skrevet af Mikael Rgrdam.
I Kapitlerne 2-9 vil disse resultater blive benyttet frit.

Resultaterne i denne rapport bygger hovedsageligt pa [TWO05|, [Cun77| og [Rer02], men i det
indledende arbejde er [Mur90| benyttet til introduktion af det minimale tensorprodukt af C*-
algebraer.

I forbindelse med specialeskrivningen vil jeg rette en stor tak til min vejleder Mikael Rgrdam
for stor talmodighed, og for altid at have tid, hvis jeg havde brug for hjzlp. Endvidere skal
lyde en tak for hans engagement i at introducere de studerende til savel faglige som sociale
aktiviteter i operatoralgebra-gruppen.

Ikke mindst vil jeg gerne takke IMADA samt operatoralgebra-gruppen for at daekke rejseud-
gifterne i forbindelse med ,, The Fields Institute Summer School in Operator Algebras®, 2005.

Randi Rohde



Kapitel 2

Tensorprodukter

I det folgende skal vi fgrst se pa nogle indledende resultater vedr. tensorprodukter for C*-
algebraer. Vi skal bl.a. vise, at C*-algebraen A ® B er simpel, hvis A og B er simple C*-
algebraer. Herefter gennemgés resultater, der omhandler fuldstendigt positive linezre aftbild-
ninger, hvor vi ogsa skal definere begrebet en nuklezer afbildning mellem C*-algebraer. I afsnit-
tet vedr. nuklezere C*-algebraer skal vi bl.a. bruge denne definition til at vise, at en C*-algebra
med approksimativt indre halvflip er nukleaer. Til sidst vil vi vha. de tidligere resultater give
betingelser, der medfgrer, at C*-algebraen A ® B er isomorf med A.

2.1 Indledende resultater

Vi skal indledningsvis se pa nogle vigtige resultater, der omhandler tensorprodukter af C*-
algebraer. Hvis A og B er C*-algebraer, betegner A ® B det algebraiske tensorprodukt af A
og B, mens A® B er fuldsteendiggerelsen af A® B mht. mindstenormen || - ||yin. Hvis (74, H)
og (mp, K) er repraesentationer af hhv. A og B, findes en entydig *-homomorfi

m:A® B w— B(H®K), si m(a ® b) = wa(a)@np(b) for a € A og b € B [Mur90, Theorem
6.3.3], hvor H®K er Hilbertrums fuldsteendigggrelsen af H ® K. *-homomorfien 7 benzevnes
TAR7mp. Hvis m4 og mp er injektive er m4 ® mp ogsa injektiv. Ved at betragte de universelle
repraesentationer (w4, H) og (mp, K) af hhv. A og B defineres || - ||min : 4 ® B — Ry U {0}
ved, ||¢||min = |[(ma®7RB)(c)||. Dermed er || - ||min en C*-norm pa A® B, da m4 @ g er injektiv
(de universelle repraesentationer er injektive). Der gelder, at

lellmin = sup || (m-&@m,) (c)]l,
TES(A)
pES(B)

hvor 7;, 7, er GNS-repreesentationerne for hhv. A og B hgrende til tilstandene 7: A — C og
p: B C. |Mur90, Theorem 6.4.2]. Endvidere er || - ||min den mindste norm pa A ® B.
Lad T' vaere maengden af alle C*-normer pa A © B, og definer ||c[|max = sup,ep7(c) for alle
ce A®B. Daer

[+ lmax : A® B =Ry U{0}, ¢ |lc)max

en C*-norm pd A ® B, som kaldes den maksimale C*-norm. C*-algebraen A ®puax B er fuld-
staendiggorelsen af A © B mht. || - ||lmax-



4 Indledende resultater

Fremover vil || - || veere mindstenormen pa A ® B med mindre andet angives.

Efter at have givet en kort gennemgang af de vigtigste resultater vedrgrende tensorprodukter
af C*-algebraer, skal vi nu vise Takesakis Szetning, der giver, at C*-algebraen A® B er simpel,
hvis A og B er unitale simple C*-algebraer. Til beviset far vi brug for nedenstaende seetninger.

Seetning 2.1.1. ' Lad H vere et Hilbertrum og A C B(H) en von Neumann algebra med
center Z(A). Da er 330 T;T) = 0 for Tj € A og T} € A’, hvis og kun hvis der findes
operatorer Cj, € Z(A) for 1 <j<mnogl<k<n, sd

> 1 TiCi =0 for L <k <mn og > CiTy =T} for 1 <j <m.

Bewis. Hvis der findes operatorer Cj, € Z(A) for j,k € {1,...,n} med de givne egenskaber
fas

n n n n n
Y LTI =Y T3y CuTi=) | > TiCi | T =0.
j=1 k=1

j=1 k= k=1 \j=1

Antag nu, at Y0, 77T} =0 for Tj € Aog Tj € A’

Lad M,(A) og My(A’) vaere von Neumann algebraerne af n x n matricer virkende pa H" med
indgange fra hhv. A og A’. Lad T € M,,(A) veere matricen med indgangene T1,...T, i forste
reekke og alle andre ingange 0,

T Ty ... T,
~ 0 0 0
T = )

0 O 0

Set A = {E € P(M,(A)): TE = 0}. Mengden A er ikke-tom, da O er en projektion i
M, (A").
Definer
P=(Cip)ipr =\ E.
E€A
Da er P en projektion i M,(A’), idet M, (A') C B(H") er en von Neumann algebra, og der
geelder, at TP = 0. Vi skal nu vise, at Cj, € Z(A) for 1 <j<nogl<k<n.

Lad F’ veere en projektion i A’ og lad F’ veere n x n matricen med F’ som diagonalelement
og 0 i alle andre indgange,

F' 0 ... 0
= 0o F ... 0
0o 0 ... F

Da er F' en projektion i M, (A") og F'T = TF', idet F'T; =T;F' for 1 < j < n. Heraf er

TF'P=FTP=0.

![KR86a, Theorem 5.5.4]
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Dermed vil R(F'P) € A, hvor R(F'P) er range projektionen for F'P, sé

F'P=PF'P= (ﬁﬁ’f’) = (f’ﬁ) = PF'.
Ved udregning af matrixproduktet fas, at ovenstédende lighedstegn gaelder, safremt
CjpF' = F'Cj for j, k € {1,...,n}. S& Cj; kommuterer med enhver projektion i A" og dermed
ogsa med enhver operator i A’, da A" = spanP(A’). Altsa vil Cj, € A” = Afor 1 <j <nog
1<k <n.
Hermed er vist, at Cjp € ANA=Z(A)for 1 <j<nogl<k<n.
Vi mangler nu at vise, at~z~:?:1 T;jCj, =0 for 1 <k <mnog >y, CuT =T for 1 <j<n.
Fra tidligere har vi, at TP = 0. Det giver specielt ved udregning af matrixproduktet, at
Z?:l T;Cjp =0for 1 <k <n.

Lad nu T' € M, (A’) veere n x n matricen med indgange T7,...,T., i forste sojle og 0 i alle
andre indgange, dvs.

T, 0 ... 0
- T 0 ... 0
T, 0 ... 0

Da 37 | T;T) = 0 er TT' = 0, hvilket medforer, at TR(T') = 0, hvor R(T") er range-
projektionen for 7’. S R(f ') € A, idet von Neumann algebraen M, (A’) indeholder sine
rangeprojektioner. Heraf er R(T") < P og

PT' = PR(T"T' = R(T)T' =T'.

Ved udregning af matrixproduktet fis at PT’ = T, hvis og kun hvis > he1 Cii Ty, = Tj for
1<j<n. O

I det folgende antages enhver repreesentation (mw, H) af en C*-algebra A at veere ikke-triviel,
dvs. vi antager, at H # 0 og at 7 er forskellig fra nulafbildningen.

Satning 2.1.2. En unital C*-algebra A er simpel, hvis og kun hvis enhver irreducibel represen-
tation af A er tro.

Bevis. Antag A er simpel, og lad (m, H) veere en irreducibel repraesentation af A. Saet
I={aecA:n(a)=0}.

Da er I et lukket to-sidet ideal i A, s& I = {0} eller I = A. Hvis I = A fas en modstrid, idet
7 er en repraesentation af A, som pr. antagelse er forskellig fra nulafbildningen. S& I = {0},
hvilket betyder m er injektiv, og det gnskede er vist.

Antag omvendt, at enhver irreducibel reprasentation af A er tro, og lad I veere et lukket
to-sidet ideal i A, sa [ # A. Lad m: A+ A/I veere kvotientafbildningen, dvs. 7 er en
*-homomorfi med ker(m) = I.

Mengden af tilstande pd A/I er en ikke-tom, konveks og w*-kompakt maengde, sd Krein-
Milmans satning giver, at der findes en ren tilstand p pd A/I. Den tilhgrende GNS repraesen-
tation (m,, H,) er en irreducibel repraesentation af A/I. [KR86b, Theorem 10.2.3]



6 Indledende resultater

Dette giver, at m, o7 : A B(H,) er en irreducibel repraesentation af A. For antag M C H,
er et lukket underrum, sa (7, o m)(A)M C M. Heraf fas 7,(m(A))M = m,(A/I)M C M.
Altsa er M = {0} eller M = H,, da 7, er en irreducibel repreesentation af A/I. S& 7w, o er
en irreducibel repraesentation af A.

For a € I geelder, at (7, o 7)(a) =0, da a € ker(). Dermed er a = 0, idet enhver irreducibel
repraesentation af A er tro pr. antagelse. Heraf fglger, at A er simpel, da I = {0} eller [ = A
for ethvert lukket to-sidet ideal I i A. O

Nu kan Takesakis Setning vises. Beviset er sendret i forhold til det, der er givet i [Tak79],
idet vi benytter Saetning 2.1.1. Det skal bemeerkes, at setningen ogsa geelder for ikke-unitale
C*-algebraer. Vi skal dog kun bruge resultatet i det unitale tilfzelde.

Szetning 2.1.3 (Takesaki). ? Hvis A og B er simple unitale C*-algebraer, da er A ® B
simpel.

Bewvis. Lad (mw, H) vaere en irreducibel repraesentation af AQ B. Daer (A ® B)(H) et invariant
underrum for 7(A ® B), og derfor lig med H, idet 7 antages at veere forskellig fra nulafbild-
ningen. S& (m, H) er en ikke-degenereret repraesentation af A® B. Jvf. [Mur90, Theorem 6.3.5]
findes entydige *-homomorfier 74 : A — B(H) og g : B+ B(H), sa

m(a®b) =ma(a)mp(b) = wp(b)Ta(a) for a € A,b € B.
Repreesentationerne (w4, H) og (g, H) er tro. For sat
I={aecA:mya) =0}

Da er I et lukket to-sidet ideal i A, s& da A er simpel f&s I = {0} eller I = A. Hvis I = {0}
er 74 injektiv og det gnskede er vist. Hvis I = A er 1(A® B) = {0}, da m4 og 7p er entydigt
bestemte, s m(a ® b) = w4(a)7p(b). Dvs. 7(A® B) = {0}, da A® B er en taet delmangde
af A® B, og m er en linezr kontraktion. Men da (m, H) er en repraesentation af A® B er «
forskellig fra nulafbildningen, hvilket medfgrer, at I # A. Tilsvarende fas, at mp er injektiv.

Vi vil vise, at 7 er injektiv pa det algebraiske tensorprodukt A ® B.
Antag at 7(z) = 0 for z € A® B. Dvs. z kan skrives pa formen z = Y7, a; ® b; for a; € A
og b; € B. Det geelder hermed, at

O=m | a;@b | => m(a;@b;) =Y mala;)ms(b)).
j=1 j=1 j=1
Lad M = m4(A)". Vi vil nu vise, at M en faktor, ved at gore rede for flg.:
Z(M) - WA(A)/ N WB(B)/ =ClIy.

Da m4(A) er en C*-algebra er m4(A)" en von Neumann algebra, s da m4(A) og mp(B) kom-
muterer fas, at 75(B) C ma(A)' = M’ jvf. dobbeltkommutantsatningen.
Dvs. M = M" C rp(B). Sa da ma(A) = M’ fas, at Z(M) = MNM' Crp(B) Nma(A).

2[Tak79, Korollar TV4.21]
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Vi mangler saledes at vise, at m4(A)' N wp(B) = Cly. Eftersom 7 : A® B — B(H) er en
irreducibel repraesentation geelder, at 7(A® B)' = Cly. For hvis P er en projektion i B(H) vil
P € 7(A® B)' hvis og kun hvis, P(H) er et invariant underrum for 7(A ® B). Dvs. P =0 og
P =T er de eneste projektioner i 7(A® B)'. Altsa fas det gnskede, da von Neumann algebraen
(A ® B) er det lukkede linezre span af maengden af projektioner i 7(A ® B)'.

Men 7(A® B)" C (ra(A)Urp(B))”, hvilket giver, at (m4a(A)Unp(B)) Cn(A® B)' = Cly.
Heraf fas 7(A)' N7 (B)' C CI, idet (ma(A) Unp(B)) = 7wa(A) Nwp(B)".
Den anden inclusion CIy C w(A)' N7 (B) er oplagt.

Hermed er vist, at M er en faktor. Endvidere vil m4(a;) € M og mg(bj) € M for 1 < j < n,
sa af Seetning 2.1.1 folger, at der findes en n x n matrix (¢jk)}—; € Mn(C), s

> o1 cikmalaj) =0for 1 <k <mog iy cixmp(by) =mp(b;) for 1 <j <mn.

Heraf fés, at Z?:l cjraj =0for 1 <k <mnog> ) _jcixby =0 for 1 <j<n,damsogmper
injektive.
Dvs.

n n n n n n n
Zaj®bj:Zaj(X)chkbk:ZZCjkaj@bk:Z chka]‘ ® b, = 0.
j=1 j=1 k=1

j=1k=1 k=1 \j=1

Hermed er vist, at 7 er injektiv pd A ® B.

Definer nu ||z| 3 = ||7(x)| for 2 € A® B. Da 7 er injektiv pA A® B er || - ||g C*-norm pa
A ©® B. Men fra [Mur90, Theorem 6.4.18| fas, at || - |min er den mindste C*-norm pd A ® B.
Dvs.

[2]lmin < ll2lls = 7 (@)[] < [[#[lmin, =€ AOB,

hvor det sidste ulighedstegn geelder, da ||+ ||min er en norm pd A® B og 7 er normformindskende.
Sa ||7(z)|| = ||%|/min for x € A® B, og m|aep er hermed en isometri mht. || - ||min. Det betyder
altsd, at m: A® B — B(H) er en isometri og dermed injektiv.

Hermed er vist, at enhver irreducibel repraesentation af A ® B er tro, hvilket giver, at A ® B
er simpel jvf. Seetning 2.1.2. O

Hvis A og B er C*-algebraer med B unital, far vi i de folgende kapitler ofte brug for, at
M(A) ® B C M(A ® B), hvor M(A) er multiplikatoralgebraen for A. Beviset for dette
resultat folger nedenfor:

Lemma 2.1.4. Lad A vere en C*-algebra og lad B vere en unital C*-algebra. Da er
M(A)® B C M(A® B).

Bevis. C*-algebraerne A og B er lukkede to-sidede idealer i hhv. M(A) og B, hvilket betyder,
at A ® B er et lukket to-sidet ideal i M(A) ® B. Vi vil vise, at A ® B er et essentielt ideal i
M(A)®B. Salad z € M(A)®B og antag xy = 0 for alley € A®B. Veelg en tro repraesentation
m: M(A)— B(H), s m1(A)H = H. Dette kan lade sig gore, idet der findes et Hilbertrum H
og en injektiv *-homomorfi ¢ : A — B(Hy). C*-algebraen A er ikke ngdvendigvis unital, sa
der skal evt. tilfgjes en enhed forst, hvorefter v restringeres til A. Hvis 1 er degenereret sattes

H =y(A)Hy. Da vil ¢ : A+ B(H) vere en tro ikke-degenereret repraesentation. Denne kan
udvides til en repreesentation 7 : M(A) — B(H), der opfylder det gnskede jvf. [Ped79, Prop.




8 Fuldstendigt positive afbildninger

3.12.3|. Lad v : B — B(K) veere en tro repreesentation. Heraf er r®v : M(A)®B — B(HRK)
en injektiv *-homomorfi [Mur90, Thm. 6.3.3].

Lad (e))aea veere en approksimativ enhed for A, hvilket medfgrer, at (ey ® 1p)rca er en
approksimativ enhed for A ® B, da B er en unital C*-algebra. Det giver specielt, at
xz(ex®1p) =0 for alle A € A, og hermed er

(rv)(z)(tev)(ex®1p) = (T v)(x(ex®1p)) =0

for alle A € A.
Bemeerk, at m(ey) konvergerer mod I i den staerke operator topologi. For hvis £ er en vilkarlig
vektor i m(A)H findes a € A ogn € H, sa £ = m(a)n. Heraf fas,

lim [[7(ex)é — €]l = lim | (ex)m(a)y — ()]
= li;\n |7 (exa)n — m(a)n||
= lim [|r(exa — a)n|
=0.

S& da w(A)H er en taet delmaengde i H og 7(ey) er kontinuert for alle A € A fés

limy ||7(ex)€ — &|| = O for ethvert £ € H.

Dvs. (1 @ v)(ex ® 1) = m(ex) ® Ik konvergerer mod Ip¢ . i den steerke operator topologi.
Altsa fas for ethvert ¢ € HOK,

(mev)(x)E = li)r\n(w @v)(z)(rev)(ex®1p)§ = 0.

Eftersom m ® v er injektiv er x = 0. Dvs. A ® B er et essentielt afsluttet to-sidet ideal i
M(A) ® B, hvilket giver, at M(A) ® B C M(A® B). O

2.2 Fuldsteendigt positive atbildninger

I det folgende gennemgas resultater vedrgrende fuldstaendigt positive linesere afbildninger
mellem C*-algebraer. Idet vi lader A veere en C*-algebra vises forst resultater, der omhandler
positive elementer i M, (A).

Lemma 2.2.1. 3 Et element i M, (A) er positivt, hvis og kun hvis det er sum af matricer pd
formen (aja;)};—q for ai,...a, € A.

Bewvis. Hvis ¢ = (a’{aj);szl, da er ¢ = a*a, hvor a € M,,(A) med a;; = a; for 1 < j < n og
a;; = 0 for 2 <1 <n,1 <j < n. Heraf fas, at summen af matricer pa formen (afaj)?,j:l er
positiv, da summen af positive elementer er positiv.

Antag omvendt, at a = (a;;);';=; € My(A) er positiv. Da findes b = (bi;);;_; € Mn(A), si

a = b*b. Dvs. .
aiﬂ‘ = Z bz,ibk,j7
k=1
hvilket medforer, at a = 7, cx, hvor ¢ = (bf ;bk j)7 -1 - O

Lemma 2.2.2. * En matriz a = (aij)ij=1 € My(A) er positiv, hvis og kun hvis

3| Tak79, Lemma TV.3.1]
*[Tak79, Lemma TV.3.2]
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doij=1iai gy > 0 for vilkarlige x1, ... xn € A,

Bewvis. Antag a > 0. For vilkarlige z1,...z, € A er

n n * n
* * . . — . . . .
Tiajajr; = a;x; a;x;
i=1 j=1

ij=1
for ay,...a, € A. Dvs. szzl xia; x; > 0 for alle z1,...2, € A, da a er sum af matricer pa
formen (aja;);;—; jvf. Lemma 2.2.1.
Antag omvendt, at szzl xfa; jo; > 0 for vikarlige x1,...,2, € A. Lad (7, H,&) veere en

cyklisk repreesentation af A og definer 7 : M, (A) — B(H"™) ved

n

FD)E); => i), €= (&,-.-,&n) € H", b= (bij)}'—; € Mn(A), 1 <j<n.

i=1

Da er 7 en repraesentation af M, (A) og for ethvert £ € H" gaelder

a)¢,8) =Y (((a)§);,&) = Y _ (m(ai;)&i &)
j=1 ij=1
Men 7(A)&y = H, s for hvert 1 < j < n findes en folge (2] )men C A, 88§ = limp, 00 m(27]")&0.

Dvs.

(F(a)t,€) = W}gnooz (aig)m (2] )o, m (2 )o)

3,j=1
= lim Z w(ai))m (@) o, €0)

n
= lim |n Z(l';‘n)*ai,szm 0, &0

ij=1

Pr. antagelse er 3", (z7")"a; ja* > 0, si 7 (Z” (@) ai ja; ) >0, da 7 eren
*-homomorfi. Dette medf@rer altsa, at (7(a)£,&) > 0 for alle ¢ € H, hvilket betyder, at
7(a) > 0 for enhver cyklisk repraesentation .

Lad nu (7q)aer veere familien af alle cykliske repraesentationer af A. Da er @ ;7o en tro

repraesentation af A, hvilket medfgrer, at (P, 7r05 er en tro repraesentation af M, (A). For
hvis ¢ : A — B(H) er en tro reprasentation, da er ¢ : M,(A) — B(H") tro. Thi, lad
c=(cij)fj—1 € Mn(A) og antag p(c) = 0. For et vilkirligt 1 < j < n geelder, at

p(e1,5)E5

p(cn,j)&;
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Dvs. ¢(c; ;) =0 for alle 1 <14 < n. Sa da ¢ er tro, og j var valgt vilkarligt, er ¢; ; = 0 for alle
i,7 € {1,...,n}, hvilket medfgrer ¢ er tro.

Eftersom (P, Waj: Docr Ta fas,

(P 7a) (@) = P Fala) > 0,

acl ael

da 7o (a) > 0 for alle a € I. Dvs. a > 0, da (P ,¢; Ta) er tro. O

Definition 2.2.3. 5 Lad A og B vare C*-algebraer. For en lineer afbildning ¢ : A — B
defineres en linezr afbildning ¢, : M, (A) — M, (B) ved

on ((aig)ij=1) = (plaig))ij=1s  (aig)ij—1 € Mu(A).
Hvis det for alle n € N geelder, at ¢, er positiv, siges ¢ at veere fuldstendigt positiv.

Korollar 2.2.4. 6 Lad A og B vere C*-algebraer. En lineer afbildning ¢ : A — B er fuld-
stendigt positiv, hvis og kun hvis det for ethvert n € N geelder,

n
> yie(xias)y; > 0
ig—=1

for alle x1,...,x, € A og alle y1,...,yn € B.

Bevis. Lad n € N, lad x4, . .., z, veere vilkarlige elementer i A oglad a € M,,(A) veere matricen
a= (x;‘mj)ﬁjzl. Lemma 2.2.1 giver hermed, at a er positiv. Antag ¢ er fuldsteendigt positiv.
Dvs. ¢n(a) € Mp(B) er positiv. Si af Lemma 2.2.2 fas, at > ", yfp(zfz;)y; > 0 for alle
Y, .-, Yn € B.

Antag omvendt at > ', yip(zix;)y; > 0 for alle z1,...,2, € Aogalle yi,...,y, € B. Jvi.
Lemma 2.2.2 er matricen (¢(z7;));;—y € My(B) positiv. Dvs. p,(a) > 0, hvor a er matricen
a = (zjz;)i;—1 € Mn(A). Eftersom ethvert positivt element i M,(A) er sum af matricer pa
formen (z;*x;);;_; for z1,..., 2, € A, fas heraf at ¢, (a) er positiv for ethvert positivt element
i M,(A), da ¢y, er lineer. O

Korollar 2.2.5. 7 Lad A og B vere C*-algebraer. Hvis B er kommutativ, er enhver positiv
linecer afbildning ¢ : A — B fuldstendigt positiv.

Bevis. Af |[Zhu93, Theorem 15.9| findes et lokalt kompakt Hausdorff rum €2, s B er *-isomorf
med Cp(€2). Vi skal saledes identificere elementer i B med kontinuerte funktioner pa et lokalt
kompakt Hausdorff rum. For vilkérlige elementer z1,...,2, € A 0og y1,...,yn € B = Cy(Q)

®[Tak79, Definition IV.3.3]
6| Tak79, Korollar TV.3.4]
"[Tak79, Korollar TV.3.5]
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fas for w € Q,

Zyz o(xixi)y

3,j=1 ,Jl

paiz;)(w)y;(w)

)(5y5(w) (@)

. M

’L =

n

(ziyi(w aij]( w)))(w)

Z_
( szyz ) ijyj(w) (w)
j=1
>0,

da ¢ er positiv.
Dvs. >3 yie(zix;)y; > 0 og ¢ er hermed fuldsteendigt positiv jvf. Korollar 2.2.4. O

Specielt giver Korollar 2.2.5, at enhver positiv lineser funktional er fuldsteendig positiv.

Szetning 2.2.6. 8 Lad Ay og Ay vere C*-algebraer. Hvis 01 : Ay +— By og 03 : Ay — By er
fuldstendigt positive lineere afbildninger ind i C*-algebraer By og B, da kan

0L ®605: Ay ©® As — B1 ® By udvides til en fuldstendigt positiv linecer afbildning

0: A Q Ay — B1 ® Bs.

Bewvis. Vi kan vha. de universelle repraesentationer antage, at B; og B er (C*-algebraer
virkende pa Hilbertrum H; hhv. Hy. S& af Stinesprings Setning, [Tak79, Theorem IV.3.6]
findes repraesentationer (7, K1) af Ay og (w2, K2) af Ay samt begreensede lineaere operatorer
V1:H1I—>K1 ogVQ:HQHKQ,sé

91(IE1) = V1*7T1(561)V1, xr1 € A1 og GQ(IEQ) = VQ*WQ(SUQ)VQ, To € A2.

Eftersom 6 og 65 er linezere afbildninger findes en entydig lineser afbildning
0L ®60:: AL © Ay — B ©® Bs, sa

(91 & 92)(301 & xg) = 91(%1) ® 92(1'2), r1 € A1, 20 € As.
Tilsvarende findes en entydig *-homomorfi m; ® m3 : A1 ® Ay — B(K1®K>), si
(7T1®7T2)($1®$2)=7T1($1)®7T2(x2), r1 € A1, 19 € Ay

[Mur90, Theorem 6.5.1], og en entydig begraenset lineser afbildning
VieVs : Hi®Hy — K1®Ks, s

(VieVa) (&1 ® &) = Vi(&) ® Va(&a), & € Hi,& € Hy

8[Tak79, Proposition TV.4.23]
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|[Mur90, Lemma 6.3.2].
Dvs.

(01® 02) (a1 ® w2) = Vimi(21)Vi @ V3 ma(a2) Vo = (Vi@Va)*(m @ ma) (a1 ® ) (Vi&V2),
for z1 € A1 og k9 € As. For hvert z € A; ® Ay saettes
0(z) = (Vi®Va)*(m1 @ m)(z)(VidVa).

Da er 6 linezer og 0 |4,04,= 01 ® 02, s& 0 er en udvidelse af 6 ® 6. Eftersom 6 er linezer og
begraenset, og da A1 ® As samt By ® B er tette delmaengder i hhv. A1 ® As og B1 ® By fés,
at 9(A1 ® Ag) C B; ® Bo, idet 0(A1 © AQ) C B1 ® Bs.

Endvidere er 6 fuldstsendigt positiv. For lad x1, ..., z, veere vilkarlige elementer i A1 ® As og
lad 1, ..., yn veere vilkarlige elementer i By ® By. Heraf fas,

> yro(iai)y; = > yr(Vi@Ve)* (m @ m) (zfx;) (VidVa)y;
ij=1 ij=1

=)y (VidVe)*(m ® mo)(2]) (m1 @ m2) (2) (VidVa)y;
ij=1

= (Z(?ﬁ ® Wz)(ﬂfi)(Vl@Vz)yi) Y (m @ m)(x)(VidVa)y;

i—1 j=1

> 0.
O

I beviset for Saetning 8.1.2 vil vi konstruere nogle fuldstendigt positive linesere afbildninger,
og vi vil f& brug for et par velkendte resultater vedrgrende fuldsteendigt positive kontraktioner,
hvoraf Lemma 2.2.9 er et resultat, der kommer af Stinesprings ssetning.

Definition 2.2.7. ? En fuldsteendigt positiv kontraktion p : A — B mellem C*-algebraer A
og B kaldes nukleaer, hvis der for enhver endelig delmaengde F' C A og for ethvert € > 0 findes
et n € N og fuldsteendigt positive kontraktioner o : A — M,,(C) og n: M,,(C) — B, si

lp(a) = (noo)(a)ll <e
for alle a € F.
Lemma 2.2.8. Lad A, B, C vere C*-algebraer og lad p : A — B, v : B+ C veere fuldstendigt

positive kontraktioner. Da er v o p nukleer, hvis p eller v er nuklecere.

Bewvis. Antag p er nuklezer, lad F© C A vaere en endelig delmeaengde i A og lad € > 0 vaere
givet. Veelg n € N og fuldsteendigt positive kontraktioner o : A — M, (C) og n : M, (C) — B
sa ||p(a) — (noo)(a)|| <eforalleac F.

Afbildningen v o n : M, (C) — C er en fuldsteendigt positiv kontraktion, og

[(vop)a) = ((ven)eo)(a)ll < p(a) = (noo)(a)] <e

for alle a € F. Tilsvarende vises, at v o p er nuklezer, hvis v er det. O

°[Regr02, Definition 6.1.2]
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Lemma 2.2.9. Lad A og B vere C*-algebraer, og lad ¢ : A — B veere en fuldstendigt positiv
kontraktion. Hvis ||o(z%) — p(x)?|| = 0 for alle x € A, da er ||p(zy) — o(z)p(y)|| = 0 for alle
z,y € A.

Bevis. Af Stinesprings Saetning findes en repraesentation af B pa et Hilbertrum H, en *-

homomorfi « : A — B(H) og en projektion p pa H, si

p(r) = pa(x)p, z € A,

nar B betragtes som en del-C*-algebra af B(H). Dvs.

le(zy) — e(@)eW)|| = [pa(x)a(y)p — pa(z)pa(y)p|
= |lpa(z)(I —p)a(y)p|
< |lpa(z)(I = p)|llyll

for z,y € A.
For x € A4 geelder, at

lo(@?) = @(@)?[l = llpa(z)( - p)a(z)p|
= [lpa(z)(I = p)(palz)(I —p))"|

= lpe(z)(I — p)|I*.

Sé& hvis ||p(2?) — ¢(x)?|| = 0 for alle x € A, da er |[p(zy) — o(x)p(y)| = 0 for alle x € A}
og alle y € A.

Da ethvert x € A kan skrives som en linearkombination af fire positive elementer, giver
lineariteten af ¢ hermed, at ||p(zy) — ¢(x)p(y)|| = 0 for alle x,y € A. O

2.3 Nuklexre C*-algebraer

Definition 2.3.1. En C*-algebra A kaldes nukleger, hvis der for enhver C*-algebra B kun er
én C*-norm pd A ® B.

Nedenfor angives et meget vigtigt resultat vedrgrende nuklesere C*-algebraer. Saetningen er
et meget dybt resultat, der blev vist af Choi og Effros.

Szetning 2.3.2. 0 Lad A vere en separabel C*-algebra. Da er folgende betingelser ekvivalente:

(i) A er nukleer.
(i) Identitetsafbildningen ids : A — A er nuklecer.

(iii) Der findes et net (px)aen af linewre fuldstendigt positive kontraktioner, oy : A — A
med endelig rang, sd
lim f[¢ox —idal| = 0.

19[Rgr02, Theorem 6.1.3]
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En af de betingelser, der skal vaere opfyldte for at A er isomorf med A® B, nar A er en separabel
C*-algebra og B er en separabel og unital C*-algebra, er at B skal have approksimativt
indre halvflip, hvilket er den betingelse, der er givet nedenfor. Det viser sig at veere en staerk
betingelse, som medfgrer, at B er nuklear og simpel, og at der hgjst er én sportilstand pa B.

Definition 2.3.3. Lad A og B vere separable C*-algebraer. To *-homomorfier ¢ : A — B og
Y : A — B siges, at veere approksimativt uniteert sekvivalente, hvis der findes en folge (u, )2,
af uniteere i M(B) sa

lim |Jupp(a)u,, —¢(a)|| =0 for allea € A.

n—oo

Definition 2.3.4. Lad B vare en separabel og unital C*-algebra. B siges at have approksi-
mativt indre halvflip, hvis de to *-homomorfier a, 3 : B — B ® B givet ved

a)=bxe1p og pb)=1p®b, beB
er approksimativt uniteert sekvivalente.

Saetning 2.3.5. Lad B vere en separabel unital C*-algebra med approksimativt indre haluflip.
Da geelder, at

(i) B er nukleer, '

(ii) B er simpel, og
(iii) der findes hgjst én sportilstand pi B.
Bewvis. (i). Da B har approksimativt indre halvflip, findes en en folge (uy,)32, af uniteere i

B® B, sa
lim ||un(b® 1p)uy, — 13 @b|| =0
n—oo

for alle b € B.
Eftersom enhedskuglen for det algebraiske tensorprodukt B ® B er en taet delmaengde i en-
hedskuglen for B ® B kan vi veelge ¢,, € B® B, sé ||cy|| < 1 og limy, 00 ¢y = uy. Dvs.

lim [|e,(b® 1p)c;, — 1 ®b||

n—oo

= nlin;o llen(b® 1B)c), — un(b® 1p)uy, + up (b ® 1p)uy, — 1 ® b|

< lim ([len(b @ 1p)e, — un(b@ 1p)uy || + [Jun(b @ 1p)u, — 15 @ b))
= 0.

Lad p : B — C veare en vilkarlig tilstand pa B. Eftersom p er en positiv lineser funktional,
er p en linezer fuldstendigt positiv afbildning pa B. Tilsvarende er idp : B — B givet ved
idg(b) = b, klart en lineser fuldsteendigt positiv afbildning. Heraf folger jvf. Seetning 2.2.6, at
pRidp: B® B+ B er en linezr fuldstendigt positiv afbildning, der opfylder

(p®id3)(b1 ® bg) = p(bl)bg for by,by € B.

HIKP00, Lemma 3.10]
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Definer for hvert n € N, 7T,, : B — B ved,
Tn(b) = (p®idp)(cn(b® 1p)cy,), bEB.

Afbildningen b +— b® 1p er linesr, sa T, er en linezr afbildning, da p ® idg ogsa er lineser. Vi
vil nu vise, at T}, er fuldsteendigt positiv. Dvs. vi skal for ethvert m € N og alle by,...,b,, € B
og alle y1,...,ym € B vise, at 3", yr T (bbj)y; > 0 jvi. Korollar 2.2.4.

For by,...,bm,y1,---,ym € B fas,

S U Tabb)y; = > yi(p@idp)(ca(bib; ® 15)c)y;.
ij—1 ij—1

For en elementeer tensor 1 ® x2, x1,x2 € B gelder, at

> ui(p@idp) (21 ® 22) (b ® 1) (] @ 235))y;
ij=1

= 3y (p 2 idp) (@16 @ w2) (bt © 23)ys
1,7=1

= Y yi(p@idp)((bir] ® 23)* (bja] © 23))y;

ij=1
>0,

da p ® idp er fuldsteendigt positiv.
Sa da ¢, er en endelig sum af elementere tensorer og p ®idp er linezr, er T), saledes en linezer
fuldsteendigt positiv afbildning. Endvidere er,

IT.®)| = |(p ®idp)(cn(b® 15)c|
< llp@idp|llen(b® 1)y ||
= l(p ®idp)(15es)lllen(b ® 15)c; |
= |len(b® 1B)cy ||
< lenl?b @ 15]|
= [leall?ll0ll]15])
< o]|.

Hermed er vist, at T;, er en linezer fuldsteendigt positiv kontraktion. For hvert n € N findes

12[Pau86, Proposition 3.6]
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m €N, sd ¢, = YU, x; ®y; for x;,y; € B. Heraf fas,
m m
1) = o ian) ((Saon) 6orn 350y
k=1 j=1

= (p®id3) (Zxkb@)yk) Zw}*@yj
j=1

k=1

= (p®idp)

NE

(zrb2} @ yryj)

Jk=1

Ed

I

(p ®idp)(zkb} ® yey})
1

i

J»

-

p(zkbx})yry;,

e
Il

J.k=1

hvilket betyder, at dimensionen af T}, hojst er m?, og dermed endelig.
Der galder, at

Tim [[T,(6) — b = lim [[(p® idg)(ca(b @ 15)c}) — (0 @id)(15  b)|
— lim [[(p®idg)(calb ® 15)c, — 15 © )|
< lim (p ®idg]llea(b ® 1p)e;, — 15 @ b])
= 0.
Dvs. B er nuklezer, da (7},)72 er en folge af lineeere fuldsteendigt positive kontraktioner med
endelig rang, s& T,, konvergerer punktvis mod idp.
(ii). Lad I C B veere et lukket to-sidet ideal i B. Da B har approksimativt indre halvflip

eksisterer en folge (uy,)02 af uniteere i B ® B, sa

lim [Ju,(b® 1p)u; —1p®0b|| =0
n—oo

for alle b € B. Dermed vil 13@be I®@Bforbe I. Dvs. b@b= (b®1p)(1p®b) € I ® B for
I;EBongI, da I ® B er et to-sidet ideal i B® B. Altsaer B® I C I ® B.

Af symmetri fas, at B® I = I ® B, hvilket betyder, at I = 0 eller I = B. For antag I # 0. Da
findes et positivt element e € I med |le|| =1, oge® 1p € I ® B= B ® I. Lad (ex)xea veere
en approksimativ enhed for I. Eftersom B er unital er (1p ® e))xea en approksimativ enhed
for B® I. Dvs. limy ||[(1pgs — 1B ® ex)z|| = 0 for alle z € B ® I. Heraf er,

liillH(lB &® (lB — e,\))(e® 13)” = li)I\nH(lB@B —1p ®e)\)(e® 13)” =0.
Sa limy |15 — ey|| = 0, idet

(1 ® (1 —ex))(e® 1p)| = le®@ (1 —ex)l| = llelll[1s —exll = |18 — eal|-
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S& der findes A € A sd ||1p —eyx|| < 1. Men da er 0 ¢ o(ey), og I indeholder altsi invertible
elementer. Dvs. 1p € [ og I = B.

(iii). Antag at 71 og T2 er to sportilstande pad B. Dvs. 7 = 71 ® 73 er en sportilstand p4d B® B.
Pr. antagelse findes en folge (uy,)22; af unitere i B ® B, s& lim, oo un(b®@ 1p)ul = 1p @b
for alle b € B. Heraf fas,

m2(b) = 11(1p)72(b) = 7(1p @ b)
= lim 7(un(b® Lp)uy,)
= lim T (upun (b ® 1))
=7(b®1R)
= Tl(b)7'2(1B)
— Tl(b).

O

Endvidere gelder folgende sammenhaeng mellem nuklearitet af en fuldsteendigt positiv kon-
traktion og nuklearitet af separable C*-algebraer.

Lemma 2.3.6. Lad p : A — B wvere en fuldstendigt positiv kontraktion mellem separable
C*-algebraer A og B. Da er p nukleer, hvis A eller B er nukleere C*-algebraer.

Bewvis. Antag A er nukleger. Jvf. Saetning 2.3.2 er dette akvivalent med, at idg : A — A er
nuklezr. Dvs. p = poidy er nukleger jvf. Lemma 2.2.8. Hvis B er nuklesr fas ligeledes, at
p =1idp o p er nuklezr, da idg : B — B er nuklezr. O

2.4 En approksimativ intertwining

I dette afsnit skal vi give betingelser for, hvornar C*-algebraen A er isomorf med A® B. Malet
er saledes at vise Saetning 2.4.2, der giver to betingelser for, at A er isomorf med A ® B, nér
A er en separabel C*-algebra og B er en unital og separabel C*-algebra.

Forst gennemgas Seetning 2.4.1, der skal benyttes i beviset for Setning 2.4.2

Szetning 2.4.1. ? Lad A og B vere separable C*-algebraer og lad ¢ : A — B vere en injektiv
*-homomorfi. Antag at der findes en folge (vy)02 af uniteere elementer i M(B) sd

Tim [[vnp(a) — p(@)en = 0 og (21)
lim dist(vy,bvy,, p(A)) = 0, (2.2)

for alle a € A og alle b € B.
Da er A og B *-isomorfe, og der findes en
unitert ekvivalent med .

*-tsomorfi ¢ : A — B, som er approksimativt

13[KR02, Proposition 8.1]
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Bewvis. C*-algebraerne A og B er separable, s& der findes tallelige taette delmaengder {a1, as, as, . . .

og {b1,b2,b3,...} 1 hhv. A og B. For ethvert b € B og for ethvert v € M(B) er v*bv € B, da
B er et lukket to-sidet ideal i M(B). S& vi kan induktivt veelge uniteere elementer v,, € M(B)
og elementer a, ; € A, s

[ (Vg1 -+ - V30T bjU1V2 - - - V1) Uy — @(an )| < =,

S

lone(a;) — e(aj)vn| <277 og  |vn@(am,) — @(amj)vall <277,

for j=1,2,...,nogm=1,2,...,n— 1. Thi, for givet n € N eksisterer 7(n) € N og a,; € A,
sa

1
vy (v, .. v3vTbju1ve . . vp) U — @(an, )] < -
lorp(ag) — elaj)vel <27 og lvie(am;) — elamg)vr| <27
forr>r(n),j=1,...,nogm=1,...,n— 1. Ved at erstatte r(n) med n fas altsd en folge
af uniteere (v,)02 , der opfylder det gnskede.

Definer en fglge af *-homomorfier ¢, : A — B ved,
Yn(0) = v1va - vap(@)h - ujf, a€ A

Vi vil nu vise, at (¢n(a))5; er en Cauchy-fplge i B for hvert a € A.
For hvert j € N kan vi ved at veelge n € N tilstreekkeligt stort opné, at ||vp19(a;) —
w(a;)vpt1] < 27D, Dyvs.

[¥n+1(az) = ¥nlaz)ll = [lvr - vn(vngre(a)vpyy — elag))vy - vi|
= llvntre(as)vn 1 — @lay)l]
= [[(vnt10(a;) — @(az)vns1)vp 4|
= [[vnt10(aj) — p(az)vpt1l
< 2~ (n+1),

S& Y02 1vnt1(aj) — ¢¥n(a))| < oo, og (¥Yn(a;))ee er en Cauchy-folge i B for ethvert j € N.
Eftersom {a1,as,...} er en tet delmaengde i A fas heraf, at (¢,(a))52; er en Cauchy-folge i
B for alle a € A, og fuldsteendigheden af B betyder, at graensevaerdien

Y(a) = lim vivg - - vpp(a)vy, - - - vy0]
n—oo

eksisterer for alle a € A.
Endvidere er ¢ : A — B en *-homomorfi. Afbildningen er klart lineser, og for alle a,c € A
geelder, at

Y(ac) = nh_)rgo v1ve - - - vpp(ac)vy - vaUT

= lim vjve - - vpp(a)p(c)vy, - - vav]
n—oo

. * * ok * * ok
= nh_)rrgo v1Vg - - vpp(a)u - VeV VIV - - (), - V3]

= ( lim vivy -+ - vpp(a)v) - -vSvff) ( lim vyvg -« - vp(c)vy - -1);1)1)
n—oo n—oo

= P(a)i(e),
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og for alle a € A er

P(a®) = lim vjvg---vp(a®)v) - - V307

n—oo

= lim vive - vpp(a) o) - - v3v]
n—oo

= lim (vivg - - vpp(a)vy, - - - vav])*
n—oo

= ¢(a)”.

Eftersom ¢ er injektiv og dermed en isometri, fas at |[¢)(a)|| = ||a|| for alle a € A. Dvs. ¢ er

injektiv, idet den isometrisk.

Seet up, = v1vy - - - vp. Dvs. (uy)22, er en folge af unitere i M(B), s&

lim;, oo [|unp(a)u), —1(a)|| = 0 for alle a € A. Hermed er ¢ approksimativt uniteert sekvivalent
med .

Forne Nogj=1,...,n gelder, at

e ¢}

[th(an,;) = v102 - vn@(an Vi - 0501 < D [ bm(any) = Ym—1(an,)ll
m=n+1
o
= 3 Jlomplans)ots — olan)]
m=n+1
o
= Z [vme(an,j) — @(an,;)vmll
m=n+1
o
S
m=n+1
=27
Dvs.
1bj — Pani)l| = 16 — (¥(an,;) — viva - - vnp(an j)vy, - - - 0307) = V1V - VpP(an,j) vy, - - - V37 ||

< lbj — vrva -+ vn@(an,j)oy, - 031 || £ [9(an;) — viva - - vn@(an,j)vy, - - vavi ]|
< Jlorvg - on (v - - va07bj01V2 - - v = plang))vy, - vpvr | + 277
= [lvg - - v301bj0102 - - v — p(an )|
< e +27"
n
Dette giver, at {b1,ba,bs,...} C ¥(A), da ¥(A) er afsluttet. Men {b1,bo,b3,...} er en taet
delmaengde i B, s& ¢(A) = B. O

Vi er nu i stand til at vise de betingelser, der giver, at A er isomorf med A® B for en separabel
C*-algebra A og en separabel og unital C*-algebra B. Denne satning vil vi fa brug for flere
gange i specialet, bl.a. i Kapitel 4 og Kapitel 5. Til beviset far vi brug for resultater vedrgrende
graense-algebraer, som findes i Appendix.

Szetning 2.4.2. ' Lad A vere en separabel C*-algebra og lad B vere en unital og separabel
C*-algebra. Da er A *-isomorf med A ® B, hvis

1[KR02, Theorem 8.2]
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(1) der findes en folge (on)0> af unitale injektive *-homomorfier ¢, : B — M(A), som
opfylder, at
nlgrolo H‘Pn(b)a - a(pn<b)” =0
for alle a € A og alle b € B, og

(ii) de to *-homomorfier a,3: B — B ® B givet ved a(b) =b®1p og f(b) =1p®b, b € B,
er approksimativt unitert ekvivalente. (Dvs. B har approksimativt indre haluflip.)

Bevis. Da A og B er separable, er C*-algebraen A ® B ogsa separabel, da det algebraiske
tensorprodukt A ® B er en teet delmeengde i A ® B. Lad ¢ : A — A ® B veare givet ved
¢p(a) =a®1p. Da er ¢ en injektiv *-homomorfi, og vi skal vise, at der findes en folge (v,)22
af uniteere 1 M(A ® B), s& lim, .o |[onp(a) — @(a)vy| = 0 og limy, s dist(v)cvy, ¢(A)) = 0
for alle a € A og alle ¢ € A® B. Heraf fplger jvf. Seetning 2.4.1, at A er *-isomorf med A ® B.

Det er tilstraekkeligt for enhver endelig delmaengde F' C A, enhver endelig delmeengde G C B
og ethvert € > 0, at finde en uniter v € M(A ® B), sa

lvp(a) —pla)v] <e og  dist(v"(a®b)v,p(A)) <&, (2.3)
for alle a € F og alle b € G.

Thi, veelg teette delmaengder {ai,as,as,...} C A og {b1,b2,b3,...} C B. Hvis (2.3) geelder
findes for ethvert n € N en uniteer v, € M(A ® B), s&

1 . s r
lonplas) = (ai)oull < -, j=1,.0n og dist(v (a1 @ by)un, o(A) < —, ij = 1,..0m

For ethvert a € A findes j € N, s& |la — a;]| < 1. Endvidere geelder, at span{a; ® b; : i, j € N}
er en tet delmeengde i A ® B, sa for hvert ¢ € A ® B og for alle n € N eksisterer

dm € {a1,a2,a3,...}, fm € {b1,b2,b3,...} og M € N, s& Hc— Zf\n/[:l(dm ®fm)H < %
Sa ved at veelge n € N tilpas stort fas,

longp(a) = (a)vnll < llonp(a) = vnp(az)]| + [[lonplaz) — wlag)onll + llv(aj)on = p(a)on]]
1
< llela—ay)ll + — +lle(a; — alll

1
<2lla—a;|| + —
<2fa-af + -

og der findes a,, € A, s& |0} (dm ® fn)vn — @lam)|| < L form=1,..., M.

Dvs.
M
Uy CUp — @ (Z am> H
m=1

M M M
< vcvn—va m @ fm) vn|| + UZZ(dm@?fm)Un—Zép(am)
m=1 m=1
M
= 'U:L<C_Z(dm®fm)vn +ZHU m @ fm)vn — o(am)|
m=1
§M+1-

n
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Dermed eksisterer en folge (vy,)22; af uniteere i M(A® B), s& lim, . ||vnp(a) — @(a)vy] =0
og limy, o dist(v)cvp, p(A)) = 0 for alle a € A og alle c € A® B.

Lad oy, : B — M(A ® B) veere givet ved oy, (b) = ¢n(b) ® 15, og lad
Too : IP(M(A® B)) — M(A® B)s vere kvotientafbildningen. Folgen (o, (b))%, er be-
graenset, da ¢, er normformindskende. Sa vi kan nu definere & : B — M(A ® B)o ved

a(b) = moo((an(b))nen), b€ B.
Lad § : M(A® B) — I*®°(M(A ® B)) vare *-homomofien givet ved,
d(c) =(c,c,ey...), c€ M(A® B).
Af (i) fas, at der for alle a € A og alle b € B gaelder, at

16:(b) (o © 0)(p(a)) — (oo 0 6)(0(a)) (D)
= [T ((an (b)) nen) (oo © 6) (0(@)) — (oo © 6)(p(a)) oo ((n (D) Jnen) |
= limsup [|an, (b)p(a) — ¢(a)an (0)|

n—oo

= limsup ||(¢n(b) @ 15)(a ® 15) — (a ® 15)(¢n(b) @ 15)||

n—oo

— limsup o (b)a © 15 — apn(b) @ 1]

n—oo

= lim sup ||on (b)a — apy, (b)]|

n—oo
=0.
Dette giver hermed, at ethvert element i (7o, 0 § 0 ¢)(A) kommuterer med ethvert element i
a(B).
Lad 6 : B — M(A® B)o veere givet ved

B(b) = (T © 5)(1M(A) ®b), beB.

Det er klart, at billedet af B lfommuterer med billedet af (7o, 0 d 0 ). Endvidere kommuterer
billedet af & med billedet af 3, idet der for alle by, b2 € B gelder,

[6:(b1)B(b2) — B(ba)é(by)|
= [[Too ((@n (b1))nen) (oo © 0) (Lagay ® b2) — (Too © 6)(Lag(a) ® b2) oo ((an(b1))nen) ||
= lim sup [[ay, (b1) (Lag(a) ® b2) — (Tag(a)y @ b2)an(b1)]|

n—oo
= 0.
Vi vil nu vise, at C*-algebraen Dy = C*(&(B), (B)) genereret af &(B) og ((B) er *-isomorf
med B ® B.
Da &, : B — Dg er *-homomorfier, s& ethvert element i &(B) kommuterer med ethvert
element i /3 (B), findes en entydig *-homomorfi ¥ : B ®yax B — Dy, sa

V(b1 @ bo) = a(by)3(b2), by, b € B. (2.4)

[Mur90, Theorem 6.3.7]. Men B er nuklezr jvf. Setning 2.3.5 (i), s& B ®max B = B ® B, og
1 : B® B+ Dy er surjektiv jvf. (2.4). Vi mangler saledes, at vise, at 1 er injektiv.
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Takesakis Seetning (Seetning 2.1.3) giver, at B ® B er simpel, da B er simpel (Saetning 2.3.5
(ii)). S& da ker ) er et lukket to-sidet ideal i B ® B, og 1 er unital fas, at 1 er injektiv.

Hermed er vist, at Dy er *-isomorf med B ® B, sa af (ii) findes for ethvert € > 0 en unitaer
w € Dy, sé ||w*B(b)w — & (b)|| = [[w*(B(b))w — (a(b))]| < 5¢ for alle b € B, hvor

C = max{||la|]| : a € F}. Da w € Dy vil w kommutere med alle elementer i (7o 0 d 0 )(A).
Dette giver, at

w (Moo 0 6)(a ® b)w = w* (o0 © 8) (p())(B(b) )w = (mec © 8) (@) w* B(b)w

for a € A og b € B. C*-algebraen Dy er en del-C*-algebra af M(A ® B). S& Lemma A.1.15
giver eksistensen af en folge (wy,)nen af uniteere 1 M(A ® B), s w = Moo ((Wn)nen). Dvs.

lim sup [[wnp(a) = (a)wnl| = 7o (wnp(@))nen) = moo((p(@)wn)nen)|

= |[w(7oo 0 8)(p(a)) — (moo © 6)((a))wl|
=0
for alle a € A. Tilsvarende fas,
Tim sup [lwf(a ® by, — p(a)w (Luggay ® Bun | = 0 og

3

Jimsup ), (L) ® D)wn — an(b)|| = [lw* B(0)w — (b)| < 55

for alle a € A og alle b € B.
Der findes altsé et n € N, sa

0g

| ™

lwnp(a) — pla)wn|l <&, [lwy(a @ b)wn — (a)wy, (Taga) © b)wn | <

* &
w7, (Laga) ® b)wn — an(b)]| < 30"

for alle a € A og alle b € B.
Betragt nua € F ogbe G. Daer

lwnp(a) — pla)wn|| <& og  [lwy(a@bjw, — p(a)an (D)]| < e.
Den sidste ulighed fglger, idet

[wp(a @ b)wn — p(a)an(b)|| < [[wy(a @ b)wn = p(a)w, (1) @ b)wnll
+ lle(a)wy,(Laga) @ b)wn — (a)an (D)

€ *
5 T le@llllwn(Laica) @ b)wn — an(b)]

= +llall
2 2C
g 13
27 C%¢

E.

IN

IN

Ovenstaende uligheder geelder altsa for mindst ét n € N, og elementet
w(a)an(b) = (a @ 1) (pn(b) @ 1) = ap,(b) @ 1p € A® 1 = p(A). S& (2.3) er opfyldt med
V= Wy. ]



Kapitel 3

Klassifikation af selv-absorberende
UHF-algebraer

I afsnit 3.1 vil vi give et eksempel p& en C*-algebra, der har indre flip, nemlig matrixalgebraen
M,,(C), og vi skal for M>(C) give en konkret definition af det uniteere element, der inducerer
det indre flip p&4 M2(C). I afsnit 3.2 skal vi vise, at UHF-algebraer har approksimativt indre
halvflip, og vi skal i 3.3 give betingelser for, hvornar UHF-algebraer er selv-absorberende.
Herefter vil vi i 3.4 give en kort indtroduktion til det uendelige tensorprodukt, som skal
benyttes til at vise, at visse UHF-algebraer B opfylder, at B = @;°, B.

3.1 En C*-algebra med indre flip

Definition 3.1.1. Lad B vare en separabel C*-algebra. Da siges B at have indre flip, hvis
der findes en uniter u € M(B ® B), s&

urzR@yut =y
for alle z,y € B.

Eksempel 3.1.2. For hvert n € N har C*-algebraen B = M,,(C) indre flip.

Bevis. Lad (e;;)};j—; veere matrixenhederne for B og saet U = > 1, (e;; ® ¢j;) € B® B. Da
er

n n
U = (@) = > (eji ®eij),
i =1 ij—=1

og der galder, at

n n n n
UrU = Z eji @ € Z enk ® ek | = Z Z (ejienk @ eijekn)-

ij=1 hk=1 i,5=1h,k=1
Men
eir, 1=~h
_ jks
€iiChk = .
J
{ 0, i©#h.

23
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Tilsvarende er e;jer, = e, hvis j = k og ellers nul. Dvs.

n n
UrU = Zejj ®Z€ii =1p®1p = 1pgsB.
j=1 i=1
Analogt fas, at UU* = lpgp, s& U er et uniteert element i B ® B. Vi skal nu vise, at
Uz ®@y)U* =y @ for x,y € B. Idet eyq 0g e, er to matrixenheder i B fas,

n

n
Ulepg @ er)U" = | Y ey @eji | (epg®ers) | Y exn © en

ij=1 hk=1
n n
= § Z €ij€pqCkh & €ji€rs€hk-
i,j=1 h,k=1
Da
ern, k=gq
_ phs
Epg€kh —
Pq
{ 0, k#gq
fas, at

ein, k=qj=p
€ijpa©hh = { 01, ellers.

Tilsvarende er,

eir, h=si=r
_ ks )
€jiCrsChk =

JitrsChk { 0, ellers.

S& Ulepg @ €rs)U* = €r5 @ epq. Eftersom B er det linezere span af matrixenhederne, geelder
altsa for vilkarlige elementer x,y € B, at

UreylU' =y,
hvilket betyder, at B har indre flip. O
Eksempel 3.1.3. Lad nu B = M;(C). Fra Eksempel 3.1.2 gelder at B har indre flip, hvor
U= Z?,j:l(eij ®eji) € B® B giver,

Uxzoy)U' =y,

for alle x,y € B, hvor (el-j)l% j=1 €r matrixenhederne for B. Vi vil nu give en eksplicit beskrivelse
af det uniteere element U € B ® B.

Jvf. [KR86b, Eksempel 11.1.5] er B ® B = My(C), hvor en isomorfi ¢ : B® B + My(C) er
givet ved

A T
@(x®y):<y“ Y12 >, r € B, y=(yij)i5=1 € B.

Y21 Y220
Dvs.,
1 000 00 0O
00 0O 00 0O
en¥ey = 0000 |’ e12 Qeq = 0100 |’
00 0O 00 0O
00 0O 00 0O
0010 00 0O
e21 ®ejp = 00 0 0 0g €92 @ e = 000 0
00 0O 0 0 0 1
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Sa

2
U= (e;j®ej) =

1,j=1

o O O
o= O O
O O = O
_ o O O

3.2 En C*-algebra med approksimativt indre halvflip

I det fglgende vil vi arbejde os frem mod at give et eksempel pa en C*-algebra, der har
approksimativt indre halvflip. Vi skal vise, at en UHF-algebra er en C*-algebra, der har ap-
proksimativt indre halvflip, men fgr vi kan give et bevis herfor, far vi brug for nogle indledende
setninger.

Definition 3.2.1. En AF-algebra er en C*-algebra, som er en induktiv graense af en induktiv
fplge af endeligt dimensionale C*-algebraer.

Definition 3.2.2. En UHF-algebra A er en C*-algebra, som er isomorf med den induktive
greense af en induktiv fglge pé formen

Mg, (C) &M;@(C) %ng(((j) _P . 7

hvor de forbindende *-homomorfier er injektive og unitale, og hvor (k;)72, er en fplge af
naturlige tal, som opfylder, at k;|k;41.

Hvis {p1,p2,p2, ...} er maengden af positive primtal, der er ordnet i voksende raekkefolge og
k; skrives pa formen

o0
P
ki:Hpjl]’ ’I’ZLJ'EN,
=1

da er det supernaturlige tal n(A) = {(n(A4));}32,, der er associeret til A givet ved,

(n(A)); =sup{n;; : i € N}.

Af [MRL, Theorem 7.4.5| fas at to UHF-algebraer er isomorfe, hvis og kun hvis deres as-
socierede supernaturlige tal er ens.

Ofte vil vi skrive n(A) som en uendelig primtalsfaktorisering, hvor n(A); er potensen af prim-
tallet p;. Dvs.

n(4) = [To;™.
j=1

Seetning 3.2.3. Hvis A og B er AF-algebraer (UHF-algebraer), da er A ® B en AF-algebra
(UHF-algebra).

Bevis. Lad A, B veere AF-algebraer, dvs. (A, {un}22 ) er den induktive greense af en induktiv
folge
A A, P2 g, 8
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af endeligt dimensionale C*-algebraer {A4,}5° ;. Vi kan uden tab af generalitet antage, at
On ¢ Ap — Angq er injektiv for alle n € N. Dvs. uy, @ A, — A er injektiv for alle n € N jvf.
[KR86b, Proposition 11.4.1].

(Ellers saettes D, = A,/ker(uy,) og lad m, : A, — D, veere kvotientafbildningen. Dvs.
D,, er endeligt dimensional for alle n € N, og da ker(m,) = ker(m,y1 o ¢,) fas af forste
homomorfisetning injektive *-homomorfier &, : D,, — Dy1, sé folgende diagram kommuterer

Al ¥1 A2 P2 A3 . A
N
Dy & Dy &2 Ds o D

hvor (D,{\,}>2 ) er den induktive greense af {D,,&,}>2 . Hermed er A\, om, : A, — D er
en *-homomorfi, der giver fglgende kommuterende diagram

Pn
An An+1
An 0Ty,
>\n+1
D

Dvs. der findes en entydig *-homomorfi 7 : A — B, si diagrammet

OTn+41

Al ¥1 Ag Y2 A3 o A
|

\Lwl J{ﬂ'g iﬂ'g | ™
\

Dy &1 Dy &2 Ds o D

kommuterer. Der galder, at

o0

D = UMD = U Malma(4a) =
n=1 n

=1 n

(@

(>\n o Wn)(An)u
1

s 7 er surjektiv. Endvidere er 7 injektiv, da ker(A, o m,) C ker(u,), idet A, er injektiv
[KR86b, Proposition 11.4.1]. S& A= D.)

Lad (B, {yn}32) veere den induktive graense af den induktive folge

af endeligt dimensionale C*-algebraer {B,}°2 , hvor de forbindende homomorfier antages at
veere injektive.

For ethvert n € N findes en entydig injektiv *-homomorfi ¢, ® ¥, : Ay @ By, — Apt1 @ Byt
og vi skal vise, at (A® B, {ttn, @ 11} ;) er isomorf med den induktive graense (C, {p,}5° ;) af
A, ® By P1Y1 Ay @ By P22 As ® Bs P3@Ys
For allen € Ner uy, : A, — A, v, : B, — B injektive *-homomorfier jvf. [KR86b, Proposition

11.4.1], s& der findes en entydig injektiv *-homomorfi y, ® v, : A, ® B, — A® B, og

(Hnt1 ® Ynt1) © (Pn @ Yn) = (fnt1 © ©n) ® (Vnt1 © Yn) = tin @ Yn-
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Jvi. |[KR86b, Proposition 11.4.1] findes hermed en injektiv *-homomorfi 6§ : C' — A ® B, sa

P & Yn = 0o Pn-
Endvidere er A® B = J;2; pn(An) @ ¥ (Bn) = Up (ftn @ 1) (An @ By), hvilket medfgrer,

at @ er surjektiv. Hermed er vist, at A ® B er isomorf med den induktive graense af

A1 ® By il Ay ® By 22 A3 ® Bs L
Eftersom A,, og B, er endeligt dimensionale for alle n € N er A,, ® B, en endeligt dimensional
C*-algebra for alle n € N.
Dette gaelder, idet der findes positive heltal nq,...,n; og m,...,my, sd A, er *-isomorf med
M, (C)®---® M, (C) og By, er *-isomorf med My, (C)®- - - & My, (C) jvf. [Mur90, Theorem
6.3.8]. Sa da

Ap @ By = M, (C)® B, @ -+ @ My, (C) ® B,
= My, (C) ® M, (C) & - & My, (C) ®Mmp((c) SZARE @Mnk(c) ®Mmp(c)

og M,,(C)® My, (C) = Mpy,m,(C) [KR86b, Eksempel 11.1.5], fas heraf at A, ® B,, er endeligt
dimensional. Dvs. A ® B er en AF-algebra.

Lad A og B vaere UHF-algebraer og antag, at A er den induktive graense af den induktive
folge
My, (C) =2 My, (C) =225 My, (C) -2 ..

hvor de forbindende *-homomorfier er injektive og unitale, og hvor (k;)?2; er en fplge af
naturlige tal, som opfylder, at k;|k;11. Lad tilsvarende B veere den induktive greense af den
induktive fglge
1 2 3
Mml (C) - Mm2 ((C) - Mms((c) T,

hvor m;|m;1 og ¥; © My, (C) — My, (C) er injektiv og unital. Hermed er C*-algebraen

A ® B isomorf med den induktive graense af den induktive fglge

My, (C) @ M, (C) 222 My, () @ M, (C) 222 M, (€) @ My (€) 25252 -

Lad v; : My, (C) ® My, (C) — Mj,m, (C) vaere den naturlige *-isomorfi, der er givet ved,

biia  biza ... bipa
b21a b22a e bzmia
vila®b) = : : . : ’
bmila bmiga PN bmimia
for a € My, (C), b= (bys); 4=y € M, (C), og definer A\; : M, (C) — My, m,,, (C) ved

Ai = Yit1 0 (i @ ¢;) o L.
Da er (\;)$2, en fplge af unitale, injektive *-homomorfier, der giver fplgende kommuterende

diagram:

M, (C) ® Min, (C) 222 My, (€) © My (C) 222 My, (C) © My (€) 222

| | |

A A A
Mklml ((C) : Mk2m2 ((C) : Mk3m3 ((C) :
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Sa A ® B er isomorf med den induktive graense af den induktive folge

A A A
Miym, ((C) = Miym, (C) e Migzms (C) s

Dvs. A® B er en UHF-algebra, idet (A;)$2; er en fglge af unitale injektive *-homomorfier og
kimi’ki+1mi+1 for alle i € N. [l

Lemma 3.2.4. Lad A og B vere UHF-algebraer og lad o, : A — B wvere unitale *-
homomorfier. Da er Ko(¢) = Ko(v).

Bevis. Lad H, G vare undergrupper af den additive gruppe Q, oglad 1 € H og 1 € G. Antag,
at , f: H — G er gruppehomomorfier med a(1) =1 = 3(1).
Ethvert x € H kan skrives pa formen z = p forpeZ,qeZ\ {0}, 0g 1= q . Heraf fas,

qa<;>:=a0)=%%1)=qﬂ<;>-

Dette giver, a(=) = B(%). Dvs.

S

Sa a = 5.

Lad n = (n;)52; og m = (m;);2; veere de supernaturlige tal associeret til hhv. A og B.
Da er (Ko(A),[1]o) = (Q(n), ) g (Ko(B),[1]o) = (Q(m),1) [MRL, Lemma 7.4.4], hvor
Q(n) er undergruppen af (Q,+) bestaende af alle brgker %, hvor z er et vilkarligt helt tal
og y = [}, p;j for positive heltal r; < n;. S& da Ko(p), Ko(¢) : Ko(A) — Ko(B) er
gruppehomomorfier med Ko(¢)([1]o) = [1Jo = Ko(¢)([1]o), giver ovenstaende, at Ky(p) =
Ko(¥). O

Lemma 3.2.5. Lad A og B vere unitale AF-algebraer, og lad o, : A — B vere unitale
*-homomorfier med Ko(v) = Ko(¢). Da findes en folge (un)22, af unitere i B, sd

lim_{|luzp(a)un —9(a)l| =0

n—oo

for alle a € A.

Bewvis. Da A er en unital AF-algebra findes en voksende fglge af endeligt dimensionale del-C*-
algebraer (A4,)% ;i Amed 14, =14 og U2, A, = A.
Lad for ethvert n € N, ¢,, : A,, — A veere 1nk1u51onsafb11dningen. Dyvs.

Ko(poin) = Ko(p) o Ko(tn) = Ko(v) 0 Ko(tn) = Ko(¢ 0 tn).

Eftersom B er en AF-algebra, har B kancelleringsegenskaben, s& [MRL, Lemma 7.3.2] giver
eksistensen af en uniteer u,, € B, s

Y(a) = uyp(a)u, foralle a€ A,.
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Fora € ;2 A, findes et n € N, sd a € A,,. Dvs.
P(a) = uy,p(a)uy, foralle m >n.

Lad nu a € A og lad € > 0 vere givet. Der findes et n € N og o' € Ay, si ||a —d'|| < §. For
m > n fés,

[(a) = upp(@)umll < [lv(a) = (@) + [lupp(a)um — up,e(a)um|| < 2]la —d'|| <e.

Dvs. limy, o0 ulp(a)uy, = ¥(a) for alle a € A. O

Vi er nu i stand til at vise, at en UHF-algebra har approksimativt indre halvflip.

Eksempel 3.2.6. En UHF-algebra B har approksimativt indre halvflip.

Bevis. C*-algebraen B ® B er ogsa en UHF-algebra jvf. Seetning 3.2.3. Lad o, : B— B® B
vaere givet ved,

al)=b®1p og pB(b)=1pR0b, be B.
Da er a og [ unitale *-homomorfier, s& Ko(a) = Ko(f) jvf. Lemma 3.2.4. Af Lemma 3.2.5
findes en folge (u,)52 ; af uniteere i B ® B, sa

lim_|uya(b)un — B(b)]| =0

n—oo

for alle b € B. O

3.3 Selv-absorberende UHF-algebraer

En C*-algebra B kaldes selv-absorberende, hvis B = B ® B. Vi skal nu give en klassifikation
af de UHF-algebraer B, der opfylder, at B~ B ® B = K-, B. Til klassifikationen benyttes
UHF-algebraernes associerede supernaturlige tal. Sa hvis A og B er UHF-algebraer, skal vi
som det forste finde det supernaturlige tal associeret til A ® B vha. de supernaturlige tal
associeret til A og B.

Seetning 3.3.1. Lad A og B vere UHF-algebraer med associerede supernaturlige tal hhv. n(A)
og n(B). Da er det supernaturlige tal n(A ® B) associeret til UHF-algebraen A ® B givet ved,

n(A® B) = n(A)n(B).

Bevis. Antag A og B er induktive greenser af de induktive fglger

My, (C) L>Mk2((C) &ng((c) ¥ 7

hhv.
My, (C) AMmg(C) &Mm(@) Y ,

hvor de forbindende *-homomorfier er injektive og unitale, og hvor k;|k;+1 samt m;|m;1 for
alle 7 € N.
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Jvf. beviset for Seetning 3.2.3 er A ® B isomorf med den induktive graense af den induktive

folge

A A -
Mklml ((C) Hl ngmg ((C) HQ MkSmB ((C) H‘; e,

. 0o 5,5 00 73,5 00 N j+7i 5 a
Skriv k; = szlpj”, n;; € N ogm; = szlpj”, ri; € N. Dvs. kym; = szlpj” " sd

det supernaturlige tal n(4A ® B) = {(n(A ® B));}32, associeret til A® B er givet ved
(n(A® B)); = sup{n;; +ri; : i € N} = (n(4)); + (n(B));.
Hermed er n(A ® B) = n(A)n(B). O

Saetning 3.3.2. Antag at B er en UHF-algebra. Da er B = B ® B, hvis og kun hvis det
supernaturlige tal n = (n;)72, associeret til B opfylder, at nj € {0,00} for alle j € N, hvor
n; # 0 for mindst ét j € N.

Bewvis. Antag n = H;’il p?j, n; € N og {p1,p2,p3,...} er den ordnede maeengde af positive
primtal. Da er

o0
w2 = [

j=1
det supernaturlige tal associeret til UHF-algebraen B ® B. Af [MRL, Theorem 7.4.5] er to
UHF-algebraer isomorfe, hvis og kun hvis deres associerede supernaturlige tal er ens. Heraf
er B~ B ® B, hvis og kun hvis n = n?, hvilket betyder, at n; = 2n; for alle j € N. Dvs.
B = B ® B, hvis og kun hvis n; € {0,000} for alle j € N. Hvis n; = 0 for alle j € N, er B ikke
en UHF-algebra, si der findes mindst ét j € N, sa n; # 0. O

3.4 Uendelige tensorprodukter

Vi skal nu definere det uendelige tensorprodukt af en uendelig familie af unitale C*-algebraer.
Lad {4, : a € A} veere en familie af unitale C*-algebraer. Mangden F af alle endelige
delmzaengder i A er ordnet med inklusion, og for ethvert F' € F, seettes Ap = @ ,cp Aa-

Dvs. Ar er en C*-algebra, da det minimale tensorprodukt af en endelig familie af C*-algebraer
er en C*-algebra.

Hvis F,G € F og F' C G fas pga. associativitet og kommutativitet af det minimale tensorpro-
dukt en unital og injektiv *-homomorfi g r : Ap — Ag givet ved

par(a)=(a®1la,,), a€Ar.

Associativitet af det minimale tensorprodukt giver endvidere, at vgr = ¢u.q © g r, nar
F,GHeFogFCGCH.

Heraf vil familien {Ap : F' € F} sammen med de unitale injektive *-homomorfier ¢  danne
en induktive folge af C*-algebraer. Det uendelige tensorprodukt @, Aq defineres som den
induktive graense af den induktive folge ({Ar}rer, {¢c,r}), og er dermed en C*-algebra. End-
videre er @, Aq entydigt bestemt op til isomorfi af eksistensen af en injektiv *-homomorfi
wr Ap — ®a€AAa’ FeF,sa

HF = UG © PaG,F, F,GE]F,FQG,
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0g

U wr(Ar) = ) A

FeF a€cA

Hvis A er en unital C*-algebra giver ovenstéende specielt, at Q);~; A er den induktive graense
af den induktive folge,

ida®1a idaga®la idagaga®la
_ > ...

A—AQA— AR AR A

Definitionen af det uendelige tensorprodukt af en fglge af C*-algebraer, skal vi benytte til at
vise, at @;°, B; er en UHF-algebra, hvis (B;)°; er en folge af UHF-algebraer. Hvis B er en
UHF-algebra, vil vi endvidere vise, at B = ;- B, hvis og kun hvis det supernaturlige tal
n = (n;)32, associeret til B opfylder, at n; € {0,00} for alle j € N.

Vi far nu brug for fglgende saetning, som angives uden bevis.

Szetning 3.4.1. ! Huvis B er en separabel og unital C*-algebra er fslgende whkvivalente:

(i) B er en UHF-algebra.

(ii) For enhver endelig delmengde {b1,ba,...,b,} C B og for ethvert € > 0 findes en unital
del-C*-algebra A C B, elementer ay,...,an, € A 09 k € N, sd

A= M(C) og |bj—aj|| <e, for1 <j<n.

Ved hjalp af ovenstaende saetning kan vi vise, at den induktive greense af en induktiv fglge af
UHF-algebraer er en UHF-algebra.

Lemma 3.4.2. Lad B vere den induktive grense af den induktive folge

Bs B,

hvor (Bj)?il er en familie af UHF-algebraer og de forbindende *-homomorfier er unitale. Da

er B en UHF-algebra.

Bewis. For alle j € N findes en unital injektiv *-homomorfi p; : B; — B, sa

B=JuB)=J0¢;
j=1 j=1

hvor Cj = p;(B;). Dvs. (C})72; en voksende folge af del-C*-algebraer i B. Lad b1,ba, ..., by
vaere vilkarlige elementer i B og lad € > 0 vaere givet. Da findes m € N og elementer
T1,2,+..,Tp € Cm: sa

Hbj—ij<% for 1<j<n.

![KR86b, Theorem 12.1.9]
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Men C), er en UHF-algebra, hvilket medfgrer, at der findes en unital del-C*-algebra
ACC,, CBogai,ag,...,ap € A, samt k € N, s A= M(C) og

||:cj—aj||<§ for 1<j<n.

Heraf er
1b; — ajll < ||bj — ;|| + [z — as]] <e for 1<j<n

Dvs. B er en UHF-algebra jvf. Seetning 3.4.1. O

Lemma 3.4.3. Lad (Bj);-";l veere en familie af UHF-algebraer med associerede supernaturlige
tal (n(B;))521, og lad (B,{u;}52,) veere den induktive grense af den induktive folge

¥1 2 ¥3

B1 B3 cee

By

hvor de forbindende *-homomorfier er unitale og injektive. Da er B en UHF-algebra med
supernaturligt tal n = sup; n(B;).

Bewvis. Lemma 3.4.2 giver, at B er en UHF-algebra. Lad for j € N, 7; og 7 veere de entydige
spor pd hhv. B; og B, og lad n veere det supernaturlige tal associeret til B. Da er

Ko(j) : Ko(Bj) — Q(n(By)) og Ko(7) : Ko(B) — Q(n) gruppeisomorfier jvf. [MRL, Lemma.
7.4.4].

Af [MRL, Theorem 6.3.2] fas,

Ko(B) = | Ko(uy)(Ko(B;)).
j=1

Sa

Q(n) = Ko(7)(Ko(B)) =

13

() | | Ko(uy) (Ko(B;)

J=1

I
s

(Ko(7) o Ko(u3))(Ko(By))

j=1

= | Ko(r o ;) (Ko(B)))
j=1

= U KO(T]')(KO(B]))
j=1

[
(@
b
=
Y

<.
Il
—_

Dvs. Qn) = UZ {2 : o € Zo y = [T, 5™, mij < (0(By)i}, bvor {propa....} er
mangden af ordnede positive primtal. Heraf fas,

Q(n) = {z €L, y= lemi, m; < sup{(n(Bj)); : j € N}} =Q(m),
i=1
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hvor m er det supernaturlige tal givet ved, m = sup;(n(By)).
Vi har hermed vist, at B er en UHF-algebra med associeret supernaturligt tal n = sup,(n(B;)).
O

Lemma 3.4.4. Lad (Bj);-’il veere en familie af UHF-algebraer med associerede supernaturlige

tal (n(B;))52,- Da er ;21 Bj en UHF-algebra med associeret supernaturligt tal
o0 oo
n| QB | =]]nB))
j=1 j=1

Beuvis. Eftersom ®;’;1 Bj er den induktive greense af den induktive folge

idp, ®1B, idp,@B,®1B, idp,@By@B;®lB,

Bi®By————>B1®B®B——— -,

By

er @2, Bj en UHF-algebra jvf. Lemma 3.4.2, idet @], B; er en UHF-algebra for alle m € N.
Af Lemma 3.4.3 fés, at det supernaturlige tal associeret til ®;i1 Bj er givet ved,

[ee] m m [e.e]
n ®Bj = supn ®Bj = sup Hn(Bj) = Hn(Bj).
=1 meN j=1 mEszl j=1
O
Saetning 3.4.5. Lad B vere en UHF-algebra med associeret supernaturligt tal (n]);’oz1 Da er

folgende betingelser ekvivalente:
(i) BXB® B
(i) B= Q3 B
(ili) nj € {0,00} for alle j € N, og nj # 0 for mindst ét j € N.
Bevis. Pr. antagelse er n = Hj’;l p?j, hvor {p1,p2,ps, ...} er den ordnede mengde af positive

primtal. Det medfprer, at UHF-algebraen @);-, B har associeret supernaturligt tal

,nOO — | |CO p] vj h‘rE][.

oo forn; >0

Jvf. IMRL, Theorem 7.4.5] er B = @2, B, hvis og kun hvis n = n>. Dvs. B = Q);°, B, hvis
og kun hvis n; = 0 eller n; = oo for alle j € N.

Sa da B = B ® B, hvis og kun hvis n; = 0 eller n; = oo for alle j € N jvf. Seetning 3.3.2 fas
det gnskede. O

Seetning 3.4.6. Lad B veere en vilkdrlig UHF-algebra. UHF-algebraen D = Q);°, B opfylder,
at D=D®D=Q:;>,D.

Bevis. Antag B har associeret supernaturligt tal n = (nJ)JO’;1 Da er det supernaturlige tal
n(D) associeret til D, givet ved n(D) = n*°. Sa (n(D)); = oon; for alle j € N. Dvs.

(n(D)); = 0 eller (n(D)); = oo for alle j € N. Heraf er D = D ® D = @Q;°, D jvf. Seetning
3.4.5. 0



Kapitel 4

Staerkt selv-absorberende C'*-algebraer

Dette kapitel omhandler selv-absorberende C*-algebraer D, hvor der findes en isomorfi

w:D+— D® D, som er approksimativt uniteert sekvivalent med idp ® 1p. Disse C*-algebraer
kaldes staerkt selv-absorberende, og et eksempel herpa er UHF-algebraer, der er associeret med
supernaturligt tal n = (n;)72,, hvor n; € {0,00}. Vi har tidligere vist, at denne type UHF-
algebraer er selv-absorberende, men det viser sig ogsa, at der findes en isomorfi der opfylder
det gnskede, s& de er staerkt selv-absorberende. I det fglgende vil vi vise nogle saetninger, der

giver akvivalente betingelser for at en C*-algebra er staerkt selv-absorberende.

4.1 Approksimativt unitsert sekvivalente *~-homomorfier

Forst gennemgés et par lemmaer vedrgrende approksimativ unitaer seekvivalens af *~-homomorfier,
som vi skal benytte senere i kapitlet. Kun nogle af pastandene vises, idet beviserne er forholdsvis
trivielle.

Lemma 4.1.1. ' Lad A, B,C og D veere separable C*-algebraer, si C og D er unitale. Antag
at p: A— B, o,8,v: B— C og:C v+ D er*-homomorfier s v er unital. Da geelder

(i) Hwvis « er approksimativt unitert ekvivalent med (3, og B er approksimativt unitert
ekvivalent med v, sd er a approksimativt uniteert cekvivalent med .

(ii) Hwvis a er approksimativt unitert ekvivalent med 3, sd er 1 o a approksimativt unitert
ekvivalent med ¢ o 3, og a0 @ er approksimativt unitert ekvivalent med 3 o .

(iii) Antag (an)5eq, (Bn)oe, er folger af *-homomorfier, o, B, : B — C, sd

n=1

lim |lan(b) —a(b)||=0 og nh_{go 18n(b) — B(b)|| =0 for alleb € B.

n—oo

Hvis ay, er approksimativt unitert ekvivalent med (B, for alle n € N, da er a approksi-
mativt unitert ekvivalent med (.

Vi vil nu bevise pastand (ii):

'[TWO5, Proposition 1.2]

34
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Bevis. Antag at « er approksimativt uniteert sekvivalent med [, og lad (v,)52; € C veere en
fplge af uniteere, sa
lim |v;a(b)v, — B(b)|| =0 foralle be B. (4.1)
n—oo

Da v er unital er (¢(vy,))22 en folge af uniteere i D, og

n=1
i [[4)(0n) (@ (D)) (vn) — D(BO) | = Tim [(ha(b)on — BE)]| =0

for alle b € B.
S& 1 o a er approksimativt uniteert sekvivalent med 1 o 5. Af (4.1) fas specielt for ethvert
a€A,

lim_{|v, (a(p(a))on — B(p(a))]] = 0.

n—oo

Sa a o @ er approksimativt unitaert sekvivalent med g o . O

Lemma 4.1.2. Lad o,8 : A — B vere approksimativt unitert ekvivalente *-homomorfier
mellem separable C*-algebraer A og B. Lad vy : C +— D wveere en *-homomorfi mellem separable
C*-algebraer C' og D, hvor D er unital. Sé er a ® v, v : A® C — B® D approksimativt
unitert ekvivalente, o9 Y@ a, 7y [ : C® A+— D ® B er approksimativt unitert ekvivalente.

Bewis. Der findes en fplge af uniteere (v,,)5 1 M(B), s&
lim [jvya(a)v, —B(a)|| =0 foralle a€ A.
n—oo

Lad nu a ® ¢ veere en vilkarlig elementaer tensor i A ® C. Da gaelder,

Jim [[(v} @ 1p)(@ ®7)(a @ ¢)(v, © 1) = (B0 )@@ )|
= Iim [[(vha(@)en) ©7(e) — H(a) ()]

— lim[[(v;a(a), — B(@) & 1(e)]

= I [v;a(@e, = A(@) 7 (e)]

=0.

Da det algebraiske tensorprodukt A® C' er en teet delmeengde i A® C, og da a®y samt S ® -y
er linexre kontraktioner fas,

Jim[[(v ® Lp)* (@ 7)(&) (00 © 1p) ~ (B &)@ = 0

forallex € A® C.
Analogt vises, at v ® « er approksimativt uniteert eekvivalent med v ® . O

Et lignende argument giver fglgende lemma:

Lemma 4.1.3. Lad A, A’, B og B’ veere separable C*-algebraer. Antag oy, : A — A’ og
B1, P2 : B — B’ er *-homomorfier, s a1 ® 31,00 @ B2 : A® B +— A’ ® B’ er approksimativt
untert ekvivalente. Lad v : C — C' vere en *-homomorfi mellem separable C*-algebraer C og
C’, hvor C" er unital. Da er a1 @ YR P1,a007RF2 : AQCRB — A'®@C'® B’ approksimativt
uniteert cekvivalente.
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4.2 Tensorprodukt af C*-algebraer med approksimativt indre
(halv)flip

Vi skal i det folgende forst give definitionen af, at en C*-algebra er steerkt selv-absorberende.
Herefter skal vi bruge resultaterne fra 4.1 til at vise, at C*-algebraen A® B har approksimativt
indre (halv)flip, hvis A og B har approksimativt indre (halv)flip. Endvidere vises, at A ®@ B
er staerkt selv-absorberende, hvis A og B er steerkt selv-absorberende C*-algebraer.

Definition 4.2.1. ? Lad D vzre en separabel og unital C*-algebra.

(i) D siges at have approksimativt indre flip, hvis automorfien op : D ® D — D ® D givet
ved

opla®b) =b®a, a,be D
er approksimativt unitaert sekvivalent med identitetsafbildningen id pgp.

(ii) D er steerkt selv-absorberende hvis D 2 C, og der findes en *-isomorfi ¢ : D — D ® D,
s& ¢ er approksimativt unitaert aekvivalent med idp ® 1p.

Bemeerk, at i (ii) vil en *-isomorfi ¢ : D — D ® D, der er approksimativt uniteert sekvivalent
med 1p ® idp ogsa opfylde det gnskede. Thi, daer ¢p =opotv : D — D ® D en *-isomorfi,
som opfylder,

Y Nqu 0D © (1D & idD) = idD ®1p.

I det fglgende vil vi for at begraense notationen angive, at to *-homomorfier ¢, ¢ er approksi-
mativt uniteert aekvivalente ved at skrive, ¢ =4, V.

Szetning 4.2.2. 3 Hvis D er en separabel, unital og sterkt selv-absorberende C*-algebra, sd
har D approksimativt indre halvflip.

Bevis. Antag ¢ : D — D ® D er en *-isomorfi, s& ¢ er approksimativt unitaert sckvivalent
med idp ® 1p. Definer en unital *-homomorfi ¢ : D — D ved,

P = (p_l o (1D ®idD).

Der galder, at

4
1p®@idp =pop to(lp®idp) = pot) ~ey (idp @ 1p)oyy =9 @ 1p.
Heraf folger ogsé fra Lemma 4.1.1 (ii), at

idp®1p=0po(lp®idp) Rguopo (Y ®1p)=1p @ .

Da ¢ er en *-isomorfi er ¢ unital, s& ¢ '(1p ® 1p) = 1p. Dvs.

*[TWO05, Definition 1.3]
3| TW05, Proposition 1.6.]
‘Lemma 4.1.1 (ii)
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Y@ 1p = (idpot) ® (¢ (1p ® 1p))
idp@e Ho(®lp®1p)

—~

12 _ _
=~ au (ldD®§0 1)0(1D®1dD®1D)
412 B

%a.u(ldD®Q0 1)0(1D®1D®’¢})
4.1.3

au (dp ® (p*l) o(idp®1p ® 1p)
=idp @ ¢ (1p ®1p)
=idp ®1p.

Af transitiviteten af approksimativ uniteer sekvivalens fas hermed, at 1p ® idp er approksi-
mativt unitert sekvivalent med idp ® 1p, hvilket betyder, at D har approksimativt indre
halvflip. O

Lemma 4.2.3. 5 Lad A og B vere separable C*-algebraer. Lad o veere en automorfi pa A,
der er approksimativt unitert ekvivalent med ida og lad (8 vere en automorfi pa B, der er
approksimativt unitert ekvivalent med idg. Sé er automorfien a @ 6 : A B — A® B
approksimativt unitert cekvivalent med id oz p.

Bevis. Af [Mur90, Theorem 6.5.1] findes en entydig injektiv *-homomorfi a ® f: A® B —
A® B, s&

(a®B)(a®b) =ala)®B(b), ac Abe B.

Endvidere er a® 3 ogsa surjektiv, da billedet Im(a® 3) er lukket og indeholder det algebraiske
tensorprodukt A ® B, da a og 3 er surjektive.

Vi skal finde en folge (w,)22 ; af uniteere i M(A® B), sé
T [|(@ ® 8)(c) — wncw)| = 0

for allec€ A® B.
Pr. antagelse findes folger af unitaere (u,)02, € M(A), (v,)52, € M(B), sa

lim [|a(a) —upau, || =0 og lim ||B(b) — vpbuy| =0

for alle a € A og alle b € B.
Men for hvert n € N er w,, = u, ® v, en uniter i M(A) @ M(B) C M(A® B), idet

wiwy = (Un @ V)™ (Un ® V) = UpUp @ vy, = Lyay ® Lymsy-

5[ER95, Lemma 2.3]
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Tilsvarende fas, wywy, = 1aqa) ® Lagpy- Der geelder, at

Jim_[|[(a® B)(a @b) —wn(a @ bjwy]|
= lim [[(a ® B)(a @b) = (un @ va)(a @ b)(uy @ vy
= Tim_[a(a) ® B(b) - unat; © vabuj |
< lim (fa(e) © B(b) — aa) @ vibuy |
||

) ® vpbv) — upau), @ vybu||)
le(a) @ (B(b) — vnbuy)|| + l(a(a) — unauy,) @ vabuy,||)

(a
im (
im_([la(a)[}|6(b) — vabvy, || + [lafa) — unaug [[[[onbuy]])
m ([|al[[|3(b) = vnbuy || + [le(a) = unawg [[[[b]])

= o

for alle a € A og alle b € B. Sa pga. lineariteten af de to afbildninger a ® 3 og ¢ — wpcw;,
geelder, at

lim |[(a® B)(c) — wpcw; || =0 foralle ce A® B.

n—oo

Da A ® B er en tet delmengde i A ® B, og da a ® [ samt ¢ — wycw,, er kontinuerte fas
heraf, at o ® (8 er approksimativt uniteert sekvivalent med idggp. O

Korollar 4.2.4. ¢ Hvis A og B er separable C*-algebraer med approksimativt indre flip, sd
har A ® B approksimativt indre flip.

Bevis. Automorfierne 04 : AQ A— A®Q Aogop: BR B+— B® B givet ved,
O'A(al ®CL2) —a9 ®ay, a1,az € A og O'B(bl ®b2) = b2®b1, bl,bg € B

er approksimativt unitaert aekvivalente med hhv. id g4 0g idpgB.
Vi skal vise, at 049 : (A® B)® (A® B) — (A® B) ® (A® B) givet ved

TapB(c1®c2) =ca®c1, c1,c2€ AR DB

er approksimativt uniteert sekvivalent med id g B)o(asB)-

Da tensorproduktet er kommutativt og associativt op til isomorfi, er (A ® B) ® (A ® B) =
(A® A)® (B ® B), hvor isomorfien v : (A® B)® (A® B) — (A® A) ® (B ® B) er givet ved,

Y((a1 ® b1) ® (a2 ® ba)) = (a1 ® az) ® (b1 ® ba)

for ai,a2 € A og by,by € B.
Der findes en entydig *-isomorfi 04 ® op: (A® A) @ (B B) — (A® A) ® (B® B), sa

(ca®0op)(x®y)=0ca(z)®op(y), € AR A, y € B® B.

6[ER95, Korollar 2.4]



Tensorprodukt af C*-algebraer med approksimativt indre (halv)flip 39

Dvs. yooagpoy ! : (A® A ®(B®B) — (A® A) ® (B® B) er en *-isomorfi og for
ai,ag € A, bl,bg €B fZOlS,
(Yooasp oy (a1 ®ag) ® (b1 @ b2)) = (v 0 0agp)((a1 ® b1) @ (ag @ by))
= 'y((ag ® bg) & (a1 X bl))
= (a2 ®@a1) @ (ba @ by)
= (ca®op)((a1 ®az) ® (b1 ® ba)).
Dette medfgrer, at (yooagp oy )z ®y) = (04 ® op)(r ®y) for alle 7 € A® A og alle
y € B® B. Sa pga. entydigheden af 04 ® op er yoo4gp © 7_1 = 04 ® op. Lemma 4.2.3

giver hermed, at v o oagp 0y~ er approksimativt unitert aekvivalent med 1d( 40 A)0 (B B)-
Der eksisterer altsa en folge (u,)52; af unitere i M((A® A) ® (B ® B)), sa

Jim [jundus;, — (v 0 7ag 0 )(d)] = 0

forallede (A® A)® (B® B).
Lad nu v : M((A® B) ® (A® B)) — M(A® A) ® (B ® B)) vere en *-isomorfi, sa
Vl(aeB)e(4ep) =7- Daer

Jim 57 (un)y™ () (T (un))” — oap(y ™ (d))]] = 0

foralled € (A® A)® (B®B).Saday ! : (AR A)®(B®B)— (A® B)® (A® B) er en
*.isomorfi, findes for ethvert z € (A® B)® (A®B) et d € (A® A)® (B® B), sd x = v~ (d).
Dvs.

Jim (57 (un)2 (7 (un))* — 0agp(@)l| =0

for allex € (A® B) ® (A® B).
Heraf er 0 agp approksimativt uniteert sekvivalent med id 4gp)e(axp), idet (Y Hun))2, er
en folge af uniteere i M((A® B) ® (A® B)). O

Lemma 4.2.5. Lad A og B vere separable unitale C*-algebraer med approksimativt indre
halvflip. Da har A ® B ogsd approksimativt indre halvflip.

Bevis. Antag at aa,084: A— AR A, givet ved,
agla)=a®1ly og Pfala)=1a®a, a€A

er approksimativt uniteert aekvivalente, samt at ap, g : B +— B ® B givet ved,
ap(b)=b®1p og ppb)=1p®b, beB

er approksimativt uniteert sekvivalente. Da findes en folge af uniteere (u,)72; 1 A ® A og en
folge af unitere (v,)02, 1 B® B, sa

lim [laa(a) —unfa(a)uyll =0 og  lim [ap(b) —vnfp(b)v,ll =0
n—oo n—oo

for alle a € A og alle b € B. Et tilsvarende argument som i Lemma 4.2.3 giver, at
aa®ap,fa®Pp: (A®B) — (A® A) ® (B® B) er approksimativt unitert skvivalente,
idet (wp, = u, @ vy,)02 er en folge af uniterei (A® A) ® (B® B), sa

lim |[(aa @ ag)(c) — wn(Ba @ Bp)(c)wy | =0
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for alle c € A® B.
Som i Korollar 4.2.4 lader viv: (A® B)® (A® B) — (A® A) ® (B ® B) vare *-isomorfien
givet ved,

’y((al ®b1) X (ag X bz)) = (a1 X ag) X (b1 ®b2), a,as € A,b1,by € B.

Jvf. Lemma 4.1.1 er v lo(aa®ap), v 1o(Ba®p6p) : AQB +— (A®B)®(A® B) approksimativt
uniteert aekvivalente, og for a € A,b € B er

“lo(aa®ap))(a®b) =7 (aa(e) @ ap(b))

=7 ((a®14) @ (b® 1p))
=a®b®1y®1p
=a®b® laxB

= (idA®B & 1A®B)(a® b).

(v

Sa da 77! o (as ® ap) er en lineer kontraktion, og det algebraiske tensorprodukt A ® B
er en tet delmeengde af A ® B fas, at v ! o (a4 ® ap) = idagp ® lagp. Tilsvarende er
7 1o (Ba®BB) =1lagp @idags.

Dvs. A ® B har approksimativt indre halvflip. O

Lemma 4.2.6. Lad A og B wveere unitale og separable C*-algebraer, som er sterkt selv-
absorberende. Da er A ® B ogsd sterkt selv-absorberende.

Bewis. Der findes *-isomorfier ¢ : A — A® A og Y : B — B® B, sd ¢ er approksimativt
uniteert aekvivalent med idgy ® 14, og ¥ er approksimativt uniteert seekvivalent med idp ® 15.
Dvs. p®@¢: AR B— (A® A)® (B® B) er en *-isomorfi, og ¢ ® 1) er approksimativt uniteert
aekvivalent med (idy ® 14) ® (idp ® 1p).

Som i ovenstaende lemma er v 'o (¢ ®1): A® B — (A® B) ® (A® B) en *-isomorfi, som
er approksimativt unitaert aekvivalent med idggxp ® 14xB. O

Saetning 4.2.7. En separabel, unital og steerkt selv-absorberende C*-algebra D har hgjst én
sportilstand.

Bewis. Jvf. Seetning 4.2.2 har D approksimativt indre halvflip, og dermed hgjst én sportilstand
jvf. Seetning 2.3.5. ]

4.3 Betingelser for at en C'*-algebra er staerkt selv-absorberende

Hvis D er en unital og separabel C*-algebra, der har approksimativt indre halvflip, sa er
®;2, D staerkt selv-absorberende, som vi skal vise i Seetning 4.3.3. Dette skal benyttes i
Seetning 4.3.5, hvor vi viser fire betingelser, der er @xkvivalente med, at D er sterkt selv-
absorberende.

Til beviset for Saetning 4.3.3 far vi brug for folgende lemmaer:

Lemma 4.3.1. Lad A vere en unital C*-algebra, og lad (Ay,)22, vere en voksende folge af del-

C*-algebraer i A med 14 € Ay, for allen € N, sa A=, An. Lad for k > 1 1 : A — Ag
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veere inklusionsafbildningen. Hvis v er en automorfi pi A, si a(Ay) = Ay, for allen € N, da
er a approksimativt unitert ekvivalent med id 4, hvis der for ethvert | € N findes k > 1, sa

et A= Ag og kg oala, t Ay Ay

er approksimativt unitert ekvivalente.

Bevis. Antag at der for [ € N findes k¥ € N, sd& k > [ og 1, er approksimativt uniteert
aekvivalent med ¢, ;0 at|4,. Dvs. der for enhver endelig delmengde F' C A; og for ethvert € > 0
eksisterer en uniter u € A C A, sa

€

[utr 0 a)(@)u” — ()] < 3

for alle x € F.

Lad nu {z1,...,x,} veere en vilkarlig endelig delmeengde i A. Da findes | € Nog 2/,...,z], €
Ap, 88 [lzg — 2%l < § for 1 < j < n. Pr. antagelse findes k > | og u € Ay, s&
* € .
luleg 0 @) (@h)u” — (@il < 3, 1<j<n.
For 1 < j <n fas,
luo(zj)u” — 2 < [lua(z;)u” — ualz)u”|| + [lua(zhu” — 25| + [|2f — ;] <e.
O

For at lette notationen i det fglgende vil vi for en C*-algebra D og for hvert k € N lade D®*
betegne C*-algebraen ®f:1 D. Hvis D er unital settes ligeledes D% = @2, D.

Lemma 4.3.2. Lad D vere en unital C*-algebra med approksimativt indre halvflip. For k > 1
defineres en indlejring vy : D® s D®F ped, gy = idpe; ® 1per-1. For enhver permutation
o € Sy, betragtes automorfien v, pd D®*, som permuterer faktorerne i henhold til o, dvs.

Yoldi @ dy @ -+ @dy) = dy(1) @ d2) @ -+ @ do(py.-

Huvis k > 1 er v, 0 Ly, Ly - D® s D®k approksimativt unitert ekvivalente for enhver
permutation o € Sy.

Bewvis. Vi skal vise, at undergruppen i H i Si givet ved
H={0c€S: Y0tk ~aulki}

er lig med Si. Da D har approksimativt indre halvflip, er de to *~homomorfier o, 3 : D — DD
givet ved,
Oé(d) =d®lp og (d)=1p®d, de D

approksimativt uniteert skvivalente. Jvf. Lemma 4.1.1 og Lemma 4.1.2 er de to *-homomorfier

idD®(l_1)®a Lk, l+1
_—

DY @ (D ® D)

D& ——=Dp®"V gD D&k



42 Betingelser for at en C*-algebra er staerkt selv-absorberende

0g

idD®(l_1)®,3 Lk, 141
-

D®U-1) @ (D ® D) D®k

pel ——— pel-1 g p
approksimativt uniteert sekvivalente.
Lad 7 € Sk veere transpositionen (I,1 + 1). For vilkarlige dy,ds, ...,d; € D gelder
(v 0 Lk,l)(dl ®--®Qdy) = P)/(l’lJrl)(dl ®- - Qd @ 1perri)
=d1® - Qd-1 ®1p ®d; @ 1per—ar1
=11 @ - @di-1 @ 1p @ dy)
= (Lk,l—i—l o (idD®<zf1) RO))Nd @ @dyp).

Sa da ot 0g tk1+10(id pea-1) ®/3) er linezre kontraktioner, og da D! er en teet delmaengde
i D® fas, at v, o ki = k41 © (idpec—1) ® B). Tilsvarende er ¢y 41 0 (idpec—1) ® @) = t5;. S&
af transitiviteten af approksimativ uniteer sekvivalens fas,
VYr O Lkl Fawu k-

Dvs. 7= (l,l+1) € H.
Lad T og T, veere undergrupper af Sy, givet ved,

Ty ={p € Sk 9(j) =jforl <j<k}
0g

Th={peSp:p(j)=jforl <j<I}.

Vi vil nu vise, at 17 og T» ligger i normalisatoren for H:
Lad ¢ — @ veere den kanoniske indlejring S; — 17 C Sy, givet ved

{w(j% 1<j<l

D=0 i<is<k

For dy,...d; € D og for p € 5; er

(thi oY) (d1 @ @dp) = g1 (dpry @ -+ @ dy(py)
= dp(1) ® - @ dy() ® 1 pak—
= dg(1) @+ ® dg(p) ® 1 per—
=(pou)(di®---@dp).

Sa for alle ¢ € Sj er 11 07, = vz oLy For o € H og ¢ € S; geelder jvf. Lemma 4.1.1,

Yo © Vg O bkl = Yo O lkl O Vo ~awu Lkl © Vo = Vg O Lkl

hvilket medfgrer, at Y1 © Vo © V5 O Lk, €T approksimativt uniteert sekvivalent med ¢ ;.
Dvs. ¢y "loooy € H for alle 0 € H og alle ) € Ty. Heraf vil T vaere indeholdt i normalisatoren
for H.

For ¢ € T5 og 0 € H geelder ligeledes, at v, 0ty = ti;. Dermed folger af Lemma 4.1.1, at

Yo © Y O Lkl = Yo O Lkl Ra.u Lkl = Y O Lk,
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hvilket giver
Yp=1 © Yo © Vo O Lkl ~au Lk,l-

-1

Dvs. p7 oo o € H for alle 0 € H og alle ¢ € T5, hvoraf T5 er indeholdt i normalisatoren

for H.
For1<i<l<j<kogvelipecTlser

popo(ll+1l)op oy =go(p(l),p(l+1)oy™
= (¥(e()), Y(p( +1)))
= (¥(0), e+ 1)),

sa (i,5) =Yoo (I,l+1)op ' oy~ for passende ¥ € Ty og ¢ € Ty. Eftersom T} og Tb er
indeholdt i normalisatoren for H vil (i,j) € H.

Enhver transposition 7 i Sy er enten lig med (i,7) for passende 1 < i <1 < j < k eller et
produkt af tre sddanne transpositioner, idet

(a,b) = (a,c) o (b,c) o (a,c)
for a,b,c € {1,2,...,k}. Hvis a,b > [ veelges ¢ <, og hvis a,b < [ veelges ¢ > .

Da H er en undergruppe af Sj fglger, at H indeholder enhver transposititon i S, og dermed
ethvert element i Sy, da dette kan skrives som et produkt af transpositioner. S& H = S;. O

Vha. ovenstaende lemmaer er vi nu i stand til at vise fglgende seetning:

Szetning 4.3.3. 7 Antag D er en separabel og unital C*-algebra og at D har approksimativt
indre halvflip. Da geelder,

(i) D®*® har approksimativt indre flip.
(ii) D®® er sterkt selv-absorberende.
(iii) Der findes en folge af unitale *-homomorfier (pn)S2 1, @n : D ® D®*® s DO 4
T llon(d@ 1pec) — ] = 0
for alle d € D®>.

Bewis. (i). Vi skal vise, at opee : D @ D®® — D®® @ D®* givet ved
oo @Y) =y 7, T,y DO

er approksimativt unitaert sekvivalent med id pesgpes. Men pr. definition af det uendelige
tensorprodukt findes for hvert k& € N en injektiv *~homomorfi ji, : D®* — D®>® g3

e}
D% = | mu(D%H),
k=1

"[TWO05, Proposition 1.9]
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hvor D®F = 1, (D®F) er en voksende fglge af del-C*-algebraer i D®°.
Lad for ethvert k € N, A, : D®* @ D®F — D®?k @ D@2k yapere givet ved,

A = (idD@;k ® 1lpekr) ® (idD®k &® 1D®k).

Jvf. Lemma 4.3.1 er det altsa tilstraekkeligt, at vise, at Ag er approksimativt uniteert sekvivalent
med A 0 o per for ethvert k € N, hvor oper : D®F @ D®F s D®F @ Dk er givet ved,

oper(z®@y) =yQx, x,ye D,

Men da
M(z®y) =2® Lper ®Yy @ Lper, x,y € DO

0g
(Mo oper)(@®@y) =y @ lper @z ® 1per, =,y € D

fglger det gnskede af Lemma 4.3.2.

(ii). Pr. definition af det uendelige tensorprodukt antages, at (D®>°, {114}%2 ;) er den induktive
greense af den induktive folge {D®F, oy}, hvor ay : D®F s D®FFL er givet ved,

ay = idper ® 1p. Fra tidligere har vi, at ((D®>®° ® D®®), {u, ® pui}32,) er isomorf med den
induktive graense af den induktive folge {D®* @ D®* oy @ oy }32,.

Endvidere er (D®>, {0152 ,) isomorf med den induktive greense (C, {px}32,) af den induk-
tive folge {D®?* aopyq o o}y, thi der findes for hvert & € N injektive *-homomorfier
p : D®F — D® g3 diagrammerne

D®2k+1 2ke+1 D®2k+2
H2k+1
H2k+2
Do
0og
D®2%k 2k D®2k+1

H2k
H2k+1
D&

kommuterer. Men sé vil diagrammet,

D®2k 2k D®2k+1 X2k41 D®2k+2

M2k
H2k+2

D

ogsd kommutere. S& der findes jvf. [KR86b, Proposition 11.4.1] en injektiv *-homomorfi
0:C +— D®® si ug = 6o pi. Endvidere er 0 surjektiv, idet

9] o
DE> _ U i (D®F) C U pog (DE2K).
k=1 k=1
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Definer nu 9y, : D®?* — D®F @ D®F ved
wk(a1®b1®--'®ak®bk):a1®~-®ak®bl®-'-®bk, a;,b; €D, 1<i<k.

Da det minimale tensorprodukt er kommutativt og associativt er i en *-isomorfi, og for
a;, b, € D fas

(Yrt1 0 agpgr 0 2p)(a1 @by @ -+ @ ag @ b) = (Vk1 0 A2pp1) (01 @ b1 @ -+ @ a ® by @ 1p)
=tp1(a1 @b @ ®ap @b, ®1p @ 1p)
=a1® - ®aRlpdb®--- @b, ®1p
= () ®@ ag) o (a1 @b @ - ® ag, @ by,).

Heraf er

Yr+1 © Qopy1 0 aop = (g @ o) © Yy,

eftersom *-homomorfier er linesere kontraktioner. Dvs. der findes *-isomorfier v, : D®?* —
D® @ D%k 53 flg. diagram

agzoqs Q5004 a7oag

D®D

D®4 D®6 DO

I

a1 ®aq 2 @2

D® D —— D%®2 g D®2 —— D®3 @ D@3

az®as
2.

..4>D®OO®D®<>O

kommuterer. Det skal bemaerkes, at 1 er identitetsafbildningen p4 D ® D. Dermed findes en
*_isomorfi ¢ : D®® s D®® @ D®,

Vi vil vise, at 1 er approksimativt uniteert sekvivalent med id pee ® 1pew~. Lad k € N, og lad
0 : D®%F s D®® yere *-homomorfien givet ved,

Q2L 41002k Q2 43002k 42 Q2L 450002k 44
_—

D®2k+4 e D@oo.

D®2k D®2%k+2

Et lignende argument som i beviset for Lemma 4.3.1 giver, at det er tilstraekkeligt for ethvert
k € N at vise, at ¢ o §; er approksimativt uniteert sekvivalent med (id pee ® 1peec) © 0.
Men for a;,b; € D, i € {1,...,k} geelder, at

(Yodgp)(a1®@b1®  ®ap®by) =a1®- Qap®@1pR1p® - @@ RERV1pR®1IpX...
0g
((idpee @ 1pgs)00k)(a1 @01 @+ RarRb;) =411 Q- Rap R R1IpR1IpRIp®...

Det gnskede fas nu af Lemma 4.3.2, idet D®* kan betragtes som en del-C*-algebra af D®.

(iii). Af (ii) fas, at 1, idpece ® 1peee : DF® s D @ D®® er approksimativt unitaert
akvivalente. Der findes altsd en folge (u,)>2 ; af uniteere i D @ D®°(~ D®) s§

Jim (@, — 9 Lpos| =0
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for alle d € D®>,
Heraf fas for ethvert d € D®>,

Tim ld = 6 (ua(d© Tpeme )| = lim (67 ((d) = 6 (un(d @ Lpo )|
= lim [Jupu,p(d)upu;, — un(d @ 1pses)ur ||

=0.
Definer for alle n € N, ¢, : D®® @ D®® s D® ved,
on(x) = v Nupzu?), =€ D@ D,
Da er ¢, en *-homomorfi, der opfylder, at
T [lpa(d @ 1pew) ]| = 0
for alle d € D®®. Endvidere er ¢, unital, da 1 er unital. O

Sxtning 4.3.4. Lad B vere en UHF-algebra. Da er B> sterkt selv-absorberende.

Bevis. Fra Eksempel 3.2.6 har B approksimativt indre halflip. S& Seetning 4.3.3 (ii) giver, at
B®> er staerkt selv-absorberende. O

Szetning 4.3.5. 8 Lad D vere en separabel unital C*-algebra med approksimativt indre haluflip.
Da er D sterkt selv-absorberende, hvis og kun hvis en af folgende wkvivalente betingelser er

opfyldte.

(i) Der findes en unital *-homomorfi v : D @ D — D som opfylder, at v o (idp ® 1p) er
approksimativt uniteert cekvivalent med idp.

(i) Der findes en unital *-homomorfi vy : D @ D w— D og en folge (vn)5>; af unitale
*-homomorfier, ¢, : D — D, sd

Jim_{|n (di)d2 — dagn(dr)|| = 0
for alle dy,d2 € D.
(iii) Der findes en folge (M\n)SS af unitale *-homomorfier A, : D®>® — D, sd
nlggo | An(x)d — dA,(z)]] =0
for alle x € D®* og alle d € D.

(iv) Der findes en *-isomorfi p : D — D%,

8[TW05, Prop. 1.10]
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Bevis. Antag D er steerkt selv-absorberende. Da findes en *-isomorfi ¢ : D — D ® D og en
folge af unitere (uy)22, 1 D ® D, sa

lim |lu;o(d)u, —d®@ 1p|| =0

for alle d € D.
Saet y =@ L. Daery: D® D+ D en *-isomorfi, og (7(u,))S%, er en folge af unitaere i D.
For alle d € D er

i {7y (uyp)dy(un) =v(d @ 1p)|| = lim_||y(uyp(d)un) —d® 1p)|
n—oo n—oo
= lim ||u,o(d)u, —d® 1p||
n—oo
=0.
S& yo(idp®1p) er approksimativt uniteert sekvivalent med idp, hvilket betyder, at (i) geelder.
(i) = (ii): Antag v : D® D — D er en unital *-homomorfi, s yo (idp ® 1p) er approksimativt
uniteert sekvivalent med idp. Da findes en folge (vy,)22; af uniteere i D, sa

71151;0 |lvpy(d® 1p)v, —d| =0

for alle d € D.
For hvert n € N defineres ¢, : D — D ved

on(d) = viy(1p @ d)v,, de D.

Heraf er ¢, en unital *~homomorfi og for vilkéarlige elementer di,ds € D kommuterer ¢, (d;)
med v}y(da ® 1p)vy, thi,

v(1p & di)vyv)y(da ® 1p)vy,
Y (1D & dl)(dg X 1D))Un

©n(di)vpy(de ® 1p)vn = v5(
2
27((d2 @ 1p)(1p ® dy))vy,
Y (
Y (

Y(d2 @ 1p)vpvyy(1p ® di)vy

v
v
v
v
vry(de @ 1p)vpen(dy).

For vilkarlige elementer dy,ds € D féas heraf, at

Jim{|@n(di)dz — dapn(di)]| < lim ([lpn(di)(d2 — vp7y(d2 @ 1p)vn) ||

+llpn(da )i (d> © 1p)on — v37(ds © 1) vnspn(d) |
+11(v57(d2 ® 1p)vn — da)pn(dr)])
<2 Tim [lon(d)lldz — v37(d2 © 1p)oal

=0.
(ii)= (iii): Lad v : D ® D + D veere en unital *-homomorfi. For k € N sattes
=7 08 Y =Ildper1®7y, k=2

08
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Da er v, : D®F+1 s D® og ¢fy, : D®* - D unitale *-homomorfier. Der gzelder, at

Yi+2 © (idper ® 1pes) = (idperts ®¥) o (idper ® 1p @ 1pgp)
= (idper ® 1p ® 1p)
== (ldD®k ® 1D®D),
0og
(idperi1 @ Ipgp) o (idper @ 1p) = (idper @ 1pes).
Sa
Yk =710+ 0 V41 0 V42 © (idper ® 1pes) = Yp11 0 (idper @ 1p).

Men pr. definition af (D®>°, {114}72 ) som den induktive greense af den induktive folge

idp®1p idpgp®1p idpepep®1D
- s> ...

D———D®D——D®D®D
fas jvf. [KR86b, Proposition 11.4.1] eksistensen af en entydig *-homomorfi ¢ : D®* — D, si

Yo = Y. S& da ¥ og g er unitale er ¢ en unital *~homomorfi.

o0
n—

Pr. antagelse findes en folge (¢,,)22 af unitale *-homomorfier, ¢, : D +— D, s&

Jim_[lon(dr)dz — dapn(d)]| = 0

for alle dy, dy € D.
For hvert n € N sattes A\, = ¢, 0 9. Dvs. (A\,)02; er en folge af unitale *-homomorfier,
An : D®® 1 D, sa

Jim [Aa(@)d = dn@)] = lim [on(¥(@))d ~ dpn(b(@)| =0

for alle z € D®* og alle d € D.

(iii) = (iv): Da D er en separabel, unital C*-algebra med approksimativt indre halvflip, fglger
af Seetning 4.3.3 (ii), at D®> er steerkt selv-absorberende. Satning 4.2.2 giver, at D®> har
approksimativt indre halvilip, og pr. antagelse findes en folge (\,,)02 ; af unitale *-homomorfier
An : D®® — D sa

lim [\, (z)d — d\,(2)]] =0

n—oo

for alle x € D® og alle d € D. *-homomorfierne \, er injektive, da D®> er simpel, jvf.
Seetning 2.3.5. S& af Saetning 2.4.2 fas, at D = D @ D®>,
Lad (D%, {px}72;) veere den induktive greense af den induktive folge

idp®1p idpgp®1p idpgpep®1p

DD——D®D®D

Da de forbindende *-homomorfier er injektive er py, : D®¥ — D®> injektiv for ethvert k € N
og fra tidligere har vi, at (D ® D%, {idp ® ux}32,) er isomorf med den induktive greense af
den induktive fglge

id id 1 idp ®id ®1
D®DMD®D®DIMD®D®D®D e
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idet D betragtes som den induktive greense af den induktive fglge

D D D D.

For hvert k € N er idp ® py, : D®¥1 = D ® D®* en injektiv *-homomorfi og

(idp ® pr41) © (idpertr ® 1p) = (idp ® pk+1) © (idp @ idper ® 1p)
=idp ® (pk+1 © (idper ® 1p))
=idp ® pg.

[KR86b, Prop. 11.4.1] giver eksistensen af en injektiv *-homomorfi § : D®> — D @ D®> s3
idp ® pg = 0 o g4 for alle £ € N. Endvidere er 6 surjektiv, idet

e} o

D®D®OO ldD ® U Nk D®k) U idD( )®,uk D®k U ldD ®,u;€ D®k+1)
k=1 k=1

Da der findes en *-isomorfi ¢ : D +— D ® D®® vil p = =101 : D — D®>® vaere en *-isomorfi.

Antag omvendt, at (iv) geelder. Seetning 4.3.3 giver, at D®* er staerkt selv-absorberende. Men
pr. antagelse er D =2 D®°, si heraf fas ogsi, at D er stezerkt selv-absorberende. Dette medfgrer
jvf. ovenstaende, at (i) gaelder.

Vi har hermed vist, at de fire udsagn er akvivalente, og er opfyldte hvis og kun hvis D er
steerkt selv-absorberende. O

Saetning 4.3.6. Lad B vere en UHF-algebra med associeret supernaturligt tal n = (nj)j 1-
Da er B sterkt selv-absorberende, hvis og kun hvis n; € {0,00} for alle j € N og nj # 0 for
mindst ét j € N,

Bevis. Jvi. Seetning 3.4.5 findes en *-isomorfi ¢ : B +— B®>, hvis og kun hvis n; € {0,000}
for alle j € N med n; # 0 for mindst ét n € N. Seetning 4.3.5 (iv) giver hermed, at B er
steerkt selv-absorberende, hvis og kun hvis n; € {0, 00} for alle j € N og n; # 0 for mindst ét
jeN. O

4.4 Egenskaber for steerkt selv-absorberende C*-algebraer

Korollar 4.4.1. ° Huvis D er en separabel, unital og sterkt selv-absorberende C*-algebra, sd
er D =2 D%k = DO for hyert k € N og D har approksimativt indre flip.

Bevis. Da D er sterkt selv-absorberende findes en *-isomorfi ¢ : D — D ® D. Sa for hvert
k € N er det oplagt, at D =2 D®F.

Jvi. Seetning 4.2.2 har D approksimativt indre halvflip, sd Seetning 4.3.5 (iv) giver endvidere,
at D = D®>®_ Af Seetning 4.3.3 (i) fas, at D®* og dermed D har approksimativt indre flip. [

?[TW05, Korollar 1.11]
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Korollar 4.4.2. '° Lad A og D veere separable, unitale C*-algebraer, si D er sterkt selv-
absorberende. Da vil to vilkarlige unitale *-homomorfier o, B : D — A® D veere approksimativt
unitert ekvivalente. Specielt vil to unitale endomorfier pa D wvere approksimativt uniteert
ekvivalente.

Bevis. Af Satning 4.2.2 har D approksimativt indre halvflip, s der findes jvf. Seetning 4.3.5
(iv) en *-isomorfi ¢ : D — D®> og Satning 4.3.3 (iii) giver en folge (\,)°2; af unitale
*-homomorfier, ), : D®® ® D®® s D®>® g§

Tim (@9 1pen) — df| =0

for alle d € D®°.

Lad for n € N, ¢, : D ® D +— D vaere defineret ved

©Pn =1/710>\n0(1/1®”¢)-
Da er (¢n)72 en folge af unitale *-homomorfier, og for d € D geelder, at
Jim [pa(d @ 1p) — df = lim (7" 0 Ayo (6@ 4))(d @ 1p) —d]

— T [0 (10 $))(d 1) — ¥(d)
= lim [A(((d) © Lpsee) — ()]
=0.

Seet for hvert n € N

a, = (ida ® pp) o (a®idp) o (idp ® 1p) og

B, = (ida ® @) o (B®idp) o (idp ® 1p).
Dvs. @p, 3, : D — A®D er unitale *-homomorfier. Men af Szetning 4.2.2 har D approksimativt
indre halvflip, s idp ® 1p,1p ® idp : D — D ® D er approksimativt uniteert sekvivalente.
Heraf fas af Lemma 4.1.1,

Qp Ry (1dA & (Pn) © (a & ldD) o (1D & ldD)

(idA (= (pn) o (a(lD) & idD)
= (idA ® (,On) o (lA RI1Ip® idD)
(ida ® pn) 0 (B®@idp) o (1p ®idp)

~ 6
Nau Pp-

Sa af transitiviteten af approksimativ uniteer sekvivalens fas, at @, er approksimativ unitaert
xkvivalent med S, for alle n € N.
For ethvert d € D er lim,_, |[@n(d) — a(d)|| = 0, thi

lim [[(ida ® pn)(a®@d®1p) —a®d| = lim |[a® ¢,(d®@1p) —a®@d|
n—oo n—oo
= llal| lim pn(d® 1p) — df
n—oo
=0

10[TWO05, Korollar 1.12]
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for alle a € A og alle d € D, hvilket medfgrer, at
Tim (@ () — a(d)]| = lim [|((ida ® pu) o (@ ®idp))(d® 1) — a(d)|
= 1im [|(ida ® pu)(a(d) © 1p) — a(d)]
=0.

Tilsvarende fas, at lim,, . ||3,,(d) — 8(d)|| = 0, for alle d € D, s& « er approksimativt uniteert
ekvivalent med [ jvf. Lemma 4.1.1.

Lad nu «, 8 veere to unitale endomorfier p4 D. Da D er starkt selv-absorberende findes en
*isomorfi ¢ : D +— D ® D. Dvs. Yo, o3 : D+ D ® D er unitale *~homomorfier, som
er approksimativt uniteert sekvivalente jvf. det lige viste. S& der findes en fglge af uniteaere
(up)2 11 D® D, sa

lim |Juy, (¢ 0 a)(d)un — (¢ 0 B)(d)]| = 0

n—oo

for alle d € D. Dvs. ("1 (uy,))S%, er en fglge af uniteere i D, si

lim [|(6~" (un))*d) o~ (1) — B(d)| = 0

n—oo

for alle d € D. Heraf er a og (8 approksimativt uniteert sekvivalente. O



Kapitel 5

Cuntz algebraerne

Vi skal i dette kapitel give flere eksempler pa C*-algebraer, der er steerkt selv-absorberende.
I det forste afsnit defineres Cuntz algebraerne O, for n > 2, og vi viser deres universelle
egenskab. Herefter gennemgés nogle vigtige egenskaber for Cuntz-algebraerne, bl.a. at O, er
en simpel og purely infinite C*-algebra. Til sidst skal vi vise, at Oz og Oy er staerkt selv-
absorberende C*-algebraer, og vi viser ogsd, at hvis A er en separabel, simpel og nukleser
C*-algebra, sa er A isomorf med A ® O, hvis og kun hvis A er purely infinite.

5.1 Den universelle egenskab

Definition 5.1.1. Lad H veare et uendeligt dimensionalt Hilbertrum og lad n > 2 veere et
naturligt tal. Lad si,..., s, vaere isometrier pa H, der opfylder, at

n
Zsis;‘ =1. (5.1)
i=1

Da defineres O, til at veere del-C*-algebraen af B(H), der er frembragt af sq, ..., s,.

Cuntz algebraen O, defineres til at veere C*-algebraen frembragt af en uendelig folge (s;)2°,
af isometrier pa H, der opfylder,
S:Sj = (Sijl. (5.2)

for alle 7,7 € N.

Bemaerk at ifglge definitionen af O,, geelder ogsa, at sjs; = 0;;1 for alle 4,5 =1,...,n.

Vi skal nu retfeerdiggere definitionen af O,,, dvs. vi skal vise, at definitionen er uatheengig af
valget af isometrier. I det folgende fastholdes et n € N og isometrier (s;)";, pa et uendeligt
dimensionalt Hilbertrum H, der opfylder (5.1), hvis n er endelig og (5.2), hvis n = oc.

Beviset for den universelle egenskab er ret langt, sa vi vil nedenfor give en skitse af beviset,
s& strategien bliver mere overskuelig for laeseren:

Hvis (5;)7_; er en anden familie af isometrier pa et Hilbertrum H, der opfylder (5.1) hvis
n < oo og (5.2), hvis n = oo, vil vi vise, at C*(s1,...,8,) = C*(81,...,5,). Idéen er forst
at vise, at afbildningen s; — 3; udvides til en algebraisk *-isomorfi ¢ : A +— .Z, hvor A og

52
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A er *-algebraerne frembragt af hhv. (si)i-y og (5;)i_;. Til dette bevis benyttes de linesere
atbildninger Fjj : C*(s1,...,s,) — B" og ﬁé : C*(31,...,8n) — B™, hvor B" og B™ er del-C*-
algebraer af hhv. C*(s1,...,s,) og C*(51,...,5n).

I anden del af beviset fuldstaendiggeres A mht. en maksimal C*-norm || - ||p. Dette giver C*-
algebraen £, og vi viser ved hjelp af en linezer kontraktion ﬁo :L— B" at C*(s1...,8,) 2 L.

~

Ved nu at kombinere resultaterne fra forste og anden del af beviset fas, at C*(s1,...,s,) =
C*(S1,...,5n)-

5.1.1 Multiindices

Givet k € N, lad W}» vere mengden af alle k-tupler (i1,...4;) med i; € {1,...,n} for
J=1,...,k, hvis n er endelig, og ¢; € N, hvis n er uendelig. Et element p € W}" kaldes et
multiindeks af laengde I(p) = k. Lad W§' = {0} og W2 = Ure o W}

Givet et multiindeks p = (i1, ... i) € W}’ seettes

Sy = 8iySin ... 8iy 08 So=1.
Hvis p = (i1, ...ix) € W}l og v = (j1,...j1) € W}, defineres puv € W', ved

wv = (Tgy e lhy J1ye -+ J1)-

Lemma 5.1.2. !

(i) Lad p,v € WE med l(n) = I(v). Da er sj,s, = 1.

(i) Lad p,v € W3 og antag s},s, # 0.
Huvis l(p) = l(v), sd er s, = s,.
Huis () < 1(v), sd er s, = sus,y med ' € Wit i)

Bewis. (i). Da sfs; = d;;1 fas, at s),s, = du 1.

(ii). Hvis {(p) = l(v) folger af (i), at p = v og dermed er s, = s,.

Hvis I(p) < I(v) findes multiindices «, p/ med () = I(p) og I(p) = 1(v) — I(u), sd v = ayp'.
Dvs. s, = 848,/ Der geelder, at

0 # s;js,, = s:;sas#/ = SpaSus

sS4 a = . O

Lemma 5.1.3. 2 Lad m # 0 veere et ord i {s;}7_; U {s}}7.

(i) Da findes entydigt bestemte elementer p,v € W2

o _ *
%, 84 m = s,s;,.

(i) Hvis mq1 og mo er to ord i {s;}]* 1 U{s '}, og mi = ma, si er antallet af bogstaver fra
{si}7_, minus antallet af bogstaver fra {s}}I_, ens for de to ord.

'[Cun77, Lemma 1.2]
2[Cun77, Lemma 1.3]
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Bewvis. (i). Lad m =z ... 2y, hvor ; € {s;}, U{s}}-, for j =1,...,r. Alle forekomster af
xjxji1, hvor xjzj1q1 = 1 kan slettes. Efter et endeligt antal skridt af sddanne reduktioner er
m=1ellerm=vy;...ys med y; € {s;}1; U{s;}"; og yjyj41 #1forj=1,...,5s—1.
Hvis y; € {s;}i, for et j € {1,...,5 — 1}, da vil ogsa y;41 € {s]}i,, idet m # 0 og
sys; = 0;;1. S hvis jo € {1,...,s} er det stgrste heltal, s& y;, € {s;}—;. Da vil y; € {s}I'";
for jo+1<j<s,ogy; €{s}r, for 1 <j<jo.
Dvs. m = s,s;, for passende multiindices y,v. (Evt. kan p eller v veere ().)
Hvis «, § er et andet par af multiindices, der opfylder, at m = sqs3, sé er s3s, #0,dam#0
08

0 # m™m = sgs;s.S,,.
Der galder, at

* *

p 1
Antag o # p. Da er I(«) # (), idet s%s, = 0aul, hvis I(a) = I(p). S& vi kan uden tab af
generalitet antage, at [(a) < I(p).

Af Lemma 5.1.2 fas, at p = ad/ for o/ € Wil —1(a)- Heraf fas,

* * * * * *
1 — 5w 8y = $p8all = sarsy)SaSa = $a(SaSe — Su8),)Sa = 0,

_ * _ * * * *
SuS;, = SuS,SuS, = MM" = $483535, = SaSq,-

hvilket medfgrer, at so/s7, = 1.
Skriv o' pa formen o = (i1,142,...1), hvor k = l(p) — () og i; € {1,...,n} for 1 < j < k.
Dvs.

* * * *
Sa/Spy = Siy (Sig -+ - Siy 55, - 81,)85, < sy s, < 1,

*
it Zi2/%0
hvilket strider mod sy/s%, = 1.

Hermed er vist, at © = «, og tilsvarende fas, at 3 = v.

(ii). Lad m1 = @1 ... 2, 08 M2 = y1...Yq, hvor x;,y; € {s;}i-; U{s '}, og lad my = mo.
Jvf. (i) findes entydige multiindices p, v s my = 5,5}, = ma.

Reduktionen foregar som for ved at fjerne led, hvor xjz;;1 =1for j=1,...,r —1og
yjyj41 =1for j=1,...,¢—1. Antag at zjz;41 = 1foret j € {1,...,r—1}, og antag at der
findes i € {1,...,n} sd x; = s;. Daer

* f— . * . . e . * . . e . . _ . . _—
8i8; = 8iS; TjTj41 = 8;8; SiTj41 = SiTj41 = TjTj41 = 1,

hvilket strider mod at ;- ; s;s7 = 1, hvis n er endelig og Y., s;s¥ < 1, hvis n = oo. S& der
ma geelde, at x; € {s;}I'_; og analogt fas, at z;41 € {s;}]' ;.

Det betyder, at reduktionen af m, foregar ved at fjerne det samme antal elementer fra {s;}!" ;
og {sf}_,. Pa tilsvarende made laves reduktionen af msg.

Antag, at [(u) = k og l(v) = h. Jvf. metoden for reduktionen findes alts& p € N, s& antallet af
bogstaver i my fra {s;}1; er k+ p og antallet af bogstaver fra {s}}? ; er h+ p. Tilsvarende er
antallet af bogstaver i mq fra {s;}I"; og {s;}?"; hhv. k+ z og h + z for et z € N. Dermed er
antallet af bogstaver fra {s;}!" ; minus antallet af bogstaver fra {s}}” ; ens for m; og my. O

Definition 5.1.4. For ethvert n > 2 definerer vi C*-algebraerne

By = Cl1, Bl =C"({sus, :p,veWy}), k=12,... og

w - o (Om)
k=0
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Idet vi lader KC betegne C*-algebraen af kompakte operatorer pa et uendeligt dimensionalt,
separabelt Hilbertrum K, geelder fglgende Proposition.

Proposition 5.1.5. 3 Hvis n er endelig, er B *-isomorf med M,x(C) og By C By, for alle
k € N. Hvis n er uendelig er B} *-isomorf med K for alle k > 0.

Bevis. For p, p/,v,v" € W} gelder,

(5us,) (8w 8y) = Ouprsus,,
idet sy,5,r = 0,1, 0g
(susy)" = s,,sz.
Hvis n < oo er Zuewg sus;, = 1 for alle k € N. Argumentet fglger pr. induktion, thi hvis

k=1,saer Zuewg SuSy = S sist = 1.
Antag nu, at pastanden geelder for € W' ;. Da fas,

Z 5/13:: Z Zsysjs Z SVZSJ = Z spsy, =1

neWwp veWwp | j=1 veWp | = veWp |

Dvs. {s,s} : p,v € W'} er et selv-adjungeret system af matrixenheder med n* x n* elementer,
der genererer B}'. Hermed er B} = M, (C).
For n < oo og p,v € By geelder,

n n
sus;, = suls, = s, Z 8iS; 8, = Z(Susz)( s;)* € Bi1,

i=1 i=1
s By € BY,.
Lad (er)32 veere en orthonormal basis for K, og definer for i, j € N,

. _ €is k= ]
Eijer = { 0, ellers

Da er (Ei,j)?,?‘:l et selvadjungeret system af matrixenheder, og K = span{FE; ; : i,j € N}. S&
By} er isomorf med K for ethvert k € N, hvis n = oco. O

Bemeark, at ovenstéende Proposition ogsa giver, at elementerne i meengden {s,s}, : p,v € W'}
er et lineart uafhengige.

5.1.2 (*-algebraen C*(si,s2,...,58,)

Definition 5.1.6. For n > 2 defineres

A = C*(s1,82,...,8n)

A = Talg(si,...,8n).
Vi bruger nu Cuntz’s notation og sxtter v = s1 og v~! = s}, og lader m vere et ord i
{si}tioy U{si}iy. Dvs. m = sys;, for entydigt bestemte p,v € WZ. Lad r = l(u), s = I(v) og
k=r—s.

3[Cun77, Proposition 1.4]



56 Den universelle egenskab

(i) Hvis k > 0, seettes m = s,5555". Sa vil m € B og m = moF.
(ii) Hvis k < 0, sattes m = s7"s,s%. Sa vil 1 € B? og m = vk,

(iii) Hvis k =0, da vil m € B} = BY.

Da ethvert € A = span{ss;, : u,v € W2} er en linearkombination af ord i {s;}7_ U{s} }I~,,

kan x skrives pa formen
-1 N
T = g v'x; + x9 + g ;0"
i=—N i=1

hvor z; € B" fori € {—N,...,N}.
For x € A szttes Fj(z) = x;.
Vi skal nu vise Proposition 5.1.7.

Proposition 5.1.7. * Elementerne x; = F;(z) er entydigt bestemte af z, og ||F;(z)|| < ||z]|.

Til beviset far vi fgrst brug for et par lemmaer, som kun gaelder for n < co. Sa i det fglgende
- frem til beviset for Proposition 5.1.7 antages n < oo.

Lemma 5.1.8. Lad A : A — A vere givet ved,
n
AMz) = Zsja;s;, x €A
j=1

Da er X en unital og injektiv *-homomorfi, og for alle k € N er

Mo(z) = Z syxs,, € A.

veWp

Bevis. Afbildningen A er klart linezer, og A(x*) = Y0, s;a*st = 370 (s;ws7)* = Az)*.
Endvidere geelder for z,y € A, at

n n n

AMzy) = Z sjTYs; = Z SjT878YSj = Z SjT8; Zsiysf = Az)A\(y).

j=1 j=1 j=1 i=1
Sa da A(1) = 3>°7_; sjs7 =1, er A en unital *-homomorfi. Endvidere er A injektiv. For antag
)\(I‘) = 0. Da S?Sj = 52']'1 fflS,

n
r=s] E sjzs; | s1 = s1A(z)s1 = 0.
J=1

Af induktion og ved at benytte, at s7s; = d;;1 ses, at der for alle k € N geelder, at

Mo(z) = Z syxs,, x € A.

veWp

4[Cun77, Proposition 1.7]
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Lemma 5.1.9. 3 For ethvert k € N gelder, at
M(A) = (B2 N A.
Bevis. Lad p,v € W', Benyt at s)s, = 0,1, og fa for z € A, at

k _ * _ *\k _ * * *
N(z)s, = E SLTS,Sy = ST 0g SN () = g S, SyTS,, = TS,
vewp vewp

for alle k € N. Dette giver, at
*\k _ * _ vk *
susp A (x) = suxs,, = AV (x)sus),.

Sa AF(A) C (BR) N A.
Ladnu y € (BY) NAoglad v € W} Seet = s}ys,. Sa er

Mo(z) = Z SuTS), = Z SuSLYSyS, = Z YSuS,5uS, = Z Ysus, = Yy (1) = y.

peEWwp pewn pewn pewp
Dvs. y € A\¥(A). O

Lemma 5.1.10. ¢ Lad my, ..., ms vere ord i {s;}7, U{s:}",, og lad k € N. Antag, at hvert
m; er pd formen m; = s,s;, hvor l(p) # I(v). Sd findes et r € N og en projektion 0 # p € B},
sa

psa,misgp =0

fori=1,...5 og alle o, 3 € W}

Bevis. Antag m; = s,s;, med [(u) # l[(v). Lad o, 8 € W['. Da er enten s}m;sg = 0 eller det
folger af Lemma 5.1.3, at der findes entydige v,0 € W[, sa sim;s3 = s,s5. Af Lemma 5.1.3
folger ogsa, at antallet af bogstaver fra {s;}!' ; minus antallet af bogstaver fra {s}}I" ; er ens
1s,misg og sys5. Dvs.

() = U(6) = U(w) +1(B) — (l(v) + Uex)) = U(p) = U(v).

Sa da W} er endelig, er det tilstreekkeligt for enhver endelig meaengde af ord m/,...m) pa
¥ hvor [(u;) # (), at vise, at der findes et r € N og en projektion p € B,

r_
formen m; = s, s},

Sa
pmip =0

forallei=1,...,s.

Lad nu m = sus; med I(u) # [(v). Antag uden tab af generalitet, at [(x) > I(v). Lad
7> 2l(pu) — I(v), og st p = sys?, hvor I(y) = 7. Da er p en projektion i B}, idet s3s, = 1.
Findt € N, sdy = v'my2... %y, hvor I(v') = (v) og I(y) < U(m) =+ =) = () —L(v).
Der gealder, at

* * *
PMP = SyS3SuS, Sy Sy

®[Hes95, Lemma 2.2.5]
6[Hes95, Lemma 2.2.6]
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Sa hvis pmp # 0 er s;s, # 0. Dvs. 875,054, ...5,5y # 0. Eftersom s;,5,, = d,,/1 fas saledes,
at V' =v.

Endvidere giver pmp # 0, at sis, # 0. Dvs. s7 /s
(8u8y,)*su # 0. Da l(vy1) = () fas at p=vy.

Hvis pmp # 0 fas ogsd, idet vi bruger 7 sy, =1 = sjsy,

L85, 8,8, # 0, hvilket medforer at

* * ok ok * ok ok *
0 F S38uS,8y = 85185, o+ 85,85, 8,581 Sy SuSyy Syg v+ Sqy Syt = SorSh oS, 8y o Sy Syl

Dvs. 1 =72 ="--- = 08 5,5y, # 0. Altsé er v entydigt bestemt ud fra ;.

S& givet m og r som ovenfor, findes hgjst én projektion p pa formen p = s,s3 med v € W,

s& pmp # 0, idet 1 er bestemt entydigt ud fra u og v.

Hvis vi betragter en endelig maengde m/, ... m} af ord pa formen mj; = s,,s;, med I(u;) # l(v;)
folger det, at for et tilstraekkeligt stort r og for hvert i € {1,..., s} findes hgjst s projektioner
pa formen p = s,s% med v € W, sa pmip # 0 for i € {1,...,s}. Sa da antallet af elementer
i maengden {p = s,s 'y € W} er n", kan vi ved at ggre r tilstreekkeligt stort finde en
projektion p € B}, sa pm/p = 0 for alle 1 € {1,...,s}. O]

Vi kan nu vise Proposition 5.1.7:

Bewis. For i > 0 giver konstruktionen, at Fj1(z) = F;(zv*) og for i < 0 er F;_1(z) = F;(vz),
s det er tilstrackkeligt, at vise pastanden for Fy(z).

Betragt forst tilfseldet, hvor n er endelig. Find k € N, sa zg € B}'. For j € {—N, ..., —1} findes
k;j € N, s& z; € By . Dvs. v/z; er pa formen S 36 , hvor l(%) # 1(6;) for j = —=N,..., -1,

idet antallet af bogstaver fra {s;}"_; minus antallet af bogstaver fra {s}}? ; er ens i v/z; og
Sn; 55 Ligeledes vil z;v7 veere pa formen S 56 , for j € {1,. N} hvor I(vy;) # 1(d;). Jvt.
Lemma 5.1.10 findes 7 € N,r > k og en prOJektlon 0#pe B

psivizisgp =0 forj=—N,...,—1 og psizjv'sgp=0 forj=1,...,N

for alle o, B € W

Saet ¢ = M(p) = ZaeW’? sapsh. Dvs. ¢ # 0, da A er injektiv, og ifglge Lemma 5.1.9 vil ¢
kommutere med ethvert x € B}'. Der galder at,

qviziq = Z Z sapsf;évjajjsm)sﬁ =0
BEW] acW

forj=—-N,...,—1og

qacjvjq = Z Z sapstjijBpsE =0
BEW acW

forj=1,...,N.
S& qrq = qroq = qFo(z)q for = € A.
Lad ¢ : B} — qBj;q vaere givet ved

o(z) =qrq, =€ By.
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Afbildningen ¢ er klart lineser, og da ¢ er en projektion er ¢(z*) = (z)*. Endvidere er ¢
multiplikativ, da ¢ kommuterer med ethvert element i B}!. Da B} = M, (C), som er simpel er
ker(p) = {0}, idet (1) = ¢, s& ¢ er en *-isomorfi, da afbildningen ogsa er surjektiv. Dermed
er

[Eo(2)]| = lle(Fo(@))]| = llgFo(z)gll = [lgzqll < [l=]-

Betragt nu tilfeeldet med n = oo og lad = € A.
Da findes en endelig delmeengde I af N, sd x er en linearkombination af ord i s;, s} for 7 € I.

Veelg en isometri 5 € B(H), s4 55 =1 0g 55" = 1 — ), 5;5;. Bemzerk, at dette kan lade sig
gore, hvis og kun hvis projektionen pg = 1 — >,y si5; er Murray von Neumann akvivalent
med 1, hvilket geelder hvis og kun hvis dim(py) = dim(1). For j € N\ I er sjs; < po, s&
dim(pg) > dim(s;s}) = dim(s}s;) = dim(1)(= oo). Dvs. der findes et element 5 € B(H), si
5 =1 og 5" = po.

Meangden I C N kan veelges si 1 € I. Lad A veere *-algebraen frembragt af {si}ier U {s}.
For a € A definerer vi ﬁi(a) mht. v = s; pa samme made som vi definerede Fj(z). Da er
Fy(x) = Fy(z), idet x kun er givet ved et udtryk i s;, s7, hvor i € I. Fra tilfeeldet med n < oo
fas eksistensen af en projektion ¢ € .Z, sa

qrq = qFo(x)q og |laFo(x)all = [|Fo(x)]].

Dvs. R R
[ Fo(2)|| = I1Fo(x)]| = l[gFo(z)qll = llqzql|l < [l=||.

-1 ; M ; .
Antag nu, at * = >, v'@, + xy + > ;- x;v" er en anden repreesentation af x. Da er

Fy(0) = Fo(x —x) = xo — xf. Sa jvi. det lige viste er ||xg —zf|| < ||z —z|| = 0, hvilket betyder,
at o = . O

Lemma 5.1.11. Afbildningen Fy : A — B"™ kan udvides til en positiv lineer kontraktion
Fj: A~ B™

Bevis. Afbildningen Fy : A +— B" givet ved Fy(z) = xo, © € A er en positiv linezr afbildning.
Thi, skriv € A pa formen,

1 N
T = E v'a; + o + E ;v
=N i=1

med v = s1 og x; € B™. Ved udregning fas, at
-1 N ' -1 N ' '
Fo(z*z) = Z xix; + xhTo + Z(U’)*xfxiv’ = Z xix; + xhTo + Z(xw’)*(xiv’).
i=—N i=1 i=—N i=1

Da hvert led i summen er positivt er Fy(z*z) positiv. At afbildningen er linezer folger klart.
Proposition 5.1.7 giver endvidere, at Fy er normaftagende, s& Fj kan udvides ved uniform
kontinuitet til en normaftagende lineszer afbildning Fj : A — B". Afbildningen F|) er positiv.

= 0. Dvs.

For hvis z € A er positivt, findes en folge (an)neny C A, s& lim, o0 Hx% — ay

limy, oo ||z — aay|| = 0. Heraf fas,

Fi\(z) = F} ( lim a;';an) = lim Fj(a’ay,).

n—oo n—oo
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Da Fy : A — B" er positiv, er Fj(a}a,) positiv for alle n € N. Lad ¢ veere en vilkirlig
tilstand pad A. Da er p(lim, .o Fj(alta,)) = lim, o p(Fj(ata,)) > 0, hvilket medferer, at
Fj(x) = limy 00 Fj(akayn) > 0. S& F{ er en positiv afbildning. O

Proposition 5.1.12. 7 Huis Fj(z*z) = 0 eller Fj(xz*) =0 for x € A, da er z = 0.

Bewis. Skriv x pd formen z = ZZ-_:{N vix; + xo0 + Zz]\;1 z;v* med v = s1 og x; € B"™. Dvs.

Foacx mez—i-xoxo—l—ZxZ

Hvis Fjj(z*x) = 0, da er hvert led i summen 0. For hvis ¢ er en vilkirlig tilstand pa A, si er

~1 N
0 =p(Fp(z*z)) = Y plafzi) + plagwo) + Y e((wiv) (ziv)).

i=—N i=1
Men da ¢ er positiv, vil p(ziz;) € Ry U{0} for i = —N,...,0 og o((z;v?)*(z;v?)) € Ry U{0}
fori=1,...,N. Sa ¢(zfz;) =0 for i = —N Oogcp((xl )(.r, ) =0fori=1,...,N.
Eftersom @ er en vilkarlig tilstand, giver dette spemelt at zjz; = 0 for ¢ = —N,. 0 og
(z;v")*(w0') =0 fori=1,...,N. Dvs. 2; = 0 for i = —N,...,0 og z;v" = 0 for z—l ,N.
Heraf er z = 0. Hvis Fj(zz*) = 0, fas tilsvarende, at x = 0. O

Antag (5;)]", er en anden familie af isometrier pé et uendeligt dimensionalt Hilbertrum H,
der opfylder at " 557 = 1 (eller 5755 = 3515, hvis n = o0.)

Lad A veere —algebraen frembragt af (s,) ', og lad A veere C*- algebraen frembragt af (53)iy.
For ethvert k € N sattes B,’; = C*({sus pu,v € Wi't) og som for lader vi B" vaere C*-
algebraen frembragt af foremngen alle B" for k=0,1,....

Malet er at vise, at A & A og som det fgrste skal vi vise, at A = A

Proposition 5.1.13. 8

i) For p,v € W, k € N kan afbildningen s, s — 5,55 udvides til en *-isomorfi
Tk 547 Moy
Y™ B — B™,

(ii) Afbildingen s; — 8; (i =1,...,n) kan udvides til en isomorfi af *-algebraer ¢ : A — A.
Bevis. (i). Antag forst, at n < co. For k € N er
By = C*({sus, : p,v € Wi'}) =span{s,s, : p,v € W'}

Tilsvarende er E,? = span{5s,s; : u,v € W'}. Et € B} kan entydigt skrives pa formen

m
T = Zcisms;, m €N, ¢ € C,p;,v; € W, (5.3)
i=1

"Inspiration fra [Hes95, Prop. 2.2.9]
8[Hes95, Proposition 2.2.11]



Den universelle egenskab 61

da {susi}{wjewﬁ er linezert uatheengige. Definer ¢} : B} — E}g ved

m m
n * ~
k E :Cisﬂisui = § :cis,uisu
i=1 =1

Afbildningen er klart lineser, og ogsa veldefineret pga. entydigheden i (5.3).

Der galder, at
m m
i <Z> = > e, =
i=1 i=1
og for p,v,v,0 € W} fas,

o585 = Vi (58, )r (8455)-

Sa da 1)y er linezer, er v}’ ogsa multiplikativ. Det fglger heraf, at v} er en surjektiv *~homomorfi,
og da B! = M, (C), som er simpel, er ¢}’ endvidere injektiv.

n
Der geelder, at B" = (J;2, B}, hvor B} C By, for alle k € N. Definer ¥™ : |32, By —
Uiz Byt ved

Vi (5u8,5v55) = Vg (607 5485) = duy 5,85 = 3y

YMa) = Pp(2), € | B,
k=1

hvor k er det mindste positive heltal, sa x € B}. Da ¢} er veldefineret for alle k € N er "
veldefineret. For z € J;—, Bp ﬁndes et mlndste k€N, saz e By C B, for ethvert [ € N.
Skriv x pa formen x = ", ¢;s,,55 for m €N, ¢; € C, s, 5., € Wk Dvs.

m n m n
x = Zcism Z 87878, = Z Zci(smsj)(s,,isj)*,
i=1 j=1 i=1 j=1
s&
m n m
Viy1(z ZZCZ (5:55) (5,55)" = ZC'LSNZ v = Yr (@),
i=1 j=1 1=1

Pga. entydig fremstilling af x € B}’ som en endelig linearkombination af elementer i s,s;, og
jvf. definitionen af 7 fas altsa,

Vi () = Prpa(e)
for ethvert [ € N. Sa da ¢} er en algebraisk *-isomorfi for alle & € N, er 9" en algebraisk
*-isomorfi. For lad z,y € J;—; By- Da findes mindste k,l € N, s& « € B} og y € B}". Hvis

k<lerxze B ogyp(x)=1(x). Sa
V™ (wy) =P (wy) = ¥ (@)Y (y) = g (@)U (y) = ™ (@)P" (y).

Tilsvarende fas, at 1" er lineser, og det folger klart at ¢(z*) = ¢(z)* for = € | J,—, By.
Antag ¢"(z) = ¢"(y) for z,y € Up—, By. Antag, at k <! € N er mindst mulige, s& z € B}
ogy € BJ'. Da er

Ui (x) = P () = 9" (x) = " (y) = ¥'(y)-
Heraf er z = y, da ¢} er injektiv. Eftersom 1} er surjektiv for ethvert k € N, er ¢"(J,—, B}) =
Uiz, B
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Vi kan dermed udvide 9" til en surjektiv *-homomorfi zZ" . B" — B Endvidere bliver {DV”
isometrisk, idet ¢n|Bg er isometrisk for alle k € N. Sa B™ er isomorf med B™, nar n er endelig.

Lad nu n = oco. Antag at {s;}5°;, {8:}:2, er familier af isometrier pa uendeligt dimensionale
Hilbertrum H hhv. H, der opfylder (5.2) og set
si=s®%, i=12...
!

Da er {s;}>°, en familie af isometrier pa Hilbertrummet H & H, der opfylder, at (si) s =

j
0ijl g Seet A" = "alg(s], s3,...), dvs.

A’ = span{s,s," : p,v € W} = span{s,s; & 5,5, : p,v € W}

Ethvert € A’ kan repraesenteres pa formen,
m
* ~ o~ 0o
T = g CiSp; Sy, D Spsy,,, m € N,¢; € C g, v € W,
i=1

sd vi kan definere ¢ : A" +— A ved

m m

* ~ -~ _ . *

¥ E :CZSMSW@SM‘SW - § CiSp;Sy,;-
=1

i=1

Det folger, at ¢ er linewr, og hvis Y7 ¢;s,,55, @ 5,,5, =0, daer Y 7% ¢isp,85, = 0,54 @ er
veldefineret. Endvidere er p(a*) = ¢(z)* for © € A’. For i,j € N galder, at
(550, © 5:5,,) (s 8:7' & /S\Mjé\;k/j)) = (S50, S, 512 B 5y

*
vj

Sk ok
Sy 51;50;)

= 81,5y, 50,
= ‘P(Smszz- ©® :S\M?;i)(p(swsz © gﬂjé\;j)'
Sa ¢ er multiplikativ. Dermed er ¢ en surjektiv *-homomorfi, som entydigt kan udvides til en
surjektiv *~homomorfi ¢ : A’ — A.

Definer B’*° p4 tilsvarende made som vi definerede B> og B> Dvs.

B/oo :C* <U B’/Coo) ’
k=0

hvor B{™ = Clyep- Lad ¢o B> — B vere restriktionen af ¢ til B’*°. Jvf. konstruktionen

af ¢ er g surjektiv, og vi vil nu vise, at ¢y ogsa er injektiv.
Saet G, = C*(B,™,B{™,By,...,B;,”™) C B"™. Da (G},){2, er en voksende folge af del-C*-
algebraer i B>, s& B'™ = J;—; G}, er det tilstraekkeligt at vise, at QOO’G;C er isometrisk.

Til beviset far vi brug for fglgende pastand, som fgrst vises senere:

Pastand 1. B, er et lukket to-sidet essentielt ideal i G, = C*(Bg°, BY®, ..., B°).

Antag nu til modstrid, at c,00|G;c ikke er injektiv, og lad I veere kernen for <p0|G;c. Daer I et
lukket to-sidet ideal i G}, og for 0 # x € I findes mindst ét y € B;>™ s& ay # 0, eftersom B>
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er et essentielt ideal i G}. Dvs. I N B> # {0}. Men B},™ er simpel, da B, = K, som er
simpel. S& da I N B er et lukket to-sidet ideal i B;,™, fas at I N B,™ = B, ™.

*

Men for p,v € We© er s;,s,” € B;™ og

@O(SLSIV*) = @o(susy, ®5uS,) = sus, # 0.

Heraf fas en modstrid med B, C I.
Dvs. ¢o|G), er injektiv og dermed isometrisk, hvilket betyder, at g : B> +— B> er en
*-isomorfi. Tilsvarende findes en *-isomorfi $p : B’ +— B>. Dermed er ® : B> — B> givet
ved,

® = ppow

en *-isomorfi.

Vi mangler nu bare, at vise Pastand 1:

Bevis. Da B> er en del-C*-algebra af G}, er B, lukket. Antag 0 < m < k. Lad = = s,5,%,
hvor p,v € W og lad y = sys5™, hvor 7,8 € W°. Da findes 7/ € WS° og 7" € W2, | sé
1.0

Y=77,08
TY = 5,5, 541 Sy1185" = Oyt Sy SsT € B>,

Dette medforer, at xy € By™ for alle x € G og alle y € B;°. Tilsvarende fas, yx € By, sa
B> er et lukket to-sidet ideal i Gy,.

Vi skal herefter ved hjeelp af Lemma 1-4 vise, at Bp° er et essentielt ideal.

Lemma 1. For ethvert k € N er B° + G_1 = G

Bewis. Det er oplagt, at B° + Gi—1 € G}. Omvendt er Gi_; en del-C*-algebra af G, og B°
er et lukket to-sidet ideal i Gy, s B;° + G—1 er en C*-algebra. Lad v : G, — G}/ B;° veere
kvotientafbildningen. Da er ¥ (Bp° + Gi—1) = ¥(Gr—1) = ¥(G}). S hvis x € Gy, findes y €
B +Gi—1,sa(x) = ¢(y). Dvs. Y(x —y) = 0, hvilket betyder, at z —y € By° C Bp° +Gj_1.
Heraf folger, at x € B° + Gj—1. O

Lemma 2. For alle k € N findes en split-eksakt folge,

0 By —— Gy, <7r7/\ Gr—1—=0 (5.4)

Bewis. Lad ¢ : B;° — G}, veere inklusionsafbildningen, og lad v : Gy, — Gy /Bp° veere kvo-
tientafbildningen. Seet 1o = ¢|q, , : Gr—1 — Gi/By°. Af Lemma 1 fas, at ¢y er surjektiv, og
Gr—1 N B° = {0} giver, at g er injektiv. Dvs. 9y er en *-isomorfi.

Seet m = ¢0_1 o oglad A : Gg_1 — G} veere inklusionsafbildningen. Da er

ker(m) = By = Im(¢) og for x € Gy er (moA)(x) = 7(x) = . O

Lemma 3. Lad k € N og lad x € Gj,. Antag xs; =0 for alle i € N. Da er x = 0.
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Bevis. For k = 0 er pastanden oplagt. Antag, at pastanden gelder for n = k£ — 1, og lad
x € Gi. Daer 0 = 7(zs;s}) = n(x)s;s}, sa

m(x)s; = w(x)sis; s; = 0.

Induktionsantagelsen giver, at m(x) = 0, s& x € B°.

Lad (13)$2; veere familien af alle multiindices i Wg°. Daer (31, 5,85 )

enhed for B°.
Antag z # 0. Sa findes u € Wg°, sd zsys;, # 0. Skriv p = (i1, i2,...,1x), hvor i; € N for
j=1,...,k.Daer

ey €N approksimativ

0 # w88, = 54, (Siy - - - 8iy,) S5

hvilket strider mod, at xs; = 0 for alle 7 € N. O

Lemma 4. Lad k,l € N og lad x € Gj. Antag at xs, =0 for alle p € W>®. Da er x = 0.

Bewis. Hvis [ = 1 gaelder pastanden jvf. Lemma 3. Antag [ > 2 og at pastanden geelder for alle
[ —1 og antag nu, at s, = 0 for alle p € W*. Lad i € N, og seet y = (vs;)*(xs;) € Gi41. Da
er ys, = 0 for alle v € W}, idet iv € W og xs;s, = 0 pr. antagelse. Induktionsantagelsen
giver hermed, at y = 0. Dvs. zs; = 0 for alle ¢ € N. Af Lemma 3 fglger nu, at = = 0. O

Vi ser nu, at B;° er et essentielt ideal i Gy. For antag x € G, og zy = 0 for alle y € Bi°. Da

er zsys, = 0 for alle u € W2 og dermed er

J— * J—
TSy = TSuS,, Sy = 0.

Derfor er x = 0 jvf. Lemma 4. O

(ii). Da A = span{s,s;, : p,v € W2}, kan ethvert « € A skrives pa formen

m

* n

T = E CiSp; S, m €Ny € C g, v € W
i=1

Lad ¢ : A+— A veere givet ved
m
pla) =Y cisus,
i=1

Af konstruktionen ses, at ¢ er en *-homomorfi, hvis ¢ er veldefineret. Hvis x = 0 er

r*r = za* = 0, og dermed er Fj(z*z) = F{(zz*) = 0. For a € A defineres FB(@) mht. ¥ = §
pa samme méde som vi definerede Fy(z). Med ﬁg betegner vi den entydige udvidelse af I til
en linezer positiv kontraktion fra Aindi B

Jvif. Definition 5.1.6 er F{(z) € span ({Up_ {sus; : p,v € WJ'}) € B", sa konstruktionen af
@ giver dermed, at p(Fj(z)) = ﬁ’\é(go(a:)) Af (i) fas, at p(F{(z*z)) = 0 = @(Fj(zz")), s&
j’z(cp(:u)*go(x)) = ﬁ’g(go(x*x)) = p(Fj(z*x)) = 0, og tilsvarende er j’z(cp(x)cp(:v)*) =0.
Proposition 5.1.12 giver hermed, at ¢(x) = 0, s& ¢ er veldefineret. Et lignende argument giver,
at (x) = 0 medferer, at x = 0. S& ¢ er injektiv. Eftersom ¢ ogsd er surjektiv, er A = A O



Den universelle egenskab 65

5.1.3 (*-algebraen L

Inden vi kan bevise, at A er isomorf med E, skal vi fgrst vise, at A er isomorf med L, der
er fuldstaendiggerelsen af A mht. || - ||o, som er en C*-norm pa A, der defineres nedenfor. Til
beviset for vi brug for definitionen og egenskaber for integraler af kontinuerte funktioner med
veerdier i en vilkarlig C*-algebra. De resultater vi far brug for er gennemgaet i Appendix A.2.

Vi udstyrer nu A med den stgrste C*-norm,
|z]lo = sup{||p(x)]|| : p er en *-repraesentation af Apé et separabelt Hilbertrum}.

Vi skal vise, at |- ||op er en C*-norm. Da s; er en isometri, gaelder for en vilkarlig reprassentation
pyat [|p(si)l|? = llp(si)*p(si)|| = |p(sisi)|| = 1,84 ||p(si)|| = 1 for i = 1,...,n. Dvs. for ethvert
ord m i {si}jy U {si}ii, er [[p(m)]| < 1.

For ethvert x € A findes et N € N, sd x = Zf\il a;m; for a; € Cog m; € {s;}1' U{si} .
Heraf er ||p(z)| < sz\il laip(m;)]| < Zfil la;| < oo for enhver repraesentation p. Altsi er

N
[llo = 35— lail < oo

Forae Cogx e Aer

|laz|lo = sup{||p(azx)]| : p er en *-repraesentation af A pa et separabelt Hilbertrum}

= sup{|al||p(z)]|| : p er en *-repreesentation af Apa et separabelt Hilbertrum}

la| sup{||p(x)|| : p er en *-repraesentation af Apé et separabelt Hilbertrum}

= lal[lzlo-
Trekantsuligheden er ogsa opfyldt, thi for =,y € A og for enhver reprasentation p er,

lp(x +y)ll = llptx) + oI < o)l + o) < llzllo + lyllo-

Dvs. [l +yllo < [lz]lo + [lyllo- Tilsvarende ses, at |lzyllo < [|lllo/|yllo-

Vi skal ogsa vise, at ||[z*z|o = ||z||3 for alle € A. For enhver reprasentation p og alle z € A

lz*2llo > |o(a2)|l = llp(2)*p(2)]l = llo(2)II?,

s [|lz*z]lo > [|=[|§ og

lp(z*2) ]| = [lp(x)*p(2)|| < llp(x) [llp()]l = o),

s [|lz*zlo < [l/3-

Da ||p(x)|| > 0 for alle repraesentationer p og alle z € A, er ||z|lp > 0 for alle z € A. Hvis
lz|lo =0, da er ||z]| < ||z|lo = 0, hvilket betyder, at z = 0. Omvendt, hvis x = 0 er p(z) =0
for enhver repraesentation p, s ||z|/o = 0.

Hermed er vist, at || - ||o er en C*-norm pa A.

Lemma 5.1.14. Lad L vere fuldstendiggorelsen af A mht. || - |lo. Den positive lineere kon-
traktion Fy : A +— B"™ kan udvides til en positiv lineer kontraktion Fy : L — B".
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Bewvis. Jvf. Proposition 5.1.7, fas at || Ep(z)|| < ||z|| < ||z]lo for z € A. S& Fy er ogsé normafta-

gende mht. ||-[|o, og kan dermed udvides ved uniform kontinuitet til en lineser, normaftagende,
afbildning Fy : £ — B". At afbildningen er positiv fas pé tilsvarende méade som i beviset for
Lemma 5.1.11. O

Ladt € T={z€ C:|z| =1}, ogset 5; = ts; for i = 1,...,n. For alle 7 gelder, at

Ak Tk 2 %
578 =tsits; = |t|*s;s; = 1.

S& s1,...,8, er en folge af isometrier i A, der opfylder, at
n n n
D omiEr =) tsits; =) sis; =1
i=1 i=1 i=1

for n < o0, og at 575; = 6;;1, hvis n = oo.
Af Proposition 5.1.13 kan afbildningen s; — ts; for ethvert ¢ € T udvides til en *-homomorfi
At + A — A. Hvis p er en vilkéarlig *-repraesentation af A pa et separabelt Hilbertrum, s er
po X\ det ogsa. Dvs.

lo(Ae(2))|| < [|z]|o, for allex € A.

Dette medfgrer, at ||Ai(x)||o < [[z][o for alle x € A. Heraf kan A; udvides ved uniform konti-
nuitet til en *-homomorfi A\; : L+— L. Fori=1,...,ner

MeAz(8i) = Ae(tsi) = tA(si) = tts; = si = ApAhe(si)-

Da A = *alg(s1,...,8n), 0g )\t er en *-homomorfi, fas heraf at \yA\; = M\ = id4. Et green-
seveerdiargument giver nu, at /\t)\ =\ )\t idz, hvilket betyder, at )\t er en automorfi.

Proposition 5.1.15. * For x € £ gelder, at

F x):/TXt(x)dt

hvor dt er Haarmalet pd T. Specielt er ﬁo : L — B"™ tro, dvs. x =0, hvis z > 0 og Fvo(x) = 0.

Bevis. Vi skal for x € E forst vise, at afbildningen t — \(z), (T — L) er kontinuert. For
p,v e Wi set y=s,s;), ogset r=1(u) —I(v). Da A\t : L — L er multiplikativ, er

M(y) = M(y) = s, (0) sy = 1100 (1) M)y,

Hvis I(p) > I(v) er M(y) = t7y, og hvis [(p) < () er M(y) = (O) Ty = t"y.

Da A = span{s,s} : p,v € Wi} er M\e(2) et polynomium i ¢ for # € A, og dermed er
t— Xt(x) kontinuert for z € A. Lad nu z € L og lad € > 0 veere givet. Da findes et
¥ € A, s& |lr —2'||o < g, og da t — M\(2') er kontinuert findes § > 0 for alle s € T, s&

th(x’) SWED ‘0 < ¢ for |t — s| < 6. Heraf fas, at

th(g;) _ /\S(x)HO < HX,@) ~ (!

— ()

Ao(@') - X801:)”0

< 2|z - x'HO + th(l‘,) — Xs(2) .

< 3¢

9[Hes95, Proposition 2.2.14]
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for |t —s| < 6.
Dvs. t — M\(z) er kontinuert for alle z € L.

Betragt igen y = s,s;,. Hvis 7 = () — l[(v) # 0 findes s € T, 53 s" = —1. Da er

/t’“dt: /(st)’“dtz/—t’“dt: —/t’“dt,
T T T T

hvilket medfgrer, at [ "dt = 0.

Der findes et entydigt z € L, s& der for alle ¢ € L* gaelder, at ¢(z fT o( )\t (y))dt. Endvidere
er

~ 0 forr #0

A dt:/ t"y)dt = /trdt:{

/Tw( +(y)) _PEy)dt=oly) | o(y) forr = 0.
~ 0 forr#0 .

Men da Fy(y) = { y forr—0 ¥ (Fo > S o( (Ae(y))dt, hvilket betyder, at
FO f']l‘ )\t
Dyvs. fT Ne(z Fy(z) for alle € A = span{s,s} : p,v € W2}, idet v [p e(z)dt og Fy

er linezere afblldmnger

H [ 7w < [ Rt < [ lelode = el [ d= el
T 0 T T T

for alle x € £. Sa da afbildningen x — fT )\t )dt ogsé er normformlndskende er den konti-

Der galder, at

nuert. Et greensevaerdiargument giver derfor, f.ﬂ, Me(z)dt = Fy(z) for alle z € L.

Antag nu, at = € £ er positiv. For at vise, at Fo(z) = 0 medfgrer, at z = 0 vil vi vise det
kontrapositive, dvs. z # 0 medfgrer at Fy(z) # 0. Hvis & er positiv og  # 0 er )\t( ) positiv
0g )\t( ) # 0 for alle t € T, idet X er en automorfi. Der findes altsi en tilstand @ pa L, der

opfylder, at ¢ (Xt(x)> > 0 for alle t € T. Det folger, at

® (ﬁo(x)> =g </£r Xt(x)dt) = /T(p (Xt(m)) dt > 0.
Sa da ¢ (ﬁ’o(x)) £ 0 for en tilstand ¢ pa L, er Fy(z) # 0. O

Proposition 5.1.16. ' £ er kanonisk isomorf med A.

Bewis. Da identitetsatbildningen id 4 : A — A er en surjektiv, lineser atbildning, og da
llida(x)| = ||z|| < ||z|jo kan id 4 udvides til en surjektiv lineser, normaftagende afbildning
m:L— A, idet A er en taet delmaengde i hhv. £ og A. Vi mangler at vise, at w er injektiv.
Sa lad x veere et positivt element i £ og antag m(x) = 0. Da er F{(n(z)) = 0, hvilket medforer,

10[Cun77, Proposition 1.11]
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at Fy(z) = 0. Thi, find (2)neny C A, 58 limy, o0 || — 20 = 0. Dvs.
ﬁo(m) = ﬁo ( lim xn)
= lim Fy(a,)
= lim Fy(m(zy))

= lim Fj(n(xy))

i (r (1, )
— Fy(n(x))
=0.

Proposition 5.1.15 giver saledes, at x = 0. Da 7 er kontinuert er 7w endvidere en *-homomorfi,
da id4 er det. S& hvis 7w(x) = 0 for et vilkarligt element x € £, er w(z*z) = w(z)*n(x) = 0.
Det lige viste giver saledes, at *z = 0, og dermed er x = 0. O

Szetning 5.1.17. ' Huvis {si}, er en anden familie af isometrier, der opfylder at
Yo 85t =1 (eller 575 = 8451, hvis n = 00), da er A kanonisk isomorf med A.

(Dvs. afbildningen s; — s; udvides til en isomorfi fra C*(s1,...,sn) pd C*(51,...,5,).)

Bewis. Proposition 5.1.13 og Proposition 5.1.16 giver eksistensen af *-isomorfier 7 : £ +— A,
ogT:L— A SaTon ! A Aeren *-isomorfi. O

Seetning 5.1.17 retfeerdigger hermed definitionen af O, = C*(s1, ..., s, ), eftersom C*(s1,. .., sp)
er uafhaengig af valget af isometrier, der opfylder at Y ", s;s7 = 1, hvis n er endelig og
578 = 0;;1, hvis n = oo.

5.2 Egenskaber for O,

I dette afsnit skal vi vise, at O,, er en purely infinite og simpel C*-algebra for alle n > 2.
Som det forste skal vi vise en steerk egenskab for O,, nar n er endelig, der medfgrer at O,
er simpel. Resultater, der omhandler purely infinite C*-algebraer er gennemgéet i Appendix
A3.

Szetning 5.2.1. '? Lad n vere endelig og lad x # 0 vere et vilkdrligt element i O,,. Da findes
elementer a,b € Oy, sd axb=1.

Bevis. Da x*z # 0 giver Proposition 5.1.15, at ﬁ’o(x*x) # 0. Antag uden tab af generalitet,
Fy(z*z)
ethvert 0 < ¢ < 1 geelder, at ||z*z — y|| < . Dvs.

at = 1. Som fgr kan vi da A er taet i O, finde et positivt element y € A, s& der for

Hﬁo(x*x) _ ﬁo(y)H - Hﬁo(x*x _ y)H < o'z —y|| < e,

H[Cun77, Theorem 1.12]
12[Cun77, Theorem 1.13]
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s& Hﬁo(:v*:v)H +e> Hﬁo(y)H > Hﬁo(x*x)H — €. Heraf fas,

1+e> Hﬁo(y)u >1-—e.

Som i beviset for Proposition 5.1.7 findes r € N og en projektion ¢ € B}, sa
Hﬁo(y)H = Hqﬁo(y)qH og qyq = qﬁo(y)q. Da Fo(y) € By}, for et k' € N og g € B}, findes et
keN,siqFy(y)g € By, idet Bf C By C By C ...

Eftersom B} = M, «(C) og qyq er positiv, findes én-dimensionale orthogonale projektioner

T1y.o o, Tk € B og A1, ..., A € R U{0}, s

nk
qyq =Y Niri.
i=1

Lad 1 < ig < n veere givet, si \j, = max;c;c,x{\;}. Der gelder, at Ay, = [lqyq|, da
o(qyq) = {\i}]~, og spektralradius af qyq er lig med normen af qgyg. S& 1 —¢ < \j; < 1+e.
Da s¥st* er en én-dimensional projektion i By er shst? ~ 1. Sa der findes en partiel isometri

we B, si u*u =1y, og uu* = s¥stF. Sat o/ = stFug. Dvs.

a'ya” = si uqyqu”s}

nk
= sthy Z iru* st
i=1
nk
= s’{kumo Z Niru* st
i=1
= s’l‘k)\iouriou*s’f
= Xip 8" Funtunt o
= igsi"stsi" s}
= Ni L.

Heraf fas, at

lo'a*za™ — 1| < |l za” — a'ya | + la'ya” — 1]
< |la'|*[l*x — y|| + [la'ya"™ — 1|
<et ‘1 - )‘io‘
< 2e.

Sa 1 ¢ o(d'z*xa™ — 1), hvilket betyder, at 0 ¢ o(a’x*xza™). Altsé findes et v/ € O,, si
a'x*ra™b = 1. Seet nu a = d’z* og b = a*V’ og det gnskede er vist. O

Korollar 5.2.2. For 2 <n < oo er O, en simpel C*-algebra.

Bevis. Antag I # {0} er et lukket to-sidet ideal i O,,. Lad x # 0 veere et element i I. Jvf.
Seetning 5.2.1, findes a,b € O,, sd azb=1. Hermed vil 1 € I, sa I = O,,. 0
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Satning 5.2.3. For 2 <n < oo er O, en purely infinite C*-algebra.

Bevis. Lad = € O, \ {0}. Da giver Satning 5.2.1 eksistensen af a,b € O,,, s axb = 1. Hvis
y € O, fas, at y = (ya)xb. S& Setning A.3.3 giver, at O, er purely infinite. O]

Der geelder analoge resultater for O, som vi skal vise, i det fglgende. Men fgrst far vi brug
for en indledende proposition.

Proposition 5.2.4. ' Lad n < 0o og lad vy, ..., v, vere isometrier pi et uendeligt dimen-
sionalt Hilbertrum H, sdy ;| vy < 1. Da genererer projektionen p = 1—> """, v;v} et lukket
to-sidet ideal I i C*(v1,...,vy), som er isomorf med K.

Kvotienten C*(vy,...,vy,)/I er isomorf med O,.

Bewvis. Lad p € W2 vaere givet, og definer v, pa samme méade, som vi tidligere definerede s,,.
Seet
J = span{v,pu, : p,v € WL

Da er I = J klart et afsluttet to-sidet ideal i C*(vy,...,v,), og endvidere er I indeholdt i
ethvert afsluttet to-sidet ideal M i C*(v1,...,vy), der indeholder p. Thi, v,pv} € M for alle
w,v € W og dermed er J C M. Sa da M er afsluttet er I C M.

Betragt nu produktet « = (vupv})(vapvy) for p, v, a, 8 € WZ,. Jvi. Lemma 5.1.3 findes enty-
digt bestemte v,0 € W2, sa vjv, = vyv5. Da pv; = 0 for i = 1,...,n er pvyvsp # 0, hvis og
kun hvis v,v5 = 1, hvilket geelder hvis og kun hvis v = a. Dermed er

(vupvj)(vapv;) = 5l,avup1)2§ og (vupv,)* = vl,pv;.

Maengden {v,pv; : p,v € WL} er hermed et selv-adjungeret system af matrixenheder, der
genererer J.

Lad {E,}uvewy veere et selv-adjungeret system af matrixenheder, der frembringer K, og
definer en afbildning v,pv; — E,, .
Ethvert « € J kan entydigt skrives pa formen

m

T = chmpv; ci € Cyui,v; € W2, (5.5)
i=1

idet {vupv;}{uvewn) er lineert uathengige. Sa vi kan definere en afbildning a : J
span{E,, : p,v € W2} ved

m m
*
o g iUy, PV, :E ciBuu;.
i=1 i=1

Pga. entydigheden i (5.5) fas, at o er veldefineret, og da {Ej,, }{,vewn er lineaert uathaengige,
fas ogsa at « er injektiv og dermed isometrisk. Endvidere er o en *-homomorfi, s& « kan ved
uniform kontinuitet udvides til en isometrisk *~homomorfi a: I — K.

Da a(l) = o(J) = span{E,, : p,v € Wi} = IC, fas, at I = K.

13[Cun77, Proposition 3.1]
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Vi mangler nu at vise, at C*(vy...,vp)/I = Op. Lad © : C*(v1,...,v,) —= C*(v1,...,v,)/1
vare kvotientafbildningen. Da er m en surjektiv *-homomorfi, sa

C*(v1, ... vn) /I = m(C* (1, ..., vn)) = C*(x(v1), ..., 7(vn)).

Familien 7(vy),...,m(vy) er ogsa en familie af isometrier, og da 7(p) = 0 fas,
n n
0=m(1l)— Zw(vivf) =1- Zﬂ(w)ﬂ(w)*.
i=1 i=1
S& Y i, m(vi)m(v;)* = 1. Heraf folger af Seetning 5.1.17, at C*(v1, ..., vn)/I = Oy, O
Bemaerk, med de samme antagelser som i Proposition 5.2.4, at for givet i« € {1,...,n} og

w,v € W2 findes et £ € N, sa v;kvupvjvf = 0. Thi, der findes entydige 7,6 € W2, sa
vivF = vyv}. Som for er pujvF #£ 0, hvis og kun hvis v, = vF.
xk

[

Sa da I = span{v,pvi : pu,v € W2} fas altsd, v avF — 0 for k — oo for alle a € I.

Vi kan nu vise en version af Szetning 5.2.1 for O, hvilket ogsé medfgrer, at Oy, er simpel.

Szetning 5.2.5. 4 Lad  # 0 vere et vilkdrligt element i Os. Da findes a,b € O, sd
axb=1.

Bevis. Antag x er et positivt element i O 0g Hﬁo(x)H = 1. For ethvert 0 < ¢ < 1 findes et
positivt element y € A = *alg(s1,s2,...), sd [|[x — y|| < e. Antag uden tab af generalitet at

HFo(y) =1

Da y er en endelig linearkombination af ord i {s;}°; U {sf}5°; findes en endelig delmangde
I C N, sa y er en linearkombination af ord i {s;}ic1 U {s] }icr.

Antag at Oy, er reprasenteret pa et Hilbertrummet H og find som fgr en isometri 5 p& H, sé
55% =1—3 . ys;5;. Veelg nu et ig € N, sa ig ¢ I, og saet

Ay = C*"({si}ie1,5) og Az = C*({si}icl, Si)-

Ifglge Proposition 5.2.4 genererer projektionen p = 1 — ) ;1887 — 84,57, et ikke-trivielt to-
sidet ideal I i Ay. Af Proposition 5.2.4 folger ogsa, at As/I = O, hvor n = |I] + 1. Men da
Y ic1 8is; +55% = 1 folger af Seetning 5.1.17, at Ay/I = A;.

Lad p : Ay — Ay/I veere kvotientafbildningen. Dvs. {p(s;)}ier U p(si,) er en maengde af
isometrier i Ay/I, der opfylder, Y .y p(si)p(s:)* + p(si,)p(54,)" = 1.

Vi kan vaelge I, sa 1 € I, og definer ﬁo i A; mht. s og Fjji Ay/I mht. p(s1), som vi definerede
Fy i O,. Dermed er ﬁo(y) = ﬁg(y), da y kun er givet ved et udtryk i s;, s} for ¢ € I. S&

1B ()l = || Fotw)| = [Fotw | = 1.

Dette medforer, at ||p(y)|| > 1, og p(y) er altsé et positivt element i (Az/I) \ {0}. Sa da
As/I = O,, der er en unital, purely infinite C*-algebra, findes jvf. Proposition A.3.4
1

a,b € Ay/I, 38 1 = ap(y)b med |al] = ||b]| < <Hf|)|(1y”)||)§ + ¢ < 1+4e¢€. Da p er surjektiv findes

elementer @,b € Ag, si p(a) = a, p(b) = b og [[al| = |all, o] = [Ib]

14[Cun77, Theorem 3.4]
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ap(y)b =1, sa ayb—1 € I. Af bemeerkningen
1 for k — oo for alle ¢ € I. Der galder, at

Elementet ayb € Ay, og p(ayb) = p(a)p(y )p (b) =
efter Proposition 5.2.4 fis hermed, st*(ayb)s® —
5" (@zb)st — s @yd)skll < lalllz = ylllp] < (14 )% < 1.

Som i Seetning 5.2.1 viser det, at sfk(amg)sf er invertibel for et tilstraekkeligt stort £. Samme
argument som i beviset for Saetning 5.2.1 giver nu det gnskede for x > 0. For et vikarligt
0 # 2 € Oy er z*x # 0 positiv. S& der findes altsd a/,0/ € Oy, s& a’z*zb/ = 1. Seet nu
a=dz* og b="V og det gnskede er vist. O

Af Seetning 5.2.5 fas folgende korollar, som bevises pa tilsvarende made som i tilfaeldet med
n < 0o.

Korollar 5.2.6. C*-algebraen Oy er simpel og purely infinite.

5.3 (*-algebraen O,

Vi skal i dette afsnit vise, at O er steerkt selv-absorberende. Fgrste skridt pa vejen er at vise,
at to vilkarlige *~-homomorfier ¢, 1) : Os — A, er approksimativt unitaert seekvivalente nar A er
en unital, simpel og purely infinite C*-algebra. Til beviset far vi brug for folgende lemma.

Lemma 5.3.1. 5 Lad A vere en unital C*-algebra.

(1) Lad u veere et uniteert element i A og lad s vere en isometri i A. Da er sus*+ (1 — ss¥)
uniter og lul; = [sus* + (1 — ss™)]1.

(i) Lad wuq,...,u, vere unitere elementer 1 A og lad s1,...,s, vere isometrier i A, sd

B .
* er parvis orthogonale. Da er

rangeprojektionerne s1sy, ..., s,S
U = S1u1s] + Souass + -+ + Spupsy + (1 — s18] — -+ — spsy)
uniter, og [ul1 = [u1]1 + (w1 + -+ - + [un)1.
Bevis. (i). Det galder, at

(sus™ + (1 — ss"))(sus™ + (1 — ss*))*

= (sus™ + (1 — s5%))(su™s™ + (1 — s5™))

= sus*su*s* + sus® — sus*ss* + su*s* — ss"su's* + 1 — 55" — 55% + 557s5"
= 55" + sus®™ — sus® + su*s* — su*s* +1 — ss* — 55" + s5*

= 17

og tilsvarende er (sus* + (1 — ss%))*(sus* + (1 — ss*)) = 1. Seet nu

v — s 1—ss*
N0 s* ’

'5IMRL, Exercise 8.9]
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Da er v uniteer i My(A) og

Dvs.
[u]; = [diag(u, 1)]; = [vdiag(u, 1)v*]; = [diag(su®s + (1 — ss¥),1)]1 = [sus™ + (1 — ss5¥)];1.

(ii). Det geelder, at

n n
i (Stiet —at 1) (S ) 41

i=1 j=1

n n n n n n n
= Z $is; — Z siul sy + Z Siuy; Sy — Z Siu;S; + Z $iS; — Z sis; + Z 8jU;jS;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 j=1
n
- Z sjsi+1
j=1

=1.

Tilsvarende er uu®* = 1, sd u er uniteer. Ved at benytte, at s7s; = d;;1 fas,

u= H(szulsf + (1 — si87)),
=1
sé "
[uls =) [siwis + (1= sis)h = [uahy + [wz] + -+ + [un)s
=1
jvt. (i). O

Lad A veere en unital C*-algebra, og lad 2 < n < oco. Af den universelle egenskab af Cuntz-
algebraen O, og da O,, er simpel findes en unital *-homomorfi ¢ : O,, — A, hvis og kun hvis
A indeholder isometrier ¢1,...,t,, der opfylder, at > 1" | t;t¥ = 14.

For lad (s;)!"_, veere de kanoniske frembringere for O,. Hvis A indeholder n isometrier, der
opfylder, Y"1 | t;tF = 14, folger af den universelle egenskab (Seetning 5.1.17), at afbildningen
s; +— t; udvides til en *-isomorfi ¢ : O, — C*(t1,...,t,) € A. Omvendt, hvis der findes en
unital *-homomorfi ¢ : O, — A, er ¢ injektiv, da O,, er simpel, og

la=¢ (Z 8&’;) = ZSO(Si)(P(Si)*-
i=1 i=1

Idet vi saetter t; = ¢(s;) ses, at A indeholder n isometrier ty,...,t,, s& > " t;itf = 14.
Antag at A indeholder sddanne isometrier t1,...,t, og at ¢(s;) = t;. For enhver uniter u € A
geelder,

n

n n
Z(utz)(utz)* = Zutitfu* = uZtitfu =uu* =14.
i=1 i=1

=1
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Heraf findes en unital *-homomorfi ¢ : O,, — A med 9 (s;) = ut;, hvilket betyder at

u =73 P(si)e(si)"-

Omvendt, hvis ¢, : O, — A er to unitale *~homomorfier, da er

i=1
uniteer. Thi,
w® =) " 1(si)p(si)* D pls)(s;)*
=1 =1
= SN wlselsisi(sy) = Y wisisy)
i=1 j=1 i=1
NS
=1
= 1.

Ligeledes er uu* = 1. Endvidere fas,
D)= w(s)e(si) e(si) = v(si)p(sisi) = P(si)
j=1

forallei=1,...,n.

Med tq,...,t, € A givet som ovenfor defineres som tidligere p: A +— A og A : O, — O, ved
hhv.

n

n
:Ztixtf, xr€A og Ax) :Zsixsf, x € O,.

i=1 i=1

Som tidligere vist, er p, A unitale, injektive *-homomorfier. Bemark, at

(po Nz ZSD Zw = (o ¢)(x)

for x € O,,.

Lemma 5.3.1 kan benyttes til at bevise dele af nedenstaende satning. Beviset laves kun for
(i) = (ii) og (iii) < (i). Disse implikationer geelder for alle heltal n > 2, hvorimod beviset for
(ii) = (i) kun geelder for lige heltal.

Szetning 5.3.2. ' Lad A vere en unital og Ki-injektiv C*-algebra. Antag der eksisterer en
konstant L, sd der for enhver uniter v € Uy(A) findes selv-adjungerede elementer hy, ..., hy,
der opfylder, at

v = exp(ihy)exp(ihg) - - - exp(ihy,)

16[Rgr93, Theorem 3.6]
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09
m
> _lhill < L.
i=1

Lad n > 2 veere et lige heltal, og antag A indeholder isometrier t1,...,t, med

n
Ztit;f =1.
=1

Lad u veere et unitert element @ A, og lad p: A— A og ¢, : Op — A vere som ovenfor. Da
er folgende ekvivalente

(1) w tilhgrer afslutningen af mengden {vu(v)* : v € U(A)}.
(i) [u)1 € (n—1)K1(A).
(iii) @ og ¢ er approksimativt unitert ekvivalente.
Bewvis. (i) = (ii). Lemma 5.3.1 giver, at [u(v)]1 = D ;= tivti]1 = n[v]1, for alle v € U(A). S&

[op(v)*ly = [l + [u(v)l = [vh + 2oy = =[v"Ti + nv*h = (n = D[v"]1 € (n = 1) K1(A).

Hvis u € {vu(v)* : v € U(A)}, findes for ethvert € > 0 et v € U(A), s ||lu —v|| < e. Af [MRL,
Lemma 2.1.3] fas hermed, at [u]; € (n — 1)K (A).

(iii) < (i). *-homomorfierne ¢, 1) er approksimativt uniteert seekvivalente, hvis og kun hvis, der
for enhver endelig delmaengde F' C O,, og for ethvert ¢ > 0 findes en uniteer w € A, s&

[we(z)w” —P(z)|| <e

for alle x € F. Men da sy,..., s, er generatorer for O,, er det akvivalent med, at der findes
en folge (wy)02 , af uniteere i A, s

lim_{lwnp(si)wy, —¢(si)|| =0

n—oo
fori=1,...,n.
Thi, hvis ¢ og 9 er approksimativt uniteert sekvivalente, findes for ethvert n € N en unitaer
wy, € A, s [|waip(si)wh — ¥(s;)|| < 2 for i =1,...,n. Dvs.

lim_{Jwne(si)wy, —¢(si)| = 0.

n—oo
Hvis der findes en fglge af uniteere (wy)02
i=1,...,n,daer lim, . ||wnp(si)*w), —¢(s;)*||=0fori=1,...,n.

Heraf fas, at

C A, sa limy_o0 ||lwne(si)w) — ¥(s;)]| = 0 for

n

lim_[Jwpp(2)wy, = ()] =0

for alle x i *-algebraen frembragt af (si,...,s,). Dermed gaelder lighedstegnet ogsé for alle

x € Oy, idet ¢ og ¥ er kontraktioner. S& for enhver endelig delmaengde F' C O,, og for ethvert
e > 0 findes en uniteer w € A, sd |lwp(z)w* — Y(z)|| < e for alle x € F.
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For uniteere elementer w, € A galder, at

n
* * g%
Wp(wp)* —u = wy, g tiwrty —u
i=1

(wnp(si)wpp(si)” = P(si)p(si)”)

I
NE

1

<.
I

I
NE

(wnip(si)wy, —p(si))p(si)",
1

<.
Il

0g

n
(wnp(wn)* = w)p(si) = D (wnp(sj)w), —d(s))p(s]si) = wap(si)wy, = (si),
j=1
forallei=1,...,n.
Heraf fas, at u € {vpu(v)* : v € U(A)}, hvis og kun hvis der findes en folge (w, )2 ; af unitaere
1A, 58 limy, oo [|wnp(si)w) —1(s;)|| =0 for alle i = 1,...,n, hvilket er ackvivalent med at ¢
og ¥ er approksimativt uniteert akvivalente. O

Bemaerk, at hvis A er en unital og Kj-injektiv C*-algebra med endelig eksponentiel leengde,
s& er to vilkarlige unitale *~homomorfier ¢, : Oy — A approksimativt uniteert sekvivalente.
Dette folger af Seetning 5.3.2, idet udsagn (ii) er trivielt opfyldt for n = 2. Specielt giver
bemerkningen efter [Rgr02, Theorem 5.1.1], at en unital purely infinite C*-algebra A er Kj-
injektiv og har endelig eksponentiel leengde.

Saetning 5.3.3. C*-algebraen Oy har approksimativt indre halvflip.

Bewvis. Jvf. ovenstdende bemerkning er de to unitale *-homomorfier o, 5 : Oy — Oy ® Oy
givet ved
alz)=z®1,2€0y og Plx)=1Rz, x€ Oy

approksimativt uniteert aekvivalente. Hermed har O, approksimativt indre halvflip. O

Til at bevise at 02 = Oz ® Oy, skal vi benytte, at Oy har approksimativt indre halvflip.
Endvidere far vi brug for fglgende lemma.

Lemma 5.3.4. 17 Der findes en folge (p,)°2, af unitale endomorfier i Oz, som opfylder, at

lim ||pn(2)y — ypn(x)|| =0

n—oo

for alle x,y € O-.

Bevis. En folge (an)22, i O opfylder, at lim, . ||anz — za,| = 0 for alle z € Oy, hvis
lim;, oo [[A(an) — an|| = 0, hvor A : Oz — Os er defineret som for. Dette geelder, idet

2
*
E $inS; — an | Sj

=1

2

g Sians; — an

i=1

[Man) = anll = > = [Isjan — ans;]|

Y[Rgr02, Lemma 5.2.3]
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for j=1,2.

Sa hvis lim,— |[A(an) — anl| = 0, er lim, .o [|sjan — ans;|| = 0 for j = 1,2. Et lignende
argument som ovenfor i beviset for (iii) < (i) giver, at lim, . ||za, — apz| = 0 for alle
z € Os.

Hvis (v,); er en folge af uniteere i O, da vil (vys1)(vps1)* + (vps2)(vps2)® = 1 for alle
n € N, sa der findes jvf. den universelle egenskab for Oy unitale endomorfier p, : O — Oo,
s& pn(si) = vps; for i = 1,2. Heraf folger, at

Tinn [|pu()y — ypu(a)] = 0

for alle z,y € Og, hvis limy, o |[A(pn(2)) — pr(x)|| = 0 for alle z € Oy. Som for er dette
opfyldt, hvis lim, .o [|A(pn(si)) — pn(si)|| = 0 for i =1, 2.

Der galder, at

[IAM(on(s1)) = pu(si)ll = [[M(vnsi) — vnsi

= [[Mvn)A(si) — vnsi
(vn)
(

= [[A(wn) (A(si) = Alvn) onsi) |

< IA(si) = Awon) *onsil.

Un

Samme udregninger som tidligere giver, at u = 2?21 A(s;)sf er uniteer i Oz, 0g A(s;) = us;.
Sa
[A(Pn(5i)) = pu(si)ll < llusi — Mon) vnsil| < [lu = AMon) o

Det er altsa tilstrackkeligt, at finde en folge (v,,)02 ; af uniteere i Oz, sa

lim |Ju — A(vp) v, = 0.

n—oo
Men af Seetning 5.3.2 findes en fglge af unitaere (wy,)52 ;1 1 O, sa limy, oo [|u* —wpA(wy,)*|| = 0,
hvilket medferer, at lim, o ||u— A(wy)w}|| = 0. Det gnskede fas nu, hvis vi for hvert n saetter
Up, = Wy, O

Szetning 5.3.5. 18 C*-algebraerne Oy 0g Oy @ Oy er isomorfe.

Bewvis. Jvf. Lemma 5.3.4 findes en fglge af unitale *~-homomorfier p, : Oy — 0o, sa
lim |{|pn(2)y = ypn(z)| =0
n—oo

for alle z,y € O2. Da Oy er simpel, er p, injektiv for alle n. Eftersom O, er separabel og har
approksimativt indre halvflip, fglger af Seetning 2.4.2) at Qs = Os ® O,. O

Saetning 5.3.6. C*-algebraen Oy er sterkt selv-absorberende, og for ethvert k € N er
Oy = ®f:1 Oy = Q:2, Oa. Endvidere har Oy approksimativt indre flip.

Bewis. Der findes jvf. Seetning 5.3.5 en *-isomorfi ¢ : Oy — Oy @ Oy. Af Seetning 5.3.2 er ¢
approksimativt uniteert sekvivalent med ¢ : Os — Oy ® Os, givet ved
P(x)=2®1, v € O,

Dvs. Oy er staerkt selv-absorberende. Korollar 4.4.1 giver hermed, at Oy har approksimativt
indre flip, og at Oy = ®f:1 0y = Q2 Oy for ethvert k € N. O

18[Rgr02, Thm. 5.2.1]
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o0

Eksempel 5.3.7. Lad B veere en UHF-algebra med associeret supernaturligt tal n = (”j)j:p
hvor n; € {0,00} for alle j € N, og n; # 0 for mindst ét j € N. Da er B ® Oy steerkt selv-
absorberende.

Bevis. Setning 5.3.6 og Saetning 4.3.6 giver, at hhv. Oy og B er staerkt selv-absorberende. Sa
af Lemma 4.2.6 er B ® Oy staerkt selv-absorberende. O

Som vi senere skal se (Seetning 9.1.2), geelder dog at B ® Oy = O, for enhver UHF-algebra B.

5.4 (*-algebraen O,

Vi skal ogséa vise, at O er sterkt selv-absorberende. I beviset benyttes bl.a. at O, har
approksimativt indre halvflip, hvilket fas af Seetning 5.4.1. Satningen giver, at to vilkarlige
*-homomorfier ¢, : Oy — A er approksimativt uniteert sekvivalente, hvis A er en unital,
separabel, nuklezr, purely infinite og separabel C*-algebra. Til beviset af dette resultat far vi
brug for Lemma A.1.15 og Lemma A.1.16 fra Appendix.

Szetning 5.4.1. ¥ Lad A vere en unital, separabel, nukleer, purely infinite og simpel C*-
algebra. Da er to wvilkirlige unitale *-homomorfier ¢,v : Oy +— A approksimativt unitert
ekvivalente.

Bevis. Antag forst, at [1a]lo = 01 Ko(A). Lad s1,s9,... veere generatorerne for Oy. For

ethvert n > 2 er
n—1
lo,, — Z S8is;
i=1

en projektion i O, der er forskellig fra 0, hvilket medfgrer, at projektionerne

n—1 n—1
po=1a—) ¢(sis}) og qo=1a—Y (sis])
i=1

i=1
er forskellig fra 01 A, idet ¢ og 1 er injektive, da Oy er simpel.

Endvidere er projektionerne pg,qo og 14 indbyrdes akvivalente projektioner, eftersom de
repraesenterer det samme element i Ky(A), nemlig 0. Dette ses, idet

p(sis;) ~ @(sisi) = 1a = ¥(sisi) ~ P(sis;)
for alle i = 1,...,n — 1, s& [p(sis))]o = [¥(sis])]o = [laJo = 0 for i = 1,...,n — 1. Da

¢(sis}), p(sjs}) er orthogonale for i # j fas, S o(sis)lo = St e(sisH)]o = 0. Idet
[LaJo = [polo + [, w(sis)]o, fas

n—1
[polo = [1a]o — [Z sa(sisff)] = 0.
=1

0

Tilsvarende er [go]o = 0.
Projektionerne pg, qo og 14 er properly infinite jvf. Lemma A.3.7, da A er en purely infinite

19[Rgr02, Proposition 7.2.5]
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C*-algebra. Endvidere er pg, qo 0og 14 ogsa fulde, da A er simpel. S& Lemma A.3.9 giver, at
po ~ 14 ~ qo. S& der findes isometrier t,,,r, € A, si

po = tnty, thtn, =14 =7)7n08q0 = Tnr.
Dvs.
n—1
Z (si87) + taty, —1A—Z¢SZ + T
i=1

i=1

Lad s1,..., S, vere generatorerne for O,,. Afbildningerne Afp ), /\Sbn) O, — A givet ved,

)\(n)(gi):{SO(sz'), Z.zil,...,nfl 0g )\gbn)(gi):{ U(s;), %:17_,_’7171

Tn, i=n
kan jvf. den universelle egenskab for O,, udvides til unitale *-homomorfier ¢, v, : O, — A
hhv.

Lad nu v veere det uniteere element i A givet ved

U= an Sz SOn Sz Z'¢ 31 +Tntn>

i=1
og set w = ryv*r). Da er w et uniteert element i (7,7 ) A(ryr)), der opfylder, at
(14 — ror’ +w]; = [v*]1 = —[v]; jvf. Lemma 5.3.1.

Seet u = Z?:_ll Y(si)e(si)* + wryt), og definer jvf. den universelle egenskab for O,, en unital
*-homomorfi ¢!, : O,, — A ved

M@g:{W@)giunm_l

Dvs. w =Y 1", ¥, (5i)pn(Si)* er en uniter i A, og [u]; =0, da
u=(lg —rpr, +w)v

og [1 —rpr + wly = —[v]1. S& [u]1 € (n — 1)K1(A), hvilket betyder, at ¢}, pn : Op — A er
approksimativt unitaert aekvivalente, hvis n er lige jvf. Saetning 5.3.2.

Der findes altsé en folge (vg)p2, af uniteere i A, s& limy_,oo ||vpen(z)vy — ¢, (2)|| = 0 for alle

z € Oy. Specielt er limy_. ||vp(si)vy — ¥(s)]| = limg—oo ||vken(5:)v) — ), (53)|| = 0 for
1=1,...,n— 1. Som fgr er det en tilstraekkelig betingelse for, at

Jim [logp(z)vg = ()] =0

for alle # € Ou. Thi, for ethvert lige n € N findes en uniteer z, € A4, s [|zn(s;) 25— (s:)|| < %
fori=1,...,n — 1. Dvs. lim, . ||2n¢(s:)2); — 1¥(si)|| = 0 for alle i. Hermed er det gnskede
vist for [14]o = 0. Vi skal nu vise setningen i det generelle tilfalde.

Lad w veere et frit ultrafilter pa N, lad 7w, : {*°(A) — A, veere kvotientafbildningen og lad
04 : A 1°(A) veere givet ved,

dala) = (a,a,a,...), ac€ A



80 C*-algebraen O

Nar A er en unital Kirchberg-algebra (separabel, nukleser, simpel og purely infinite C*-algebra)
er A,N((my004)(A)) en purely infinite, unital og simpel C*-algebra jvf. [Ror02, Prop. 7.1.1].
Dvs. (1w 004)(14) er en properly infinite projektion i A, N ((m, 0 d4)(A)), s& der findes tre
indbyrdes orthogonale projektioner p,q,e € A, N (1w 004)(A)), 88 (my0d4)(1a) ~p~qgr~e

0g P, ¢; ¢ < (my 0 64)(1a).
Daplgerr=(m,0d4)(1la) —p— q en projektion, der opfylder, at

(my0da)(1a)=p+q+r

Dap 1L rogq L rerp+rogq+r projektioner, for hvilke der geelder, at p +r ~ ¢ + 7.
Eftersom p L (¢ + ) er [(m, 0d4)(14)]o = [plo + [q + 7]o, hvilket medferer, at

p+rlo=[g+7]o=[(m0o084)(1)]o — [plo =0

i Ko(A, N ((m, 004(A))).
For enhver *-homomorfi p : O — A og enhver projektion e i A, N ((7m, 0 04)(A))" definerer
Vi pe 1 Ox — eAge, ved
pe(x) = (myo0da0p)(z)e, € Oc.
Afbildingen p. er klart lineser, p.(2*) = pe(2)*,2 € Ox 08 pe(zy) = pe(x)pe(y), ,y € O,

da e er en projektion, som kommuterer med ethvert element i (m, o §4)(A). S& p. er en
*-homomorfi.

Eftersom [p+r]p = 01 Ko(Ay N (1w 004)(A))) 0og da @pir, Vpir : O — (p+1)Au(p+ 1)
er unitale *-homomorfier, folger af fgrste del af beviset, at ¢p,, er approksimativt unitaert
aekvivalent med ¥y, i (p+7)Au(p + 7).

Afbildningen g+, : O — (p+71)A,(p+7) er en unital *-homomorfi, da afbildningen klart
er lineaer, og (g + ) (2*) = (g + ) (x)* for x € O.

Ved at benytte, at ¢ og r er indbyrdes orthogonale projektioner, der kommuterer med ethvert
element i (7, 004)(A), fas for z,y € Ox,

(pg +¢r) (@) (pq + Pr)(y) = (2q(2) + ¢r(2))(0q(y) + ©r(y))

= (q(me 0 64)((x)) + 7(m0 © 04) (1(x)))
(g7 004)(0(y)) + (7w 0 04) (Y (y)))

= ¢*(mw 0 4)(p(zy)) + qr(ms 0 5.4)(p(xy)) + ra(ms 0 0.4) (P(xy))
+ 12 (M 0. 04) (Y(xy))

= pq(@y) + Pr(zy)

= (oq + ¥r)(zy).

Endvidere er (o, +9,)(lo,) = q+r,sd da[g+7]o = 01 Ko(A,N((my0da)(A))) er de unitale

*-homomorfier ¢g + ¥, Ygtr : Ooo — (¢ + 1)Au(q + ) approksimativt unitaert sekvivalente i
(q+r)Au(g+r).

Heraf fas,

WwoéAo(P:@p—l-r““Pq%a.u¢p+r+¢q:(‘Pq‘f'?v/}r)"‘wp%a.u@bq—&-r‘i‘wp:muo(sz‘low

i Ay. Lemma A.1.16 giver nu, at ¢ er approksimativt uniteert sekvivalent med ¢ i A. O
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Ved hjelp af ovenstaende saetning kan vi nu vise fglgende:

Saetning 5.4.2. C*-algebraen O har approksimativt indre halvflip.

Bevis. Da Oy er en unital, separabel, purely infinite og simpel C*-algebra, galder disse
betingelser ogsa for On ® Oy jvi. [Rer02, Theorem 4.1.10] og Seetning 2.1.3 hhv. Sa sat-
ning 5.4.1 giver, at Oy har approksimativt indre halvflip, da Os ® Ox 0gsa er nuklezer, idet
O er nuklezer. O

Vi skal nu vise Seetning 5.4.4, der bl.a. giver, at Oy er starkt selv-absorberende, samt
betingelser for hvornar A er isomorf med A ® Oy for en simpel, separabel og nukleser C*-
algebra A. T beviset for (ii) far vi dog brug nedenstdende Lemma samt en satning vedr.
semiprojektivitet af en C*-algebra, som er angivet i Appendix. Beviset for (iii) er sendret i
forhold til det, der er givet i [Rpr02], idet vi benytter Korollar 4.4.1.

Lemma 5.4.3. Lad A vere en unital og properly infinite C*-algebra. Da findes en unital,
ingektiv *-homomorfi ¢ : O — A.

Bewvis. Da 14 er properly infinite findes parvis orthogonale projektioner p1,po € A, sa p1 < 14,
p2 < 14 0g p1 ~ 1a ~ po. Find partielle isometrier ¢1,t2 € A, sa tjt; = 1a, t1t] = p1 og
t3to = 14, tat} = po. |

Seet for hvert 1 € N, s; = tZQ_ltl. Da er

sisi =t (t3) My = it = 14.
Hvis ¢ > j fas '
sis =) T =) h.

Men
t§t1 = t;tgt;tltitl == t;prltl == O,

sa s;s; = 0 fori > j.
Hvis i < j er sfs; = ti(t2)? "1 = 0, da

t?tz = titltftgt;h = f{plpgtg =0.

Heraf er s7s; = 0 for i # j. Dvs. (s;57)2, er en fglge af parvis orthogonale projektioner i A.

Pga. den universelle egenskab af O findes en *-isomorfi ¢ : O — C*(s1, 82, 583,...) C A, og
det gnskede er vist. O

Szetning 5.4.4. 20

(i) Lad A veere en separabel C*-algebra. Da er A isomorf med A® O, hvis og kun hvis der
findes en folge (pn)22, af unitale, injektive *-homomorfier, ¢y, : O — M(A), sd

Jim_lon(2)a — apn()]| = 0

for alle a € A og alle x € O.

20[Rgr02, Theorem 7.2.6]
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(ii) Lad A vere en simpel, separabel og nukleer C*-algebra. Da er A isomorf med A @ O,
hvis og kun hvis A er purely infinite.

(iii) C*-algebraen O er sterkt selv-absorberende, og for ethvert k € N er

Endvidere har Oy approksimativt indre flip.

Bewvis. (i). ,Hvis“: Antag, at der findes en folge (¢,,)2% af unitale, injektive *-homomorfier
©n : Ooo — M(A), s& limy o0 ||on(z)a — apy(x)|| = 0 for alle a € A og alle x € Ox. Da O
har approksimativt indre halvflip, fglger hermed af Saetning 2.4.2 at A 2 A ® O.

(ii) ,Hvis“: Antag, at A er purely infinite, dvs. A er simpel, separabel, nuklezr og purely
infinite og dermed en Kirchberg algebra. Zhangs Dichotomy |Rer02, Proposition 4.1.3| giver,
at A er unital eller A 2 A® K. Da A er simpel og separabel galder jvf. Browns Satning, at
ARK = pAp® K for en projektion p #£ 0, p € A. Hvis A er purely infinite er pAp ogsa purely
infinite. For lad a og b vaere positive elementer i pAp. Da findes x € A, s& b = z*ax, idet A er
purely infinite. S& da b = pbp og a = pap fas,

b = pbp = px*axp = px*paprp = (pxp)*a(pzp),

hvilket betyder, at pAp er purely infinite. Endvidere er pAp separabel og ogsa simpel. Thi,
lad I veere et lukket to-sidet ideal i pAp, og lad a # 0 vaere et element i I. Da A er simpel
findes for ethvert ¢ > 0 elementer z1,..., Ty, Y1...,yn € A 88 [[p— > miay;|| < e. Dvs.
lp — > pripapyip|| < €. Hermed vil p € I, s& I = pAp.

Vi vil nu vise, at pAp ogsé er nuklesr:

Lad v : A~ pAp veere givet ved,

v(x) = prp, x€ A,

Da er v en fuldsteendigt positiv kontraktion, og id,s, = v 0idpa,. Lad F C pAp veere en
vilkarlig endelig delmaengde i pAp, og lad € > 0 veere givet. Da idg : A — A er nukleger
jvf. Seetning 2.3.2 findes n € N og fuldsteendigt positive kontraktioner o : A — M, (C) og
n: M,(C)— Asa

|z —(noo)(z)l| <e

for alle z € F. Dvs. yon : M,(C) — pAp er en fuldsteendigt positiv kontraktion, der opfylder,

[idpap(z) = ((von) oo)(@)]| = [l7(z) = v((ne o) (@)l < [z = (neo)()| <e

for alle x € F'. Sa idp4), er nuklezer, hvilket er eekvivalent med at pAp er nuklezer jvf. Seetning
2.3.2.

Dvs. A er enten unital eller A 2 A ® K = Ag ® K for en unital Kirchberg algebra Ag. Det
er hermed tilstraekkeligt, at vise pastanden nar A er unital. For hvis Ag ® Oy = Ay, da er
ARO AR K R0 2K R AR O 2K ® Ay =2 A.

Lad w veere et frit ultrafilter p4 N. Da giver [Rgr02, Proposition 7.11], at A,N((7w004)(A)) er
en purely infinite, unital og simpel C*-algebra. Sa jvf. Lemma 5.4.3 findes en unital indlejring
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©: O AN ((myo004)(A)). Da On er separabel og semiprojektiv (jvi. [Bla04]) findes jvf.
Seetning A.4.5 en unital *-homomorfi @ : Oy — [*°(A), sd

o(x) = (mwop)(z), € Oc.
Seet nu ¢, = m, 0 P, hvor m, : [*°(A) — A er givet ved,
mn{an)nen) = an, - (an)nen € F(4)
Da er (¢n)nen er en folge af unitale *-homomorfier, ¢, : Ox +— A, sd

(,0($) = ﬂ-w((@n(x))nGN)? T € Oco.

Endvidere er ¢, injektiv, da O er simpel. For hvert x € Oy og hvert a € A geelder, at
0 = [le(z)(my 0 0a)(a) = (w0, 0 64)(a)e(z)|| = limsup [lon(z)a — apn(z)].-

Lad {ai,aq,...} vere en teet delmeengde i A og lad {z1,x2,...} veere en taet delmaengde i
Os. For hvert n € N findes X,, € w sé

1
llos(zn)ar — arpj(zp)ll <

for alle j € X, ogalle l,k=1,...,n.
Veelg induktivt ny € X og nji1 € X1\ {1,2,...,n;}. Ved at erstatte j med n; fas dermed
en fglge af unitale, injektive *-homomorfier ¢; : Ox — A, 58

lim [|p;(z)a — ap;(x)] =0
j—00

for alle a € A og alle x € Oy. Af (i) folger heraf, at A 2 A ® Ox.

(iii). C*-algebraen O« er simpel, separabel, nuklezer og purely infinite. Heraf folger af (ii), at
Ooo 2 Oso @ O Lad ¢ : On — O ® O veere en *-isomorfi. Seetning 5.4.1 giver, at ¢ er
approksimativt uniteert sckvivalent med ¢ : Oy — On ® Oy givet ved,

P(@)=2z®1, x € O,

da O ® Oy er separabel, unital, simpel, nuklezer og purely infinite. S& O er sterkt selv-
absorberende. Korollar 4.4.1 giver, at O har approksimativt indre flip, og O =2 ®f:1 O =
;2| O for ethvert k € N.

(ii) ,Hvis*: Antag A 2 A ® O, og lad a, b veere positive elementer i A forskellig fra 0. Da A
er simpel findes jvf. [MRL, Exercise 4.8] et n € N og z1,...,2, € A s&

n

€

a—g :E;fbxj <§.
=1

Af (iii) fas at Os = @2y O, 52 vi kan definere en folge af unitale *~homomorfier (¢,)22 ,,
U+ Ose — Oy ved

P(r) =12 ®10221011®..., =0k
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hvor x afbildes i den (n + 1)'te faktor, og 1 er enheden i O.

Lad
Dp=056® ®0,93CRC®...

med C pa de (n+1)"te, (n+2)te, ... faktorer. Da er D), = Oy 0g O = ;2| Dy. Endvidere
kommuterer billedet af 1, med D,, for alle n € N.

Lad ¢ : A® Oy +— A veere en *-isomorfi og lad ¢1, 12, 13 0g 14 veere inklusionsafbildninger. Da
kan 1) lgftes til en *-isomorfi ¢ : M(A ® Oy ) — M(A), sé folgende diagram kommuterer.

¥

A® Ou A
/ X\ lul
L1 ~
M(A) @ On & M(A® Ox) —2= M(A)

Definer unitale *-homomorfier @, : On — M(A ® O) ved,

Pn(x) = 130 (Lpg(a) ® Yn(2)), 7 € Oc.

Daer A® Dy, € $n(Os)’ for alle n € N. Seet ¢, = 1p 0 @y : O = M(A). Dvs. (0n)nen er
en fplge af unitale *-homomorfier, der opfylder, at (A ® D,) C ¢, (O’

Da b er et positivt element i A findes et positivt element b € A ® O, s w(g) =b.

Eftersom Ou = ;2| Dy, 0g D1 € Dy € D3 C ... findes m € N og et positivt
VeARDy C(A®Ox)Nem(Ox), sa
~1

0= < Yl 5
j=1

Seet nu b’ = (V') € AN pm(Ox)'. Da er b positivt og

-1

=¥ = |6 - @) = -7 < ( Set?] <.
j=1
Dyvs.
a—ix’;b’:pj < a—ix;bxj + i:ﬂjbxj—ix;b’xj
j=1 j=1 j=1 j=1
<

a— Zx;‘-bxj + Z |27 (b — 0" |
s =1

n n
<la = ajbay| + D gl = V|
=1 =1
-1
3 " 2 i 2 13
<3 +Z [l Z [l 3
j=1 j=1

<2€
5
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Lad s1, $2,... veere isometrier, der frembringer Oy, 0g st y = Z?Zl ©m(sj)zj. Da A er et
lukket to-sidet ideal i M(A) ery € A og [lyll < 377, [lz;].
Da t/ € o (Ox) geelder,

by = szomsy (Zg@msl 1) Zbe’gpmsslazz Zx*b'xj

j=1i=1
0g
. . -1
lyby = ™8yl = lly™ & = )yl < lyliP1o =81 < [ D Ml ) | D lasll? %
j=1 i=1
Heraf fas,

e 2
ly by — a| < [ly*by — y*V'y[| + |y*b'y —al| < < st3 =

For alle a,b € AT \ {0} findes altsi en folge (yn)nen C A, s ynbyn — a for n — oo, hvilket
betyder, at A er purely infinite jvf. [Rgr02, Proposition 4.1.1].

(i). "Kun hvis": Da Oy er staerkt selv-absorberende fas af Seetning 4.3.5 eksistensen af en
folge ()02, af unitale *~homomorfier, ¢, : O +— Ono, 58

Tim_[n(2)y — yin(@)]| = 0

for alle z,y € O. Endvidere er v, injektiv for alle n € N, da O er simpel.
Lad nu A veere en separabel C*-algebra, s A =2 A ® Oy. C*-algebraen M(A) @ O er en
unital del-C*-algebra af M(A ® O). Definer, ¢, : Os — M(A® Oy ) ved

(Pn(x) = 1/\/[(A) ® Ibn(x), 7 € O
Da er (¢n)52, er en fplge af unitale injektive *-homomorfier.

Et element a i det algebraiske tensorprodukt A ® Oy kan entydigt skrives pa formen
a=Y " c(z; ®y;) for meN,¢; € C,x; € A og y; € Ouo. Heraf fés for alle x € O, at

lim [lon(z)a — apn ()]

(L) ® (@) 3 eilws @ 1) — 3 oy © i) (L) @ n (@)

i=1 =1

< 7}1_{202 lcill[(Taa) @ ¥n (@) (2 @ yi) — (20 @ yi) (Lyga) @ ¥n())|

= lim
n—oo

- JLHOIOZ lcill|zs ® (n(2)ys — yiton(@))]]

= lim Zlczl\llelllwn( )i = Yitn ()

=1
=0.

Heraf er lim,, o ||¢on(z)a — app(x)]] = 0 for alle x € Oy og alle a € A® On, da A © Oy er
en taet delmaengde i A ® O. Det gnskede er dermed vist, idet A @ Oy = A. O
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Det samme argument som i eksempel 5.3.7 giver fglgende:

Eksempel 5.4.5. Lad B vere en UHF-algebra med associeret supernaturligt tal n = (”j)]o'ip

hvor n; € {0,00} for alle j € N, og n; # 0 for mindst ét j € N. Da er B ® O steerkt selv-
absorberende.



Kapitel 6

D-stabile C*-algebraer

De foregaende kapitler har omhandlet staerkt selv-absorberende C*-algebraer, og vi har set
eksempler pa konkrete C*-algebraer, der har denne egenskab. Nu fortsaettes med en gennem-
gang af teorien for C'*-algebraer A, som for en given staerkt selv-absorberende C*-algebra D
opfylder, at A =2 A® D. I dette tilfeelde siges A at veere D-stabil. I det folgende afsnit stiler
vi saledes mod at vise Saetning 6.1.10, der giver en akvivalent betingelse for D-stabilitet af
A, nar D er en separabel, unital, steerkt selv-absorberende og Kj-injektiv C*-algebra. Denne
saetning bruges i Kapitel 7 til at vise permanens egenskaber for D-stabilitet, og i Kapitel 8
vil saetningen ligeledes blive benyttet til at bevise, at en ekstension F af A ved J er D-stabil,
for en unital, steerkt selv-absorberende, separabel og Ki-injektiv C*-algebra D, hvis J og A
er separable og D-stabile C*-algebraer.

Definition 6.1.1. Lad D veere en unital C*-algebra. Af forste homomorfiseetning findes en
gruppehomomorfi w : U(D) /Uy (D) — K;(D), sa folgende diagram kommuterer

U(D)
l []a
U(D)/Uy(D) ~ = > K1(D).

Hvis w er injektiv kaldes D K7-injektiv.

Beviset for Saetning 6.1.10 bygger pa Lemma 6.1.7 og Proposition 6.1.8. For at vise disse to
resultater far vi brug for nogle indledende resultater. Vi skal som det forste vigtige resultat
vise Proposition 6.1.4, hvortil vi skal benytte fglgende lemma.

Lemma 6.1.2. Lad A og B veere separable unitale C*-algebraer, og lad ¢, : A — B veere
approksimativt unitert ekvivalente *-homomorfier. Da er Ki(¢) = K1(¢).

Bevis. Antag forst, at ¢, er unitaert akvivalente. Hermed findes en uniteer u € U(A), sa

for alle a € A. For hvert n € N udvides ¢, 1 til *~homomorfier o™ (™ : M, (A) — M, (B),
sa
Qp(n) (a) = dla‘g(u7 Uy ... 7U)¢(n) (a’)dla‘g(u*a u*a s 7U*) = unw(n) (a)u;kw

87
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for a € M, (A), hvor u,, = diag(u, u, ..., u) € U,(A).
For v € U, (A) gelder,

E1(@)([v]) = [p™ (@)1 = [unp™ (w)uz)i = B (@)l = K (9)([v]1).

Antag nu, at ¢, : A — B er approksimativt uniteert sekvivalente. Da findes en folge (v1)72
af *-homomorfier, ¢y : A — B, som er unitert akvivalente med v, séledes

Jim (@) = e(a)

for alle a € A. For ethvert n € N udvides 1, ¢ som ovenfor til *-homomorfier 1/11(:)7 o)
M, (A) — M,(B), sa

lim " () = ¢ (a)

k—o0
for alle a € M,,(A).
Lad v € Up(A) og lad € > 0 veere givet. Da findes k € N, s& ||o™ (v) — w,(j) (v)]] < e. Sa

Ki(@)([o]) = [p™ @)1 = [ ()] = K1 () ([,

da vy, er uniteert aekvivalent med . O
Som korollar til Seetning 4.3.5 og Korollar 4.4.2 fas fglgende resultat, som vi skal benytte i
beviset for Proposition 6.1.4, der er sndret i forhold til det bevis, der er givet i [TWO05].

Korollar 6.1.3. Lad D wvere en separabel, unital og sterkt selv-absorberende C*-algebra, og
lad ¢ : D — D wvere en unital *-homomorfi, som er approksimativt unitert ekvivalent med
idp : D+~ D. Da findes en folge (v,)5% af unitere i D med [v,]1 = 0 for alle n € N, sd

lim [jo(d) — vidv,|| =0

for alle d € D.

Bevis. Pr. antagelse findes en folge (u,)5% ; af uniteere i D, s&
lim ||p(d) — upduy| =0
n—oQ

for alle d € D. Satning 4.3.5 samt Korollar 4.4.2 giver eksistensen af unitale *-homomorfier
on : D — D, som er approksimativt uniteert ekvivalente med idp : D — D, si

Jim lon(d1)dz — dapn(di)|| = 0

for alle dy, da € D. Seet vy, = uppn(u)). Da er (v,)52; en folge af uniteere i D, og jvf. Lemma
6.1.2 er [vy]1 = [upu]; = 0 for alle n € N. Endvidere gaelder, at

Tim_ [lp(d) — vidvn | < lim (lp(d) — uidua]| + sy — vidv )
= nan;o || duy, — v} dog |
— tim [, — o o ()|
— i dun — ()P0 |
=0
for alle d € D. O
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Proposition 6.1.4. ! Lad D veere en separabel, unital og sterkt selv-absorberende C*-algebra.
Da kan de unitere 1 D® D, som implementerer det approksimative indre flip pa D ® D velges
til at repreesentere 0« K1(D ® D) = K1(D).

Huvis D er Kq-injektiv gelder specielt, at de unitere kan veelges til at vere homotope med 1p.

Bevis. Da D har approksimativt indre flip, er automorfien op : D ® D — D ® D givet ved,
O'D(d1 & dg) =dy®dy, di,dy €D

approksimativt uniteert sekvivalent med idpgp : D ® D — D ® D. Korollar 6.1.3 giver, at der
findes en folge (vy,)0°; af uniteere i D ® D, s&

lim |lop(z) —vizv,| =0
n—oo

for alle x € D ® D og [v,]1 = 0 for alle n € N.

For hvert n € Ner v, € U(D),idet DD = D. Lad (v,) veere aekvivalensklassen i U (D) /Uy (D)
af v,. Hvis w : U(D)/Uy(D) — Ki(D) er injektiv fas, at (v,) = 0. Dvs. v, € Uy(D), sé
Un ~h 1p. O

I beviset for Lemma 6.1.6 far vi brug for, at en separabel C*-algebra A har en approksimativ
enhed, der opfylder nedenstaende betingelser:

Lemma 6.1.5. Lad A veere en separabel C*-algebra. Da findes en approksimativ enhed (e,)5
for A, hvor e, er et positivt, normaliseret element i A, som opfylder,

€n€ntl = €n = €n41€n

for alle n € N.

Bewvis. Da A er separabel findes et positivt element e € A, si A = eAe jvf. [Ped79, Theorem
3.10.5 og dets bevis|. Lad (f,,)52; veere en fplge af kontinuerte funktioner, f,, : RLU{0} — [0, 1]
defineret ved,

t<

t <

A

0, 0
fa) =< n(n+1)t—n,
L,
Dvs. f, € C(o(e)), sa for ethvert n € N defineres e, = f,(e). Af kontinuert funktionskalkyle
fas, at e, er et positivt element i A, men da f,(0) =0 er e,, € A. Endvidere fas, at

lenll = sup{|fu(t)] - t € o(e)} <1,

—_

o
IN

3=

+1
>

&+ 3

S|=

for alle n € N.
Da fn(t) fos1(t) = fu(t) = fas1(t) fn(t) for alle t € [0,1], er eptr16n = € = epenyq for alle
n € N.

Vi skal nu vise, at (e,)52, er en approksimativ enhed for A. Definer en folge (hy)52, af
kontinuerte funktioner, hy, : Ry U {0} — Ry U {0} ved,

A
~
A
‘H

—t, 0
ha(t) = (fa(t) = 1)t = { n(n+ Dt - 3),
O?

VER
~
3=

&+ 3

TWO05, Proposition 1.13]
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Dvs. h, € C(o(e)) og ||hn]lcc = n%rl
Sé& hn(e) = epe — e,n € N og kontinuert funktionskalkyle giver, at

1
@)l = Moo = .
hvilket medferer, at
lim |le,e — el = 0.
n—oo
Tilsvarende er lim,,_, ||ee, — €] = 0.
Lad nu z € ede. Da findes 2’ € A, sd z = ex’e, og
lim |le,z — x| = lim ||(ene — e)2’e]| < lim |leqe — ef|||2’e|| = 0.
n—oo n—oo n—oo

Analogt fas, lim,—« ||ze, — x| = 0.
Lad z € A og lad € > 0 vaere givet. Da A = eAe findes en folge (z,)°2; C ede, sa

lim ||z, —z| = 0.
n—oo

Der galder, at
Henw—wll < Hen:v_@nxmn + llentm _me =+ me —x| < ||x_33m” +llentm — Tl + ||Tm —l‘H

Ved at vaelge m € N, s ||z — x| < § 0g n €N, 84 [[enTm — zml| < § fas, at [Jepz — 2| <e.
Tilsvarende vises, at der findes et n € N, sa [|ze, — z|| < e. O

Vi skal bruge ovenstaende lemma til at vise fglgende resultat, som bade bruges i beviset for
Lemma 6.1.6 og ogsa senere i kapitlet, der omhandler ekstensioner.

Lemma 6.1.6. 2 Lad A vere en separabel C*-algebra, si A er et ideal i en separabel, unital
C*-algebra B. Da findes en folge (5n)32, af unitale *-homomorfier

B, :C([0,1]) — A C B,

sa folgende er opfyldt:

(1) Bn(Co([0,1])) € A.
(i) limy,— oo |Bn(h)a — R(0)a|| = 0 for alle h € C([0,1]) og alle a € A.

(iil) limp—oo ||Br(h)b — 0B, (R)|| = 0 for alle h € C(]0,1]) og alle b € B.

Bevis. Da A er separabel findes en approksimativ enhed ( fj)?; for A af positive elementer,
som opfylder, at || f;|| = 1, fjfj+1 = f; = fj+1[f; for alle j € N. Af [Ped79, Theorem 3.12.16|
findes naturlige tal j; < j2 < js,... og en approksimativ enhed (e, ) ; for A, som opfylder, at
en € co{fj i jn < J < jnt1} 08 (€n)52 er quasicentral mht. B. (Dvs. lim, .o ||€nb — bey|| = 0
for alle b € B.)

2[TW05, Lemma 2.4]
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Heraf ses, at e, > 0 og ||e,| < 1 for alle n € N. Endvidere er e,e, 11 = €, = eyt16y, thi der
findes mg, m, s, s € N og a;,b, € R, s

m m
0<ai <1,mg>jn,m<jnp1, s Y ai=loge,= ) aif;
i=myg i=my
0og
S S
0<br <1,8 > jn+1,S < Jny2, sS4 Z br =1o0gent1 = ZbrfT.
=S50 1=80
Dvs.
m S m S m S
eneni1 = Y > aibfifr=_ > aibefi= > aifi» b =en.
i=mg =350 i=mg =S50 1=mg =50

Definer for ethvert naturligt tal n > 2 kontinuerte funktioner g,, hy, € C([0,1]) ved,

0g

Bn(gn) = en 08 Bn(hn) = eny1.

Dvs. vi skal finde et positivt element a, € A med ||a,|| < 1, s& Br(idjo 1)) = an,
gn(an) = ﬂn(gn) = €én 08 hn(an) = ﬂn(hn) = en+1. Men

1 n—1

idyy=—(1—gn) +

(1 - hn)7

n
s& hvis der findes et a, som gnsket, ma a, vaere pa formen,

1 n—1
= —(lg — — (1 — .
Qn n( B —én)+ n (1 —ent1)

Dvs. a, € A er et selvadjungeret element og o(a,) C [0,1], s& a, er positivt med |a,| < 1.
Vi skal nu tjekke, at g,(a,) = e, 0g at hy(an) = epi1:

Lad 7 veere en karakter pa C*(1p, en, €nt1,...). Da v skiller punkter i C*(1p, ey, €pt1, ... ),
er det nok at vise, at v(gn(an)) = v(en) og at y(hn(an)) = v(ent1).

Det geelder, at 0 < ~y(e,) < 1, og hvis vy(e,) > 0, da er y(ept1) = 1, idet epenr1 = €,. Sa
v(an) = %(1 —7(€n)). Men gy (t) = —nt +1for 0 <t < %; s& Y(gn(an)) = gn(v(an)) = v(en),
og hn(t) =1for 0 < ¢ < L hvilket betyder, at v(hn(an)) = hn(y(an)) =1 = v(ent1).

Hvis v(e,) = 0, da er y(ay) = £ + =11 — y(ep41)) = 1 — ZLy(epy1) > L. Dys.

Y(gn(an)) = gn(v(an)) = 0=(en)

0g

ha(an)) = n(olan)) = = (1 ")) + o = 2o
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Sa der findes unitale *~homomorfier, der giver det gnskede.
Endvidere er a, = 15 (mod A), idet

1 n—1
a, =1p — Een—l— - ent1 | -

Hvis f € Co([0,1]) (dvs. f(1) = 0), da er Ba(f) € A. Dette ses, idet vi lader 7 : A — C vaere
kvotientafbildningen. Da fés, at

T(Bn(f) = 7(f(an)) = f(m(an)) = f(1) = 0.
S& Bn(f) € ker(m) = A.
Da ¢,(0) =1 for alle n € N, og da der for 0 < ¢t <1 gelder, at g,(t) — 0 for n — oo, er

Jim_[[hgn — h(0)gn] = 0

for enhver funktion h € C([0,1]). Dvs.
T [|Ba(h)en — h(O)enl = Tim [[6u(1)5n(gn) — Ba(h(0)gn) | = Timn |[Ba(hgn — h(0)ga)]| = 0.
Heraf fis, at

Tim [|Ba(h)a — h(0)al

< 1 ((|a(h)a — Bu(h)enal] + [[Bn(R)ena — h(O)enal] + [|A(0)ena — h(0)al])

< Tim (|a()[la ~ enall + [1Bu(h)en — h(O)enlla]l + [1(0) llena — af)

=0

for alle a € A og alle h € C(]0, 1]).

Lad nu h veere en vikarlig funktion i C([0,1]). Af Stone-Weierstrass Saetning findes en folge
af polynomier (pg)iZ;, s& limg—co Supscp 1) IPx(t) — h(1 — t)| = 0, hvilket er akvivalent
med im0 SUpycpo ] [Pk(1 — ) — A(t)] = 0. Men lim, oo [[hy — (1 — idpgy))l[ec = 0, s&
limp o0 limy o0 ||Pk(An) — Bl = 0.

For ethvert n € N gaelder, at

Dvs. limg_, 00 limy oo ||Pr(€n+1) — Bn(h)]| = 0.
For alle b € B geelder, at lim,, o ||€n+1b — bept1|| = 0, idet (e,)5; er quasicentral mht. B.
Ved at bruge trekantsuligheden et endeligt antal gange fas heraf for alle £k € N, at

Jim {|p(en+1)b = bpr(en+1)| = 0

for alle b € B.
For ethvert k € N og alle n € N galder,

Bn(h)b — bBn(h) = pr(en+1)b — bpg(ent1) — pr(ent1)b + Bn(h)b + bpr(ent1) — bBn(h).
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Dermed er
ggJWth—b@JMHSlfﬁg%ggﬂmdawﬂb—wmkmuw+W@Amb—pd&wﬂﬂ
+ [[bpk(ent1) — bBu(R)])
< limsup Tim ([[pk(ens1)b = bpr(enta)| + 2|bl[15n(h) = pr(ens)ll)
< limsup lim [p(ent1)b = bpi(ensta)ll
+—h£1igp1}§gb2HbHHﬁn(h)-—pk(en+1)H
=0
for alle h € C([0,1]) og alle b € B. O

Proposition 6.1.4 og Lemma 6.1.6 skal nu benyttes til at bevise nedenstiaende resultat, der
giver en fglge af kontraktioner i A® D ® D, der opfylder nogle bestemte betingelser, nar A og
D er separable C*-algebraer, og D er steerkt selv-absorberende og Kj-injektiv.

Lemma 6.1.7. 3 Lad A og D vere separable C*-algebraer og antag, at D er unital, sterkt
selv-absorberende og Ki-injektiv. Da findes en folge (sn)02 af kontraktioner i A®Q D® D, der
opfylder folgende betingelser for alle a € A og alle d € D:

(i) limp o0 [[$n(a ® 1pgp) — (@ ® 1pgp)snll = 0.

(i) limp oo [|55(a ® 1p @ d)s, —a®d® 1pl| = 0.

(iii) limp—oo [[$%8n(a ® 1pgp) — a ® 1pgpl| = 0.

(iv) sp+1— (s;sn)% er uniter 1 (A® D ® D), hvor 1 er enheden i (A® D ® D).

Bewis. For i = 0,2 betragtes funktionerne h; € Cy([0, 1) defineret ved,

1, 0<t<i
hi(t) =< —3t+1+i, &<t<™t
0, Hl<t <1

Af Lemma 6.1.6 findes en folge (5,)52 af unitale *~homomorfier, G, : Co([0,1]) — A, sa

lim ||Bn(hi)a — hi(0)a|| =0, i=0,2

for alle a € A, da A er et lukket to-sidet ideal i A. Dette betyder, at
lim ||Bn(hi)a—al =0, i=0,2
n—oo

for alle a € A.
Seetning 4.2.2 giver, at D har approksimativt indre halv-flip, sa der findes en folge (v,,)72; af
unitere i D ® D, sa

nlLI& H?}Z(lp X d)vn —d® 1DH =0

3[TW05, Lemma 2.5]
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for alled € D. Jvt. Proposition 6.1.4 kan v, veelges, sa v, er homotop med 1pgp,da D = DRD
er Ki-injektiv. S& for hvert n € N findes en kontinuert funktion u,, : [0,1] — D ® D, s&

Un, O§t<%
un(t) = ¢ un(t), % <t<3
]-D®D7 3 Stél

Bemeerk, at u, € C([0,1],D® D) (2 C([0,1]) ® D ® D, [Mur90, Theorem 6.4.17]) er uniteer,
da v, € Up(D ®@ D).
Definer

og
s$n = (Bn ®idpep)(in) € A® D® D.
Da ha(t) =1for 0 <t < % og un(t) = 1pgp for % <t <1 er i, et normalt element. Dermed

bliver s, ogsd normalt, da 8, ® idpgp : Co([0,1]) ® D® D — A® D ® D er en *-homomorfi.
Det geaelder, at

[snll = [[(Bn(h2) ® 1peD)(Bn @ idpeD) (un)|l < [|Bn(h2)|l < l[h2lloe = 1,

s& s, er en kontraktion.
Definer en kontinuert funktion ¢ € Cp([0, 1]) ved

1, 0<t<i
p(t) =1 —12t+4, FT<t<gy
0, 3<t<1

Lad (g,)52; vaere folgen af kontinuerte funktioner fra beviset for Lemma 6.1.6, og lad (e,)5;
veere den approksimative enhed for A defineret i beviset for Lemma 6.1.6. Lad n > 3 og k < n.
Da er ¢g, = gn 0g (<,O ® 1D®D)Un = (go ® 1D®D)(1[0,1] ® Un) = ¢ ® v,. Dette giver, at

(e ® 1D®D)S

For alle a € A og alle z € D ® D fas hermed, at

(aer @ x)sp, = (a®@z)(er @ 1pgp)sn = (a @ x)(ef @ vy) = ae, @ Ty,
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for n > 3 og k < n. Lad € > 0 veere givet. Da (e,)72; er en approksimativ enhed for A, findes
forac Aogre DR D et k>3, s&|a—ae| < ﬁx\\ Dvs.

(0 ® 2)sn — 0.8 20| < [|(® )sn — (ack ® 2)sul] + (aex © 2)sn — 0 ® zv,
<lla®z — aex @ z|| + ||aer @ xv, —a @ xv,||
= lla — aegllllz]| + llaex — all[lzva|l
= 2[la — aeg |||

<e€

forn > k. S&lim, . || (a®x)s,—a®zv,|| = 0. Tilsvarende er lim,,_,« ||$n(a®2x)—a@zv,|| = 0
for alle a € A og alle x € D ® D. Dvs.

Jim_[|s,(a @ 1pep) = (@ @ Lpgp)s
< nlLH;O(|\Sn(a ® 1pgp) — a ® 1pgpvnll + [l ® 1pgpvn — (@ @ 1pgp)sall)
=0.
Endvidere gelder for alle a € A,
lim ||s;,sn(a ® 1pgp) —a @ 1pep)|
n—oo
< lim (|s7,(sn(a ® Lpgp) — a®va)l| + [I57,(a ® vn) — a® 1pgpl))
< lim ([[sp[lllsn(e @ 1pep) = a @ vall + [lsy(a @ vn) = a @ vpvnl))
= lim [[(a* ®v})sp —a” @ v v,
n—oo
=0.
For alle a € A og alle d € D gelder ogsa, at
lim ||si(a®1p ®d)s, —a®@d® 1p||
n—oo
< lim (flsp((e @ 1p @ d)sp —a @ (1p @ d)va)| + [|sy(a @ (1p @ d)vn —a @ va(d @ 1p))]|
+[Isp(e®@vn(d®@1p)) —a®d@1p]))
< nh_)ngo(H(a R1p®d)s, —a® (1p @ d)vp|| + |la® ((1p @ d)v, — v (d @ 1p))]|
+ [l(a” @ (d" @ 1p)vy)sn —a” @ d* @ 1p]])
< lim_{lal[[[on[[[lvp(1p © d)on = (d @ 1p)|[ + [[(a” @ (" ® 1p)vy)sn — @™ @ (d” @ 1p)vyal)
=0.

1

Vi skal nu tjekke, at sp + 1(agpepy — (55,5n)2 er uniter i (A® D @ D] for alle n € N. Men

da i, er et normalt element geelder, at @}, = h3 ® lpgp, si sis, = Bn(h3) ® lpgp =
1

(Bn(h2) ® 1D®D)2- Dvs. (s5,8n)2 = Bn(h2) ® 1pgp-

Endvidere er,

iy, (Lo(o,1))@pep — (i,

=g

2)2) = ((h2 @ 1pep)un)*((Lp1] — h2) ® 1pep)
= uy,(h2 ® 1pep) (1,1 — h2) @ 1pen)
= u}((ha — h3) ® 1pep)
= (hy — h3) ® 1pep.
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Sa

(Bn ® idpep) (U (Le(o,1))epeD — (Uytn)
(Bn ®idpgp)((he — h3) ® 1pep)
Bn(ha — h3) ® 1pgp.

N

)

1
$n(Lawpepy — (57,50)2)

Heraf fas, at

[NIES

1
(Liagpeny— (555n)2)sn = (85 (Lagpeny — (5550)%))* = Ba(he — h3) ® 1pgp.

Drvs.
(551 = (5750)%) (50 + 1 = (5750)?)
= 257,58, + sy (1 — (s:‘LSn)%) +(1— (s;sn)%)sn +1- 2(8;8,1)%
=26,(h3) @ 1pgp + 2Bn(ha — h3) ® 1pgp + 1 — 2Ba(h2) ® 1pep

=14 3,(2h2 + 2hy — 2h3 — 2h3) @ 1pep
=1,

hvor 1 er enheden i (A® D ® D). Analogt er (s, +1— (s;';sn)%)(s;'; +1-— (s;sn)%) = 1, hvilket
betyder, at s, + 1 — (sflsn)% er uniter i (A® D ® D). O

Til beviset for hovedsatningen i dette kapitel skal vi bruge en modificeret version af Seetning
2.4.1, som fas nedenfor.

Proposition 6.1.8. * Lad A og B vere separable C*-algebraer og lad t: A~ B uere en
injektiv *-homomorfi. Antag at der findes en folge (vy)5> af unitere i (B)oso, Sd

lim o (w8 0 6p)(u(a)) — (7 0 ) (¢(a))vn]| = O

n—oo

og
lim dist(v} (72 0 65)(b)vn, (1L(A))se) = 0

n—oo

for alle a € A og alle b € B. Da findes en *-isomorfi i : A — B, som er approksimativt
unitert ekvivalent med ¢.

Bewvis. Jvf. Szetning 2.4.1 skal vi finde en folge (uy,)5%; af uniteere i M(B), sa
lim |upe(a) — t(a)uy] =0
n—oo

for alle a € A og
lim dist(u)buy,t(A)) =0

n—oo
for alle b € B.
Lad {ai1,...,ar} € A og {b1,...,b} C B vere endelige delmangder i hhv. A og B, og lad
€ > 0 veere givet. Samme argument som i beviset for Seetning 2.4.2 giver, at det er tilstraekkeligt
at finde en uniter u € M(B), s&

llue(ai) — tla)ul| <e fori=1,...,k

4[TWO05, Prop. 2.6]
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0g
dist(u*bju,1(A)) <e forj=1,...,L

Pr. antagelse findes N € N, en uniteer vy € (B)oo 08 1, ..., ¢ € (1(A))oo, S&
lon (78B) 0 65)(t(ai)) — (w$B) 0 65)(e(as))vn || < % fori=1,...,k og

* € .
vk (78) 0 6B)(bj)un — ¢ < 5 forj=1,...,1.

Da vy er uniter i (B)so findes jvf. Lemma A.1.15 en folge (un)nen € [°(B), si u, er uniteer
i1 Bog N
UN = Wéf)((un)neN)‘

Tilsvarende findes (t(ajn))nen € 1%°(L(A)) C I°(B), sa

WéoB)((L(aj,n))neN) =6

Heraf fas, at

lim sup [fune(a5) = 1(ai)unl| = 7S (une(ai) ) — 782 (1(ai)un)ner) |
= lon (7D 0 65) (e(a:)) — (D) 0 8p) (e(ai))un||

fori=1,...,k, og

i sup a5 btn — (az0)| = 178wy ) = 7 (s nerd)|
= [lon (w8 0 6) (bj)on — |
€
~2
for j = 1,...,1. S& der findes altsd mindst ét M € N, sa |upre(ai) — t(a))up|] < e for
i=1,...,k og ||uybjun — tajm)|| <efor j=1,...,1 O

Lemma 6.1.9. Lad A vere en C*-algebra og lad ()22 C A veere en folge af kontraktioner
i A. Antag a € A og lim, . |lena — al| = 0. Da vil lim, . ||f(en)a — a|| = 0 for alle
feClole,)) med f(1) = 1.

Bevis. For ethvert k € N fas ved at benytte trekantsuligheden k£ — 1 gange,
lim ||(en)a —al| = 0.
n—oo

Lad nu pg(t) = co + c1t + --- + cit¥, ¢; € C veere et polynomium af grad k med pg(1) = 1.
Dvs. Zi‘c:o c; =1, s

k
< Jim 3 llei(enya =)l =0
1=

lim ||pk(en)a —al| = lim
n—oo n—oo

k ' k
Z ci(en)'a — Z ca
i=0

=0
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Lad e > 0 veere givet, lad f € C(o(ey,)) og antag f(1) = 1. Af Stone-Weierstrass Saetning findes
et polynomium p med p(1) =1, 84 ||p — flloo < ﬁ Ved at veelge n € N sd [[p(e,)a —all < §
fas,
1/ (en)a — all < [I(f(en) — p(en))all + [Ip(en)a — all <e.
O

Vier nuistand til at bevise en aekvivalent betingelse for D-stabilitet af en separabel C*-algebra
A, nar D er separabel, unital, steerkt selv-absorberende og Ki-injektiv. Denne betingelse skal
hovedsageligt benyttes til at bevise permanens egenskaber for D-stabilitet samt D-stabilitet
vedr. ekstensioner i de naste kapitler.

Szetning 6.1.10. 5 Lad A og D vere separable C*-algebraer og antag D er unital, sterkt
selv-absorberende og K1-injektiv. Da findes en *-isomorfi o : A — AR D, hvis og kun hvis der
findes en *-homomorfi o : A® D +— (A)s, som opfylder, at

c(a®1p) = (7 0d4)(a)

for alle a € A. I dette tilfeelde vil @ veere approksimativt unitert ekvivalent med id4 ® 1p.

Bevis. Da D = Q);°, D og D har approksimativt indre halvflip folger af Seetning 4.3.3, at der
findes en folge ()02 af *-homomorfier, ¢, : D ® D +— D, s& lim,, . ||¢n(d ® 1p) —d|| =0
for alle d € D. Heraf er 0, = ida® ¢, : AQ D ® D — A® D en *-homomortfi, og vi kan
definere *-homomorfien 0 : A® D ® D +— (A® D)o ved,

o(z) = 73PN ((00(2))nen), 2 € A® D® D.
Dvs.

lo(a®d®1p) — (xA®P) 6 §40p)(a @ d)]|
= |74%P)((a ® @n(d ® 1p))nen) — (72EP) 0 549p)(a ® d)|
= limsup |la ® (¢n(d® 1p) —d)||

n—oo
= la[[Tim sup [[on(d @ 1p) — d
n—oo
=0
for alle a € A og alle d € D. Heraf fas ved at benytte trekantsuligheden, at
lo(z @ 1p) = (x{0%") 0 bagp)(2)] = 0

for alle x € A® D, idet o og (m()f(gD) 0daep) er linexre. S& da A® D er en teet delmeengde i

A® D, og da o og (7r<(>;4®D) 0d4gp) er linezxre kontraktioner fas, at

lo(z @ 1p) = (x{0%") 0 bagp)(2)] = 0
forallex € A® D. Hvis A 2 A® D gealder hermed,

lo(a® 1p) — () 0 64)(a)l| = 0

3[TW05, Thm. 2.3]
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for alle a € A.
Antag omvendt, at der findes en *-homomorfi o : A ® D — (A)s, der opfylder, at

c(a®1p) = (7 0 d4)(a)

for alle a € A.
Lad ¢ : A — A ® D veere den injektive *-homomorfi givet ved ¢ = idq ® 1p, og definer
*-homomorfien 5 : D +— (A® D)o ved

B(d) = (x4*P) 0 55

Top)(15®4d), d€ D.

Afbildningen ¢ : A — A ® D udvides til en injektiv *-homomorfi ¢1 : [*°(A) — I*°(A® D) ved,
t1((an)nen) = ((an))nen = (an @ 1p)nen-

Bemaerk, at ker(m(,é@D) o11) =co(A).
For hvis (an)nen € ker(mso (AD), olL1), er Fé?(gD)(L(an))nEN = 0, hvilket betyder, at lim,, . ||¢(an)]| =
0. Men da ¢ er isometrisk fas, lim, o ||an| = 0.

Hvis (an)nen € co(A), er lim, . ||an|| = 0, og da ¢ er isometrisk er lim, .o [[t(as)| = 0. Sa
A .
(7297 0 1) (an)new) | = 7927 (1(an)nenl| = limsup,, .o [|e(an)]| = 0.

Af fgrste homomorfissetning fas hermed en injektiv *-homomorfi 7 : (A)s — (A ® D)w, S8
fglgende diagram kommuterer

1°(A) > 1™°(A® D)

lﬁg) \Lﬂ-&?@D)

(A)oo - - > (A® D)oo
Dvs. 700 : A® D +— (A® D) er en *-homomorfi, der opfylder, at

(To0)(a® 1p) =u(nl) 0 da)(a)
= (0% 0.11)(84(a))
= (w0%P) 0 agp) (1))
= (") 0 6aep)(a ® 1p)
for alle a € A. Dvs. (too)(a® 1p)B(d) = B(d)(too)(a® 1p) for alle a € A og alle d € D.
Men da ¢,7 er injektive *~homomorfier fas,
(700)(A®D) Ci(A)oo = (A)oo = (1(A))oo = (AR Clp)eo

Endvidere kan (A ® Clp)s betragtes som en del-C*-algebra af (A ® D)oo, idet inklusionsaf-
bildningen 9 : A® Clp — A ® D kan udvides til en injektiv *-homomorfi

¥: (A®Clp)so — (A® D)oo pa samme made som vi konstruerede 7. Hermed har (o o) og 8
kommuterende billeder i (A® D). S& der findes en *-homomorfi p: AQ D® D +— (A® D)wo,
som opfylder, at

pla®dy®d) = (too)(a®dy)s(d1), ae€Ady,d €D

jvf. [Mur90, Remark 6.3.2]. Da (zoo)(A® D) C (A ® D)oo 0g (A® D)o er et lukket to-sidet
ideal i (A® D)o ses, at p(A® D ® D) C (A® D)o

Af Lemma 6.1.7 findes en folge (s,,)72 ; af kontraktioner i A® D ® D, der opfylder
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(i) limp oo [[sn(a ® 1pep) — (@ ® 1pgp)sn|| = 0.

)
(11) hmn—>oo HS;(O’ ® 1D ® d)sn —a® d® 1D|| =0.
(i) limp—oo ||Shsn(a ® 1pgp) — a ® 1pgp|| = 0.

)

(iv) sp+1— (s;‘lsn)% er uniter i (A® D ® D], hvor 1 er enheden i (A ® D ® D).

NI

Lad p: (A® D® D) — ((A® D)) veere unitaliseringen af p, og lad v, = p(sp, +1— (s} sn)
Dvs.

[ (7E2P) 0 5aep) (1(a) — (72D 0 aen) (H(a))vnl|

= |lvp(too(a®1p)B(1p)) — (too(a® 1p)B(1p))vnl

= [[p(sn + 1= (s}50) )@ ® 1p @ 1p) = pa @ 1p @ 1p)p(sn + 1 + (5350

<l(sn+1- (stn)%)( ®1p®@1p)—(a®@1p®@1p)(sp +1— (s;;sn)%)u

= |I(sn — (s55)2)(@® 1p ® 1p) — (4 ® 1p @ 1p) (s — (s580)2)

< |sn(a®1p @ 1p) = (a® 1p @ Lp)sull + [I(5550)2 (a @ 1p ® 1p) — (a® 1p ® 1p)(shsn) ||

<|sn(@e®1p®@1p) —(a®@1p @ 1p)spl|l + ||(shsn)2(a®1p @ 1p) —a®1p & 1p]|
+lla®lp®lp—(a®1p @ 1p)(shsy)? |-

).

N

)l

Nl= N

Af Lemma 6.1.9 er limy o0 [|vn (79?0 640 p) (t(a)) — (75297 0 6 40p) (1(a))vn|| = 0, da (iii)
giver, at lim,, o [|Shsn(a®1p ® 1p) —a® 1p ® 1p|| = 0.
Tilsvarende er lim, .o [a ® 1p ® 1p — (a® 1p ® 1p)s}sy|| = 0.

For alle a € A og alle d € D geelder, at
v (w889 0 6 awp)(a ® d)vy
=uvy(too)(a®1p)s(d)v,
=uvrpla®1p ® d)vy,
= Pl(sp + 1= (sh50) ) (@ ® 1p @ d)(sp + 1 = (s55) 7))

((sn(a®1p®d)sn+sn(a®1D®d)—sn(a®1D®d)(s;sn)%+(a®1D®d)sn
—(s252)2(a®@1p @ d)sn + (a®1p ®d) — (s55,)2(a® 1p ®d) — (a® 1p @ d)(s%50)2
+(s5s0)2(a® 1p ® d)(s%5n)2)
= Bsi(a® 1p @ d)sn) + pls(1;© Lp ®@ d))A(a® 1p ® 1p — (a® 1p ® 1p)(shsn)?))
+5a®1p@1p — (shsn)2(a®1p ® 1p))p((15 @ 1p @ d)sy)
+5(a®@1p®@1p — (shsn)? (@@ 1p @ 1p))p((1; ® 1p ® d)
—pla®lp®1p — (s:}sn)%(a@)lD@lD))P(( i ®1p ®@d)(s, sn)%)
pla®d®1lp) forn — oo
=pla®d®1p)
= (too)(a®d)5(1p)
=(too)(a®d)

€U(A)oo = (A)oo = (L(A))oo-
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Heraf fas ved at bruge trekantsuligheden, at

7[.gé®D)

lim o7, ( ©0AgD)(y)vn — (Too)(y)l| =0

n—oo

foralley € A® D. Sdda A® D er en taet delmaengde i A ® D fas, at

Tim_ dist (05 (452 0 6460) (4)vn, (1(4))oc) = 0

for alley € A®D. Da p er en *-homomorfi er v,, et uniteert element i ((A® D)) C ((ARD))oo-
(Inklusionen ses, idet vi lader ¢ : A ® D — (A ® D) vere inklusionsafbildningen. Vha.
fgrste homomorfisezetning fas som fgr en injektiv *-homomorfi 1 : (A ® D)so + (A ® D))eo-
Unitaliseringen 1 : (A ® D)oo] — ((A ® DJ)oo af ¥ er ogsé en injektiv *-homomorfi, s&
((A® D)) kan betragtes som en del-C*-algebra af (A ® D))o.)

Heraf findes jvf. Proposition 6.1.8 en *-isomorfi ¢ : A — A® D, som er approksimativt unitaert
xkvivalent med ¢. O

Bemeerk, at hvis A = A ® D, giver forste del af beviset en folge (0y,)72, af *-homomorfier,
On: AR D — A, 88 lim, . ||lon(a® 1p) —al| = 0 for alle a € A. Dette ses, idet vi definerer
on: ARD®D — A® D, ved 0, = idg ® @y,. Men limy,_, ||pn(d ® 1p) — d|| = 0 for alle
de D,sa

lim |op(a®d®1p) —a®d|| = nlLIIgO||a®gpn(d® 1p) —a®d|

n—oo

= lim |lall[[¢n(d® 1p) —d|
n—oo
=0
for alle a € A og alle d € D. Ved at bruge trekantsuligheden fés, at
lim [jop(z®1p) —z|| =0
n—oo
forallex € A®D,sdda A® Derteti A® D, og o, er kontinuert, er
lim [jop(z®1p) —z|| =0
n—oo

for alle x € A ® D. Det gnskede fas nu, idet A® D & A.



Kapitel 7

Permanens egenskaber for D-stabilitet

I det fglgende antages D at vaere en separabel, unital, steerkt selv-absorberende og Kj-injektiv
C*-algebra. Vi skal gennemga nogle permanens egenskaber for D-stabilitet. Bl.a. skal vises,
at hvis A er en D-stabil C*-algebra og I er et lukket to-sidet ideal i A, s& er I og A/I ogsa
D-stabile. Endvidere vises, at den induktive greense af en induktiv fglge af separable D-stabile
C*-algebraer er D-stabil. Alle naevnte resultater i dette kapitel fas som korollarer til Seetning
6.1.10.

Definition 7.1.1. ! En del-C*-algebra B af en C*-algebra A kaldes heriditeer, hvis uligheden
a<b, acAt,bec B*

medfgrer, at a € B.

Nedenstéende saetning, som angives uden bevis, giver en aekvivalent betingelse for at en del-

C*-algebra B i en C*-algebra A er heriditeer i A.

Szetning 7.1.2. 2 Lad B vere en del-C*-algebra af en C*-algebra A. Da er B heriditer i A,

hvis og kun hvis bab' € B for alle b,b' € B og alle a € A.

Idet D antages at veere en separabel, unital, steerkt selv-absorberende og Kj-injektiv C*-

algebra, galder folgende resultater.

Korollar 7.1.3. 2 Lad A vere en separabel og D-stabil C*-algebra, og lad B vere en heriditer
del-C*-algebra i A. Da er B D-stabil.

Bevis. Lad ¢ : B — A veere inklusionsafbildningen. Da B er separabel kan vi jvf. Lemma
6.1.5 finde en approksimativ enhed (hy,)nen for B, hvor h,, er et positivt normaliseret element.

Dvs. (hn)nen tilhgrer [°°(B), og vi definerer h = wéf)((hn)neN) C (B)oo € (A)xo. For ethvert
2 € (A)oo findes (n)nen € 1°(A), i 2 = 752 ((2n)nen). Dvs.
hah = 75 (n)nen) T (@0 )nen) TS (R nen)
= 7 (hn)ne) 78 (@)nen) L) (hn)nen)
= Wgé)((hnxn hn)nen)-

' [Mur90, Afsnit 3.2]
2[Mur90, Thm. 3.2.2]
3[TW05, Korollar 3.1]
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Men B er en heriditaer del-C*-algebra i A, s& af Ssetning 7.1.2 er h,z,h, € B for alle n € N.
Sa
hazh = 78 (hnzphn)nen) € (B)so.

Vi kan hermed definere en linezr afbildning 3 : (A)eo — (B)so ved
B(x) = hah, € (A)so.

Afbildningen f er en kontraktion. Dette ses, idet vi som tidligere for x € (A) finder
(@n)nen € 1°(A), s& 2 = 15 ((#n)new). Dvs.

18Il = 7D (hnznha)nen)l

= lim sup [|hp@nhn |
n—oo

< limsup ||z, ||
n—oo

= |7 ((@n)nen)|

Da (hp)nen er en approksimativ enhed for B geelder for ethvert b € B, at

lim ||bhy, — b]| = Lim [[hub — b]| = 0.

Sa |72 (bhy, — b)nen)|| = limsup,, . [|bhn —b|| = 0, og tilsvarende er ||752 (b —b)nen)|| =
0. Dvs.

h(w$8) 0 5p)(b) = (x{5) 0 5p)(b)h = (D) o 35) (b)
for b € B, hvilket medfgrer, at
B((wD) 0 6)(0) = (i) o 55) (b)

for alle b € B.
Da A er D-stabil findes jvf. Seetning 6.1.10 en *~homomorfi 0 : A ® D +— (A), der opfylder

o(a®1p) = ({0 64)(a)

for alle a € A.
Definer nu en afbildning 7 : B® D — (B) ved,

=000 (t®idp).

Da (3 er en linezr kontraktion, og o o (¢ ®idp) er en *-homomorfi, er & en lineger kontraktion.
For et positivt element b € B og d € D fas,

Fb®1p) = (Boo)(b® 1p) = B(r\) 0 54)(b) = B((7) 0 ) (b)) = (7 0 65) (D),
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og da b2 er positivt er (b%)% = b1 defineret. Sa
ob®d) =

Ethvert element i B kan skrives som en sum af fire positive elementer, sa lineariteten af &
giver hermed, at o(x) = o(x) for alle z € B® D. Da B® D er en tet delmaengde i B® D og
T er en linezr kontraktion fas, at o(x) = o(z) for alle z € B® D. S& da o er en *-homomorfi,
er g : B® D+ (B)s 0gsa en *-homomorfi, der opfylder, at

b 1p) =@ 1p) = (7P 0 65)(b)
for alle b € B. Satning 6.1.10 giver hermed eksistensen af en *-isomorfi ¢ : B— B® D. 0O
Korollar 7.1.4. * Huvis A er en separabel C*-algebra, si er folgende udsagn wkvivalente:
(i) A er D-stabil.
(ii) A® M, (C) er D-stabil for alle n € N.
(iii) A® K er D-stabil.

Bevis. Hvis A er D-stabil er A® M, (C)® D = A® M,(C), idet kommutativiteten af tensor-
produktet op til isomorfi giver, at

AR M, (C)@ D=A® D ® M,(C) = A® M,(C).

Lad K = K(H) vaere de kompakte operatorer pé et uendeligt dimensionalt separabelt Hilbertrum
H. Da galder for ethvert n € N, at

K(H)=K(H®H---® H)(naddenter) = M, (C) ® K.
S AR K 2 A® (M,(C)® K) for alle n € N. Hvis A ® M,,(C) er D-stabil, fas hermed,
(AK)®@ D= A® (M,(C)K)®@D = (A M,(C)® D) K = (A® M,(C) KL= Ax K.

Antag nu, at A ® I er D-stabil. Lad e veaere en én-dimensional projektion i I, og lad
p:A— A® Ce veere givet ved,

pla) =a®e, a€ A

4[TW05, Korollar 3.2]
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Da e er en projektion er ¢ en injektiv *-homomorfi. Endvidere er ¢ surjektiv, for lad a ® Ae,
a € A, )\ € C vaere en elementar tensor i AQCe. Da er p(Aa) = A\a®e = a® Ae. S& lineariteten
af ¢ giver, at der for ethvert y € A ® Ce findes z € A s& p(z) = y. Da billedet af ¢ er lukket
fas heraf, at p(A) = A® Ce, da A ® Ce er en taet delmaengde i A ® Ce. Dvs. A = A ® Ce.
C*-algebraen A ® Ce er heriditer i A ® K. For lad a1,a,a3 € A, A, Ao € Cogv € K. Daer

(a1 ® Ae)(a ®@v)(az ® Age) = ajaaz @ A\ Aeve € A® Ce.

Heraf fas, at xyx’ € A® Ce for alle z,2/ € A® Ce og y € A® K. Dermed giver Korollar 7.1.3,
at A2 A® Ce er D-stabil. O

Korollar 7.1.5. 5 Lad A vere en separabel og D-stabil C*-algebra, og lad I vere et lukket
to-sidet ideal i A. Da er I og A/I D-stabile.

Bewis. Af Saetning 7.1.2 fplger, at I er en heriditeer del-C*-algebra i A, sa af Korollar 7.1.3
fas, at I er D-stabil.

Lad g : A — A/I veere kvotientafbildningen. Da ¢ er en kontraktion inducerer den en *-

homomorfi ¢; : [*°(A) +— I*°(A/I) ved

q1((an)nen) = (q(an))nen; (an)nen € I7°(A).

Lad 72 - [*(A) — (Ao, 74D [*°(A/I) — (A/I)s veere kvotientafbildninger. For

(an)nen € co(A) er lim, .o ||an|| = 0. Dvs.

(w8271 0 1) ((an)nem) Il = 1788/ D ((@(@n))ner)|| = limsup g(an)|| < limsup||as|| = 0.

n—oo n—oo

Sé ¢o(A) C ker(wé‘o4 /D q1). Forste homomorfisaetning giver hermed eksistensen af en
*-homomorfi G : (A)so — (A/I)wo, sé folgende diagram kommuterer

1°(A) —5 [°°(A/T)
Jﬁ(ﬁ) J/ré?/”
(Ao = * = (A/ D).
Da A er D-stabil findes jvf. Seetning 6.1.10 en *-homomorfi 0 : A® D — (A), i
o(a®1p) = (w5 0 6.4)(a)
for alle a € A. For j € I galder, at

(@0 0)(j ©1p) =q((ml) 0 64)(5) = (x50 0 1)(64(j)) = &/ (8as1(a(4)) = 0.

Sa
(qoo)(j®@d)=(goo)(j©1p)(goo)(l;®d) =0
for alle j € I,d € D, hvor (go o) er unitaliseringen af g o o. Heraf fis, at (Goo)(I ® D) =0,

idet I ® D er en teet delmaengde i I ® D, og go o er kontinuert. Dermed er I @ D C ker(go o).
Da D er separabel, unital og steerkt selv-absorberende, har D approksimativt indre halvflip

5[TWO05, Korollar 3.3]
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jvf. Seetning 4.2.2. Specielt er D altsd nuklezer (Seetning 2.3.5), hvilket betyder jvf. [Mur90,
Theorem 6.5.2], at vi far en kort eksakt folge

d d
0—=TewD M2 Aep™L /oD 0,

hvor ¢ : I — A er inklusionsafbildningen. Dvs. (A ® D)/(I ® D) = (A/I) ® D, sa af forste
homomorfisetning fas en *-homomorfi 7 : (A/I) ® D +— (A/I)so, s& diagrammet

qoo

A®D (A/1)so
@ z -7
(A/I)® D

kommuterer. Heraf fas for a € A,

o(q(a) ®1p) =(go )(a ®1p)
a(mY 0 64)(a)
= (72D 0 q1)(5a(a))
= (n{d O5A/1)( (a))

€ (A/Deo
Da g er surjektiv fas det gnskede hermed af Seetning 6.1.10. U

Korollar 7.1.6. ¢ Lad A = lim_, A; vere den induktive greense af den induktive folge af
separable D-stabile C*-algebraer A;, i € N. Da er A D-stabil.

Bewis. Lad (A, {pi}:2,) veere den induktive greense af den induktive fglge {A;, ¢;}52,. Vi kan
uden tab af generalitet antage at @; : A;j — A;qq er injektiv for alle 4 € N. Dvs. p; : A; — A
er injektiv, og da A = ;2 i(A;) = U;2, A; kan (A;)2, betragtes som en voksende fplge af
separable D-stabile C*-algebraer i A.

(Ellers seettes B; = A;/ker(u;) og lad m; : A; — B; veere kvotientafbildningen. Som i beviset
for Seetning 3.2.3 findes injektive *-homomorfier v¢; : B; — B;;1 og en entydig *-isomorfi
m: A— B sa diagrammet

1 Y2

Ay Ao A o A
|

lm im \Lm | ™
Y

By Y1 By P2 Bs o B

kommuterer. S&

A~pB= G)\i(Bi) S GBi,
i=1 i=1

hvor (B,{Ai}32,) er den induktive greense af den induktive folge {B;,1;}5°,. Korollar 7.1.5
giver hermed, at (B;)72; er en voksende fplge af separable D-stabile C*-algebraer i A.)

8[TW05, Korollar 3.4]
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Bemerkningen efter Saetning 6.1.10 giver for ethvert ¢ € N eksistensen af *-homomorfier
oin A @ D— A; C A, der opfylder, at

lim ||o5n(a®1p) —al| =0

n—oo
for alle a € A;.
Da A, er separabel for alle i € N findes en tzllelig teet delmaengde {a;1, a2, ais, ...} C A;. For

alle ¢ € N findes n; € N, s&
1
i, (aj% ® 1p) — ajull < -

for alle j,k = 1,...,4, idet (A;):2, er en voksende folge af C*-algebraer. Heraf fas for alle
7, keN
lim |07, (a6 ® 1p) —az]| = 0,

(3
thi |04, (ajx ® 1p) — ajil| < } for i > max{j, k}.
Men {aji,aj2,a;3,...} er en tet delmaengde i A;. Sa for alle j € N geelder, at

lim [|ojpn,(a®1p) —al =0
11— 00

for alle a € A;.
Eftersom o, : A;® D — A; C A er en *-homomorfi for alle ¢ € N er o; 5, en kontraktion. Vi
kan hermed definere en afbildning 7 : |J;2; A; ® D — [[72; A; C1°(A) ved,

~ | oin(x), €A ®D
oi(z) = { 0, ellers.

Lad 7$) : 1 (A) — (A)oo veere kvotientafbildningen, og definer en afbildning
7:U2, Ai®D— (A)o ved

o
o(z) = (7 05)(z), x| JAi®D.
i=1
Det er klart, at & er en *-homomorfi pa A; ® D for alle i € N, idet 0 ,,;, er en *-homomorfi for
allei € N, og for x € A; ® D er

5 (x) = 0, forj < i
P oy (x), forj >

Da (A; ® D)2, er en voksende fplge af C*-algebraer, bliver & saledes en *-homomorfi pa
U2, 4 ®@D. Men da A= J;2, Ai, er U2y Ai @ D en teet delmaengde i A® D, s da @ er en
kontraktion pa (J;2; A; ® D kan vi udvide & til en *-homomorfi 0 : A® D — (A)s.

For alle a € | J;2, A; geelder, at

lo(a®1p) — () 0 6a)(a)l| = [F(a® 1p) — (71 0 64)(a)]
= 7% ((Gn(a @ 1p))nen) — () 0 6.4)(a)]

= 7% (Gnla ® 1p) = a)nen)|

= limsup ||o,(a ® 1p) — af|

n—oo

= limsup [|oin,(a ® 1p) — al|
71— 00

=0.
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Ved at benytte kontinuiteten af o og (mgf) 0d4) fas, at o(a® 1p) = (wc(,f) 0d4)(a) for alle
a € A. Seetning 6.1.10 giver nu, at A er D-stabil. O

I kapitel 9 far vi brug for, at A = A® (Q),—, D»), hvis A er en separabel og D,,-stabil C*-
algebra for alle n € N, og (D,,)72; er en folge af unitale, separable, steerkt selv-absorberende og
Kj-injektive C*-algebraer. Til beviset for dette resultat skal vi benytte nedenstaende lemma:

Lemma 7.1.7. Lad A vere en separabel C*-algebra, og lad

©1 ®2 ¥3

A A A

A

veere en induktiv folge med en induktiv grense A’. Antag, at der for hvert n € N findes en
folge (amn)oo—y af automorfier pi A, sa
lim_{l¢n(a) = amn(a)ll =0

m—0o0

for alle a € A. Da er A’ isomorf med A.

Bewis. For hvert n € N kan vi veelge en automorfi o, € Aut(A) passende teet pd ¢, si vi far
en approximate intertwining:

NN TN

Heraf fas, at A’ = A. O

A/

A

Korollar 7.1.8. Lad A veere en separabel C*-algebra, og lad (D)), veere en folge af unitale,
separable, sterkt selv-absorberende og Ki-injektive C*-algebraer. Antag A er isomorf med
A ® Dy, for alle n € N. Da er A isomorf med A ® (&, Dy)-

Bevis. Seet D = @~ Dy. Da er A® D isomorf med den induktive greense af den induktive
folge

AL 40D 2> A9 D @Dy 22> A® Dy ® Dy ® Dy — -+
hvor p, : AQD1® - @ Dy_1— AR D1 ®---® D, er givet ved,

on =1dagp @D, @ 1D,

Veelg nu *-homomorfier (¢,,)5° ;, ¢, : A — A s nedenstiende diagram kommuterer, hvor A’
er den induktive greense af {A, ¥ }I'_;, 0g (1) er en folge af *-isomorfier.

A S01>‘/4(®_D1H(p2 A®D1®D2H¢3 4>A®D

S
A P A ¥3 o A

2
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Da findes en *-isomorfi ¢ : A® D — A’, s& vi skal bare vise, at A’ = A. Jvf. Lemma 7.1.7 skal
vi for hvert n € N finde automorfier (o, »)2_; C Aut(A), si

n}i_r)noo ||0‘m,n(a) — Yn(a)|| =0

for alle a € A. Det er hertil nok for hvert n € N, at finde en folge af isomorfier (A, ,)00_;,
)\m’n:A®D1®-~-®Dn_1 R ARDI®- - ® Dy, sa

Jim_n(z) = Amn(2)]| = 0

forallex € A® D1 ®---® Dyp—1. Thi, da er ooy = Yn 0 Apn © ’y;_ll € Aut(A) og for alle
a€Aer
lim am,n(a) = (’Yn ©Pno 77;—11)(a) = T/fn(a)

m—0o0

Men da D,, er sterkt selv-absorberende og Ki-injektiv, fglger af Seetning 6.1.10, at der findes
en *-isomorfi ®, : AQD1® - ®D,, 1—ARD1 ®---® D,, som er approksimativt uniteert
akvivalent med ¢,. Der findes altsi en folge af uniteere (upmp)o0_; CAR D1 ® -+ ® Dy, s

lim |gn(x) — U*m,nq)n(ﬁ)um,n” =0
m—0o0

forallex € A D1 ®---® D,,_1. Definer )\m,nZA®D1®'--®Dn,1 —ARDI®- - -® D,
ved,
Amon(T) = ufn’n@n(x)um,n, r€ARDI® - ® Dy_1,

og det gnskede er opfyldt. O



Kapitel 8

Ekstensioner

I dette kapitel skal vi fortseette med at behandle emnet D-stabilitet af en C*-algebra, hvor D
er en separabel, unital, steerkt selv-absorberende og Ki-injektiv C*-algebra. Vi vil nu fortsette
emnet i forbindelse med ekstensioner, hvor vi skal vise, at hvis J og A er separable D-stabile
C*-algebraer, s& vil en ekstension F af A ved J ogsd veere D-stabil (Szetning 8.1.2). Beviset
er et ret teknisk bevis, hvor idéen er at konstruere en *-homomorfi v : E ® D +— (F), der
opfylder, at y(e ® 1p) = (77'(()5) odg)(e) for alle e € E. Hermed kan Seetning 6.1.10 endnu
engang benyttes, hvoraf vi far, at E er D-stabil.

Til beviset for saetningen far vi brug for nedenstdende lemma:

Lemma 8.1.1. ! Lad

0 Ny | 0

veere en kort eksakt folge af separable C*-algebraer. Da vil den inducerede *-homomorfi
T: (B)oo — (A)no afbilde (E)so N (75 0 65)(E)) pi (A)oo N (75 0 54)(A))'.

Bemeerk, at forste homomorfissetning som fgr giver en *-homomorfi § : (F)s — (A)co, s&
fglgende diagram kommuterer

1°(E) —2 1(A)

o0y

hvor ¢; er *~homomorfien givet ved ¢i((en)nen) = (¢(€n))nen-

Bevis. Da ethvert element i C*-algebraen (A)s N ((mg?) 004)(A)) er en linearkombination

af fire positive elementer, giver lineariteten af g, at det er tilstrackkeligt for enhver positiv

kontraktion a € (A)e N (752 0 54)(A)) at finde e € (E)o N (7 0 65)(E)), 54 qle) = a.

Eftersom a er en positiv kontraktion i (A4)s N ((m()f) 004)(A)) C (A)x findes jvf. [MRL,
Theorem 2.2.10] en folge (an)nen af positive kontraktioner i A, sa ﬂé?)((an)neN) =a.

[TWO05, Lemma 4.2]
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Der gelder, at a € (A)o N ((Wc(,f) 094)(A))" hvis og kun hvis
nan;o lanx — za,|| =0 forallex € A,
thi,
limsup [lapa — zaa]| = [|7E) ((an@)ner) = 78 (wan)nen)|
= 178 (an)nem) (7L 0 6.4)(x) = (7l © 84) (2)7L) (an)nem) |

= [la(x§) 0 84)(x) — (r&) 0 6.)(x)al.

S& hvis limy, . [|anz — zay,|| = 0 for alle x € A, daer |la (ﬂof) 0d4)(z) — (ﬂgf) 0d4)(x)al| =0
oga€ (AN ((m()f) 004)(A)). Omvendt fas, at limsup,,_, ||anz — zay|| = 0 for alle z € A,
hvis a € (A)s N ((ng) 0d4)(A)), hvilket betyder, at lim, o ||an® — za,|| = 0 for alle x € A.

IMRL, Theorem 2.2.10| giver, at der for alle n € N findes en positiv kontraktion e, € F, sa
q(en) = an. Da folgen er kort eksakt er J = ¢(J) = ker(q), s& J kan betragtes som et lukket
to-sidet ideal i F. Vi kan som i beviset for Lemma 6.1.6 finde en approksimativ enhed (dj)ren
for J, som er quasicentral mht. E med ||dg|| <1 for alle k € N.

Veelg ogsé en folge (kn)neny C N, sd
Jim [ly(15 — dk,)en — (15 = di, Jeny] = 0 (8.1)
for alle y € E. Dette kan lade sig gore, idet (di)gen er quasicentral mht. E, og for y € E er

Jim llg(ye; — eyl = T [lg(y)a; — a;q(y)]l =0,

da a € (A)so N ((7eo AW d4)(A)). For alle j € N findes z; € J = ker(q) og z; € E, sa
yej —ey =xj+z og sl = lla(ye; — eyl
jvi. [IMRL, Theorem 2.2.10]. S& for ethvert j € N og for alle y € E gaelder, at
Am (ly(1g —d)ej — (1 — di)esyll < lim (Jy(15 — di)e; — (1 — di)yes |
+ (g = di)ye; — (g — dr)ejyll)
= lim H(lg di.)(ye; — ejy)|
= lim [|(15 — dy)(z; + 2)|

< hmsup khm (15 — di)(zj + 25) |l

j—o0

< lim sup hm (115 — drllllzs]] + (15 — dr)2;l])
j—00

< limsup hm (15 — di) 2]l
j—oo k=

= 0.

For ethvert n € N findes altsé et k, € Nsa [ly(1z—d, )ej—(1z—dy, )ejyl| < 2 forj=1,...,n
og det gnskede er vist.
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For alle n € Ner ||(15 —d,)en|l < |15 — dg, || < 00, sa (15 — dk, )en)nen € [F(E).

Lad e = 7% (15 — dy, )en)nen) € (E)oo- Ligning (8.1) giver, at e € (E)ooN (x5 06)(E)),
og da (d, )nen C ker(q) fas,

E((15 = dr,)en)nen))
(Q1((( — dk, )en)nen))
D ((a((15 = di,)en)nen)
'((q(en))men)
((

an)neN)

O

Ved hjalp af ovenstdende lemma og de resultater der tidligere er gennemgaet i forbindelse
med D-stabilitet, kan vi nu bevise nedenstaende sztning. Beviset er forholdsvis langt, s for
at gore det mere overskueligt, er det undervejs inddelt i nogle lemmaer.

Szetning 8.1.2. ? Lad D were en separabel, unital, sterkt selv-absorberende og Ki-injektiv

C*-algebra. Lad

0 Ry | 0

veere en kort eksakt folge af separable C*-algebraer. Hvis J og A er D-stabile, er E ogsd
D-stabil.

Bewvis. Antag at A er D-stabil. Bemaerkningen efter Seetning 6.1.10 giver eksistensen af en
folge (pn)nen af *-homomorfier, p, : A® D — A, der opfylder, at

lim [[pp(a®1p) —al| =0 (8.2)
n—oo

for alle a € A. Da p, er en kontraktion vil (p,(z))neny € I®°(A) for x € A® D, si vi kan
definere en *-homomorfi p: A® D +— (A)s ved,

p(z) = 7 ((pn(2))nen), + € A® D.

Lad (hp)nen veere en approksimativ enhed for A bestaende af positive kontraktioner, og definer
en afbildning p, : D — A ved,

pr(d) = pn(hn @ d), d € D.
Det er klart, at p/, er lineser, og
lon(@)] < e @ dl| = ||hnlllldl] < [1d]],

sd p;, er en kontraktion. Vi vil vise, at pj, er fuldsteendigt positiv. Lad m € N og antag (d;;)"_;
er et positivt element i M,, (D). Lemma 2.2.1 giver, at d;; er pa formen d;; = Y ;" bf,by; for

2[TW05, Theorem 4.3]
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bri, bj € D. Der findes hy, € D, si hy, = hhy,, hvilket medforer at

pn(dij) = pn <hn ® Z bZika)
k=1

Pn (%Z}Nln ® bZibkj )

[
NE

i
I

Pr((hn @ bii)™ (hy @ bij))

I
NE

=
Il
—

(pn(hn @ br))* pr (b @ byj).

[
NE

i
I

Af Lemma 2.2.1 fas hermed, at p/, er en fuldsteendigt positiv kontraktion. Dermed bliver
p' D — (A)eo, givet ved

P (d) = 7D ((p,(d))nen), d € D

(4)

en fuldstendigt positiv kontraktion, da 7’ er en *-homomorfi.

For a € A og d € D gelder at

i llon(ahn ® d) = apn(fn @ d)]| = B llon(a @ 1p)pa(hn ® d) = apn(fin © d)
< 1im lpu(a @ 1p) — a1 d]

og tilsvarende er lim,, o ||pn(hna @ d) — pp(h, @ d)al]| =0 for a € A og d € D, s&

Tim 10,(@)a — apl (@] = T [loa(hy @ d)a — apu (@ d)]
< JE&(HP“hn ®@ d)a — pp(hna @ d)|| + || pn(hna @ d) — pn(ah, @ d)||

+ lpn(ahy, ® d) — app(hy, @ d)||)
= 1im_[lpu(hua ® ) — pu(ah, © d)]

nlggo [on((hna — ahyn) @ d)|

IN

lim ||hnpa — ahy||||d]]

=0

for alle a € A og alle d € D. Det betyder hermed, at p'(d) € (A)s N ((m(,?) 0d4)(A)) for alle
d € D. Endvidere gelder, at

plasd) = (1) 0 64)(@)p'(d) = p'(d)(wD 0 6)(a) (8.3)
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for alle a € A og alle d € D, thi

lo(a ® d) = (w2 0 8a)()p' ()| = 7L ((pnla ® d))new) — 78 ((ap),(d) new) |

= lim sup || pn(a @ d) — ap,,(d)]

n—oo

= limsup [|pn(a ® d) — apn(hn @ d)|

n—oo

< limsup(||pn(a ® d) — pu(ah,  d)

n—oo

+ llpn(ahn @ d) = apn(hn © d)|)
< limsup(|la — ahn||||d]| + [|pn(ahn @ d) = apn(hn © d)|)
=0.
Det sidste lighedstegn fas analogt. Lad G : (E)s — (A)oo veere den entydige *-homomorfi, der
giver folgende kommuterende diagram

1°(E) —~ 1°(A)

o |
(E)oo — (4)

o0y

hvor ¢; er *~homomorfien givet ved ¢1((en)nen) = (¢(€n))nen-

Af Lemma 8.1.1 fas, at g afbilder (E)oo N (755 0 65)(E)) pa (A)oe N (75 0 54)(A)). C*
algebraen D har approksimativt indre halvflip og er dermed nuklezr. Sa af Lemma 2.3.6 er
pliD— (A N ((m()f) 004)(A)) nuklezer. Af Choi-Effros lifting theorem [Rgr02, Theorem
6.1.4] findes en fuldsteendigt positiv kontraktion p: D +— (E)scN ((ﬂéf) 0dg)(F)), sa folgende
diagram kommuterer

(E)oo N (7 0 65)(E))

- A
D™ (A)oo N (75 0 5.4)(A))".
Da 7 : [*°(E) — (E)s er surjektiv, findes ved igen at bruge Choi-Effros lifting theorem en
folge (pn)nen af fuldstaendigt positive kontraktioner, p,, : D — E, si

ﬁ(d) = 7T( )((pn(d))nEN)v deD.

Da billedet af p kommuterer med (Wc(,f ) o 0r)(E) findes jvf. [Was94, Theorem 1.11] en fuld-

steendigt positiv kontraktion o : E ®@max D — (E)os @max (E)eo N (15 0 65)(E)') givet

ved,
= (nl
Lad ¢ : (E)so ®max (F)os N (Wg? 065)(E)) — (E)oo veere *-homomorfien givet ved
)

00r Y € (E)oo N (8 0 6)(E))'.

Daerp=1oo: E®D+— (F)x en fuldsteendigt positiv kontraktion, der opfylder, at
ple®d) = (7 0 6p)(e)p(d) = p(d)(x ) 0 d5)(e) (8.4)

)053)®p

Y(rRy)=cy=yz, v € (F
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for allee € EFogalled € D.
Bemeerk, at F Qmax D = EF ® D, da D er nuklezer.

Eftersom

(@09) (e@d) = G((rP)odp)(©)7(d)) = (rPosa)(a(e))p(d) "= pla(e)®d) = (po(gidp))(emd),

for alle e € E og alle d € D giver lineariteten af hhv. Gop og po (¢ ®idp), at (Gop)(z) =
(po(q®idp))(x) for allex € E® D. Sa da E® D er en teet delmeengde i £ ® D og gop samt
po(q®idp) er linexre kontraktioner, galder at

Gop=po(qg®idp). (8.5)

Dvs. o p er en *-homomorfi, og ved at benytte ligningerne (8.2), (8.3) og (8.5) fas,
limsup [|q(epn(1p) =€)l = 75 ((a(epn(1p) = €))nen)l|

= |75 ((a(epn(1D)))nen) — (x5 05A)( (e))ll

= 1752 0 1) ((€Pn(1p))nen) — (& 0 6.4)(a(e))]

= H(qo7T ) ((epn(1D))nen) — (7 °5A)(Q(€))H
= |[g((x$5) o 5m) (€)@ p)(1p) — (&) 0 6a)(a(e))l| (5.6)

= [|(x$ 0 6a)(a(e))p'(1p) — (&) 0 6.a)(g(e))]

= lIp(a(e) @ 1) — (& 0 6a)(a(e)) |

= |78 ((pn(g(e) @ 1p))nen) — (x5 0 6a)(a(e))l|

= limsup [|pn(q(e) ® 1p) — q(e)l|

=0

for alle e € E. Antag nu, at d € D og e er et positivt element i E. Da er

limsup,, o, a(epn(d*) — epn(d)?)]
= I A)(( (€pn(d®) = epn(d)?))nen)l
= (=& OQ1)((6pn(d2) — epn(d)? )neN)H
= la((x$) o 55)(e)p(d*) —a((nl an)() )]

1.
= I@op)(e ® d®) = () 0 6) (e2)(d) () 0 b15) (e2)5(d))|
1 1
= 1@op)(e®d?) —(@op)(ez @ d)(qop)(ez @d)|
= I@op)(e®d®) —(Gop)(e®d®)|
= 0.
Sa
Tim [lg(epn(d) - epu(d)?)] =0 (8.7)
for alled € D og alle e € E5.
For vi fortseetter skal vi definere kontinuerte funktioner i C(]0, 1])
_f -8t+1, 0<t<]
hO(t)_{o, l<t<l,



116

0,
og
hi(t) = ho(l—1t), 0<t<1,
gl(t) = go(l—t), 0<t<1,
g1 = l—go—xn

Lemma 1. Der findes en folge af unitale *-homomorfier 3, : C([0,1]) — J C E, der opfylder:
(a) limy—oo [|Bn(ho)c —c|| =0, for alle c € J.

(b) limy o0 [|8n(L0,1) — ho)(epn(d?) — epn(d)?)]| = 0 for alle e € E4 og alle d € D.

(d) 1imy oo [|Bn(F)e = eBu(f)]| = 0 for alle f € C([0,1]) og alle e € E, og

(
(
() Timoo [18a (10,1 = o) (€Bn(1p) — €)]| = 0, for alle ¢ € E.
(
lim oo |8 (f

Yepn(d)—epn(d)Bn(f)|| = 0 for alle f € C([0,1]), alle e € E og alle d € D.

(€) Bun(f) € J for allen € N og alle f € Co([0,1]).
Specielt vil 15 — B, (h1) = ﬂn( — hy1) € J for alle n € N.

Bewis. Da ¢ er injektiv, er J = ¢(J) = ker(q), sa J kan betragtes som et lukket to-sidet ideal
1 £ C E. Ved at bruge Lemma 6.1.6 med J i stedet for A og E i stedet for B, fas en folge
(Bm)men af unitale *-homomorfier, 5, : C([0,1]) — J C E, der opfylder fglgende:

(i) Bm(Co([0,1])) C J for alle m € N.
(i) limpm—oo ||Bm(f)e — €Bm(f)|| = 0 for alle f € C([0,1]) og alle e € E.
(i) 1imy o0 |8 (f)e — £(0)e|| = O for alle f € C([0,1]) og alle ¢ € J.
Da epn(d) € E forallen € N, e € E og d € D fas,
i |8 (f)epn(d) — epn(d)Bm(f)]l =0

for alle f € C([0,1]), e € E, d € D og n € N.
Af ligning (8.7) fas for n € N, e € E; og d € D eksistensen af z, € J = ker(q) og x,, € F, s&

Pu(d®) = puld) = 2n+ 2 0g I [lzal = lim [g(epn(d?) — pu(d)?)] = 0
jvf. [MRL, Theorem 2.2.10]. Da ho(0) = 1 geelder iflg. (iii), at
W}Enoo Hﬂm(l[o,l] — ho)zn| = 0.

For alle e € E og ethvert n € N giver ligning (8.6) analogt eksistensen af z,, € J = ker(q) og
In € E, 8a

fu(lp) —e=Tn+7, og lim |[Fll = lim |la(epu(1p) — )l =0
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og af (iii) fas, at
im {8 (1,1 = ho)Znl| = 0.
Find voksende folger af endelige delmaengder F,, C C([0,1]), J, C J, E, C E

Unly B, Uny I, Uy B og U2y Dy, er taette delmeengder i hhv. C([0,1]), J,
hvert n € N findes m(n) € N, si

1Bm(ho)e — ¢l <
1Bm(fle —eBm(f)l <
1Bm (f)eps(d) — epj(d)Bm (Il <

18m(10,1) = ho)zill <

SImr3I—3 =33

[1Bm (1,1 — ho)zjl| <

for alle m > m(n), j =1,...,n, f € F, c € J,, e € E, og d € D,. Vi kan uden tab af
generalitet antage m(1) < m(2 ) <m(3) < ..., hvilket betyder, at

Jim |Gy (ho)e — ¢ =
i {18 (f)e = By (FIl =
L[| B ) (F)epn(d) = epn(d) Bnm) (NI =
lim {8y (Ljo,) = Po)znll - =

)

o O o o O

hm 0| By (Lo,1] = ho)Znll - =

for alle f € C([0,1]), ce J, e € E og d € D.
Dyvs.

it |y (L) — ho) (€5 (62) — B ()P)]

= lim By (Lo, = o) (@0 + 20

< i (|| By (Lo,1) = ho) [zl + 1| Bmm) (Lo,1) = ho)2nll)

=0
for alle e € 4, og alle d € D og analogt er

Jim | By (Ljo,1) = o) (€pn(1p) =€) || = 0

for alle e € E.

Ved at erstatte m(n) med n er (8,)nen altsa en folge af unitale *~-homomorfier
Bn : C([0,1]) — J C E, der opfylder det gnskede. O

For ethvert f € C([0,1]) er (B,(f))nen € 1°°(.]), s& vi kan definere en *-homomorfi
B:C(0,1]) = (J)oo C (F)o, givet ved

B(f) = 7D ((Bulf))ner), | € C(0,1).
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Foree E,de D og f € C([0,1]) er

I8(1p(e @ d) = ple @ B )
= 17D (B )52 0 ) (E)(d) = () 0 05) (DA (Bl )|
(

)
= 7B (Ba())new) TS (eBn(d) ) ner) — 78 (B (d))nem)TE (B ))nen)|
= Timsup || B (f)epn(d) — epn(d)Ba(F)|

n—oo

=0

jvi. (d). Sa da (8 og p er lineaere kontraktioner, og da F ® D er en taet delmeengde i E® D, er
B(C([0,1])) € p(E ® D).
Endvidere geelder for alle e € E

18(110,1) = ho)(Ple ® 1) — () 0 61)(e)) |
= 17D (Ba(10.1] = h0)ner) (7 0 8)(e)5(1p) — (72 0 61)(e))|
HTF(E)((ﬂn(l[o e ho))neN) ) ((€Pn(1))nen) — (1) 0 35)(e))] (8.8)
= limsup [|3n(1j0,1) — ho)(epn(1D) — €]

n—oo

=0

jvi. (c).
Lemma 2. Der findes en fuldstendigt positiv kontraktion u : E®D +— (J)oo, der opfylder
folgende betingelser:

(8) n(E® D) C B(C([0,1])).
(h) ((m c(>§) 005)(1z) — B(g1))(p(e? @ d?) — u(e ® d)?) = 0 for alle e € E ogalled e D.
(i) 5(9%),“(3 ®1p) = ﬁ(g%)ﬁ(e ® 1p) for alle e € E.

() w1z do) (=2 0 62)(15) — B(h))37(e @ dl)((m(f) 062)(15) — Alh1))}

— (72 05:)(15) — B(h))7(e ® di) (7 0 62) (1) — B(h1))E (15 @ do)
for alle e € E og alle dy,d; € D.

&) u(lz@1p) = @ 062)(15) — B(h).
(1) B(go)p(e ® 1p) = B(go)(m (£ )05E)( ) for alle e € E.

Bewvis. Da J er D-stabil findes iflg. bemaerkningen efter beviset for Seetning 6.1.10 *-homomorfier
& J® D — J, der opfylder, at

lim [|gu(e® Lp) — ] =0 (8.9)

for alle c € J.
Af (e) fas, at 15 — B,(h1) € J for alle n € N, og da 3, er en *-homomorfi, er 15 — B, (h1) =
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Bn(1j0,1) — h1) et positivt element i J. S& (15 — ﬂn(hl))% € J, og da J betragtes som et lukket
to-sidet ideal i F, vil (15 — ﬁn(hl))%eﬁn(d)(lé — 6n(h1))% € J for allee € F og alled € D

og (1z ﬁn(hl))w( ﬁn(hl))% € J for alle e € E. Ligeledes er (,(go)e € J for alle e € E,
da go € Co([0,1]) og ﬂn(f) € J for alle f € Cp(]0,1]). Ved at benytte at E, D og Cy([0,1[)
er separable, kan vi vha. (8.9) pd samme made som i beviset for Lemma 1 finde en delfplge

(Cn)neN g (§n)n€N Sa

NM—A

Pn(d) (1550 (h1))2)®1p)— (1 g —Bn(h1)) 2 epn(d) (15— Ba(hn))2 | = 0
(8.10)

for alled € D og alle e € F,

Tim [Ga(((15—=Ba(h))2e(15—Ba(h))3)@1p) = (1= Ba(hn)) Fe(1 5= Ba(h)) 2] = 0 (8.11)

for alle e € F,

nh—>r20 ||Cn(ﬂn(90)€ & 1D) - ﬂn(gﬂ)e” =0 (8.12)
for alle e € Y og
nh—{go Hgn(ﬁn(f) ® 1D) - ﬁn(f)” =0 (8'13)

for alle f € Co([0, 1]). For hvert n € N defineres p1,, : E ® D — J ved

pn(@) = Gu((15 = Bu(h))? ® 1p)z((15 — Ba(ln))? © 1p)), z € E® D.

Afbildningen er defineret, idet J ® D er et lukket to-sidet ideal i E ® D. Det gaelder ogsa, at
1y er fuldstendigt positiv. Det er klart, at afbildningen er lineser, og hvis m € N og (bij)z’»':;-:l
er et positivt element i Mm(E ® D), er b;j pa formen b;; = > )", by.by; for by, by, € E®D

jvf. Lemma 2.2.1. Dvs.

M\)—l

:U’n(bij) = Cn (( ﬂn(hl

(Z bm%) — Bu(h))? @ D))

= Gk = Bu(1))2 @ 10)) Calbrj(15 = Bu(hn))2 @

k=1

N

1p)).

Af Lemma 2.2.1 fas hermed, at u,, er fuldsteendigt positiv, og for = € E®D geelder, at

lin(@)| < (15— Ba(h1))? @ 1p|?lz]
— 1(Ba(1jo.0 — 71))? ® 1p| |||
< (1o = h) 2 | %1 |l
< |||

Sé pu, er en fuldsteendigt positiv kontraktion, og (un(7))nen € 1°°(J) for alle z € E®D. Lad
nu p: E® D (J)s veere afbildningen givet ved,

() = chg)((ﬂn(w))nEN)v reE®D.
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Dvs. u er en fuldsteendigt positiv kontraktion, og vi skal nu vise, at p opfylder betingelserne

(8)-()-

(g) For f € Cy(0,1]), e € E, d € D glder,

18(f)u(e ®d) — p(e @ d)B(f)|l
= limsup || Bn(f)pin(e @ d) — pin(e ® d)ﬂn<f)\|

n—oo

= limsup || 3, (f)¢n(

n—oo

(15
Gul((1 = Au(m))? @ 1p)(e® (15 ﬁn<h1>>% © 10))Bu(f)|
= limsup ||, (f)¢l )2 @

msn 1 — Bu(h1))Ze(1y — Balhn)
— (1 — Balh1))Ze(1f — Ba(ha))?
< timsup([8(/)Gn((1; = Bu(h1)) 2e(L; = Bu(hn
+18a()n (L = Bu(h1))e © d) — Cal(1 — Bulh1))e ® d)Ba(f)]]

+||Cn((1 _Bn(hl)) ®d)ﬁn( ) Cn (1E_ﬁn hl))%e(1~ ﬁn(hl))% ) n(f)”)

< T sup 18,161 — Bulh)e ® ) — Gl (L — Bullin))e ® DB
—hfzﬂ_)sgp\\ﬂn( )Cn(ﬁn( [0,1] —h)e®d) — Cn(ﬁn( —h1)e ® d)Bn(f)|
< h;n_)Sip(ngn( )Cn(ﬁn( —hi)e®d) — Cn(ﬂn(f) ® 1D)Cn(ﬁn(1[0,1] —hi)e®d)||

+ 16a(Bn(f) @ 1D)Cn(ﬁn(1[o,1] —h1)e®d) — Cu(Bu(lpp,1) — h1)e @ d)(u(Bn(f) @ 1p)||
+ 16 (Bn(Lj0,1) — h1)e @ d)Cn(Bn(f) @ 1D) — Cu(Bn (L0, — h1)e ® d)Bn(f)])

(8.13)

< Tim sup [[Ga(Bn(f(1o,0) = h1))e @ d) = Gu(Bn(Ljo1) = In))eBn(f) @ d)|
)

— NI —~

|
)2 @ d) = Bul£)én((1g — Balh1))e ® d)|

(
(

B
B
0.

Sa B(f)u(z) = p(z)B(f) for alle f € Co([0,1]), z € E® D. Dvs.

(oo 0 05) (1) = B u(x) = (@) (T 0 65)(15) = B(S))

for f € Co([0,1]), 2 € E® D. Sa da 8 er en unital *-homomorfi, geelder at

for alle f € C([0,1]) og alle z € E® D.
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(h) For e € E og d € D fas,

() 0 62)(15) — Blgn)) (n(e? © d%) — ple ® d)?)|
= limsup [|(15 = Bn(91)) (1n(€® ® d%) — pin(e @ d)?)||

n—oo

= limsup | (15 — Ba(91)) (G (L — Ba(h1))? @ 1p)(2 @ d*)((15 — Bal1))? @ 1p))

— (15 = Ba(h1))2 @ 1p)(e @ d) (15 — Bu(h1)) ® 1p)(e @ d)(15 — Bu(h1))2 ® 1p)))]|
= limsup || Ba (1.1 — 91)(G((Ba(Lipa) — 71))% © 1p)(€2 © d)((Bu(lpy) — h1))? © 1p))

n—oo

— Gu(((Bu(1p1) — M))Z @ 1p) (e @ d)(Bu(l1) — 1) © 1p)(e ® d) (Bu(lpp1) — M))Z @ 1p)))]

(8.13) 1 1
< limsup 160 (Bn (10,1 — 91) @ 1) (Gn(((Bu(1jo.1) — h1))2 @ 1p)(e* @ d*)((Bu(Ljo,1) — h1))? ® 1p))

=

— G(((Ba(1ppa) — h1))? ® 1p)(e @ d)(Bu(lipy) — h1) ® 1p)(e @ d)((Bu(lfo1] — h1))? ©
= lim sup |G (Ba((Ljo.0 = 91) (o) = h)2)e* (B0 — )% @ )

o)l

]

— Ga(Bu((joa) — 91) (.0 — 1) 7)eBu(lpp1) — P1)e(Bu(lp) — Mn))? @ d2)|

= limsup | Gu(Bn(Lo.1) — 91) (L) — P1) Loy — 71) )2 (Ballion) — h))? @ d2)
(

n—oo

— By — 91) (L) — 1) 2)eBulio) — h)e(Ba(lpy) — b))% ® d?)|

W,

(i) For e € E geelder,

18(g1)n(e @ 1p) = Blg1)p(e © 1p)||
—hmsupHﬁn(gl) n(e®1p) — Bnlg

g1
n—00 2

Jepn(1D)]l

= limsup [[5,(91)¢n (15 = Bu(h1))? @ 1p)(e @ 1p) (15— fulhn))? @

n—oo

D=

10)) = Balg1 )epn(1p)|
< timsup([18a(91)6n (15 = Ba(h1))? @ 1p)(e @ 1p)(15 = Ba(h1))? @ 1p))

n—oo

— Bu(92) (15— Bu(m)) 2e(1 — Bu(m))? |
)

+ 18u(91) (1 = Bu(h)) (1 = Bu(h1))? = Bulg1)Baljo1) — )]
+118u(91)8u (Ljo.1) = B1)e = Bu(g1)epn(1p)I)
(8.11),(d)

< 11msup|]6n(g1)ﬂn(1[01 hl)e_ﬂn(g%)eﬁn(lD)H

n—oo

= lim sup Hﬂn(gl Je — ﬁn(gl Jepn(1p)]|

n—oo

= limsup [[5,(91)8n (110,11 = ho)e = Bn(91)Bn(Lpo,1) = ho)epn(1D)]

n—oo

=0

jvf. (c).
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(j) For do,d1 € D og e € E fas,

(1 do) () 35) (1) = B0n)) bple @ h)((n2) 2 ) (1) = ()}

— (7P 0 65)(15) — B(h)2p(e @ di)((n$E) 0 82)(15) — B(l))2 (15 © do)|
:liTILILSOIépHMnﬂE@dO)(lE_5n(h1))zepn(dl)(1§_Bn(hl))%

— (15 — Ba(h1))2epn(dr) (1 — Bu(h1))Z pn (15 © do)|
:nmsupucn<<<1~—ml))%®1D><1E®do><<1 — Ba(h1))? @ 1p)) (1 — Bulln))?

n—oo

cepn(d1)(1g = Ba(ln))? — (L — Ba(h1))2en(di) (15 — Ba(ln))2Ga(((1g — Ba(ln))? @
(15 @ do) (1 — Ba(ln))? @ 1p))|
< limsup([[¢a (L = Bu(h1)? @ 1p) (15 ® do) (L — Ba(h1))% @ 1p)) (15 — Bu(ha))?

®1p)

cepn(d) (15 = Ba(h1))? = Gal(1g = Bu(h))? @ 1p) (15 @ do) (1 — Bul(hn))? ®
(L = Bu(1n))? @ 1p)(efn(dr) @ 1p) (15 — Bu(hn))? ® 1p))|

16 (((1 = Ba(h1))? © 1) (15 ® do) (1 — Ba(h1))? @ 10))Cn(((15 — Bu(h1))? @ 1p)
~(epn(d1) ® 1p)((15 — Ba(h1))? @ 1p)) — C(((1g — Ba(h1))? @ 1p)(epn(dr) © 1p)
(1 = Bu(h1))? @ 1p))ea (15 — Ba(h1))? © 1p)(15 @ do) (15 — Bu(h1))? ® 1p))|

+ 1160 (((1g = Bu(h1))? ® 1p)(eBn(dr) ® 1) (15— Ba(h1))? ® 1p))

(1 = Ba(hn))? @ 1p) (15 @ do) (1 — Bu(h1))? @ 1p)) — (1 — Bulha))Zepn(dr)
(15 ﬁn<h1>>%<n<<<1g — Ba(l))? ® 1p)(15 @ do) (1 — Bu(h1))? @ 1p))|

P tim sup 1Gu((L — Bl (1 Bu()) beuldn) (1 — Bu(h)t @ do)

— (1 = Ba(ln)) 2 epn(dr) (1 — Bu(h1)) (15 — Ba(ln))? @ do)|

1p))

1

n(1s ® 1p) — (7E65) (1) — B(h))]
= limsup (1 @ 1p) — (15 — Bulh1))||

= limsup (15 - Ba(h))2 @ 10)(15 = Bu(h1))? @ 1)) = (15 = Balhn))|
= limsup ||, ((15 — Bn(h1)) @ 1p) — (17 — Bu(h1))|

= limsup || (Bn(Ljo,1) — 21) ® 1p) — Bu(lpo, — M)l

w29
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13(g0) (e ® 1p) — B(go) (w0 5E)(e)||
= limsup ||Bn(g0)n(e @ 1p) — Bn(go)el|

n—oo

= limsup |15 (90)Ga (L — Bu(h1))Ze(1s — Ba(hn))? © 1p) — Balgo)el]

(d)
< limsup |[8,(90)¢n((15 — Bn(h1))e ® 1p) — Bu(go)ell

n—oo

< hmsup(”ﬂn gO)Cn(B 1[ hl) & 1D) - Cn(ﬂn(QO) b2y 1D)Cn(/8n(1[0,1} - hl)e ® 1D)H

n—oo

(
( n(
+ [1¢n(8n(g0) ® 10)¢n(Bn(1j0,1) — h1)e ® 1p) — Cu(Bn(go)e @ 1p)||
+ HCn(Bn( 0)6 ® 1D) ﬁn(QO) H)

(8.12),(8.13)
< lim sup 1¢n(Bn(go(1j0,1) — h1))e ® 1p) — Cu(Bn(go)e @ 1p)|

= limsup ||¢n(Bn(90)e © 1p) — Cu(Bn(g0)e @ 1p)||

n—oo

=0
for alle e € E. O
Lemma 3. Der findes en *-homomorfi X : Cg(]%, %[) RQE®D®D — (J), der opfylder, at
Mf®e®do®dy) = 0(f)u(lz @ do)pe ® dr)
for f € Co(]%, %D, e € FE, dg,dy € D. Specielt geelder, at
Mf®e®lp®1lp) = pB(f)ple®1p) (8.14)

for f € Co(J%, L)) oge € E.

Bevis. Da p og p er fuldstaendigt positive kontraktioner fas af (j), at

for alle x € Clz ® D ogalley € E® D. Sa da 5(C([0,1]))
de tre fuldstaendigt positive kontraktioner

N
|

(E ® D)’ fas ogsé vha. (g), at

8:C([0,1]) = (E)s,
wop: E® D (F)
,Uf‘(ClE@D : CIE ® D +— (J)oo - (E)oo

har kommuterende billeder i (E)so, hvor w : (E)o — (E)s er givet ved

I\‘:M—t

w(w) = (7F) 0 65)(15) — Bh))2a((xE) 0 55)(15) — B(h))?, € (B)oo
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Der findes saledes en fuldsteendigt positiv kontraktion A : Co(]3, ) ® E®@ D ® D — (J)so,
der opfylder, at

Mf@eado@d) = B(f)u(150do) (1 085) (1)~ B(h1)) 2p(e@dr ) (w$E) 06 ) (1) — B(hn))

for f € Co(]g, ED e€ FE, dy,dy € D.
Bemzrk, at billedet af \ tilhorer (J)oo, da B(f) € (J)oo for f € Co([0,1]), pu(x) € (J)oo for
x € E®D og (J)so er et lukket to-sidet ideal i (E)so.

For0<t<Zer (1pa) — h1)(t) =1, 84 f = (1)) — h1)f for alle f € Co(]3, ZD. Dvs.

N |—=

N

Mf@ewdy@di)=B((1py — h)fHu(ls @ do)B((1ga — h1)?)ple ® di)B((1.1 — h1)?)
((Lppq) — h1)*Fu(ly ® do)ple ® dy)

B

B(f)u(lz ® do)p(e ® dy).

Vi skal vise, at A er en *-homomorfi, men for f € Co(§, £]), ¢ € By, dy,dy € D er
MfPoe?edyd)=B(f ) (1 ® d2)p(e? ® d?)

= B(f)*u(lz ® do)?*p(e* ® d7),

da (h) giver at B(11] — g1)(u(1p @ df) — p(1; ® do)?) = 0, hvilket medforer, at
B (1 @ dj) — p(lz —do)?) =0 for f € Co(}g zD.

Thi, lad
h, = lf;?(j‘)(’gl) FG-3) 1 2 - t1< - 7117
S Baleesiagema it CEE R A
0, T<t<l
Da vil (hy)nen veere en folge i C([0, 1]), der opfylder at lim;,, .o ||n (1 —g1) — f|lcc = 0, hvilket

giver det gnskede.
Af (b) fas, for e € E4 og dy € D, at

B(Ljo,1) — ho) (r&) 0 85)(€)p(d]) — (nE) 0 35)(e)(d1)?) = 0,
B(1p1 — ho)(B(e” ®d2) ple®di)?)
= B(Ljo,1) — ho) (w8 0 ) (€)?p(d]) — () © 85)(e)p(d) () © 1) (€)(d1))

= (10— ho)(P (d?)(ﬂéo) 00g)(e)* = pld1)*(n{) 0 6)(e)?)

=0.

(8.15)

For t > % er (1p,1) — ho)(t) = 1, & f = (1j91) — ho) f for alle f € Co(]%, %[) Dvs.

B(f* (Lo, — ho))u(1p ® do)*ple® ® df)
® do)*B(f*(Lj0.1] — ho))p(e® @ d7)
® do)*B(f)*B(1jo.1) — ho)p(e @ di1)*

FPu(lz @ do)*ple ® dy)?

f®e®d0®d1)

MfPeeleded)

(
n(lg
n(lg
B(
A(
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for f € Co([3, L), e € E4 og do,dy € D. Da X er en linezer kontraktion fis hermed, at

Az?) = A(z)? for alle z € (Cp(]3, L)®E@D®D), og Lemma 2.2.9 giver, at A er multiplikativ.
Jvf. definitionen af p og p, og da [ er en *-homomorfi, er det oplagt, at A(z*) = A\(x)* for
z € Co(]3, £]) ® E® D ® D, hvilket betyder, at A er en *-homomorfi.

Bemeerk, at iflg. (k) er

Mfowe®lp®lp)=p(f)u(lz® 1p)ple®1p)
= B(N)((x 0 65) (1) — B(hn))ple ® 1p)
= B(f)B(Lj01 — h1)p(e ® 1p)
= B(f(Lj0,1) — h1))p(e ® 1p)
= pB(f)ple®1p)
O
Lemma 4. Der findes u € (J)oo N B(C([0,1))), sd
wWA(fgo®e®@dy@di)u = )\(Q%fgo®e®do®d1) (8.16)
WA @ewd@d) = Mgif®ewd®d) (8.17)
uWNg1f®e®dy® Ip)u = )\(glg%f@?@@ 1p ®dp) (8.18)
uvANfeex1p®1p)lu = )\(g%%f@)e@lD@lD) (8.19)

for f € C’o(]%, %D, e€ FE ogdy,dy €D.

Bewvis. C*-algebraen D er sterkt selv-absorberende, og har dermed approksimativt indre
halvflip (Saetning 4.2.2). S& der findes en fplge af unitaere (s7);ey € D ® D, som opfylder,
at

llim Isj(x®1p)s;—1lp®x|| =0 (8.20)
—0Q0

for alle z € D. Eftersom D er Kj-injektiv, kan de uniteere veelges til at veere homotope med
1pgp jvi. Proposition 6.1.4. Hermed findes uniteere 5; € C([0,1], D® D) = C([0,1]) ® D® D,
sa

silp.4) = 1pep og iz =51

Bemeerk, at 5; kan betragtes som elementer i C([0,1]) ® E® D ® D, idet afbildningen
Y :C([0,1])@ D® D — C([0,1]) ® E® D ® D givet ved,

V(f@d®dy)=f®1z®d ®da, feC([0,1]),d1,d2 € D

er en injektiv *-homomorfi. S& C([0,1]) ® D ® D er isomorf med en del-C*-algebra af
C(0,1)® E® D® D.

Lad (e;);en veere en approksimativ enhed for E bestéende af positive kontraktioner, og definer

l o~
v = (91 ®e®1p®1p)3;.
2
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Da g1 € Co(lg, L)) er v € Co(J5, L) ® E® D ® D, og 91 ©ea®lp®lp kommuterer med
ethvert element i C([0,1]) ® 1; ® D ® D, hvilket medfgrer, at v; er et normalt element. Dvs.

NI s

l ~ ~k * * l
vy = = (gl @ e @1p@1p)55 (g1 @df @ 1p®@1p) = (95 ® el @ 1p @ 1p),
2 2

da 3; er uniteer og g1 samt e; er positive. S&
2

fe®dy®d)|

[NIENIE

llim o (f ® e ®@do ®dy1) — (g

1 1
= im g} @t @ 1p@ ) Seadod) ~ o) f Seodod)
— 00 2 .

[

1
= lim (g3 f@efe@dy®@di) — (93 f ®e®dy® dy)]|
— 00 2 2
=0

for f € C’(]%, %[), e € E og dy,dy € D.

For f € Co(l%,L[), e € E og dy,dy € D kan vi pga. isomorfien C([0,1])) ® E® D ® D =
C([0,1], E® D ® D) skrive elementet f ®e® dy ® dy, som elementet G € C([0,1], E® D® D),
hvor G(t) = f(t)e ® dy ® di. Ved hjzlp af denne repraesentation kan ligningerne (8.22), (8.23)

og (8.24) vises:
1
Jim fJof (fg0 @ e @ do ® di)vi = g fgo ® e ® do @ )|
= fim H’éé“(gé ©®e®1p®1p)(fgo®e®dy® dl)(é ©e®1p® 1p)s
—9§f90®e®do®dlﬂ

(8.22)
1
fg0 ® eree; @ dy ® dy)s; *ggfgo ®e®dy® di|

N[ |

= lim [[5] (g
l—o0
1 1
= Hm 192 fgo @ eree; @ dy @ di — g% fgo @ e @ dy @ dy ||
— 2 2
=0,

hvor det neestsidste lighedstegn fas, idet $;(t) = 1pgp for 0 <t < i og go(t) =0 for t > %.
Da g1(t) =0for 0 <t < %, og da s;(t) = s; for % <t <1 fas af (8.20), at

1
Jlim [0y (fg1 ® e @ do @ 1p)ur — g3 fg1 ® e @ Lp @ do
- 2

1 _ 1
= lim |57(9} fg1 ® etee ® do @ 10)51 — 92 f1 © € ® 1p & do (8.23)
— 2 2

:0,
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og da 5 (t)si(t) = 1pgp = 51(t)s](t) for 0 <t < 1 geelder

1
fim o (f@e®lp@lpju—gif@e®lp®lp|
—00 2
1 1 1
:lhm ||:§?<(gi1 ®el®1D®1D)(f®6®1p®1D)(gi1 ®€l®1D®1D)gZ —gif®6®1p®1p||
— 00 2 2 2

1 1
= lim [[5](91 f @ qeer ® 1p ® 1p)si —gif @ e®@1p @ 1p|
=0.
(8.24)

1

For hvert 1 € Ner [A(v)|| < Jull < llg ldill|5]] < 1, st da &) 1 19°(.]) = (J)oo er surjektiv,
2

findes jvf. [MRL, Theorem 2.2.10] en kontraktion (v;;);jen € [*°(J), sa

A(wr) = 78D ((vr) jen)-

Bemerk, at A(v;) € B(C([0,1]))" for alle I € N. Dette ses, idet der for h € C(]0, 1]),
g € C(]0,1]) og doy,d1 € D gelder,

(g

[SIEFNT

®e@1lp®I1p)(h®l;®do®di))B(g)

I
>

(gih®@e ®do®dr)B(g)
)B(h)u(15 @ do)p(er ® d1)B(g)

B(h)u(lg ® do)p(er ® dr)

—
S

I
D =D @
S
@
o
[N

—  NIRae N

(9)A((g

[T

Re®1p@1p)(h® 1z ®dy®dy)).

Sa da s € C([0,1]) ® C13 ® D ® D og A er en linezer kontraktion fas, at A(v;) € B(C([0,1]))".
Dyvs.

limsup ||v1,;3(9) — Bi(g)vi4l =0

J]—00

for alle [ € N og alle g € C(]0, 1]).
Find voksende fglger af endelige delmangder F,, C Co(]%, %[), E,CFEogD,CD,salJ,", F,
Upei En 0g U~y Dy er teette delmaengder i hhv. Co(]3, £[), E og D.
Af ligning (8.22) fas for n € N eksistensen af [,, € N| si

)

1 1
lof (fgo ® e ®do @ di)or = gifgo@e@do® ]| < — (8.25)
2
narl >1,, f € F,,, e € E, og do,d1 € D.
Eftersom 75 : 1°°(J) = (J)oo er surjektiv findes en begraenset folge (););en af meengdeaf-

bildninger, A; : Co(J3, Z) ® E® D® D + J, s

A@) = #(Oy@)jens o € Coll5, 5D ® E@ Do D,
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Ligning (8.25) giver, at

fg0®e®@dy®dy)

N[ o=

lim sup v/ ;A (fg0 ® e ®do @ di)v; — Aj(g

j—oo
= |7 (i) jen) 7D (N (g0 @ e @ do @ dv)) jem) T (Vi) jew)

1
_ Wég)(()\j(gg fgo®e®dy®di))jen)|

1
= [[AM(v)*A(fg0 ® e @ do @ d1)A(v) — A(gi fgo ® e @ do @ dy)|
2
1
< J—
n

forl>1,, fe F,, ec E, ogdyd € D,.
Specielt findes j,; € N, s&

. L 2
v A (fg0 ® e @ do ® dy)vyj — Aj(gg fp@e@dy®d)| <~ og

2
lv,;8i(9) — Bi(g)vi;ll < -

forl > 1,, fe F,, e€ Ey, dy,di € Dy, g € C([0,1]) 0g § > jn,-

Find nu en fglge af naturlige tal m(1) < m(2) < m(3),..., s& m(n) > jy, for alle n € N, og
definer [ : N — N ved

Seet u; = vy(;),; 0g u = ﬂg)((uj)jeN). For m(n) <j <m(n+1), f € F,,e € E,, 0og dy,dy € D,
geelder, at

1 2
15752 (fg0 ® € @ do @ dr)vyj 5 — Aj(gg foo@ewdy@d)] < .

Dette giver, at

[SIENI

[u*A(fgo ®e®@do @ di)u — Ngifgo®e®@dy®@dy)| =0
for f € Co(]3, L), e € E og do,dy € D og
|luB(g) — B(g)ul| =0

for g € C([0,1]).
Ved ovenfor at valge I, og jn,; passende kan vi ved hjeelp af hhv. (8.21), (8.23) og (8.24) fa, at

1
uu*)\(f®e®do®d1) = A(gff®e®d0®d1)
2
1
WANgif®e®do®1p)u = MNgigif®e® 1p @dp)
2
1
WVANfRe®1p@1p)u = Mgif®e®1p®1p).
2

for f € Co(]3, %)), e € E og do,dy € D O
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Lemma 5. Fore€ Ey ogd e D gelder, at

1 1
Blgo)ule @ d)u'Ngi ®e@d@1plu = Blgo)u"Mgi @’ ®d°®1p)u  (8.26)
2 2

WMo} @e@d@ LpJublonule@d) = Blgy)Blonlule’ @ ) (8.27)
Blonple ® Mgt ® e de Loju = Hlo)dlgya(e @ &) (8.25)

wA(gi @ewd@ lpuflg)pesd) = Ha)iAg} @ 9d e . (329
Bevis. For e € By og d € D fas, idet go = go(1j0,1) — g1) 0g gL = g%(l[m] — hp), at
Blgoile ® du* Mg} © e @ do 1p)u
= M(@@d)u*)\(gogi Re®d® lp)u
= M(e@d))\(gog%®e®d® 1p)
= e@d)B(g0)B(g1)p(ly ® d)ple @ 1p)

= e@d)B(g0)B(g1)p(ly ® dp(e @ 1p)
= Bg1)B90)Bp,1 — g1)ule ®@ d)p(ly ® d)u(e ® 1p)

=T B(91)B(90) 8Ly — g)nle @ d*)p(e @ 1p) (8.30)
1)B(90)B(1pp,1) = 91)u(15 @ d*)pu(e ® 1p)u(e ® 1p)
= Blgy)Bgo)n(1p ® d*)u(e ® 1p)u(e ® 1p)

= Bley)Bgo)n(1z ® d*)u(e @ 1p)p(e @ 1p)

1)B(g0)n(1p @ d*)ple ® 1p)?
= Blg)Bloo)n(1 ® d*)B(1 — ho)p(e ® 1p)*

=7 Bloy)Blgo)n(1p ® d*)B(1 — ho)p(e” ® 1p)
= Agog1 ®e?®@d*®1p)

1
=7 Mgl ®e’®d*®1p)u
2
1
= Bl el ed 8 1p
2
Af ligning (8.30) fas af (h) og Lemma 2.2.9 ogsé at

5(go)u(€®d)u*/\(9§ ®e®@d®1p)u = B5(91)5(g0) (1o, —g)u(e’®d*) = ﬂ(gé)ﬂ(go)ﬂ(€2®d2)

foreec Ey ogde D.
P4 tilsvarende made ses, at

WMo} @@ Lp)uB(gn)u(e @ d) = Hlay)Blan)u(e? © ). (8.31)
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Endvidere gelder for e € B4 og d € D, at

N[ D=

Blonple® Mgt ©e@de i = plemdflg)u g}y @ dple 1p)u
= ple® d)u*/\(glgf Re®d®1p)u

ple® d))\(glg% ®Re®lp ®d)

= ple@d)B(grg1)pn(1p @ 1p)p(e @ d)

= ﬁ(e®d)ﬁ(9191) (1jo,1) — h1)p(e @ d)
= B(91)B(g1)B(1jg 1 — h1)p(e © d)?

= B(91)B(g1)p(e @ d)?
B(91)B(91)B(10,1] — ho)p(e ® d)?
B(91)B(91)B(Lp,1) — ho)p (e? ®d?)
B(g1)B(g1)p(e 2@ d?)

= 5(91))\(9%@)6 ® 1p ®d?)
)\(glg% ®62®1D®d2)

1
2

N N

(8.15)

—
*
~

I
=

8.18 1
(8.18) u*A(g191 ®62®d2®1p)u
2

—  WB(g)BgF (1 ® d)p(e ® p)u

=N =

= Blg)u\g; ®e* ®@d*® 1p)u.
2

Af (*) fas ligning (8.28). Analoge udregninger giver,

w\»—tw\»—‘

A(gl ®e®d® 1p)uB(g)ple ®d) = B(g1)u*A(g 20d*®1p)u

foree Ey ogde D. O

Lemma 6. Der findes en *-homomorfi v: E® D +— (E)«, der opfylder, at
Y(e® 1p) = (i) 0 35)(e)

for alle e € E.

Bevis. Bemeaerk, at $(go)u(e ® d) € (J)oo for e € E og d € D, og da () er et to-sidet
ideal i (E)so vil B(g1)ple ® d) € (E)s for alle e € E og alle d € D. Sa vi kan definere
v:E®D— (F)x ved

1
Y(e®d) = Blgo)ule ® d) +u'A(gf © e®d® Lp)u+ Blg)ple © d), e € E,d € D.
2

Hermed er v en linezer fuldsteendigt positiv afbildning, idet p, A og p er fuldsteendigt positive.
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For alle e € E fés, at

Wewlp) = Blannle® 1p) +uw'Alg) @ Lp® Ip)u+ Alg)ale @ 1)

OB 50g0) (78 0 65)(e) + Mgy ® e®1p @ 1p) + B(g1)p(e ® 1p)
E

"2 Bloo)(xB) 0 6)(e) + Blgy)ple ® 1p) + Blgn)ple © 1p).

Men grhg =0 = g%ho, sa
We®lp) = Blgo)(w odp)(e) + B(91)6(o,1) = ho)p(e @ 1p) + 5(91)B(Lpo,1) = ho)ple ® 1p)

D Blg0)(nE) 0 m)(e) + Bl91) (10,1 — ho)(wE) 0 65)(e)
+B(g1)B(L.1) — ho) (xS 0 6k) (e)
= Bloo+g1+ g1) (w8 0 6g)(e)
= (P odn)(e).

Dette giver ogsa, at v er en kontraktion. For lad (e;);en veere en approksimativ enhed for E
bestéende af positive kontraktioner. Da er (¢; ® 1p)jen en approksimativ enhed for F @ D
bestaende af positive kontraktioner, og

(et @ 1)l = [[(Too 0 65) (er) | < 1

for alle [ € N. Dvs. 7, er en kontraktion, for hvis x er en positiv kontraktion i £ ® D, da er
(g ® 1D)2x(el ® 1D)2 < ||x|](el ®1p) < (e;®1p) for alle | € N.

Sa ||v((e; ® 1D)2x(el ® ID) ) < ||[v(e; @ 1p)|| < 1 for alle I € N. Heraf folger det gnskede,
idet (e; ® lp)éx(el ® lp)é — z for | — oc.

Vi mangler nu bare at vise, at v er en *-homomorfi.

Billederne af 3 og p kommuterer og 1 (E®D) C 3(C([0,1])) hvilket medferer, at v(z*) = y(z)*
forz € E® D, idet u, p bevarer * og A er en *-homomorfi. For at vise, at v er en *-homomorfi,
er det hermed tilstraekkeligt at vise, at v er multiplikativ.

Idet gog1 = 0 og B(C([0,1])) € p(E ® D)’, geelder for e € E4 og d € Dy, at

(e ®d)?
= B(90)*ule ® d)* + Blgo) (e d)u*k(gi ®e®d®1p)u+ B(go)ue @ d)B(g1)p(e @ d)
+u )\(g%% ®e®d® 1p)uf(go)p(e ® d) + u*)\(g§ Re®d® 1D)uu*/\(g§ Re®d®1p)u
+u A(gg ®e®d® 1p)uf(g)ple ® d) + Blg1)ple ® d)B(go)ule ® d)
+ B(g1)p(e ® d)U*A(g%% ®e®d® 1p)u+ B(g1)p(e @ d)B(g1)p(e ® d)
= Blg0)*u(e © d)* + Blgo)u(e & d)u"Mg} © e d® 1p)u
+u'Alg ®e®@d® 1p)ub(go)u(e ® d) + u*Mgi ®e®d® 1D)uu*)\(g§ ®e®d®1p)u

1 1
+uMgf ® e® d@1p)ufi(gr)ple ® d) + Blgr)ple @ d)u"M(gf @ e® d@ 1p)u
2

+6(91)°ple @ d)*.
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Da go = go(1jo,) — 91) fas af (h),

B(g0)?p(e @ d)* = B(g0)*B(1p,1) — g1)u(e @ d)?
= B(90)*B(1j,1) — g1)(e* ® d°)
= B(g0)*u(e® @ d?)

g (8.17) giver

Jun

1 1
A9 ®e®d®@1IpluuA(g; ®e®@d® 1p)u = u* (g} ®e®d®1p))\(g% ®e®d®l1p)u
2 2

|

— u*)\(g%gg @l @d*®1p)u

1
=u Blg)\gi ® e’ ® d* @ 1p)u

2

[

= Blg1)u*A(g? & 2@ d?®1p)u.
2

Eftersom g1(1(91] — ho) = g1 giver (8.15)

B(91)*p(e @ d)* = B(g7)B(1j0.1) — ho)p(e ® d)?
= B(g7)B(1jo,1) — ho)p(e® @ d°)
= B(g1)*p(e* ® d*).

Sammen med (8.26), (8.27), (8.28) og (8.29) fas heraf,
v(e®d)?
= Blg0)*n(e* © &) + Blgo)uNg; © ¢ @ & © 1p)u+ Blg))Blgo)nle*  d?)
+ ﬁ(gyu*k(gi e’ ®d>@1p)u+ 6(gl)u*A(g§ ® e’ ©d> @ 1p)u+ B91)B(g1)p(e* © d?)
+B(91)°p(e* @ d?)
= B(g5 + 9190) (e ®d*) + B(go + g1+ QI)U*)‘(9§ ®e?®d>®1p)u
+ 69191 + g1)p(e* @ d°)
= B(g5 + (Ljo.1] — 9o — g1)go)p(e* ® d*) + 5(1[0,1])U*)\(9§ e’ ®d*®1p)u
+ B(g1(1p1 — 90 — 91) + g3 )p(e* ® d?)
= Blgo)a(e? ® &%) + w'\g} @ ¢ @ & © Lp)u+ Hlgn)ple? & &)

= y(e? ® d?).
Dvs. v er en *-homomorfi jvf. Lemma 2.2.9. g
Seetning 6.1.10 og Lemma 6 giver nu, at £ er D-stabil. O

Eksempel 8.1.3. Betragt delalgebraen A C C([0, 1], O2) givet ved

A={feC(0,1],09) : f(1) = 51 £(0)s}},
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hvor s; og s2 er de to kanoniske frembringere for Os. Det er let, at tjekke at A er en lukket
selvadjungeret del-algebra af C([0,1],O2), s& A er en C*-algebra.
Lad q : A — Og veere givet ved,

q(f) = 1(0), [feA

Da er ¢ linezer og multiplikativ, og q¢(f*) = q(f)*, s& ¢ er en *-homomorfi. Endvidere er ¢
surjektiv. For lad x € O3 og st

f(t) = (s1zs] —x)t+z, te]0,1].

Daer f € C([0,1],02), og f(0) =z og f(1) = sjxs] = s1f(0)s]. Sa f € A og q(f) = =.

Der gelder, at ¢(f) = 0, hvis og kun hvis f(0) = 0, hvilket er skvivalent med at f(1) = 0.
Hermed er

ker(q) = {f € C([0,1]), O2) : f(0) = f(1) = 0} = SO2.

Lad ¢ : SOy — A veere inklusionsafbildningen, hvilket giver folgende kort-eksakte folge af

C*-algebraer,

0 SOy 25> 4150, 0.

C*-algebraen O, er unital, separabel og staerkt selv-absorberende. Endvidere er Oy Ki-injektiv,
da Oj er purely infinite jvf. [MRL, Exercise 8.13|.

Bemeark, at SOy = Cp(]0,1[, O2) = Cp(]0,1]) @ O2. S& SOy og Oz er separable Os-stabile
C*-algebraer, hvilket medfgrer jvf. Seetning 8.1.2, at A ® Oy = A.



Kapitel 9

Eksempler pa D-stabilitet

I dette kapitel skal vi vise, at O, er O-stabil for alle n > 2, og at Oy er den eneste unitale,
separable, simple og nuklezere C*-algebra, der er Os-stabil. Endvidere gives en kort introduk-
tion til Jiang-Su algebraen Z, som bygger pé resultater fra [JS99|. Vi vil herefter opbygge et
hieraki, der viser, hvorledes C*-algebraerne Z, Oy, Oy, B 0g Os ® B virker som enheder
mht. tensorproduktet, hvor B er en steerkt selv-absorberende UHF-algebra. Til sidst vises, at
Bunce-Deddens algebraen af type 2°° er et eksempel pa en C*-algebra, der ikke er Maoso-stabil.

9.1 (O -stabilitet

Vi skal som det forste se pa Oqo-stabilitet, og vi har allerede i Seetning 5.4.4 vist, at en
separabel, simpel og nukleszer C*-algebra A er Oy-stabil, hvis og kun hvis A er purely infinite.
Dette giver bl.a. anledning til nedenstaende eksempel, idet O,, er purely infinite for n > 2:

Eksempel 9.1.1. For allen > 2er O, ® Oy = O,,.

Derimod er der pracis én unital, separabel, simpel og nukleaer C*-algebra A, der er Os-stabil.
(Korollar 9.1.3). Dette folger af Kircbergs A ® Oy Seetning:

Szetning 9.1.2. ' Tensorproduktet AQ Oy er isomorf med O, hvis og kun hvis A er en unital,
separabel, simpel og nuklecer C*-algebra.

Korollar 9.1.3. Lad A vere en unital, separabel, simpel og nukleeer C*-algebra. Da er A® Oo

1somorf med A, hvis og kun hvis A er isomorf med O,.

Bevis. Antag at A er isomorf med Oy. Dvs. AR O 2 Oy ® Oy =2 Oy = A.
Omvendt fas af Saetning 9.1.2 at A ® Oy = 09, sd hvis AR Oy =2 A, daer A= Os,. O

'[Rgr02, Theorem 7.1.2]

134
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9.2 Jiang-Su algebraen

For naturlige tal n, m er M,,(C) ® M, (C) = M,,,(C), hvor isomorfien ¢ : M,,(C)® M, (C) —
My, (C) er givet ved

b11a b12a e blna

b21a bgga e bgna
pla@b)= [ . R

bnla bnga N bnna

for a € M, (C) og b = (b;;)7 ;-1 € Mn(C).
Lad I, veere identitetsmatricen i M, (C) og lad M, (C)® I,, = {a ® I, : a € M,(C)} og
I, @ My (C) ={,, ®b:be M,(C)}.

Definition 9.2.1. En dimension drop algebra er en C*-algebra pa formen
Ilmo,m,mi] = { € C(10,1], Mn(©)) : J(0) € Min (€)@ Ln, f(1) € I @ My, (C)
hvor mg, m1 og m er naturlige tal, s& bade mg og my er faktorer i m.

Hvis mg og my er indbyrdes primiske, og m = mgmj, kaldes I[mg, m,m;] en primisk dimension
drop algebra. Jiang og Su viste, at I[mg, m, m;] ikke har andre projektioner end 0 og 1, hvis
og kun hvis mg og my er indbyrdes primiske, og i dette tilfaelde er

Ko(I[mo,m,m1]) 2 Z og Ki(I[mg,m,mi]) = 0.

Der findes en induktiv folge af primiske dimension drop algebraer (A, ),en, hvor de forbindende
*-homomorfier ¢, : A, — A, er unitale og injektive, sa den induktive graense af

©1 w2 ¥3
Ay As As

er en unital, simpel C*-algebra med en entydig sportilstand.

Specielt galder, at der blandt alle induktive graenser af dimension drop algebraer findes praecis
én C*-algebra Z, der opfylder, at Z er en unital, simpel, nuklezer og uendeligt dimensional
C*-algebra med en entydig spor state, si Ko(Z) = Z og K1(Z) = 0. Denne C*-algebra kaldes
Jiang-Su algebraen.

Jiang og Su viser, at Z har approksimativt indre halv-flip, hvilket benyttes til at vise, at

o0
Z2Z@Z og Z=QRZ.
=1

Seetning 4.3.5 giver hermed, at Z er staerkt selv-absorberende. Samtidigt viser Jiang og Su, at
en raekke C*-algebraer er Z-stabile. Der geelder folgende saetninger:

Saetning 9.2.2. Lad A vere en purely infinite, simpel, unital og nuklecer C*-algebra. Da er
A2 AR Z.

Saetning 9.2.3. Lad A vere en uendelig dimensional, unital og simpel AF-algebra. Da er
AZ AR Z.

Af de eksempler vi tidligere har betragtet fas heraf, at O,, n > 2 og alle UHF-algebraer er
Z-stabile.
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9.3 Hieraki mht. D-stabilitet for en given C*-algebra D

Bemark, at hvis D1 og Ds er unitale, selv-absorberende C*-algebraer, s D1 ® Ds = D1, og
A® Dy =2 A for en C*-algebra A, da vil A® Dy =2 A. Dette ses, idet

A® Dy =2 (A® D) ® Dy = A® Dy = A.

Ved hjxlp af denne betragtning kan vi lave en hierakisk inddeling af, i hvilken grad forskellige
unitale steerkt selv-absorberende C*-algebraer virker som enheder mht. tensorproduktet.

Lad Z vere Jiang-Su algebraen og lad B vaere en steerkt selv-absorberende UHF-algebra.
Da vil B, Ou, Ox ® B samt Oy veere Z-stabile. Der gxlder folgende hieraki for, hvorledes
C*-algebraerne Z, B, O, Os ® B 0g Oy virker som enheder mht. tensorproduktet:

N,
N

Ox ® B

02

[e.9]

Dvs. at der for en C*-algebra A geelder,

(1) ARO2ZA=AR(0xx®B)ZA=AR0,,=2A= AR Z= A,

() AR O 2 A= A® (O ®B) 2 A= A@B~2 A= A® 2~ A

Bevis. (i). Lad B veere en staerkt selv-absorberende C*-algebra. Da er
O ®@B®@022 0@ 020 B=20;0 B =0,

jvi. Seetning 9.1.2, da B er simpel, separabel, unital og nuklezer. Dvs. hvis A ® Oy = A, sé er
(O ®B)® A= A.

Da O er staerkt selv-absorberende fas,
O ®B® Ose 2 O0s ® O ® B= Oy ® B.
Sa hvis A® (O ® B) =2 A, daer A® O = A.
Endvidere giver isomorfien Z ® Oy = O, at AQ Z = A, hvis AR Oy = A.

(ii). For en steerkt selv-absorberende UHF-algebra B gelder, at O, ® B ® B = O ® B. Sa
hvis A® (O ® B) 2 A, sder A® B= A.
Tilsvarende giver isomorfien Z® B= B, at AQ Z = A, hvis AQ B A. O
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Af beviset ovenfor fas ogsa, at alle C*-algebraerne i hierakiet er stabile over for de C*-algebraer,
der ligger hgjere i hierakiet.

Blandt de steerkt selv-absorberende UHF-algebraer findes endnu et hieraki, som opfylder, at
A® B = B, hvis A og B er staerkt selv-absorberende UHF-algebraer, og A er placeret hgjere
i hierakiet end B. Vi vil i det fglgende betragte, hvordan dette hieraki er opbygget.

Hvis A og B er steerkt selv-absorberende UHF-algebraer med associerede supernaturlige tal
hhv. n = (n;)$2; og m = (m;)$2,, da er A® B en staerkt selv-absorberende UHF-algebra med
supernaturligt tal nm = (n; +m;)2,. S& A® B er isomorf med B, hvis og kun hvis nm = m,
dvs. m; = n; +m,; for alle ¢ € N.

Da n;,m; € {0,00} for alle i € N, vil de UHF-algebraer med supernaturligt tal n = (n;)°,
hvor der findes et ng € N, sa n;, = 0o og n; = 0 for 7 # iy ligge overst i hierakiet af steerkt
selv-absorberende UHF-algebraer.

Neeste niveau er de UHF-algebraer med supernaturlige tal n = (n;):2,, hvor der findes iy € N,
s& 11 # 10, 0g Nj, = nj, = 00 og n; = 0 for ¢ # ig,7 # i1.

Tredje niveau er de UHF-algebraer med supernaturligt tal n = (n;)$,, hvor der findes i € N
Sa 19 7é 10, 12 7é 11 0g Ny = Njy = Ny = 00 08 Ny = 0 fori e N\ {io,il,ig}.

Pa denne made fortsaettes, og det sidste niveau i hierakiet bliver saledes den universelle UHF-
algebra, dvs. UHF-algebraen med supernaturligt tal n = (n;)5°,, hvor n; = oo for alle i € N.

Som eksempel er My .300.500 @ Mooo.g300 = Mooo.300.500 08 Moo 300 @ Moo =2 Moos.300.
Tilsvarende er Maco.500.700 @ Maoo.500 =2 Mooo.geo.700 08 Maco.500 @ Moo =2 Moso.500, men UHF-
algebraerne Msoo.300 0g Mose.500 forholder sig ikke hierakisk i forhold til hinanden mht. ten-
sorproduktet.

9.4 Bunce-Deddens algebraen af type 2%

Vi skal i det folgende afsnit give et eksempel pa en C*-algebra, der ikke er stabil mht. tensor-
produktet overfor UHF-algebraen af type 2°°. Vi skal benytte K-teori til at give eksemplet, idet
der for en C*-algebra A og en steerkt selv-absorberende UHF-algebra B galder, at p|Ky(A)
og p|K1(A) for ethvert primtal p, der gar op i Ko(B), hvis A® B = A (Setning 9.4.5). S& vi
skal finde en C*-algebra A og et primtal p, der gar op i Ko(Ma~), si p ikke gar op i Ky(A)
eller p ikke gar op i K7 (A).

Vi vil nu vha. nogle lemmaer vise Saetning 9.4.5, som senere skal benyttes til at finde det

omtalte eksempel pa en C*-algebra A, s A ® Mo~ 2% A.

Definition 9.4.1. Lad G vere en additiv gruppe, og lad n € Z. Da siges n, at ga op i G, hvis
der for ethvert g € G findes et h € G, s& g = nh.

Lad B vere en steerkt selv-absorberende UHF-algebra, og lad n(B) = (n;):2; veere det super-
naturlige tal associeret til B. Da B er steerkt selv-absorberende er n; € {0,000} for alle i € N,
og n; # 0 for mindst ét ¢ € N. S& der findes en ikke-tom delmangde T af positive primtal, s&

n(B) = H p*°.

peT
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Det geelder hermed, at et primtal p gar op i Ko(B), hvis og kun hvis p € T..

Dette ses, idet Ko(7) : Ko(B) — Q(n(B)) er en gruppeisomorfi, hvor 7 er sporet pa B, og
Ko(7)([1)o) =1, 84 1 € Q(n(B)). Hvis p|Ko(B) vil p|Q(n(B)), si der findes et h € Q(n(B)),
s& 1 = ph. Det betyder siledes, at % € Q(n(B)), op p vil altsé ga op i n(B). For hvis = og y
er naturlige tal med ged(z,y) = 1 og 2¢€ Q(n(B)), da vil y|n(B). Heraf fplger, at p € T, da
primtalsfaktoriseringen er entydig.

Omvendt, hvis p € T', da vil p|Q(n(B)), og dermed vil p|Ky(B).

Lemma 9.4.2. Lad A veere en separabel C*-algebra og lad B veere en sterkt selv-absorberende
UHF-algebra. Da er A® B isomorf med A, hvis og kun hvis A ® My er isomorf med A for
ethvert primtal p, der gar op 1 Ko(B).

Bevis. Lad T veere delmaengden af positive primtal, si det supernaturlige tal n(B) associeret
til B, er pa formen n(B) = HpeT p°°. Lad p veere et positivt primtal, s& p|Ko(B). Dvs.p e T
og B® Mpe = B, idet n(Mpe) = p>. Thi, n(B ® Myee) = n(B)n(Mpe) = [[,cr p> = n(B),
hvilket medfgrer, at B @ Mpe~ = B.

Hvis A B= A, daer

AR Mpo 2 ARB® My~ =2 A® B = A.

Antag omvendt, at A® My~ = A for ethvert primtal p, der gar op i Ko(B). Det supernaturlige
tal associeret til ), Mpeo er givet ved,

n | @My | = [ n(M) = [[ 1 = n(B).

peT peT peT

hvilket betyder, at B = @),cr Mp=. Dvs. A® B = A® (Q,cr Mp>), 0g da A = A ® My
for alle p € T fas, at A® B = A, jvf. Korollar 7.1.8. O

Lemma 9.4.3. Lad A vere en unital og separabel C*-algebra, og lad B vere en sterkt selv-
absorberende UHF-algebra. Hvis A® B er isomorf med A, findes for ethvert primtal p der gar
op i Ko(B), en folge (vn)22, af unitale *-homomorfier, oy : Mp(C) — A, sd

Tim [lgn(@)a - agn(a)]| = 0
for alle x € Mp(C) og alle a € A.

Bevis. Antag at A®@ B = A. Jvf. Lemma 9.4.2 er A® M, = A for ethvert primtal p, der gar
op i Ko(B). Lad (Mpes, {ftn }nen) veere den induktive greense af den induktive folge

M,(C) 2> M,p(C) 225 M s(C) 25 ...
hvor de forbindende *-homomorfier A, : Mpn(C) = M,n+1(C) er unitale.
Seetning 4.3.5 giver eksistensen af en folge (py, )22, af unitale *-homomorfier, p,, : Mpeo — Mpeo,
sé
lim |[pn(2)y = ypn ()l = 0
n—oo
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for alle x,y € My, da Mp~ er steerkt selv-absorberende.
Seet nu ¢, = (14 ®idpgyee) © pn o pi1 + My(C) = A® Myee. For x € My(C) oga € A, b€ My
fas, at

T ([ () (0 @) — (a ® b)in ()]

= Tim [|((La @ idasy)(pn(an ()@ © b) — (a.@ b)(14 ® idag,e) (o1 ()]
= Tim [|(14 ® pa(p1 (1)) (0 ©b) — (0 @ B)(14 @ pa(sr ()]

= lim_la ® pu (1 (2)b — a @ bpa (1 (2))]

= llall Jim_[lon (i1 (2))b — bpn(pr ()|

=0.

Da A® My er en taet delmaengde i A ® My~ fas hermed, at lim,, o ||tn(2)y — y¢n(x)|| =0
for alle x € M,(C) og alle y € A ®@ M.

Lad ¢ : A® My~ — A vare en *-isomorfi. Dermed vil ¢, = ¢ 0 1, : Mp(C) — A veere en
fplge af unitale *-homomorfier, der opfylder, at

lim {lon(z)a — apn(z)| =0
n—00

for alle z € M,(C) og alle a € A. O

Lemma 9.4.4. Lad A veere en unital C*-algebra og lad p veere et positivt primtal. Antag, at
der findes en folge (0n)02, af unitale *-homomorfier, ¢y : Mp(C) — A sd

Jim[ln(@)a — agn (@) = 0

for alle x € M,(C) og alle a € A. Da vil p gd op i Ko(A) og p vil gd op i K;i(A).

Bevis. Lad (eij)f,jzl vaere matrixenhederne for M, (C) og definer E,, : A — A ved,

P
Ep(a)=p ! Z on(eij)apn(eji), a€ A.
ij=1

Da er E, en linear afbildning, og eftersom (¢,,)22 ; er en approksimativ central fplge af unitale
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*-homomorfier fas, at

p
i 155@) = all = Jim, o 3 enfeiaga(es) —a
27‘7:

p p
< lim |Ip™" Y~ pnle)apn(ei) =p™ D enler)enlesia

n—o0 ij=1 1,5=1
P
+ lim fIp™ Y pulei)en(ejida—a
P
= lim |p~" Y ulei)enlesi)a—a
ij=1
P
= nhi{olo Zl <pn(ez-i)a —a
1=

= lim [[14a — a|
n—oo
=0

for alle a € A.
For ethvert n € N er E,(A) € AN ¢, (My(C))’, thi for r,s € {1,...,p} geelder, at

on(ers)En(a) — En(a)pn(ers)

= @nlers)p™! Z en(eij)apn(€ji) —p! Z en(€ij)apn(€ji)en(ers)

i,j=1 4j=1
P P
= p_l Z Qan(erseij)a@n(eji) —p_l Z gon(eij)agon(ejiem)
i,j=1 i,j=1
P p
=p ") pnlery)agn(ejs) —p Y onler;)ava(ess)
j=1 Jj=1

=0
for alle a € A. S& da ¢, er lineser fas, at E,(A) € AN, (M,(C)).

Lad nu f veere en projektion i A. Vi vil forst finde h € Ky(A), s& [f]o = ph.

For ethvert § > 0 findes jvf. (9.1) et n € N, s& | E,(f) — f]| < 9, og da ANy, (M,(C)) er en del-
C*-algebra af A fas af [MRL, Exercise 2.7| eksistensen af en projektion f' € ANy, (My(C))',
sd ||f — f'l] < 1. [MRL, Proposition 2.2.4] giver, at f ~ f’, hvilket medferer, at [f]o = [f']o-
Vi kan alts& uden tab af generalitet antage, at f € ¢, (M,(C))".

St
fi=on(en)f fori=1,...,p.
Hermed er f; en projektioni A, da f kommuterer med ¢, (e;;). Endvidere er f; og f; indbyrdes

eekvivalente projektioner for ¢ # j, idet e;; = eij€;; 08 €55 = €;;¢€;5, hvilket betyder, at

fi = (pnlei) f)(onlei) )" og  fi = (enlei) ) (wnleij) f)-
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S& [filo = [filo for alle 4,5 € {1,...,p} og f =>"_, fi, da ¢, er unital. Eftersom f; og f; er
indbyrdes orthogonale projektioner for i # j, er h = [f1]o et element i Ky(A), der opfylder, at

[flo = ph.

Hvis f € Pp(A) for et vikarligt m € N, fas ogsa eksistensen af h € Ky(A), sa [f]lo = ph.
Beviset fglger af det allerede viste, idet vi udvider E,, : A — A til den linezre afbildning
E™ My (A) — My (A) givet ved,

E™ ((ai)—1) = (En(ai)){ioy,  (ai)i—1 € Mim(A).

Da vil E{™ opfylde, at lim,, HE&m) (x) — x| = 0 for alle z € M,,(A) og
ES™ € My (A) N o™ (Mpp(C)Y, hvor @™+ My (M, (C)) — My (A) er *-homomorfien givet
ved,

™ ((cij)T5=1) = (@nleig))Ti=r,  (cij)T=1 € Mm(Mp(C)).
Samme argument som ovenfor giver, at vi for hvert m € N og for hvert f € P,,,(A) kan finde
h € Ko(A), sa [flo = ph, og da Ko(A) = {[q1]o — [¢2]o : ¢1,92 € Pm(A), m € N} folger det
gnskede.
Lad nu u vaere et unitaert element i A. Samme argument som for og [MRL, Exercise 2.8| giver
cksistensen af et n € N og en uniter v’ € AN ¢, (M,(C)), s& ||lu — v/ < 2. [MRL, Lemma
2.1.3] giver hermed, at u ~j, v/, hviket betyder, at [u]; = [u]1, s& vi kan veelge u € ¢, (M,(C))’.
Fori=1,...,p sattes

ui = en(ei)u+ (1a — enlei))-

Da u kommuterer med ¢,(e;), og u er uniter fas, at u; er uniteer for alle i = 1,...,p.
Endvidere er ,
U= ngn(eii)u =ujug - Up
i=1

Antag i # j for i,j € {1,...,p}. Vi vil vise, at [u;]1 = [u]i:
Seet w = pn(€ij) + nl(€ji) + D g ; Pnlek). Da er

wu;w* = [ pn(eis) + enleji) + Z onlerk) | (enlei)u+ (1a — pnlei))
k#i,j

Pn (e]z + ©n ez] Z San ekk
k#i,5

= | pnleij) + pnleji)u + pnleji) — wnleji) Z on(€erk)
k+#i,j

en(eji) + enleij) + Z ©n(€rk)
k#i,5
= @nlen) + nle)u+ Y onler)
kg
= pn(ejj)u+ (1a — en(ej;))
= Uj.
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Endvidere gelder,

w? = Spn(ez] + SOn ej’L Z Qpn ekk Pn (em + ©n 6]1 Z Pn 6kk)

k#i,j k#i,j
= ‘Pn(eu + Son ejj Z Son ekk;
k#i,j
=14.

Sa da w er selvadjungeret, er w uniteer. Dvs. [u;]1 = [wu;w*]1 = [u;];. Heraf fas,

p

[uly = Jugug -+ uply = [l = plur]s.

i=1

Samme argument som fgr giver, at vi for hvert m € N og for enhver uniter u € U,,(A) kan
finde g € K1(A), sd u=pg. S& da K1(A) = {[u)1 : u € U (A)} fas det gnskede. O

Saetning 9.4.5. Lad A vere en unital og separabel C*-algebra og lad B vere en sterkt selv-
absorberende UHF algebra. Hvis A® B er isomorf med A, sa vil der for ethvert primtal p, der
gar op i Ko(B) gelde, at p|Ko(A) og p|K1(A).

Bevis. Hvis A ® B er isomorf med A, vil der for ethvert primtal p, der gar op i Ko(B) findes
en folge ()02, af unitale *~homomorfier, ¢, : Mp(C) — A, sa

lim [[¢n(z)a — apn(z)|| =0
n—oo

for alle x € M,(C) og alle a € A jvf. Lemma 9.4.3. Lemma 9.4.4 giver nu, at p|Ky(A) og
p|K1(A). 0

Eksempel 9.4.6. ? Lad H veare et uendeligt dimensionalt separabelt Hilbertrum med or-
thonormalbasis (e,)nez. En operator T € B(H), der opfylder, at Te,, = anenq1 for en be-
graenset folge (o, )nez af komplekse tal kaldes et veegtet skift. Hvis der findes et p € N, s&
Qpyp = oy for alle n, siges T at have periode p.

Lad K veere de kompakte operatorer pA H og lad 7 : B(H) — B(H)/K vere kvotientafbild-
ningen. Bunce-Deddens algebraen B af type 2°° er defineret til at veere del-C'*-algebraen af
B(H)/K, der er frembragt af elementerne 7(7T'), hvor T er et vaegtet skift med periode 2¥ for
et naturligt tal k. Bunce og Deddens viser, at B er isomorf med den induktive graense af den
induktive folge

C(T) —= Mp(C(T)) == My(C(T)) == Ms(C(T)) — -,
hvor de forbindende *-homomorfier ¢, er givet ved

0 u .
or(w) = ( 10 > pn = 1 @1das,, ()

hvor u er frembringeren for C(T) givet ved u(z) = z.

2[Rgr02, Example 3.2.11]
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For alle k € N er Ko(My(C(T))) =2 Z og K1 (Mo (C(T))) = Z jvi. [MRL, Table of K-groups.
S& Ko(B) er isomorf med den induktive granse af

ZKO(%)ZKO(W)ZKO(%)' -

Lad dim : Ko(C(T)) + Z veere den surjektive gruppehomomorfi, der opfylder, at

dim([plo) = Tr(p(x)), p € Puoo(C(T)),

hvor z er et vilkarligt element i T, og Tr er standard-sporet pa M, (C), [MRL, Example 3.3.5].
Heraf fas flg. kort eksakte folge, hvor ¢ er inklusionsafbildningen:

dim

0 — ker(dim) —— Ko(C(T)) —> 7 —= 0.

Sa Ko(C(T)) = Z @ ker(dim). Men Ko(C(T)) = Z, hvilket medforer, at ker(dim) = {0}. Altsa
er dim en gruppeisomorfi.

mm(Ké Jﬂ)h):ﬁ<é(ﬁl>:1

sa [1]o er frembringer for Ko(C(T)), da Z = Ko(C(T)) og Z er frembragt af {£1}.
Lad A : C(T) — M, (C(T)) veere givet ved,

sn=(4 0, ) recm

Daer Ko(\) : Ko(C(T)) — Ko(M,(C(T))) en gruppe-isomorfi, si da [1]¢ frembringer Ky(C(T))

er Ko(A)([1]o) = [( (1) OnO—l >]0 en frembringer Ko(M,(C(T))). Det gelder, at

Ko(pn+1) [( é 023_1 )]o - [90”“ < (1) 027?—1 )]0

(28 G ]

For hvert n € N er

(
(/1 0 0 ... 0\]
010 ...0
_ 0 00 0
\0 00 0/1,
/1 0 0 0\] /0 0 0 0\ ]
000 0 010 0
_ 0 00 0 + 0 00 0
\0 00 0 /] \0 00 0/1,
/1 0 0 0\]
00 0 0
—9 00 0 0
\0 0 0 0/1,
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Dvs. Ko(¢nt1) : Ko(Man(C(T))) — Ko(Man+1(C(T))) atbilder en frembringer for Ko(Man(C(T)))
i 2 gange en frembringer for Ko(Mayn+1(C(T))), s& Ko(B) er isomorf med den induktive greense
af

72272725, (9.2)

hvor n : Z + Z er afbildningen givet ved, n(1) = n. Dvs.

k
Ko(B) =2 7Z[1/2] = {2n :keZ,ne N} .
For lad (G, {n }nen) veere den induktive graense af (9.2). Definer A, : Z — Z[1/2] ved
An (k) = 2% Vi vil vise, at (Z[1/2], {\n}nen) er isomorf med (G, { i fnen).

Der galder, at
2k k

Ot 02)(K) = A (28) = ooy = o0 = Aa(R),
sa diagrammet
Z = Z
An
)\n+1

kommuterer. Hermed findes en gruppehomomorfi A : G +— Z[1/2] s& fplgende diagram kom-

muterer
An
Hn
A

G Z[1/2]

Men ker(\,) = {0} C ker(u,) for alle n € N og Z[1/2] = [J0°; Z = U2, \(Z). [MRL,
Proposition 6.2.5| giver hermed, at A er en gruppe-isomorfi.

Ligeledes er K1 (B) isomorf med den induktive greense af den induktive folge

ZKl(wl)ZKl(m)ZKl(%)- -

Lad A : C(T) — M,(C(T)) veere givet som for. Da er K1(\) : K1(C(T)) — K1 (M,(C(T))) en
gruppe-isomorfi, sa da [u]; er en frembringer for K;(C(T)), er K1(\)([u]1) en frembringer for
K1(M,(C(T))). Jvf. [IMRL, Exercise 8.5 geelder, at

Ki(\)(Ju

M) + Lag, oy — A
GG ),
(2]
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Sa for hvert n € N er u 0
0 1n71

Ki(pn+1) K g 12,?_1 )]1 - [90”“ ( g 1n0—1 >]1

)} en frembringer for K (M, (C(T))). Det gaelder, at
1

_ [( o1(u) ©1(0) >]
©1(0)  (p1(1))2n-1 /],
[ /0 w 0 ... 0\]
1 0 O 0
— 0 0 1 0
[\ o 0o 1) ],
[/ w 0 0 0 010 0\ ]
010 0 1 0 0 0
_ 0 0 1 0 0 0 1 0
i 0 0 O 1 0O 0 0 . 1 1
[/ w 0 0 0\ ] /0 1 0 0\ ]
010 0 1 00 0
— 0 01 0 + 0 0 1 0
[\ o oo 1)1, L\ooo 1),
[/ w 0 0 0\ ] /1 0 0 0\ ]
010 0 0 1 0 0
— 0 0 1 0 + 0 0 1 0
[\ o oo 1)1, L\ooo 1),
[/ uw 0 0 0\ ]
01 0 0
— 0 01 0
Nooo ... 1/]

Dvs. at K1 (pn+1) @ K1 (Man(C(T))) — K1(Man+1(C(T))) atbilder en frembringer for K1 (Man(C(T)))
i en frembringer for K;(Mayn+1(C(T))). Hermed er K;(B) isomorf med den induktive greense

af den induktive folge,

7—s7-1s7-1

Et lignende argument som ovenfor giver, at K;(B) = Z.

Betragt nu Mac, UHF-algebraen af type 2°°. Jvf. Seetning 9.4.5 er B® Maco ikke isomorf med
B, idet 2 ikke gar op i K1(B).
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Appendix

A.1 Granse-algebraer

Dette afsnit omhandler resultater vedrgrende graense-algebraer, og tager udgangspunkt i [MRL,
Kap. 6.1] og [Rer02, Kap. 6.2]. Nar A er en C*-algebra, skal vi fgrst definere C*-algebraen
(A)oo. Derefter fortsaettes med en introduktion til filtre pa4 N samt konvergens langs filtre, som
ogsa indeholder et par konkrete eksempler. Til sidst vil vi definere C*-algebraen A,,, nar w er
et filter pa N. Denne gennemgang vil endvidere indeholde nogle vigtige lemmaer, som bruges
i de gvrige kapitler i specialet.

A.1.1 (C*-algebraen (A)y

Til en familie af C*-algebraer (A;);c1 knyttes produktet [[,.; A;, der er maengden af alle
funktioner a : I +— (J;c; A for hvilke a(i) tilhgrer A; for alle i € I, og hvor

lall = sup{[la(i)|[4; : i € T}
er endelig. Ofte skrives (a;);cr for elementet a € [[;.; A; med a(i) = a;. Nar [[,.; A; udstyres
med addition, multiplikation, skalarmultiplikation og involution ved at udfgre disse opera-

tioner koordinatvis bliver [, ; A; en C*-algebra.
Lad ),y A; veere afslutningen af maengden

J = {a € HAZ- :a(i) # 0for hgjst endeligt mange i € H} .

Da er ) ;.; A; et lukket to-sidet ideal i [[;c; A; og dermed en C*-algebra.

Lad 7 : [[;cp Ai = [ i1 Ai/ > _ier Ai veere kvotientafbildningen. Hvis I = N og (A4,);2, er en
folge af C*-algebraer, og a = (an)nen er et element i [, An, da er

Im(a)[] = limsup [|a,||. (A.1)
n—oo
Specielt vil a € ), . An, hvis og kun hvis lim, . [|an|| = 0.

146



Graense-algebraer 147

Definition A.1.1. For enhver C*-algebra A knyttes to nye C*-algebraer [*°(A) og co(A), idet
vi for hvert n € N satter A, = A og definerer [*°(A) = [, cn An 08 co(A) = >, cny An- Dvs.

17°(A) = {(an)nen : an € 4, sup lan|| < oo} og
ne
co(A) = {(an)nen € 17(4) : Tim_|lan| = 0}.

Definition A.1.2. For enhver C*-algebra A defineres (A)« til at veere kvotienten [*°(A)/co(A).
Lad 7o : [*°(A) — (A)so veere kvotientafbildningen, og definer en indlejring d4 : A +— [*°(A)
ved

da(a) = (a,a,a,...), a€A.

Bemeerk, at i de tilfeelde, hvor der indgar flere C*-algebraer (f.eks. A og B) skal vi med et
indeks skelne de to kvotientafbildninger G [(A) — (A)s 0g 7). [*°(B) — (B)oo-

A.1.2 Filtre

Vi skal nu definere filtre pa N og konvergens af fglger langs filtre, som senere skal benyttes til
at definere C*-algebraen A, for et filter w pa N og en C*-algebra A.

Definition A.1.3. Et filter w pa N er en familie af delmaengder i N, der opfylder, at

i) 0 ¢ w.
(ii) XNY € w for alle X,Y € w.
(ii) Hvis X CY og X € w,sa vil Y € w.

Definition A.1.4. Lad w vere et filter pa N.

(i) w kaldes et ultrafilter, hvis w er et maksimalt filter. Dvs. w er et ultrafilter, hvis der ikke
findes et filter w p& N, s w C @.

(ii) w kaldes et frit filter, hvis (., X = 0.

Der galder fplgende lemma:

Lemma A.1.5. Lad w vere et filter pa N. Da er w et ultrafilter pa N, hvis og kun hvis det
for enhver delmengde X C N gelder, at X € w eller N\ X € w.

Bevis. Antag w er et filter, s der for enhver delmaengde X C N geelder, at X € w eller
N\ X € w, og antag til modstrid, at w ikke er et ultrafilter. Der findes altsa et filter w pa N,
sd w C wogenmengdeY € w,38Y ¢ w. Dvs. N\ Y € w, og dermed vil N\ Y € &@. Men sa
er 0 = (N\Y)NY € w, hvilket strider mod, at & er et filter.

Lad nu w veere et ultrafilter pa4 N og antag til modstrid, at der findes en delmaengde X C N,
sa X ¢wog N\ X ¢ w.
Lad @ veere en maengde af delmaengder i N givet ved,

o={ACN|IBew:BNX C A}.
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Vi skal nu vise, at @ er et filter paA N, sd w C .

Da N\ X ¢ w findes ikke B € wsd BNX = 0. S4 0 ¢ ©. Lad Y1,Y, € @. Da findes
Bi,Byocw,sa BiNX CYi 08 BbNX CYs Hermed er Y1 NYs € W, idet By N By € w og
(BlﬂBg)mX CYiNYs.

Hvis Y1 C Y5 0g Y1 € W, findes B € w, s& BN X C Y] C Y5, hvilket medfgrer, at Y5 € w.
Hermed er vist, at w er et filter.

Lad A € w. Dette medforer, at A € @, idet AN X C A. Endvidere er w opadfiltrerende, si
New. Dvs. X € w,da X =NnNX.
Der findes altsé et filter w pa N, sd w C W, hvilket strider mod, at w er et ultrafilter. O

Eksempel A.1.6. For hvert n € N defineres w, = {X C N:n € X}. Det er let at se, at wy,
er et filter pd N, og da det for enhver delmaengde X C N gelder, at X € w, eller N\ X € w,,
er w, et ultrafilter.

Lemma A.1.7. Et ultrafilter w pa N er frit, hvis og kun hvis w # wy, for alle n € N.

Bevis. Antag forst at w = w, for et n € N. Da er n € [y, X, hvilket betyder, at w ikke er
et frit filter.

Antag omvendt, at w ikke er et frit filter. Vi vil vise, at der findes et n € N, 88 w = wy,.

Pr. antagelse er (y¢, X # 0, sa der findes n1,n2 € [y, X. Af Lemma A.1.5 fas, at
{n1},{ne} € w, da w er et ultrafilter. Dvs. n; = ng, idet {n1} N {na} € w, hvilket betyder, at
{n1} N{na} # 0.

Altsa findes praecist ét n € N, 53 (¢, = {n}. Lad nu X € w,. Dermed er enten X € w eller
N\ X € w jvf. Lemma A.1.5. Men hvis N\ X € w, sd er n ¢ [y, X, hvilket strider mod det
lige viste. Dvs. X € w, s& w, C w, og det gnskede er vist, da w, er et ultrafilter. O

Eksempel A.1.8. Lad w = {X C N: N\ X er endelig}. Det er let at tjekke, at w er et filter
pa N, som kaldes filtret af alle co-endelige delmaengder i N. Da [y, X = 0 er w et frit filter,
men ikke noget ultrafilter. For hvis X er delmeengden af N bestadende af alle lige tal, da vil
hverken X eller N\ X tilhgre w. S& Lemma A.1.5 giver, at w ikke er et ultrafilter.

Lemma A.1.9. FEthvert filter pa N er indeholdt i et ultrafilter pa N.

Bevis. Lad @ veere et filter pa N.

Set F = {w : wer et filter pAN, © C w}, og lad E veere partielt ordnet mht. inklusion. Vi vil
hjelp af Zorns Lemma vise, at E indeholder et maksimalt element. Da @ € FE er E # (. Lad
Q) veere en totalt ordnet delmeengde i E og s&et wg = (J,cqw- Dvs. @ C wq og 0 ¢ wq, idet
) ¢ wforwe Q. Lad X,Y € wq. Da findes wy,we € Q, 88 X € wy 0g Y € ws. Vi kan uden
tab af generalitet antage, at w1 C wo, da Q er totalt ordnet. S& X, Y € wo, hvilket medfgrer,
at XNY € wy Cwq. Hvis X CY og X € wq findes w € 2,58 X € w. Dvs. Y € w C wq.
Dermed er wg et filter pa N, som er en majorant for E, og Zorns lemma giver nu, at F har et
maksimalt element. O

Vi skal nu definere konvergens af folger langs filtre.

Definition A.1.10. Lad w vare et filter pd N. En folge (z,)02; af komplekse tal siges at
konvergere mod zg langs w, skrevet
lim x,, = xg,
w

hvis der for ethvert € > 0 findes et X € w, sd |z, — 2¢| < € for alle n € X.
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Eksempel A.1.11. Lad w veere filtret af alle co-endelige delmaengder i N. Da er

limz,, = lim x,
w n—oo

for alle konvergente folger (z,,)22, af komplekse tal.

Bevis. Antag lim,, = xg. For ethvert £ > 0 findes hermed X € w, s& |z, — z¢| < ¢ for alle
n € X. Mangden N\ X er endelig. Sa seet N = max(N\ X)+1. For n > N gelder, at n € X,
hvilket medfgrer, at |z, — zo| < e. Dvs. lim,,—,o T, = Tp.

Antag omvendt, at lim, . 2, = x¢. For ethvert € > 0 findes N € N, s& |z, — 29| < & for alle
n>N.Set X =N\{1,2,...,N —1}. Davil X € wog for alle n € X er |z, — x| < ¢, sa
lim,, x,, = xg- O

Definition A.1.12. For ethvert filter w pa N og for enhver fglge (x,,)° ; af reelle tal defineres

limsup x,, = inf sup z,.
w Xew neX

A.1.3 (*-algebraen A,

Vi kan nu generalisere begrebet greensealgebra for en C*-algebra A til ogsa at omfatte ¢, (A)
og A, nar w er et filter pa N.

Definition A.1.13. Lad A vaere en C*-algebra, og lad w veere et filter p4 N. Da er ¢, (A)
idealet i [*°(A) givet ved,

() = {(an)nen € 1°(A) : lim [lay | = 0},

Saet A, = 1°(A)/cw(A) og lad 7, : I*°(A) — A, veere kvotientafbildningen. C*-algebraen A
betrages som en del-C*-algebra af A, idet afbildningen t4 = m, 004 er en naturlig indlejring
al A1 A,.

Lemma A.1.14. ' Lad A vere en C*-algebra og lad w veere et filter pi N. For ethvert
a = (an)i2, € I1°(A) gelder, at

17w (a)]| = limsup [|a, |-
w

Bewvis. Definer en afbildning v : A, — Ry U {0} ved,
v(my(a)) =limsup[[anll, a= (an)nen € I*(A).

Lad @ = (an)nen, b = (bp)nen € 1°°(A) med m,(a) = m,(b). Dvs. a — b € ¢,(A), og dermed er
lim, ||a,, — by|| = 0, hvilket medfgrer, at limsup,, ||a,| = limsup,, ||b,||- S& v er veldefineret.

Man kan nemt tjekke, at v er en C*-norm pa A,, og pga. entydigheden af en fuldstaendig
C*-norm ma v vere sammenfaldende med den givne fuldsteendige C*-norm pa A, der er
defineret ved,

7w ()] = inf{fla — b]| - b € cu(A)}

'[Rgr02, Lemma 6.2.3]
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for alle a € I°°(A). Dvs.

O

Vi skal nu vise et lemma, der omhandler lgft af et uniteert element i A, til et unitaert element
i1°°(A), hvis A er en unital C*-algebra.

Lemma A.1.15. ? Lad A vere en unital C*-algebra. Lad w veere et filter pa N og lad
Ty @ I°(A) — A, vere kvotientafbildningen. For ethvert unitert element u € A, findes et
unitert element v € [*°(A), sd u = m,(v).

Bevis. Lad u veere et uniteert element i A,. Der findes en folge a = (an)nen € I1°°(A), s&
Tw(a) = u. Dvs.

limsup [[az,an — 1| = |7 ((anan — Dnen) ||
w
= |17 (a7 )nen) Mo ((an)Jnen) — mo (L, 1, )|
= fluru—1]
— 0.
Analogt er lim,, sup ||apa), — 1|| = 0. Heraf findes en ikke tom delmeengde X C w, sa
llata, — 1] < 1 og |lana — 1|| < 1 for alle n € X. Dvs. a}a, og anal er invertible for alle

n € X, hvilket er sekvivalent med, at a, er invertibel for alle n € X. Polardekompositionen
for invertible elementer giver nu, at

an = vplag|, n € X,

hvor v, = ay|a,|~! er et uniteert element i A og |a,| = (a;‘Lan)%. For n ¢ X saettes v, =1, og
vi saetter v = (v, )nen. Heraf er v et uniteert element i [*°(A).

For n € X er
1 1
[vn = anll = llvn = valanll| = lvn(1 = (ana,)2)]] < |1 = (anan)?].

Da o(a}a,) C RT er g(t) = 1—+/t kontinuert for alle t € o(a’ay), og g(1) = 0. [MRL, Lemma
1.2.5] giver, at aay, +— g(a}ay,) er kontinuert. Sa da lim,, sup ||a)a, — 1| = 0 findes for ethvert
e>0etY ew,sd

[vn — an|| <e,

hvis n € Y og a, er invertibel.
Set Z=XNY.Davil Z € w, og for alle n € Z er ||v, — ay|| < e. Dvs.

170 (0) — ull = ||mu(v — a)|| = limsup [lv, — an[| = 0.
w
g

Hvis man skal afggre om *-homomorfier o, mellem C*-algebraer A og B er approksimativt
unitaert sekvivalente, kan nedenstaende lemma vaere meget anvendeligt.

2[Rgr02, Lemma 6.2.4]
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Lemma A.1.16. 3 Lad A, B vere unitale C*-algebraer, og lad o, : A — B vere unitale
*-homomorfier. Lad w veere et frit filter pa N og lad v : B — B, vere givet ved

t(b) = (m, 0dp)(b), beB.
Huis 1o er approksimativt unitert ekvivalent med vo i B,,, sd er ¢ approksimativt unitert

ekvivalent med ¢ i B.

Bevis. Lad {a1,...,ax} veere en vilkarlig endelig delmeengde i A og lad € > 0 veere givet. Pr.
antagelse findes en uniteer u € B, sa

[u(e o @)(aj)u” = (Lo)(a))ll <e
foralle j =1,...,k.
Jvf. Lemma A.1.15 findes et uniteert element v = (vp)nen € 1*°(B), s& m,(v) = u. Dvs.

lim sup [on(ag)vy, — ¢(as)ll = [I7w((vnp(az)vn)nen — 68(¥(a;)))ll
= [[u(eow)(aj)u” — (Lo ) (a))]

<e€
for alle j = 1,..., k. Der findes altsa X1,..., X} € w, s& sup,cx; vnip(a;)vy; — ¥(as)| <e.

Set X = X;NXoN---NXy Davil X € wog |lupp(aj)v; —(a;)| < e for alle n € X og alle
j=1,...,k. O

A.2 Integraler

I det folgende vil vi introducere integralet af kontinuerte funktioner med vaerdier i en vilkarlig
C*-algebra, som bliver brugt i beviset for den universelle egenskab af Cuntz-algebraerne. Der
geelder fglgende seetning:

Szetning A.2.1. 4 Lad X vere et kompakt Hausdorff rum og lad p vere et endeligt Borelmdl
pd X . Lad A vere en C*-algebra og lad f : X — A vere kontinuert. Da findes netop et element
a € A, siledes at

o) = [ olr@)dnta) Jor allep € 4"
Der gelder endvidere, at ||a|| < [y ||f(z)||dp(x), og a tilhorer maengden
S = Zajf(xj) neNa; >0, + -+ a, =pX),z;e X
j=1
Det entydigt bestemte a fundet ovenfor benevnes [y f(x)du(x).

Lad nu a vere det entydigt bestemte element i A, s& p(a) = [y ¢(f(x))du(z). Af satnin-
gen folger umiddelbart, at || [y f(z)du(z)|| < [y ||f(z)||dpu(x). Endvidere gelder de samme
intuitive regneregler, som vi kender fra integration af kontinuerte reelle funktioner.

3|[Rgr02, Lemma 6.2.5]
4[SJ04, Saetning A.2]
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Saetning A.2.2. Lad f,g: X — A vere kontinuerte. Da er

/X (af (2) + Bg(a))dp(z) = o /X f(@)du(x) + B /X o(2)du(z)
for a, 6 € C.

Bevis. Lad a,b € A veere entydigt bestemte, sa

sﬁ(a)Z/XSO(f(:L”))du(fﬂ) 0g @(b)Z/XsO(g(m))du(w)

for alle p € A*. Lad ¢ € A vere entydigt bestemt, s& p(c) = [y p(af(z) — Bg(x))du(x) for
alle p € A*. Dvs.

o) = [ e(f@)dn(e) =5 [ elo@)dn(z) = aple) - Golb) = plaa— Bb).
Pga. entydigheden af ¢ fas, at ¢ = aa + (b. O
Saetning A.2.3. Lad k € A og lad f : X — A veere kontinuert. Da geelder

[ kt@dnta) = [ f)no)
X X

Bevis. Hvis k € A og p € A* er k*p € A* givet ved,
(k*¢)(a) = p(ka), a € A.

Sa
o (i [ 1@au)) = o) ([ r@n@) = [ wos@nane = [ o s@)in),

Dvs. [ kf(z)du(z) =k [y f(z)du(z). O

A.3 Purely infinite C*-algebraer

Vi skal forst introducere begrebet en purely infinite C*-algebra, som er defineret ved de tre ak-
vivalente betingelser i Seetning A.3.3. Herefter gennemgés nogle vigtige egenskaber for purely
infinite C*-algebraer, som vi bl.a. anvender i kapitlet om Cuntz-algebraerne.

Lemma A.3.1. Lad A vere en unital C*-algebra, lad p € A veere en pmjektzon sap~1, og
lad y veere et positivt element i A. Da findes a € A, sd y = a*pa og ||a|| = ||y||2

Beuwis. Der findes en partiel isometri v € A, sa 1= v v og p = vv*. Seet nu a = vy%. Da er
a*pa = yrvtvvtvys =y og af? = [la%al = [yzvivyz]| = [ly]. O

Til ethvert positivt element z i en C*-algebra A og til ethvert positivt reelt tal ¢ defineres
(x—t) 4 til at veere den positive del af det selv-adjungerede element z—¢11 A. Elementet (z—t)
ligger altid i A, da det alternativt kan udtrykkes ved (z —t)+ = fi(z), hvor f; : Ry — Ry er
den kontinuerte funktion givet ved fi(s) = max{0, s—t}. Bemeerk, at f;(0) =0og (x—t)4+ # 0
hvis og kun hvis 0 <t < ||z
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Lemma A.3.2. Lad x vere et positivt element i en C*-algebra A, lad 0 < t < ||z|| og lad
p € (x —t)+ A(z — t)+ vere en projektion. Da findes a € A, sd p= a*xa og ||a| < 73,

Bevis. Af kontinuert funktionskalkyle folger, at (z — t)yxz(x — t)+ > t(z — t)%. Dette giver,
at ¢*zc > tc*c for alle ¢ € (x — t)4 A(x — t)+ og dermed ogsé for alle ¢ € (v — )y A(x —t)4.
Specielt er pxp > tp. Sa da opap(tp) = {t} er pzp altsa invertibel i pAp, sa vi kan danne

elementet h = (pajp)_%. Der geelder, at opap(h) C [O,t_%] sa ||h]] < ¢~2. Elementet a = php
opfylder det gnskede. O

Saetning A.3.3. Lad A veere en unital C*-algebra. Da er folgende tre betingelser ekvivalente:

(i) For alle z,y € A\ {0} findes a,b € A, si y = axb.
(i) For alle positive elementer x,y € A\ {0} findes a € A, sd y = a*za.

(iii) For alle x € A\ {0} findes en projektion p € xAzx*, si p ~ 1.

Bevis. (i) = (iii). Der findes a,b € A, s& 1 = ax*xb = cd, hvor ¢ = az* og d = xb. Dvs.
(de)? = xbax*rbax* = xbax* = dc, sa dc er en idempotent i zAx*. Heraf fglger jvf. [MRL,
Exercise 3.10, 3.11] at der findes en projektion p € xAx*, sd p ~ 1.

(iii) = (ii). For 0 < t < ||z|| er (z —t)+ # 0, s& der findes en projektion p € (z —t)+ A(x — )+
sd p ~ 1. Benyt Lemma A.3.2 til at finde b € A med ||b]| < 73 sa p = b*xb, og benyt derefter
Lemma A.3.1 til at finde z € A med z*pz =y og ||z|| = ||y|]% Seet a = bz. Daer y = a*za og
lall < Il < lyll2e 2.

(ii) = (i). Ved at repraesentere A pa et Hilbertrum H kan vi ved hjzlp af Polardekompositionen
finde en partiel isometri v € B(H), sd y = v|y|. Bemerk, at v]y|% tilhgrer A, mens v ikke
tilhgrer A normalt. Jvf. (ii) findes z € A, sd z*z*xz = \y|% Setb=zo0ga= v\yﬁz*x*. Dvs.
amb:v]yﬁz*x*mz :v|y\%\y|% =y. O

En unital, simpel C*-algebra A, som opfylder de s&kvivalente betingelser ovenfor, og som ikke
er isomorf med C kaldes purely infinite.
Vi skal nu gennemga nogle nyttige egenskaber for purely infinite C*-algebraer.

Proposition A.3.4. Lad A vere en unital, purely infinite C*-algebra. Lad x,y vere positive
elementer 1 A\ {0}, og lad € > 0 veere givet. Da findes a € A med y = a*za og
1

lall < ()7 +=

[Ed]

Bevis. 1 beviset for (iii) = (ii) skal man blot veelge ¢ tilstraekkeligt teet pa [|z||. O

Definition A.3.5. Lad A veere en C*-algebra. For p € P,,(A) og ¢ € P (A) defineres p < ¢,
hvis der findes en projektion go € P (A), sd p ~o qo < q.

Definition A.3.6. En projektion p forskellig fra 0 i en C*-algebra A kaldes properly infinite,
hvis der findes parvis orthogonale projektioner e, f € Asde<p, f<pogp~e~ f.

En unital C*-algebra A kaldes properly infinite, hvis 14 er en properly infinite projektion.
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Lemma A.3.7. Lad A vere en unital og purely infinite C*-algebra. Enhver projektion i A
forskellig fra nul er properly infinite.

Bevis. Ethvert element z € A kan skrives pa formen x = xq + iz, hvor z1, s er selvadjun-
gerede elementer i A. Hvis z € C1 vil 1,29 € C1, sa da A # C1 findes altsa et selvadjungeret
element h € A, sa h ¢ C1.

Antag til modstrid, at o(h) kun bestar af ét element A € R. Dvs. o(h — A1) = {0}, hvilket
betyder, at ||h — ALl|| = r(h — A1) = 0. Heraf er h = A1, hvilket strider mod, at h ¢ CI.

Dvs. o(h) indeholder mindst to punkter A\j, Ao € R. Antag uden tab af generalitet, at

0 < A1 < Ag og definer funktionerne

-t 0<t< )
FO =9 w25t + 325, M <t<i(u+)
0 ellers
" 2 A2+ 1
prms vl Aihi, A1+ A) <t < Ao
gty =9 —mt+232, A <t<Ai+
0 ellers

Daer f,g € C(o(h)),f #0 # gog fg =0. Set a = f(h) og b = g(h). S& er a,b positive
elementer i A forskellige fra 0, og ab = 0.

Hermed findes projektioner p; € aAa og pa € bAb, sa p1 ~ 1 ~ pg, idet A er purely infinite.
Et greenseveerdiargument giver, at p1ps = 0, da ab = 0. Dvs. 1 er properly infinite.

Lad nu p € A veere en vilkarlig projektion forskellig fra 0. Da A er purely infinite findes en
projektion ¢ € pAp, s g ~ 1. Dvs. 1 < p. Heraf fas, jvf. [MRL, Exercise 4.7]

(52)=(1)=(o0)

. . . 1 0 p 0
< 3 <
idet 1 er properly infinite. Men 1 < p, s& ( 0 0 > S ( 00 >

Dermed er < g 2 ) < < g 8 >, hvilket er ensbetydende med af p er properly infinite jvf.

[MRL, Exercise 4.7]. O

Definition A.3.8. Lad A vere en unital C*-algebra. Et element x € A siges at vaere fuldt,
hvis det ikke er indeholdt i noget segte, lukket, to-sidet ideal i A.

Lemma A.3.9. Lad A vere en unital C*-algebra. Lad p,q vere properly infinite, fulde pro-
jektioner i Poo(A). Da er [plo = [qlo, hvis og kun hvis p ~¢ q.

Bewis. ® Hvis p ~g q er [plo = [q]o, s& vi skal vise, at p ~¢ g, hvis [p]o = [q]o-
Der findes et n € N, 84 ¢ € P,,(A). Da g er en fuld projektion findes jvf. [MRL, Exercise 4.8]

m € N, sa
1, Sqg®q® - @ q (m summander) < g,

"Beviset bygger pa [MRL, Exercise 4.9]
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da ¢ er properly infinite.

Lad nu e veere en vilkérlig projektion 1 Poo(A) og find r € N, sé e € P.(A). Men 1, er en fuld
projektion i P,(A), s& der findes jvf. [MRL, Exercise 4.8] k € N, s&

Sa

~ )

e S 1,®---@1,(k summander) ~¢ 1,®- - -®1,(k summander) < ¢@- - -Bg(k summander)

da ¢ er properly infinite. S& for enhver projektion e € P (A) er e < ¢. Det giver specielt, at
p S q. [MRL, Exercise 4.7| giver hermed, at der findes en projektion gy € Poo(A), s&

q~0DpP®Dqo ~o0 qo0 D p.

Heraf er [qlo = [go]o + [p]o, hvilket medfgrer, at [go]o = 0, da [glo = [p]o. S& der findes
7 € Poo(A), s 0@ 1 ~p qo ® r. Men p er properly infinite og fuld, sa iflg. det lige viste er
r < p. Dvs. der findes p1,p2 € Poo(A), s& p = p1 @ pa 0g p1 ~p r. Dermed er

P~ 0Dp=0Bp1 Bp2~ 0BT ®p2~oq BT Dp2~0q Bp1Pp2=qoPp~oq.

A.4 Semiprojektive C*-algebraer

I dette afsnit, der er skrevet at Mikael Rordam, vil vi gennemga en saetning, der vedrorer lgft
af en *-homomorfi fra en semiprojektiv C*-algebra B ind C*-algebraen A, hvor w er et frit
filter pa4 N. (Szetning A.4.5). Denne satning benyttes i Kapitel 5.4.

Definition A.4.1. % En C*-algebra B kaldes semiprojektiv, hvis der for enhver C*-algebra A

med idealer I; C I C I3 C ... og for enhver *-homomorfi ¢ : B — A/U:f’:1 I, findes m € N
og en *-homomorfi g : B +— A/I,, s& diagrammet

A/l
_ 7
%, l
B ;;QA/UZO:l I,

kommuterer, hvor 7 : A / I,— A / U2, I, er kvotientafbildningen.

Lemma A.4.2. Lad A vere en separabel C*-algebra, lad {I,}aecn vere et opadstigende net
af idealer i A, og lad I vere afslutningen af |J, In. Da findes en voksende folge a1 < g <
ag<--- 1A, sa

oo
I=|]IL,.
n=1

Bewvis. Bemaerk forst, at
ligln lla+ L] = |la+ I

®[Bla85, Definition 2.10]
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for alle a € A. Dette skyldes, at a — |la+ I, || er aftagende og ||a+ I,| > |la+I|| for alle a, s&
lim,, ||a+ I, || findes og er storre end eller lig med |ja+I||. Taga € A og e > 0, og find x € I sa
la+z| = |la+I]|. Find e € Aogy € I, s& ||[x—y|| <e. Daer ||a+L,]| < |la+y| < |la+I|+e.

Tag en taet folge {a1,as9,...} 1 A. Benyt at A er opadfiltrerende til at finde en voksende folge
ap <ar<ag<---1Asi

||aj+IanH§||aj+I||—|—n71, i=12,...,n.

Da vil
lim [laj + Lo, || = [la; + 1|
n—o0

for alle j, og dermed
lim |la+ I, || = |la+ I
n—oo

for alle a € A.

Lad os vise, at I =|Jo2 In,. Lad a € I og e > 0 veere givet. Find n si ||a+ I, || < e. Vi kan
da finde x € I, sd |la —z|| = [[a + I, | < e. O

Lemma A.4.3. Lad B veere en separabel semiprojektiv C*-algebra. Lad A vere en C*-algebra,
lad {I,}aen veere et opadstigende net af idealer i A, og lad I veere afslutningen of \J,, In. Lad
¢ : B A/I vere en *-homomorfi. Da vil ¢ lgfte til en *-homomorfi ¢o: B — A/I, for et
passende o € A.

Bevis. Lad {b1,by,...} veere en teet folge i B. For hvert j veelg a; € A sd a; + 1 = ¢(bj), og
lad Ap veere den separable del-C*-algebra af A frembragt af {a1,as,...}. St I&O) =1,NAp
og I© = TN Ay. Daer I&O) og I® idealer i Ay, og AO/I&O) hhv. Ag/Ijy er del-C*-algebraer af
A/I, og A/I. Endvidere er ¢(B) indeholdt i Ay/Ip.

Benyt Lemma, A.4.2 til at finde en voksende fglge a1 < ap < ag < --- sé

19 = J 1),
n=1

Da B er semiprojektiv findes n og en *-homomorfi ¢g: B — Agy/ I,&?} som lgfter *-homomorfien
@: B Ag/I® C A/I. Sammensatningen 1): A — A/I,, af 1y med inklusionsafbildningen
Ag/I® C A/I er nu som gnsket. O

Lemma A.4.4. Lad A vere en C*-algebra og lad w veere et frit filter pd N. For hvert X € w
lad Ix wveere idealet i [°°(A) bestiende af alle folger {ay}, hvor ap, = 0 for alle n € X. Idet
w ordnes ved omvendt inklusion bliver {Ix}xe, et opadstigende net af idealer 1 1°°(A), som

opfylder
U Ix = L.
Xew

Bevis. Det er klart, at Ix C I, for alle X € w. Antag omvendt, at a = {a,} tilhgrer I,. Lad
e > 0. Find X € wsa |lap| < e for alle n € X. Saet b, = ay, hvis n ¢ X og set b, = 0 for
n € X. Davil b = {b,} tilhgre Iy, og |la — b|| < e. O
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Saetning A.4.5. Lad B wvere en semiprojektiv separabel C*-algebra. Lad A were en C*-
algebra, lad w vere et frit filter pa N, og lad ¢: B — A, vere en *-homomorfi. Da kan ¢
loftes til en *-homomorfi ¢g: B — [*°(A).

Bewis. De to foregaende lemmaer viser, at ¢ kan lgftes til en *-homomorfi ©: B — [*°(A)/Ix
for et passende X € w. Idet kvotienten [*°(A)/Ix naturligt kan identificeres med [*°(N\ X, A)
kan vi definere *-homomorfien A: [*°(A)/Ix — [*°(A) ved

ap, né¢X,

A n)n :Nnnv ~n:
((an)nen x) = (@n)nen a {O, hex

som far diagrammet

1°(A)/Ix —2=1°(A)
AN,

til at kommutere (hvor mx og 7 er kvotientafbildningerne).

Nu er ¢g = A o ¢ det gnskede lgft. O
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