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Forelaesningerne i uge 11: Her blev §4.2 om integralet af reelle funktioner, herunder
den vigtige Lebesgue’s Majorantsztning, og §4.7 om integral med reel parameter (her-
under ombytning af integration og differentation) gennemgaet. Desuden blev det vist, at
Lebesgueintegralet mht. Lebesguemalet pa den reelle akse stemmer overens med Rieman-
nintegralet. Endvidere gennemgik jeg Supplerende Opgave 4 nedenfor.

Forelsesningerne i uge 12: Jeg vil her omtale §§4.3-4.4 og §4.6 ganske kort og derefter
fortszette med konstruktionen af Lebesguemaet efter de supplerende noter (som vil blive
kopieret og uddelt, og som ogsa kan hentes fra 3MI’s hjemmeside). Vi springer over §4.5.

[ §4.4 vil jeg springe over hvor gaerdet er lavest og definere integralet over en delmaengde

ved formlen:
/ fp = / f-ydp,
v X

hvor vi har at ggre med et malrum (X, E, p), hvor V € E, og hvor f € M™(X,E) eller
f € L(X,E, p). Faktisk giver hgjresiden mening, nar blot f -1y € L(X,E, u) eller -1y €
M*(X,E).

@velserne i uge 13/14: Opgave 4.26, opgave 17 og 27 i bogens appendix, og Supplerende
opgave 1, 2%, 3 og 5 nedenfor.

Regn forst de understregede opgaver. De er vigtigst. Opgaverne market med en * regnes,
hvis tiden tillader det. Opgaver market med t kan evt. udsaettes til neaeste gang.

Supplerende opgave 1: Beregn
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Supplerende opgave 2: Lad (X, E, ) veere et malrum.
(i) Antag f,g € Lc(X,E, p). Vis at f = g p-n.o. hvis og kun hvis

VE € E: /fd,u:/gdu.
E E

[Vink: Kig pa real- og imaginardelen af f — g, og de delmangder af X hvorpa disse
funktioner er hhv. positive og negative.]

(ii) Lad f € Lc(X,E, ). Vis at

| rdu=o
B
for alle £ € E som opfylder p(E) =0



Resultaterne fra (i) og (ii) gelder ogsa for funktioner i M*(X,E) (men denne pastand
indgar ikke i opgaven).

Supplerende opgave 3: Lad p og v vaere to mal pa et malbart rum (X, E). Vis at

/X F(p+v) = /X fdu+ /X fv 1)

for alle f € M™. [Vink: Benyt Hovedsatning 4.2.] Vis herefter, at £(u+v) = L(p) N L(v)
og at (1) geelder for alle f € L(u+ v).

Supplerende opgave 4: Betragt Diracmalet ¢, pa (X, P(X)) hgrende til a € X. Vis at

/X fdew = f(a) (2)

for alle f € M™. Vis herefter, at L£(g,) bestar af samtlige funktioner f: X — C, og at (2)
gaelder for alle f € L(g,).

Supplerende opgave 5: Denne opgave handler om at vise, at Riemann integralet og
Lebesgue integralet stemmer overens, nar de begge er defineret. Til en funktion f: [a,b] —

C lader vi her fab f(x) dz betegne dens Riemann integral (hvis dette findes) og f[a g [ dm
dets Lebesgue integral (hvis dette findes).

(i) Ger rede for, at en Riemann integrabel funktion f: [a,b] — C tilhgrer L¢([a, b], m)
hvis og kun hvis f er en Borelfunktion*. [Vink: Benyt, at Riemann integrable funk-
tioner er begransede.]

(ii) Lad f: [a,b] — R veere en Riemann integrabel funktion. Vis, at der for alle ¢ > 0
findes malelige simple funktioner si, so: [a,b] — R saledes at s; < f < sy og saledes

at
b b
‘/ sldm—/ flz)dz| <e, ‘/ SQdm_/ f(z)dz| <e.
[a,b] a [a,b] a
]

[Vink: Kig pa undersummer og oversummer.

f[a’b]fdm=/abf($)da:,

hvis f: [a,b] — C er en Riemann integrabel Borelfunktion. [Vink: Kig forst pa til-
feldet, hvor f er reel, og benyt her (i) og (ii).]

(iii) Vis at

*) Der findes Riemann integrable funktioner, som ikke er Borelfunktioner. Det kan dog
vises, at enhver Riemann integrabel funktion f: [a,b] — C er malelig mht. den sakaldte
fuldstendiggorelse ([a, b],L([a,b]),m) af malrummet ([a,b], B([a,b]), m) (se Opgave 3 i bo-
gens Appendiz).



