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Forelsesningerne i uge 8: Her blev §§2.1-2.2 (fraregnet Sztning 2.4) om malelige afbild-
nigner gennemgaet.

Vis selv alle identiteter vedrgrende urbilleder (= originalmaengder), f.eks. midt i beviset
for Seetning 2.2. Er du i tvivl om hvordan man ggr, sa spgrg din instruktor eller mig. Se
ogsa de supplerende noter “Lidt maengdelere. Billeder og urbilleder”, som kan downloades
fra 3MI-hjemmesiden (se under Laerebgger og Pensum).

I §2.2 benyttes limsup og liminf af en reel talfglge. Man kan leese mere om dette i
de supplerende noter “De reelle tal: limes superior of limes inferior”, som ligeledes kan
downloades fra 3MI-hjemmesiden.

Forelsesningerne i uge 9: §2 ggres feerdigt, og herefter gennemgas §4.1 om integration
af simple og positive funktioner.

Hjemmeopgave — afleveres i uge 10: Opgave 2, spm. (i), (v) og (vi) fra 3MI-eksa-
menssattet januar 1999 (forarspensum) (kan hentes pa hjemmesiden og er vedhaftet denne
ugeseddel).

Ovelserne i uge 10: Supplerende Opgave 1 og opgaverne: 4.3, 4.4 og 4.6. Szrligt inter-
esserede kan regne Supplerende Opgave 2.

Supplerende Opgave 1: Betragt en funktion f: [a,b] — RT. Det vil blive vist senere i
kurset, at hvis f er Riemann-integrabel, sa er f ogsa Lebesgue-integrabel, og de to integraler
stemmer overens. Dette kan bruges i det fglgende!

Det vises i denne opgave, at der findes en Lebesgue-integrabel funktion f: [0,1] — R*,
som ikke er Riemann-integrabel og yderligere har det sadan, at der ikke findes en Riemann-
integrabel funktion g: [0,1] - R, sa f = g n.o.

(i) Vis, at hvis U er en aben taet delmaengde af intervallet [0,1], og hvis N er en Lebesgue-
nulmengde, sa er U \ N taet i [0,1].

(ii) Lad E vere en taet Borel-delmangde af [0,1], og antag, at m(E) < 1. Vis, at hvis
g:[0,1] — R* er en funktion, som opfylder 1z < g og 1g = g n.o., sa er g ikke
Riemann-integrabel. [Vink: Vis forst, at enhver oversum for g er > 1. Benyt herefter,
at hvis g var Riemann-integrabel, sa ville dens Lebesgue-integral vaere lig med dens
Riemann-integral.]

(iii) Vis at der findes en Lebesgue-integrabel funktion f: [0,1] — R*, saledes, at der ikke
findes nogen Riemmann-integrabel funktion g: [0,1] — R*, som opfylder g = f n.o.



[Vink: Prgv med f = 1y for en passende mangde U, jvf. Opgave 3 pa Ugeseddel 2.]

Supplerende Opgave 2*: (Denne opgave er en fortszttelse af Supplerende Opgave 3 fra
Ugeseddel 3.) Antag A opfylder (i), (ii), og (iii) i Seetningen fra Ugeseddel 3. Vis at:

(i) alle simple funktioner i M*(X,B(X)) tilhgrer A. [Vink: Benyt resultatet i Supple-
rende Opgave 3 (iii) fra Ugeseddel 3.]

(i) alle Borelfunktioner f: X — R* tilhgrer A. [Vink: Benyt en passende setning i §4.1.]
(iii) B(X,C) C A.

3MI-Eksamen januar 1999 — Opgave 2 (25 point) Denne opgave bestar af seks
korte spgrgsmal, som ikke afhaenger af hinanden.

(i) Bestem

|3 &t dm,
R pn=1

og giv en omhyggelig begrundelse for dit svar.

(ii) Betragt det malbare rum (Z, P(Z)), og betragt, for hvert a € Z, Dirac-malet ¢, i a.
Lad f: Z — R veare bestemt ved f(x) = cos(z?). Beregn

/fd(€1 + &9+ 81).
VA

(iii) Lad f,: [0,1] — R vere en fglge af funktioner, som er integrable med hensyn til
Lebesguemalet m. Antag videre, at f,, — 0 punktvis. Kan man slutte, at

1

lim [ fo(z)dz =07
0

n—oo
Giv et bevis eller et modeksempel.

(iv) Bestem

lim sin(z)(v/22 +1/n — z)e "dx,

n—oo 0

og giv en omhyggelig begrundelse for dit svar.

(v) Lad f,g: R — R vaere Borel funktioner, som opfylder f = g m-n.o. Kan man slutte,
at f(x) = g(z) for alle z € R? Giv et bevis eller et modeksempel.

(vi) Lad f,g: R — R vaere kontinuerte funktioner, som opfylder f = g m-n.o. Kan man
slutte, at f(x) = g(z) for alle z € R? Giv et bevis eller et modeksempel.



