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Mat 3MI — Mal og Integralteori — FO2 — Ugeseddel nr. 3

Forelsesningerne i uge 7: Her blev afsnit §1 laest faerdigt, og §3 om mal blev gennemgaet,
pa nzer Eksempel B-E i i EKSEMPEL 3.2.
Beviset for Saetning 1.3 ma I gerne springe over.

Forelaesningerne i uge 8: Her vil jeg gore §3 feerdigt, og derefter gennemgas §2 om
malelige afbildninger.

Ovelserne i uge 9: Regn opgaverne: 2.1, 2.3, 2.4, 2.6, Supplerende Opgave 1 og Supple-
rende Opgave 2. (Supplerende Opgave 3 er for saerligt interesserede.)

De understregede opgaver er saerligt vigtige.
Supplerende Opgave 1:

(i) Hvad vil det sige, at f, — f &,-n.0., nar ¢, er Dirac-malet pa P(X), a € X, og f,
og f er funktioner pa X.

(ii) Samme spgrgsmal som (i), idet ¢, udskiftes med teellemalet p.

(iii) Lad f,¢: R — R vaere kontinuerte funktioner, og antag f = g m-n.o. Vis at f(z) =
g(x) for alle x € R.

(iv) Lad g: R — R veere givet ved g(z) = 0 for z < 0 og g(z) = 1 for > 0. Findes en

kontinuert funktion f: R -+ R sa f = g m-n.o.?

Supplerende Opgave 2: Lad (X,d) vaere et metrisk rum, og lad B(X) vere Borel-o-
algebraen pa X. Lad B(X,C), hhv. C(X,C), benaevne mangden af alle Borelfunktioner,
hhv. kontinuerte funktioner, fra X ind i C. Ggr rede for, at nedenstaende tre ting gaelder:

(i) Hvis f,g € B(X,C) og A € C, sa vil A\f, f + g og fg tilhgre B(X, C).

(ii) Hvis (f,)32, er en fplge i B(X, C) og hvis den punktvise graense f(x) = lim,,_,o0 fn ()
findes for alle z € X, daer f € B(X,C).

(iii) C(X,C) C B(X,C).

Der galder faktisk fglgende saetning, som viser, at B(X, C) er den mindste familie af funk-
tioner, som opfylder (i), (ii) og (iii):



Seetning Lad (X, d) vaere et metrisk rum, lad A vaere en familie af funktioner fra X ind i
C, og antag at der galder:

(i) Hvis f,ge Aog A € C, sa vil Af, f + g og fg tilhgre A.

(ii) Hvis (fn)32, er en folge i A og hvis den punktvise greense f(z) = lim,_, fn () findes
for allexz € X, daer f € A.

(iii) C(X,C) C A.
Da gazlder B(X,C) C A.
Beviset for denne satning er givet i opgaven nedenfor, og en opgave pa en senere ugeseddel.

Supplerende Opgave 3*: Antag A opfylder (i), (ii), og (iii) i Seetningen ovenfor. Saet
E={AC X |14 € A}. Vis at:

(i) E er en o-algebra pa X.

(ii) V € E for alle abne delmzngder V' af X. [Vink: Se pa funktionerne g,(z) =
on(dist(x,CV)), hvor ¢(t) = min{nt, 1}.]

(iii) B(X) CE.
*-opgaver Kun et udvalg af de opgaver, der star i laerebogen, bliver stillet til regnegvelserne.

Jeg opfordrer sarligt interesserede/nysgerrige deltagere i kurset til at kigge i de gvrige op-
gaver i noterne. Flere af dem er meget sjove/larerige.



