Supplerende noter til 3MI Mikael Rgrdam
Mal og integralteori

Denne fremstilling er baseret pa s. 28-34 i G.B. Folland’s “Real Analysis” og pa noter
udarbejdet af Uffe Haagerup.

1 Eksistensen af Lebesguemalet pa R

Konstruktionen af Lebesguemalet gar via ydre mal. Disse er knapt sa fine som mal, ved
det, at de ikke ngdvendigvis er taelleligt additive, men blot taelleligt subadditive:

Definition 1 Et ydre mal p* pa en mengde X er en funktion p*: P(X) — [0, 00], som
opfylder

(i) w(@) =0,
(i1) p*(A) < p*(B), hvis A,B € P(X) og A C B,
(1) p*(Uney An) <3000, 1*(Ay) for enhver folge {A,}2°, C P(X).
Til et ydre mal betragtes en seerlig familie af delmaengder af X:

Definition 2 Lad u* vere et ydre mal pa mengden X. En delmengde E af X kaldes
p*-malelig, hvis der for alle A € P(X) geder

w(A) = p (ANE) + p(ANCE). (1)

Definition 1 (iii) giver u*(A) < p*(AN E) + p*(ANCE) for ethvert par A, E € P(X). Vi
har derfor, at F er p*-malelig hvis og kun hvis den anden ulighed,

w(A) > p(ANE) + ' (ANCE), (2)
geelder for alle A € P(X).
Definition 3 En familie A af delmengder af en maengde X kaldes en algebra, hvis
(i) X € A,
(ii) A € A medfgrer CA € A,
(iii) A, B € A medfprer AUB € A.

Enhver o-algebra er en algebra. Det modsatte geelder ikke, men vi har fglgende lemma,
hvis bevis overlades til laeseren (= Opgave 1, som regnes til gvelserne):

Lemma 4 Lad A vere en algebra pa mengden X, og antag A er afsluttet under tellelige
disjunkte foreninger, dvs. for alle folger { A}, af parvis disjunkte mengder i A gelder
U, A, € A

Da er A en o-algebra.



Theorem 5 (Carathéodory’s Seetning) Lad u* vere et ydre mal pa en mengde X.
Lad E vere familien af alle p*-malelige delmengder of X. Lad p vere restriktionen af u*
tlE, dvs. u:IE — [0,00] og u(E) = p*(E) for E € E.

Da er (X,E, u) et malrum.

Beuwis: Det skal vises, at E er en g-algebra, og at u er et mal pa E. Det fglger umiddelbart
af (1), at E € E medfgrer CE € E, og at () og X begge ligger i E.
For E,F € E og A € P(X) har vi
W(A) = p(ANE)+ut(ANCE)
= pPANENFE)+p* (ANENCF)+p*(ANCENF) + u*(ANCENCF)
> p (ANENF)UANENCF)UANCENF)) +p (ANCENCF)
= uWAN(EUF))+ p*(ANC(EUF)).
Dette viser, at F, F' € E medfgrer EU F € E. Det er nu vist, at E er en algebra.

Lad nu {E,}5°, vaere en fglge af parvis disjunkte maengder beliggende i E. Szt F,, =
U]:1 i, og bemaerk, at F,, € E, da E er en algebra. Seet ' = UJ: i (= Us ).
Hovedslaget, der skal udkaempes i dette bevis, bestar i at vise:

p(A) = p(ANF) +p*(ANCF) =) " (AN Ey) + p*(ANCF), (3)
j=1
for alle A € P(X).
For at se (3), bemaerk forst

A=(ANF)U(ANCF) = (GAHE]) U(AnCF).

Sammen med Definition 1 (iii) giver dette
p(A) < w(ANF) 4+ p* (ANCF) gz (AN E;) +u (AnCF). (4)

Omvendt, for alle n > 2 har vi
p(ANE,) = (ANE,NE,) +p(ANF,NCE,) = (ANE,) +u (AN F, 1).
Det fglger heraf ved induktion, at

(AN E,) Z“ (AN Ej)

for alle n > 1. (Til grundtrinnet n = 1 benyttes at F; = Fj.) Ved at benytte CF c CE,
og (ii) i Definition 1 far vi

p(A) = p(ANF,)+p (AnCEF,)
= Y u(ANE;) +p(ANCE,)

=1

> ) p(ANE)) +u(AnCF).
j=1



Da dette geelder for alle n € N, har vi 2%, u*(AN E;) 4+ u*(ANCF) < p*(A). Sammen
med (4) viser dette (3).

Det fglger umiddelbart af (3), at F' € E. Derfor er E afsluttet under taellelige disjunkte
foreninger, sa E er en o-algebra jvf. Lemma 4. Szettes A = |J;2, E; (= F) i (3), far vi

(Husk at u(FE) = p*(E) for E € E.) Dette viser, at p er et mal pa o-algebraen E. I

Vi vender os nu til konstruktionen af Lebesguemalet pa den reelle akse.

Definition 6 Et h-interval er et delinterval af R af formen (a,b], (a,0), eller O, hvor
—0 < a<b<oo. Mengden af alle h-intervaller benevnes med 1.

Bemeerk, at hvis I er et h-interval, sa er (I enten igen et h-interval eller en disjunkt
forening af to h-intervaller. Thi i tilfaeldet hvor I = (a,b] og —00 < a < b < o0, da
er 07 en disjunkt forening af to h-intervaller, og i alle andre tilfaelde er CI et h-interval.
Snitmeengden af to h-intervaller er igen et h-interval.

Definition 7 Definer ¢:1 — [0, co] ved
E((CL, b]) =b— a, K((aa OO)) = 00, f(@) = 0.

Definer m*: P(R) — [0, co] ved

Strategien er nu at vise, at m* er et ydre mal, at alle h-intervaller er m*-malelige, og at
m*(I) = ¢(I) for alle h-intervaller I. Dette ggres i nedenstaende lemmaer. Herefter giver
Carathéodory’s setning det gnskede resultat om eksistensen af Lebesguemalet (Theorem
13).

Lemma 8 m* er et ydre mal.

Beuvis: Det skal vises, at (i), (ii) og (iii) i Definition 1 holder. (ii) er en umiddelbar kon-
sekvens af definitionen af m* (overvej dette!). (i) indses let ved f.eks. at vaelge I = I, =
jA—

For at vise (iii), lad {A,}2°, veere en vilkarlig fglge i P(R). Hvis m*(A,) = oo for
mindst et n, sa galder uligheden m*(|J,—, A,) < > o0, m*(A,) trivielt. Antag derfor
gerne, at m*(A,) < oo for alle n. Lad € > 0. Find for alle n fglger {/,, ;}32, i I, sd

A C ULy ) tny) <mi(An) + 27
j=1 j=1



Da er {I,;}%,-; en tallelig familie i I, og

U U Ly, D tTay) > (m*(4y) +27") = > m*(4,) +e.
j=1 Jyn=1 Jyn=1 n=1 n=1

Dette viser, at m* ([~ An) < > oo, m*(A,) +¢. Da dette holder for alle ¢ > 0 fglger det
gnskede: m*(|J72, A,) <307 . m

n=1*""n

Lemma 9 Alle h-intervaller er m*-malelige.

Beuvis: Lad I veere et h-interval. Vi viser, at I er m*-malelig ved at eftervise (2).

Lad A € P(R), og betragt hertil en vilkarlig folge {J,}>°, af h-intervaller sa A C
U2, Ju. Som tidligere bemeerket er (I foreningen af to disjunkte h-intervaller I’ og I”
(det ene af disse h-intervaller kunne veere den tomme maengde). Szt

K,=INnJ, K =I'nJ,  K'=I"nJ,.
Daer K, K, , K]! parvis disjunkte h-intervaller, og J,, = K, U K] UK. Derfor er {(.J,,) =
{(K,) + L(K!) + £(K!") (overvej). Endvidere geelder

AmlgGKn, Aml’gGK{w Am]”gGK{;.

n=1 n=1 n=1
Samlet har vi
ST = ) )+ Y UKL+ UK
n=1 n=1 n=1 n=1

> m*(ANI)+m*(ANI)+m*(ANI"),

hvor > skyldes (5). Da overdaekningen {.J,,}2° , af A var vilkarlig, kan vi igen ifglge (5)
konkludere, at

m*(A) m (AN +m*(ANI)+m*(AnI")
m*(ANI)+m*(An(I'"Ul"))

m*(ANI)+m*(ANCI).

>
>

Det ses nu, at (2) er opfyldt, sa I er m*-malelig. [

Lemma 10 Huis

[a,b] C U(aj,bj),

hvor a <b oga; <b; for j=1,2,...,n, sd er

b—a S Z(b] —aj).
j=1



Bevis: Beviset fgres ved induktion efter n. Overvej selv situationen for n = 1. Antag
n > 2 at [a,b] C U?Zl(aj, b;), og at pastanden i lemmaet er vist for alle overdaekninger
med faerre end n intervaller. Find jo € {1,2,... n} sa a € (a;,,b;,). Hvis bj, > b, sa er
[a,b] C (aj,,bj,), 0g sagen er klar!

Antag bj, < b. Da er

[bjo B = [a, b] \ (a0, bj0) € |J (a5, 0;)-

J#jo
Induktionsantagelsen giver derfor b —b;, <>, . (b; — a;). Dermed har vi

b—a = (b—bj)+ (bjy —a) < (b—bj)+ (bj, — aj)
< Y (bj—a) + (b —aie) = Y (bj—a). O

J#jo Jj=1

Lemma 11 Lad I,1,,15,13,. .. vere h-intervaller, siledes at I C \J,-, I,. Da gelder
UI) <Y UL,
n=1

Bevis: Hvis I = (), sa er der intet at vise. Antag derfor gerne, at I # (). Endvidere, hvis
¢(I,) = oo for mindst et n, sa er der heller intet at vise. Vi kan derfor ogsa antage, at
{(I,) < oo for alle n. Dvs. I, = (ay, by, hvor —oo < a, < b, < oo (idet vi ogsa smider
alle tomme mangder blandt intervallerne I, I, .. . ud).

Bemark, at

oI =sup{t —d | d,b €I, d <V}, (6)

nar I # (. Lad o',b’ € I med o' < vare givet.

Lad ¢ > 0, og s&et a], = ay, 0g b, = b,+e27". Daer I, = (a,, b,] C (a,,b.,),sa [a', 0] C
I € U2, (aj,b}). Da [a,b'] er kompakt giver Heine-Borel’s seetning [a',b'] C |J]_, (a}, b})
for et passende stort n.

Det fglger nu fra Lemma 10, at

V—d < Z(bg—a;-)

< i(bj +e277 —q;) = i(ﬁ(lj) +e279) = ié(lj) +e.

Da ¢ > 0 var vilkarlig, far vi &' —a’ < 377, £(I;), og da a', b’ ogsa var vilkarlige falger det
gnskede af (6). O

Lemma 12 For ethvert h-interval I er m*(I) = £(1).



Bevis: Saet Iy = I, I, =I3 =--- = 0. Daer I1, I, I5, ... h-intervaller og I C |J5- | I, sa

ifplge definitionen af m*. Omvendt, hvis {I,}>°, er en folge af h-intervaller med I C
U2, I, daer > 07 (1) > £(I) ifplge Lemma 11. Dette viser, at m*(I) > ¢(I). O

Theorem 13 Der findes et malrum (R, 1L, m), som opfylder B(R) C L og
m((a,b]) = b — a,
for alle a,b med —oco0 < a < b < 0.

Bevis: Lad L vaere maengden af alle m*-malelige maengder, og lad m vaere restriktionen af
m* til L. Carathéodory’s saetning giver, at (R, L, m) er et malrum. Lemma 9 giver I C L.
Da o-algebraen frembragt af I er lig med Borel-o-algebraen B(R) (jvf. Opgave 1.2), sa
giver Saetning 1.2 i noterne, at B(R) = o(I) C L.
Endelig, hvis —oco < a < b < o0, sa er (a,b] et h-interval, og ved at udnytte Lemma
12 far vi
m((a,b]) = m*((a,b]) = £((a,b]) = b—a. O

Ved at tage restriktionen af malet m til Borel-o-algebraen B(R) far vi fplgende korollar
til Theorem 13:
Korollar 14 Der findes et mal m defineret pa o-algebraen B(R), som opfylder
m((a,b]) =b—a,
for alle a,b med —oco0 < a < b < 0.

Hovedsatning 5.1 i noterne siger, at malet m i Korollar 14 tillige er entydigt.

Eksistensen af Lebesguemalet pad R*¥ kan vises pa en tilsvarende, men mere besveerlig,
made. Istedet vil vi, nar tiden er moden, konstruere Lebesguemalet pa R* ved at bruge
teorien for produktmal, som udvikles i noternes §6.

2 Fuldstaendige mal

Malet i Carathéodory’s Satning — og dermed ogsa Lebesguemalet m defineret pa o -
algebraen I — har en seerlig fin og nyttig egenskab kaldet fuldstzendighed. Denne egenskab
defineres formelt saledes:

Definition 15 Et malrum (X, E, u) kaldes fuldstendigt, hvis alle pu-nulmengder ligger i
E.



Bemark, at (X, E, u) er fuldstzendig, hvis og kun hvis det for alle E € E med u(E) = 0,
og alle N C F galder, at N € E. Af og til vil man sige, at u er fuldsteendig i betydningen
(X,E, u) er fuldsteendig, nar X og E fremgar af sammenhaengen.

Fuldstzendige mal er diskuteret i opgaverne 3.15-3.18 i noterne. Fuldstaendige mal er

bekvemme at arbejde med, bl.a. p.g.a. fglgende sztning, som til dels er bevist i Opgave
3.18.

Seetning 16 Lad (X, E, 1) vere et fuldstendigt malrum, og lad (Y, T, v) vere et vilkarligt
andet malrum (ikke ngdvendiguist fuldstendigt). Hvis f: X — Y er E-F-malelig, og hvis
g: X = Y opfylder g = f p-n.o., sa er g ogsa E-F-malelig.

Til ethvert malrum (X, E, ) kan man konstruere et nyt malrum (X, E, &i), som er fuld-
steendigt, og som opfylder E C E og jilz = i (se Opgave 3.17 eller Opgave 4 nedenfor).
Dette nye malrum kaldes en fuldstendiggorelse af (X, E, ). Lebesguesmalet konstrueret
i Theorem 13 er, som vist nedenfor, automatisk fuldstaedigt, sa vi far ikke brug for denne
fuldstaendigggrelsesmaskine.

Setning 17 Malrummet (X, E, u) fra Carathéodory’s Setning (Theorem 5) er fuldsten-
digt.

Bewis: Vi benytter notationen fra Theorem 5, hvor bl.a. u* er et ydre mal pa mengden
X, E er maengden af p*-malelige maengder, og p er restriktionen af p* til E.
Lad F € E og N C E med p(E) = 0 vere givet, og lad A € P(X). Da er

p(ANN) +p* (ANCN) < ' (B) + p(A) = p*(4)

Betingelsen (2) er saledes opfyldt for N, sa N € E. Dette viser, at u er fuldsteendig. O

Korollar 18 Lebesguemdlet m defineret pa o-algebraen L (defineret i Theorem 13) er
fuldstendigt.

Beuvis: Dette folger umiddelbart af Saetning 17, idet malrummet (R, L, m) kommer fra et
ydre mal via Carathéodory’s Seetning. [

Mengderne i o-algebraen L kaldes Lebesguemalelige maengder. Alle Borel-delmaengder af
R er saledes Lebesguemalelige. Det omvendte galder ikke. Faktisk har vi

B(R) S L ¢ P(R). (7)

Den fgrste af disse @egte inklusioner kan ses ved en kardinalitetsbetragtning, idet
card(L) = card(P(R)) og card(B(R)) = card(R). Den forste af disse identiteter kan indses
ved at benytte Cantor’s maengde Z (se Eksempel 5.22 i noterne). Mangden Z er kompakt
(og dermed Z € B(R) C L), m(Z) = 0, og card(Z) = card(R). Da (R, 1L, m) er fuldstaen-
dig, har vi P(Z) C L. Dette giver card(P(R)) = card(P(Z)) < card(L) < card(P(R)).
Den anden kardinalitetsidentitet er noget mere kompliceret.

Den anden @gte inklusion i (7) folger umiddelbart af Vitali’s Seetning (Saetning 5.30 i
noterne).



En funktion f: R — R hhv. f: R — C, kaldes Lebesguemalelig, hvis den er L-B(R)-malelig,
hhv. L-B(C)-malelig.

Alle Borelfunktioner f:R — R og f:R — C er saledes Lebesguemalelige (da B(R) C
L). Endvidere, hvis f,g:R — R, hvis f er Lebesguemalelig, og hvis f = g m-n.o., sa er g
Lebesguemalelig ifplge Satning 16.

Lad [a,b] veere et kompakt delinterval af R, og sat

L(a,b]) ={EN]a,b] | E€ L} (= Ly)

Det kan (ret nemt) vises, at ([a, b], L([a, b]), m) er et fuldstaendigt malrum, og at B([a, b]) C
L([a, b]). I Opgave 3 nedenfor vises det, at L([a, b], L([a, b]), m) indeholder alle Riemann-
integrable funktioner f:[a,b] — R, og at Lebesgueintegralet stemmer overens med Rie-
mannintegralet, nar Riemannintegralet er defineret.

Der findes eksempler pa Riemannintegrable funktioner, som ikke er Borelmalelige (se
Opgave 4).

3 Opgaver

Opgave 1  Bevis Lemma 4.

Opgave 2 Lad X vare en ikke-tom maengde, og definer p*: P(X) — R ved p*(0) = 0
og u*(F) =1foralle E € P(X)\{0}. Vis at u* er et ydre mal, og bestem alle y*-malelige
delmzengder af X.

Opgave 3 Lad f:[a,b] — R veere en Riemannintegrabel funktion, hvor Riemanninte-
gralet er defineret pa sadvanlig vis ved hjalp af over- og undersummer.

(i) Vis at der findes fglger af funktioner
$51 <8 <s3< - < f<-- <ty <ty <ty

hvor funktionerne s; og t; er pa formen Y 7" | a;lg, , 4, for passende inddelinger,
a=129< T <Ty<---<xyp 1<z, =D> af intervallet [a, b], og for passende reelle
tal aq, a9, ..., ap, saledes at

b
sup/ sndm:/ f(x)dx:inf/ t,dm.
n Ja,b] a " Ja,b)

(11) Vis at der findes 91,92 € E([CL, b],B([U,, b]), m)a sa 91 < f < g2 08

b
/ gldmz/ f(x)dx:/ gadm.
[a,b] a [a,b]

(iii) Vis at g1 = f = go m-n.o.
(iv) Vis at f € L([a, b],L([a,b]), m), og at

/[a’b] fdm = / " Fa)d.



Opgave 4 Lad Z vare Cantormangden (jvf. Eksempel 5.22 i noterne). Det erindres
herfra, at Z er en kompakt delmangde af intervallet [0, 1], at Z er overtellelig, og at
m(Z) = 0.

(i) Vis at 14:]0,1] — R er Riemannintegrabel, og at fo l1a(z)dx = 0 for enhver
delmaengde A af Cantormaengden Z.

(ii) Find et eksempel pa en Riemannintegrabel funktion f:[0,1] — R, som ikke er en

Borelfunktion. [Vink: Maengden af Borel-delmaengder af R er tallelig]

Opgave 5 Lad (X, T, \) vaere et malrum. I analogi med definitionen af m* (i Definition
7) defineres p*: P(X) — [0, oo] ved

1nf{Z)\ )| F;eF, AC Lo_j }

Formalet med denne opgave er at undersgge hvad denne definition fgrer til, og at saette
undersggelsen af m* i relief. Som et biprodukt far vi en fuldsteendigggrelse af A\, men dette
kan opnas betydeligt enklere ved at folge Opgave 3.17.

(i) Vis at
p(A) =inf{\(F) | FeF, ACF},

for alle A € P(X), og vis, at der til ethvert A € P(X) findes F € F saledes, at
AC Fogu(A) =AF).

(ii) Vis at pu* er et ydre mal.

Benaxvn med E mangden af p*-malelige delmzengder af X, og lad u betegne restriktionen
af p* til E.

(iii) Gor rede for, at (X, E, ) er et fuldsteendigt malrum.

(iv) Vis at F C E, dvs. at alle maengder F i F er p*-malelige.

(vi) Gor rede for, at (X, E, ) er en fuldsteendigggrelse af (X, T, \).

)
)
(v) Vis at pu(E) = A(E) for alle E € E.
)
(vii) Beskriv (X, E, p) i tilfseldet, hvor F = {0, X} og hvor A\(X) =
)

(viii) Antag at A er o-endelig. Vis at E' € E hvis og kun hvis der findes F' € F saledes at
den symmetriske difference (E \ F) U (F'\ E) er en A-nulmangde.

(ix) Beskriv (X, E, ) i tilfaeldet, hvor A(F) = oo for alle ikke-tomme F € F. Vis at
resultatet fra spgrgsmal (viii) ikke holder generelt uden antagelsen om, at A er o-
endelig.



