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1 Banachs fixpunktsssetning & Lipschitz
Jeg lader (M, || -|I) = ([0, 1] ]| - lloc), hvor

(@, y)lloc = max{|z|, |y[}
Jeg definerer afbildningen 7 : [0,1]2 — [0,1]? ved foreskriften

T(z,y) = (eiw,cos (gﬂ))

Jeg antager, at afbildningen er Lipschitzkontinuert med konstant C' < 1.

1.1 Et ligningssystem hvor T(z,y) = (z,y)

Jeg vil vise, at ligningssystemet

8

1
e_Zmy =
+y) _
cos (55*) =y
har netop én lgsning.
Dette er akvivalent med at vise, at afbildningen T' har et og kun et fixpunkt, da
fixpunkterne for T' vi vaere lgsningerne til systemet.
Da afbildningen er Lipschitzkontinuert med konstant C' < 1 pa ([0,1]%, ]| - ||co) som
er fuldstendigt, er den en @gte kontraktion pa et Banachrum. Banachs fixpunkt-
seetning giver mig nu, at T’ har netop et fixpunkt a € [0,1]? og at fglgen (x,)%%, i
hvor @, = T(zn—1) 0g To € [0,1]2 opfylder
lim z, = a
n— oo

Jeg kan approksimere a numerisk

a = (0.8589006372,0.7083568443)

1.2 Lipschitzafbildning
Jeg bemerker, at
Va,b€ [0,1]: la —b| < |a+b] < |a| + |b] < 2max{|al, b} (1)

Funktionen [0,1] 3  — e~ * er kontinuert differentiabel med en begraenset differen-
tialkvotient. Den er iflg. Opgave 3.3 Lipschitzkontinuert, sa

le™® —e7| < sup {|e |} [s—t
0,1]

U
e —e™'| < |s -] 2)



Funktionen [0,1] 3  — cosz er kontinuert differentiabel med en begraenset dif-
ferentialkvotient. Den er iflg. Opgave 3.3 Lipschitzkontinuert, sa

|coss —cost| < sup {|4 cosz|}|s — ¢
z€[0,1]

IN <=

|coss — cost| < (sinl)|s — ¢ (3)

Jeg vil vise, at T' er Lipschitz med C' = max{%,sin 1}. Jeg kalder T’s koordinat-
funktioner for T} og T», hvor

1
Tl(flf,y) =e1"

To(z,y) = cos (ZH2)

1.2.1 T, er Lipschitz
Hvis jeg benytter mig af (2) sa har jeg
1 11 1 mn 1
ITi(z',y') = Ta(z",y")| = [e”47 Y —e72% V|
|ix1yl _ ixllyll| — %|$1yl _ xllylll
%'-'L'Iyl _ IL'”y”| S %(m‘l“yl _yll| 4 |yll||$l _ .'17” )
%(lml _$II| _+_ |yl _yll|) S %|2max{x' —Z'”,yl _ y”}l

zmax{|z’ — "], [y’ ="} = 3ll(a" = 2",9" = 1"l

ININ IA

Ty er Lipschitzkontinuert med C' = %

1.2.2 T, er Lipschitz
Hvis jeg benytter mig af (3) og (1) sa har jeg

I 7 " "
o (442) - n (237

(sin1) |23 — ") = (sin1)

T2z, y") — Ta(z", y")|

(&' —2")+(y' —y")
2

IN

< (sin1) | 2mede VD (sin1)l|(o' — 2",y — 3"l
T, er Lipschitzkontinuert med C' = sin 1
1.2.3 T er Lipschitz
Betragter jeg
IT(",y') = T(@", 4" )loo = max{|T1(z',y") — Ta(z",y")|, | T2(a', y') — To(=",y")[}
sa kan jeg ud fra 1.2.1 og 1.2.2 slutte, at
IT(",y") = T (", y")lloo < max{3,sin1}[I(z' — 2",y — ")l

Altsd, at T er Lipschitz med C' = max{3,sin1} = sin1 ~ 0.841



