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Sammenfatning

Formalet med dette speciale er at undersgge mulighederne for at udvide eksisterende klassifikationsre-
sultater af (ikke-simple) stabiliserede Cuntz-Krieger algebraer. Specialet indleder med en introduktion af
skift af endelig type samt en gennemgang af konstruktionen af Cuntz-Krieger algebraer og deres ideal-
struktur. De eksisterende resultater far en vis opmaerksomhed og der vises siden en klassifikationsseetning.
Alle Cuntz-Krieger algebraer, hvis tilsvarende skift af endelig type hverken har overgangstilstande ej hel-
ler cykliske irreducible komponenter, er klassificeret op til stabil isomorfi — vha. det sakaldte K-veev
introduceret af M. Boyle og D. Huang.

Abstract

The main purpose of this thesis is to investigate the possibilities to extend existing classification results
of the (non-simple) stabilized Cuntz-Krieger algebras. The thesis starts with a brief introduction to shifts
of finite type and a not-so-short introduction to Cuntz-Krieger algebras and their ideal structure. Some
attention is given to the existing classification results and a new classification result is shown. All Cuntz-
Krieger algebras, whose corresponding shift of finite type does not have any transition state nor any
cyclic irreducible component, are classified up to stable isomorphism — by some kind of K-web related
to work of M. Boyle and D. Huang. — The thesis is written in danish.
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Indledning

K-teori blev indfgrt som et veaerktgj i C'*-algebrateori i begyndelsen af 1970’erne — og har siden vist sin
anvendelighed bl.a. ved at lgse mange abne spgrgsmal. En af de tidlige succeshistorier om K-teori for C*-
algebraer, er George Elliotts klassifikationsresultat for AF-algebraer fra forst i 1970’erne (se [RLL00, §7.3]
for en beskrivelse af dette). Siden dengang er klassifikation af C*-algebraer blevet et keempe omrade indenfor
C*-algebrateori — og egentlig ligger dette speciale i forlaengelse heraf.

Overordnet malsatning:

(C*-algebraerne defineret af Cuntz og Krieger fungerer som en bro mellem C*-algebra teori og
teorien for symbolske skiftrum af endelig type ([CK80]). For simple Cuntz-Krieger algebraer blev
det afklaret i [Rgr95], at de to udsagn

(i) O4K=204 K
(ii) Ko(Oa) =2 Ko(Oar)

er aekvivalente, og paneer et fortegn aekvivalente med
(iii) X4 ~rr XA

Denne sammenhaeng kan opfattes som en klassifikation af Cuntz-Krieger algebraerne (og, stort
set, af skiftrummene knyttet til dem) ved hjeelp af de sakaldte Bowen-Franks grupper i (ii).
Klassifikationsspgrgsmalet i det ikke-simple tilfeelde er kun afklaret i sporadiske tilfzelde.

Specialets formal er at undersgge denne sammenhaeng i det ikke-simple tilfeelde, idet man ma
paregne at erstatte objekterne i (ii) med noget mere kompliceret end endeligt frembragte grupper.
Der gnskes et seerligt fokus pa, i hvilket omfang, og i givet fald hvordan, studiet af sadanne
algebraer med et endeligt antal idealer kan reduceres til studiet af simple C'*-algebraer. Resultatet
i det simple tilfaelde kan derfor tages for givet.

For Cuntz-Krieger algebraer haves en meget nydelig beskrivelse af idealstrukturen — og antallet af lukkede
idealer er altid endeligt (for de Cuntz-Krieger algebraer, som vi betragter her i specialet). Her i specialet
legges, som antydet ovenover, hovedvaegten pa klassifikation op til stabil isomorfi — vi siger, at to C*-
algebraer 2 og B er stabilt isomorfe, netop hvis A ® K = B ® K, hvor K er de kompakte operatorer pa
et uendeligdimensionalt, separabelt Hilbert rum. Siden Mikael Rgrdams klassifikation, har Danrun Huang
klassificeret Cuntz-Krieger algebraer med praecis et ikke-trivielt lukket ideal samt Cuntz-Krieger algebraer
med triviel Kq-gruppe. Alle disse klassifikationsresultater bygger i veesentlig grad pa klassifikationsseetninger
for de tilsvarende skift af endelig type op til stremningsaekvivalens (eng.: flow equivalence). Det sidste af
disse resultater er udgivet i 1996, og siden er der ikke rigtig sket sa meget pa denne front.

Mit arbejde med specialet har foregaet som folger. Forst satte jeg mig ind i K-teori ved at laese de fgrste
7 kapitler af [RLLOO] ret ngje. Siden gik jeg i gang med at prgve at forsta konstruktionen af Cuntz-Krieger
algebraerne, udregne deres K-teori samt at beskrive deres idealstruktur. Det var faktisk ret hardt, for det
eneste sted, jeg kunne finde en sammenhangende indforelse af dette, var i de originale artikler, [CK80] og
[Cun81] — og disse er faktisk ret svaere at leese. Cuntz’ skrivestil er meget konsekvent — konsekvent praecis,
konsekvent kortfattet og konsekvent ingen—overflgdig—snak. Selv om dette har sine meget gode sider — der er
f.eks. utrolig fa fejl i disse artikler — sa har dette medvirket, at jeg har brugt megen tid og energi pa at forsta
dem. Jeg har prgvet at samle nogle af mine overvejelser her i specialet, og det er mit hab, at dette vil blive
til gleede for kommende studerende, som skal forsta disse artikler. Sidelgbende har jeg mattet seette mig ind
i teorien for skiftrum mm. Jeg har opsummeret nogle af begreberne og resultaterne i kapitel 1 — men som
anfgrt i specialekontrakten, sa ligger hovedfokuset pa C'*-algebraer.

Siden gik jeg i gang med at laese dele af M. Rgrdams og D. Huangs artikler, hvor de lgser klassifikations-
problemet i forskellige specialtilfselde. Men sa en gang i sommers fandt jeg — nsermest ved et tilfzelde — en
artikel, hvori Mike Boyle klassificerer skift af endelig type op til stremningsaekvivalens vha. matrixligninger.
Heri var yderligere henvisning til en — pa det tidspunkt — ikke udgivet artikel af M. Boyle og D. Huang,
som forbandt dette til noget, som havde oprindelse i K-teori. Jeg fik fat i en udgave af denne artikel og
herefter tog mit arbejde en stor drejning. Nu begyndte jeg at arbejde mere malrettet med disse to artikler,
samt de allerede eksisterende klassifikationsresultater. Dette har sa resulteret i to isomorfiseetninger (teorem
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2 Indledning

5.2.3 og korollar 5.2.4) samt en klassifikationsseetning (teorem 6.2.1). I forbindelse med dette har jeg haft en
del kommunikation med Mike Boyle, Danrun Huang og Sgren Eilers om disse resultater. Desuden har jeg
afholdt et operatoralgebraseminar-foredrag her pa instituttet i samme anledning.

For at leese specialet forudseettes (mindst) et kendskab til C*-algebraer svarende til §§1.1, 1.2, 1.3, 2.1,
2.2, 23,31, 3.2,3.3, 34, 5.1, 6.3, 6.4 og 6.5 1 Murphys leerebog [Mur90] samt kapitel 1-7 i leerebogen om
K-teori af Rgrdam, Larsen og Laustsen, [RLL00]. Andre smaresultater bruges ogsa undervejs. Desuden er
der en ikke ubetydelig resultatimport.

Opgavens struktur

I kapitel 1 anfgres definitioner og resultater til brug senere i specialet. Mere specifikt, sa fastsattes
nogen notation, skift af endelig type og andre relaterede ting defineres og nogle af hovedresultaterne citeres.
Endvidere afsluttes kapitlet med en kort introduktion af krydsprodukter med gruppen af komplekse tal af
leengde 1, T, hvilket bruges til at udregne K-teorien for Cuntz-Krieger algebraerne.

Kapitel 2: Her indfgres Cuntz-Krieger algebraerne, O 4, samt AF-delalgebraerne, .% 4 og Z4. Der vises,
at Cuntz-Krieger algebraerne er entydigt bestemt (op til kanonisk isomorfi) ved de relationer, frembrin-
gerne skal opfylde, hvis den tilsvarende nabomatrix opfylder betingelse (I). K-teorien for O 4 udregnes vha.
Pimsner-Voiculescus cykliske seks-leddede exakte fglge (bl.a. deres resultat importeres). I afsnit 2.8 beskri-
ves idealstrukturen for Cuntz-Krieger algebraer, hvis tilhgrende nabomatricer opfylder betingelse (II). I det
efterfglgende afsnit vises, at idealgitteret for en C'*-algebra er en stabil isomorfi invariant. Kapitlet afsluttes
med at naevne, at Cuntz-Krieger algebraerne er en invariant af en-sidede skift af endelig type (op til topo-
logisk konjugering) samt at de stabiliserede Cuntz-Krieger algebraer er en invariant af (to-sidede) skift af
endelig type op til stremningsackvivalens.

I kapitel 3 gennemgas bevisidéerne for nogle af de eksisterende klassifikationsresultater. Da dette kapitel
er skrevet lidt ustringent og uformelt, er det forholdsvis let laeseligt.

De efterfolgende tre kapitler er hovedindgrediensen i specialet. I kapitel 4 indfgres en cyklisk seks-leddet
exakt folge stammende fra heltalsmatricer. Med oprindelse i M. Boyle og D. Huangs artikler indfgres der
sakaldte SLp- og GLp-sekvivalenser samt det sakaldte K-veev. Der vises en masse omkring homomorfier
mellem forskellige af de indfgrte objekter, og der gives et (naesten) fuldsteendigt bevis for, at GL p-sekvivalens
er ensbetydende med at kraeve K-veev isomorfi (for {—1,0,1}-matricer). Afslutningsvis sammenlignes to
fuldsteendige invarianter for Cuntz-Krieger algebraer med preecis et ikke-trivielt lukket ideal op til stabil
isomorfi af hhv. M. Rgrdam og D. Huang i lyset af de beviste resultater.

Kapitel 5: Vha. en klassifikationssaetning af M. Boyle, vises en isomorfiseetning for de stabiliserede Cuntz-
Krieger algebraer. Vha. resultaterne i det foregaende kapitel formuleres dette ogsa vha. det sakaldte K-vaev.

Kapitel 6: K-vaevet, defineret af M. Boyle og D. Huang, har en naer tilknytning til K-teori for de tilhgrende
Cuntz-Krieger algebraer. For en forholdsvis stor skare af Cuntz-Krieger algebraer vises det, at dette kan
opfattes som en slags invariant — vi far altsa en fuldsteendig invariant af denne klasse af Cuntz-Krieger
algebraer — dette er hovedresultatet i specialet, teorem 6.2.1.

Specialet afsluttes med en konklusion, tre tilleeg samt en litteraturliste. I konklusionen opsummeres pa
specialet og der naevnes nogle interessante spgrgsmal, som dette arbejde naturligt stiller. I tilleeg A defineres
induktive greenser af monoider og grupper for opadfiltrerende indexmaengder. I tilleeg B er nogle resultater
fra C*-algebrateori, som bruges i lgbet af specialet. I tilleeg C findes nogle enkelte ret lange og uinteressante
beviser. De fleste kapitler afsluttes med nogle bemarkninger. Heri forklares, hvorfra de forskellige dele af
kapitlerne er taget.

For matematikere med solidt kendskab til Cuntz-Krieger algebraer, burde det vaere forholdsvis overkom-
meligt at starte leesningen fra kapitel 3 eller 4 (det er dog anbefalelsesveerdigt lige at ,snuse“ til de gvrige
kapitler for at fa et overblik over den anvendte notation). Hvis man ikke har sa godt kendskab til idealstruk-
turen, vil jeg dog anbefale, at man pabegynder lsesningen ikke senere end fra afsnit 2.7 (da idealerne har en
vigtig rolle i specialet).

Det er umuligt at udfgre en sa stor rapport uden at lave fejl. Det er dog mit hab (og endnu ogsa min
tro), at der ikke er vaesentlige grove fejl i mit arbejde. Jeg modtager dog gerne meddelelser om fejl.

Jeg vil her ogsa gerne tillade mig at takke alle, som har veeret til stgtte pa en eller anden made i
lgbet af studiet — og specialeforlgbet iseer. Tak for hjeelp, samtaler og anden kommunikation med ansatte
og studerende — bade ved Kgbenhavns Universitet og ,,ude i verden“. Jeg vil bringe en seerlig tak til Mike
Boyle og Danrun Huang for at gennemlasese og kommentere materiale, som jeg har sendt til dem. Tak til
min vejleder, Sgren Eilers, for vejledning gennem hele forlgbet. Og til sidst en tak til min familie for at have
holdt mig ud i den sidste hektiske del af specialeskrivningen.

Unwversitetsparken, d. 4. nov. 2003

Gunnar Restorff



Kapitel 1

Forudsaetninger

For at laese specialet forudszettes (mindst) et kendskab til C*-algebraer svarende til §§1.1, 1.2, 1.3, 2.1, 2.2,
2.3,3.1,3.2,3.3,34,5.1,6.3, 6.4 og 6.5 1 Murphys lzerebog [Mur90] samt kapitel 1-7 i lzerebogen om K-teori
af Rordam, Larsen og Laustsen, [RLL0O0O]. Andre smaresultater bruges ogsa undervejs. Desuden er der en
ikke ubetydelig resultatimport.

Her i kapitlet opsummeres yderligere definitioner og resultater, som skal bruges i specialet. Dette er isaer
lidt notation samt resultater om skift af endelig type. Kapitlet afsluttes med et afsnit om krydsprodukter
med enhedscirklen T.

1.1 Notation

Jeg har bestrzebt mig pa, at bruge den gaengse (danske) matematiske notation, det har dog ikke veeret
muligt at veere tro mod alle de mange matematiske omrader, som mgdes. Valg af dele af notationen vil
maske virke lidt underlige og til tider maske ukonsekvente. Dette vil som oftest skyldes, at jeg ogsa prover
at veere forholdsvis tro mod de artikler, jeg henviser til (f.eks. indfgres K-vaevet, som kan opfattes som en
slags kontravariant funktor for Cuntz-Krieger algebraer med oprindelse i K-teori — her ville det vaere mere
naturligt, at definere den kovariant, men det ggres ikke, bl.a. fordi dette ville virke forvirrende, da K-veevet
har direkte forbindelse til to artikler, som vi bruger). Vedrgrende operatoralgebrateori og K-teori for sadanne
har jeg lagt mig meget op ad [Mur90] og [RLL00]. Ny notation forklares som regel forste gang den benyttes.

Begrebet isomorfi (endomorfi og automorfi) athsenger af den kategori, vi arbejder i. Som szedvanligt
betegner Z (hhv. N, Ny, R og C) meengden af hele (hhv. positive, ikke-negative, reelle og komplekse) tal.
Med T betegner vi enhedscirklen i C. Vi lader 6;; = 9;; betegne Kronecker delta; d;; = 1, hvis ¢ = j og
di; = 0, hvis ¢ # j. For en matrix A lader vi A(¢, j) betegne den ij’te indgang. Vektorer er altid sgjlevektorer,
hvis ikke andet fremgar klart. Med y s betegnes indikatorfunktionen for meengden S og id (eller id ;) betegner
den identiske afbildning (pa M).

For hvert Hilbert rum $) betegner B($)) rummet af begraensede lineszre operatorer pa ), medens K())
betegner de kompakte operatorer pa §. Specielt lader vi K betegne K(¢5) (altsa de kompakte operatorer pa
et uendeligdimensionalt separabelt Hilbert rum). For et normeret rum X betegner X* det duale rum. I C*-
algebraer med enhed vil vi normalt betegne enheden med symbolet 1. Hvis 2 er en C*-algebra, sa betegner
M (20) multiplikatoralgebraen for 2. Ved et ideal forstas et to-sidet ideal, hvis ikke andet fremgar klart. For
C*-algebraer (*-algebraer) 2 og B vil 2 © B betegne det algebraiske tensorprodukt, mens 2 ®,, B betegner
C*-algebra-fuldsteendigggrelsen mht. C*-normen « pa A ® B. Endvidere betegner A @ ax B 0g AR, B hhv.
det maksimale tensorprodukt og det spatiale tensorprodukt (som er det samme som det minimale). Hvis
2 eller B er nukleser, sa betegnes tensorproduktet kun 2l ® 9. For Hilbert rum $ og K betegner $ ® K det
algebraiske tensorprodukt, mens $®@RK betegner Hilbert rum tensorproduktet. For moduler og grupper bruger
vi ® til at betegne tensorproduktet.

Hvis S er et system af delmeengder af en maengde, sa lader vi ogsa (J S betegne foreningen J, gz (og
tilsvarende for feellesmaengdedannelse). Ved ordensrelation, menes en refleksiv ordensrelation.

Jeg har valgt — savidt muligt — at undga at gentage materiale fra kurser og projekter, som jeg har
gennemgaet i lgbet af min studietid. Disse udeladelser har dog ikke veeret tilstreekkelige, til at fa arbejdet og
specialerapporten ned pa et acceptabelt niveau. Det var allerede fra starten klart, at jeg matte have en ikke
ubetydelig import af resultater, jeg ikke har mgdt pa tidligere kurser. Jeg har forsggt at veere sa konsekvent
som muligt. Mange af de importerede resultater er forholdsvis ,store“ resultater, som er vel-anerkendte
blandt C'*-algebraikere. Desuden har jeg udeladt enkelte beviser, efter overvejelser af hvor interessante de er
i specialets sammenhaeng.

Blandt de importerede resultater /udeladte beviser er: Teorien om skiftrum, iseer skift af endelig type og
forskellige sekvivalensrelationer blandt disse; Pimsner-Voiculescus cykliske seks-leddede exakte falge, teorem
2.6.12; Takais dualitetsseetning for krydsprodukter, teorem 2.6.13; Browns resultat om stabil isomorfi og fulde
hjgrner, teorem 2.6.5; krydsprodukter af C*-algebraer (med Z og T); beviset for de konkrete beskrivelser af
Ko(O4) og K1(O4); beviset for at Cuntz-Krieger algebraerne er en invariant for en-sidede skift af endelig type
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4 KAPITEL 1. FORUDSEATNINGER

og at de stabiliserede Cuntz-Krieger algebraer er en invariant for (to-sidede) skift af endelig type, teorem
2.10.1(a) og (b); M. Boyles resultat om sammenhgzeng mellem strgmningsaekvivalens og SLp-aekvivalens,
teorem 5.1.5; M. Boyle og D.Huangs bevis for seetning 4.6.6; eksistensen af Smith normal formen; Voiculescus
seetning, teorem B.15; og selvfglgelig Mikael Rgrdams resultat: Oy = 05, teorem 3.1.3.

1.2 Heltalsmatricer

Definition 1.2.1 Lad n € N veere givet og lad der vaere givet en matrix A € Mat,, (Ng). Seet ¥ = {1,2,...,n}.
Da kaldes A

e irreducibel, netop hvis Vi, j € X3k € N : A%(4, j) > 0,
e en permutation, netop hvis 3k € N: A¥ =T,

e ikke-degenereret, netop hvis ingen raekker og ingen sgjler er nul.

Bemaerkning 1.2.2 Det er ikke helt tilfeeldigt, at A kaldes en permutation, netop hvis A* = I for et k € N,
Der geelder nemlig, at A er en permutation, hvis og kun hvis A virker pa ¥ som en permutation. Fra
Matematik 2AL — Algebra er kendt, at hvis A virker pa ¥ som en permutation, sa findes et k € N, sa
AF = I. Antag derfor, at A* = I for et k € N. Da fglger umiddelbart, at A er ikke-degenereret. Vi betragter
nu grafen G4 med A som nabomatrix (eng. adjacency matrix). Da antallet af forskellige ture af leengde k € N
i grafen G4 fra knude 4 til knude j er A*(i, j) = 6;; (se fakta 1.4.14) ses, at der er preecis et et-tal og n — 1
nuller i hver sgjle. Da A er ikke-degenereret, folger, at A virker pa ¥ som en permutation.

Definition 1.2.3 Ved Mat,,(Z) forstas meengden af n x n matricer med indgange fra Z. Da Z er en ring med
enhed, er Mat,, (Z) ogsa en ring med enhed. Maengden GL,,(Z) betegner maengden af invertible elementer i
Mat,,(Z), dvs. meengden {A € Mat,(Z)|3A" € Mat,(Z) : AA" = A’A = I}. Da Mat,(Z) C Mat,(R), ses
umiddelbart, at
GL,(Z)={A € Mat,(Z) | det A = £1}.
Det er klart, at det A = £1 er en ngdvendig betingelse for A € GL,(Z), thi det A=* = (det A)~! for alle
invertible matricer A € Mat, (R). Pa den anden side hvis det A = £1 for en matrix A € Mat,(Z), sa er
A" = (det A)~tadj A den inverse til A i Mat,(R) og et element i Mat,,(Z), da alle kofaktorerne for A er
heltal (adj A betegner den klassisk adjungerede til A, se [Mes93, def.7.12 og thm.7.13]).
Som i Mat,, (R) saettes
SL,(Z) ={A € Mat,,(Z) | det A = 1}.

Definition 1.2.4 Vi siger, at to matricer A, A’ € Mat,,(Z) er &kvivalente (over Z), netop hvis der findes
U,V € GL,(Z), saledes at
UAV = A’

Fra [New72, thm.I1.9] (se dog ogsa [LM95, s.248]) haves

Teorem 1.2.5 (Smith normal formen) Enhver matriz A € Mat,,(Z) er ekvivalent med en og kun en n X n

diagonalmatriz S pa formen

S = diag(s1,...,85,0,...,0),
hvor r € {0,...,n} er rangen af A, s1,...,8. € N og s;|s;11 for allei=1,...,r —1. Matricen S kaldes A’s
Smith normal form (over Mat,,(Z)).

Definition 1.2.6 For en matrix A € Mat,,(Z) seettes

ker A= {x € Z" | Ax = 0},
cok A =7"/AZ".

Bemerkning 1.2.7 Givet en matrix A € Mat,,(Z) og lad S = diag(sy,...,s;,0,...,0) betegne dens Smith
normal form. Da ses umiddelbart, at

COKA X cokS ZZ/s1ZDL)s2Z & - DL)sr L DL,
ker A 2 ker S =7Z"".

Endvidere geelder, at sq,...,s,. og n — r er entydigt bestemt ved, at s;|s;11 for i =1,...,7 — 1 — panser de
evt. forste s;’er, som er lig 1 (se hovedsztning om endelig frembragte abelske grupper [Jen99, s.1.50]). Heraf
fglger ogsé, at cok A = cok AT og ker A = ker AT. Da ker A er (isomorf med) den torsionsfrie del af cok A,
vil cok A = cok A" = ker A = ker A’ for alle A’ € Mat,/(Z).
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1.3 Dynamiske systemer

Definition 1.3.1 Et topologisk dynamisk system er et par (M, f), hvor M er et kompakt topologisk
Hausdorff rum og f: M — M er en kontinuert afbildning. En morfi fra et topologisk dynamisk system
(M, f) ind i et andet (N, g), er en kontinuert afbildning ¢: M — N, som opfylder, at ¢ o f = go ¢. Vi siger,
at to topologiske dynamiske systemer er topologisk konjugerede, netop hvis der findes en homeomorfi
¢: M — N, som opfylder, at ¢o f = go¢ (dette svarer til isomorfierne i kategorien af topologiske dynamiske
systemer).

Definition 1.3.2 Lad M vere et kompakt topologisk Hausdorff rum. Lad der for hvert ¢ € R vare givet
en afbildning ®;: M — M. Da kaldes familien (®;);cr for en kontinuert strgmning af M, netop hvis
®,,t € R er homeomorfier, afbildningen M X R > (z,t) — ®;(x) er kontinuert og ®5 0 &, = &, for alle
s,t € R.

Lad M og N vere kompakte topologiske Hausdorff rum. Vi siger da, at en kontinuert strgmning, (®¢)cr,
af M er skvivalent med en kontinuert strgmning, (U;):cgr, af N, netop hvis der findes en homeomorfi
¢: M — N og monotont voksende funktioner f,: R — R, x € M, saledes at der for alle x € M ogt € R
geelder, at

P(Pi(z)) = Uy, (1) (d()).

Definition 1.3.3 Lad (M, f) veere et topologisk dynamisk system. Lad ~ veere sekvivalensrelationen pa M xR
genereret af at identificere (z,s + 1) med (f(z),s) for z € M og s € R. Mao. er (z,s) ~ (z,s’), hvis og
kun hvis der findes et k € Ny, saledes at 2’ = f¥(z) As’ = s — k eller z = f¥(2') A s = s’ — k. Da defineres
standard suspensionsrummet som kvotientrummet

Y = (M xR)/ ~

udstyret med kvotienttopologien. Da er Y en kompakt maengde. Standard suspensionsrummet kan opfattes
som mengden M x [0, 1] hvor vi identificerer (x,1) med (f(x),0) for z € M. For hvert ¢t € R (vel)-defineres
en afbildning ®;: Y — Y ved, at

O, ([(z,9)]) =[(z,s+1t)], € M,seR.

Den kontinuerte strgmning (®;);cr kaldes suspensionsstrgmningen over (M, f).

1.4 Skiftrum
Antagelse 1.4.1 Lad der veere givet et n € N og seet ¥ :={1,...,n}.

Definition 1.4.2 Vi udstyrer meengden X% af dobbeltuendelige fglger af elementer fra ¥ med produkt-
topologien induceret af den diskrete metrik pa ¥ og definerer skiftafbildningen 7: % — X7 ved, at
o((z:)iez) = (wip1)iez for alle (z;);ez € Y%. Det er da klart, at & er en homeomorfi. Det topologiske
dynamiske system (X%, 7) kaldes det fulde to-sidede n-skift.

Ved et to-sidet skiftrum forstas et topologisk dynamisk system (X, o), hvor X er en afsluttet del-
maengde af X% som er invariant under bade & og 1, dvs. 7(X) = X (sml. [LM95, def.1.2.1 og thm.6.1.21]).
En endelig folge i = (p1, ..., ur) af elementer i 3 kaldes et ord (i 3) og vi lader |u| = k betegne leengden
af 1 (pr. konvention kaldes den tomme fglge ogsa et ord). For et to-sidet skiftrum X lader vi B(X) be-
tegne meengden af alle ord der forekommer i elementerne i X. For et u € B(X) lader vi C(u) betegne
cylindermaengden

6}(#) = {(®i)icz € 7\ (1, .,x|M|) = [}
For enhver delmeengde F af B(X?Z) seetter vi

Xz ={x € X2 |Vu € F : p forekommer ikke i x}.

Bemarkning 1.4.3 Af Tychonoffs seetning [Ber97, seetn.7.18] fas umiddelbart, at % er et kompakt topolo-
gisk rum. Ethvert to-sidet skiftrum X C Y% er saledes kompakt, og desuden ses nemt, at

{7"(Cx(n) |k € N, p € B(X)}

er en basis for topologien for X — bestdende af labne (=lukkede og dbne) maengder.
Topologien pa X% er metrisérbar — det vises nemlig nemt, at den er induceret af metrikken d: ¥% x £ —

[0, 00|, givet ved
1 — 04, 4.
d((2)iez, (Vi)iez) =Y Ty, (zi)iez, (Yi)icz € 7.

i€Z
Desuden ses det let, at Xz er et to-sidet skiftrum for hvert F C B(X%).
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Fra [LM95, def.1.2.1 og thm.6.1.21] har vi folgende saetning

Saetning 1.4.4 En delmengde X af X7 er et to-sidet skiftrum, hvis og kun hvis der findes en delmengde F
af B(X?), s X = Xr.

Definition 1.4.5 Lad X C X% vare et to-sidet skiftrum. Da kaldes X et (to-sidet) skift af endelig type
(eller kort SFT for shift of finite type), netop hvis der findes en endelig delmeengde F af B(X%), s& X = X.

Definition 1.4.6 Vi udstyrer mzengden XN af (hgjre)-uendelige fglger af elementer fra ¥ med produkt-
topologien induceret af den diskrete metrik pa ¥ og definerer skiftafbildningen o: XY — XN ved at
o((x;)ien) = (i41)ien for alle (z;);eny € BV, Det er da klart, at o er kontinuert og surjektiv. Det topologiske
dynamiske system (XN, o) kaldes det fulde en-sidede n-skift.

Ved et en-sidet skiftrum forstas et topologisk dynamisk system (X, o|x), hvor X er en afsluttet del-
maengde af XN som er invariant under skiftafbildningen o, dvs. o(X) € X (sml. [Car01, s.3]). For et en-sidet
skiftrum X lader vi B(X) betegne maengden af alle ord der forekommer i elementerne i X. For et p € B(X)
lader vi C'x (i) betegne cylindermaengden

CX(M) - {(:Ci)zEN € X | (Ila <y x|u|) - :u}
For enhver delmzengde F af B(XY) sxtter vi

Xz = {2z e XN |Vu € F: pu forekommer ikke i x}.

Bemaerkning 1.4.7 Af Tychonoffs seetning [Ber97, seetn.7.18] fas umiddelbart, at XN er et kompakt topolo-
gisk rum. Ethvert en-sidet skiftrum X C 3N er saledes kompakt, og desuden ses nemt, at

{Cx(p) | peB(X)}

er en basis for topologien for X — bestaende af labne maengder.
Topologien pa XY er metrisérbar — det vises nemlig nemt, at den er induceret af metrikken d: N x ¥V —
[0, 00|, givet ved
1 — 0, ..
d((z;)ien, (Yi)ien) = Z Ty, (%)ien, (yi)ien € B
i€N
Desuden ses det let, at Xz er et en-sidet skiftrum for hvert F C B(ZV).

Analogt til det to-sidede skiftrum, har vi fra [Car01, prop.1.0.4] fglgende ssetning:

Saetning 1.4.8 En delmengde X af N er et en-sidet skiftrum, hvis og kun hvis der findes en delmengde F
af B(XY), sd X = Xr.

Definition 1.4.9 Lad X C XV veere et en-sidet skiftrum. Da kaldes X et en-sidet skift af endelig type,
netop hvis der findes en endelig delmaengde F af B(XV), sd X = Xz,

Bemarkning 1.4.10 Bemszrk, at med skift af endelig type og med SF'T menes to-sidet skift af endelig type
(hvis ikke andet klart fremgar af sammenhaengen).

Definition 1.4.11 Lad A € Mat,, ({0, 1}) vaere givet. Vi betragter da den orienterede graf G4 med n knuder
og A som nabomatrix (eng.: adjacency matrix). Vi saetter

XA = {(xi>i€Z € EZ|\V/Z SR A(xi,xiﬂ) = 1},

X4 = {(Ii)iEN € EN ‘ Vi e N: A(xi,ﬂfﬂ_l) = 1}

Seet F := {(i1,i2) € ¥ x X| A(i1,i2) = 0}. Da er det klart, at X 4 = X og X4 = Xz. Fglgelig er X 4 og X 4
skift af endelig type. Jeg synes selv, at det her kan veere meget illustrativt at teenke pa dette som maengden
af dobbelt-uendelige ture i G4 hhv. (enkelt)-uendelige (fremadrettede) ture i G4 (hvor man bemaerker sig
knuderne — og ikke kanterne). Hvis A er antaget ikke-degenereret, folger umiddelbart, at X 4 # () og X4 # 0
og dette svarer igvrigt til at grafen G4 er essentiel (se [LM95, def.2.2.9]).

Ved et multiindex (i X) forstas et element i | J;—, X*. For ethvert multiindex yu = (1, ..., uy) defineres
leengden af yu til || = k. For hvert k € Ny lader vi M¥ betegne delmaengden af ¥* bestéende af de szt
(i1,...,ix) € X hvorom der geelder, at A(i;,ij41) > 0 for j =1,...,k — 1 (pr. konvention er MY = {0}).
Lad My := [J;—, MP¥. Da repraesenterer M 4 maengden af lovlige (endelige) ture i grafen G4, medens M¥
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repraesenterer maengden af lovlige ture af leengde k i grafen G4. Hvis A er ikke-degenereret, sa svarer M 4
til maengden af alle ord B(X 4), der forekommer i X 4, og ackvivalent svarer M 4 ogsa til meengden af alle
ord B(X4) der forekommer i X 4.

Hvis p = (p1,. .., ) og v = (v1,...,1,) er multiindex, sa lader vi uv betegne det sammensatte multi-
index (p1,. .., fk, V1, ..., V). Vi husker pa, at vi udstyrer X 4 og X4 med delrumstopologien arvet fra hhv.
»Z og YN, For hvert u € M4 defineres cylindrene

ﬁA(IM) = {(aji)iez - YA ‘ (1131, . ..,33|u|) = ,u},

CA(/L) = {(xi)ieN - XA | (xl, .. .,xm) = ,u}.

Vi lader endvidere & 4 betegne skiftafbildningen & restringeret til X 4, og vi lader o 4 betegne skiftafbildningen
o restringeret til X 4. Da er ¢4 en homeomorfi og 04 er kontinuert — o4 er tilmed surjektiv, hvis A er ikke-
degenereret.

Bemarkning 1.4.12 De skiftrum, vi har indfgrt i forrige definition, er de sakaldte knude-skift hgrende til
en matrix A — idet vi bemaerkede os hvilke knuder vi besggte i turene i G4. Vi kunne ogsa have valgt at
bemeerke os kanterne.

Givet en ikke-degenereret matrix A € Mat, (Ng) og betragt grafen G4. Lad Ed(Ga) betegne maengden
af kanter i G4. Delmaengden af Ed(G4)% bestaende af de folger (e;);cz, hvorom der for alle i € Z gzelder, at
slut-knuden for kanten e; er start-knuden for kanten e;, 1, er et SFT — et sakaldt kant-skift.

Der galder dog, at ethvert kant-skift er topologisk konjugeret til et knude-skift — evt. pa en anden graf
(se [LM95, prop.2.3.9(2) og s.44]). Grunden, til at vi hovedsageligt koncentrerer os om knude-skiftene, er,
at vi bruger {0, 1}-matricer til at definere Cuntz-Krieger algebraerne — men det er, som naevnt, ikke en
indskraenkelse.

For en (ikke-degenereret) {0, 1}-matrix har vi saledes bade et knude-skift og et kant-skift. Men disse er
kanonisk topologisk konjugerede, thi mellem to knuder i grafen G 4 er der hgjst een kant, og der er saledes
en en-en korrespondence mellem beskrivelse af en uendelig tur vha. knuder og beskrivelse af en uendelig tur
vha. kanter.

Man har nogle meget fine og nyttige beskrivelser af nogle vigtige relationer mellem kant-skift vha. matri-
cer. Dette medvirker at kant-skiftene er mere fremtraedende i litteraturen, men som sagt har det ikke nogen
dynamisk indvirkning, at vi hovedsagligt bruger knude-skift.

Definition 1.4.13 Et (to-sidet) skiftrum X kaldes irreducibelt, netop hvis der for alle u, u’ € B(X) findes
et v € B(X), saledes at pvu’ € B(X). Et en-sidet skiftrum X kaldes irreducibelt, netop hvis der for alle
w, ' € B(X) findes et v € B(X), saledes at uvu’ € B(X).

Fakta 1.4.14 Der gelder

o Lad A € Mat,({0,1}) vere en ikke-degenereret matriz. Systemet {Ek(aA(u))\_k e NAp € My}
er en basis for topologien pd X a bestiende af labne meangder. Specielt er {(GF(Ca(n) |k € NAp =
(x1—k, ..., TE)} en omegnsbasis for punktet (x;)icz, € X a.

e Lad A € Mat,({0,1}) vere en ikke-degenereret matriz. Systemet {Ca(p)|p € Ma} er en basis for
topologien pa X4 bestaende af labne maengder. Specielt er {Ca(u)|k € NApu = (x1,...,21)} en
omegnsbasis for punktet (z;);en € Xa.

o Alle skiftrum, som er topologisk konjugeret til et SE'T, er selv SFT ([LM95, thm.2.1.10)).

o For ethvert SFT X, findes et n € N og en ikke-degenereret matriz A € Mat,,({0,1}), sd X og X 4 er
topologisk konjugerede ([LM95, example 1.5.10, prop.2.17 og prop.2.3.9(3)]).

e Lad A € Mat,(Ny) vere en ikke-degenereret matriz. Antallet af (forskellige) lovlige ture af lengde
k € Ng i grafen G fra knude i til knude j er A¥(i,7) (se [LM95, prop.2.2.12]).

e Lad A € Mat,,(Ny) vere en ikke-degenereret matrixz. Der geelder altsa, at A er irreducibel, hvis og kun
hvis grafen G er sterkt-sammenhaengende (eng.: strongly connected) — dvs. at der mellem ethvert par
af knuder findes en tur. Sadanne grafer kaldes derfor ogsa irreducible i dele af litteraturen.

o [rreducibilitet er en invariant af to-sidede skiftrum op til topologisk konjugering (se [LM95, example
6.5.2]). Endvidere er et SFT (X 4,54) irreducibelt, netop hvis A er en irreducibel matriz (jf. [LMI5,
prop.2.2.14]). Ved at lave oplagte endringer af beviset for [LM95, prop.2.2.14]) ses, at der ogsa gelder,
at det en-sidede skift af endelig type (X a,04) er irreducibelt, netop hvis A er en irreducibel matriz.
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1.5 /Ekvivalensrelationer mellem SFT

Definition 1.5.1 Lad A € Mat,,(Ny) og A" € Mat,'(Ny). Da siger vi, at A er staerkt skift ackvivalent med
A’, netop hvis der findes et [ € N samt rektangulsere matricer Rq,..., Ry, S1,...,S; over Ny, saledes at

A=RiS1, SiR1 = RSy, ..., Si-1Ri-1 = RiS;, SiR = A'.

Williams har i [Wil73] vist, at spgrgsmalet, om hvorvidt to SF'T er topologisk konjugerede, skvivalent
kan formuleres som et rent matrix-algebraisk problem (se ogsa [LM95, thm.7.2.7]).

Teorem 1.5.2 (Williams) Lad A € Mat,(Ng) og A’ € Mat,, (Ny) vere ikke-degenererede matricer. Da er
kant-skiftene hgrende til A og A’ topologisk konjugerede, netop hvis matricerne A og A’ er sterkt skift
ekvivalente.

Der gelder saledes specielt for ikke-degenererede matricer A € Mat,,({0,1}) og A’ € Mat,,({0,1}), at
X 4 er topologisk konjugeret til X 4, hvis og kun hvis matricerne A og A’ er sterkt skift ekvivalente.

Bemaerkning 1.5.3 Der findes en skvivalens af kvadratiske matricer, kaldet skift sekvivalens. Der geelder,
at steerkt skift sekvivalens medfgrer skift sekvivalens. Der var i lang tid en formodning om at det modsatte

ogsa gjaldt — men dette blev afvist af Kim og Roush i 1992. For definition og mere omkring skift sckvivalens
henvises til [LM95, §7.3].

Definition 1.5.4 To SFT X4 og X 4 kaldes strgmningssekvivalente (forkortes FE, for flow equiva-
lent), netop hvis deres suspensionsstrgmninger er akvivalente. Vi siger ogsd, at to matricer A og A’ er
stromningsaekvivalente el. FE, safremt X 4 og X 4 er strgmningsaekvivalente — og i givet fald skriver vi,

A~pg A

Givet en ikke-degenereret matrix A = [a;;] € Mat,, ({0, 1}). Definér en ny matrix PS(A) € Mat,,1({0,1})
ved

0 apn -+ ap

1 0 --- 0
pS(A)= |0 an - am

0 ap1 -+ Qnn

Vha. denne matrix operation har Parry og Sullivan i [PS75] vist fglgende

Teorem 1.5.5 (Parry-Sullivan) Givet to ikke-degenererede matricer A € Mat,,({0,1}) og A’ € Mat,,-({0,1}).
Da er A ~pgp A’, hvis og kun hvis der findes et endeligt antal ikke-degenererede {0,1}-matricer A =
A, Ao, Ay = A, saledes at der for allei =1,...,k — 1 gelder

A; = PS(Ai41)V PS(A;) = Ajp1 V X 4, og YAZ.H er topologisk konjugerede.

I [Fra84] har J. Franks klassificeret alle SF'T, hvis nabomatricer er irreducible ikke-permutationsmatricer.
Han viste fglgende

Teorem 1.5.6 (Franks) Lad A € Mat,(Ny) og A" € Mat,(Ny) vere irreducible ikke-permutationsmatricer.
Da er

An~pp A& cok(l — A) 2 cok(I — A") Ndet(I — A) = det(I — A”).

1.6 Krydsprodukter

Definition 1.6.1 Lad 2 veere en C'*-algebra og betragt T med det normaliserede Haar mal. Hvis f: T — 2

er en kontinuert funktion, da er A o f integrabel over T for ethvert A € 2* og der findes et a € A, saledes at
Ala) = [; A(f(t))dt for alle A € A* — vi seetter

a= /T F(t)dt.

Af definitionen fglger umiddelbart, at integralet er linesert og af folgende seetning fglger, at a fT ft)dt =
Jpaf(t)dt for a € A og f € C(T,A).
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Satning 1.6.2 Lad A vere en C*-algebra og lad T : A — A vere en kontinuert lineer afbildning. Da er
T ( [y f(t)dt) = [(T o f)(t)dt for ethvert f € C(T,2).

Bevis: Lad A € A* og f € C(T, %) veere vilkarlige. Da er Ao T € A*, sa

A (T (/T f(t)dt)) — (AoT) (/T f(t)dt) - /TA(T(f(t)))dt — A (/T(Tof)(t)dt> .

Lemma 1.6.3 Lad 2 vere en C*-algebra og lad f € C(T,A) vere givet. Da er

Bevis:  Seet ag = [, f(t)dt. Ifplge en fglgesaetning til Hahn-Banachs seetning ([MV97, prop.6.10]) findes
A € A" saledes at ||A|| =1 og A(ag) = ||ag]|- Folgelig er

Aﬂmﬂséwmwwwmw

waﬁgmmﬁgAMWWWSAwwWSAWMﬁzMu

Definition 1.6.4 Et C*-dynamisk system er et st (2, G, ) bestaende af en C*-algebra 2, en lokal-
kompakt gruppe G samt en kontinuert homomorfi o af G ind i gruppen af automorfier af 2 udstyret med
topologien for punktvis konvergens. Dette vil sige, at for hvert a € 2 er afbildningen G 3 g — a4(a) € A
kontinuert.

Definition 1.6.5 En uniteer repraesentation af en lokalkompakt gruppe G er et par (u, ), hvor §) er et
Hilbert rum, u er en kontinuert homomorfi af G ind i gruppen af unitsere operatorer pa $ udstyret med den
steerke operator topologi. Dette vil sige, at for hvert h € § er afbildningen G' 3 g — u,4(h) € $ kontinuert.

Definition 1.6.6 En kovariant repraesentation af et C*-dynamisk system (2, G, «) er et seet (7, u, $),
hvor (9, 7) er en repraesentation af 2, (u, $)) er en uniteer repraesentation af G og

m(ag(a)) = ugm(a)u,

for alle a € 2 og g € G. Dvs. i en kovariant repraesentation er alle automorfierne a4, g € G indre.

Definition 1.6.7 Lad (2, T, «) veere et C*-dynamisk system. Pa C'(T,2() definerer vi involution og foldning,
ved at

f7(2) = az(f(z7)7)

: f(t)au(g(t”2))dt

for alle f,g € C(T,®l). Det vises let, at C'(T,2() herved er en *-algebra.

Enhver kovariant repraesentation (m,u,$) af (2, T,«) inducerer en *-homomorfi ¢: C(T,2A) — B($)
(se [Ped79, 7.6.4]). Saledes giver enhver kovariant repraesentation (m,u, $)) af (2, T, a) anledning til en C*-
seminorm pa C(T, ). Supremum af alle disse normer er en C*-norm pa C(T,®l) og vi betegner C*-algebra-
fuldsteendigggrelsen af C'(T,2() mht. denne C*-norm A x, T. Vi kalder 2 x, T for krydsproduktet af
2l med T under virkningen o.

Endvidere findes en *-homomorfi vg: A — M (A x, T) og en gruppehomomorfi tp: T — M (A x, T),
saledes at ty(z) er uniteer, to(ay(a)) = tr(2)y(a)ir(z)* fora € A og z € T og A xo T C C* (e (A) U ¢p(T))

De kovariante repraesentationer af (2, G, «) star i en-en korrespondance til de ikke-degenererede reprae-
sentationer af 2 x, T. Endvidere er || f[| < ||f|l1 := J; [[f(¢)]|dt for alle f € C(T,2A) (brug lemma 1.6.3 samt
[Ped79, prop.7.6.4]).

(fx9)(2)
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Satning 1.6.8 Mengden span{T > z + 2z¥a € A|k € ZNa € A} er taet i O(T,A) — og dermed ogsd i A x o T
(mht. C*-normen || - || pa A x4 T).

Bevis: Lad f € C(T,%) og € > 0 veere givne. Da findes z1, ..., zx € T samt abne omegne Ay,..., Ay C T
af hhv. z1,..., 2z, saledes at diam(f(A4;)) < 5,i=1,...,k og U,lle A; =T (ved et kompakthedsargument).
Ifglge [Ped89, prop.1.7.12] findes en deling af enheden — der findes altsa g1, ..., g € C(T, [0,1]),sa g;(T\A4;) C
{0} for i = 1,...,k og Zle gi(z2) = 1 for alle z € T. Seet g(z) = Z,]f:l 9i(2)f(zi),z € T, da er for hvert
z2eT

N

l\DI»—l
l\DI'—‘

1f(z) =g()]l = | Zgz Z 2)[If(z) zk:

thi |[f(z) — f(z)] > 3¢ = 2z € A; = g;(z) = 0. Ifplge Stone-Weierstraf§’ seetning, [Ped89, thm.4.3.4],
findes polynomier hy,...,hy € C(T,C) i z og z* = 271, sa ||lgi — hillu < m,i =1,..., k. Seet

h(z) = iz hi(2) f (=), daer

_

Hg H < Z |gz - ‘”f Zz Z 1+||f(zz ||)5Hf(ZZ)H < %

Altsa har vi vist, at || f(z) — h(z)|| < e for alle z € T. Altsa er || f — hl| < ||f — hll1 = [p [|f(t) — h(t)]|dt < €.
|

1.7 Bemarkninger

§81.3—1.5 er hovedsagligt skrevet pa basis af (dele af) [Jen02, §§1.1-1.4], [Car01, §1], [Kit98, §1.1] samt [L.M95,
§61.1-1.5, 2.1-2.3, 6.1-6.3, 7.2-7.3 og 13.6].

Afsnittet §1.6 om krydsprodukter: Definition 1.6.1 er taget fra [Rud91, thm.3.20(c), def.3.26 og thm.3.27].
Saetning 1.6.2 og lemma 1.6.3 er to sma nyttige hjeelpessetninger, som jeg har bevist. Definition 1.6.4, 1.6.5
og 1.6.6 er taget fra [Ped79, §§7.4.1, 7.1.3 hhv. 7.4.8]. Definition 1.6.7 er hovedsageligt taget fra [Ped79, §7.6]
og [Bla98, §10.1] mens szetning 1.6.8 er en saetning, jeg har vist til senere brug.



Kapitel 2

Cuntz-Krieger algebraer

Her i kapitlet indfgres Cuntz-Krieger algebraerne og der vises mange vigtige resultater om disse. Hovedsagligt,
er dette en uddybelse af de originale artikler, [CK80] og [Cun81]. I afsnit 2.1-2.5 indfgres Cuntz-Krieger
algebraerne, O 4, samt AF-delalgebraerne .7 4 og Z4, og der vises, at O 4 er entydigt bestemt op til kanonisk
isomorfi ved de relationer frembringerne skal opfylde, hvis matricen A opfylder betingelse (I). Siden beregnes
K-teorien for O 4, og idealstrukturen for O4 og O 4 ® K beskrives.

Da materialet frem til og med udregningen af K-teorien, afsnit 2.1-2.6, er indledende studier, behgver
dette strengt taget ikke at medtages (med beviser) i specialerapporten. Udeladelse af dette ville bringe
specialerapporten ned pa et mere acceptabelt omfang. Men en sadan udeladelse ville ogsa ggre materialet
sveert tilgaengeligt for andre studerende, som matte have interesse i Cuntz-Krieger algebraer. Da denne del
allerede var skrevet, har jeg valgt at lade den sta — forhabentlig til gleede for andre studerende. Jeg har forsggt
at strukturere specialet, saledes at vejleder og censor kan ga lidt lettere hen over de indledende studier.

2.1 Konstruktion af Cuntz-Krieger algebraerne — den universelle konstruktion
Antagelse 2.1.1 Lad n € N og lad A € Mat,,({0,1}) veere en ikke-degenereret matrix. Seet ¥ := {1,...,n}.

Definition 2.1.2 Lad sq,..., s, vere elementer i C*-algebraen 2. Vi siger da, at (2, (s;);cx) opfylder (A),
netop hvis 2 = C*({s; |i € X}) og der for hvert i € ¥ geelder, at

S # Oa
_ *
Si = 8:48; Si,

ES

s;s;858; = 0 for alle j # 1,

Sis; = ZA(i,j)sjs;’f.

JES
Det er vaerd at bemaerke, at den anden betingelse er sckvivalent med at kreeve, at sq,...,s, er partielle
isometrier. Hvis vi saledes lader p; = s;sf og q; = s!s;, da vil (2, (s;)iex) opfylde (A), hvis og kun hvis
S1,...,8y er partielle isometrier forskellige fra nul, som frembringer 2 og der for alle 7 € ¥ gaelder, at

Vj € X pipj = 0ijpi,
g =y Ali,j)p;.
JES
For elementer s;,i € ¥ i en C*-algebra siger vi ogsa, at (s;):ecx opfylder (A), netop hvis (C*({s;|i €
¥}, (8i)iex) opfylder (A).

Lemma 2.1.3 Der findes partielle isometrier Sy,...,S, € B({3), saledes at (C*({S;]i € X}), (S;)iex) opfyl-
der (A).

Bevis: St 9 := ly og $H; := span{e;1rn € lo |k € Ng}l,i € X. Daer § = H D - D H,. Seet R, =
D A(if)=1 $;,1 € 3. Da A er ikke-degenereret, er £y,..., &, uendelig dimensionale (separable) afsluttede
underrum af §. Klart findes saledes surjektive isometrier U;: R; — ;,7 € X. For hvert ¢ € ¥ definerer vi
S; € B({3), ved at S;(k+k') := U;(k) for alle (k, k') € &; x R . For hvert i € ¥ er da P; := S;S; projektionen
pa $; og Q; := S;S; projektionen pa K;. Saledes er Si,..., S, partielle isometrier og

]]'B(Ez) =P +P+---+P,,
VieX:Q; =) A(i,j)P;.
JEX
Folgelig opfylder (C*({S;|i € X}), (5:)iex) (A) (thi en sum af projektioner er en projektion, netop hvis de
er indbyrdes ortogonale, se [RLLO0O, exercise 2.4)). |

11
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Saetning 2.1.4 Der findes en C*-algebra O o med partielle isometrier sy, ..., s, € Oa, saledes at (O 4, (5;)icx)
opfylder (A) og at der for alle (B, (s})icx) opfyldende (A) findes en entydig *-homomorfi ¢ : Oy — B op-
fyldende p(s;) = s}, i € X.

Bevis:  Saet A :={\: ¥ — B(L2) | (C*(A(X2)), (A(7))iex) opfylder (A)} (der geelder, at A # () ifglge lemma
2.1.3). Vilader [], ., B({2) veere C*-algebra-produktet (jf. [RLLOO, §5.1]). Seet s; := (A(7))aen € [[hcp B(f2)
(denne er veldefineret, da ||A(7)[|2 = ||A(©)*A(9)]] < 1,7 € B). S;et O4 := C*({s; |7 € £}). En simpel udregning
kombineret med lemma 2.1.3 viser, at (O, (s;)iex) opfylder (A).

Lad der veere givet (B, (s));cx), som opfylder (A). Da er B = C*({s} | i € ¥}) separabel (jf. lemma B.3),
sa der findes en tro repraesentation ¢: B — B({3) (jf. [Ped79, cor.3.7.5]). Lad Ap: ¥ 2 i +— ¢(s)) € B(¢2), da
viser en direkte udregning, at Ao € A. Lad my,: Oa — B({2) betegne restriktionen af den \o’te projektion
(fra JTyea B(£2)), da er my,(O4) C ¢(B) og siledes er ¢ = ¢~ omy,: Og4 — B en *-homomorfi, som
opfylder, at ¢(s;) = ¢~' o Xo(i) = ¢~ (#(s])) = s}, i € .

Lad ¢': 04 — B veere en *-homomorfi opfyldende ¢'(s;) = s;, i € ¥. Da er ¢ og ¢’ ens pa den af
{s;]i € X} frembragte *-delalgebra af O 4. Da denne er taet i O4 (jf. lemma B.2), fglger ved kontinuitet, at
© = ¢’ — heraf entydigheden. H

Bemarkning 2.1.5 Da universelle objekter er entydigt bestemt panser kanonisk isomorfi, kalder vi O 4 for
Cuntz-Krieger algebraen hgrende til matricen A. Afbildningen ¢ i foregaende satning kalder vi den
kanoniske *-homomorfi.

2.2 ('*-algebraer frembragt af partielle isometrier

Antagelse 2.2.1 Lad i det folgende A € Mat,, ({0, 1}) veere en given ikke-degenereret matrix og lad der vaere
givet (O, (si)iex) opfyldende (A), hvor ¥ = {1,...,n}. Som szedvanlig lader vi fremover p; = s;s} betegne
billedprojektionen og ¢; = s;s; betegne stgtteprojektionen for s; for hvert i € X.

Lemma 2.2.2 For allei,j € X geelder der
(a) C*-algebraen O har enhed 1o = p1 + -+ + pn.-

(b) DiS; = 51'3'81' 0g 8;]91' = 5ij8;‘k-
(c) gisj = A(i,j)s; o9 sjqi = A(i,7)s
(d) s7s; =04

(¢) aip; =p;jqi = A4, J)p;
Beuvis: (a): Seet p = p1 + -+ + pn. Da p1,...,p, er indbyrdes ortogonale, er p en projektion. Da s; =
pisi, er klart ps; = pp;s; = s; for i € X. Da ¢;p = Zjez > wex A, J)pipr = ZjeZ A(i, j)p; = ¢, er
(1 — p)g:(L — p) = 0 og dermed ||s;(L —p)||* = [|(1 — p)g;(1 — p)|| = 0 (hvor vi evt. har tilfgjet en enhed),
dvs. s;p = s;. Lemma B.2 samt et taethedsargument giver nu, at O har enhed p.

(b): pisj = pipjsj = 0ijpisi = 0ij ;.
(€): aisj = D opes Ali, k)prs; = D opex Ali, k)drjs; = A(i, J)s;
Ed))i sisj = (sipi)(pjs;) = 0ijsipisi = 0ijqi-

e): Folger direkte af (c). [

Definition 2.2.3 For hvert multiindex p = (1, ..., pui) seetter vi s, = s, 5., - - - 5., med den konvention, at

sp = Lo. Endvidere saetter vi p;, = s}, 08 qu = s, 5,

Lemma 2.2.4 For hvert multiindex p er s,, en partiel isometri og der gelder, at
peEMaoses, #0p, #0q, #0.

Hvis pp = (p1, ..., ptx) € Ma med k >0, sa er q, = qy, -

Beuvis: Lad der veere givet u = (p1,..., ) € Ma med k > 0. Da er SZj+1qﬂjsﬂj+l = qu,,, for j =
1,...,k — 1 ifglge lemma 2.2.2(c). Saledes er

X * X * * _
q’u — Suk . .8M2q/1'18/1'2 . '.S,Ufk — Suk . 'S,ugq,UfQS,UfS . '.S,Ufk — ... = Sukq,uk—ls,uk — q‘uk'

Heraf folger umiddelbart, at s,, er en partiel isometri og at g, = q,, # 0.
Implikationen p € M4 < s, # 0 fglger af, at der ifglge lemma 2.2.2(c) geelder, at

$iS5 = §iq;S; = A(l,j)SZSJ

De andre implikationer folger nu af C*-ligheden ||g, || = [|s,[|* = [Is},]I* = llpull- H
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Lemma 2.2.5 Lad der vere givet to ikke-tomme multiindex p = (p1,...,ux) o9 v = (v1,...,v,.). Huis
spsv # 0, sd er

(CL) n=1v og SZSV =dqu = Quy hvis |:u| = |V|7
(b) pw=vp' og sys, = s,,q = $;/qu, = s, for et p' € Ma, hvis |u| > |v],
(¢c) v=pv' 09 s;,8, = qusr = qu, S = 8y for et V' € Ma, hvis |u| < |v].
Bevis:  (a): At p = v fglger umiddelbart ved induktion af, at s}s; = d;q:, ¢is; = A(4,7)s; og p,v € My
(lemma 2.2.2(d) og (c) samt lemma 2.2.4). At ¢, = ¢, er vist i lemma 2.2.4.
(b): Skriv p pa formen p = ap’ med o, u’ € My og |a| = |v]. Da 53,855, = sy5, # 0, er sis, # 0. Af

(a) folger, at @« = v og s’ s, = q, = q,,. Da forste element i p er p,11, pr = v, 0g A(pr, pry1) = 1, folger

af lemma 2.2.2(c), at s};s, = 57y, = s,/

(c): Folger direkte af (b), da ogsa s} s, = (s;,5,)" # 0. H

Til dette lemma haves umiddelbart fglgende korollar

Korollar 2.2.6 For alle multiindez i1 og v af samme lengde, |u| = |v|, gelder, at

SpSv = O0uudu 09  PuPv = OpuDy-

Lemma 2.2.7 Ethvert ord i s;,s},i € ¥ (dvs. elementer i {a1---ay|ay,...,ar € {s1,57,...,5n,5:}}), kan
skrives som en linearkombination af elementer fra {s,p;s;|i € XA\ pu,v e Ma}.

Beuvis: Antag at der er givet et ord w # 0. Klart kan w skrives pa formen w = s,18%; - 5,k57,, hvor
| + |v*| > 0 for i = 1,...,k. For alle multiindex p1 og v med |u| # [v] og s;s, # 0 er s};s, lig s,/
eller s*, for et passende v/ € M, ifslge lemma 2.2.5. Saledes kan vi w.l.o.g. antage, at || = [Tt # 0
for o = 1,...,k — 1. Saledes er w = s,1¢;, -*-q;,_, S, for passende i1,...,ix_1 € 3. Da hvert ¢; er en
linearkombination af elementerne p, ..., p, folger det gnskede umiddelbart. |

2.3 AF-algebraerne
Antagelse 2.3.1 Lad i det fglgende A € Mat,, ({0, 1}) veere en given ikke-degenereret matrix og lad der vaere

givet (O, (s;)iex) opfyldende (A), hvor ¥ = {1,...,n}.

Definition 2.3.2 For alle i € ¥ og alle multiindex p og v af samme leengde, |u| = |v| € Ny, saettes
ez,u 1= SuDiS,,
og vi definerer en rackke del-C*-algebraer af O:
(0) = C*({el,,||ul=Iv|=k}), for hvert & € Ny og hvert i € X,

(
*({eiw i e XA |p| =|v|=k}), for hvert k € Ny,
“({ep, i e XA ul = v}),
(
(

E
I

E
I

*({pu | € MED), for hvert k € Ng,
* {pu | € MA})

SRR
S
[l
Qaaqaa

Endvidere lader vi Z(O) betegne *-algebraen frembragt af {s1,...,s,} (jf. 1 ovrigt ogsa lemma B.2).
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Saetning 2.3.3 Der gelder:

(a) For alle i € ¥ og alle multiindex p og v af samme lengde, |u| = |v| € Ng, gelder der, at

ei’y #0< ui,vi € My.

(b) For allei,j € ¥ og alle multiindex p, ', v og V' af samme lengde, || = |p'| = |v| = |V'| € Ny, er

J I i
e e /, ;) — 51/"751/’“/6/1/7’//

forudsat at pi,vi,u'j,v'j € My (eller ekvivalent at ezyy,ei,’yl #0).

(¢) Elementerne blandt {e}, ,|i € X,|u| = |v| = k}, som er forskellige fra nul, udgor siledes et system
af matriz enheder, som frembringer den endeligdimensionale C*-algebra F,(O) (disse udgor endda en
vektorrumsbasis for F(O) — se [RLLO0, §7.1] for mere om matrizenheder).

(d) Givet k € Ng. For hverti € ¥ er da Z}(O) en simpel del-C*-algebra af Fi(O). Endvidere er F1(O) den
(indre) direkte sum af FL(O),..., FO) (som C*-algebraer):

Fu(0) = FLO)D - © F(0).

(e) Der gelder for k € Ny, at F(O) C Fr4+1(0). Mere specifikt, sa er for alle i € ¥ og multiindezx p og v
af samme lengde
i ) e'j ..
n,v ne,ve”
JjEX

€

(f) Der gelder, at

#0) =] 71(0)
k=0

sa F(O) er den induktive grense af endelig dimensionale C*-algebraer — altsa er F(O) en AF-algebra.
Bevis: (a): Fori € ¥ og |u| = |v| er

€l = Suise; 0= 80 # 0N Sy # 0= pi,vi € My

0g
i
py =
og hvis pi,vi € My, sa er q,; = ¢; = qui # 0 (jf. lemma 2.2.5).

(b): Lad der veere givet i, j € 3 og multiindex u, p’, v og v/ af samme laengde, |u| = |¢/| = |v| = |v/|. Hvis
vi € My, da felger af lemma 2.2.5, at

€ 0= SZi(Suz‘Sii)Sm =0= quiqi =0

i o
u’yelul’yl

(c): Dette er klart pga. del (b) ovenover (se evt. [RLL0O, §7.1]).
(d): Dette folger af det foregaende samt [RLLO0O0, §7.1].
(e): Fori € ¥ og pu,v € MK er

7 . ok ok kR J
e,u,y = SuSiSi Sy, = § : SuSiPjSi Sy, = E : e,u,i,ui'
JjEX JEX

6 - S,UJ,I/SU'LS,LL/,YSU/] - 51/@7/1//‘78/1/1q7/811/i - 5V7M/5Z7,78M8Z8'L. S’LS'L SU/ - 6V7,LL/67/7]€'LL,V/.

(f): Dette er klart pga. det foregaende. H

Satning 2.3.4 Der gelder:

(a) For hvert k € Ng er 2 (O) en abelsk C*-algebra og projektionerne (pu>ueM§ er indbyrdes ortogonale og
udgor en vektorrumsbasis for

P(0) = span{p, |pe M5} = €D Cp,.

peMkb
(b) For hvert k € Ng er Z3(0) C Py11(0). Mere specifikt, si er for hvert u € M*%

Pp = Zpuj-

jEX
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(c) Der gelder, at

2(0) = ) 7:(0),
k=0

sa 2(0) er den induktive grense af endeligdimensionale abelske C*-algebraer — altsa er 2(O) en abelsk
AF -algebra.

Bevis: (a): Husk, at for et multiindex p af leengde k er p, # 0 & p € My, Af korollar 2.2.6 ses, at
projektionerne (py),epqr er indbyrdes ortogonale og dermed er Z;(0) = D,.c ME Cp,, (den indre direkte

sum af C*-algebraer).
(b): Da 1p = ZjeE pj, har vi for ethvert multiindex p, at

Pu = SuSy =D Subssy = ) Duj:

JED JES
(c): Er klart pga. det foregaende (kommutativiteten fglger ved et teethedsargument). H

Definition 2.3.5 Vi definerer en positiv linezer afbildning ¢o: O > = +— Zjez sjxzs; € O. Bemeerk, at
o () = D=k Suxsy, for alle k € No og z € O. Af korollar 2.2.6 fplger, at der for alle k € No, 1 € ME og

x € O gaelder, at s%,¢%(x) = quxs), 08 ¢ (T)s, = suTqu.

Lemma 2.3.6 Vi har, at 2(0) = C*({¢%(pi) |i € ,k € No}) og at afbildningen ¢po|g o) er en isometrisk
endomorfi af 2(0).

Bevis:  Beviset fgres i flere dele.

Forste del: Vi viser, at 2(0) = C*({¢%(p;)|i € X,k € No}). Da ¢&(p;) = D iu=k Pui € Dr41(0)
for alle i € ¥ og k € Ny, er det klart, at B = C*({¢5(p:)|i € B,k € Ng}) € 2(0). Bemerk, at
Pt (pi) = 8uquPiS;, = Py for alle multiindex p med leengde [u| = k. Ved induktion ses séledes, at

P = Pur 00 (D) 06 Pus) -+ 0+ (D) € B

for ethvert multiindex g = (1, ..., ux). Dermed er ogsa Z(0O) C ‘8.
Anden del: Vi viser, at ¢ er kontinuert. For hvert z € O er

lpo(@)ll < Y llsjasil < > lsilllzllls;l = nllel.

jes jen

Tredje del: Vi viser, at ¢o|g (o) er en isometri. Lad x = ZMEM’; Aupy veere et vilkarligt element i 75, (O)
(Jf. seetning 2.3.4(a)). Da er [|lz[| = max ¢ yqx [Au|- Endvidere er ¢o(x) = 3 e ZueM’; AuDjpu, og saledes er

Ipo()]| = max{|A,|[j € SAp e MY Ajue MG} = |z,

da A er antaget ikke-degenereret (og der saledes for hvert y € M4 findes et j € 3, sa ju € My). Da ¢ er
en kontinuert, linezer afbildning, som er isometrisk pa (J;-, Zx(O), som er et teet underrum af 2(0), folger,
at ¢olg (o) er isometrisk.
Fjerde del: Vi viser nu, at ¢o| (o) er en endomorfi. Vi har klart, at ¢po(Zx(0)) € Zi+1(0) € 2(0) for
hvert &k € Ny. Saledes er ¢o(Ur—y Zk(0)) C 2(0) og ved et teethedsargument ses, at ¢po(Z2(0)) C 2(0).
Afbildningen ¢ er klart *-bevarende. For ethvert multiindex p og v med samme lengde |u| = [v| = k
er ifglge lemma 2.2.2(d) og korollar 2.2.6

¢O(pu)¢0(pv) = Z SjPMS;SjPUS; = ijupju = 5@,1/ ij,u = ¢O(5,u,vp,u) = ¢O(pupv)a
JET jET jET
og saledes er ¢o|g, (o) en *-homomorfi. Ved et teethedsargument ses nemt, at ¢o |4 (o) er en *-homomorfi.
Definition 2.3.7 Lad M og N vare kompakte topologiske Hausdorff rum. Vi betragter sa C'*-algebraerne
C(M) og C(N) af kontinuerte funktioner med vaerdier i C. Givet en kontinuert afbildning ¢: M — N, da

defineres ved ¢*: C(N) — C(M),
GF(f)=fos [feCN),

en *-homomorfi (eftervises umiddelbart).
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Definition 2.3.8 Vi betragter C*-algebraen C'(X 4). For hvert ¢ € 3 lader vi x; betegne indikatorfunktionen
for cylindermeengden C4 (i) = {(x;)ien € Xa |21 = i}.

Saetning 2.3.9 Huvis vi for hvert k € Ny lader B, betegne C*-algebraen frembragt af {xc ) |1 € MELY sd
geelder

(a) Projektionerne <XCA(M))MGMZ er indbyrdes ortogonale og der geelder, at

B = P Cxea-

peMb
(b) For hvert k € Ng er By, C Byy1. Mere specifikt, sd er for hvert y € M¥

XCa(w) = Y XCalui)-
JEX

(¢) Der geelder, at

C(Xa) = Bs,
k=0

sa C(X4) er den induktive grense af (Br)ro,-

Bevis:  (a): Ses nemt.

(b): Dette er klart!

(c): Givet f € O(Xa)oge > 0. St U := {Ca(u) |k € NAu € ME Adiam(f(Ca(u))) < e}. Da f er
kontinuert, udggr maengderne i i en aben overdaekning af X 4. Da X 4 er kompakt, kan vi udtynde denne til
en endelig aben overdackning. Lad ko € N veaere det storste k, der optraeder heri. Da er diam(f(Ca(p))) < e
for alle pu € MZO.

Velg for hvert pu € /\/lfff et £, € Ca(p) og seet [/ := ZueM'X’ f(x)Xca - For hvert x = (z;)ien € Xa
er da |f(x) — f'(x)| = |f(z) — f(zu)] <&, hvor p = (z1,...,2k,). S& || f — f'|lu <€ o0g f € By, |

Satning 2.3.10 Der findes netop een *-isomorfi w: 2(0) — C(Xa), som opfylder, at w(p;) = xi for alle
i €Y og wpow H(f) = ag(f) for alle f € C(X4). Endvidere gelder, at wely = (ag)kw for k € N.

Bevis:  Eksistens: For hvert k € Ny lader vi som i foregdende saetning By, := C*({xc, () | 1 € ME}).

Afbildningen p, — Xc,(u), 1 € MPE udvides ved linearitet til en *-isomorfi wy: Zx(0O) — By, for hvert
k € Ny. Der gaelder ifglge seetning 2.3.4(b) og 2.3.9(b) for hvert k € Ny, at wyr11|g, (0) = wk. Saledes induceres
en *-isomorfi w: Z(0) — C(Xa4).

Bemeerk, at Jg(XcA(M) =2 jex XCa(jp) for alle p € M 4. Séledes er woow = 0?4 pa Ur—, B, og ved
teethed saledes ogsa pa hele C(X 4) (bade ¢ og 0?4 er *~homomorfier og dermed kontinuerte).

Entydighed: Antag, at der er givet en *-isomorfi w: Z2(0) — C(X4), som opfylder, at w(p;) = x;
for alle i € ¥ og wpow 1 (f) = a%(f) for alle f € C(X4). Mao. er wpp = Ugw. Ved induktion ses, at

w(*(py)) = (Jg)k(xz-) for alle i € ¥ og k € Np. Da elementerne ¢*(p;) frembringer 2(0), er w entydigt
bestemt herved. u

Lemma 2.3.11 For ethvert k € Ny kommuterer ethvert element i %1, (0) med samtlige elementer i ¢&(2(0))
og med samtlige elementer i ¢’é+1((9).

Beuvis: Givet k € Ng,z1 € 2(0),79 € O,p,v € MY ogi € X, da er p;,qu,q0 € 2(0). Antag, at
ui, vi € My, Folgelig er

06 (1)5.Pis5 = SpT1quPiQusy = SpQuPiQuT15y = SuPiQuT15, = SuPisydH (1)
Endvidere er

) g 6 e o g st g st g Eeds ST = S g™ s g
SuiSyiPe  (X2) = SuiS,;SviTasS,; = SuiQi%2S,; = Sui%2S,; = SuiT2QiS,; = S1iT28),;5 i Sy,

= 65" (w2) 5%

Da elementer blandt {e!, , [i € X, u,v € M%}, som er forskellige fra 0, udger en vektorrumsbasis for .7, (0),
fglger umiddelbart det gnskede. |
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2.4 Betingelse (I)

Antagelse 2.4.1 Lad A € Mat,,({0,1}) veere en given ikke-degenereret matrix og seet ¥ := {1,...,n}.

Definition 2.4.2 Ved en lgkke baseret i i € X, forstas en sti fra ¢ til ¢ selv i grafen G 4. Ved en simpel lgkke
baseret i ¢ € X, forstas en lgkke baseret i ¢ € ¥, hvori ingen knuder gentages undervejs.

Definition 2.4.3 Vi lader ¥ betegne meengden af alle ¢ € X, som opfylder, at der findes to forskel-
lige multiindex p = (p1,...,p%), v = (V1,...,1) € Muyu, sa uy = 11 = up = v = i, k,l > 2 og
U2y ooy U1, V2, ..., Vi1 7# 1. Mao. betegner ¥y maengden af knuder ¢ € 3 i grafen G4, hvorom der geelder,
at der findes mindst to forskellige lgkker baseret i ¢+ af samme laengde.

Definition 2.4.4 Vi siger, at en matrix A € Mat,,({0,1}) opfylder betingelse (I), netop hvis A er ikke-
degenereret og der for hvert ¢ € ¥ findes et multiindex p = (p1,...,ux) € Ma, k > 1, saledes at uy =i og
Hi € 20.

Definition 2.4.5 Vi definerer relationen > pa X, ved at ¢ > j, netop hvis overgang fra i til j er mulig (eller
mere praccis: netop hvis der findes et k € N, sa A*(i, ) > 0). Vi skriver 4 < 7, hvis og kun hvis j = 4. Det
er klart, at > er transitiv. Vi definerer nu relationen ~ pa X, ved at ¢ ~ j, netop hvis ¢ = j A j = 7. Det
er klart, at ~ er en askvivalensrelation pa delmeengden {i € ¥ |i = i} af ¥, og vi betegner de tilhgrende
sekvivalensklasser [i], hvor i > i. Definér

Fp:={ieX|i=i}/~ ={[i]|i=}.
Relationen > inducerer en ordensrelation pa I" 4, som vi ogsa vil betegne =. Mere preecis, sa siger vi, at
Y1 = Y2 & Vi€ Vi € (i = ).

Det eftervises umiddelbart, at > er en ordensrelation samt at v1 = v2 < 3i € 7135 € ¥2(i = j). Elementerne
i I' 4 kaldes de irreducible komponenter (se i gvrigt lemmaet nedenunder) og elementerne i ¥\ (|JI'4)
kaldes overgangstilstande.

Bemarkning 2.4.6 Det er en oplagt men vigtig observation, at der af kravet, om at A er ikke-degenereret,
fglger, at
VieXdyvelaVjey:i>=j

VieXdyelaVjery:j =i

Definition 2.4.7 For en ikke-tom delmeengde v af X, lader vi A, betegne den principale undermatrix
(A(%,7))i ey af A, der fas ved at restringere A til .

Lemma 2.4.8 Undermatricen A, er irreducibel for alle v € I'y. Og der geelder, at A, er en permutations-
matriz, netop hvis yNYXo =0 (for v €T 4).

Bevis:  Det er klart fra definitionen, at A, er irreducibel for alle v € I' 4.

Antag, at for et givet v € I'4 er A, en permutationsmatrix og lad ¢ € v veere givet. Lad (i1,...,%x) og
(j1,-..,Jr) repraesentere to lgkker baseret i i (dvs. i1 = i = j1 = jx = 4). Daer iy, ..., ik, j1,.--,Jk € Y 0OZ
saledes er (i1,...,i;) = (J1,...,Jk). Da lgkkerne var vilkarlige, er i ¢ 3.

Antag nu i stedet, at A, ikke er en permutation for et v € I'4. Da findes et ¢ € «, sa A(¢, ) = 1 for mindst
to j € 7. Lad saledes A(i,i1) = A(i,71) = 1 for i1,j1 € ¥ med iy # ji. Da findes io, ..., ik, jo, ..., jr € 7, sa
= (i1,... i), v = (J1,-..,7r) € My 0g i = j, = i. Saledes repraesenterer iuv og ivu to forskellige lpkker
baseret i ¢ af samme leengde. |

Satning 2.4.9 Fylgende udsagn er ekvivalente
(a) Matricen A opfylder betingelse (I).
(b) X a har ingen isolerede punkter

(c) For alle y € I' 4 ge&lder, at hvis A, er en permutationsmatriz, sa findes vo € I'a \ {7}, saledes at v = 7o.

(d) Vi € Ma\D:p, # g
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Bevis:  ,(a)=(c)“: Antag, at A opfylder (I). Givet v € I'4 og antag, at A, er en permutationsmatrix.
Ifglge lemma 2.4.8 er saledes yN Xy = (). Lad i € . Da findes der et ig € 3o, sa i = ig — folgelig er [i] # [io]
og [i] = [io]-

»(c)=(a)“: Antag, at (c) er opfyldt, og lad der veere givet et i € ¥.. Da findes v € ' 4 og i1 € 7, sa i = i5.
Fglgelig findes v € I'4, sa v = o og A,, ikke er en permutationsmatrix. Altsa findes ifglge lemma 2.4.8 et
1o € Yo N Xy — dermed er i > 79 0og 19 € Y.

Da vi strengt taget ikke har brug for resten af ssetningen, har jeg lagt beviset for de andre biimplikationer
om i tilleeg C. |

Lemma 2.4.10 Antag, at A € Mat,,({0,1}) opfylder (I). Da findes folger £V € C4(i), i € X, sdledes at der
for alle 11,12 € ¥ 0og alle kq, ko € Ny geelder, at

O'k:1 (Qf(zl)) = akz(x(h)) <~ ’il = ig N kl = kz.

Mao. er ingen blandt folgerne V), ... ™ periodisk fra et vist trin og ingen translateret af (9 er lig nogen
translateret af x9) fori # j.

Beuvis: Givet i € Xp. Da kan vi finde p = (p1,...,u%),v = (V1,...,1) € My, sa iui,ivi € My,
i {1,y iy V1, ..., V1 Og o # v, Da kan vi definere fglger

osv. Antag, at o¥1 (y(1)) = g*2(y(2)). Ved at addere et passende tal til k; og ko kan vi antage, at o*1(y(1))
begynder med I; gange iy og folgelig ogsa o*2(y(12)). Saledes er Iy > I;. Ved symmetri er saledes I; = Ip.
Ved at addere et passende tal til k; og ks kan vi antage, at o** (y(ll)) begynder med tuiv. Antallet af iv’er
som kommer efter iy inden det nzeste iy er saledes det samme i bade o*1 (y(1)) og o2 (y(1)) og derfor ma
k1 = ko (hvis p eller v er tom, sa skal argumenterne sendres en smule).

For hvert 7o € I'4 opfyldende Vy € T'a(yo = v = o = 7), veelger vi et iy, € X, sa [i,] = 70. Og for
hvert af disse i,,’er veelger vi n fglger som ovenover. For hvert ¢ € X findes en sti fra ¢ til et af ¢, erne.
Definér induktivt (9 til at veere fplgen, som gar fra i over til iy, efterfulgt af en af de endnu ubrugte folger
begyndende 1i ¢.,, som vi har konstrueret ovenover.

Der gaelder, at o*1 (2(11)) = o*2(2(%2)), netop hvis i; = iy og k; = ko. Thi antag, at o*1 (z(1)) = g2 (2(%2)),
Da ma ¢; og iz veere fort til det samme 4., da man ikke kan komme ud igen af en irreducibel komponent
opfyldende Yy € T' 4 (o = v = 70 = 7y). Af det viste ovenover er saledes i1y = iy og k1 = ko. [

Lemma 2.4.11 Antag, at A € Mat,,({0,1}) opfylder (1) og at (O, (s;)icx) opfylder (A). For hvert k € N
findes da en projektion q € 2(0), som opfylder, at

Vi € Y(qpi # 0) og
Vr € NoVp € Ma(1 <|p| <k = ¢pr(q)s.Pn(q) = 0).

Bevis:  Lad der veere givet et k € N. Vaelg (1), ... 2™ i hht. lemma 2.4.10 og seet Y := {2, ... (M},
Bemzerk, at Y No?/(Y) = for alle j € N. Da Y er endelig, er 07 (Y) afsluttet for alle j € Ng. For hvert j =
1,...,kerY og o’ (Y) siledes to ikke-tomme, disjunkte, afsluttede maengder og der findes siledes disjunkte,
abne mengder O; og U, s Y C U; og 0/(Y) C 0. Seet Op := ﬂ?zl Uj,daerc/(Y)C0,,j=0,...,k og
OoN Oy =0,7=1,...,k.

Da {Cx(p) |t € My} er en basis for topologien, kan vi for hvert j = 0,...,k finde u'7, ..., u™ € My,
sd o7 (D) € Ca(p™9) C O, i € . Folgelig er

Seet

DaerY C o7 (U, Ca(p™?)) = UL, 079 (Ca(p??)) for alle j = 0,...,k, og folgelig er Y C V. For alle
3=0,...;ker
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Saledes er for alle j =1,...,k
VﬂO’j(V) C OoﬂOj :@

Da V er en laben delmeengde af X 4, er xy en kontinuert funktion pa X 4. Saledes defineres ved q =
w~L(xv) en projektion i Z(0) (se saetning 2.3.10). For alle i € S er da w(gp;) = xv-xi #0,daz® € Y C V.
Endvidere er w(qéi(q)) = xv - (xv 0 o’y) =0, og saledes er ogsa g¢7,(q) =0 for alle j =1,..., k.

Lad der vaere givet et u € M4 med 1 < |u| < k. Da 2(0O) er abelsk, ¢ er en *-homomorfi pa Z(0) (jf.
lemma 2.3.6) og ¢, q, € 2(0), folger det, at der for alle r € Ny geelder, at

35(0)8,00(0) = 65(0)5,555.05(0) = D (0)5.00(0)555, = 05 (@) be " (@)su = D5 (a0 (¢))s, = 0.

Lemma 2.4.12 Antag, at (O, (s;)icx) opfylder (A). Lad k € N og lad q € 2(O) vere en projektion, som
opfylder, at qp; # 0 for alle i € ¥ og set qx = ¢%(q). Da er afbildningen x — qrx en *-isomorfi af Fy(O)
pa qpF1(O)qr. Det er i gurigt verd at bemeerke, at der for x € F(O) gelder, at qrxqr = qrT.

Bevis:  Den sidste bemaerkning folger umiddelbart af lemma 2.3.11. Saledes ses umiddelbart, at #(O) >
T — QT € qp-Frqr er en surjektiv *-homomorfi. Vi mangler kun at vise, at denne er injektiv. Da billederne
af basisvektorerne for %, (O) er indbyrdes ortogonale projektioner, er det nok at vise, at billedet ved denne
funktion af hver af basisvektorerne for %5 (Q) er forskelligt fra 0 (her menes selvfglgelig med den i ssetning
2.3.3(c) angivne basis). Givet u = (1,..., pug),v = (v1,...,v,) € M¥ ogi € X. Da q,q,,q,,pi € 2(0),
quPi = Ak, 1)pi, @upi = A(vk, 1)pi og qpi # 0, geelder fglgende implikationer

0= qie},, = o6 (Q)supisy = 5,.99uPis),

= 0= quq9upiq% = q(qupi)(qupi) = Alpr,9)A(vk, i)qpi
= A(,uk,i):()\/A(l/k,i):O
= eiW = 0.

2.5 Entydighed

Definition 2.5.1 Lad A € Mat,, ({0, 1}) veere en ikke-degenereret matrix. For at lette notationen lidt, bruger
vi folgende betegnelser: F 4 := % (04), Fr := Fr(O4), Da = D(04), Dk := D1(04), P4 = P(04) og
P = 00,

Lemma 2.5.2 Lad A € Mat,,({0,1}) vere ikke-degenereret. For hvert z € T findes der en og kun en endo-
morfi a, pa Oa, som opfylder, at a,(s;) = zs; fori € X. Der geelder endvidere, at o, er en automorfi pa
Oa for hvert z € T og (O, T, ) er et C*-dynamisk system.

Bevis: Vi bemaerker umiddelbart, at (O4, (2s;)icx) opfylder (A) for ethvert z € T. Pga. den universelle
egenskab ved Cuntz-Krieger algebraen (O g4, (s;)icx) (seéetning 2.1.4) findes for hvert z € T en entydig *-
homomorfi o, : O4 — O4 opfyldende «,(s;) = zs; for alle i € X. For hvert z € T, er (v, o a,«)(s;) =
(az« 0 az)(s;) = s; = ay(s;) for ¢ € ¥ og pga. entydigheden af oy er derfor o, o a» = a,« o, = ido, .
Saledes er a, € Aut(Oy) for z € T. At T 5 z +— «a, € Aut(O,4) er en gruppehomomorfi ses umiddelbart af
entydigheden af a,’erne ved at evaluere pa s;’erne.

Det ses umiddelbart, at z — a,(a) er kontinuert for alle a € P4. Givet © € Oy samt zg € T, da vil vi
nu vise, at z — «(x) er kontinuert i zo. Men dette fglger af, at

vz (2) = vz (@) < flevzy (2) = azg (@) | + [l (a) — az(a)[| + [z (a) — . (@)]| < 2z = all + [z, (a) — az(a)]]

for alle z € T og a € H4. |

Lemma 2.5.3 Lad A € Mat,,({0,1}) vere en ikke-degenereret matriz, lad (O, (s;)iex) opfylde (A) og lad
v: Oy — O vere den kanoniske *-homomorfi. Da er p|z, en isomorfi af F4 pa F(O).

Bevis:  Det fglger umiddelbart af karakteriseringen, af hvilke elementer er nul i #} og #(O) (setning
2.3.3(a)), at ¢|#, er en isomorfi af .#, pa F(O) — se ogsa 2.3.3(b) og (c¢). Det gnskede fplger nu af seetning
2.3.3(e) og (f). H
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Definition 2.5.4 En betinget forventning af en C*-algebra 2l med enhed pa en del-C*-algebra 8 er en
positiv lineger afbildning f : A — 9B, opfyldende f|y = idgs. Vi siger, at en betinget forventning f: A — B
er tro, netop hvis der for alle a € A\ {0} geelder, at f(a*a) # 0.

Lemma 2.5.5 Antag, at A € Mat,,({0,1}) opfylder (1) og at (O, (s;)iex) opfylder (A). Da findes en folge
(qx)ken af projektioner i O, si qr € ¢%(2(0)) for hvert k € N og sd der for alle x € F(O) og alle
e My med || > 1 gelder, at

@ —2q — 0, gregr| — l=ll,  qrsuqr — 0, qrs;qx — 0 for k — oo.

Bevis: For hvert k € N lader vi q;, € Z(0O) veere en projektion opfyldende betingelserne (for ¢) i lemma
2.4.11. Vi szetter q; := ¢%(ql,), k € N.
For hvert = € %, (O) er

gt — xqr = 0 for alle k > k¢ (ifolge lemma 2.3.11),
||| = llgxz|| = ||lgrxqr| for alle k > ko (ifglge lemma 2.4.12).

Ved et taethedsargument ses nu, at
qrx — xqr — 0 og ||qrxqr|| — ||z|| for k — oo

for alle x € #(O). Af definitionen af g (se lemma 2.4.11) ses umiddelbart, at for alle p € M4 med |u| > 1
er

QkSuQr = qks:}qk =0 for alle k > |ul.
[ |

Saetning 2.5.6 (a) Po,: O4 3 a— [ou(a)dt € F4 er en afstandsformindskende, tro betinget forventning
af Oa pd Fa. Denne afbildning opfylder, at ®o,(z) = x, Po,(sux) = 0 0g Po,(ws};) = 0 for alle
x € F4 og alle multiindex p med lengde |p] > 1.

(b) Antag, at A € Mat,,({0,1}) opfylder (I), at (O, (t;)icx) opfylder (A) og lad p: O4 — O vere den
kanoniske *-homomorfi. Da findes en afstandsformindskende betinget forventning ®o» : O — F(0O).
Denne afbildning opfylder, at ®o(x) = x, o(tyr) = 0 og Po(xt}) = 0 for alle v € F(O) og alle
multiindex p med lengde |u| > 1. Endvidere gelder, at

(I)@ngzgpoq)oA.

Beuvis: (a): Vi mangler selvfalgelig at vise, at integralet rent faktisk ligger i .# 4 — sa vi betragter det i
forste omgang som et element i O 4. Det er klart, at @, er lineser (se definition 1.6.1). Det ses umiddelbart
ved brug af lemma 1.6.3, at ®p, er afstandsformindskende.

Lad der veere givet multiindex p og v saledes at s,,s}, # 0 og seet r = |u| — |v|. Da a,(s,s}) = 2"s,s}, er

Qo ,(sus,,) = /trsusidt = sﬂs,f/
T

r ()7 thS ) # (),
{
T

sus,, hvisr=0.
Ved kontinuitet er det saledes klart, at ®p,(z) = x, ®o,(s,7) = 0 og Po,(ws},) = 0 for alle z € F4 og
alle multiindex p med leengde |u| > 1. Ifglge lemma 2.2.7 er ethvert element i &4 en linearkombination af
elementer pa formen s,s}, sa ®o,(X4) C Fa. Folgelig er ®p,(04) C Fa.

Vi mangler nu kun at vise, at ®p», er positiv og tro. Lad der veere givet a € O4 \ {0}. Da findes en
tilstand 79 pa O, saledes at m9(a*a) = ||a*al| (ifolge [Mur90, thm.3.3.6]) og saledes er

70(Po,(a"a)) = /TTo(ozt(a*a))dt > 0,

da integranden er kontinuert, positiv og ikke identisk nul (thi 7o(aq(a*a)) = ||a*al]).
Givet a € Oy, da geelder tilsvarende for enhver positiv lineser funktional 7 pa O 4, at

(B, (a"a)) = /T (ap(a*a))dt > 0.

Folgelig er &, (a*a) positiv (jf. [Mur90, thm.3.4.3]).
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(b): Lad z € #(0O) veere givet. Da kan z ifglge lemma 2.2.7 skrives som en endelig sum

x = To + Z (—pty, +tuzp),
u|21

hvor alle zg, z_,,, x, € #(0O). Vivil nu vise, at zo € .#(0O) i denne sum er entydigt bestemt og at ||zo|| < ||z
Velg (qr)ren 1 hht. lemma 2.5.5. For & — oo vil saledes

Grgr — ok = Y (6T —p — 2 @)k + Gt (Tuh — Gp) + 2l Qe + Getugrz,) — 0.
|l =1

Altsa er

[zoll = lim [lgrzogkl| = lim |grag| < ||z
k—oo k—oo

Antag nu, at x ogsa kan skrives som en endelig sum

T =x4+ Z (x” b, +tu),),
|| >1

hvor alle xg, z”,, 2}, € F(O). Da er

O=z—a=(z0—20)+ Y ((x_p—2" )th+tu(z, — )
|| >1

en fremstilling af 0 — og ifplge det lige viste er derfor ||xg — || < ||0] = 0.

Vi har saledes en veldefineret afstandsformindskende lineser afbildning &(0) 3> z — xg € F(O) (hvor
xo er givet som ovenover). Denne udvides saledes entydigt til en afstandsformindskende lineser afbildning
Cpn: O — F(0).

Lad x € &4 veere vilkarlig og skriv & som en endelig sum

T =x0+ E (T—ps), + suTp),
|21

hvor alle zg,z_,,, z,, € F4. lfolge lemma 2.5.3 er da ¢(xo), p(x_,), p(x,) € Z(O) for alle u. Folgelig er

Do (p(r)) = @0 (90(%) + ) (ple—p)t;, + tuw(fcu))) = p(0) = (Po, (2)).
ln[>1

Ved kontinuitet ses saledes umiddelbart, at ®» o = po Pp,.
Givet € O. Da findes zg € Oy4, saledes at p(xg) = x. Folgelig er ®p(x*z) = ¢(Po, (z{xo)) > 0, da
®p , er positiv. Fglgelig er @ positiv. |

Bemaerkning 2.5.7 Det ses umiddelbart af (b) i ssetningen ovenover, at ®» simpelthen er ®p,, hvis O er
O 4. Dette er arsagen til at vi bruger samme bengevnelse for de to afbildninger.

Teorem 2.5.8 Antag, at A € Mat,,({0,1}) opfylder (I) og at (O, (s))icx) opfylder (A). Da er O og Oa

kanonisk isomorfe.

Bevis:  Ifglge den universelle egenskab ved O 4 (seetning 2.1.4) findes en (entydig) *~homomorfi p: Oy — O
opfyldende ¢(s;) = s, for i € ¥. Vi mangler kun at vise, at ¢ er injektiv.

Ifglge lemma 2.5.3 er |4, injektiv, sa hvis ¢(z) = 0, sa er p(Pp, (x*x)) = Po(p(z*z)) = 0 og dermed
®p, (z*x) = 0. Da &0, er tro, folger, at = 0. |

Bemarkning 2.5.9 Det omvendte til teorem 2.5.8 geelder ogsa: Antag, at A € Mat, ({0,1}) er en ikke-
degenereret matrix, hvorom der gelder, at for enhver (O, (s;);cx) opfyldende (A) er den kanoniske *-
homomorfi fra O4 ind i O injektiv. Da opfylder matricen A betingelse (I). Se [Cun81, rem.3, s.30-31]
for bevis samt mere uddybende omkring dette emne.
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2.6 K-teori for O 4

Satning 2.6.1 Lad (A, T, «) vere et C*-dynamisk system, hvor A er en C*-algebra med enhed 1. Lad py :
T > z+— 1 € A vere funktionen som er konstant lig 1, lad A~ := {a € A|Vz € T : a,(a) = a} vere
fizpunkterne for virkningen o og lad @: A — C(T,2A) C A x4 T vere givet ved, at p(a): TS z—a €A er
den konstante funktion med verdia € A*. Da erpy € Ax T en projektion og p: A — o(AY) = po(AXoT)po
er en isomorfi mellem C*-algebraer.

Beuvis: 20 er klart stabil mht. skalarmultiplikation, addition, adjungering samt multiplikation. Det vises
let, at A er afsluttet. For hvert f € C(T,2) er

(f*po)(z):/Tf(t)ozt(po(t*z))dt:/Tf(t)dt g (2.1)
ox £ +p0)() = |

T

po(t)as ((f % po) (£ 2))dt = / o (a0)dt =: ay (2.2)

T

for alle z € T — sa pg x f * po er funktionen, som er konstant lig a;. For alle s,z € T er saledes

oa(po * % p0)(2)) = s (/Tozt(ao)dt> _ /Tozst(ao)dt: /Tozt(ao)dt: (Do * [ % po) (2),

ifplge setning 1.6.2, sa po * f * pg € B, hvor B = p(A). Det verificeres umiddelbart, at ¢ er en injektiv
*-homomorfi. Saledes er B en C*-algebra, pg = ¢(1) er en projektion, pgx b pg = b for alle b € B og pg er
en enhed for 9. Vi har saledes vist, at p: A% — p(AY) =B = po(C(T,2A))po er en *-isomorfi.

Givet x € Ax, T, findes (z)reny C C(T,2A), sa x = limg_. o zx. Saledes er ogsa po+x *py = limg_, o Po *
x5, * po € B. Vi har altsa vist, at po(A x T)po = B. [ |

Definition 2.6.2 Lad 2 veere en C*-algebra og p en projektion i M (2l). Da kaldes den arvelige del-C*-algebra,
pAp for et hjorne. Vi siger, at p2Ap er et fuldt hjsrne i 2, netop hvis p2Ap ikke er indeholdt i noget aegte
lukket ideal i 2.

Projektionen p kaldes fuld, netop hvis pRlp er et fuldt hjgrne. Hvis p € 2, er det klart, at p er fuld, netop
hvis p ikke er indeholdt i noget &egte lukket ideal i 2.

Definition 2.6.3 Vi siger, at et element a i en C*-algebra 2 er strengt positivt, netop hvis 7(a) > 0 for
alle positive linesere funktionaler 7 pa 2 forskellige fra nul. Bemaerk, at hvis 2 £ {0} er separabel eller har
enhed, sa har 2 et strengt positivt element (jf. [Ped79, §§3.10.5-3.10.6]).

Til lemma B.5 haves fglgende korollar

Korollar 2.6.4 Lad 2 og B vere C*-algebraer. Da betragtes M () @, M(B) O A ®, B naturligt som en
del-C*-algebra af M (A @, B).1

Bevis: Da 2 og B er essentielle idealer i hhv. M () og M(B), er A ®, B ifplge lemma B.5 et essentielt
ideal i M () ®. M(*B). Da M (2 ®. *B) er den stgrste C*-algebra, som indeholder A ®, B som essentielt
ideal, kan vi opfatte dette som A @, B C M ((A) ®, M(B) C M(A R, B) (jf. [Mur90, thm.3.1.8]). [

Fglgende vigtige resultat er vist af L.G. Brown i [Bro77, lem.2.5 og cor.2.6]:

Teorem 2.6.5 (Brown) Lad A vere en C*-algebra med et strengt positivt element og lad pg € M (L) vere
en fuld progektion. Da kan poRpo ® K identificeres med (po ® Larx)) (A @ K)(po ® Larky), og der findes en
partiel isometri v € M (A ®@K), sd vv™ = po @ Lyyk), v°v = Lyragr) 09 PoRUpo @ K >z — v'ov € AQK er
en isomorfi med A Q K > x — vzv*® € poApo ® K som invers.

IDette er et resultat, som bruges rigtig mange steder, men sjaeldent er bevist. Jeg har faktisk ikke kunnet finde noget bevis
selv i litteraturen, og alle steder hvor forfatteren har villet uddybe det, er der henvist til [WO93, app.T]. Problemet er, at
N.E. Wegge-Olsen bruger det sidste resultat fra [WO93, lem.T.5.3], som siger, at m1 ® 72 er injektiv, hvis og kun hvis bade
w1 og ma er injektive (hvor 71 og 72 er kommuterende *-homomorfier). I beviset for dette lemma henvises til prop.T.5.1, men
afbildningen 71 ® 73 i propositionen er ikke den samme! I gvrigt er udsagnet i lemma T.5.3 klart falsk, thi C* er en kommutativ
C*-algebra, men CF @ CF = CF ®CF kan indlejres i C*, netop hvis k = 1. Denne fejl har igvrigt forplantet sig rundt i appendixet;
bla. i beviset for cor.T.6.5 og prop.T.6.25. Gert K. Pedersen har veeret sa venlig, at henlede min opmaerksomhed pa [Ped99,
lem.11.12], for at kunne bevise dette korollar.
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Dualt til [Bro77, cor.2.7] haves i K-teori folgende

Satning 2.6.6 Lad 2 veere en separabel C*-algebra, lad pg € M (1) veere en fuld projektion, og lad v: po™[Apy —
A betegne indlejringen. Da er Ko(t): Ko(popo) — Ko(A) en isomorfi.

Bevis:  Find en partiel isometri v € M (A®K) i hht. Browns resultat (teorem 2.6.5). Dvs. v0* = po® 1Ly (x),
v = Ly (agk) 08 ¥: poApo @K 3> x — v*rv € AR K er en isomorfi. Bemeerk endvidere, at (po® Lyk)) (A ®
K)(po @ Lar(x)) = polpo ® K.

Lad k hhv. k¢ betegne indlejringen 2l > a — a ® e11 € A ® K hhv. peApg > a — a ® e11 € peApo @ K.
Da Ky(k) og Ko(ko) er isomorfier, er det nok at vise, at Ko(¢) o Ko(ko) = Ko(k) o Ko(t) — altsa at vise at
nedenstaende diagram er kommutativt,

Ko(l,)
Ko(poApy) ——— Ko ()

KO(KO)lg %lKo(ﬁ)

Ko(po2po ® K)K—M Ko(2 @ K).
Vi skal altsa vise, at Ko(v o k9) = Ko(k o). Lad derfor p = [pi;li; € Pr(poUpo), k € N vaere vilkarligt

(vi husker pa, at po2po har enhed pg). Da er ko(p) = [pij ® e11]ij = (ko t)(p). Seet u = [(pi; @ e11)v]i; €
Mat; (2 ® K) (da A® K er et ideal i M (A ® K)). Bemaerk, at

k

k
uu” = [Z(le ® e11)vv* (py ® en)]i; = Z pi @ e11)(po ® L)) (pij ® e11)li;
=1 =1
k

= > _(papi; ® e1)liy = [pi; © enrliy = (k0 0)(p),
=1
k k
utu = [Z v (pir @ e11)(pij ® e1n)vlij = [Z v (papij ® €11)vli;
l =1

= [U_*(Pz'j ® e11)v]ij = (¥ 0 Ko)(p),

da p € Pr(poRApo) er en projektion og py er enheden i poRApg. Altsa er (ko t)(p) ~o (¥ o ko)(p) og dermed
Ko(k o t)([po) = [(ko)(p)lo = [(¢ o Ko)(p)]o = Ko(¥ o ko)([po). u

Saxtning 2.6.7 Lad A € Mat,, ({0, 1}) veere en ikke-degenereret matrix og lad po betegne funktionen i C(T,O4),
som er konstant lig enheden 1o, i Oa. Da er po(Oa X T)po et fuldt hjorne.

Beuvis: Lad Z veere et vilkarligt lukket ideal i O 4 X, T indeholdende po(O4 x4 T)po. Folgelig er py € 7.
For ethvert a € O4 betegner vi med a den konstante funktion T 3 2z +— a € O 4 med veerdi a. For a,b € Oy
og z € T er da

(@*po)(z) = /Taat(IL@A)dt = a,

~

(5)(2) = - (0).
(a*g*)(z) :/anzt(at*z(b*))dt:aozz(b*).

Saledes er a € 7 for alle a € O 4. For hvert a € O4 og u € M4 med |u| = k € N er endvidere for alle z € T

(asp x5, )(z) = z_kasusz =z *ap,

og dermed
S @+ 577)() = 2~ *a.
lul=k
Altsa ligger funktionen T 3 z+— 2 ¥a € O iT forallek € Noga € Oy4.

Givet k € Nog u = (p1,.--, i) € My findes v = (v1,...,v5) € My, sa A(vg,p1) = 1 (da A er
ikke-degenereret). Da ¢, = q,, , folger af lemma 2.2.2(c), at

Py = Pulvy, = AWk, 11)Pp = Py

og saledes er

— o~ Xk

(ap,si *s; )(2) = apys,a.(s,) = zkapusis,/ = zkapﬂ.
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Heraf fplger, at T 3 2z — z¥a € O4 ligger i T for k € N og a € 04, da

Z zkapu = 2.

lnl=k

Af seetning 1.6.8 folger nu, at Z = 04 x, T. |

Lemma 2.6.8 O = .7 4.

Beuvis: “D” er klar!
“C”: Vi bruger den tro betingede forventning ®»,: O4 — %4 fra seetning 2.5.6(a). Da er for a € O%

Do, (a) = /T au(a)dt = /T adt = a.
[ |

§2.6.9 Lad p: F4 — po(O4 X4 T)pg veere isomorfien a — @, hvor @ betegner den konstante funktion med
veerdi a og lad pg = IL/(; (se seetning 2.6.1 og lemma 2.6.8). Lad endvidere ¢: pg(Oa Xo T)pg — Oa X4 T
betegne inklusionsafbildningen. Den duale gruppe til T er som bekendt Z (se f.eks. [Fol95, thm.4.5]). En
homomorfi fra T’s duale gruppe er saledes fastlagt ved dens veerdi pa 1. Vi vil derfor betragte den duale
virkning veerende een automorfi & € Aut(O4 x, T) givet ved, at &(z)(z) = zx(2),z € T for ethvert
x € C(T,04). Vi definerer nu en isomorfi 8 := Ko(p) ! o Ko(t)™t o Ko(&) o Ko(t) o Ko(p), hvor & er
den duale virkning — betragt diagrammet

Ko(Fa) Ko(Fa)
Ko(p) | = > Ko(p)~!
Ko(po(Oa Xa T)po) Ko(po(Oa xa T)po)
Ko(u) | = | Ko(u) ™!

IR

Ko(OA X a T) —_— K()(OA X o T)

Q

Saetning 2.6.10 Lad p € .% 4 veere en projektion og lad s € O 4 veere en partiel isometri opfyldende p < s*s
0g a.(s) = zs for alle z € T. Da er B([plo) = [sps*|o (1 Ko(-F4)).

Bevis: For hvert a € O4 betegner vi med a den konstante funktion T > 2z — a € O4 med veerdi a.
Bemaerk, at der gaelder, at sps* € O} = # 4. Det er saledes nok at vise, at

Ko(&)([plo) = [sps*]o

1 Ko(OA Xa T)
Man ser umiddelbart, at s+ p = sp og heraf, at (5% p*5%)(z) = spa,(s*) = z*sps* for z € T. Saledes er

a(S*xp*x3sT) = Sps*.

Der gaelder, at p < s*s, da s*s € .F4, afbildningen .F4 3 a+—a € C(T,A) er en *-homomorfi (se seetning
2.6.1 og lemma 2.6.8) og sadanne er positive. Da (5% x35)(2) = [p oy (s" ) (s)dt = [ t*s*tsdt = s*s,z € T, er
(8% % §) = s*s. Saledes er

ST *xsxp=(5%p)* *(s*D)
0g
SxpxS =85xpxpxsT = (5xp)x(§xp)7,

sAap~Ssxkpxs*i0Oy x4 T. Folgelig er

Lemma 2.6.11 Givet pn = (p1, ..., pux) € MY med €, , # 0 og st v = (ua,...,px). Da er 71([e, Jo) =

ler, ,]o-
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Bevis:  Ifglge lemma 2.2.2(c) er gy, e}, , = e, ,. Folgelig er e}, , < q,,. Ifplge seetning 2.6.10 er saledes

ﬂ([ef/,u]o) - [811«1611/,1/8/*11]0 - [631,,#]0' [ |

I [PV80] (se dog ogsa [Bla98, §10]) har Pimsner og Voiculescu opnaet en cyklisk seks-leddet exakt folge,
som sammenkaeder K-teorien for et krydsprodukt med Z med K-teorien for den originale C'*-algebra:

Teorem 2.6.12 (Pimsner-Voiculescu) Lad 2 vere en C*-algebra og lad o € Aut(2). Lad 1: A — A X4 Z
betegne den saedvanlige indlejring. Da haves en cyklisk seks-leddet exakt folge

Ko@) 2259 g0 2 w2t %, 2)

| |

Takai har vist en dualitetssaetning for krydsprodukter. Gert K. Pedersen har medtaget bevis for denne i
[Ped79, thm.7.9.3].

Teorem 2.6.13 (Takai) Lad (A, G, ) vere en C*-dynamisk system, hvor G er abelsk. Da er det dobbelt
duale system (A x, G x5 G,G, Q) kovariant isomorf med systemet (A @ K(L2(G)), G, ® Ad ), hvor A
betegner den hgjre requlere resprasentation af G pa Lo(G). Specielt gaelder, at A X, G x5 G og A er stabilt
1somorfe.

§ 2.6.14 Der gaelder, at
Ko(F2) = Zlep olo + Zleka lo + -+ + Zlefn ooy 227

hvor pt, ..., u™ € M¥ er valgt siledes at eju' i # 0 for i = 1,...,n (se [RLLOO, §7.1.1]). Vi kan saledes
identificere Ko(F%) med Z" under afbildningen Y77 ) Aifel: ilo = (A1, ... An) T
Vi har

Chup = Z i = ZA(i7j)eiz‘,uz‘-
1=1 =1
Bemeerk, at €, , # 0 A A(i,j) = 1= ¢/

i i #0. Lad (A1,...,\,)T € Z" repraesentere et element i Ko(.%y).
Inklusionsafbildningen %, C %), 1 inducerer en afbildning Ko (%) — Ko(-Zr+1). Vi betragter nu billedet af
(A1,..., )T € Z™ under denne inducerede afbildning. Billedet af (0,...,0,X;,0,...,0)7 er ifglge ovenstaende
lig med X\;(A(i,1), A(4,2),..., A(i,n))T. Folgelig er billedet af (A1,...,\,)T lig

AL, DM 4+ A2, DAg + -+ A(n, DA,
AL+ A2+ A 2D |
; N
A(L, )M\ + A2, n) 2+ - -+ A(n,n) A\,
Sa hvis elementerne i Ko(.-%;), k € Ny pa naturlig vis betragtes som sgjlevektorer i Z", er de inducerede
afbildninger Ko(.%1) — Ko(Fry1) givet som x — ATz,
Lad lim(Z", AT) betegne den induktive graense af den induktive fglge

gn A gn Al g0 A

For (z;)ien, (¥i)ien skriver vi (x;);en ~ (¥:)ien, netop hvis Jig € NVi > ig(z; = y;). Saledes er ifglge
kontinuiteten af Ky (se [RLLO0O, thm.6.3.2])

KO(yA) = h_I)l’l(Zn, AT) = {(xi)iGN € (Zn)N | HZO e NVY7 > 10 - Tit1 = ATﬂfl}/ ~,

og afbildningerne Ko(%y) = Z" > z + [(0,...,0,2, ATe, ATATz, ... )] € @(Z”,AT) = Ko(#a), hvor
x’et optraeder pa den (k + 1)’te plads, er de af inklusionsafbildningerne, %) C % 4, inducerede afbildninger.

Ethvert element i Ko(.%4) kan skrives pa formen [(0,...,0,2, ATz, ATATz, ... )]~. Af lemma 2.6.11 ses
nu umiddelbart, at 871 svarer til skiftafbildningen pa lim(Z", AT) = Ko(F4) — mao. hvis x € Ko(F4) er
repraesenteret ved folgen (;);en, sa er 37 1(x) repraesenteret ved folgen (z;41)ien.
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Da Z4 er en AF-algebra, er K1(%4 @ K) = K;(F4) = {0}, thi K;-funktoren er stabil, kontinuert og
additiv ([RLLOO, prop.8.2.8, 8.2.7 og 8.2.6]), sa da K;(Mat(C)) = {0} ([RLLOO, example 8.1.8]), folger det
gnskede (se ogsa [RLLO00, exercise 8.7]). Da (04 X T) @ K= .74 @K, er K1(O4 xo T) 2 K1(F4) = {0}
— saledes giver Pimsner-Voiculescus cykliske seks-leddede exakte folge (se teorem 2.6.12) anvendt sammen
med Takais dualitetsseetning (se teorem 2.6.13) nu en exakt folge

id—Ko(&)™ !
OHKl(OA)HKo(OA X a T) 0 K()(OA XaT)HKo(OA)HO.

Altsa har vi en exakt fglge

id—3~1
0 — > K1(O4) —> Ko(Fa) 2 Ko(Fa) —> Ko(O4) — 0,

sa
Ko(0a) = Ko(Fa)/(id — B~ Ko(Fa)
> lim(Z", A7) /(id — o) lim(Z", AT),
K1(04) = ker(id — ') pa Ko(Fa)
= ker(id — o) pa lim(Z", AT),
hvor o betegner skiftafbildningen pa @(Z”, AT).

Teorem 2.6.15 Givet en matriz A € Mat,, ({0, 1}) opfyldende betingelse (I). Da er
Ko(Oa) 2 Z" /(I — AT)Z™ = cok(I — AT),
Ki(Op) 2 ker(I—A")  (pd Z").

Mere specifikt, lad [p;]o betegne klassen i Ko(O4) indeholdende p;, lad ey, .. ., e, betegne standard basen for
Z™ og lad [e;] betegne klassen for e; i Z™/(I — AT)Z™. Da udvides afbildningen [p;|o — [es] til en isomorfi af
Ko(O4) pa 2/ (I — AT)Z™.

Bevis: Lad j: Ko(.%0) = Z" — lim(Z", AT) = Ko(.#4) veere homomorfien induceret af inklusionen .%y C

1)
Fa, dvs. j(x) = [(z, ATz, (AT)%x, (AT)3x,...)]~. For ethvert x € lim(Z", AT ogkeNer x —o(x),0(x) —
o%(x),0%(x)—03(x),..., 0" Hx)—cF(z) € (id—0) lim(Z", AT) og dermed er z—o*(x) € (id—0o) lim (2", AT).

For hvert = = [(z;)ien]~ € li_I)n(Z”,AT) findes et iy € N, sd zj41 = ATz, for alle i > iy. Klart er

o (z) € j(Z") og x — o (z) € (id — o) lim(Z", AT). Det er klart, at folgende diagram kommuterer

I—AT
7 AL

1 |

lim(Z", A7) — lim(Z", AT).
— id—c —

Afbildningen j inducerer en afbildning j': Z" 3 z — [j(z)] € lim(Z", AT)/(id—0o) lim(Z", AT). Af ovenstaende
er det klart, at j’ er surjektiv. Af diagrammet fglger umiddelbart, at (I — AT)Z"™ C ker j’. Vi vil nu vise den
omvendte inklusion. Lad der derfor veere givet et x € Z", saledes at j(z) € (id — o) lim(Z", AT). Antag, at
j(z) = (id — o) ([(ys)ien]~)- Saledes findes et ig € N, sa y;11 = ATy; og (ATt = y; —yiy1 = (I — AT)y;
for alle i > 1. Saledes er
(T = AT) (& + AT+ (AT 4 - (AT gy 0) = 2 — (AT) M+ (T — ATy o = .
Da saledes ker j’ = (I — AT)Z™ og j' er surjektiv, er
Ko(0) = lim(2", AT) /(id — o) lim(Z", AT) 2 2" /(I — AT)Z"

Det er endvidere af diagrammet klart, at x € ker(I — AT) = j(z) € ker(id — o). P4 den anden side, hvis
y € ker(id — o) da kan y repreaesenteres af en konstant folge (z,z,z,...) — og da x = ATz (for at veere et
»lovligt element* i lim(Z", AT)), er y = j(x) og x € ker(I — AT). Fglgelig er

K1(04) 2 ker(id — o) 2 ker(I — AT).

Vi mangler at vise, at [p;]o bliver sendt over i [e;] for i« = 1,...,n. Da dette kraever, at man gar ind i
beviset, hvor isomorfien i Takais szetning konstrueres, udelades beviset. I [PR96, lem.4.2.2] er dette bevist
for nogle Cuntz-Krieger algebraer over uendelige matricer — beviset kan sandsynligvis ogsa bruges i vores
tilfeelde. I beviset for dette lemma henvises til artiklen [Rae88] — dette tidskrift er imidlertid tilsyneladende
bortkommet fra biblioteket, sa jeg har ikke haft lejlighed til at kigge pa denne artikel. |
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Bemarkning 2.6.16 Givet en matrix B € Mat,, ({0, 1}) (eller i Mat, (Z)). Lad S = diag(s1,...,5:,0,...,0)
veere Smith normal formen for B (jf. teorem 1.2.5 og bemeerkning 1.2.7). Da ses umiddelbart, at

cok B = cok BT 2 cok S 2 Z/s17 @ ---7L)s, 7O L"",

ker B>~ ker B' ~ ker S =~ 7",

Heraf ses umiddelbart, at cok B og ker B er uendelige grupper, netop hvis det B = 0. Og hvis det B # 0, sa
er ker B triviel og cok B er endelig med |det B| elementer.

Bemaerkning 2.6.17 Vi vil her skitsere en konkret beskrivelse af K1(O4). Lad A € Mat,, ({0, 1}) opfylde
I). Lad = (z1,...,2,)" € Z" veere givet og lad |z| = |z1] + -+ + |zn|. Lad v, € Mat),(Oa) veere
diagonalmatricen, som blandt sine indgange har |x;| kopier af s;, hvis x; er positiv og |z;| kopier af s}, hvis
r; er negativ. Da er v, en partiel isometri og v;v.,v,v; € Mat|;(%o). Bemaerk, at Yy = C". Saledes kan vi

repraesentere viv, og v,V som elementer i EB';L C™ pa oplagt made. Bemeaerk endvidere, at
n
Mat|x| (C™) = @ Mat|x| (C).
i=1

Skrives diagonalelementerne i bade vv, og v,v% som summer af elementerne {s;s7i,...,s,s:}, sa ses at for
x; > 0 er antallet af s;s7’er i v 0}
i+ E |$j‘A(]7Z)

JEe{k [ 2k <O}\{i}

og antallet af s;s;’er i viv, er

Jj€{k| x>0} \{i}

Forskellen pa disse ligninger er forskellen pa dimensionerne i den 7’'te direkte summand; den er saledes
mn
zi — Y A(j i)z,
j=1

som er lig den i’te komponent af (I — AT)z. Det tilsvarende gaelder (numerisk), hvis z; < 0. Det fglger saledes
af [RLLO00, exercise 2.9], at (I — AT)z = 0, netop hvis v,v? er (Murray-von Neumann) skvivalent med v¥v,
i Maty,| (%), netop hvis I — v,v} er skvivalent med I — v}v,. Antag nu, at = € ker(I — AT). Vi kan saledes
veelge en partiel isometri w, € Mat|,(Z), s wew} = I — v,v; og wiw, = I — vjv,. Seet uy = vy + w,. Da
er u, et uniteert element i Mat|,|(Z), thi det ses nemt, at v,w); = vy (wiw,)w; = vewy — vz (vive)wy = 0
og tilsvarende viw, = 0 (og dermed i gvrigt ogsa w,v} =0 = w}v,).

Med ovenstaende betegnelser, er afbildningen ker(I — AT) 3 x — [u,]; € K1(O4) en isomorfi (beviserne
udelades — materialet er taget fra [Rgr95, s.33)).

2.7 Ildealgitteret

Definition 2.7.1 Et gitter er en ordnet meengde (5, <), saledes at ethvert par af elementer z,y € S har en
storste nedre grzense (glb) og en mindste gvre graense (lub).

Ved en gitter homomorfi fra (51, <7) ind i (S3, <) forstas en afbildning g: S; — S5, saledes at der for
alle z,y € 51 geelder, at

g(glb(x,y)) = glb(g(x), 9(y)),
g(lub(z,y)) = lub(g(z), g(y))-

Det ses nemt, at en gitter homomorfi automatisk er ordenstro. Endvidere ses nemt, at en afbildning mellem
gitre er en gitter isomorfi, netop hvis den er en ordensisomorfi.

Bemarkning 2.7.2 Lad 2 veere en C'*-algebra. Idet maengden af lukkede idealer i 2l ordnes ved inklusion, ses
nemt, at dette er et gitter — kaldet idealgitteret for 2 og vi betegner det (Joeal(2), C) eller kun Joeal(A).
Vi har nemlig, at

glb(J1, J2) = J1 N Ja,
lub(J1, J2) = J1 + Jo.
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2.8 ldealstrukturen i O4

For at kunne beskrive idealstrukturen i O 4 har vi brug for lidt mere terminologi. Overalt i afsnittet antages
A at veere en ikke-degenereret {0, 1}-matrix.

Definition 2.8.1 En delmaengde H af I' 4 kaldes arvelig, netop hvis der for alle v1,7v2 € I'4 geelder, at
MeEHAN Zy2="€H.

Bemeerk, at saledes er den tomme maengde specielt arvelig.

Definition 2.8.2 Pa samme made kaldes en delmaengde v af ¥ arvelig (mht. A), netop hvis der for alle
11,12 € 2 geelder, at
11 EYNILL = 19 = g €.

Definition 2.8.3 Givet et 75 € I'4. Da saettes

H(vo) ={v€Talv =},
H_(v)={v€Talvw=vAv #7v}=H() \ {70}

Mao. er H(7y) den mindste arvelige delmsengde af I'4 indeholdende 7y, og H_(vy) er den storste segte
delmaengde af H (), som er arvelig.

Definition 2.8.4 For enhver delmaengde N C I' 4 defineres

S(N)={i € X[Tir iz € | v:ir=irziz).
yEN

Definition 2.8.5 Vi siger, at en delmaengde v C ¥ er maettet (mht. A), netop hvis
{ieZ]A(G,j)=1=j€v}Cn.

Bemaerk, at () og X er maettede og at enhver faellesmaengde af maettede meengder er maettet.
For hver delmaengde v C X kan vi saledes definere maetningen, 7, af v (mht. A) som den mindste
maettede delmaengde af 3 indeholdende +. Dvs.

= ﬂ{y’ C Y|y CH A~ er mattet}.

Lemma 2.8.6 Lad H vere en arvelig delmengde af I' o. Da geelder der

SH)={ieXS|Vie |J ~v:iZj}=S\%(0Ta\H).
vel'a\H

Mao. bestar mengden S(H) af de knuder, der ikke har nogen sti til nogen af knuderne i | J(Ta \ H) (og
folgelig har de en sti til en af knuderne i |J H ).

Beuvis: Lad
w={ies|vje |J ~:i#i}

velA\H

Mao. bestar maengden 7 af de knuder, der ikke har nogen sti til nogen af knuderne i (J(I'4 \ H) (og folgelig
har de en sti til en af knuderne i | J H).

Det er klart, at vo er maettet og at X(H) C vo. Folgelig er X(H) C ~o.

Da der ikke er nogle lgkker gaende mellem knuderne i 7o \ X(H), findes en knude i1 heri, sa A(i1,j) =
1 = j € X(H). Folgelig er X(H) U {i;} C X(H). Da der ikke er nogle lgkker gaende mellem knuderne i
v \ (X(H)U{i1}), findes en knude iy heri, sa A(ig,j) =1 = j € X(H)U{i1}. Folgelig er X(H) U {iy1,i2} C
Y(H). Da der ikke er nogle lgkker gaende mellem knuderne i o \ (3(H) U {i1,42}), findes en knude i3 heri,
sa A(is,j) =1 =7 € X(H) U {iy,is}. Folgelig er X(H) U {i1,i2,i3} C X(H). Da vy er endelig, ma denne
proces bryde af. Fglgelig er v C X(H).

Bemeerk, at da H er arvelig og A er ikke-degenereret, er

SCa\H)={ieX|Jie |J v:izia}.
vela\H
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Lemma 2.8.7 Lad H vere en arvelig delmaengde af I' 4. Da er X(H) og X(H) arvelige.

Beuvis: Givet i1,i9 € X, sa i3 € X(H) og i1 = i. Da findes iy € UveH v, 8a ig = 11 og endvidere findes
v €T 4 0g i3 €7, sa iy = i3. Folgelig er ig = i = i3 og [is] =y € H, da [i3] =< [io] € H.
At X(H) er arvelig, folger umiddelbart af foregaende lemma. |

Definition 2.8.8 For hver arvelig delmaengde H af I' 4 lader vi Jg betegne det lukkede ideal frembragt af
{si|i e X(H)}iO4.
For hvert v C X seettes

Ma(y) = {(i1,...,ix) EMa|k € NgAiy,...,ix €7}

0g

b~y = Zpi-

1€y

Definition 2.8.9 Vi siger, at en matrix A € Mat,({0,1}) opfylder betingelse (II), netop hvis A er ikke-
degenereret og A, ikke er en permutation for noget v € I' 4.

Bemaerkning 2.8.10 Det er saledes klart, at hvis A € Mat,, ({0, 1}) opfylder betingelse (II), sa vil bade A
og AT opfylde betingelse (I). Det er i gvrigt veerd at bemeerke, at hvis A € Mat,,(Np), s& kan vi definere
det analoge til betingelserne (1) og (II) vha. irreducibilitetskomponenterne for (X 4,54) (det vil i et senere
afsnit veere behaendigt).

Satning 2.8.11 Lad A € Mat,,({0,1}) opfylde betingelse (1), lad J vere et lukket ideal i O 4 og lad H C T 4
veere en arvelig mangde, da gelder der

(a) Mengden Cq7 ={i € X|s; € T} er mettet, Hy = {[i]|i € Cq Ni =i} er arvelig og C7 = X(H ) (sa
Ju, €J).

(b)

ie€X(H)=s; € Jn.
(c) Ju er det lukkede ideal frembragt af ps(my og ligeledes er Jy ogsd det lukkede ideal frembragt af Py

(d) Elementerne
er = Z sﬂpmsz, k € Ny

HEMA(E\X(H)),
lu| <k

udgor en approksimerende enhed for Jp.

(¢)

si € Juy=1€X(H).

(f) Vihar, at J = Ju,.

(9) Matricerne Asmy o9 As(ra\m) opfylder begge betingelse (1), g @ K =2 Oay,, ® K 09 Oa/Jn
Oagr \uy (den sidste isomorfi er endda kanonisk).

I

(h) Skriv
YX(H)={i1,...,ir},

hvor i1 < iy < +-- < ig. Vi har da en isomorfi 61: Ko(Jg) — cok(l — AE(H))T, som opfylder, at
51([19’51]0) - [(17 0,..., O)T]7 51([]%‘2]0) - [(07 L..., O)T]J' oy 51([pik]0) - [(07 0,..., 1)T]'

Bevis:  (a): For = (p1,...,u5) € Mamed k> 10g p; € Cy er s, = 5,,qu, = Su,qu € J. Saledes er
1e€eCyNi-j=35€Cy.
Heraf er det klart, at C7 er arvelig, at H; er arvelig og at X(H7) C Cy7. Antag, at 1 € ¥ og at A(i,7) =
1=7e€Cy. Saer
i = Si(ij) = 5;( Z pj) € J,
JjEY jeCy

da s;s; =0 for alle j € ¥\ Cy (pga. antagelsen). Altsa er i € Cz, og Cy er saledes meettet.
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Vi har nu vist, at 3(H 7) C C 7 og mangler saledes kun at vise, at C'7 C 3(H 7). Antag, at ig € X\X(H 7).
Saledes findes 1f®1ge lemma 2.8.6 et i € | e a\Hy Vs sa ig = i. Bemeerk, at da [i] € T4 \ Hy, er i € C7. Da
C 7 er arvelig, folger, at ig & C 7. Saledes har vi vist den anden inklusion.

(b): Fra del (a) vides, at {i € X | s; € Ji} er en meettet meengde. Da {i € X |s; € Jy} —ifplge definitionen
— indeholder X (H), er det klart, at X(H) C {i € ¥ |s; € Tu }-

(c): Der geelder oplagt, at ps(g)y € Ju. Af (b) folger umiddelbart, at P € Ju. Pa den anden side
geelder der, at

H)Si = Z PiDiSi = pisi = 8;, for alle i € ¥(H),
JEX(H)
Z Pjpisi = piSi = Si, for allei € ¥(H).
JEX(H)
(d): Da X(H) er arvelig, kan ethvert multiindex p € M 4 pa entydig vis skrives pa formen p = a3, hvor

a€ My(X\X(H)) og fe Ma(X(H)).
Af seetning 2.3.4(a) er det klart, at SuPscEySy € projektioner for alle p € My (X \ X(H)). Der gelder,

at pgrgysy = 0 for alle p € Ma(E\X(H)) med |p| > 1, thi sfs, = 0, hvis p ikke begynder med 4. Saledes

er psrmySuPsan = 0 08 Psan S, Py = O for alle p € M4(X\ X(H)) med |p| > 1. Saledes folger af lemma
2.2.5, at projektionerne (supms;’;)u eMA(S\S(E)) indbyrdes ortogonale.

Da p;s; = 6; ;si, folger det, at s, = Zjezpjsu = ZjempjsM = PsrmSu for alle p € Ma(X(H))
med |u| > 0. Da X(H) er arvelig, geelder ligeledes, at s, = > v sup; = Zjem SuPj = SuPspgy for alle

p e Ma(X(H)) med |p| > 0. Folgelig er

*

pmsusi = Susipm = SuSy (2.3)

for alle p,v € MA(X(H)) med |u| + |v| > 0.
Saledes er ey, k € Ny projektioner (og derfor positive og med norm hgjst 1). Klart er (ex)ren, voksende.
Vi gnsker nu at vise, at limg_.o, exx = x for alle x € Jg. Ethvert element i Jy kan ifglge lemma 2.2.7, B.2
og B.1 approksimeres vilkarlig godt med en linearkombination fra {s WS LDSTEYSW Sy |, v, 1/, v € Ma}. Vi

antager derfor, at vi har givet u,v,u’, v/ € My, sa x = susjpmsu/s;, # 0. Sa er ngdvendigvis v, u’ €

M4 (X(H)). Endvidere kan vi skrive p og v/ pa formen pu = aff og v/ = o/F, hvor o,/ € M4 (X \ X(H))
og 0,0 € Ma(X(H)). Hvis | 8| + |v| > 0, sa folger af ligning (2.3), at

8a8587;p—2(H) = Sap—z(H)SﬂSip—z(H) = sap—Z(H)SZSQSBS;p—Z(H),

da PsEy $¥8a € P4. Denne ligning geelder oplagt ogsa, hvis 8 = v = (). For alle k > |« er saledes

exr= Y, (sapsgmsi) (SassSiPsgmySe sy sar)
REMA(Z\X(H)),
|| <k
JEMA(S\S(H)),
|| <k

= (Sapz(H) )(SQSBSVPZ(H)SM/SB/S /)
= (s QSBSVp—Z(H)Sulsﬁ/Sa/)
= x.
Ved et taethedsargument har vi saledes vist, at (ex)ren, er en approksimerende enhed for Jp.
(e): Lad der veere givet et ¢ € X\X(H ). Vivil sa vise, at 5; ¢ Jp. lplge lemma 2.8.6 findes ip € U, cr ,\ i 7

saledes at i > ig. Bemeerk, at ig = ig ogig € X\ X(H) =3(T 4\ H).
Givet k € N. Vi gnsker nu at vise, at ||gi,ex — ¢i,|| = 1. For hvert € M4 er p,, e, € P4 og saledes er
0gsa

Puek = PperPp < Pploapu = Py

Der findes klart et v = (v1,...,v,) € MA(X\X(H)) med |v| = k, saledes at igv € M 4. Endvidere findes
et jo € X\ X(H), sa A(vg,jo) = 1 (thi ellers var v, € ¥(H)). Saledes er

Pv = Zpuj > Pujo T Z Pvj = Pvjo + SVpZ(H)S’t'
Jex JEX(H)
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Da sipggry = 0 for alle 7 € X \ X(H), er sysuPygy = O for alle p € My med \u| < k. Folgelig er
ey = pysypz(—HS?; = s,,pz(—Hs,ﬁ. Og da p,;, # 0, folger det saledes, at

DPv 2 Dv€k-
Der gelder, at
S SNIORITID S SUPTI I S
JEX JEX uEMk ! peMh |
iguEMa
Fglgelig er
qiy €k = Z puek Z Pu = Gip-
peMh| peMy|
TlopEM 4 topEMa

Altsa er q;, —q;, ex en projektion forskellig fra nul-projektionen. Fglgelig er ||g;, —¢i ex|| = 1. Da k € N var
vilkarlig og (er)ren er en approksimerende enhed for Jg, er ¢;, € Ju.

Da i = 1, findes vy € M4, sa ivgig € M 4. Fglgelig er SiveioSivaio = Qi ¢ Jg —og da Jg er et ideal er
saledes s; € Jy.

(g): Seet A" = Ax gy og A" = Asyr,\ 1) Det er ret oplagt, at A" og A” opfylder (II). Lad A, og s vaere
C*-algebraer og lad p1: O4 — Ay 0g wa: 04 — Ay veere to surjektive *-homomorfier, som opfylder, at for
i=1,2er pi(sj) =0foralle j e X(H)=X\X(T'4\ H) og i(sj) #0 for alle j € X\ X(H) =X(T'4 \ H).
Altsa opfylder (01(8:))iesra\#) 08 (02(8:))ies(ra\m) begge (A”), og da A" opfylder (II), fglger af teorem
2.5.8 at afbildningen ¢1(s;) — @2(s;),i € 3 udvides entydigt til en *-homomorfi ¢ af p1(O4) = Oy pa
w2(04) =2 O, som endda er en isomorfi. Pga. entydighed kommuterer diagrammet

©1

0 — ker (1€ O4 24 0
| =)
0 — ker (o€ O = Ay 0.

Altsa er ker p; = ker 9, thi

rekerp; & ¢1(x) =0 pa(z) = (popr)(x) =0 x € ker pa.

Heraf og af del (b) og (e) ses umiddelbart, ved at lade ¢1: O4 — O/ Tg veere kvotientafbildningen, at

Oa/Tu = Oagr \ay-
For ethvert p € M4 med |u| > 1 er

_Jsu  hvis uy € X(H),
P e = 0 ellers.

Da X(H) er arvelig, er saledes ps(mysus;psnm) € C*({s:|i € X(H)}) for alle p,v € My, Da ethvert
element i O 4 kan approksimeres vilkarligt godt med linearkombinationer fra {s,s; | p, v € M4}, er saledes
Py Oapsimy € C*({si i € X(H)}). Der geelder, at

= Z ij SiPk = Z Z PjSiPk = Px(H)SiPS(H)

JES kED JES(H) keX(H)

for alle ¢ € X(H), da p;js; = d;;5; og X(H) er arvelig. Saledes er den omvendte inklusion klar — altsa geelder
der ps(a)Oapsia) = C*({s: i € X(H)}). Saledes er psg)Oaps(a) = Ps(m)JuPs ) kanonisk isomorf med
O 4.

Vi gnsker nu at vise, at pxg)Jups(m) er et fuldt hjgrne i Jy. Antag, at Jo er et lukket ideal i Jy
indeholdende ps gy Tups(m)- Folgelig er Jy et lukket ideal i O 4 indeholdende px(gy (jf. [Mur90, rem.3.1.2]).
Da Jg er det lukkede ideal frembragt af ps gy (se del (c)), er Jo = Ju 0g px(a) JTaPs(#) er saledes et fuldt
hjorne i Jy. Da 1o, er et strengt positivt element i Oy, folger nu af Browns resultat (se teorem 2.6.5), at
O 4+ er stabilt isomorf med Jp.

(f): For et givet lukket ideal J,1lad ¢1: O4 — Oa/Tu, 0g p2: Oa — Oa/T veere kvotientafbildningerne.
Af ovenstaende samt del (a), (b) og (e) ses umiddelbart, at for i = 1,2 er ¢;(s;) =0 for alle j € X(Hy) =
Y\ETa\Hy) og ¢i(s;) #0foralle j €e E\X(Hy) =XTa\ Hy). Folgelig er Ju, = ker o1 =kerpy = J.

(h): Ifplge ovenstaende, er ps ) Jups(m) kanonisk isomorf med Oagyy 08 Pe(a)yTups(m) er et fuldt
hjorne i idealet Jp. Af seetning 2.6.6 fglger, at indlejringen af py(g)Tups(r) — Jm inducerer en isomorfi
Ko(ps(yTupsy) — Ko(Ju) i K-teori. Ved at bruge identifikationen af Ko(Oay, ) med cok(I — Asimy)T
fra teorem 2.6.15, ses nu umiddelbart det gnskede. |
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Teorem 2.8.12 Lad A € Mat,,({0,1}) opfylde (II). Da er afbildningen H — Jyg en gitterisomorfi af maeng-
den af arvelige delmengder af I' 4 pa maengden af lukkede idealer i O 4.

Bevis: Vi gnsker fgrst at vise, at aftbildningen H — Jg er bijektiv. Surjektiviteten fglger umiddelbart af
del (f) i foregaende sasetning. Antag derfor, at Ty = Jg/. Af (b) og (e) i foregaende szetning fglger, at

Y(H) =%(H),

og heraf, at H = H’'.
Da afbildningen klart er inklusionsbevarende, er den saledes en gitterisomorfi. |

Bemeerkning 2.8.13 I [aHR97, thm.3.5] findes en mere generel version af dette teorem, hvor de gauge-
invariante idealer klassificeres (og hvor matricerne ikke ngdvendigvis opfylder betingelse (I)).

Eksempel 2.8.14 Lad A € Mat,,({0,1}) veere en givet matrix pa formen

A 00
A=[x 4, o],
Y 0 A,

hvor Ay, As og As er irreducible ikke-permutationsmatricer og X,Y # 0. Da har I' 4 praecis tre elementer
svarende til diagonalblokkene; skriv I" 4 = {71, 72,73}, hvor ; svarer til A;, i = 1,2, 3. De arvelig delmaengder
af I'4 er dapreecis 0, H(y1) = {n1}, H(12) = {71,72}, H(v3) = {m1, 73} samt T'a = {71,72,73}. Seet To = Ty,
T = Ta(y)s T2 = TH(y2) 08 T3 = TH(~,)- Dette svarer til idealstrukturen

{0} = o - Ji=T2NT3 Jo+ T3 =04.
T~ —
J3

2.9 TI'4 er en invariant for 04 ® K

Saetning 2.9.1 Lad A vere en C*-algebra med enhed 1. Da er afbildningen 7T — I Q@ K en gitter isomorfi
af Joeal(A) pa Joeal(A® K). Folgelig kan idealgitteret for 2 betragtes som en invariant for den stabiliserede
C*-algebra A ® K.

Bevis: Lad Z veere et lukket ideal i 2. Da K er nukleaer, betragtes Z ® K som en del-C*-algebra af 2l ® K
(Gf. [Mur90, rem.6.5.1]). Det er ligetil at vise, at Z ® K er et ideal i 2 ® K.

Vi kan konkret betragte K som veerende de kompakte operatorer pa ¢, K(¢5). Lad saledes — som ssedvan-
ligt — e;; betegne den partielle isometri, givet ved, at e;;((hi)ien) = (dithj)ien — mao. ,flytter e;; koordinat
j over i koordinat ¢“. Saledes er (e;;)i jen et system af matrix enheder i K. For hvert j € N saetter vi

p; = >.1_, €ii. Daer (p;)ien en approksimerende enhed for K (jf. [Mur90, example 3.1.1]).

Lad Z vare et lukket ideal i 2. Vi gnsker at vise, at
I@K=span{(l®@k)(z®e11) (LK )|z €L Nk Kk €K}, (2.4)

Set J =spai{(l @ k)(x ®e11)(L® Kk ) |z € TNk, kK € K}. DaZ ®K er et lukket ideal, er det klart, at
J CZ®K. Pa den enden side er x ® k € J for alle x € 7 og k € K, thi J er afsluttet og

J J
Z(]l ®ei1)(r®err)(l ®eyk) = Z(x ®eiik) =rx@pjk—2x®k for j — oo.
=1 1=1

Folgelig er ZT©O K C 7, og dermed er Z ® K C 7, da J er afsluttet. Saledes har vi vist, at ligning (2.4)
geelder og at dette er det lukkede ideal frembragt af Z ® Ce.

Surjektivitet af T — 7 ® K: Bemeerk, at a — a ® eq1 er en *-isomorfi af %A pa A ® Ceqq. Sa de lukkede
idealer 1 2 og i A ® Ceyq star i en-en korrespondance. Lad der vare givet et lukket ideal J i A ® K. Saet
To=(1®e11)J(L®eqp). Det er klart, at Zy er et to-sidet ideal i A ® Ceq;. Lad z; € J, i € N og antag, at
(I ®eq1)xi(l ®eq1))ien er konvergent i A ® Ceq; med graense y. Da A ® Cey; = A © Ceqy er et underrum
af A ® K, ligger graenseveerdien i det afsluttede ideal J. Saledes er

Yy = lim (]]. ® ell)xi(ﬂ ® 611) = hm (]1. X 611)(1 X 611)371'(1 & 611)(]1. X 611) = (]l X ell)y(IL X 611) - I().

71— 00 12— 00
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Folgelig er Z afsluttet. Lad Jy veere det afsluttede ideal frembragt af 7 i % ® K. Klart er Jy C J. For alle
reJer 22:1 Zgzl(]l ®ei)r(l®ej;) = (1®@p)x(l®p) — x for | — oo. For at vise inklusionen J C Jy
er det saledes nok at vise, at (1 ®e;;)z(1l®e; ;) € Jo for allei,j € Nog z € J, da Jy er afsluttet underrum.
Lad der saledes veere givet i, 5 € N og x € J. Da er

(]1 ® e“)x(]l ® ij) = (]1 X €i161161i)x(1 ® 6j161161j) = (]]. X 61'1)(]]. ® 611)(]]. ® eli)x(]l ® ejl)(]l ® 611)(]. 03y Glj).

Og da (]]. @ 611’)33(]]. (029 €j1) e J,er (]]. & 611)(1 & eli)x(]l & €j1)(]]. & 611) € Zp — sa (]]. & e”)x(]l & €jj) € Jo.
Vi har saledes vist, at Jy = J. Hermed er surjektiviteten vist, og vi har et bud pa en invers afbildning.
Injektivitet af 7 — 7 @ K: Givet et lukket ideal Z i (. Vi gnsker at vise, at

(]]- ® 611)(I® K)(]- @ 611) =1I® (Cell.

Thi af denne ligning fglger injektiviteten (da vi har en (venstre)-invers afbildning). Inklusionen ,,2* er klar!
For allex € 7 og k € K er ej1key; = Aeqp for et passende A € C, og dermed er

(1 X 611)(I %9 k)(:ﬂ. X 611) =rx®epke;1 €EI® (C€11.

Ved linearitet ses, at (L®e11)(ZOK)(1®eyj;) CZ®Cerr. DaZ®Cey; =7 © Ceqy er afsluttet i AR K, ses
ved et teethedsargument, at ogsa (L1 ®e11)(Z @ K)(1®ej;) CZ ® Ceyy.
Da 7 — 7 ® K klart er inklusionsbevarende, faglger nu, at denne er en gitter isomorfi. |

Satning 2.9.2 Lad A og A’ vere {0, 1}-matricer, som opfylder betingelse (II). Da gelder, at
OAK=Z04 K = (FA, >_') = (FA/, t)

Den ordnede mengde af komponenter er altsa en invariant af Cuntz-Krieger algebraer op til stabil isomorfi.
Mere specifikt gelder der, at hvis p: O4 @ K — Oa @ K er en isomorfi, sa findes der en ordensisomorfi
0: (Fa, =) — (Tar, =), som opfylder, at o(Tuy) @ K) = Tuis(v)) @K for alle v € T' 4.

Bevis: Antag, at der er givet en isomorfi ¢: O4 ® K — Oy ® K. Lad Her(I'4) og Her(I'4/) betegne
gitteret af arvelige delmaengder af hhv. I' 4 og I'4/. Da fglger af teorem 2.8.12 og saetning 2.9.1, at der findes
en gitter isomorfi n: Her(I'4) — Her(I'4/), som opfylder, at o(Jy ® K) = J,, gy ® K for alle H € Her(I'4).

Givet vg € T'4. Vi gnsker at vise, at card(n(H (v0)) \n(H_(70))) = 1. Klart er n(H (v0)) \n(H_(v0)) # 0.
Givet 71,7, € n(H (7)) \ n(H-(70)). Da

H(vy), H(vg) S n(H(v)), H(v), H(vy) € n(H- (7)),

n HO)) s (H(y) S H(v), 7 (HO1)),n '(H(vs) € H-(70).

Bemerk, at H_ (7o) er den stgrste segte delmsengde af H(vg), som er arvelig. Saledes er n~1(H(v])) =
H(yo) =n~"(H(3)), dvs. H(v1) = n(H (7)) = H(73). Sa 71 = 75 08 75 = 71, 0g saledes er 7] = 3.

Saledes veldefineres en afbildning §: 'y — I'4/, ved at §(7p) er lig elementet i n(H (vo)) \ n(H-(70))
for hvert 79 € I'4. Og analogt veldefineres en aftbildning 6": I'ys — I'4, ved at §'(7() er lig elementet i
n HH (V) \ n Y (H_(~})) for hvert v}, € T a+. Fra ovenstaende har vi endda ligningerne

H(6(v0)) = n(H(y0)), H-(d(70)) =n(H_(7)) fory €14,

H(5'(v0)) =0~ (H(v0)), H-(8"(v)) =0~ (H-(70)) for v € Tar.

Saledes er §’(d(70)) lig elementet i

n (H(5(70)) \ 0™ (H-(5())) = H(v0) \ H- () = {70}

og d(8' (7)) er lig elementet i

n(H (" () \ n(H-("(75))) = H (7o) \ H-(7) = {70}

Ergo er § bijektiv (med ¢’ som invers afbildning). For alle 71,72 € I'4 er

Y1 =72 H(n) 2 H(v2) & H(6(71)) =n(H(71)) 2 n(H(v2)) = H(6(72)) & d(71) = d(72)-

Og saledes er § en ordensisomorfi. |
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2.10 Cuntz-Krieger algebraer som invarianter

Teorem 2.10.1 Lad A € Mat,,({0,1}) og A" € Mat,,/ ({0, 1}) veere to givne matricer. Da gelder folgende:
(a) Hvis A og A" opfylder betingelse (1) og (X a,04) 09 (Xar,04/) er topologisk konjugerede, sa er O 4 = Oy,

(b) Hvis A, AT, A" og A'T opfylder betingelse (I) og (X 4,54) 0g (X 41,5 ar) er topologisk konjugerede, sd er
OA 0% K= OA’ & K;

(c) Hvis A, AT, A’ og A’V opfylder betingelse (I) og (X 4,54) o9 (X a/,54:) er FE (hvilket jo ogsd betegnes
A~pp A'), sa er Oy @ K= 0y @ K.

Bevis:  (a): Dette er bevist i [CK80, prop.2.17]. Selv om det ikke er szerlig sveert at vise (da vi allerede har
vist, at P4 = C(X4), seetning 2.3.10), udelades beviset. Omend dette er et vigtigt og interessant resultat,
sa har det ikke sa stor betydning her i specialet, da hovedfokuset ligger pa stabil isomorfi.

(b): Dette er bevist i [Cun81, thm.2.3] — beviset udelades. Dette er af flere arsager. Alt kan ikke komme
med i specialet, men grunden, til at jeg har valgt at lade preecis dette udga, er, at beviset ikke er seerlig
interessant ud fra, hvad malssetningen med specialet er. Hvis jeg havde vist dette, sa ville jeg dog nemmere
kunne udregne K-teorien for Cuntz-Krieger algebraerne (undervejs laves mange krydsprodukter).

(c): Lad A € Mat,,({0,1}) veere givet. Definér en ny matrix PS(A) € Mat,,+1({0,1}) ved

0 apx -+ ap

1 0 --- 0
pPS(A)= |0 an - am

0 ap1 -+ Qnn

Bemzerk, at A og AT opfylder betingelse (I), netop hvis PS(A) og PS(A)T opfylder betingelse (I). Det er
saledes ifglge del (b) og Parry og Sullivans resultat (teorem 1.5.5) nok at vise, at O4 ® K = Opg(a) @ K.
Lad sg,s1...,5, veere de kanoniske partielle isometrier, som frembringer C*-algebraen Opg4). Seet s =
$180,85 = S2,...,8 = sp. Daer ;50 20 < i =1 o0g s18; #0 < i = 0. Saledes er

n
s187 = g S18;5; 8] = 81805457 = 8187 og s"s| = s§s7s150 = s5S0-
i=0
Det er saledes klart, at (s;)I"_; opfylder (A). Seet

n n
* AN S
1=1 =1
/

Hvis s, # 0 for et p € Mpga), sa findes et o € My, sa s, er lig sos,,, s, 5,50 eller sgs,sf (thi
51 = 515084 = s185). Hvis ps,syp # 0 for p,v € Mpg(a), findes siledes «, 3 € My, sa ps,s;p = sﬁls/’g*.
Da elementerne i Opg(a) kan approksimeres vilkarlig godt med elementer fra {s,s} |u,v € Mpgea)}, er
pOpg(a)p frembragt af elementerne s1, ..., s;, (det er klart, at s1,...,s] € pOpga)p). Folgelig er pOpgayp
(kanonisk) isomorf med Oy4.

Antag, at 7 er et lukket ideal i Opg(4) indeholdende pOpg(a)p. Saledes er p € T, og dermed s; = ps; € T

for i = 1,...,n. Endvidere er so = sos{so = so(s3s15150) € Z, sa alle frembringerne for Opg(a) tilhgrer 7.
Vi har saledes vist, at pOpg(a)p er et fuldt hjgrne i Opga). Da Oa = pOpga)p, folger af Browns resultat
(teorem 2.6.5), at O4 @ K= Opga) @ K. H

2.11 Bemarkninger

Afsnit 2.1: Lemma 2.1.3 er et lemma, jeg har bevist. Beviset for ssetning 2.1.4 er inspireret af beviset for
[Lor97, thm.3.1.1].

Afsnit 2.2 er som helhed inspireret af [CK80]. Der er dog fyldt en del detaljer pa i forhold til denne
artikel. Lemma 2.2.5 og 2.2.7 svarer til [CK80, lem.2.1 hhv. 2.2].

Afsnit 2.3 svarer i det store hele til teksten i [CK80] fra prop. 2.3 til og med prop. 2.5, hvor jeg har bevist
de mange pastande, som fremsaettes i teksten. Seetning 2.3.3 og 2.3.10 svarer ca. til [CK80, prop. 2.3 hhv.
2.5], mens lemma 2.3.11 svarer til [CK80, lem.2.4] samt [Car01, lem.3.3.9].

Afsnit 2.4 er ogsa baseret pa [CK80]. Resultaterne fra ssetning 2.4.9 er nsevnt rundt omkring ([CK80,
nederst s.254 til gverst 255] samt [Cun81, s.29]), jeg har tilfgjet bevis for pastandene. Lemma 2.4.10 indgar
i beviset for lemma 2.4.11, som svarer til [CK80, lem.2.6]. Lemma 2.4.12 svarer til [CK80, lem.2.7].
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Afsnit 2.5 er en blanding af [Car01] og [CK80]. Lemma 2.5.3 svarer til [CK80, prop.2.10(a)], seetning 2.5.6
svarer til [CK80, prop.2.8 og 2.11] mens teorem 2.5.8 svarer til [CK80, thm.2.13].

Afsnit 2.6: Seetning 2.6.1 er fra [Ros79, cor.] og ssetning 2.6.6 er en dual ssetning til [Bro77, cor.2.7]. Ud
over de referencer, der er anfort i teksten, er resten af afsnittet fra [Mat97], [Mat98] samt [Cun81, prop.3.1].

Afsnittene 2.7-2.9 om idealer: Beviset for ssetning 2.8.11 (og saledes ogsa for teorem 2.8.12) bygger pa
beviserne for [Cun81, thm.2.5] og [aHR97, lem.3.4 og thm.3.5]. Resultatet fra ssetning 2.9.1 bruges overalt,
men jeg har intet sted fundet antydning af et bevis. Jeg gik selv i gang med at bevise det, men fik problemer
med at vise surjektiviteten. Det her anfgrte bevis bygger pa en skitse til bevis, som Ryzsard Nest gav mig
i Vandrehallen pa HCQ. Det gvrige af afsnit 2.7-2.9 er detaljer, definitioner og resultater, som jeg selv har
fyldt ud med.

Afsnit 2.10: Teorem 2.10.1(a), (b) og (c) svarer til hhv. [CK80, prop.2.17], [Cun81, thm.2.3] og [Cun8l1,
thm.2.4] (se dog ogsa [CK80, thm.4.1]).






Kapitel 3

Eksisterende klassifikationsresultater

Der findes flere klassifikationsresultater for Cuntz-Krieger algebraer. Jeg vil her i kapitlet formulere nogle
af disse resultater og skitsere beviser for nogle blandt disse. Jeg har valgt at leegge hovedvaegten pa de
klassifikationsresultater, som har mere eller mindre direkte forbindelse til SFT (og FE). Jeg har skitseret
en del af beviset for Mikael Rgrdams klassifikationssaetning for simple Cuntz-Krieger algebraer. I denne
sammenhaeng har det veeret naturligt at naevne Kirchberg og Phillips resultat for rent uendelige, simple,
nuklezre, separable C*-algebraer tilhgrende UCT-klassen .#". Danrun Huang har klassificeret Cuntz-Krieger
algebraer med praecis et ikke-trivielt lukket ideal og Cuntz-Krieger algebraer med triviel K;-gruppe. Beviserne
er delvist skitseret, og de udnytter pa afggrende vis resultater omkring FE af SFT. Jeg har endvidere
medtaget et resultat af M. Rgrdam, hvori Cuntz-Krieger algebraerne med preecis et ikke-trivielt lukket ideal er
klassificeret (szetningen er lidt mere generel end dette). Dette resultat viser sig nemlig at veere ret interessant
ifm. klassifikation af en stgrre skare af Cuntz-Krieger algebraer. Invarianten har en vis sammenhaeng med D.
Huangs invarianter, og ogsa med nye artikler om FE af SFT af Mike Boyle og D. Huang. Beviset udnytter
K K-teori og skitseres ikke.

Da alle henvisningerne er anfgrt i teksten, er der ikke sa mange kommentarer at fgje til dette afsnit —
derfor afsluttes dette kapitel ikke med bemaerkninger. Det skal bemaerkes, at denne gennemgang hverken er
fuldsteendig eller grundig og til tider maske heller ikke strengt korrekt. Det har ene og alene veeret min hensigt
med dette kapitel, at undersgge og beskrive hovedtraekkene i bevis-idéerne. Dette kapitel er ikke en direkte
forudsaetning for at laese resten af specialet, men det kan virke motiverende for nogle af de undersggelser, der
foretages senere. Dog vil jeg komme til at bruge: definition 3.1.1, bemeaerkning 3.1.2, teorem 3.1.3, definition
3.3.1 og 3.3.2, hvilke man jo kan vende tilbage til efterhanden, som disse bruges.

3.1 Rgrdams klassifikation af simple Cuntz-Krieger algebraer

Efter at J. Franks forst i firserne klassificerede de irreducible SFT (hvis nabomatricer ikke er permuta-
tionsmatricer) op til FE, blev der naturligvis tenkt over, hvorvidt det(I — A) er en invariant af simple
Cuntz-Krieger algebraer (op til stabil isomorfi). Thi i givet fald ville man sa have en fuldstendig invariant
af de simple Cuntz-Krieger algebraer op til stabil isomorfi (da Cuntz-Krieger algebraer er FE-invarianter og
Ko(Oy4) = cok(I — AT) =2 cok(I — A)). Denne problematik blev taget op af J. Cuntz. I [Cun86] skitserede han
et bevis, for at de simple Cuntz-Krieger algebraer er klassificeret op til stabil isomorfi ved deres K-grupper,
forudsat at Cuntz-Krieger algebraerne hgrende til matricerne

(3.1)

e R e RS
O =
—_ == O
==

er isomorfe — men han tilfgjer, at man trods alt ma forvente, at disse Cuntz-Krieger algebraer ikke en
gang er stabilt isomorfe. Disse spgrgsmal forblev dog abne indtil M. Rgrdam midt i halvfemserne viste, at
Cuntz-Krieger algebraerne hgrende til matricerne i ligning (3.1) er isomorfe (jf. [Rgr95]).

Vi vil her formulere (nogle af) hovedresultaterne fra [Rgr95] og skitsere en del af beviserne.

Definition 3.1.1 For hver matrix A € Mat,, ({0, 1}) definerer vi to matricer A_ € Mat,,;2({0,1}) og A~ €
Mat,,4+3({0,1}) ved

e}
e}
=

(OO) A
[ a4 ¥ _

(6:280) (11) !

0 ... 0
Bemaerk, at det(I — A) = —det(I — A_) = —det(I — A.), at A altid er irreducibel og at A_ er irreducibel,
hvis A er irreducibel.

el elen]
oo
=
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Bemaerkning 3.1.2 Det er veerd at bemeerke, at for n > 2 er Cuntz algebraen O,, preecis Cuntz-Krieger
algebraen O 4 hgrende til n x n matricen

1 1 1

1 1 1
A=

1 1 --- 1

Med lidt misbrug af notation betegnes denne matrix n. Arsagen er, at skiftrummet hgrende til denne matrix
oplagt er topologisk konjugeret til skiftrummet hgrende til 1 x 1 matricen (n). Og desuden passer notationen
for Cuntz algebraer hermed sammen med den for Cuntz-Krieger algebraer.

Teorem 3.1.3 (Rgrdam, Lemma 6.4 i [Rgr95]) Der gelder, at O3 = O4_.

Teorem 3.1.4 (Theorem 6.5 i [R@r95]) Lad A og A’ vere irreducible ikke-permutationsmatricer med ind-
gange fra {0,1}. Da er
OAK=204 K < KO(OA) = KO(OA/),

Oa =2 0a & (Ko(Oa), [Lo,lo) = (Ko(Oar), [Lo,,]o)

(at (Ko(Oa),[1o,]o) = (Ko(Oar), 1o, ]o) betyder, at der findes en gruppeisomorfia: Ko(Oa) — Ko(Oar),
sdaledes at a([1o,]o) = [1o,,]o0)-

Bevisskitse:  Beviset for teorem 3.1.3 vil jeg ikke bergre, da dette falder helt uden for rammen for dette
speciale. Beviset udnytter K K-teori (hvilket jeg igvrigt heller ikke kender seerlig meget til). En af hovedind-
gredienserne i beviset for teorem 3.1.4 — ud over teorem 3.1.3 — er thm. 7.2 fra appendixet i [Rgr95], som
udsiger, at

D20 =040K=204 ®K (32)

for alle irreducible ikke-permutationer A € Mat,,({0,1}) (en generalisering af dette er bevist i lemma 5.2.2).
Lad nu A og A’ vaere som i teoremet og antag, at Ko(Oa) = Ko(Oa/). Hvis det(I — A) = det(I — A’),
sa giver Franks klassifikationsseetning, teorem 1.5.6, at A ~pp A’ — og dermed er 04 @ K =2 04 @ K.
Antag derfor, at det(I — A) = —det(I — A’) #0. Daer det(I — A_) = —det(I — A) = det({ — A’), sa
A_ ~pp A" og dermed er 04 @ K= 04 ®@ K. Det gnskede folger nu af (3.2) samt teorem 3.1.3.
Dette resultat bruges sammen med [Hua94, thm.2.15] af D. Huang, som udsiger, at enhver automorfi af
Ky-gruppen for en simpel Cuntz-Krieger algebra er induceret af en FE, til at vise den sidste del. |

3.2 Kirchberg-Phillips’ klassifikationssaetning

Definition 3.2.1 En simpel C'*-algebra 2 kaldes rent uendelig, netop hvis den ikke er isomorf med C og
der for alle positive elementer a,b € 2 forskellige fra 0 findes z,y € 2, saledes at b = xay (se ogsa [Rer02,
prop.4.1.1 og def.4.1.2]).

Definition 3.2.2 En Kirchberg algebra er en rent uendelig, simpel, nukleser, separabel C'*-algebra.

Definition 3.2.3 En (C*-algebra kaldes K-abelsk, netop hvis den er K K-skvivalent med en abelsk C*-
algebra. UCT klassen ./ er klassen af alle separable K-abelske C'*-algebraer.

E. Kirchberg og N.C. Phillips ([Kir, Thm.C] og [Phi00]) har vist et vigtigt klassifikationsresultat. Fglgende
er taget fra [Rgr02, thm.8.4.1(ii) og (iv)]

Teorem 3.2.4 (Kirchberg-Phillips) Lad 2l og B vere Kirchberg algebraer tilhgrende UCT klassen A . Da
geelder der

(a)

(b) Hwvis A og B har enheder hhv. 1o og 1, sa er

A=DB < (Ko(), [Lao, Ki(A)) = (Ko(B), [Lsso, K1(B)).
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Seetning 3.2.5 Lad A € Mat,,({0,1}) vere en irreducibel ikke-permutationsmatriz. Da er O 4 en Kirchberg
algebra tilhgrende UCT klassen N .

Bevisskitse: At O 4 er simpel og separabel, fglger af hhv. teorem 2.8.12 og lemma B.3. Af Browns resultat
(teorem 2.6.5), lemma 2.6.8, seetning 2.6.7 og ssetning 2.6.1 folger, at

9Agp0(oA xaT)pO 0g pO(OA xaT)pO@)Kg(OA XaT)®K'
Fra Takai’s dualitetsseetning (se teorem 2.6.13) haves, at
(04 xaT) x6Z) @ K= 0y @ K.

I [Lan82, s. 389, 1.5-6 f.0.] star, at A ® K er nukleser, netop hvis 2 er nukleser. Saledes folger af [Bla98,
thm.15.8.2], at O4 er nukleeer.

Bemaerk, at Maty(C) ® K = Mat,(K) = K = C ® K (dette kan f.eks. vises, ved at vise, at Maty (K) kan
opfattes som de kompakte operatorer pa B(¢%)). Da C tilhgrer UCT klassen .4/, ses af [Ror02, prop.2.4.7(iii)],
at Maty (C) tilhgrer UCT klassen .4 for alle k € N. Af [Rgr02, prop.2.4.7(i)] ses, at den direkte sum af to
nukleaere C*-algebraer fra UCT klassen .4 selv tilhgrer UCT klassen 4. Folgelig giver [Mur90, thm.6.3.8]
nu, at alle endeligdimensionale C*-algebra tilhgrer UCT klassen .#". Af [Rgr02, prop.2.4.7] ses nu, at alle
AF-algebraer tilhgrer UCT klassen A4". Da %4 @ K =2 (04 x, T) ® K, folger af [Rgr02, prop.2.4.7(iii)],
at O4 X T tilhgrer UCT klassen .4 og er nukleser — se ovenstaende. Af [Rgr02, prop.2.4.7(iv)| folger, at
(04 Xo T) x4 Z tilhgrer UCT klassen A". Da ((O4 X0 T) x4 Z) @ K =2 04 @ K, folger saledes af [Rgr02,
prop.2.4.7(iii)], at O4 tilhgrer UCT klassen 4.

Jeg har udeladt beviset for, at O 4 er rent uendelig, da dette ikke er en vaesentlig del af specialet — se dog
f.eks. [Mat97, prop.7.3 og 6.2]. H

Saledes er teorem 3.1.4 et direkte korollar til teorem 3.2.4 og seetning 3.2.5, da isomorfi af Ky-grupperne

for Cuntz-Krieger algebraer medfgrer isomorfi af K;-grupperne (se teorem 1.2.5, bemaerkning 1.2.7 og teorem
2.6.15).

3.3 Huangs klassifikation af to-komponent Cuntz-Krieger algebraer

J. Cuntz indledte i [Cun81] studiet af ikke-simple Cuntz-Krieger algebraer og FE af reducible SF'T. Han har
iseer betragtet tilfaeldet, hvor O4 har praecis et ikke-trivielt lukket ideal (og A opfylder (II)). I dette tilfeelde
kan den tilhgrende nabomatrix A € Mat,,({0,1}) (modulo konjugering med en permutationsmatrix) skrives
som en blok gvre trekantsmatrix

o All X

hvor matricerne A;; og Ao er essentielt irreducible, de maksimale irreducible principale undermatricer af
Aq1 og Agy er ikke permutationer og X # 0.

Definition 3.3.1 Givet en ikke-degenereret matrix

M X
=0 )
hvor M € Mat,,(Ny), N € Mat,,(Ng) og X € Mat,,«xn»(Np). Da kan X identificeres med et element i Z™ @ Z"
via

X =), > X(i.j)(e:® f),
i=1 j=1
hvor ey, ..., e, 0g f1,..., fn betegner standardbaserne for hhv. Z™ og Z™. Lad ¢, : Z™ — Z™ /(I — M)Z™ og
qa2: Z™ — Z"/(I — NT)Z" veere kvotientafbildningerne. Da definerer X pa naturlig vis en sekvivalensklasse

[X]:= (g1 ® ¢2)(X) € cok(I — M) @ cok(I — NT) =: €(M, N),

hvor € (M, N) kaldes for Cuntz gruppen. Bemerk igvrigt at dette ikke er helt konsistent med artiklen
[Hua95] idet D. Huang medtager X'’s klasse, [X], i definitionen af Cuntz gruppen. Jeg synes mit valg ggr
notationen lidt lettere (idet man f.eks. kan sige [X] = [Y] 1 € (M, N) o.l.).
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Definition 3.3.2 Lad der veere givet ikke-degenererede matricer A og A’ med indgange fra Ny og antag, at

disse kan skrives pa formen
M X M X'
=0 N 2=V V). (33)

hvor M, N, M’ og N’ er essentielt irreducible matricer. Da defineres Cuntz invarianten, C(A), af A, som
seettet ([X],cok(I — M),cok(I — NT)); hvor vi siger, at C(A) = C(A’), netop hvis der findes isomorfier
§: cok(I — M) — cok(I — M') og n: cok(I — NT) — cok(I — N'T), saledes at (6§ ® n)([X]) = [X'] (i
C(M',N")).

Bemarkning 3.3.3 Lad A € Mat,,+,({0,1}) og A" € Mat,, 4 ({0,1}) veere ikke-degenererede matricer
pa formen (3.3), hvor diagonalblokkene M, N, M’ og N’ er essentielt irreducible, de maksimale principale
undermatricer af disse er ikke permutationer og X, X’ # 0. Da er C(A) = C(4’), hvis O4 ® K = 04 ® K.
Invarianten C(A) blev fundet i [Cun81] via C*-algebra udvidelser (K K-teori). Antag, for nemheds skyld, at
diagonalblokkene er irreducible (og ikke-permutationsmatricer). Da er en udvidelse af Oj); med On ® K og
en udvidelse af Oy med On: ® K

p: 0> O RK —- 0Oy — Oy — 0,

p/:0—>ON/®K—>OA/—>OM/—>O.

Cuntz viste, at hvis O4 ® K =2 Oy ® K, sa findes en isomorfi §: Ext(Oys, On) — Ext(Opr, Onr), saledes
at B([p]) = [p']. Sa seettet ([p], Ext(Opr, On)) er en stabil isomorfi invariant. Cuntz viste ogsa, at [p] €
Ext(Oxr) ® Ko(On) C Ext(Oxr, On) og at szttet ([X], cok(I — M), cok(I — NT)) er isomorft med szettet
([], Ext(Opr), Ko(On)).

[ [Hua94, thm.1.10] har D. Huang vha. matrix teknikker bevist, at Cuntz invarianten er en invariant af
SFT (med I'g = {v1,72},71 = 72) op til FE og endvidere viste han fslgende resultat

Teorem 3.3.4 (Thm. 0.2 i [Hua94]) Lad A € Mat,,+,({0,1}) og A" € Mat,, 1,/ ({0,1}) vere pa formen
(3.3), hvor diagonalblokkene M, N, M' og N’ er essentielt irreducible og X, X' # 0. Da er A ~pg A’, hvis

og kun huvis
(1) M ~pg M' og N ~rpgp N’ og
(2) C(A) =2 C(A").

Huis de maksimale irreducible principale undermatricer af M, N, M’ og N' er ikke-permutationer, sa kan (1)
erstattes af (1°): sgndet(l — M) = sgndet(I — M’) og sgndet(I — N) = sgndet(I — N').

I artiklen [Hua96] har D. Huang vist folgende teorem

Teorem 3.3.5 (Thm. 2.6 i [Hua96]) Lad A € Mat,,+,({0,1}) og A" € Mat,, 4,/ ({0,1}) veere ikke-degene-
rerede matricer pa formen (3.3), hvor diagonalblokkene M, N, M’ og N’ er essentielt irreducible, de maksi-
male irreducible principale undermatricer af disse er ikke-permutationsmatricer og X, X' # 0. Da er

O0A0K204 K& C(A) 2C(A).

Bevisskitse: Vi skitserer beviset for “<=”. Antag, at C(A) = C(A’). Hvis sgndet(I — M) = sgndet(I — M)
ogsgndet(I—N) = sgndet(I—N'), sa folger af teorem 3.3.4, at A ~pp A’ —ogsaledes ogsa O 4K = O 4 QK.
Antag nu, at sgndet(l — M) = —sgndet(I — M’) # 0. Lad

A*‘(o N> OgA**‘( 0 N>’
b's X,
hvor M, = M., M., = (M,)_, X, = (8 - 8) og Xuw = (8 8). Man kan forholdsvis nemt vise, at
00
C(A) 2 C(A,) =2 C(A.x). Bemerk, at sgndet(I—M) = sgndet(I —M.,,) og sgndet(I—M") = sgndet(I —M,).
Af teorem 3.3.4 haves saledes, at A ~pp A,. — 0og dermed er O4 ® K =2 04, ® K. Mikael Rgrdam har
vist, at Oy = Oy_ (se teorem 3.1.3), og inspireret af J. Cuntz har M. Rgrdam skrevet et bevis for, at
02 = Oz = O, = O(r)_ for enhver irreducibel, ikke-permutationsmatrix 7' (se thm. 7.2 i appendixet for
[Rer95]). Dette bevis kan modificeres til at vise, at O4, = O4,, (se beviset for [Hua96, thm.2.6] eller lemma
5.2.2). Fglgelig har vi, at

O40K20,4, QKAC(A) 2 C(A,) 2C(A") Asgndet(I — M,) = sgndet(l — M’)

mens den anden diagonalblok i A, er identisk med den i A (nemlig N). For at bevise satningen kan vi
saledes w.l.o.g. antage, at sgndet(l — M) = sgndet(l — M’). Hvis sgndet(/ — N) = sgndet(I — N’), har vi
som for det gnskede; hvis derimod sgndet(I — N) = —sgndet(I — N') # 0, kan vi lave det analoge argument
anvendt pa diagonalblokken V. |
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3.4 Huangs klassifikation af Cuntz-Krieger algebraer med triviel K -gruppe

D. Huang har klassificeret alle Cuntz-Krieger algebraer med triviel K;-gruppe i [Hua95|. Lige som de gvrige
klassifikationsresultater, sa bygger beviset pa afggrende vis pa resultater omkring FE af SFT. Bemeerk, at
K1(Oy4) er triviel (altsa lig {0}), hvis og kun hvis det(I — A) # 0, hvis og kun hvis 1 ikke er en egenveerdi
for A, hvis og kun hvis K¢(O4) er en endelig gruppe.

Fra [Hua95, lem.2.5] haves (se dog ogsa lemma 4.1.2)

Lemma 3.4.1 Lad A = (¥ X) vere en matriz med indgange fra No og hvor 1 ikke er en egenveerdi for N.
Da defineres en kort-exakt folge

2] [51—1y]
O—>COk(I—M)[i)>] cok(l — A) —gcok(I—N) — 0.

Definition 3.4.2 Antag, at 1 ikke er en egenveerdi for {0, 1}-matricen A, og at A opfylder betingelse (II).
Da kan ifglge lemma 3.4.1 Ko(Oay, . ))) pa naturlig vis opfattes som en undergruppe af KO(OAE(H(W )
for v1 = 2, og KO(OAE(H - ))) kan ogsa pa naturlig vis opfattes som en undergruppe af KO(OAE(H( ))) for

v € T'4. Den I'-filtrerede Ky(O,), betegnet KL (O4), er Ko(O4) sammen med familien af undergrupper
KO(OAE(H(W))% v E FA-

Lad A og A’ veere to {0, 1}-matricer, som opfylder betingelse (II) og ikke har 1 som egenveerdi. At
K5 (O4) er isomorf med K (O4/) (via parret (o, p)) betyder, at der er isomorfier a: Ko(O4) — Ko(Oar)

og p: 'a — Tas, siledes at a(Ko(Oagy(.y,)) = KO(OA/E(H(p(fy)))> for alle v € T4. At (K} (04),[1o,]0) =

(K§(Oar),[10,,]o) betyder, at der findes isomorfier a: Ko(O4) — Ko(Oas) og p: T'a — Ta, siledes at
K{§ (04) er isomorf med K§ (Oar) via parret (o, p) og a([Lo,]o) = [Lo,,]o-

(Dette er ikke fuldsteendig identisk med D. Huangs definition, i tilfeeldet hvor der findes ,,overgangstil-
stande® mellem irreducibilitetskomponenterne. Idéen er dog klart den samme, og man kan vise, at definitio-
nerne stemmer overens.)

I [Hua95, thm.3.13, thm.4.7 og 4.9] har D. Huang vist folgende teoremer

Teorem 3.4.3 Lad A og A" veere {0, 1}-matricer, som opfylder betingelse (II) og ikke har 1 som egenverdi. Da
er A~pg A, hvis og kun hvis der findes en isomorfi (a, p) fra K§(O4) til K5 (Oar), sdledes at A, ~pp A’
for alle vy € T' 4.

p(77)

Teorem 3.4.4 Lad A og A’ vere {0, 1}-matricer, som opfylder betingelse (II) og ikke har 1 som egenverdi.
Da er

O040K204 0K Kj(0a) 2 K (Oar),
Oa = 0a & (Ky(0a),[Lo,]0) = (K (Oar), [Lo,,]o)-

Bevisskitse:  Det er kun beviset for ,<* i fgrste del af teoremet, som skitseres. Antag derfor, at KL (O4) =
K{ (Oa/) via parret (v, p). Skriv Ta = {71,...,n}. Hvis A, ~pg A;(%) for alle i =1,..., N, sa folger af
teorem 3.4.3, at A ~pg A’ — og saledes ogsa O4 ® K =2 O 4 ® K.

Lad Gy, G, G, G, G, og G’ veere grupper. Hvis vi har fglgende heloptrukne kommutative diagram med
kort-exakte reekker

0 G € G G 0
w|G1lg wlg 3 =]
Y
0 G € G’ G} 0,

sa eftervises umiddelbart ved diagramjagt, at der findes en isomorfi fra G2 pa G%, indikeret med den stiplede
pil, sa hele diagrammet kommuterer. Vha. dette kan vises, at KO(OA%) o KO(OAp(w) forallei=1,...,N.
Antag, at der findes ig € {1,..., N}, sa Ay, Arp A} - Folgelig ma det(I—A%OB = —det(I—A)¢,,)) #

MXY
0. Modulo konjugering med en permutation, kan A skrives pa formen A = < 8 662 ff ), hvor Q = A, . Lad
M X. Y M X.. Y
0 0 N 0 0 N

hvor Q. = Qe Qus = (Qx)—, Xi = (X 0), X = (X* 0) = (X 0), 7, = (%), Do = (ZO*) = (%) (der
tilfgjes et passende antal nuller) og M eller N kan veere tom.
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Man kan forholdsvis nemt vise, at K} (O4) =2 K} (O4,) =2 KLY (O4,,). Bemaerk, at sgndet(I — Ay =
sgndet(l — (A, )«x) og sgndet(l — A/P(%‘o)> = sgndet(] — (A, )«). Af teorem 3.4.3 haves saledes, at A ~pp
Asx — og dermed er O4 @ K =2 04, ® K. Mikael Rgrdam har vist, at Oy = O5_ (se teorem 3.1.3), og
inspireret af J. Cuntz har M. Rgrdam skrevet et bevis for, at Oz = Oz = Or_ = Or)_ for enhver
irreducibel ikke-permutationsmatrix 7' (se thm. 7.2 i appendixet for [Rgr95]). Dette bevis kan modificeres

til at vise, at O, =2 O4,, (se beviset for [Hua9h, lem.4.3] eller lemma 5.2.2). Fglgelig har vi, at
O040K=0,, @ KAK(04) =2 Kj(0a,) = Kj(Oa) Asgndet(I — (A, ).) =sgndet(I — Al y)

mens alle de andre diagonalblokke i A, er identiske med dem i A. For at bevise sa@tningen kan vi saledes

w.l.o.g. antage, at sgndet(I — A, ) = sgndet(I — A/p(v )). Denne proces gentager vi for alle diagonalblokke
0

med ,,forkert fortegn®. |

3.5 Rgrdams klassifikation af to-komponent Cuntz-Krieger algebraer

Mikael Rgrdam har i [Rgr97] vha. K K-teori og Kirchberg-Phillips’ klassifikationssaetning (se teorem 3.2.4)
klassificeret alle Cuntz-Krieger algebraer med preecis et ikke-trivielt lukket ideal. Mere praecis, sa har han
vist fglgende teorem:

Teorem 3.5.1 (Rgrdam, thm.5.3 i [R@r97]) Lad A, A" ,B og B’ vere stabile Kirchberg algebraer tilhorende
UCT klassen AN og antag, at

0 B ¢ A 0,

0 B e ¢ —Lar 0.
er essentielle udvidelser (dvs. at billedet af B og B’ er et essentielt lukket ideal i hhv. € og €'). Da gelder
der, at € = & hvis og kun hvis de tilhgrende cykliske seks-leddede exakte folger fra K-teori er isomorfe (som
exakte folger); dvs. at der findes isomorfier a;: K;(2A) — K;(A"), B;: K;(B) — K;(B'), n;: K;(€) — K;(&)

fori=0,1, saledes at folgende diagram kommuterer

Korollar 3.5.2 Lad A og A" vere {0,1}-matricer, som opfylder betingelse (II), og antag, at O og O a
har preecis et ikke-trivielt lukket ideal. Da er Op @ K =2 Oa ® K, hvis og kun hvis de tilhgrende cykliske
seks-leddede exakte folger fra K-teori er isomorfe (som exakte folger).

Bevisskitse: Da O og Oa har preecis et ikke-trivielt lukket ideal, kan vi uden indskraenkelse skrive
LCa={y1,72} og T'ar = {71,775}, hvor 1 = v2 og 1 = 4. Felgelig haves kort-exakte folger

0 Ty, Oa Oa/ Ty, —0,

0 VA Oa Oa ) Ty —0.

Ifglge [Mur90, thm.6.5.2] haves saledes kort-exakte fglger

0—>‘.77§ ®K—>OA/ ®K—>(OA// jwé)®K—>07
og ifglge seetning 2.8.11 saledes ogsa kort-exakte fglger
0 >04, 8K >0, 0K >0, @K >0,

0_>0A95®K—>OA,®K—>OA;1 ®K o,

Da OA’Yl’OA’Y2’OA// og O A, er Kirchberg algebraer tilhgrende UCT klassen .4, kan vha. [Rer02,
'Yl 72
prop.4.1.8(i) og prop.2.4.7(iii)] vises, at Oa, @ K,04,, ® K, 04, ® K og Oy, @ K er stabile Kirchberg
71 Y2

algebraer tilhgrende UCT klassen .4".
Da det er oplagt, at J,, og J,, er essentielle idealer i hhv. O4 og O, folger resultatet nu umiddelbart
af foregaende teorem. |



Kapitel 4

G Lp- og S Lp-aekvivalens samt K-vaevet

Jeg skal prgve at lokalisere og beskrive problemerne med at udvide de eksisterende klassifikationsresultater
og om muligt vise en ny klassifikationssaetning. Den fgrste mur man render panden imod, er helt klart, at
den sztning man skal forsgge at bevise, ikke pa forhand er givet. Sa fgrste skridt er at fa et godt bud pa
en fuldsteendig invariant. Andet skridt er sa at bevise, at dette er en fuldsteendig invariant. Men dette kan
vaere svaert, thi for det forste aner man ikke, om den saetning, man prgver at vise, er sand; og selv om den
er sand, sa kan det veere naermest umuligt at vise den.

Derfor har jeg i forste omgang arbejdet en del med de eksisterende invarianter. Jeg synes selv, at Cuntz
invarianten (for Cuntz-Krieger algebraer med preecis et ikke-trivielt lukket ideal) er ret unaturlig. Jeg synes
det er ret sveert at regne pa den, og jeg har ogsa lidt sveert ved at give gode bud pa, hvordan denne skulle
kunne udvides til det generelle tilfaelde.

Pa den anden side, sa er det klart, at der er en neer sammenhaeng mellem D. Huangs klassifikation af
Cuntz-Krieger algebraer med triviel Ki-gruppe og M. Rgrdams klassifikation af to-komponent tilfaeldet. 1
[Hua95| er der endvidere skitseret, at M. Rgrdams invariant, den cykliske seks-leddede exakte folge, og Cuntz
invarianten er ens for Cuntz-Krieger algebraer med praecis et ikke-trivielt lukket ideal og trivielle K-grupper.

Oprindelig havde jeg et bevis for, at dette gjaldt mere generelt (ogsa med ikke-trivielle Ki-grupper).
Men jeg har ladt dette udga igen af flere grunde. Tildels var beviset langt og besveerligt, tildels var der
brugt resultater fra en artikel, som er behaftet med nogle fejl og desuden sa falder det lidt pasenere ud af
det efterfolgende arbejde, jeg har lavet. Men det gav mig et indtryk af, at man skulle forsgge at lave en
udvidelse af M. Rgrdams invariant, den cykliske seks-leddede exakte fglge, saledes at man havde flere exakte
folger — og isomorfien skulle sa vaere passende kohaerent (som for D. Huangs klassifikation af Cuntz-Krieger
algebraer med triviel Ki-grupper). Men fgrst nogle nemme hjslpesatninger, som trods alt belyser naturen
af disse invarianter lidt bedre.

4.1 En cyklisk seks-leddet exakt fglge stammende fra matricer

Fra [Fox02, lem.3.12(1)] haves slangelemmaet (som er bevist i [Fox02, 4.7(1)]):

Lemma 4.1.1 (Slangelemmaet) Antag, at

0 K—"s1 2Ny 0
R R
o’ B’
0 K’ L M’ 0

er et kommutativt diagram med exakte raekker (hvor K,L,M,K' L', M’ er moduler over en kommutativ,
ikke-triviel ring med et-element og afbildningerne er homomorfier). Der induceres da en exakt folge

0—>kerni>ker)\i>keru—5>cokfiLCOkALCOkM—>O7

hvor a1, 31, o 0g B’ er induceret pa oplagt made af hhv. o, 3,0’ og ', og § er den forbindende homomorfi.

Lemma 4.1.2 Lad B vere givet som en blokmatric B = (Ef)l éi) € Mat,,1n(Z). Da induceres en cyklisk

seks-leddet exakt folge

A [2)—[&] A
cok By ————— = co —— > cok By

A:yH[Xy]T \LO

ker32 ﬁ ker B % kerBl.
ﬂ:y<—c(y) a:(0)<—cx

43
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Alternativt kan denne folge skrives som

aza—(§) B (y)-y —iXy] A lele[G] e [y ]
0 —kerBy ——kerB ——— kerBz —>COkB1 ———> ok B——> cok B, —= 0.

Bevis:  Det er ligetil — men langsommeligt — at vise dette direkte (se beviset for [HuaOlb, Thm.2.1] for
nogle af tilfzeldene). Dette lemma er faktisk kun et specialtilfaelde af slangelemmaet ovenover anvendt pa
diagrammet

0——=7Zm ——=7Z" e L" ik 0
lB1 \LB lB2
0——=7Z"m ——= 27" ® L™ 7" 0.

Det eneste, vi mangler at vise, er, at den forbindende homomorfi er givet som y — [Xy]. Men dette ses
nemt ved definitionen af den forbindende homomorfi (se [Fox02, 4.5(1) samt 4.5(0J)]) ved diagramjagt: Givet
y € ker By, da haves fglgende

Y

0.

Definition 4.1.3 Lad B = (! ) € Matm4n(Z) og B = (% ;f) € Mat,,/ 4 (Z). Med E(B) betegner vi
2

den exakte folge, som B ifglge foregaende lemma inducerer — hvor det er underforstaet, hvilken blokstruktur
der palegges B. Vi skriver £(B) = £(B’), netop hvis de exakte fglger er isomorfe; dvs. at der findes isomorfier
&1: ker By — ker By, £: ker B — ker B, &: ker By — ker Bj, 01: cok By — cok By, §: cok B — cok B’ og

d2: cok By — cok BY, saledes at vi har et kommutativt diagram

I%

Xy|—> (Xy, Il

ker By —% > ker B — > ker By —2> cok B; —>> cok B — > cok By

%lfl %\Lg %\Lfg %\L51 %Lé %lég
/ B’ / N /

ker B —% > ker B’ — ker B}, —= > cok B, —> ¢ok B’ ——> cok B}.

Og i givet fald vil vi sige, at (£1,€, &2, 01,6, d2) inducerer isomorfien.

For hver matrix A pa formen A = (¥ X) kan vi saledes bade betragte den seks-leddede exakte folge,
E(I—A), som (I —A) inducerer og Cuntz gruppen sammen med X’s placering heri, ([X], cok({ — M), cok(I —
NT)). Der er nu flere oplagte spgrgsmal, som melder sig. D. Huang har i [Hua95] vist, at hvis 1 ikke er
en egenveerdi for A (og dermed bliver den seks-leddede exakte folge en kort-exakt fglge), sa er disse to
minvarianter® ens. Geelder dette ogsa generelt? Hvis A € Mat,, ({0, 1}) opfylder betingelse (II), H C I'4 er

A@ A 0 ), er den seks-leddede exakte fglge £(I — AT) s& kanonisk isomorf med den
S(D 4\ H)

cykliske seks-leddede exakte fglge fra K-teori (stammende fra den kort-exakte fglge Ty — Oa — Oa/TH)?
Bl.a. disse spgrgsmal vil jeg forsgge at afklare i dette kapitel.

arvelig og A = (

Lemma 4.1.4 Givet en matriz A € Mat,,({0,1}), som opfylder betingelse (II). Lad der vere givet en arvelig
delmengde H C T'y. Da kan ATH) modulo konjugering med en permutationsmatriz skrives pa formen

Am _ (Aj;f) A022>, hvor Ass er en nedre trekantsmatriz med nuller i diagonalen. Antages, at Am er

skrevet pa denne form, sa haves en isomorfi cok(I — A;(H)) >z [§] € cok(d — A;(H))

Bevis:  Det fglger umiddelbart af lemma 2.8.6, at Az( kan skrives pa den gnskede form. Antag, at Am

H)
er skrevet pa denne form og lad k£ € N og k" € N betegne antallet af elementer i hhv. ¥(H) og X(H) \ X(H)
(hvilke vi uden indskrsenkelse kan antage, ikke er nul). Givet x € Z*. Da er

(5) € (I — AL_)ZF™ < 3wy € 2%, yo € Z% (I — Aly)yo = 0 A=Ay yo + (I — AL ) ) w0 = )

Z(H)

da (I — Al)yo = 0 & yo = 0. Ifglge isomorfiseetningen [Tho98, GRP.5.8] inducerer homomorfien Z* > x —

(5] € cok(I — A; (H)) saledes den gnskede isomorfi. |
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Satning 4.1.5 Givet en matrix A € Mat,,({0,1}), som opfylder betingelse (II). Antag, at H C T'y er en
tkke-tom, arvelig delmengde. Modulo konjugering med en permutationsmatriz, kan A skrives pa formen

Ay Aza)’
hvor A1 = Am og Aag = Asr,\m). Antag, at A er skrevet pa denne form og lad ki og ko betegne
storrelsen af hhv. A11 09 Ass. Den kortexakte folge

0——> T 04— 04/Tn —>0
inducerer en cyklisk seksleddet exakt folge fra K -teori, som er isomorf med E(I — AT):

Ki(v) Ky (m) Aq Ko(v) Ko(m)

0 —— Ki1(Jg) — K1(Oa) —— K1(0a/Jg) —> Ko(Jg) —— Ko(Oa) — Ko(Oa/JTug) —0

%\Lgl %lf %\Lfg %l51 %l& %l52
B A A

0 — ker(I—AJ,) — s ker(I-AT) ——> ker(I—AJ,) — cok(I—A],) — cok(I—AT) —— cok(I—AJ},) — 0,

hvor & og & pd oplagt mdde findes fra bemeerkning 2.6.17 og 61: [pilo — [(01.4s---,0k,.1)7], 0: [pilo —
(01,5, 5n,i)T] 0g 022 [m(pi)]o = [(Orys1,is- - 5n,i>T]-

Bevis:  Beviset udelades. En bevisskitse findes i tilleeg C. |

4.2 Om homomorfier mellem kerner og mellem kokerner

Antagelse 4.2.1 Lad her i afsnittet B € Mat,,(Z) og B’ € Mat, (Z) vaere to givne matricer. Lad D =
diag(dy,...,d.,0,...,0), d1,...,d, € N og D' = diag(d},...,d.,0,...,0), d|,...,d., € N veere Smith

normal formen for hhv. B og B’. Lad P,Q € GL,(Z) og P',Q" € GL,/(Z) opfylde B = PDQ og B’ =
P'D'Q'. Seet Dy = diag(dy,...,d,), D{ = diag(d},...,d.,), k=n—rogk' =n" —1r'.

Lemma 4.2.2 Vi har en isomorfiker B 3  +— Qx € ker D med ker D 3> = +— Q 'z € ker B som invers.
Endvidere har vi en isomorfi cok B > x +— P~ 'x € cok D med cok D > x — Px € cok B som invers.

Bevis: Vi ser umiddelbart, at for alle x € Z"™ er

x€kerB<s PDQr =04 DQr =04 Qx € ker D,
r € BZ" & Jy € Z"(x = PDQy) < Jy € Z"(P~ 'z = DQy)
& JyecZ"(P v =Dy) < P lxc DZ".

Fglgende lemma og definition er taget fra [HuaOla, lem.2.1, def.2.2]?! .
Lemma 4.2.3 Der gelder folgende:
(a) Enhver homomorfi §: cok B — cok B’ kan reprasenteres ved en multiplikation
0 =0y [z] — [Ux] for en matriz U € Mat,, «x,(Z). (4.1)

En sadan matriz U er ikke (ngdvendigvis) entydigt bestemt af 6. Der geelder, at 6y, = du,, hvis og kun hvis
Uy — U = B'W for en matrix W € Mat, «,(Z). Pa den anden side, sa kan en matrix U € Mat, «n,(Z)
inducere en homomorfi 6y : cok B — cok B’ ved multiplikationen i (4.1), hvis og kun hvis der findes en
matric W € Mat, xn(Z), saledes at UB = B'W.

(b) Enhver homomorfi &: ker B — ker B’ kan reprasenteres ved en multiplikation
E=¢&w:x— Wa,x € ker B for en matriz W € Mat,, «,,(Z). (4.2)

En sadan matric W er ikke (ngdvendiguis) entydigt bestemt af & — men W kan altid veelges, sa B'W = 0.

Pa den anden side kan en matric W € Mat,«n,(Z) inducere en homomorfi &y : ker B — ker B’ ved
multiplikationen i (4.2), hvis der findes en matriz U € Mat, «,(Z), saledes at UB = B'W .

! Lemmaet er ikke taget ordret herfra, da der er en fejl i heri. Lad B = ((2) 8) og B’ = ((1) 8). Da inducerer identitetsmatricen
I=(49) klart en homomorfi (endda isomorfi) fra ker B til ker B’. Men klart findes ikke U € Mat2(Z), s UB = B'I = B'.
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Bevis: (a): Givet en homomorfi §: cok B — cok B’. Lad e, ..., e, vere standard basen for Z" og velg
Yl yn € 27, 88 8([e1]) = [y1], .., 0([en]) = [yn] i cok B’. Saet U = (y1 -+ yn) € Maty xn(Z). Da er
det klart, at 0([x]) = [Uz] for alle z € Z™.

Antag, at dy, = dy,. Da er oy,_y, = oy, — oy, = 0. For hvert i« = 1,...,n findes saledes y; € Z”/, sa
(Ul — Uz)ei = B/yi. Seet W = (yl s yn), da er U1 — U2 = B/W

Antag nu, at U inducerer en homomorfi ;7. Sa inducerer UB klart nulafbildningen dyp = 0. Ifglge
ovenstaende findes derfor en matrix W € Mat,/ x,(Z), sa UB = B'W.

Antag nu i stedet, at UB = B’'W. Vi vil sa vise, at 0y veldefineres ved (4.1). Antag, at [x1] = [z2] i cok B.
Sa findes xg € Z", sa x1 — xo = Bxg. Folgelig er U(zq — x3) = UBxog = B'Waxg € B'Z" | sa [Ux1] = [Uzs] i
cok B'.

(b): Antag forst, at B og B’ er lig deres Smith normal former. Givet en homomorfi £: ker B — ker B’.
Set W = (0 o 0 &len—ky1) - §(en)). Givet x = (v1,...,2,) €kerB,daerx; = - =z, 4 = 0.
Folgelig er W = xp—k+1&(€n—r+1) + -+ + zn€(en) = £(x). Bemeerk igvrigt, at

B’W:(O -+ 0 Bélep_gr1) - B’f(en)):().

Nu til det generelle tilfzelde. Lad B og B’ veere vilkarlige. Af foregaende lemma ses, at matricerne )
og Q' inducerer isomorfier {o: ker B — ker D og {g/: ker B’ — ker D' med hhv. {5-1: kerD — ker B
og {g-1: ker D’ — ker B’ som inverse. Ifglge ovenstaende findes saledes en matrix Wy € Mat,/x,(Z), sa
D'Wy =0 o0g (§g 0&o0&g-1)(x) = Wy for alle x € ker D. Seet W = Q'~'W,Q, da eftervises umiddelbart,
at B'W =0 og &(x) = Wx for alle z € ker B.

Antag nu, at der er givet matricer, sa UB = B'W. Da vil vi vise, at der veldefineres en afbildning &y,
ved (4.2). Hvis x € ker B, sa er B'(Wx) = UBx = 0 og dermed Wz € ker B’. |

Definition 4.2.4 Enhver matrixligning UB = B'W (hvor U, W € Mat,, «,,(Z)) inducerer fire homomorfier:

dy: cok B — cok B',  givet ved [z] — [Uz];
Ew: ker B — ker B/,  givet ved x — Wu;
nw: cok BT — cok BT, givet ved [z] — [WTx];

(v: ker BT — ker BT, givet ved z — U .

Med ovenstaende betegnelser fglger saledes umiddelbart af lemma 4.2.2 og 4.2.3, at

Korollar 4.2.5 Givet U, W € Mat, xn(Z). Da har vi klart, at UB = B'W < (P'7'UP)D = D'(Q'WQ™1).
Hvis UB = B'W, sa er afbildningen 6y (Ew, nw hhv. (i) en isomorfi, hvis og kun hvis dp—1yp (Eowo-1,
nowq-1 hhw. (pr—1yp) er en isomorfi.

Felgende observationer er pa s. 189-190 i [Hua95] (se ogsa definitionerne 3.3.1 og 3.3.2):

Lemma 4.2.6 Givet matricer M € Mat,,(Z) og N € Mat,(Z). Pa sedvanlig vis identificeres Z™ @ 7"
med Mat,,xn(Z). Mere precis haves en isomorfi fra Z™ @ Z™ pa Mat,, «xn(Z), som opfylder, at billedet af
AL Am) T @ (N, .., N)T er matricen, hvis (i, §) te indgang er AiN; fori=1,....mogj=1,...,n
Saledes haves en homomorfi fra Mat,, «xn(Z) pa € (M, N) (nemlig den, som svarer til g1 @ g2 under denne
identifikation). Kernen for denne homomorfi er

{I-—M)U+V({I—-N)|UYV €Mat,xn(Z)},
og saledes induceres en isomorfi
C(M,N) = Mat,,xn(Z)/{(I — MYU+V(I—N)|UV € Maty,,xn(Z)}.

Lad der nu ogsa veere givet M’ € Mat,,,,(Z), N € Mat,/(Z), X € Mat,,xn(Z) og X' € Mat,, xn/(Z). Lad
der endvidere veere givet isomorfier §: cok(I — M) — cok(I — M') og n: cok(I — NT) — cok(I — N'T). Da
defineres en isomorfi (0 ®n): € (M,N) — €(M’',N'). Lad 6 = 6y ogn=mnsg, hvorUI — M) = (I - M"W
og R(I — N')= (I — N)S. Da er (6§ @ n)([X]) = [X'], hvis og kun hvis [UXS] = [X'].
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Bevis: Forste del: Vi har en homomorfi (¢1 ® ¢2): Mat,,xn(Z) = Z™ @ Z" — € (M, N). Antag, at
V1

X = (I -MU+V({ - N). Da kan vi skrive U og V pa formen U = (u1 -+ u,) og V = ( : )

(hvor u;’erne er sgjlevektorer i Z™ og v;’erne er rakkevektorer i Z"). Lad ey, ..., ey og fi,..., fa betegne
standardbasen for hhv. Z™ og Z". Da er

m n n

(1@ @) (I =M)U) = 3} el (I = Myuslel @ [fi] = 3 _[(I = M)u;] & [f;]
=0i%(M,N),
(a1 @@)(VI = N) =3 will = N)fsled @ [f;] = Z Z 1T =Nl [e] @ [f;)

Z[ez] @ [(I—NW/]1=0i%M,N).

Ved linearitet ses saledes, at (¢1 ® ¢2)(X) =01 € (M, N). Saledes induceres en homomorfi
Mat,nxn (Z)/{(I — MU + V(I — N)|U,V € Mat,,xn(Z)} — cok(I — M) ® cok(I — NT).
Pa den anden side kan vi definere en bilineser afbildning
®: cok(l — M) x cok(I = NT) — Matun(Z)/{(I — MU +V(I — N)|U,V € Mat,xn(Z)},

ved at ®([z], [y]) = [x @ y]. Denne er veldefineret, thi hvis [x] = [2'] og [y] = [¢'], sa er x — 2’ = (I — M)z
ogy—1y = (I — NT)y for passende xy € Z™ og yo € Z" — og falgelig er

z(i, Dy(5,1) — 2" (,1)y'(7,1) = (2(i,1) — 2'(, 1)y, 1) + 2'(2, D(y(4, 1) — ' (5, 1))
=e; (I = M)zoy(j,1) +'(3,1) f] (I = N )yo
=e; (I = M)zoy' f; +¢ja"ys (I = N)fj,
s& T ®y — 2’ @y svarer til matricen (I — M)(xoy") + (2'yd)(I — N). Saledes induceres en homomorfi
¢: cok(I — M) @ cok(l — NT) — Mat,xn(Z)/{(I — M)U +V (I — N)|U,V € Mat,,xn(Z)}. Det indses let,
at denne netop er den inverse til homomorfien ovenover.

Anden del: Lad M,N,X,M',N', X', 6 og n veere som angivet. Da G ® — og — ® G er funktorer for alle
Z-moduler G, er det klart, at d ® n er en isomorfi. Af lemma 4.2.3 er det ogsa klart, at der findes U, W, R, S,
sa & = 0y, n = ns, U(I—M):(I MW og R(I N):( N)S. Lad (e ),L 1 (f5)7=1 (e,’b,)nflog
( f]’-,)?,lzl betegne standardbasen for hhv. Z™, Z", Z™ og Z" . Da gelder der, at

Gen(X) = 33 X6 e el © 1) = 3 30 X0 (3 @ a((5)

=1 5=1 =1 5=1

=33 X(i,5)([Ues) @ [STf,))

i=1 j=1

m

— ZZ Z Z X(z’,j)( TUe)ey) @ () ST 1) S ])

/
m n

—ZZZZe Ued) X (6, 5)(fTS ) ([eb] @ [f4])

i'=1j5'=11=1 53=1

m n

=" N (FUXSH) e @ [f)]) = UXS] i 6(M',N).

i'=1j5'=1

Lemma 4.2.7 Antag, at B=D og B’ = D' er deres egne Smith normal former. Da gelder

(a) Antag, at UD = D'W og U'D = D'W'. Da er &w = Ewr, netop hvis de sidste k sgjler i1 W og W' er
ens. Endvidere er nyw = nw, netop hvis der findes en matrixz A, saledes at W — W' = AB. Specielt er
de sidste k sojler 1t W og W' ens, hvis nw = nw+ og der gelder saledes, at

nw = nw = {w = Ew.
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(b) Antag, at UD = D'W og skriv U og W pa folgende blokformer
U11 U12 Wll W12
U= W = :
(U21 Uzz) (W21 sz)
hvor Uiy, W11 € Mat, . (Z) 0og Usa, Wao € Maty i (Z). Da er Us; =0 og Wio = 0. Endvidere er Ew en

isomorfi, netop hvis Way er kvadratisk og invertibel (i Maty(Z)) — mao. er Ew en isomorfi, netop hvis
Wao er kvadratisk og det Wae € {—1,1}.

Beuvis: (a): Der geelder oplagt, at &y = &y, hvis og kun hvis de sidste k sgjler i W og W' er ens. Der
gzelder, at ny = ny, netop hvis JA(WT —W'T = BT A). Mao. er ny = nw, netop hvis der findes A, saledes
at W — W' = AB. Bemerk endvidere at de sidste k sgjler i AB er nul for enhver matrix A (med n sgjler)
(b): Antag, at UD = D'W. At Us; og Wi er nul, ses umiddelbart af, at Dy og Dj, er invertible matricer
over R og
(U11D0 0

_ v (DoWir DiWia
. 0)_UD—DW—( .

0 0

Afbildningen &y : ( 2 ) — W (2 ) er en homomorfi fra ker D = Z* ind i ker D’ = Z* . En ngdvendig betingelse,

for at denne er en isomorfi, er, at k = k' — hvilket preecis betyder, at Wao er kvadratisk. Fra kendte resultater
(se definition 1.2.3) vides sa, at &y er en isomorfi, netop hvis det Was € {—1, 1} — under antagelse af at Waq
er kvadratisk. |

Lemma 4.2.8 Antag, at UB = B'W og U'B’ = BW'. Da gelder:

(a) at oy er invertibel med 6y som invers, hvis og kun hvis der findes A € Mat,,(Z) og A" € Mat,/(Z), sa

I-UU=BANI-UU = B'A’,

(b) at nw er invertibel med ny som invers, hvis og kun hvis der findes A € Mat,,(Z) og A" € Mat,/(Z), sa

I-WW=ABANI-WW'=A'B".

Der geelder saledes, at hvis ny er en isomorfi, da er ogsa &y en isomorfi.

Bevis:  Karakteriseringen af hvornar 551 = 6y folger umiddelbart af lemma 4.2.3. Bemeerk, at WTB'T =
BTUT, W'TBT = B'TU'T og at ny faktisk er dss. dyyr medens ny er dss. dy 7. Heraf fas det gnskede ved
transponering af det forrige resultat. Antag, at ny er en isomorfi med 7y som invers. Saledes findes A og
A,sa I—W'W = AB og I —-WW' = A’B’. For = € ker B er saledes (I —W'W)x = 0 mens (I —-WW")y =0
for y € ker B’. [

4.3 Homomorfier fra £(B) ind i £(B’)

Antagelse 4.3.1 Lad der veere givet B; € Mat,,(Z), B} € Mat,,/(Z), By € Mat,(Z), B, € Mat, (Z),

X € Mat,,,xn(Z) og X' € Mat,, xpn/(Z). Seet B = (Eél éi) og B' = <Eél )Bf, ) Vi betragter nu de exakte
2

folger £(B) og £(B’) fra definition 4.1.3 og betegner afbildningerne, som fglger

0 —— ker B, L>kerB—B>kerBz —A>60k31 L>cokB—u>c0kBg ——0,

0 —— ker Bj L’>kerB’ L>kerBé i>cokBi L>COkB/ L>cokB§ —0.

Lemma 4.3.2 Givet to (m'+n') x (m+n) matricer U = (Y3 ggi) og W = (" %;;) Antag, atUB = B'W.
Da induceres en homomorfi fra £(B) til E(B'):

0 —— ker By LkerB—B>keng —A>COkBl L>COkB—M>COkBQ —0

lfwn \LfW \LgWQQ l(SUn L‘SU l5U22
/ / / A, /

0 — ker B} —~— ker B’ — ker B} —=— cok B] —~— ¢ok B’ —— cok By — 0.
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Bevis: Vi har, at

UnBr UnX +UiBe\ o (BiWir BiWig 4+ X Wo
( 0 Uss By ) =UB=BW= ( 0 BéWQQ )

Sa afbildningerne &y, , Ew, Ewsy, OUy, > OU O Ou,, €r lovlige afbildninger. Alle kvadrater i diagrammet panaer
det midterste ses nemt kommutere ved diagramjagt:

() Y ]

x x
0 O
lﬁwn 15‘/&/ Igw lﬁwgg I‘SUM IéU I(SU 15%2

W11$'L> W1133) <W11w+W12y> li> Wagy [U112] 5 U 13:} [U11x+U12y} et [Usoy]

Waoy Ua2y

for © € ker By, () € ker B, [z] € cok By hhv. [;] € cok B. Vi gnsker nu at vise, at det midterste kvadrat i
diagrammet kommuterer. Lad saledes y € ker By. Da gaelder der, at (A’ o &y, )(y) = [X Wasy] = [U11 Xy] =
(5(]11 ¢} A)(y), thi (X/WQQ — UllX)y = (Ulng — BinQ)y = —Bingy € BiZm (da (TS ker Bg) [ |

Lemma 4.3.3 Lad der vere givet isomorfier £o,01 og 0, saledes at diagrammet
ker Bs _4, cok By A cok B
gl@ %lél gl(s
ker By —2'> cok B, —X > cok B’

kommuterer. Da findes netop en homomorfi d2: cok By — cok B, sa 0o 0 = p' 0od — og §3 er endda en
isomorfi. Endvidere er ker By = ker B{, og for hver isomorfi &1 : ker By — ker B] findes netop en homomorfi
¢: ker B — ker B’, sa folgende diagram kommuterer

ker By —— ker B —ﬂ>keng —A>cokBl L>cokB —M>CokB2
%351

¢ glgz %lél gl(s SR
\ , Y / , , / Y

ker B} —* ker B —— ker B} 2 cok B} —— cok B’ —2 5 cok Bj,

1%

aY}

og & er endda en isomorfi. Specielt er saledes E(B) = E(B’).

Bevis:  Bemsrk, at kernen for p' o d er A(cok By), hvilket preecis er kernen for p. Da p er surjektiv, folger
af homomorfisetningen (se [Tho98, GRP.5.6]), at der findes en og kun en homomorfi d5: cok By — cok Bj
opfyldende 85([y]) = (1 0 6)([]) for alle y € Z™. Denne er endda en isomorfi (folger af isomorfiseetningen
eller 5-lemmaet).

Da cok By = cok Bf, er ker By = ker B] (se bemerkning 1.2.7). Lad der nu veere givet en isomorfi
&1: ker By — ker BY.

Der gaelder, at a(B1) er en direkte summand i ker B og o/ (B]) er en direkte summand i ker B’.? Vi viser
det kun for B — beviset for B’ er fuldstendig analogt. Da f(ker B) C ker By og ker By er torsionsfri, er
B(ker B) torsionsfri og dermed isomorf med Z! for et | € Ny. Da B(ker B) saledes er projektiv (endda fri),
folger af [Fox02, lem.3.2(3)], at vi har en split-exakt folge

0 — ker B; —— ker B LN B(ker B) ——0 .
For y € ker By er
y € Blker B) < A(y) =0 (010 A)(y) =0 (A 0&)(y) =0« &(y) € F'(ker BY),
sa £2]g(ker B) €1 en isomorfi fra B(ker B) pa 3'(ker B’). Altsa haves split-exakte fglger og isomorfier, som fglger

« B
0 —ker By =—= ker B =—— fB(ker B) ——0 (4.3)

« B
glgl %l&l@(kerB)
o’ B’

0 — ker B/ ~—kerB' =—= B (ker B") —— 0.
a/ 6/

2Der star (implicit) i tredje linje i beviset for prop. 3.9 i [HuaOlb], at enhver undergruppe af en torsionsfri gruppe er en
direkte summand. Men 27Z er en undergruppe — endda torsionsfri — af Z, som er torsionsfri; men denne er klart ikke en direkte
summand i Z.
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Definér ¢: ker B — ker B ved, at £ = o/ 0 & o & + 3 0 & o 3. Denne er saledes klart en homomorfi. Det
er endvidere oplagt, at diagrammet nu kommuterer. Af 5-lemmaet (se [Fox02, 2.25(1)]) folger, at & er en
isomorfi. Det er i gvrigt nemt at eftervise, at a0 &, oo’ + o0&, ' o 3 er den inverse til €.

Det er ogsa klart af diagrammet med de split-exakte folger, (4.3), at der hgjst findes een homomorfi
£:kerB—kerB',safoa=a'0& og B ol =& o0f. H

4.4 GLp- og SLp-axkvivalens

Som antydet i bevisskitserne i forrige kapitel, sa spiller klassifikationen af SF'T op til FE en vasentlige rolle i
alle de klassifikationsbeviser, som jeg her i specialet har koncentreret mig om. Sa det var klart et af de store
problemer ved at udvide de eksisterende beviser, at vi ikke generelt havde en brugbar klassifikation af SF'T
op til FE. Jeg gik en gang ind pa MathSciNet for at sgge efter en artikel. Jeg sggte pa titler indeholdende
»flow equivalence“ og den fgrste artikel, [Boy02], som kom frem, sa ret interessant ud. I ,rewievet“ stod, at
denne artikel sammen med en — pa det tidspunkt — endnu ikke udgivet artikel (se [BHO03]), klassificerer SF'T
op til FE. Efter dette begyndte jeg at arbejde mere malrettet med disse to artikler. Fglgende to afsnit er
direkte inspireret af disse to artikler.

Definition 4.4.1 Lad N € N vere givet. Lad n = (ny,...,ny) € NY og seet k = n; +--- +ny. Bemaerk, at
enhver matrix B € Maty(Z) kan (pa entydig vis) skrives pa blokform

hvor B;; € Maty, xn,;(Z) for alle i,j = 1,...,N. Vi lader Mat(n,Z) betegne meengden Mat(Z), hvor vi
ogsa husker ovennaevnte blokstruktur. Nar vi saledes har givet en matrix B € Mat(n,Z), vil vi med B,;,
1,7 =1,..., N, betegne disse blokmatricer. Bemaerk igvrigt, at dette ikke skulle give anledning til forvirring,
da B(l,m) betegner tallet, som star i [’te raekke og m’te sgjle i B. Vi siger ogsa, at B er en n-blokmatrix.

Det er en vigtig observation, at addition og multiplikation af elementer i 9at(n, Z) netop svarer til gore
de tilsvarende operationer blokvis.

Antagelse 4.4.2 | resten af kapitlet lader vi = veere en ordensrelation pa P := {1,..., N}, hvor N € N,
som opfylder, at

=y =1<]
for alle 7, 5 € P, hvor < betegner den sseedvanlige ordning pa Z.

Definition 4.4.3 For hvert n € N¥ lader vi Matp(n, Z) betegne maengden af matricer B € Mat(n, Z), som
opfylder, at der for alle i, j € P geelder, at ¢ > j, hvis B;; # 0. For hvert B € 9Matp(n, Z) er saledes specielt
B;; =0, hvis ¢ > j — mao. er B en blok-gvre trekantsmatrix.

Vi definerer delmaengderne GLp(n,Z) og SLp(n,Z) af Matp(n,Z) ved, at
B e GLp(n, 7) < det By1,...,det Byn € {—1, 1},

B e SLP(H,Z) < det By =---=det Byy =1
for B € Matp(n,Z).

Definition 4.4.4 Lad n = (ny,...,ny),r = (r1,...,7n) € NV, Vi skriver n < r, netop hvis n; < 7
for alle ¢ = 1,...,N. For n < r defineres en indlejring ¢y n: Matp(n,Z) — Matp(r,Z), som folger. Lad
B € Matp(n,Z). Den ij’te blok i ¢y n(B) har da B;; som gvre venstre hjgrne. Uden for dette hjgrne er den
ij’te blok i ¢y n(B) lig nul, hvis i # j, og lig identitetsmatricen, hvis i = j.

Bemarkning 4.4.5 Bemerk, at < er en opadfiltrerende ordning pa NV. Da = er transitiv, er Matp(n,Z)
en monoide — under matrixmultiplikation — for ethvert n € NV (dvs. en semigruppe med neutralt element).
Givet U € GLp(n,7Z) og U' € Mat(n,Z), sa UU" = U'U = I. Klart er U’ en blok gvre trekantsmatrix.

Antag, at Ui’j =+ 0 for i < j. Matrixblokken U;; er invertibel, sa UiiU{j # 0 og

J
(UU")ij = Ul =0.
k=1
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Saledes findes et k € P,sai < k < j, i = k og U,’Cj # (0. Ved induktion er derfor ¢ = j — og altsa er
U=l e GLp(n,Z) for alle U € GLp(n,Z). Siledes er GLp(n,Z) og SLp(n,Z) grupper for ethvert n € NV,

Det eftervises forholdsvis nemt, at ¢, n, er en injektiv homomorfi, at ¢y n (GLp(n,Z)) C GLp(r,Z) og at
ten (SLp(n,Z)) C SLp(r,Z) for alle n,r € NY med n < r. For alle m,n,r € NV med m < n < r gelder
oplagt, at trm = trn © tnm-

Altsa er (Matp(n,Z),trn), n,vr € NV n < r et induktivt system i kategorien af monoider medens
(GLp(n,Z),trn), n,r € NV n <rog (SLp(n,Z),trn), n,r € NV n <rer induktive systemer i kategorien
af grupper (se tilleeg A for generaliseret induktiv limes). Vi lader Matp(Z), GLp(Z) hhv. SLp(Z) betegne
den induktive graense af disse tre. Med lidt misbrug af notation, betegner vi alle indlejringerne (+)oo. Det
er en vigtig observation, at ethvert element i Matp(Z) (hhv. GLp(Z) og SLp(Z)) kan fas som B, hvor
B € Matp(n,Z) (hhv. GLp(n,Z) og SLp(n,Z)) for et passende n € NV. Det er nemt at se, at vi pa kanonisk
vis kan betragte S Lp(Z) som en undergruppe af GLp(Z), og at vi ogsa pa kanonisk vis kan betragte GLp(Z)
som en undermonoide af Matp(Z).

Bemaerkning 4.4.6 Man kan ogsa fa en forholdsvis paen beskrivelse af disse induktive graenser ved at re-
preesentere matricerne som N X N-blokmatricer — hvor hver blok er en Ry X Rp-matrix (en uendelig matrix
indiceret over N). Dette er gjort i [Boy02]. Jeg kan dog bedre lide induktiv limes formuleringen, da den bl.a.
virker mere naturlig for mig som C*-algebraiker.

Definition 4.4.7 Givet B € Matp(Z) og B’ € Matp(Z). Vi siger da, at B og B’ er GLp-zekvivalente
(hhv. SLp-zekvivalente), netop hvis der findes U,V € GLp(Z) (hhv. SLp(Z)), siledes at U BV = B’. Det
eftervises nemt, at disse er aekvivalensrelationer.

Ladnu B € Matp(n,Z) og B’ € Matp(n’,Z). Daer By, og B. GLp-akvivalente (hhv. SLp-aekvivalente),
hvis og kun hvis der findesr > n,n" og U,V € GLp(r,Z) (hhv. SLp(r,Z)), saledes at Uiy n(B)V = 1y n/(B').
Vi vil ogsa tillade os at sige, at B og B’ er G Lp-akvivalente (hhv. SLp-sekvivalente), i betydningen B, og
B! er GLp-zkvivalente (hhv. SLp-skvivalente).

4.5 K-vaevet
Definition 4.5.1 Vi siger, at en delmeengde S af P er konveks, netop hvis S # () og
Vi,j,k e P((i,je SNi=k»j)=keb).

Vi kalder en delmaengde HafpP koarvelig, netop hvis der for alle 7, j € P geelder, at j = i A7 € H= Jj e H.
Bemaerk, at en delmaengde af P er koarvelig, netop hvis den er arvelig mht. den omvendte ordning (hvor
arvelig defineres analogt til I 4). For hvert i € P saettes

H(i)={jeP|j=i},
H_(i):={jePlj=ini#j}
Imm(i):={jePlj=iNi£jAVEEP(jr-k=i=k=iVk=j)}

Givet B € Matp(n,Z). For en ikke-tom delmeengde S af P lader vi Bg betegne den principale under
blokmatrix (B;;); jes af B. For hver konveks meengde S C P saettes

Cs(B) := cok Bg
og for hvert ¢ € P saettes
KZ(B> := ker Bm
Bemeerk i gvrigt, at disse grupper er de samme for ¢, ,(B) for alle r > n (se bemaerkning 4.6.4 senere).

For hvert ¢ € P med H_(i) # ) har vi en exakt folge (jf. lemma 4.1.2)

Ki(B) = Cy_(B) = Cy(B) = Ciy(B) — 0. (4.4)

Og for hvert par (i,j) € P x P opfyldende j € Imm(i) A Imm(i) \ {5} # 0 er H(j) C H_(i) — og folgelig har
vi en homomorfi

Ciijy(B) = Cp_;(B) (4.5)

_ ()

stammende fra den exakte fglge (jf. lemma 4.1.2)

ker By i) = Crny(B) = Cr_@y(B) = Crr_apay(B) — 0.
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Saet
Jp = {{i}|ie PYU{H®)|ic PYU{H_(i)|i € P AH_(i) # 0}.

Ved K-veevet for B, K(B), forstas familierne (Cs(B))s¢ 5, 08 (Ki(B));cp sammen med alle homomorfierne
fra folgerne (4.4) og (4.5).

Lad nu ogsa B’ € Matp(n’,Z) og B" € Matp(n”,Z). Ved en (K-vaev) homomorfi, x: K(B) —
K(B'), forstas familier (k°%: Cs(B) — Cs(B’))secsp 0g (k5 : K;(B) — K;(B'))iep af homomorfier, som
opfylder, at stigerne kommende fra fglgerne i K(B) og K (B ) kommuterer. Sammensaetningen, s’ o k, af

to homomorfier k: K(B) — K(B') og ': K(B') — K(B"), defineres ved, at (k' o k)®* = r/$° o k%K for
S € Jp og (k' o k)kT = ik o gk for § € P. Det vises let, at K-veevene udggr en kategori. Endvidere ses

let, at en (K-vaev) homomorfi, k: K(B) — K(B’), er en (K-vaev) isomorfi, netop hvis alle homomorfierne
(kg col. : Cs(B) — Cs(B'))sesp 0g (k" : Ki(B) — Ki(B'))icp er isomorfier.

Bemerkning 4.5.2 Bemerk, at K-vaev isomorfi er staerkere end at sige, at alle fglgerne er isomorfe (som
exakte folger). De forskellige fglger kan overlappe i den forstand, at grupper i forskellige folger kan stamme
fra samme konvekse delmaengde af P. Hvis man visualiserer dette i et diagram (som f.eks. i [BH03, ex.3.6]),
sa far man ogsa en fornemmelse af, hvorfor dette kaldes for K-vevet.

Satning 4.5.3 Lad m,n € N vere givet. Antag, at der yderligere er givet B = (BO” g;i) ,B' = (B(;“ g#) €
22

Mat,,+n(Z) og U = (Uél g;z) ,V = (‘%1 5;2) € GLyyn(Z), saledes at UBV = B’ (blokstrukturen passer
sammen). Da induceres en isomorfi af exakte folger ved fastseettelsen

ker B1; —— ker B —B> ker Boo _A, cok B11 A cok B — P ok Bso

glfvﬁl glg‘,_l glEVQ—Ql %\L&UH gL(SU gldum
/ B’ A/ A\ 4

ker B, —~— ker B’ — ker B}, —— cok B}, —~— cok B’ —— cok B},.
Bevis: Da U og V er invertible, folger det umiddelbart af lemma 4.3.2. |

Definition 4.5.4 Givet B € Matp(n,Z) og B’ € Matp(n’,Z). Antag, at B og B’ er GLp-xkvivalente. Altsa
findesr > n,n’ og U,V € GLp(r,Z), saledes at UByV = B|, for By = ty n(B) 0g B = trn(B’).

Af foregaende saetning ses, at parret (U, V) inducerer en K-vaev isomorfi mellem K (By) og K(B(). Denne
inducerede K-veev isomorfi betegner vi xy,v).

Det kan virke lidt underligt, at der ogsa medtages homomorfierne kommende fra (4.5). Men der er en
grund til dette, som vi skal se i fglgende seetning.

Satning 4.5.5 Givet B, B’ € Matp(n,Z) og en K-vev isomorfik: K(B) — K(B'). Antag at vi har giveti €

cok

P, sa Imm(z) # 0, Bﬁ_(i) = B}{ @) %9 li(]:_;é{) = ideok By, . for alle j € Imm(i). Da er RE ) = ideok By, "

Beuvis: Bemeerk, at vi har, at

FE€Imm(4)

Hvis Imm(i) = {j}, s& er H_(i) = H(j) og folgelig fas det gnskede umiddelbart. Antag derfor, at Imm(7)
har mindst to elementer. Da har vi for hvert j € Imm(i) folgende kommutative diagram

~ cok __, ~ Cka
Zl“ﬁm_” Zl”H_u)

Lad k € N betegne storrelsen af By ) = B’ og lad (e;)f_, veere standard basen for ZF. Givet

H_(i)
[ € {1,...,k}, findes sdledes et j € Imm(i), sa [e)] € Aj(cok By ,)), og saledes er /@'COk ([el]) = le]
ifplge ovenstaende kommutative diagram. Da elementerne [eq],..., [ex] frembringer cok B H_(z), folger det

cok _
umiddelbart, at K< T ) = id ook By [
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4.6 K-vavet er en fuldstendig invariant af {—1,0, 1}-matricer op til GLp-xkvivalens
Antagelse 4.6.1 Antag endvidere, at der er givet en ordning > pa Py = {1,2},sa 2 # 1.

Bemarkning 4.6.2 Givet B € Mat,,(Z). Seet B’ = (£ ) € Mat,,/(Z) for et n’ > n. Ved en direkte udregning
ses, at homomorfien ¢: Z" 3 z — (%) € Z" inducerer isomorfier

ker B>z — ¢(x) = () € ker B,
cok B 3 [z] — [p(z)] = [(§)] € cok B'.

Lemma 4.6.3 Lad der vere givet en matriz B = (Eél éi) € Matp, ((m,n),Z) og (m',n") > (m,n). Set
(5 nl.) (59
B" = U ), (mom) (B) = o (B o
0 (%5)

Da er £(B) og E(B') kanonisk isomorfe. Der gelder nemlig, at folgende diagram kommuterer

ker B —— ker B —6> ker Bs L. cok B, A cok B s cok By

%lgwll %lgW %lgwm %l(SUn %\LCSU %l‘SUQQ
’ /3’ A/ A\ 4

ker B —% > ker B’ —— ker B}, —=> cok B, —> cok B’ —— cok B},

hvor U = (Uél U022), W = (V[g“ V[922), Unp=Win = (6) € Matyy xm (Z) og Usg = Wag = (6) € Mat, xn(Z).

Bevis: Det eftervises umiddelbart, at UB = B’W. Sa homomorfierne er veldefinerede og diagrammet
kommuterer (jf. lemma 4.3.2). Af bemaerkning 4.6.2 folger, at &w,,,{ws,, duy, 08 du,, er isomorfier. Af 5-
lemmaet (se [Fox02, 2.25(1)]) folger saledes, at {w og dy er isomorfier. |

Bemarkning 4.6.4 Hvis B € Matp(n,Z), sa folger det nemt af ovenstaende, at K(B) og K(trn(B)) er
kanonisk isomorfe for ethvert r > n. Saledes er K-vaevet en invariant af 9Matp(Z) op til G Lp-sekvivalens.

Det er oplagt at spgrge, om enhver K-vaev isomorfi er induceret af en GLp-akvivalens — men svaret
er klart nej, thi hvis B = B’ = (5), sa er isomorfien cok B 3 [z] — [2x] € cok B’ ikke induceret af nogen
G L-=kvivalens.

Et naturligt spergsmal er nu, hvorvidt K-veevet er en fuldstendig invariant af 9Matp(Z) op til GLp-
sekvivalens. Dette kan man ogsa forholdsvis nemt afvise — her skitserer jeg en del af [BH03, example 7.1].
Seet B=(3%), B =(5%) og P2 ={1,2},1 = 2. Det indses let, at der ikke findes nogen GLp,-akvivalens
fra B til B’. Der gelder, at (39)B = B’ (29), og det vises let, at de afbildninger, som heraf induceres, er
isomorfier.

Lemma 4.6.5 Givet B, B’ € Matp(n,Z) og antag, at cok B;; = cok Bl, for alle i € P. Da findes blok
diagonalmatricer U = diag(Uq1,Usa, . ..,Unn), V = diag(Vi1, Vas,...,VNyN) € GLp(n,Z), sa U;; B, Vi, =
By; for alle i € P. Folgelig inducerer (U, V') en isomorfi of K(B') pa K(UB'V') og der gelder, at UB'V har
preecis samme diagonalblokke som B.

Bevis:  For hvert ¢ € P kan vi skrive B;; = P,D;Q;, Bl, = P/ D.Q, hvor P;,Q;, P!, Q) € GL,,(Z) og D; og
D! er Smith normal formen for hhv. B;; og Bj,. Da cok B;; = cok B}, og B;; og B.. har samme stgrrelse, er
D; = Dj for alle i € P. Folgelig er U;; B.,V;; = By, hvor U;; = PiPi'_l, Vi = Q;_lQi for ¢+ € P. Heraf fglger
resten af lemmaet nemt. |

Satning 4.6.6 Lad B € Mat, ({—1,0,1}). For hver automorfi 6: cok B — cok B findes UW € GL,(Z), sa
UB = BW o9 =dy.

Bevis:  Beviset for lemmaet er ikke helt nemt, og det er ogsa ret teknisk. Da dette er et ret isoleret resultat
og beviset egentlig ikke ggr, at man far bedre forstaelse for K-vaevet, har jeg valgt at udelade beviset. Se
beviset for [BH03, thm.4.4], som findes i §5 i [BHO3|. |

Korollar 4.6.7 Givet B, B’ € Matp(n,Z), hvor diagonalblokkene i B og B’ er ens og har indgange fra
{—1,0,1}. Antag, at vi for hvert i € P har givet en automorfi §;: cok B;; — cok By;. Da findes blok dia-
gonalmatricer U = diag(Ui1,Uss, ..., Unn), V = diag(Vi1, Vao,...,VNn) € GLp(n,Z), sa Uy Bi;Vi; = By
0g (51._1 = dy,,: cok B;; — cok By; for alle i € P. Set B” = UB'V. Der gelder mao., at B" har samme
diagonalblokke som B (og B') og vi har en K-vev isomorfi kw,vy: K(B') — K(B"), som opfylder, at

(K(U’V))?%f = 0.1 for allei € P.
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Bevis: Ifplge seetning 4.6.6 findes for hvert ¢ € P matricer Uy, Vi, € GLy,(Z), sa U;;B;Vii = By; og

6u,, = 6; . Nu folger resten af korollaret nemt. u

Lemma 4.6.8 Givet B € Mat,,(Z) og en automorfi £: ker B — ker B af ker B. Da findes W € GL,(Z), sa
B =BW og & =¢&w.

Bevis:  Vikan pga. korollar 4.2.5 w.l.o.g. antage, at B er lig sin Smith normal form, D. Skriv D = (%0 8 , sS4
det Dy # 0. Da kan automorfien £ ifglge lemma 4.2.7 fas som 5( 0 0 ) , hvor | det Was| = 1. Med W = (é V[922 )
0 Waq

fas saledes det gnskede.

Korollar 4.6.9 Lad der vere givet B, B’ € Matp(n,Z), hvor diagonalblokkene i B og B’ er ens. Antag,
at vi for hvert i € P har giwet en automorfi &;: ker B;; — ker B;;. Da findes en blok diagonalmatriz V =
diag(Vi1, Voo, ..., VNn) € GLp(n,Z), sa By Vi; = By og f,é_l =&, -1: ker By; — ker By; for allei € P. Seet
B" = B'V. Der geelder mao., at B"” har samme diagonalblokke som B (og B') og vi har en K-vev isomorfi
kavy: K(B') — K(B"), som opfylder, at (1)) =& " for alle i € P.

Bevis:  Ifglge lemma 4.6.8 findes for hvert ¢ € P en matrix Vi; € GL,,,(Z), sa By;Vi; = By og §,-1 = fi_l.
Nu fglger resten af korollaret nemt. " |

0 Bs
Antag, at der er givet en isomorfi &1 : ker By — ker By. Da findes Wy, € GL,(Z), sa B' = B'W, hvor

W = ("1 9) € Matp, ((m,n),Z), og si disse inducerer en isomorfi of exakte folger

Korollar 4.6.10 Givet B = (%! éi) , B = (Bl X/) € Matp, ((m,n),Z).

/ /

ker B o ker B’ L ker Bs A cok B1 R cok B’ " s cok B

’ B/ A N /L/

ker B; — ker B — ker By —— cok By —~—> cok B’ —— cok Bs.

Bevis:  Find Wy, € GL,,(Z), sa §1_1 = &w,,, B1 = B1Wh; ifolge lemma 4.6.8. Resten ses nu ved at gange
de angivne matricer sammen og bruge seetning 4.5.3. |

Lemma 4.6.11 Givet B = (Eél éi) , B = (%1 )Bf;) € Matp, ((m,n),Z) og en isomorfi 6: cok B — cok B/,

sa folgende diagram kommuterer

ker By —2> cok B; —> > cok B ——> cok B,

%\Lid %lid %\L(S %\Lid
/ A\ /

ker By —— cok By —— cok B’ — cok Bs.

Da findes U2, Via € Mat,y,xn(Z) 0og Voo € GL,(Z) med UBV = B’, hvor U = (I U12) og V = (é %2),

0 I
saledes at disse inducerer en isomorfi af exakte folger

ker By —— ker B —B> ker Bo _A, cok B1 A cok B L cok By

%l&:ld %lgv—l %\L£V2_21:Zd %l51:1d %\Lé(]zé %lé[zld
’ /3’ ’ A\ 4

ker B; — ker B’ —> ker By ——> cok By —> cok B’ ——> cok Bs.

Bevis:  Der findes en matrix R = (g; g;z) € Mat((m,n),Z), saledes at § = . Det folger af kommuta-
tiviteten af diagrammet, at

R11 - I + Bl X/ Pll
R21 —\0 0 B2 P21
for et par Pi1 € Mat,,xm(Z) og Pa1 € Mat, «,,(Z) af heltalsmatricer og
Rog = 1 4 Bo Py

for en heltalsmatrix Pss € Mat,, «n(Z).
Definér U12 == ng - X/P22 og
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B X’ P 0)
R—-U=
(0 Bz) (P21 P )’
Sé(S:(SR:(SU.

Antag nu, at By er lig dens Smith normal form Ds. Lad Dj betegne den maksimale regulzere principale
delmatrix af Do. Vi kan saledes skrive B og B’ pa formen

Da er

Bi X1 X B1 X, X}
B=|0 D, 0|, B=|0 Dy 0
0 0 0 0 0 0

Ifplge kommutativiteten i forste kvadrat, findes en matrix W', sa Xy = X + B;W'. Saledes er

I 0 W B X Xo
BloT ol=[0 Dy 0
00 I 0O 0 0

Derfor kan vi for at vise lemmaet w.l.o.g. antage, at Xo = XJ. Ifolge det lige viste findes en matrix

I Uz Uss
v=|o 1 0|,
0o 0 I

sa § = dy (og blokke matcher den nye inddeling af B og B’). Bemark, at

By X1+ Ui2Dy Xo
UB=10 Dy 0
0 0 0

Da U~! repreesenterer !, inducerer U ~! B’ nulafbildningen fra cok B’ til cok B. Fglgelig findes Via, Vas og
‘/327 sa,

0 Via
U'B'(I]| =B |V
0 V3o
Saet
I Vi, O
V=0 Vo 0],
0 V3o I

da er UBV = B’. Bemark, at saledes er Dy = DgVas. Da Dy er en invertibel matrix over R, er Vog = I.
Klarter £, ; ¢\-1 = 1d.
( Via I
Nu til det generelle tilfeelde. Lad Do veere Smith normal formen for By og lad P, og (2 veere invertible hel-

talsmatricer, som opfylder, at By = P, D2Qs. Seet U’ = (é Pg—l), V= (é Qg—l), B=U'BV' = (Eél ng_l)

-, / _1 . . . . . .
og B =U'B'V' = (Eél X g 2 ) Da har vi inducerede isomorfier, som vist i diagrammet
2

ker Do — 25 cok B, N cok B — "5 cok Dy

R

=~ é'622_1 = | id = 5U/—1 = 5P2

ker By —=> cok B; —>—> cok B —— cok By

1%
1%
[e9)
1%

id = lid id

ker By 4. cok By —— cok B’ P cok B

IR
IR
IR
(o9
L

>~ €@y id

ker Dy —=> cok By —> cok Bl ——= cok D».

Saledes findes ifglge ovenstaende U = (é U}2) og V = (é “2;), sd UBV = jg’, 0y = dyr o d o dyr-1 0g
f\@gl = 1d. Saledes er

B/ — U/—lﬁvl—l — U/_lUEVV/_l — U/—lUU/Bvlvvl—l — (I U12P2_1> B (I Y112Q2 ) .
0 I 0 Qy V22Q2

Og vi har 6U/—1UU/ = 6U/—1 ) 5[] ) 5U/ =9 og g(Q2_1V22Q2)_1 = €Q2—1 ®) €V2;1 ) sz =1d. [ |
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Fra [BHO3, cor.4.7] har vi fglgende (specialtilfeelde)

Teorem 4.6.12 (Boyle-Huang) Givet matricer B, B" € Matp(Z), hvis diagonalblokke er {—1,0, 1}-matricer.
Da er enhver K-vev isomorfi fra K(B) til K(B’) induceret af en G Lp-@kvivalens fra B til B'. Matricerne
B og B' er GLp-akvivalente, netop hvis K-vaevene K(B) og K(B') er (K-vav) isomorfe.

Bevis: Pga. bemaerkning 4.6.4 kan vi antage, at B, B’ € Matp(n, Z). Lad der veere givet en K-veaev isomorfi
k: K(B) — K(B’). Da findes ifglge lemma 4.6.5 blokdiagonalmatricer U,V € GLp(n,Z), sa UB'V har
samme diagonalblokke som B. Det er saledes nok at vise, at K-veev isomorfien sy yyorx: K(B) — K(UB'V)
er induceret af en G Lp-aekvivalens.

Vi kan saledes w.l.o.g. antage, at B og B’ har samme diagonalblokke. Ifglge korollar 4.6.7 findes blokdi-
agonalmatricer U,V € GLp(n,Z), sa UB'V har samme diagonalblokke som B (og B’) og sa (K(va))?%{ =

oy, = (’i?%{)_l for alle i € P. Det er saledes nok at vise, at K-vaev isomorfien xyyyor: K(B) — K(UB'V)

er induceret af en G Lp-aekvivalens — og bemeerk, at (k1) o m)‘{:%‘ = 1dcok B;;» © € P.

cok

Vi kan saledes w.l.o.g. antage, at B og B’ har samme diagonalblokke og at k 0y = tdeok B,; for alle s € P.

Ifplge korollar 4.6.9 findes en blokdiagonalmatrix V' € GLp(n,Z), sa B’V har samme diagonalblokke som B

(og B') og sa (k(1,v))k" = §y-1 = (kker) =1 og (/1(17‘/))?%‘ = 01 = idcok B,, for alle i € P. Det er saledes nok

at vise, at K-veev isomorfien k(; vy or: K(B) — K(B'V) er induceret af en G Lp-ackvivalens — og bemeerk,

at (K(r,v) © m)?‘z’f = idook B,; 08 (K(1,v) © K)F" = idker B,, for alle i € P.

Vi kan saledes w.l.o.g. antage, at B og B’ har samme diagonalblokke og at f{?i’f = ideok B,, OZ K =

idyer B,, for alle i € P. Hvis vi har en raekke matricer B = B, B!,... BN~! BN = B’ € Matp(n,Z),
hvor alle matricerne har samme diagonalblokke som B (og B’) og der for alle i = 1,..., N gelder, at
U'B"™'WV'=B"med U, V' € GLp(n,Z). Seet sa k< := k(y, v,y 0 -0k, : K(B) — K(B") og betragt

fglgende udsagn for hvert ¢ € P:

Bt B

Dy T Paay ) )
(/<J<Z>)C‘;.l]f = ddeokp;; forallej=1,...,N,
(/@'<i>)jer = ddyerp;; forallej=1,...,N.

Hvis vi kan vise, at sadanne matricer B;, U;, V;, i € P findes, sa () er opfyldt for alle i € P, sa er vi feerdige
(thi sa er k<V>: K(B) — K(B’) induceret af GLp-zkvivalenser og ko (k<V>)~1 er identiteten pa K(B')).
Vi viser ved induktion, at disse matricer findes. Induktionsbasis, 1 = 1: Vi har allerede, at By;y = B11 =

Bf{l}. Seet B = B, U = V! = I. Da k5 = idyer B,, OZ m?‘il}f = ideok By, , folger, at B, UL, V1 opfylder (x)
for + = 1.

Induktionsskridtet: Antag, at vi har givet k € P med 1 < k < N, at vi har givet matricer B®, B!, ..., B* ¢
Matp(n,Z) og matricer UL, VL ... U¥ VF € GLp(n,Z), s U'B°V! = B!, ..., UKB*-1Vk = B* og at
disse opfylder betingelsen (x) for allei = 1, ..., k. Vi gnsker sa at finde B¥+1 U1 og VF+L 53 (%) er opfyldt
ogsa for i = k + 1.

Hvis j % k+ 1 for alle j < k + 1, s& kan vi seette B¥T! = B* og U**! = V¥+1 = I. Thi betingelsen

j# k+1foralle j <k+ 1 bevirker, at Bi 1, = B}, =0forallej #k+ 1,54 B! | v =By i1y

Klart er Uk BFVE+1 — BE+1 Da det eneste nye element i {H(5), H_(j)|j < k+1}\ 0 er {k+ 1}, er det
klart, at (%) er opfyldt for i = k + 1 i dette tilfeelde.

Antag nu i stedet, at H_(k+ 1) # 0. Vi kan saledes skrive Bg(kﬂ) og B./f{l(k—i—l) pa folgende form

Bk _ R X B/ _ R X/
Hk+1) — \ 0 Bpyigsr)  ~HED) T \0  Bryigsr)’

hvor R = Bg B’ Seet k' := (ko (k<F>)~1). Af seetning 4.5.5 folger nu, at x’ virker pa folgen
+

H_ (k+1

(k+1) 1)’
1) € H(k+ 1) pa fglgende made

stammende fra H_(k

A iz k
ker Biy1,k+1 cok R cok Bg(kH) cok By 11 k+1

lid J/z’d J/(ﬁ’)‘}?é‘kﬂ) lid
A ’ bV

14 /
ker Bk:+1,k+1 ——>cok R————> cok Bg(k+1) ———>cok Bk:+1,k+1'

IR
IR
IR
IR

0 I 0 Vi,

dem for B%(kﬂ) og B}?(kﬂ), sa U’Bg(kH)V’ = B./f{l(k—i—l) og sa denne GL-zkvivalens inducerer netop

Ifplge lemma 4.6.11 findes invertible heltalsmatricer U’ = (I U ), V= <I Via ), hvis blokstgrrelser matcher
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isomorfien mellem de exakte fglger ovenover (bemaerk, at saledes er §V2/2_1 = tdker Bjy 1.5 +1). Lad nu UF+t! og

Vk+1 yaere de matricer, som er lig hhv. U’ og V' for alle index i H(k + 1) og lig identitetsmatricen udenfor
dette. Der geelder klart, at UL, VETL € GLp(n,Z) (thi (U);; # 0Ai < j =i € H_(k+1)Aj = k+1). Seet

Bkt+l — Uk+1BEYyE+L Det er klart fra konstruktionen af U’ og V', at B’flﬂ ki1 = BY, . i1y Bemerk,
at (ki yie))§E = ideor sy, for alle S € ({{j}j € PYULH()|j < kY U{H_(§)]j < k+1})\ 0
og (H(Uk—b—l"/k—b—l))%?}{k_i_l) = 5(]/ = (/{/)(g}{k—i—l)' Endvidere er (H(Uk—o—l’vk—o—l))?er = idkerBjj for alle j e P.
Folgelig er det klart, at (ko (k<FF1>)"1)0k = (ko (k<k>)"1 Pk o (n(_[]lk+1 Vk+1))§0k = idcox py, for alle

Se ({{1},.. .. {ANPU{H(), H-(j) |j < k+1})\0. Klart er (ko (k<F+1>)"hyker — jqy . p forj=1,...,N.
Altsa er (x) ogsa opfyldt for i = k + 1.

Ved induktion har vi saledes vist, at x er induceret af en GLp-akvivalens. Den sidste del af teoremet
fglger nu umiddelbart, da K-veevet er en invariant op til GLp-aekvivalens. [

Korollar 4.6.13 Lad der veere givet matricer B = (Eél gz) ,B' = (%1 )Bf,/) € Matp, ((m,n),Z) med {—1,0,1}-
2

indgange. Da er £(B) = E(B’), hvis og kun hvis B og B" er GLp,-@kvivalente. Og endvidere er enhver
isomorfi fra E(B) til E(B') induceret af en GLp,-ekvivalens.

Bevis: Den forste del folger umiddelbart af foregaende teorem. Lad der nu veere givet en isomorfi
(&1,&,82,01,0,602) fra E(B) til £(B’). Da findes ifplge foregaende teorem en GLp,-sekvivalens, fra B til
B’, som inducerer en isomorfi fra £(B) til £(B’), saledes at (£2,01,0,02) er (£V251,6U11,6U,(5U22). Vi kan
imidlertid ikke veere sikre pa, at &1 = fvﬂl og & = &y -1. Ved at bruge korollar 4.6.10 to gange, ses, at vi kan
sammensatte skvivalenser, sa vi kan antage, at £ = Sy (og at (&2,01,0,02) er (£V251, Uy, 0U, 0U,, ). Af
lemma 4.3.3 folger, at £ og &—1 er entydigt bestemt ved de gvrige afbildninger, sa £ = &y -1. |

4.7 Om sammenhangen mellem Rgrdams og Huangs invarianter

Fglgende lemma svarer i en vis grad til [Hua95, lem.3.2]. Lemmaet i artiklen er lidt mere generelt end fglgende
lemma — derimod er beviset ikke sa enkelt. Hvorvidt D. Huang i artiklen egentlig bruger, at hans version er
mere generel end min, har jeg ikke undersggt.

Lemma 4.7.1 Lad UB = B'W og antag, at ker B = ker B’ = {0}. Da er 6y en isomorfi, hvis og kun hvis
nw en isomorfi.

Bevis:  Antag, at dy er en isomorfi. Vi vil sa vise, at ny er en isomorfi. Ifglge lemma 4.2.8 findes U’, W' A
og A’, saledes at U'B’ = BW' og

I-UU=BA, I-UU =BA.
Bemeerk, at da ker B = ker B’ = {0}, er B og B’ invertible som matricer over R. Saledes er
U=B'WB™!, W=B"'UB, U'=BW'B~', W =B"1'UDB.
Substitueres U og U’ i ovenstaende ligninger, fas
BA=I-UU=1-BWWB™, BA=I-UU=1-BWWDB™,
hvoraf der umiddelbart fas
I-WW=BYBA)B=AB, I-WW' =B"YB'AB =A'B,

hvilket betyder, at ny er invertibel med ny som invers (se ogsa lemma 4.2.8).

At 6y er en isomorfi, hvis ny er en isomorfi, folger heraf, da dy er dss. nyr og nw er dss. dyr. |
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Korollar 4.7.2 Givet ligningen UB = B'W, sa nw er en isomorfi. Da findes U’', sa U'B = B'W og 6y er
en isomorfi.

Bevis: Pga. korollar 4.2.5 kan vi w.l.o.g. antage, at B og B’ er lig deres Smith normal former. Sa lad
D = B og D' = B’ og skriv dem pa formen

_(Dy 0 , (D} 0
D‘(o o)’ D‘(o 0)

hvor det Dy, det D{; # 0. Lad k betegne dimensionen af ker D (som er lig dimensionen for ker D', da der
geelder, at cok D 2 cok D’). Skriv U og W pa tilsvarende blokform. Da er Us; = 0 og W15 = 0 ifglge lemma
4.2.7. Da cok Dg og cok D}, er endelige grupper og afbildningen cok D§’ > [z] — [W{z] € cok D{ er injektiv,
er my,,: cok DiT — cok DI en isomorfi. Ifglge foregiende lemma er siledes &y, : cok Dy — cok D} ogsa

en isomorfi. Da cok D = cok Dy @ Z* og cok D' = cok D}y & ZF, definerer U’ = (Y;*9) klart en isomorfi

0y : cok D — cok D’ og der geelder oplagt, at U'B =UB = B'W. [

Saetning 4.7.3 Lad P> = {1,2} med 2 # 1 og lad der vere givet matricer B = (73! éz) € Matp, ((m,n),Z) og
B’ = (Egi g;) € Matp, ((m',n'),7Z). Antag, at der er givet isomorfier §1: cok By — cok B} ogn: cok BJ —
cok B4, sdledes at (61 @ n)([X]) = [X'] i €(I — B}, I — BY). Da induceres en isomorfi fra £(B) til £(B’).
Mere specifikt findes isomorfier & og d, sa vi har et kommutativt diagram

ker By —2> cok By —> > cok B

gl@ %lél glg

ker B, — cok B} —— cok B/,

hvor &3 = &y for ethvert W € Maty, xn(Z) opfyldende ny = n~1 og UBy = B4W for et U € Mat,/«n (7).

Beuvis: Ifplge lemma 4.2.3(a) findes der Uy, W11 € Mat,y xm(Z), Uz, Waa € Mat, xn(Z) og Raz, Voo €
Mat,, xn’ (Z), saledes at

U By = B{Wh1, UsBay = ByWas, RooBhy = BaVas, vy, =01, Nwa =05, Moy =1

Ifplge korollar 4.7.2 kan vi uden indskreenkelse antage, at dy,, er en isomorfi. Ifglge lemma 4.2.8 findes et
A € Mat,(Z), sa
I — Voo Wae = ABs.

Og ifplge lemma 4.2.6 findes C1,Cy € Mat,,«n(Z), sa
X' — Uy XVay = BLCy + CB),
Ved at bruge ovenstaende ligninger ses, at
X'Way = U X(I — ABy) = X'Way — U1 XVoyWay = BiC1Way + CoByWay = B1C1Wag + CalUaz Bs.

Saet
- Upn CiUze — U XA W= Wip —C1Wag
0 U22 ’ 0 W22 ’

da ses nemt af ovenstaende, at

vp— (UnBr UnX +CoUnBy —UnXABy\ _ (BiWiu X'Way — BiCiWa2\ _ pipy
0 U22B2 0 BéW22 .
Ifglge lemma 4.3.2 induceres saledes en homomorfi fra £(B) til £(B’):

ker By ——> ker B —ﬂ> ker By L, cok By A cok B s cok Bs

\ngll \ng gl€W22 %\L(SUll:(;l %l(SU %\L(SU22
/ 4 A’ N /

ker B] —% ker B’ — ker By —=— cok B} — cok B/ —— cok Bb,
thi per antagelse er §; og dy,, isomorfier, af lemma 4.2.8 fglger, at &y, er en isomorfi, da n~1 = nyy,, er det,
og af 5-lemmaet (se f.eks. [Fox02, 2.25(1)]) folger nu, at d er en isomorfi. At &y, ikke afthasenger af valget
af Wos folger af lemma 4.2.7. Vi mangler nu kun at vise, at £(B) = £(B’). Men dette fglger umiddelbart af
det lige viste samt lemma 4.3.3. |
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Bemarkning 4.7.4 Lad P, = {1,2} med 2 # 1 og lad B = (% X)), B’ = ( 01 B;> e Matp, ((m,n),Z)
veere givne matricer. Antag, at vi har U,V € GLp,((m,n),Z), sa UBV = B’. Da er

UBV — UnBiVii UnBiVig + UnXVas + Ur2BoVoo | _ (B X"\ _ B

0 U2 B2 Voo 0 By '

Dvs. at U1 By = BiVﬁl og U2_21B§ = ByVss. Saledes induceres isomorfier dy,,: cok By — cok B} og
Ny, cOk Ba — cok B4, siledes at

X' — U1 X Vag = U1 B1Vig + U1aBaVag = Bivﬁlvu + U12U2_le§-

Det folger saledes af lemma 4.2.6, at [U11 X Vas| = [X']1 € (I — By, I — Bj) — og dermed er (6y,, @nv,, ) ([X]) =
(X'11¢( — By,I — B)).

Vi har saledes vist, at G Lp,-zkvivalens mellem B og B’ medfgrer isomorfi mellem ([X], cok By, cok BJ ) og
([X'], cok B, cok B4T). Vi har i foregéende szetning set, at hvis ([X], cok By, cok BJ) og ([X'], cok B}, cok B4T)
er isomorfe, sa er £(B) og £(B’) ogsa isomorfe (og dermed er ogsa K-veevene K(B) og K(B’) isomorfe).
Det fglger i gvrigt af teorem 4.6.12, at disse tre falder sammen, hvis B og B’ har indgange fra {—1,0, 1}.
Et naturligt spgrgsmal er derfor: gaelder nogen af de omvendte implikationer generelt? Det er klart, at ikke
begge de omvendte implikationer gaelder.

Seet B=(31),B ' =(§%)og P2 ={1,2},1 > 2. Det indses let, at der ikke findes nogen G Lp-aekvivalens
fra B til B’ (jf. bemaerkning 4.6.4 samt [BH03, example 7.1]). Bemeerk, at vi har isomorfier §: Z/5Z > [z] —
[2x] € Z/5Z og n: Z/5Z > [x] — [x] € Z/5Z, at € (I — 5,1 —5) = Z/57Z og at 6 ® n afbilder klassen [1] over
i klassen [2]. Saledes er det klart, at isomorfi af ([X], cok By, cok BJ) og ([X'], cok BY, cok B4) ikke generelt
medfgrer G Lp,-zkvivalens. Den anden implikation har jeg endnu hverken bevist eller modbevist, men hvis
der findes et modeksempel, sa skal dette findes blandt de matricer, hvis diagonalblokke har indgange ikke
kun fra {—1,0,1} og hvis determinant er nul (pga. [Hua95, lem.3.4]).

4.8 Bemarkninger

Afsnit 4.1: Lemma 4.1.2 er fra [HuaOlb, thm.2.1].

Afsnit 4.2: Lemma 4.2.3 og definition 4.2.4 er omtrent [HuaOla, lem.2.1 og def.2.2]. Lemma 4.2.6 stammer
fra nogle — ikke beviste — observationer pa s. 189-190 i [Hua95].

Afsnit 4.3: Lemma 4.3.3 er fra [HuaOlb, prop.3.9].

Afsnit 4.4 er faktisk bare en lang definition. Dette er essentielt det samme som i [Boy02] og [BH03]?, men
jeg har selv fundet pa at definere dette ved hjeelp af induktive graenser.

Afsnit 4.5: Definitionen af K-vaevet er taget fra [BH03]. Sezetning 4.5.3 og 4.5.5 svarer til hhv. [BHO03,
prop.3.2 og 3.8].

Afsnit 4.6 svarer i det store hele til [BH03, §§4-6] — dog med mange flere detaljer. Mere konkret svarer
lem. 4.6.5, seetn. 4.6.6, lem. 4.6.11 og teorem 4.6.12 til [BHO03, prop.4.1(1), thm.4.4, lem.6.1 hhv. cor.4.7].

Det gvrige i kapitlet er mere og mindre mit.

3Der er dog det beklagelige problem med definitionen heri, at den er forkert. Af en eller anden grund har forfatterne glemt
at medtage kravet, om at alle diagonalblokkene skal have determinant 1 i definitionen af SLp-skvivalens.






Kapitel 5

To isomorfisaetninger for 04 ® K

Her i kapitlet vises to isomorfiseetninger. Dette ggres vha. et klassifikationsresultat af Mike Boyle for SF'T
op til FE. Der vises, at for {0, 1}-matricer A og A’, som opfylder betingelse (II) og har en ,tilstraeekkelig peen
blokstruktur® (mere praecis A € Qﬁatgg(n, Z) og A’ € Sﬁatgg(n’, 7)), geelder at 04 ® K =2 04 ® K, hvis
(I —A) er GLp-zekvivalent med (I — A”"). Ved hjeelp af hovedresultatet fra foregaende kapitel, teorem 4.6.12,
formuleres denne isomorfiseetning ogsa vha. K-vaevet.

5.1 Indledning

Antagelse 5.1.1 T indevarende kapitel lader vi = veere en ordensrelation pa P := {1,..., N}, hvor N € N,
som opfylder, at

itz =1<]
for alle 7,5 € P, hvor < betegner den ssedvanlige ordning pa Z.

Bemeerkning 5.1.2 Antag forst, at N = 1. Lad B € Matp(n,Z) og B' € Matp(n',Z). Af eksistensen af
Smith normal formen ses umiddelbart, at B er G Lp-ackvivalent med B’, netop hvis cok B = cok B’ samt at
B er SLp-xkvivalent med B’, netop hvis cok B = cok B’ og det B = det B’.

Antag nu, at N € N er vilkarlig. Lad endvidere n,n’ € N¥, B € Matp(n,Z) og B’ € Matp(n’,Z).
Da fglger umiddelbart af ovenstaende observation, at en ngdvendig betingelse, for at B er GLp-akvivalent
(hhv. SLp-skvivalent) med B, er, at cok B;; = cok B;, i € P (hhv. det B;; = det B, og cok B;; = cok B,
for i € P).

Lad os nu betragte tilfeeldet, hvor A € Mat,, ({0, 1}) kan skrives pa blokformen

A A Az - Al
0 Agg A23 cee A2N
A=1 0 0 Asz -+ Asn
0 0 0 -+ Ann
hvor hver af diagonalblokkene Aq1,..., Ayn er irreducible ikke-permutationsmatricer og I' 4 = P via identi-

teten (og tilsvarende for A’). Da er ovenstaende en god motivation for at undersgge, hvorvidt S Lp-zekvivalens
mellem (I — A) og (I — A’) klassificerer disse matricer op til FE. Og analogt, hvorvidt G Lp-asekvivalens mel-
lem (I — A) og (I — A’) klassificerer de tilhgrende Cuntz-Krieger algebraer op til stabil isomorfi. Og det ser
faktisk ud til at veere tilfeeldet — modulo en permutation af I' 4-. Dette leder frem til fglgende definition.

Definition 5.1.3 Lad der vaere givet et n € NV. Vi lader da fmatgfzr(n, 7)) betegne maengden af matricer
A € Matp(n, Z), som opfylder, at

e Alle indgange i A er ikke-negative,
e Hver diagonalblok, A;;,7 € P, er essentielt irreducibel,

e A opfylder betingelse (II) (dvs. at for hvert i € P er den maksimale irreducible principale undermatrix
af A;; ikke en permutationsmatrix),

e For alle 7,7 € P med i > j findes et index ¢/, som forekommer pa en lgkke i A;;, og et index j', som
forekommer pé en lgkke i A;;, og et k € N, s& A*(i’,5) > 0 (og siledes er "4 ordensisomorf med P
via identiteten).

Bemaerk, at Sﬁatgﬂ(n, Z) er en delmeengde af meengden 9% | (n, Z) defineret i [Boy02, def.2.2].

61
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Bemeerkning 5.1.4 Det har i lang tid veeret min opfattelse, at der for enhver matrix A € Mat,, ({0, 1}), som
opfylder betingelse (II), findes en permutationsmatrix P € Mat,, ({0, 1}), siledes at PAP™! € Sﬁat(n) 4 (n, 7Z)

for et passende N € N, en passende ordning > pa P og et passende n € NV . Mike Boyles og Danrun Huangs
artikler har givet mig indtryk af dette (uden at de konkret har skrevet det).

Det er imidlertid nemt at finde et eksempel, hvor dette ikke kan lade sig ggre: Antag, at vi har fire
irreducibilitetskomponenter, hvilke vi vil benaevne v1, 72, 73, 74 samt en overgangstilstand, som vi benaevner
t. Antag, at de tilladte overgange er fra v til ¢, fra 7o til ¢, fra t til v3 samt fra ¢ til 74 (og ikke andre). Da
ses nemt, at vi ikke kan blokke nabomatricen, saledes at blokstrukturen precis afspejler ordningen > pa I 4.

M. Boyle har dog gjort mig opmaerksom pa, at hvis A € Mat,,({0,1}) opfylder betingelse (II), sa kan vi

dog altid finde en matrix tilhgrende mat(ll) 4 (n,Z) for passende n og P, hvis tilhgrende SFT er topologisk
konjugeret med det til A hgrende (vha. blokrepraesentationer af skiftrummet). Af flere forskellige grunde
har jeg valgt, ikke at ggre mere ud af dette. En god grund er selviglgelig, at omfanget af specialerapporten
allerede er ret stort, en anden grund er, at der kun er kort tid tilbage. Men selv synes jeg egentlig, at den
bedste grund skal findes i naeste kapitel, hvor klassifikationsresultatet praesenteres. Der veelger jeg, kun at
klassificere de Cuntz-Krieger algebraer, som fremkommer fra en {0, 1}-nabomatrix, som opfylder betingelse
(IT) og ingen overgangstilstande har. For selv om resultatet bliver lidt mindre generelt, synes jeg, at det nu
er blevet betydeligt nemmere at forsta. Dette heenger sammen med, at hvis der findes overgangstilstande, sa
skal vi medtage forskellige maetninger, nar vi skal beskrive idealstrukturen og de afbildninger den inducerer
i K-teori. Disse maetninger kan blive ret overlappende og veere ret tekniske at arbejde med, saledes at det
overskygger hele idéen med det, vi foretager os.

Da nabomatricerne for de irreducible komponenter antages at vaere ikke-permutationsmatricer, fglger af
[Boy02, thm.3.1], at

Teorem 5.1.5 (Boyle) Givet to matricer A € fmat(H) 4(n,Z) og A" € Dﬁat(m 4 (0',Z). Da gelder der, at
A ~pp A, hvis og kun hvis der findes en permutatzonsmatmx P’ (med samme stm“relse som A'), saledes at

P'AP! e S)ﬁat(H) v (n',Z) og sa (I —A) og (I —P'A'P'~') er SLp-ekvivalente.

Heraf fas umiddelbart felgende korollar:

Korollar 5.1.6 Givet A € ﬁﬁat(l ) 1(n,Z) og A" € Sﬁat(n) 4 (', Z) med indgange fra {0,1}. Hvis der findes en
S Lp-akvivalens fra (I — A) til (I A, sa er A ~pp A’

5.2 Isomorfisaetningerne

Vi minder om, at vi i definition 3.1.1 har defineret to matricer A_ € Mat,,4+2({0,1}) og A € Mat,,+3({0,1})
for hver given matrix A € Mat,,({0,1}). Ved at bruge, at Oy = O3_ (se lemma 3.1.1), har Mikael Rgrdam —
i beviset for thm. 7.2 i appendixet i [Rgr95] — vist folgende

Lemma 5.2.1 Der findes en separabel C*-algebra € med enhed 1¢, en projektion e € € og partielle isometrier
S1,82,t1,t2,t3 0g ty i € — alle forskellige fra nul — saledes at € = C*(s1, s2,¢) = C*(t1,t2,t3,t4,€) 0g

le = tit] + oty + taty +  taty,
tity =ttt 4+ tot,

t5ta = it +  tat5  +  t3i3,

tity = bty 4+ tsth 4+ tath
tats = tsts 4+ tat},
le = s18] + 5285,

e = sis1 = S5S2,

€ = €51 = S1€,

e = et; = tie.

Bemeerk, at s1 og so er frembringerne for O ogty,ta,t3 0ogty er frembringerne for Oo_. Der geelder, at s2s35 er
(Murray-von Neumann) ekvivalent med tots © €. Endvidere er (e, s157 —e, S255) 0g (e, t1t] —e, tats, tats, tat}])
to st bestaende af indbyrdes ortogonale projektioner — sdledes er disse specielt lineert uafhaengige set.

Beuvis: Forste del: Lad sq,so hhv. tq,to,t3,t4 betegne de kanoniske frembringere for Oy hhv. O, . Lad
T og 7_ veere rene tilstande pa hhv. Oy og Oy, som opfylder, at 7(s;) = 1 og 7_(t1) = 1. Sadanne findes
ifplge lemma B.7 (da 1 € Sp(s1) og 1 € Sp(t1), hvilket nemt kan indses f.eks. ved at lave konkrete (tro)
repraesentationer af Oy og Oy, i hvilke s; og t; har 1 som egenveerdi). Lad m og m_ veere de tilsvarende
GNS-repraesentationer pa Hilbert rummet ¢5 (hvilket vi w.l.o.g. kan antage pga. lemma B.11 og lemma
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B.9, da sis; og tit; er uendelige — se nedenunder). Det er klart, at m(lp,) = 7_(lo, ) = Lgy,), da
(I, — 7(Llo,))m(a) = 0 for alle a € O2, (Lgw,) — (Lo, ))m—(a) = 0 for alle a € Oy_ og GNS-
reprasentationer er cykliske.

Desuden kan vi uden indskrsenkelse antage, at 7 og 7_ kan repraesenteres som vektor tilstande pa den
samme vektor. Lad e betegne den 1-dimensionale projektion pa det linesere underrum frembragt af denne
vektor. Fglgelig er em(s1) = m(s1)e = e og em_(t1) = m_(t1)e = e. Vi viser kun den ene lighed — de andre
vises tilsvarende. Lad h, € ¢5 betegne den kanoniske (enheds)-vektor for repraesentationen (¢5, 7). Af [Mur90,
thm.3.3.2| fglger umiddelbart, at 1 = 7(s1) = 7(s7) = 7(s7s1). Folgelig er 7((1o, — s1)* (Lo, — s1)) = 0, og
ifplge [Mur90, thm.3.3.7(1)] er saledes 7(a(lp, —s1)) = 0 for alle a € O,. Folgelig geelder der for alle a € Oo,
at {(e — m(s1)e)hr, m(a)h,) = 7(a* (1o, — 51)) = 0. Dvs. e = 7(s1)e (da e — 7(sy)e er nul pa {h,}).

Da O3 og Os_ er simple og T og 7_ er rene tilstande, er (¢4, ) og ({2, m_) tro irreducible repraesentationer.
Ifplge [Mur90, thm.2.4.9] er saledes

¢ :=C*(1(02),K) =C*"(7(s1),7(s2),e), €E_:=C"(nm_(02_),K)=C"(m_(t1),m—(t2), 7—(t3), 7—(t4),e€).

Bemaerk, at s7s; = 1o, og tjt; er uendelige projektioner, thi s1s7 < s7s1 = 1o, og t1t] < tit;. lislge
lemma B.9 og B.10 er derfor hverken m(sjsy) eller w_(¢jt1) kompakte operatorer. Folgelig er hverken 7(s1)
eller m_(t1) kompakte.

Det er klart, at K er et lukket ideal i € og i €_. Lad k: € — €/K og k_: €_ — €_/K betegne
kvotientafbildningerne. Lad ¢: Oy — €/K betegne *-homomorfien k o m og lad ligeledes p_: Oy — €_/K
betegne *-homomorfien k_ ow_. Det er klart, at ¢ og ¢_ er surjektive (da der om frembringerne geelder, at
e € K, 51,80 € Oy 0g t1,ta,t3,t4 € Oy_). Da s1 € K og t1 ¢ K, er hverken ¢ ejheller ¢ _ nulafbildningen.
Folgelig er *-homomorfierne ¢ og ¢_ ogsa injektive, da ker ¢ (hhv. ker ¢ ) er et lukket ideal i den simple C*-
algebra Oy (hhv. Os_). Altsa er ¢ og p_ *-isomorfier. Vi har saledes fglgende kommutative (heloptrukne)

diagrammer med exakte rackker

0 Eg( ¢ K (E/Eg 0 0 E{( ¢_ ——Ji;> ¢_ /Eg-————>'0

R N

0 KC <Gt Oy 0, 0 KC <l C)g_ — 0,
ap_loﬁl gp:lo,‘ﬁj_

hvor de to nederste oplagt er split-exakte. Fra teorem 3.1.3 ved vi, at der findes en *-isomorfi ¢: Oy — O4_.
Heraf konstrueres umiddelbart folgende kommutative diagram med (split)-exakte rackker

™

0 KC e 672_ 0
0 K( ................... 02 0
¢_lo¢:105_
Saet p:= ¢ tok og p_ =@ ! ok_. Folgelig har vi folgende trivielle udvidelser:
™ T_0o¢p
0 KC E=——=0,——=0, 0 KC ¢C_.=——<=0,——=0
¢ top_

af Oy med K. Voiculescus s&tning, teorem B.15, giver nu, at der findes en isomorfi ¢: &€ — E_, saledes at
Y(K) = K og vi har fglgende kommutative diagram

0 Eg( €_< ....... ; ......... 692 0
o ]
0 K( @_ <_ .......... 02 - 0
¢_1op_

Desveerre er det ikke sikkert, at 1(e) = e. Vi har dog klart, at ¥ (e) er en rang et projektion i K. Lad
h,h' € ¢y veere enhedsvektorer, som opfylder, at e(f2) = Ch og i(e)(¢2) = Ch'. St $Ho := span{h, h'},
da er $( et et- eller todimensionalt lukket underrum af /5. Klart findes en partiel isometri V': fo — /s,
saledes at VV*(l2) = $o = V*V({2) og V(R') = h. S;et U = Lg,) — V*V +V = Ig,) — VV*+ V. Da
er ret oplagt, at U er en unitaer operator og at denne tilhgrer K 4 Clg(,,). Da Uy(e)(h') = h = eU(R') o

Ui(e)(k) = 0 = eU(k) for alle k € {h'}*, er

(AdU)(¢(e)) = Up(e)U" =

Af lemma B.17 folger saledes, at ¢’ := (AdU)|e_: €_ — €_ er en isomorfi, som opfylder, at 1’ (¢(e)) = e.
Saledes er 1)’ o1 en isomorfi af € pa €_, som afbilder e pa e.
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Anden del: Szt v := t5(t] 4 t3)s5. Da er ifglge lemma 2.2.4

UU* = tg(f{ + tg)(tl + t;)t; == tg(f{tl + tgt;;))t; == tg(tlff + tzt% + tgt;;))t; = tg(]].(g - t4t2)t§
= tot}
U*U = Sg(tl + t;)(tlti + tgtz + tgt:ok))(ti + t3)8§ = Sg(tl + t;)(titl + tgt;;)(ti + t3)8§
= Sz(tltitlti + t;;tgt;:tg)sz = 82(751251< + t;tg)sz = S9 (t1t>{ + tzt; + tgt;) + t4t1)$§ = 82]].0383

Det verificeres let, at de to s@t bestar af indbyrdes ortogonale projektioner ved at bruge ligningen
es; = s1e = ety = t1e = e (det er klart, at e er forskellig fra bade s;s7 og t1t7). [

Fglgende lemma er ret direkte inspireret af D. Huangs blok-skift lemmaer i [Hua95], som igen beerer praeg
af M. Rgrdams udfgrelse af en ide af J. Cuntz i appendixet i [Rgr95]. Det udslagsggrende skridt, som gjorde,
at jeg blev i stand til at udvide klassifikationen og benytte M. Boyles og D. Huangs resultater, var, at jeg
beviste (c) og (d) i folgende lemma.

Lemma 5.2.2 Givet A € Dﬁatgﬂ(n, Z) med indgange fra {0,1}. Skriv A pa blokformen

M X Y
A=[0 @ 2z]|,
0 0 N

hvor Q) er diagonalblokken A;,;,, i0 € P — og saledes specielt essentielt irreducibel. St

M X, Y M X.. Y
0 0 N 0 0 N

hvor Qs = Q~, Xi = (X 0); Zy = (5)7 Qux = (Qu)- = (Q)—, Xuw = (X* 0) = (X 0) 0g

.
I
7 N\
o N
N—
I
77 N
o N

> (der tilfojes et ,passende antal nuller”). Mao. er

M X 0(31 Y (M X 00(1)00 Y\
P ICHRCI 40 B IR R 1111 Vi
o (129 (D) o o (b8) (i) o
0 0 0 N KO OOO 00811 N)

Da geelder der:

(Cl) A* € Qﬁatgl(n*,Z) og A** € Dﬁatga(n**,Z), h’UOT n, = (nl,...,nio_l,nio —|—3,ni0+1,...,nN) 0g
n,, = (nla ey NGo—1, Ny +5,nz‘0_|_1, .. .,nN).

(c) (I —A) er SLp-@kvivalent med (I — Asx).

(d) Der findes invertible matricer Uy, Vi € Mat,,, 1+3(Z) med detUy =1 og det Vi = —1, sdledes at

I - M —-X 0 —
I 0 O I 0 O 0 I-Q 0 _
0 Uy 0J(U-A,)[0 Vi 0] = 100
0 0 I 0 0 I 0 0 <86?) 0
0 0 0 I — N

Sa (I—A) er GLp-@kvivalent med (I —A,) med disse specielle matricer, som inducerer denne ekvivalens.
(e) Oa@K=0,4 K.

Tilsvarende resultater gelder ogsa hvis M eller N antages ,tom*.



5.2. ISOMORFISATNINGERNE 65

Bevis:  (a): Dette indses nemt.

(b): Denne del af lemmaet — at O4, = O4,, — er bevist i [Hua95, lem.4.3]. Jeg gentager beviset her:

Find €&, 51, s0,t1,12,t3,t4 0g € i1 hht. lemma 5.2.1. Lad m, g og n betegne stgrrelsen af hhv. M, Q) og N og
setk:=m+qg+n. SetA:=Cd.---®C P € (med k kopier af C) og lad f1,..., fr betegne projektionerne
pa hvert af disse k kopier af C. Da er fi,..., fr indbyrdes ortogonale projektioner.

Repraesentér 2 pa et uendeligdimensionalt, separabelt Hilbert rum, §, saledes at alle projektioner i 2
panger nulprojektionen er uendeligdimensionale (se lemma B.13). Saledes er alle projektioner i 2, som er
forskellige fra nulprojektionen, (Murray-von Neumann) aekvivalente i B($)).

Definér
fm+1
fm+1 :
f1 ; Frnta ~ fmta+1
—)_ . End _ End _ 6 _
G N A B I P I T
fm s18]—e tat T
* *
5289 t3t3
tats

Ifplge lemma 5.2.1 er (fi1,..., fk,€, 5187 —e, s255) og (f1,. .., fr, €, t1t] —e, tats, tath, t4t]) to seet af indbyr-
des ortogonale projektioner, som specielt er to linesert uafthengige saet. Saledes findes der partielle isometrier
Z1,...,Tk13 € B(H) (da A og dermed A, og A, er ikke-degenererede), saledes at

T1T) M X. Y\ [T 712 7
Tyt 3Th+3 0 0 N t Th+3%) 13 t
og ligeledes findes partielle isometrier yq, ..., yr+5 € B($), saledes at
Y1y M X.. Y 7 Y11 7
Ykt 5Yk+5 0 0 N t Yk+5Y%45 t

Bemaerk, at Lo = z127+- - -+ T y37) 5 = Y1Y7 ++ -+ Yrt5Y5,5- Lolge (a) opfylder A, og A, (II) og dermed
ogsa (I). Af teorem 2.5.8 fglger saledes, at B1 := C*(z1,...,x43) = Oa, 0g Bo :=C*(Y1,...,Yk+5) = Oa,,
for ethvert sadant valg af x1,..., k13 0g Y1, ..., Ykts, Som opfylder ovenstaende.

Det er saledes nok at vise, at vi kan valge x;’erne og y;’erne, saledes at 81 = Bs.

Vha. relationerne for s;, s3 og e vises nemt, at vi kan vaelge Z,,444+2 = 51 — € 08 Tyy4q+3 = S2. Saledes er
? C B (da elementerne z;x] = fi,i=1,...,m+q, Tiy37], 3= fi,i =m+q+1,... .k Tmiqr1%,4 4401 = 6
Tmtqt2 = S1 — €, Tmyqt3 = So tilsammen frembringer 2A).

Vha. relationerne for t1, t2, t3, %4 0g e vises nemt, at vi kan veelge ¥m+yq+2 = t1 — €, Ym+g+3 = 12, Ymtqta =
t3 08 Ym+tq+s = ta. Saledes er A C By (da elementerne y,y7 = fi,i = 1,...,m + g, YirsYivs = Jiyi =
m+q+1,...,k, ym+q+1y;§1+q+1 = €, Ymtq+2 = 11 — €, Ymiq+3 = 12, Ymtqta = 13, Ymiq+s = t4 tilsammen
frembringer ). Endvidere kan vi uden indskreenkelse veelge y; = x; fori =1,...,m 08 Ym4q+5+i = Tmtq+3+i
for 2 = 1,...,n. Nu mangler vi kun at ggre valg for de resterende q 4+ 1 y;’er for at sikre, at B, = B,.

Ifplge lemma 5.2.1 er sos5 (Murray-von Neumann) sekvivalent med tot5. Ifplge lemma B.12 findes saledes
partielle isometrier U y1,..., Umyqr1 1 A, sa wu) =zjx; fori=m+1,...,m+q+1og

q n
ujug = tots + > QUi —m, §) fmaj + Y Z(i — M, §) frngqug fori=m+1,... m+q,
j=1 j=1

* *
Ut gt1Umtqr1 = taty + fmp1 + - 4 frngg

Set y; = xu; for i = m+1,....m+q+ 1 (da er y,uy7 = zuuzl = x;xfrxl = zxl og yly, =
ufzir,u;, = ufuuiu; = ulfu;, sa y;'erne opfylder, det de skal). Da A C B, N By, er y; = z;u; € By og
T = 2, xi T = viuul =yul € By fori=m+1,...,m+ g+ 1. Saledes er B, =By, da
L1 =Yty s Lm = Ym,
LTm+1sYm+1s-- - xm—i—q—i—17 ym—i—q—l—l € %1 N %27

Trntq+2> Tmtq+3 Ym4-q+25 Ym+q+3: Ym+q+4s Ym+q+5 € A S B1 N B,

Im+qg+4 = Ym+q+6s Lm+q+5 = Ym+q+75 - -+ Tk+3 = Yk+5-
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I0 0
I-M —X 0 Yy 01000
0 I-Q 0 —Z oIl :::::]0
, R 10000 01000
(c): Definér Ag, saledes at I — Ay = o o [98999) o |, U0 = 10000 og Vo =
00010 01000
00001 00 00304 0
0 0 0 I-N 000489
00 0 I
I 0 0 0
0 I 0 0
-1 - =1 1 0 -1 0 O
0 .. 0 0 0 -1 0 O
ol o = 0 -1-10 0 0 |oO
0 - 0 0 0 -1 0 —1
0 0 0 0 0 —1 0
0 0 0 I
Da er
/I—M -X 0 -Y
00-100
0 I—Q (:: : ::) -7
00-100
Uo(I — Ag)Vy = 1 -1 170 -1 00 — I A,,.
0 --- 0 0 0 -1 0 O
0 0 - 0 -1-10 -1 0 0
0 - 0 0 0 -1 0 —1
0 - 0 0 0 0 —-10 )
\ 0 0 0 I— N

Der geaelder klart, at Uy, Vo € SLp (i, Z).
(d): Definér Uy, Vi € Maty43(Z) ved, at

Da er

0
001

Det ¢gnskede indses nu nemt ved at gange matricerne sammen.

(e): Dereri (c) vist, at (I—A) er SLp-sekvivalent med (I —A..). Ifglge korollar 5.1.6 er saledes A ~pp Ass.
Da den stabiliserede Cuntz-Krieger algebra er en invariant af SF'T op til FE, er O4 @ K = O4,, ® K. Da der
i del (b) er vist, at O, = O4,,, folger det gnskede umiddelbart.

Den sidste pastand ses nemt ved at ga gennem beviset en gang til. |

Fglgende er et hovedresultat i specialet. Bevis-idéen ligner en del den, som D. Huang har brugt for andre
Cuntz-Krieger algebraer.

Teorem 5.2.3 Givet A € imatgfi(n, Z) og A" € ,‘Jﬁatgg(n’, Z) med indgange fra {0,1}. Hvis B=1— A er
G Lp-@kvivalent med B' =1 — A’, sa er O4 @ K= 04 Q@ K.

Beuvis: Antag, at B = I — A er GLp-xkvivalent med B’ = I — A’. Altsa findes r > n,n’ og U,V €
GLp(r,Z), sa Utp n(B)V = tyn(B’). S;et By = ty n(B) 0g By = trn/(B’). Da er UB)V = B|. Vi gnsker
forst at vise, at vi w.l.o.g. kan antage, at alle diagonalblokke i U og V' har determinant 1. Af korollar 5.1.6 fas
sa, at A ~pp A’. Dette gores ved induktion. Giveti € {1,..., N} og antag, at det(U;;) = det(V;;) = 1 for alle
j € Nmed j < i. Vivil sa vise, at der findes en matrix A” € matgfi(n”, Z), saledes at 04 @K =2 04 ®K og
sa der findes en G Lp-ackvivalens fra (I — A”) til (I — A’), hvor determinanten af de forste i diagonalblokke
i hver af GLp-matricerne, som inducerer skvivalensen, er 1. Vi betragter diagonalblok i og deler op i 3
tilfeelde:

Tilfelde 1: Antag, at det U;; = det V;; = 1. Det er jo det, vi gnsker.

Tilfelde 2: Antag, at detU;; = 1 og det V;; = —1. Seet m := (nq,...,ni—1,n; + 3, niy1,...,nnN). lfolge
lemma 5.2.2(d) findes U’ € SLp(m,Z) og V' € GLp(m,Z), saledes at detV; = —1, det V], = 1 for alle
j#i0og Utmn(l—A)V' =1— A, Find vha. den opadfiltrerende egenskab et ro > r,m. Da er

Lro,m(U/)Lro,n(I - A>Lro,m(vl) = Lro,m(I —A,) og Lro,r(U_l)Lro,n’(I - A/>Lro,r(v_1) = Lro,n(I — A).
Saledes har vi, at

Lro,m(U/)Lro,r(U_l)Lro,n’(I - A/)Lro,r(v_l)bro,m(vl) = Lro,m(l - A*)
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og at det (Lro’m(U/)Lroyr(U_l))jj = detUj; for alle j = 1,..., N, det (Lro’r(v_l)brmm(vl))jj = det V}; for
alle j # i og det (try,e (V") trg,m(V’)),, = 1. Séledes har vi en GLp-ackvivalens mellem (I — A,) og (I — A’),
som opfylder, at determinanterne af diagonalblokkene i de GLp-matricer, som inducerer aekvivalensen, er de
samme som for hhv. U og V — panser, at determinanten af de i'te diagonalblokke er 1. Fra lemma 5.2.2(e)
haves, at 04 ® K =2 04, ® K. Saledes kan vi w.l.o.g. ogsa antage, at det U;; = det V;; = 1.

Tilfelde 3: Antag, at detU;; = —1. Dette kan lgst sagt klares, ved at ga langt nok ud i U;; og Vi
og bytte to nabo sgjler i bade U;; og V;; — og siden ga til tilfeelde 1 eller 2. Mere preecis, sa saettes r’ =
(riy..yTic1, 75 + 2,741, ..., 7N) 0g vi betragter matricerne ¢y »(U), ty r(V), tp »(Bo) 0g tr »(Bg). Lad Uy
(hhv. Vp) veere lig ¢y »(U) (hhv. ¢pr »(V')) bortset fra at den (r1 +---4r; +1)te og den (ry +---+1; +2)’te
sgjle er ombyttet. Da gaelder, at Upty »(Bo)Vo = tr »(By), det(Up)is = 1 og det(Vp);; = — det Vi;; siden gas
videre til tilfeelde 1 eller 2, athsengigt af determinanten af (V4);;.

Saledes er der ved induktion efter ¢ vist, at vi w.l.o.g. kan antage, at B =1 — A er SLp-akvivalent med
B’ =1 — A’. Men ifglge korollar 5.1.6 er saledes A ~pg A’, og da den stabiliserede Cuntz-Krieger algebra
er en FE-invariant for SFT, er O4 K= O4 ® K. n

Korollar 5.2.4 Givet A € Sﬁatgﬂ(n, Z) og A" € Dﬁatg’z(n’, Z) med indgange fra {0,1}. Huvis der findes en
K-vev isomorfi fra K(I — A) til K(I — A"), sa er O4 3 K= 04 K.

Bevis:  Dette fglger umiddelbart af teorem 5.2.3 og teorem 4.6.12. |

Eksempel 5.2.5 (fortsat fra eksempel 2.8.14) Modulo konjugering med en permutationsmatrix, kan nabo-
matricen i eksempel 2.8.14 skrives pa formen

A0 X
A=10 4, Y|,
0 0 A

hvor Ay, Ay og As er irreducible ikke-permutationsmatricer og X, Y # 0. Idealstrukturen i O 4 er preecis den

U 0 U
samme, vi har bare ,,byttet om pa betegnelserne af de irreducible komponenter®. Lad U = ( (é ' ng gég ) og
33

Vii 0 Vis . .
V = ( 0 Vao st) veere givet med tilsvarende blokstgrrelser. Da er

0 0 Vi
Uii(I — A1)V 0 Uii(I — A1)Visg — U1 X Vs + Uys(I — A3)Vss
B :=UI-A)V = 0 Uso(I — A3)Vay  Usza(I — Ag)Vaz — UaoY Vag + Uas (I — Asz)Vss
0 0 Uss(I — A3)Vss

Set A’ = I — B’. Sa hvis Uy1, Usg, Uss, Vi1, Vag 0g V33 er invertible, de to ikke-diagonalblokke er forskellige
fra nul, diagonalblokkene i A’ er irreducible ikke-permutationsmatricer og matricen A’ er en {0, 1}-matrix,
saer O4 K =204 @ K.

5.3 Bemearkninger

Der er ikke sa mange henvisninger at tilfgje her. De nye hovedresultater i specialet er teorem 5.2.3 samt
korollar 5.2.4, som M. Boyle og D. Huang havde sgrget for allerede 1a klart og ventede pa et teorem at veere
korollar til...Idéen til beviset for isomorfiseetningen (teorem 5.2.3) er i bund og grund den samme, som D.
Huang har brugt, som igen var direkte inspireret af M. Rgrdams udfgrelse af nogle af J. Cuntz’ idéer.

Vi mangler dog at vise, at dette faktisk kan betragtes som en invariant (og dermed en fuldstendig
invariant). I naeste kapitel vises dette i tilfeeldet, hvor der ikke er nogle overgangstilstande og matricerne er
{0, 1}-matricer opfyldende betingelse (II) — men jeg er ret overbevist om, at dette geelder mere generelt!






Kapitel 6

Klassifikationsresultatet

Her i kapitlet formuleres og bevises et klassifikationsresultat for O 4 ® K, hvor A er en {0, 1}-matrix, som
opfylder betingelse (II) og hvis tilhgrende graf G4 ingen overgangstilstande har.

6.1 Indledning

Antagelse 6.1.1 T det fglgende lader vi »= vere en ordensrelation pa P := {1,..., N}, hvor N € N, som
opfylder, at

itz j=1<]
00 01
00--10
for alle i, j € P, hvor < betegner den ssedvanlige ordning pA Z. Seet J = | : . .- : |. Daer J? =I. Lad P}
0000
betegne meaengden P udstyret med ordningen =7, givet ved, at i =7 j, hvis og kun hvis N—j+1 = N —i+1.

Klart opfylder ogsa P7J, at
iy i=i<j
for alle 4,5 € PJ. Vi kan teenke pa P, som P udstyret med den omvendte ordning, og siden er der lavet

permutationen ¢ — N — ¢ + 1 af elementerne i P, for at den omvendte ordning skal opfylde det tilsvarende
krav om, at blokmatricerne skal veere blok gvre trekantsmatricer.

Bemaerkning 6.1.2 Lad der veere givet B, B’ € Matp(n,Z). Set n’ = (ny,ny_1,...,n1) € NV og bemark
at (JBJ)T, (JB'J)T € S)ﬁatp}(n}, Z) med blokstrukturen bevaret. Da er B og B’ G Lp-&kvivalente, hvis og

kun hvis (JBJ)T og (JB'J)T er GLpr-mkvivalente. Der galder nemlig, at UBV = B, hvis og kun hvis
(JVINT(JIBNHT(JUNT = (JB'J)".

Definition 6.1.3 Vi siger, at en matrix A € Mat,,({0,1}) opfylder betingelse (III), netop hvis A opfylder
betingelse (II) og grafen G4 ikke har nogle overgangstilstande. Dvs. A opfylder betingelse (III), hvis og kun
hvis der findes en permutationsmatrix P € Mat,, ({0, 1}), saledes at

Ay A - Ain
. 0 Ay -+ Aoy
0 0 - Ann
hvor alle diagonalblokkene, A11,..., Ayn, er irreducible ikke-permutationsmatricer.

Satning 6.1.4 Lad der vere givet matricer A € Mat,,({0,1}) og A’ € Mat,- ({0, 1}), som opfylder betingelse
(III). Antag, at Oa @ K =2 04 ® K. Da findes et N € N, permutationsmatricer P € Mat, ({0,1}), P’ €
Mat,+({0,1}), en ordning = pd P = {1,...,N} samt n,n’ € NV, sd

PAP™' e Math) (n,Z), P'A'P'~' e Math) (n',Z) oy K(I—-PAPY )= K(I—PAP™)

Bevis:  Antag, at vi har en isomorfi ¢: O4 ® K — O4 ® K. Ifglge ssetning 2.9.2 findes en ordensisomorfi
0: T4 — Tar, 88 o(TH(y) ®K) = Tr(s(+)) @ K. Specielt har I' 4 og I' 4/ samme antal elementer; lad N € N be-

tegne dette antal. Da kan viskrive I'y = {v1,...,7n}, saledes at v; > v; = i > j. Find permutationsmatricer
P € Mat, ({0,1}) og P’ € Mat,({0,1}), sa
Al 0 o - 0 Al 0 o - 0
A21 A22 0 O A/21 Al22 0 O
pAP = | As1 Asz Asz -+ 0 [ prap-i_ | Ay Az Az oo 0
Anvi An2 Ans - Ann Ayt Ang Ansg o A

69
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hvor knuderne svarende til A;; er y; og knuderne svarende til A/, er §(v;) fori = 1,..., N. Definér n,n’ € NV,
sa de afspejler disse blokstrukturer. Seet P = {1,..., N}, hvor ¢ > j, hvis og kun hvis 7; > ;. Da er
(PAP~Y)T ¢ imatgfl(n, 7), (PPA'P'—HT ¢ Dﬁatg’l) (n’,Z). Vi vil nu vise, at K(I — (PAP™1)T) er K-veaev
isomorf med K (I — (PAP~1)T).

Antag for nemheds skyld, at A og A’ allerede er skrevet pa denne form (altsa at P = I og P’ = I) og
set B=1— A" og B' =1 — A'T. Saledes er B;; = I — A}, og B;; = —A]T-i for alle 7,7 € P med ¢ # j
og tilsvarende for B’. For at lette notationen, vil vi ogsa lade overstregning betegne tensorering med de
kompakte operatorer, siledes betegner f.eks. J i idealet Jy ® K.

For hvert ¢« € P haves et kommutativt diagram med exakte rackker

0—>Tu ()= TH() T/ T () —>0

%l‘P'?H_(m %l‘pbmm %l‘f’i

0—>Tu_ ()= Tu6() —> T a6/ T H_(5(v)) — 0,

hvor ¢; er den entydige inducerede *-homomorfi, som far diagrammet til at kommutere; og denne er endda
en isomorfi (alt dette kan forholdsvis nemt ses ved diagramjagt).

Bemeerk, at da der er antaget, at der ingen overgangstilstande er, er X(H (v;)) = X(H(v)) = U H(v4)
og X(H(0(7:))) = X(H((v:))) = UH((y;)) for alle i = 1,..., N. Saledes er By = (I — A"y Hey

og Bﬁ_(i) = (I — AT)U H_ () for i =1,..., N og tilsvarende for B’. Vi ser nu umiddelbart, at cok Bﬁ(z‘)

og cok Bﬁ_(i) er kanonisk isomorfe med hhv. Ko(jH(%,)) og Ko(Tu_ (v;)) medens cok By;y og ker By, er
kanonisk isomorfe med hhv. Ko(J p(+,)/T (1)) 08 K1(T k() /T H(~)) — 08 tilsvarende for B’.

cok cok cok ker

Saet R = K0(90|7H(W)), RE ) = K0(90|7H_<w) og Ky = Ko(pi) og ki = Ki(p;) (hvor vi
selvfplgelig kun medtager de H_ (), som er ikke-tomme).

Vi skal selvfglgelig vise, at disse afbildninger er veldefinerede. At H (i) = H_ (7) eller H (j) = H _(7) for
forskellige i og j, har ingen indflydelse (thi idealerne er jo fastsatte ud fra den arvelig mengde, og ikke efter
frembringeren for meengden). Man kan hurtigt overbevise sig selv om, at den eneste made, hvorpa vi kunne
teenkes at komme i problemer, er, hvis {i} er koarvelig for et i € P. Antag derfor dette. Altsa er H(i) = {i}
og H_(i) = 0. Dette svarer til diagrammet

0—=Tp = {0}—— Ty T 33/ T0 = T 43/{0} ———0

%l§0|{0} %lgde(Vi) %\Lﬁoi

0—= T = {0} T 5y —> T t6(:3/T0 = T (5(v3/{0} —=0,

hvoraf det er klart, at Ko(yp;) = Ko(go\ij)).

Da funktorerne Ky og K, er stabile og den forbindende homomorfi og exponentialafbildningen er funk-
torielle, fglger nu af ssetning 4.1.5, at vi har en K-veev isomorfi k: K(B) — K(B’), thi alt kommuterer
automatisk. Saledes er K-veevene K (B) og K(B’) isomorfe.

Nu fglger det gnskede af foregaende bemaerkning. |

6.2 Hovedresultatet

Teorem 6.2.1 Givet matricer A € Mat,,({0,1}) og A’ € Mat,,.({0,1}), som opfylder betingelse (III). Da er
folgende @kvivalente

(a) O QK =0y ®K,
(b) Der findes et N € N, en ordning = pa P = {1,..., N} opfyldende betingelsen i antagelse 6.1.1, permuta-
tionsmatricer P € Mat,,({0,1}), P’ € Mat,/({0,1}) samt n,n’ € NV, sdledes at
PAP™! € Math) (n,Z), P'A'P'~' e Math) (n',Z), og K(I—PAPY) 2 K(I-P AP
Bevis:  Dette fglger umiddelbart af korollar 5.2.4, observationen i definition 6.1.3 samt af ssetning 6.1.4. W

Eksempel 6.2.2 (fortsat fra eksempel 2.8.14 og 5.2.5) Lad A € Mat,,({0,1}) — som i eksempel 2.8.14 —
vaere en given matrix pa formen
A 0 0
A= X Ay 0 |,
Y 0 A;
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hvor Ay, A; og Ajz er irreducible ikke-permutationsmatricer og X,Y # 0. Definér idealer Jo, J1, J2 08 J3
som i eksempel 2.8.14. I O 4 har vi altsa fglgende idealstruktur

TNy
L

J— 0 - - .
{O}ZJOCH J1=T2NT3 Jo4+T3=04,

P
13 \73

hvor overstregning betegner tensorering med de kompakte operatorer, K. Lad A’ veere en anden matrix pa
samme blokform, hvor vi bruger de tilsvarende betegnelser tilfgjet et ,,maerke*. Af teorem 6.2.1, bemeerkning
6.1.2 samt beviset for seetning 6.1.4 fremgar, at O 4 = O 4/, hvis og kun hvis enten

i. der findes isomorfier

01: Ko(J1) — Ko(J7), &0 Ki(Jh) — Ku(J7),

02: Ko(J2) = Ko(Ty),

522 K(T5) —~ Ko(Z)),_ -
04: Ko(J2/Th) — Ko(T2/T1), &a: Ki(T2/T1) — K1(T3/T1),
05: Ko(J3/J1) — Ko(TJ3/T]), &: Ki(Ts/T1) — K1(TJ3/T7),

saledes at vi har fglgende kommutative diagrammer stammende fra de cykliske seks-leddede exakte fglger
i K-teori:

Ko(e
K1 (Ta)T5) —— Ko (Tr) M) o s k(T3 T —— 0

%\L§4 %l/(sl %l52 %\L54
Ko(th2)

K1(J3/T]) — Ko(J]) —> Ko(J3) —> Ko(J3/J{) —> 0,

K L1 - -
K (T5/70) ——> Ko(T) 28 o s Ko (T5/T) ——> 0

glgs Elgl gl(sg glés
KO(L/13)

K1(73/J]) — Ko(J]) —> Ko(Jj) —> Ko(J3/J{) —> 0,
eller
ii. det tilsvarende til i., hvor 72’ og 75 byttes overalt (og afbildningerne sendres tilsvarende).

Det er klart, at i dette ,,forholdsvis ukomplekse tilfaelde“ er eksistensen af en del af isomorfierne automatisk
(sa kommutativiteten ogsa er opfyldt). Det er nok — i dette tilfaelde — at kreeve, at 01, d2, I3, &4 0g &5 findes,
saledes at de fire kvadrater kommuterer. Man behgver selviglgelig heller ikke tage hgjtideligt, at vi har anfert
de stabiliserede idealer.

Bemarkning 6.2.3 Ved gennemlaesning af beviset for saetning 6.1.4 kan man finde pa at spgrge sig selv:
,Mon ikke dette kan ggres funktorielt“— svaret kommer inde fra: ,nej, lad hellere vaere — for ellers bli’r du
aldrig kandidat. .. “.

Men jeg har dog ikke kunnet lade veere med at taenke lidt over det. Jeg synes, at det virker ikke helt
umuligt, at man kan ggre dette (for matricer opfyldende betingelse (III), hvor vi veelger en fast komponent-
struktur), men det er ikke helt oplagt, hvordan idealerne skal parres nu.

I givet fald vil den beskrevne klassifikationssasetning skulle formuleres vha. kontravariant funktor (det
fremgar nogenlunde af beviset for saetning 6.1.4 samt bemzerkning 6.1.2). Hvis vi gnsker en kovariant funktor
sa skal vi formulere det som i eksemplet ovenover. Hvis dette kan lade sig ggre, sa er det naturligt at spgrge,
om enhver homomorfi (eller enhver isomorfi) af de konstruerede objekter er induceret af en *-homomorfi
(eller en isomorfi) af de tilhgrende stabiliserede Cuntz-Krieger algebraer. — Men som sagt, er dette kun nogle
lgse tanker, jeg har gjort mig.

6.3 Bemarkninger

Der er ikke mange kommentarer at tilfgje til dette afsnit. Man kan godt sige, at hele dette kapitel er forfattet
af mig selv (jeg har selvfglgelig importeret resultater fra de foregaende kapitler i specialet).






Konklusion

Jeg ma tilsta, at jeg er rimelig tilfreds med forlgbet af specialet. Jeg har veeret heldig, at to artikler, [BHO3]
og [Boy02], 1a og ventede pa at blive anvendt; jeg har ogsa veeret heldig overhovedet at bemserke disse to
(hverken Toke Meier Carlsen eller Sgren Eilers kendte til disse to artikler).

Jeg ma tilmed tilsta, at det har vaeret en stgrre opgave, end jeg havde forventet, at ssette mig ind i alle de
forskellige omrader, som mgdes her i specialet. Forud for specialet havde jeg fulgt eet introducerende kursus
i operatoralgebrateori samt skrevet et fagprojekt om tensorprodukter af C'*-algebraer. F.eks. K-teori og
skiftrum var et fremmed land for mig — og dertil kommer sa alle de forskellige artikler, jeg gennem processen
har laest i.

Jeg er ogsa ret tilfreds med resultaterne i specialet. — En ting er, at jeg har faet klassificeret Cuntz-Krieger
algebraerne — det er sadan set en fin ting — men jeg er specielt glad for at have formuleret denne pa K-
teoretisk made. Thi vha. af dette er det rimelig nemt at give bud pa nogle nye invarianter til at klassificere en
storre klasse af C*-algebraer med (noget helt andet er sa, hvorvidt man er i stand til at vise eller modbevise,
at disse er fuldsteendige).

Jeg har en helt klar fornemmelse af, at grunden, til at det har veeret sa sveert at klassificere SF'T op til
FE, er, at man har fokuseret for meget pa K-teoretiske invarianter (med nogle ekstra fortegn). Dette har
efter min mening vaeret en forkert strategi — fordi det er klart, at jo mere den stabiliserede Cuntz-Krieger
algebra mangler i at veere en fuldstaendig invariant for SF'T op til FE, desto veerre er det at supplere en
K-teoretisk invariant op til at veere en fuldstaendig invariant for SF'T op til FE.

Her synes jeg, at det virker helt rigtigt, at lave en klassifikation baseret pa matrixidentiteter, saledes
som M. Boyle har gjort i [Boy02]. Dette virker ogsa mere naturligt, hvis man sammenligner med R.F.
Williams karakterisering af topologisk konjugation af SFT og B. Parry og D. Sullivans karakterisering af
FE af SFT. Den basale observation er at indse, at for irreducible ikke-permutationsmatricer A og A’ kan J.
Franks klassifikation omformuleres, som fglger. For to irreducible ikke-permutationsmatricer A € Mat,,(Ny)
og A’ € Mat,, (Ny) er fglgende udagn skvivalente
(a) A ~NEE A/,

(b) cok(I — A) = cok(I — A’) Asgndet(l — A) =sgndet(l — A’),
(c) Ko(Oa) =2 Ko(Oa) Asgndet(l — A) =sgndet(l — A'),
(d) der findes U,V € SLyax(n,n)(Z), saledes at U(I — Ag)V = (I — Ap), hvor det gvre venstre hjgrne af

Ag, Ay € Matyax(n,n)(No) er lig hhv. A og A’, og er nul uden for dette.

Jeg kunne godt taenke mig at forsgge at udvide de givne resultater. Der er imidlertid mange ting, man
kan begynde at undersgge. I fleeng naevner jeg: prgve at komme af med overgangstilstandene, prgve at lave en
funktoriel fuldsteendig invariant, prgve at slaekke pa kravet om, at A € Mat,, ({0, 1}) skal opfylde betingelse
(IT) (kravet kunne veere, at A og AT opfylder (I), at A opfylder (I) eller kun at A er ikke-degenereret), prgve at
klassificere Cuntz-Krieger algebraerne op til (unital) isomorfi (f.eks. vha. af resultater om hvilke automorfier
kan induceres af en FE, se mere i [Hua0Olal), undersgge om lignende klassifikationsresultater kan opnas for en
storre klasse af C'*-algebraer, undersgge om noget af dette kan bruges for generaliseringer af Cuntz-Krieger
algebraer, undersgge sammenhangen med resultater fra K K-teori samt at undersgge hvorvidt udviklingen
inden for Cuntz-Krieger algebraer kan ggre gengaeld til teorien om symbolske dynamiske systemer.
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Tilleg A

Induktiv limes

Definition A.1 Vi vil her definere den induktive gresense, hvor vi tillader mere generelle indeksmaengder
end N (som i [RLL00, §6.2]). Et induktivt system i en kategori & bestar af en indexmangde I med en
opadfiltrerende ordning <, af en familie (A;);c; af objekter i € og for alle i,j € I med j < i en morfi
®,;: A — A; 1 €, saledes at ®;; = ida,, @+ € I og at der for alle 4,5,k € I med j < k < ¢ geelder, at
q)ij == q)zk: ) (Dk:j-

En induktiv graense af et induktivt system (A;, ®;;),4,7 € 1,5 < i er et system (A, (®;);er), hvor A er
et objekt i € og ®;: A; — A, i € I er morfier i €, som opfylder fglgende to betingelser

(i) Diagrammet

kommuterer for alle i,j € I med j < ¢ (den koherente betingelse).

(ii) Hvis (A’, (®});es) er et andet sadant system, som opfylder den kohaerente betingelse (tilsvarende til
(i), sa findes en og kun en morfi ®: A — A’, saledes at diagrammet

kommuterer for hvert 7 € I.

Satning A.2 [ kategorierne af monoider og grupper har ethvert induktivt system en induktiv grense (og
denne er entydig op til kanonisk isomorfi).

Lad (A;, ®;5),1,j € 1,7 < i vere et induktivt system i en af disse kategorier og lad (A, (®;)icr) veere en
induktiv grense of dette. Da gelder, at A = J,.; ®i(Ai). Huvis alle ®;;’erne er injektive, sda er alle ®;’erne
ogsa injektive.

i€l

Bevis:  Lad (4;,®;;),i,j € I,j <i veere et induktivt system i en af kategorierne. Vi bruger multiplikativ
notation og lader 1 betegne de neutrale elementer. Seet

i€l

hvor [],.; A; er det direkte produkt i kategorien (dvs. det kartesiske produkt, hvor operationerne er definerede
punktvis). Definér en sekvivalensrelation ~ pa Ag, ved at (a;);er ~ (a})icr, netop hvis der findes et iy € I,
saledes at a; = a; for alle i > ig. Seet A := Ag/ ~. Da ~ respekterer multiplikationen, eftervises umiddelbart,
at multiplikationen kan defineres vha. repraesentanter for aekvivalensklasserne og det vises ogsa let, at A
hermed tilhgrer den aktuelle kategori. For hvert j € I defineres ®;: A; — A ved, at ®,(x) = [(a;)ie1], hvor
a; = 1, hvis j £ 7 og a; = ®;;(x), hvis j < 4. Det er klart, at disse afbildninger er homomorfier og at de
opfylder den koheerente betingelse (i) ovenover. Antag, at (a;);er € Ao. Find iy € I, sa a; = Py, (a;,) for
alle 7 > ig. Da er ®;,(ai,) ~ (a;)icr. Folgelig er A = J,c; ®i(A;).

Lad nu (A’, (®));cr) veere et andet sadant system, som opfylder den kohaerente betingelse. Vi skal nu
definere ®: A — A’. Givet (a;)ie; € Ao, find ig € I, sa a; = Dy;,(a;,) for alle i > iy og set ®([(a;)icr]) :=
®; (ai,). Vi skal selvfglgelig vise, at ® er veldefineret. Givet (a;)icr € Ao 0og (b;)icr € Ao, saledes at
(a;)ier ~ (bi)icr- Antag, at a; = ®;;_(a,,) for alle i > i, og at b; = @4, (b;,) for alle i > ip. Find et i € I,

75
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sa a; = b; for alle ¢ > 7. Find vha. den opadfiltrerende egenskab et i1 > i,, 4, 79. Af folgende kommutative
diagrammer

o’ o
iq ta /
A;, A’ i, | ;. (ai,)
cblk /21 q):k %
A'él Agq

A’il b’il
/
@V \b;l\ @V w\
/
Aib &’ A/ bzb I >’ ®'Lb (bzb)
ip b

ses, at ® veldefineret. Det ses nemt, at ® er en homomorfi. At ® er entydigt bestemt, fplger af, at A =
Uie] (I)z(Az) og at ® skal Opfylde

og dermed er fastlagt pa ®;(A;) for hvert i € I.

Antag nu, at (A’, (®});er) ogsa er en induktiv greense. Da findes homomorfier ®: A — A’ og ¥: A" — A,
saledes at ®, = ® o ®; og ®; = ¥ o ¥!. Folgelig er ¢, = P o ¥ o &) og $; = ¥ o & o §,. Pga. entydighed ma
saledes Vo ® =idy og Po W = idy . [ |

Bemarkning A.3 Disse generaliserede induktive graenser findes ogsa i rigtig mange andre kategorier — og
eksistensbeviserne ligner meget eksistensbeviserne for den saedvanlige induktive greense. Vi far her i specialet
kun brug for generaliserede induktive greenser af monoider og grupper, hvilket er arsagen til, at kun disse er
medtaget i seetningen ovenover. Desuden gaelder rigtig ofte, at den generaliserede induktive graense er isomorf
med en saedvanlig induktiv greense. Men i vores tilfaelde afspejler den induktive struktur meget praecis nogle
vigtige egenskaber ved de involverede objekter — hvilket er arsag til, at vi ikke gnsker at omformulere disse
generaliserede induktive greenser til seedvanlige induktive graenser. Materialet i dette appendix er taget fra
§L.1 i appendix L i [W093].!

L Jeg mener dog, at N.E. Wegge-Olsen glemmer at lave en identifikation af de elementer, som er ens fra et vist trin — han ggr
det kun, hvis de algebraiske strukturer ikke har neutrale elementer, se s. 29912-30013 i [WO93].



Tilleg B

Nogle resultater fra ('*-algebrateori

Her i tillegget har jeg lagt nogle resultater fra C'*-algebrateori, som bruges i lgbet af specialet. De ligger her
af forskellige grunde. Nogle resultater bruges gentagne gange, og saledes har det vaeret naturligt at placere
dem udenfor den aktuelle ssmmenhseng. I andre tilfeelde har jeg syntes, at det virkede distraherende at
komme med flere lemmaer, midt mens man foretager sig noget helt andet. Fgrst nogle lemmaer, som jeg har
faet brug for og derfor har bevist.

Lemma B.1 Lad A vere en C*-algebra med enhed og lad S C A veere ikke-tom. Da er
span{aib|a,b e ANi € SUS*}

idealet frembragt aof S (dette er ikke nodvendigvis lukket). Afslutningen af dette ideal er det lukkede ideal
frembragt af S.

Bevis:  Seet
Zo :=span{aib|a,be ANi € SUS™}

og lad Z betegne idealet frembragt af S. Det er klart, at Zo C Z, at Zy er et underrum og at S C Zy, da 2
har enhed. Ved en direkte udregning ses, at Zy er et ideal i 2. Lemmaet er nu klart, da afslutningen af et
ideal ogsa er et ideal. |

Lemma B.2 Lad A vere en C*-algebra og lad S C A vere ikke-tom. Lad
P =span{aias---ap |k €N Aay,...,a, € SUS™}.
Da er & del-*-algebraen af A frembragt af S, og C*(S) er afslutningen af &2 i 2.

Bevis:  Det er klart, at *-algebraen frembragt af S indeholder &2. Pa den anden side eftervises let, at &2
er stabil mht. operationerne i 2 — og altsa er & en *-algebra. Den sidste pastand fglger nu umiddelbart af,
at afslutningen af en del-*-algebra er en *-algebra. [

Lemma B.3 Lad 2 vere en C*-algebra og lad der vere givet en ikke-tom, tellelig delmengde S C A, Da er
C*(S) en separabel C*-algebra.

Bevis: Lad P ={ajaz---ar|k €N Aay,...,arp € SUS*}. Da er det klart, at P er taellelig og af lemma
B.2 fglger, at span P er teet i C*(S5). Endvidere er det klart, at spang ;o P er taet i span P. |

Lemma B.4 Lad (9, p) hhv. (R, ) vere en ikke-degenereret reprasentation af C*-algebraen A hhv. %B. Da
er repraesentationen (9 ® R, oY) af AR, B ikke-degenereret.

Beuvis: Saet
Lo = span{ (@) (t)(1) |t € AR, B,l € H R K}

Vi skal sa vise, at £9 = H® R. Lad h € $ og k € K veere givet. Givet ¢ > 0. Da findes aq,...,a,, € A,
bi,...,b, €B, hy,....hy, €Hogky,... .k, €R, sa, Hh—h/H < gp 0g Hk—k/H < €g, hvor hlzzy;lg&(ai)hi,
kK = Z?Zl P(b)k; og eo = min{2“h5||+2, ESE 1}. Saledes er

Ih©k—=h @K <|(h=h) k| + |k @ (k—=E)| = I[lh=RIE] + 1Bk =&

€ € € €
<Nkl zmm—s + 1Ml 557 < 5 + (IR = Rl + 12D 57—
2|| k[l + 2 2|hll+2 2 2([[A[] + 1)
€ €
<+ =
2 2([[]l + 1)
Fglgeliger h ® k € £g. Da £y er et underrum af H ® R, er H © K C £y. Da H ® K er afslutningen af H © K
og Lo er afsluttet, fglger, at H ® K C £, som gnsket. |
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Gert K. Pedersen har veeret sa venlig, at henlede min opmeaerksomhed pa et bevis for fglgende lemma i
[Ped99, lem.11.12]. Se ogsa korollar 2.6.4 til dette lemma, samt fodnoten der.

Lemma B.5 Lad Z hhv. J vere et lukket ideal 1 C*-algebraen 2 hhv. B. Da betragtes T @, J som et lukket
ideal 1 A®,B. Hvis T og J er essentielle idealer (i hhv. A 0g B ), sa er T @, J et essentielt ideal i AR, B.

Bevis: Pa seedvanlig vis betragtes Z ® J som en del-*-algebra af 2l ® B. Det er ligetil at vise, at Z ©® J
er et ideal i A © B. Da Z ®, J er afslutningen af Z © J i A ®, B, er det et lukket ideal (vises nemt).

Antag nu, at Z og J er essentielle idealer (i hhv. 2 og B). Lad (9, ¢) og (R, ¢) veere ikke-degenererede,
tro reprzesentationer af hhv. 7 og J. Ifglge [Ped79, §3.12.4 samt prop.3.12.8] findes entydige udvidelser
o: A — B(H) og VB — B(R) af hhv. ¢ og ¥ — og disse er tilmed tro ifglge samme proposition. Saledes
har vi ifglge [Mur90, thm.6.4.19] en tro repraesentation (£ ® 8, @@J) af A ®, B. Da R er lig 6@{5
pa alle elementaere tensorer i 7 ® J, fglger, at p@) = (&@JHI@* 7. Sa af foregaende lemma B.4 folger,
at (PRU)(T ®, J) virker ikke-degenereret pa $ @ &. Givet en operator T' € B($ ® K), som opfylder, at
T(3&1)(T ®, J) = 0. Givet z € H ® & og € > 0. Da findes t1,...,tn € T ®, J 0 21,...,2n € H D K, s&
1z = 20| < 77> hvor zo = S (@) (t:)(2). Folgelig er Tzg = > 1 T(p&v)(¢;)(2;) = 0. Séledes er

1Tzl < Tz = Tzoll + 1T 20l < [ TNlllz = 20ll <&

Da & > 0 var vilkérligt, er Tz = 0. Og da z € § ® & var vilkarligt, er T = 0. Folgelig er (p&¢)(Z @, J) et
essentielt ideal i (P®1)) (™A @, B), og da repraesentationen er tro, folger det gnskede. [

I [KR97, prop.4.3.3] finder man fglgende generalisering af [Mur90, thm.3.3.6].

Lemma B.6 Lad 2 # {0} vere en C*-algebra med enhed Lg. For hvert a € A og hvert A € Sp(a) findes en
tilstand T pa A, som opfylder, at T(a) = A.

Bevis: Lad a € 2 0g A\ € Sp(a) veere givne. For alle komplekse tal zg, 21 € C er zgA+ 21 € Sp(zpa + 21 1y)
(se [Mur90, thm.1.2.1]) og saledes er ogsa |zgA + 21| < ||z0a + 211y ||. Det ses nemt, at der (vel)-defineres en
linezer funktion 7o: span{a,l4} — C ved fastsaettelsen 7o(zpa + 21 1y) = 20\ + 21, 20, 21 € C. Denne er pga.
det for bemaerkede en afstandsformindskende lineser funktional pa span{a, 1 4}. Ifslge Hahn-Banachs ssetning
(f.eks. [MV97, prop.6.9]) findes en afstandsformindskende linezer funktional 7 pa 2(, som udvider 7. Saledes er
7 kontinuert med ||7|| = 1, 7(1y) = 1 og 7(a) = A — og ifplge [Mur90, cor.3.3.4] er 7 derfor en tilstand pa 2. W

Beviset for fglgende lemma, har Mikael Rgrdam veeret sa venlig at skitsere for mig i en e-mail.

Lemma B.7 Lad A # {0} vere en C*-algebra med enhed, lad a € A vere et givet element og antag, at
Ao € Sp(a) med |No| = ||a||. Da findes en ren tilstand 1o pa A med 19(a) = Ao.

Bevis: Lad C:={r€S®)|7(a) = Ao}. Da S(2) er en konveks maengde, fglger af lemma B.6, at C' er en
ikke-tom konveks delmaengde af S(2A). Afbildningen S(A) > 7 — 7(a) € C er en w*-kontinuert afbildning.
Da C er urbilledet af A\ under denne funktion, er C' saledes w*-afsluttet. Da 2 har enhed, er S(2() w*-
kompakt — og dermed er C' en ikke-tom konveks w*-kompakt delmaengde af S(2). Krein-Milman teorem
([Mur90, Thm.A.14]) giver nu, at meengden af ekstremale punkter i C' er ikke-tom. Lad saledes 79 € C veere
et ekstremalt punkt i C. Da er pastanden, at 7o er en ren tilstand. De ekstremale punkter i S(21) er praecis
de rene tilstande ([Mur90, se beviset for cor.5.1.10]), sa vi skal kun vise, at 7g er et ekstremalt punkt i S(2I).
Antag, at 7o = 3(71 + 72), hvor 71,72 € S(A). Da er ||a]| = |70(a)| < 3(|T1(a)| + |72(a)]) < ||al|. Folgelig er
I71(a)| = |2(a)| = ||a|| — og dermed er 7 (a) = 72(a) = 19(a) = Ag. |

Definition B.8 En projektion p i en C*-algebra 2 kaldes uendelig, netop hvis der findes en projektion g # p
i A, som opfylder, at p ~ ¢ < p (jf. [RLLOO, def.5.1.1]).

Lemma B.9 Lad $) vere et separabelt Hilbert rum, lad A C B($)) vere en konkret C*-algebra og lad p veere
en projektion i . Hvis p er uendelig, sa er p en uendeligdimensional projektion.

Bevis: Antag, at der findes en projektion ¢ # p i A, som opfylder, at p ~ g < p. Da fglger af [RLLO0O,
exerc.2.9 og 2.10], at dim(p($)) = dim(q($)). Da ¢ < p og q # p, folger af [Mur90, thm.2.3.2], at ¢($) C p(9).
Folgelig er dim(p($)) = dim(g($)) = oc. H
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Lemma B.10 Huwis P er en uendeligdimensional (ortogonal) projektion i B(¢s2), sa er P ikke kompakt.

Bevis: Lad P vare en uendeligdimensional projektion i B(¢2). Bemeerk, at ker(I — P) = P({3). Af [MV97,
cor.15.6] folger saledes umiddelbart, at P ikke er kompakt. |

Lemma B.11 Lad A vere en separabel C*-algebra og lad T veere en tilstand pa A. Lad (9., 7;) vere GNS-
reprasentationen af A horende til 7. Da er $, separabel.

Bevis:  Lad h, veere den kanoniske cykliske (enheds)-vektor for (9., 7,) (jf. [Mur90, thm.5.1.1]) og lad
{a; |i € N} veere en taet delmeengde af 2. Da er 7. (2)h, tet 1 H,. Pastanden er nu, at {m,(a;)h, |i € N} er
en teet delmeengde af .. Givet h € 9, og € > 0. Da findes a € ¥, sa ||7-(a)h, — h|| < § og endvidere findes
io €N, sa [ja — a; || < 5. Folgelig er

177 (aig)hr = Dl < [l7r(aiy — a)llllPr |l + [l7-(@)hr = DIl < [lai, — all + |l7-(a)hr — R[] <e.

Lemma B.12 Lad p1,p2,q1 09 g2 vere projektioner i en C*-algebra . Da geelder

pr Ll Ap2 LgaApr ~paANg1 ~q2 = p1+q1 ~ p2+qa.

Bevis: Antag, at uu™ = p1, u*u = py, V" = ¢, V'V = g2 0g Pp1g1 = page = 0 for u,v € A og seet t := u—+w.
Da er

it = uu™ +vv* +uv® +vut =p1 + q1 + up2qev” +vgepau” =p1 + ¢,
't =u'u+vv+uv+vu=ps+ g2+ uPiqrv+ v @p1u = P2 + @o.

Nar man forste gang hgrer resultatet fra folgende lemma, bliver man lidt forblgffet. Jeg havde plaget min
vejleder, Sgren Eilers, med nogle irriterende spgrgsmal (for han kunne ikke umiddelbart svare pa dem med
det samme). Nar jeg sa spurgte om fglgende resultat altid gjaldt, smilte han og svarede nogenlunde , Det
kan jeg svare pa: Ja, det geelder. Og beviset er nemt — eller naermere ,sygt .“ Beviset stammer, som antydet,
fra denne samtale med Sgren Eilers — det bliver op til leeseren at vurdere, om han/hun ogsa synes, at beviset
er Sygt’.

Lemma B.13 Lad A # {0} veere en separabel C*-algebra. Da findes en tro representation (9, 7) af 2, som
opfylder, at for alle projektioner p € A\ {0} er w(p) en uendeligdimensional projektion og at $ er separabel.

Bevis:  Lad ($)¢, mg) veere en tro repraesentation af 2 med $)g separabel (jf. [Ped79, cor. 3.7.5]). Da har vi en
familie (($0, m0))xen af repraesentationer af . Lad (9, 7) betegne den direkte sum af familien (($g, 7)) ken
af repraesentationer af 2 (se evt. [Res02, def.1.12]). Det er klart, at ($), 7) er tro og at $) er separabel.

Lad der veere givet en projektion p € 2\ {0}. Da er my(p) mindst 1-dimensional. Fglgelig findes en
enhedsvektor hg € 9o, sa mo(p)ho = ho. Seet h; := (6; kho)ren € 9 for hvert ¢ € N. Bemaerk, at (h;);en er et
ortonormalsystem i ) og at w(p)h; = h; for alle i € N. [

Definition B.14 Lad 2 vare en C*-algebra. Vi siger, at to udvidelser

L P J P/

0 K ¢ A 0 og O K ¢/ 2A 0

af 2 med K er sekvivalente, netop hvis der findes en isomorfi ¢: &€ — &' saledes at 1(K) = K og fglgende
diagram kommuterer (jf. igvrigt [Dav96, §V.6])

0 K—ts>¢ 259 0
o = |
0 K> g 0.

Fra [Dav96, thm.V.6.3] haves (en variant af) Voiculescus saetning:

Teorem B.15 (Voiculescu) Lad 2 vere en separabel C*-algebra. Da er alle trivielle udvidelser af 24 med K
ekvivalente.

Lemma B.16 Lad $ vere et Hilbert rum, lad A C B($) vere en C*-algebra og lad U € B($) vere en uniter
afbildning. Da er (AdU)|y en *-isomorfi af A pa (AdU) ().

Bevis: Da |[UTU*|| = ||T| for alle T' € B($)), folger umiddelbart, at AdU er injektiv. H
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Lemma B.17 Lad $ vere et Hilbert rum, lad A C B($) vere en C*-algebra, som indeholder de kompakte
operatorer, K($)) C . Antag, at U = 1ys) + K er en uniter operator, hvor K € K(9). Da er (AdU)|y en
automorfi af 2.

Bevis:  Ifglge lemma B.16 er det nok at vise, at (AdU)(2A) = A. Da K er et (lukket) ideal i B(¢5), folger
af lemma B.16, at (AdU)|k er en automorfi af K.

L(AdU)(A) CA“: Givet A € A. Daer (AdU)(A) =UAU* = A+ KA+ AK*+ KAK* €A, da K C2
og KA+ AK* + KAK* € K.

L(AdU)(A) D A“: Givet A € A. Daer (AdU)(A) = UAU* = A+ KA+ AK* + KAK* = A + K,
hvor Ky := KA+ AK* + KAK* € K. Da (AdU)|k er en automorfi, findes et K; € K C 2, saledes at
(AdU) (K1) = Ky. Folgelig er (AdU)(A— K1) = (AdU)(A) — (AdU) (K1) = A+ Ko — Ky = A. |



Tilleg C

Nogle udeladte beviser

Bevis:  (resten af beviset for setning 2.4.9). ,,(a)=(b)“: Antag, at x = (x;);eny € X4 er et isoleret punkt.
Da findes et k € N, sa Ca((x1,...,2r)) = {x}. Folgelig findes kun een (hgjre)-uendelig sti begyndende i xy
og saledes kan xj ikke have nogen sti til et element i .

»(b)=(a)*“: Bemerk, at i € X, hvis og kun hvis C'4(7) indeholder mindst to (forskellige) elementer hvori
i optraeder uendelig ofte. Antag, at A ikke opfylder (I). Da findes et iy € 3, saledes at ux & ¥ for ethvert
multiindex p = (p1,...,ur) € My opfyldende k € N og py = ig. Lad der veere givet © = (x;);eny € Calio).
Da findes et k1 € N, sa xy, optraeder uendelig ofte i x og fglgelig vil x, ikke optraede uendelig ofte i noget
andet element i C'y((x1,...,xk,)). Hvis der findes et y = (y;)ien € Ca((21,...,2k,)) \ {2}, da findes der
et ky > ky, sd yi, optreeder uendelig ofte i y og © & Ca((y1,...,Yk,)). Folgelig er zy, og y, forskellige og
ingen af elementerne xy, og yi, optreeder uendelig ofte i noget element i Cx((y1,.-.,Yk,)) \ {y}. Hvis der
findes et z = (2;)ien € Ca((y1,---,Yk,)) \ {y}, da findes der et k3 > ko, sa zx, optraeder uendelig ofte i z og
y & Ca((z1,...,2k,)). Folgelig er xy, , yr, 0g 2k, indbyrdes forskellige og ingen af elementerne xy, , yi, 0g 2k,
optraeder uendelig ofte i noget element i C'4((21, ..., 2k;)) \ {z}. Men da der kun er endelig mange elementer
i 3, vil denne proces bryde af. Fglgelig findes y € M4, sa Cs(u) er en singleton.

»(b)=>(d)“: Antag, at der er givet u = (u1,..., ug) € Ma\0,sa py, = qu = qu,- Da s}, pu, = s}, , geelder
der, at

Pp = PuPuy = QupPuy = Z A(Mkvj)pjpu1 = Puss
jES

da p, # 0. Folgelig er p, = ¢, = pu, = qu,, 08 Ak, J) = 6u, ;-

Hvis k = 1, giver dette trivielt, at Ca(u1) = {(p1, g1, -..)}. Antag derfor, at k& > 2. Givet et multiindex
v=(v1,...,Vk) € My, saledes at uv € M 4. Da ma ngdvendigvis v, = uy. Da

0# Py = Ppu,Pv = Pubvs

er ifglge korollar 2.2.6 saledes p = v. Dermed har vi vist, at Ca(p) = { (g1, - -« bky 01y -« -y flhey - - -) -

»(d)=(c)“: Antag negationen af (c). Vi antager altsa, at der findes et 7o € I'4, sa A, er en permuta-
tionsmatrix og Vy € T'a(yo = v = 70 = 7). Veelg et i1 € 7p. Da findes praecis et element x € C4(i1) og x
kan skrives pa formen (i1,...,%k,41,...,9k,...) med k € N og i1,...,ir € 7 indbyrdes forskellige. Seet p =
(i1,...,ik). Daer ¢, = ¢;,, = pi,- Dalp = ZVGMZ—l Dy, €T p;, = ZUEM:—l Si\PuS;, = ZUEM:—l Diyv = Py

H
Bevisskitse:  (for setning 4.1.5). Bemeerk fgrst, at den nederste fglge er preecis den seksleddede exakte
folge E(I — AT).

Afbildningen 6 (hhv. d2) svarer til standard maden vi identificerer Ko(Oa) (hhv. Ko(Oagy ,\x,)) med
cok(I — AT) (hhv. cok(I — AE(FA\H)))' Vi har set i seetning 2.8.11, at O4/Jy er kanonisk isomorf med
Oagr \ay- Vi har saledes umiddelbart, at § og d er isomorfier og pod = d2 o Ko(m), da dette geelder
pa frembringerne [p;lo, i = 1,...,n for Kq(O4). Da u oplagt er surjektiv, er Ko(m) ogsa surjektiv. Af den
cykliske seks-leddede exakte folge fra K-teori folger, at K1(¢) er injektiv.

Alternativt bevis for at exponential afbildningen Ay = 0: Bemeerk, at [m(p;)]o,
bringer Ko(Oa/Jnu). Og ifolge [RLLOO, prop.12.2.2] er Ao([m(pi)lo) = —[l7 |1 =
lo, +pY re,(2m)k/k! = 1o, + (exp(27i) — 1)p = Lo, for enhver projektion p € O 4.

Afbildningen 0; er preecis afbildningen givet i ssetning 2.8.11(h) sammensat med isomorfien fra lemma
4.1.4 — sa denne er en isomorfi og [p;lo, i € X(H) frembringer Ko(Jm). Da der oplagt geelder, at (§ o
Ko(t))([pilo) = (Ao d1)([pi]o) for alle i € X(H), er ogsa § o Ko(t) = Ao dy.

Jeg vil nu prgve at skitsere et bevis for, at Ki(r) o &1 = 52_1 o . Jeg har dog ikke rigtig sat mig
ind i sa meget omkring K;-grupperne, sa det kan sikkert laves nemmere (og lidt mere stringent). Givet
v = (x1,...,0,)" €ker(I — AT). Seet 2/ = B(z) = (Tp,41,---,2n)" € ker(I — AlL,). Fra bemaerkning 2.6.17
har vi defineret v, € Mat|;(O4) og v, € Mat /| (Oa,,). Bemaerk, at for i < ky er s7s; = Z?Zl A(i, j)s;s; =

251:1 A11(i, 5)s;s7. Séledes ses umiddelbart, at de forste |z1]+ |xa| + - - + |2k, | diagonalelementer i v, v} og
v3v, udelukkende indeholder linearkombinationer af elementer fra {s;s; [i < k1}. For hvert a € Mat|,|(O4)

€ X(I'a \ H) frem-
0, da exp(2mwip) =

81
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kan vi klart betragte 7(a) som et element i Mat,| (O 4,,) under identifikationen af O 4/ Ty med O 4,,. Saledes
er det nedre hgjre |z’| x |2’| hjorne af w(v;) er lig v,/ .
Vi har, at

Mat|x|(90) = Mat|x|((C”) = @Mat|x|((C

Mat|x|(90((9A22)) Mat|$| (Cn kl = @ Mat|$|
1= k1+1

Bemeerk, at vi saledes kan veelge w,,, sa komponenterne af w, tilhgrende de sidste n — k; direkte summander,

er lig identitetsmatricen udenfor det nedre hgjre |z’| X |2’| hjgrne. Pa naturlig vis kan vi ogsa betragte m(w,,)
og m(u;) som elementer i Mat |, (Oa,,). Lad w, € Mat|,|(Zo(Oa,,)) veere det nedre hgjre 2’| x |2’| hjorne

af m(w,) — og bemaerk, at m(wy) = Ijz)—|o| ® Wy . Da er wypwy, = I — vpvy, og whwy = I — v},v, 0g
endvidere er m(uy) = w(vy) + 7T<w$) ~1 Vg + Wy = Uy

Bevisskitse for ,,6; 0 Ay 0 &1 = A“: Givet 2’ € ker(I — AL,). Seet = (xq,...,2,)" = (5) ez og
definér vy, wyr, Uy € Mat | (Zo(0a,,)) som i bemeerkning 2.6.17. Bemeerk, at vy = -+ = 13, = 0. Da vi pa

oplagt made kan betragte Zy(0a,,) som m(%y), kan vi betragte w, som det oplagte lgft af w, til Mat|,|(Z)
(bemeerk, at der ikke ngz)dvendigvis gaelder at x € ker([ AT)). St uy = vy + w,, da er (uy) = Uy 0g
man ser nemt, at vy,w; = 0, w,vl =0, viw, = 0 og wiv, = 0. Man kan forholdsvis nemt vise, at u, er en
partiel isometri.

Saledes er ifglge [RLL00, prop.9.2.4]

01(A1([uar]1)) = 01([L12r] — uziz]o — [Lj2r] — uztiz]o),

hvor I),/| betegner identitetsmatricen i Mat|,/(O4). Bemaerk, at v v}, viv,, w,w} og wiw, er diagonalma-
tricer, og at antallet af s;s] er i

vy er (@) + Y (—3)AQ ) = o)+ Y (—a) AL ),

j|513j<0 j>k31|$j<0
Vive er —aow(-m)+ Y wAG) = —wow(—w) YL @AG),
Ilw;>0 j>ki|z;>0
W er 2| = 2ixn (@) = 225k 0, <0(—25)A(G, 1), hvis i >k,
' 0, ellers,
Wi, or 2] + zixn(=2i) = 25k ja, 50 TjAG: 1), hvis i > ki,
’ 0, ellers.
Lad ey, ..., e, betegne standardbasen for Z™. Saledes er

k1
51([Ljar = watlo) = [la/] (x4 en) =D (0= D Al e,
i=1 §>k1|z; <0

n

- Y () - Y mAGH) s+ Y wAGD)e]

i=k1+1 j>ki|z;<0 j>kilz; <0
[Z (014 > wAG)e).
j>ki|x; <0
da x1 = --- =z, = 0. Endvidere er

(51([I|m/|—u;ux]0):{\az'|(61+---+en Z(o+ 3 mjA(j,i))ei

j>kilz; >0
n
— Z (— zixn(—Ti) + Z z; A7) + 2| + zixn(—x;) — Z z;A(7, i))el}
1=k1+1 j>k1lz;>0 j>k1lz;>0

_ [Z(|x/|—. > @Al ))e).
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Saledes er

01(A1([uar]1)) = 01([L12r] — uzzlo) — 01([1 21| — uztz]o)

~ ka
= (- X wAG) k- Y 2AG)e]
Ci=1 j>kilz;>0 Jj>kilz; <0
~ k1 n
=[->2 X wAGie] = -ahe).
T =1 =k +1

Eksistensen af isomorfien &; fglger nu automatisk, da bade K;(¢) og « er injektive og vi har verificeret
eksistensen af de gvrige isomorfier samt kommutativiteten af diagrammet. |
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