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Sammenfatning

Form̊alet med dette speciale er at undersøge mulighederne for at udvide eksisterende klassifikationsre-
sultater af (ikke-simple) stabiliserede Cuntz-Krieger algebraer. Specialet indleder med en introduktion af
skift af endelig type samt en gennemgang af konstruktionen af Cuntz-Krieger algebraer og deres ideal-
struktur. De eksisterende resultater f̊ar en vis opmærksomhed og der vises siden en klassifikationssætning.
Alle Cuntz-Krieger algebraer, hvis tilsvarende skift af endelig type hverken har overgangstilstande ej hel-
ler cykliske irreducible komponenter, er klassificeret op til stabil isomorfi – vha. det s̊akaldte K-væv
introduceret af M. Boyle og D. Huang.

Abstract

The main purpose of this thesis is to investigate the possibilities to extend existing classification results
of the (non-simple) stabilized Cuntz-Krieger algebras. The thesis starts with a brief introduction to shifts
of finite type and a not-so-short introduction to Cuntz-Krieger algebras and their ideal structure. Some
attention is given to the existing classification results and a new classification result is shown. All Cuntz-
Krieger algebras, whose corresponding shift of finite type does not have any transition state nor any
cyclic irreducible component, are classified up to stable isomorphism – by some kind of K-web related
to work of M. Boyle and D. Huang. – The thesis is written in danish.
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Indledning

K-teori blev indført som et værktøj i C∗-algebrateori i begyndelsen af 1970’erne – og har siden vist sin
anvendelighed bl.a. ved at løse mange åbne spørgsm̊al. En af de tidlige succeshistorier om K-teori for C ∗-
algebraer, er George Elliotts klassifikationsresultat for AF -algebraer fra først i 1970’erne (se [RLL00, §7.3]
for en beskrivelse af dette). Siden dengang er klassifikation af C∗-algebraer blevet et kæmpe omr̊ade indenfor
C∗-algebrateori – og egentlig ligger dette speciale i forlængelse heraf.

Overordnet målsætning:

C∗-algebraerne defineret af Cuntz og Krieger fungerer som en bro mellem C∗-algebra teori og
teorien for symbolske skiftrum af endelig type ([CK80]). For simple Cuntz-Krieger algebraer blev
det afklaret i [Rør95], at de to udsagn

(i) OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K

(ii) K0(OA) ∼= K0(OA′)

er ækvivalente, og p̊anær et fortegn ækvivalente med

(iii) XA ∼FE XA′ .

Denne sammenhæng kan opfattes som en klassifikation af Cuntz-Krieger algebraerne (og, stort
set, af skiftrummene knyttet til dem) ved hjælp af de s̊akaldte Bowen-Franks grupper i (ii).
Klassifikationsspørgsm̊alet i det ikke-simple tilfælde er kun afklaret i sporadiske tilfælde.

Specialets form̊al er at undersøge denne sammenhæng i det ikke-simple tilfælde, idet man m̊a
p̊aregne at erstatte objekterne i (ii) med noget mere kompliceret end endeligt frembragte grupper.
Der ønskes et særligt fokus p̊a, i hvilket omfang, og i givet fald hvordan, studiet af s̊adanne
algebraer med et endeligt antal idealer kan reduceres til studiet af simple C∗-algebraer. Resultatet
i det simple tilfælde kan derfor tages for givet.

For Cuntz-Krieger algebraer haves en meget nydelig beskrivelse af idealstrukturen – og antallet af lukkede
idealer er altid endeligt (for de Cuntz-Krieger algebraer, som vi betragter her i specialet). Her i specialet
lægges, som antydet ovenover, hovedvægten p̊a klassifikation op til stabil isomorfi – vi siger, at to C∗-
algebraer A og B er stabilt isomorfe, netop hvis A ⊗ K ∼= B ⊗ K, hvor K er de kompakte operatorer p̊a
et uendeligdimensionalt, separabelt Hilbert rum. Siden Mikael Rørdams klassifikation, har Danrun Huang
klassificeret Cuntz-Krieger algebraer med præcis et ikke-trivielt lukket ideal samt Cuntz-Krieger algebraer
med triviel K1-gruppe. Alle disse klassifikationsresultater bygger i væsentlig grad p̊a klassifikationssætninger
for de tilsvarende skift af endelig type op til strømningsækvivalens (eng.: flow equivalence). Det sidste af
disse resultater er udgivet i 1996, og siden er der ikke rigtig sket s̊a meget p̊a denne front.

Mit arbejde med specialet har foreg̊aet som følger. Først satte jeg mig ind i K-teori ved at læse de første
7 kapitler af [RLL00] ret nøje. Siden gik jeg i gang med at prøve at forst̊a konstruktionen af Cuntz-Krieger
algebraerne, udregne deres K-teori samt at beskrive deres idealstruktur. Det var faktisk ret h̊ardt, for det
eneste sted, jeg kunne finde en sammenhængende indførelse af dette, var i de originale artikler, [CK80] og
[Cun81] – og disse er faktisk ret svære at læse. Cuntz’ skrivestil er meget konsekvent – konsekvent præcis,
konsekvent kortfattet og konsekvent ingen–overflødig–snak. Selv om dette har sine meget gode sider – der er
f.eks. utrolig f̊a fejl i disse artikler – s̊a har dette medvirket, at jeg har brugt megen tid og energi p̊a at forst̊a
dem. Jeg har prøvet at samle nogle af mine overvejelser her i specialet, og det er mit h̊ab, at dette vil blive
til glæde for kommende studerende, som skal forst̊a disse artikler. Sideløbende har jeg m̊attet sætte mig ind
i teorien for skiftrum mm. Jeg har opsummeret nogle af begreberne og resultaterne i kapitel 1 – men som
anført i specialekontrakten, s̊a ligger hovedfokuset p̊a C∗-algebraer.

Siden gik jeg i gang med at læse dele af M. Rørdams og D. Huangs artikler, hvor de løser klassifikations-
problemet i forskellige specialtilfælde. Men s̊a en gang i sommers fandt jeg – nærmest ved et tilfælde – en
artikel, hvori Mike Boyle klassificerer skift af endelig type op til strømningsækvivalens vha. matrixligninger.
Heri var yderligere henvisning til en – p̊a det tidspunkt – ikke udgivet artikel af M. Boyle og D. Huang,
som forbandt dette til noget, som havde oprindelse i K-teori. Jeg fik fat i en udgave af denne artikel og
herefter tog mit arbejde en stor drejning. Nu begyndte jeg at arbejde mere m̊alrettet med disse to artikler,
samt de allerede eksisterende klassifikationsresultater. Dette har s̊a resulteret i to isomorfisætninger (teorem
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2 Indledning

5.2.3 og korollar 5.2.4) samt en klassifikationssætning (teorem 6.2.1). I forbindelse med dette har jeg haft en
del kommunikation med Mike Boyle, Danrun Huang og Søren Eilers om disse resultater. Desuden har jeg
afholdt et operatoralgebraseminar-foredrag her p̊a instituttet i samme anledning.

For at læse specialet forudsættes (mindst) et kendskab til C∗-algebraer svarende til §§1.1, 1.2, 1.3, 2.1,
2.2, 2.3, 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 5.1, 6.3, 6.4 og 6.5 i Murphys lærebog [Mur90] samt kapitel 1–7 i lærebogen om
K-teori af Rørdam, Larsen og Laustsen, [RLL00]. Andre sm̊aresultater bruges ogs̊a undervejs. Desuden er
der en ikke ubetydelig resultatimport.

Opgavens struktur
I kapitel 1 anføres definitioner og resultater til brug senere i specialet. Mere specifikt, s̊a fastsættes

nogen notation, skift af endelig type og andre relaterede ting defineres og nogle af hovedresultaterne citeres.
Endvidere afsluttes kapitlet med en kort introduktion af krydsprodukter med gruppen af komplekse tal af
længde 1, T, hvilket bruges til at udregne K-teorien for Cuntz-Krieger algebraerne.

Kapitel 2: Her indføres Cuntz-Krieger algebraerne, OA, samt AF -delalgebraerne, FA og DA. Der vises,
at Cuntz-Krieger algebraerne er entydigt bestemt (op til kanonisk isomorfi) ved de relationer, frembrin-
gerne skal opfylde, hvis den tilsvarende nabomatrix opfylder betingelse (I). K-teorien for OA udregnes vha.
Pimsner-Voiculescus cykliske seks-leddede exakte følge (bl.a. deres resultat importeres). I afsnit 2.8 beskri-
ves idealstrukturen for Cuntz-Krieger algebraer, hvis tilhørende nabomatricer opfylder betingelse (II). I det
efterfølgende afsnit vises, at idealgitteret for en C∗-algebra er en stabil isomorfi invariant. Kapitlet afsluttes
med at nævne, at Cuntz-Krieger algebraerne er en invariant af en-sidede skift af endelig type (op til topo-
logisk konjugering) samt at de stabiliserede Cuntz-Krieger algebraer er en invariant af (to-sidede) skift af
endelig type op til strømningsækvivalens.

I kapitel 3 gennemg̊as bevisidéerne for nogle af de eksisterende klassifikationsresultater. Da dette kapitel
er skrevet lidt ustringent og uformelt, er det forholdsvis let læseligt.

De efterfølgende tre kapitler er hovedindgrediensen i specialet. I kapitel 4 indføres en cyklisk seks-leddet
exakt følge stammende fra heltalsmatricer. Med oprindelse i M. Boyle og D. Huangs artikler indføres der
s̊akaldte SLP - og GLP -ækvivalenser samt det s̊akaldte K-væv. Der vises en masse omkring homomorfier
mellem forskellige af de indførte objekter, og der gives et (næsten) fuldstændigt bevis for, at GLP -ækvivalens
er ensbetydende med at kræve K-væv isomorfi (for {−1, 0, 1}-matricer). Afslutningsvis sammenlignes to
fuldstændige invarianter for Cuntz-Krieger algebraer med præcis et ikke-trivielt lukket ideal op til stabil
isomorfi af hhv. M. Rørdam og D. Huang i lyset af de beviste resultater.

Kapitel 5: Vha. en klassifikationssætning af M. Boyle, vises en isomorfisætning for de stabiliserede Cuntz-
Krieger algebraer. Vha. resultaterne i det foreg̊aende kapitel formuleres dette ogs̊a vha. det s̊akaldte K-væv.

Kapitel 6:K-vævet, defineret af M. Boyle og D. Huang, har en nær tilknytning tilK-teori for de tilhørende
Cuntz-Krieger algebraer. For en forholdsvis stor skare af Cuntz-Krieger algebraer vises det, at dette kan
opfattes som en slags invariant – vi f̊ar alts̊a en fuldstændig invariant af denne klasse af Cuntz-Krieger
algebraer – dette er hovedresultatet i specialet, teorem 6.2.1.

Specialet afsluttes med en konklusion, tre tillæg samt en litteraturliste. I konklusionen opsummeres p̊a
specialet og der nævnes nogle interessante spørgsm̊al, som dette arbejde naturligt stiller. I tillæg A defineres
induktive grænser af monoider og grupper for opadfiltrerende indexmængder. I tillæg B er nogle resultater
fra C∗-algebrateori, som bruges i løbet af specialet. I tillæg C findes nogle enkelte ret lange og uinteressante
beviser. De fleste kapitler afsluttes med nogle bemærkninger. Heri forklares, hvorfra de forskellige dele af
kapitlerne er taget.

For matematikere med solidt kendskab til Cuntz-Krieger algebraer, burde det være forholdsvis overkom-
meligt at starte læsningen fra kapitel 3 eller 4 (det er dog anbefalelsesværdigt lige at

”
snuse“ til de øvrige

kapitler for at f̊a et overblik over den anvendte notation). Hvis man ikke har s̊a godt kendskab til idealstruk-
turen, vil jeg dog anbefale, at man p̊abegynder læsningen ikke senere end fra afsnit 2.7 (da idealerne har en
vigtig rolle i specialet).

Det er umuligt at udføre en s̊a stor rapport uden at lave fejl. Det er dog mit h̊ab (og endnu ogs̊a min
tro), at der ikke er væsentlige grove fejl i mit arbejde. Jeg modtager dog gerne meddelelser om fejl.

Jeg vil her ogs̊a gerne tillade mig at takke alle, som har været til støtte p̊a en eller anden m̊ade i
løbet af studiet – og specialeforløbet især. Tak for hjælp, samtaler og anden kommunikation med ansatte
og studerende – b̊ade ved Københavns Universitet og

”
ude i verden“. Jeg vil bringe en særlig tak til Mike

Boyle og Danrun Huang for at gennemlæse og kommentere materiale, som jeg har sendt til dem. Tak til
min vejleder, Søren Eilers, for vejledning gennem hele forløbet. Og til sidst en tak til min familie for at have
holdt mig ud i den sidste hektiske del af specialeskrivningen.

Universitetsparken, d. 4. nov. 2003

Gunnar Restorff



Kapitel 1

Forudsætninger

For at læse specialet forudsættes (mindst) et kendskab til C∗-algebraer svarende til §§1.1, 1.2, 1.3, 2.1, 2.2,
2.3, 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 5.1, 6.3, 6.4 og 6.5 i Murphys lærebog [Mur90] samt kapitel 1–7 i lærebogen om K-teori
af Rørdam, Larsen og Laustsen, [RLL00]. Andre sm̊aresultater bruges ogs̊a undervejs. Desuden er der en
ikke ubetydelig resultatimport.

Her i kapitlet opsummeres yderligere definitioner og resultater, som skal bruges i specialet. Dette er især
lidt notation samt resultater om skift af endelig type. Kapitlet afsluttes med et afsnit om krydsprodukter
med enhedscirklen T.

1.1 Notation

Jeg har bestræbt mig p̊a, at bruge den gængse (danske) matematiske notation, det har dog ikke været
muligt at være tro mod alle de mange matematiske omr̊ader, som mødes. Valg af dele af notationen vil
m̊aske virke lidt underlige og til tider m̊aske ukonsekvente. Dette vil som oftest skyldes, at jeg ogs̊a prøver
at være forholdsvis tro mod de artikler, jeg henviser til (f.eks. indføres K-vævet, som kan opfattes som en
slags kontravariant funktor for Cuntz-Krieger algebraer med oprindelse i K-teori – her ville det være mere
naturligt, at definere den kovariant, men det gøres ikke, bl.a. fordi dette ville virke forvirrende, da K-vævet
har direkte forbindelse til to artikler, som vi bruger). Vedrørende operatoralgebrateori og K-teori for s̊adanne
har jeg lagt mig meget op ad [Mur90] og [RLL00]. Ny notation forklares som regel første gang den benyttes.

Begrebet isomorfi (endomorfi og automorfi) afhænger af den kategori, vi arbejder i. Som sædvanligt
betegner Z (hhv. N, N0, R og C) mængden af hele (hhv. positive, ikke-negative, reelle og komplekse) tal.
Med T betegner vi enhedscirklen i C. Vi lader δij = δi,j betegne Kronecker delta; δij = 1, hvis i = j og
δij = 0, hvis i 6= j. For en matrix A lader vi A(i, j) betegne den ij’te indgang. Vektorer er altid søjlevektorer,
hvis ikke andet fremg̊ar klart. Med χS betegnes indikatorfunktionen for mængden S og id (eller idM ) betegner
den identiske afbildning (p̊a M).

For hvert Hilbert rum H betegner B(H) rummet af begrænsede lineære operatorer p̊a H, medens K(H)
betegner de kompakte operatorer p̊a H. Specielt lader vi K betegne K(`2) (alts̊a de kompakte operatorer p̊a
et uendeligdimensionalt separabelt Hilbert rum). For et normeret rum X betegner X∗ det duale rum. I C∗-
algebraer med enhed vil vi normalt betegne enheden med symbolet

�
. Hvis A er en C∗-algebra, s̊a betegner

M(A) multiplikatoralgebraen for A. Ved et ideal forst̊as et to-sidet ideal, hvis ikke andet fremg̊ar klart. For
C∗-algebraer (∗-algebraer) A og B vil A�B betegne det algebraiske tensorprodukt, mens A⊗α B betegner
C∗-algebra-fuldstændiggørelsen mht. C∗-normen α p̊a A�B. Endvidere betegner A⊗max B og A⊗∗B hhv.
det maksimale tensorprodukt og det spatiale tensorprodukt (som er det samme som det minimale). Hvis
A eller B er nukleær, s̊a betegnes tensorproduktet kun A ⊗ B. For Hilbert rum H og K betegner H � K det
algebraiske tensorprodukt, mens H⊗K betegner Hilbert rum tensorproduktet. For moduler og grupper bruger
vi ⊗ til at betegne tensorproduktet.

Hvis S er et system af delmængder af en mængde, s̊a lader vi ogs̊a
⋃
S betegne foreningen

⋃
x∈S x (og

tilsvarende for fællesmængdedannelse). Ved ordensrelation, menes en refleksiv ordensrelation.

Jeg har valgt – s̊avidt muligt – at undg̊a at gentage materiale fra kurser og projekter, som jeg har
gennemg̊aet i løbet af min studietid. Disse udeladelser har dog ikke været tilstrækkelige, til at f̊a arbejdet og
specialerapporten ned p̊a et acceptabelt niveau. Det var allerede fra starten klart, at jeg m̊atte have en ikke
ubetydelig import af resultater, jeg ikke har mødt p̊a tidligere kurser. Jeg har forsøgt at være s̊a konsekvent
som muligt. Mange af de importerede resultater er forholdsvis

”
store“ resultater, som er vel-anerkendte

blandt C∗-algebraikere. Desuden har jeg udeladt enkelte beviser, efter overvejelser af hvor interessante de er
i specialets sammenhæng.

Blandt de importerede resultater/udeladte beviser er: Teorien om skiftrum, især skift af endelig type og
forskellige ækvivalensrelationer blandt disse; Pimsner-Voiculescus cykliske seks-leddede exakte følge, teorem
2.6.12; Takais dualitetssætning for krydsprodukter, teorem 2.6.13; Browns resultat om stabil isomorfi og fulde
hjørner, teorem 2.6.5; krydsprodukter af C∗-algebraer (med Z og T); beviset for de konkrete beskrivelser af
K0(OA) ogK1(OA); beviset for at Cuntz-Krieger algebraerne er en invariant for en-sidede skift af endelig type

3
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og at de stabiliserede Cuntz-Krieger algebraer er en invariant for (to-sidede) skift af endelig type, teorem
2.10.1(a) og (b); M. Boyles resultat om sammenhæng mellem strømningsækvivalens og SLP -ækvivalens,
teorem 5.1.5; M. Boyle og D.Huangs bevis for sætning 4.6.6; eksistensen af Smith normal formen; Voiculescus
sætning, teorem B.15; og selvfølgelig Mikael Rørdams resultat: O2

∼= O2− , teorem 3.1.3.

1.2 Heltalsmatricer

Definition 1.2.1 Lad n ∈ N være givet og lad der være givet en matrix A ∈ Matn(N0). Sæt Σ = {1, 2, . . . , n}.
Da kaldes A

• irreducibel, netop hvis ∀i, j ∈ Σ∃k ∈ N : Ak(i, j) > 0,

• en permutation, netop hvis ∃k ∈ N : Ak = I,

• ikke-degenereret, netop hvis ingen rækker og ingen søjler er nul.

Bemærkning 1.2.2 Det er ikke helt tilfældigt, at A kaldes en permutation, netop hvis Ak = I for et k ∈ N.
Der gælder nemlig, at A er en permutation, hvis og kun hvis A virker p̊a Σ som en permutation. Fra
Matematik 2AL – Algebra er kendt, at hvis A virker p̊a Σ som en permutation, s̊a findes et k ∈ N, s̊a
Ak = I. Antag derfor, at Ak = I for et k ∈ N. Da følger umiddelbart, at A er ikke-degenereret. Vi betragter
nu grafen GA med A som nabomatrix (eng. adjacency matrix). Da antallet af forskellige ture af længde k ∈ N
i grafen GA fra knude i til knude j er Ak(i, j) = δij (se fakta 1.4.14) ses, at der er præcis et et-tal og n− 1
nuller i hver søjle. Da A er ikke-degenereret, følger, at A virker p̊a Σ som en permutation.

Definition 1.2.3 Ved Matn(Z) forst̊as mængden af n×n matricer med indgange fra Z. Da Z er en ring med
enhed, er Matn(Z) ogs̊a en ring med enhed. Mængden GLn(Z) betegner mængden af invertible elementer i
Matn(Z), dvs. mængden {A ∈ Matn(Z) | ∃A′ ∈ Matn(Z) : AA′ = A′A = I}. Da Matn(Z) ⊆ Matn(R), ses
umiddelbart, at

GLn(Z) = {A ∈ Matn(Z) | detA = ±1}.

Det er klart, at detA = ±1 er en nødvendig betingelse for A ∈ GLn(Z), thi detA−1 = (detA)−1 for alle
invertible matricer A ∈ Matn(R). P̊a den anden side hvis detA = ±1 for en matrix A ∈ Matn(Z), s̊a er
A′ = (detA)−1 adjA den inverse til A i Matn(R) og et element i Matn(Z), da alle kofaktorerne for A er
heltal (adjA betegner den klassisk adjungerede til A, se [Mes93, def.7.12 og thm.7.13]).

Som i Matn(R) sættes
SLn(Z) = {A ∈ Matn(Z) | detA = 1}.

Definition 1.2.4 Vi siger, at to matricer A,A′ ∈ Matn(Z) er ækvivalente (over Z), netop hvis der findes
U, V ∈ GLn(Z), s̊aledes at

UAV = A′.

Fra [New72, thm.II.9] (se dog ogs̊a [LM95, s.248]) haves

Teorem 1.2.5 (Smith normal formen) Enhver matrix A ∈ Matn(Z) er ækvivalent med en og kun en n× n
diagonalmatrix S p̊a formen

S = diag(s1, . . . , sr, 0, . . . , 0),

hvor r ∈ {0, . . . , n} er rangen af A, s1, . . . , sr ∈ N og si|si+1 for alle i = 1, . . . , r− 1. Matricen S kaldes A’s
Smith normal form (over Matn(Z)).

Definition 1.2.6 For en matrix A ∈ Matn(Z) sættes

kerA = {x ∈ Zn |Ax = 0},

cokA = Zn/AZn.

Bemærkning 1.2.7 Givet en matrix A ∈ Matn(Z) og lad S = diag(s1, . . . , sr, 0, . . . , 0) betegne dens Smith
normal form. Da ses umiddelbart, at

cokA ∼= cokS ∼= Z/s1Z ⊕ Z/s2Z ⊕ · · · ⊕ Z/srZ ⊕ Zn−r,

kerA ∼= kerS ∼= Zn−r.

Endvidere gælder, at s1, . . . , sr og n − r er entydigt bestemt ved, at si|si+1 for i = 1, . . . , r − 1 – p̊anær de
evt. første si’er, som er lig 1 (se hovedsætning om endelig frembragte abelske grupper [Jen99, s.1.50]). Heraf
følger ogs̊a, at cokA ∼= cokAT og ker A ∼= kerAT. Da kerA er (isomorf med) den torsionsfrie del af cokA,
vil cokA ∼= cokA′ ⇒ kerA ∼= kerA′ for alle A′ ∈ Matn′(Z).
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1.3 Dynamiske systemer

Definition 1.3.1 Et topologisk dynamisk system er et par (M, f), hvor M er et kompakt topologisk
Hausdorff rum og f : M → M er en kontinuert afbildning. En morfi fra et topologisk dynamisk system
(M, f) ind i et andet (N, g), er en kontinuert afbildning φ : M → N , som opfylder, at φ ◦ f = g ◦ φ. Vi siger,
at to topologiske dynamiske systemer er topologisk konjugerede, netop hvis der findes en homeomorfi
φ : M → N , som opfylder, at φ◦f = g ◦φ (dette svarer til isomorfierne i kategorien af topologiske dynamiske
systemer).

Definition 1.3.2 Lad M være et kompakt topologisk Hausdorff rum. Lad der for hvert t ∈ R være givet
en afbildning Φt : M → M . Da kaldes familien (Φt)t∈R for en kontinuert strømning af M , netop hvis
Φt, t ∈ R er homeomorfier, afbildningen M × R 3 (x, t) 7→ Φt(x) er kontinuert og Φs ◦ Φt = Φs+t for alle
s, t ∈ R.

Lad M og N være kompakte topologiske Hausdorff rum. Vi siger da, at en kontinuert strømning, (Φt)t∈R,
af M er ækvivalent med en kontinuert strømning, (Ψt)t∈R, af N , netop hvis der findes en homeomorfi
φ : M → N og monotont voksende funktioner fx : R → R, x ∈ M , s̊aledes at der for alle x ∈ M og t ∈ R
gælder, at

φ(Φt(x)) = Ψfx(t)(φ(x)).

Definition 1.3.3 Lad (M, f) være et topologisk dynamisk system. Lad ∼ være ækvivalensrelationen p̊aM×R
genereret af at identificere (x, s + 1) med (f(x), s) for x ∈ M og s ∈ R. Mao. er (x, s) ∼ (x′, s′), hvis og
kun hvis der findes et k ∈ N0, s̊aledes at x′ = fk(x) ∧ s′ = s− k eller x = fk(x′) ∧ s = s′ − k. Da defineres
standard suspensionsrummet som kvotientrummet

Y = (M × R)/ ∼

udstyret med kvotienttopologien. Da er Y en kompakt mængde. Standard suspensionsrummet kan opfattes
som mængden M × [0, 1] hvor vi identificerer (x, 1) med (f(x), 0) for x ∈M . For hvert t ∈ R (vel)-defineres
en afbildning Φt : Y → Y ved, at

Φt([(x, s)]) = [(x, s+ t)], x ∈ M, s ∈ R.

Den kontinuerte strømning (Φt)t∈R kaldes suspensionsstrømningen over (M, f).

1.4 Skiftrum

Antagelse 1.4.1 Lad der være givet et n ∈ N og sæt Σ := {1, . . . , n}.

Definition 1.4.2 Vi udstyrer mængden ΣZ af dobbeltuendelige følger af elementer fra Σ med produkt-
topologien induceret af den diskrete metrik p̊a Σ og definerer skiftafbildningen σ : ΣZ → ΣZ ved, at
σ((xi)i∈Z) = (xi+1)i∈Z for alle (xi)i∈Z ∈ ΣZ. Det er da klart, at σ er en homeomorfi. Det topologiske
dynamiske system (ΣZ, σ) kaldes det fulde to-sidede n-skift.

Ved et to-sidet skiftrum forst̊as et topologisk dynamisk system (X, σ|X ), hvor X er en afsluttet del-
mængde af ΣZ, som er invariant under b̊ade σ og σ−1, dvs. σ(X) = X (sml. [LM95, def.1.2.1 og thm.6.1.21]).
En endelig følge µ = (µ1, . . . , µk) af elementer i Σ kaldes et ord (i Σ) og vi lader |µ| = k betegne længden
af µ (pr. konvention kaldes den tomme følge ogs̊a et ord). For et to-sidet skiftrum X lader vi B(X) be-
tegne mængden af alle ord der forekommer i elementerne i X . For et µ ∈ B(X) lader vi CX(µ) betegne
cylindermængden

CX(µ) = {(xi)i∈Z ∈ X | (x1, . . . , x|µ|) = µ}.

For enhver delmængde F af B(ΣZ) sætter vi

XF = {x ∈ ΣZ | ∀µ ∈ F : µ forekommer ikke i x}.

Bemærkning 1.4.3 Af Tychonoffs sætning [Ber97, sætn.7.18] f̊as umiddelbart, at ΣZ er et kompakt topolo-
gisk rum. Ethvert to-sidet skiftrum X ⊆ ΣZ er s̊aledes kompakt, og desuden ses nemt, at

{σk(CX(µ)) | k ∈ N, µ ∈ B(X)}

er en basis for topologien for X – best̊aende af l̊abne (=lukkede og åbne) mængder.
Topologien p̊a ΣZ er metrisérbar – det vises nemlig nemt, at den er induceret af metrikken d : ΣZ ×ΣZ →

[0,∞[, givet ved

d((xi)i∈Z, (yi)i∈Z) =
∑

i∈Z

1 − δxi,yi

2|i|
, (xi)i∈Z, (yi)i∈Z ∈ ΣZ.

Desuden ses det let, at XF er et to-sidet skiftrum for hvert F ⊆ B(ΣZ).
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Fra [LM95, def.1.2.1 og thm.6.1.21] har vi følgende sætning

Sætning 1.4.4 En delmængde X af ΣZ er et to-sidet skiftrum, hvis og kun hvis der findes en delmængde F
af B(ΣZ), s̊a X = XF .

Definition 1.4.5 Lad X ⊆ ΣZ være et to-sidet skiftrum. Da kaldes X et (to-sidet) skift af endelig type
(eller kort SFT for shift of finite type), netop hvis der findes en endelig delmængde F af B(ΣZ), s̊a X = XF .

Definition 1.4.6 Vi udstyrer mængden ΣN af (højre)-uendelige følger af elementer fra Σ med produkt-
topologien induceret af den diskrete metrik p̊a Σ og definerer skiftafbildningen σ : ΣN → ΣN ved at
σ((xi)i∈N) = (xi+1)i∈N for alle (xi)i∈N ∈ ΣN. Det er da klart, at σ er kontinuert og surjektiv. Det topologiske
dynamiske system (ΣN, σ) kaldes det fulde en-sidede n-skift.

Ved et en-sidet skiftrum forst̊as et topologisk dynamisk system (X, σ|X), hvor X er en afsluttet del-
mængde af ΣN, som er invariant under skiftafbildningen σ, dvs. σ(X) ⊆ X (sml. [Car01, s.3]). For et en-sidet
skiftrum X lader vi B(X) betegne mængden af alle ord der forekommer i elementerne i X. For et µ ∈ B(X)
lader vi CX(µ) betegne cylindermængden

CX(µ) = {(xi)i∈N ∈ X | (x1, . . . , x|µ|) = µ}.

For enhver delmængde F af B(ΣN) sætter vi

XF = {x ∈ ΣN | ∀µ ∈ F : µ forekommer ikke i x}.

Bemærkning 1.4.7 Af Tychonoffs sætning [Ber97, sætn.7.18] f̊as umiddelbart, at ΣN er et kompakt topolo-
gisk rum. Ethvert en-sidet skiftrum X ⊆ ΣN er s̊aledes kompakt, og desuden ses nemt, at

{CX(µ) |µ ∈ B(X)}

er en basis for topologien for X – best̊aende af l̊abne mængder.
Topologien p̊a ΣN er metrisérbar – det vises nemlig nemt, at den er induceret af metrikken d : ΣN ×ΣN →

[0,∞[, givet ved

d((xi)i∈N, (yi)i∈N) =
∑

i∈N

1 − δxi,yi

2i
, (xi)i∈N, (yi)i∈N ∈ ΣN.

Desuden ses det let, at XF er et en-sidet skiftrum for hvert F ⊆ B(ΣN).

Analogt til det to-sidede skiftrum, har vi fra [Car01, prop.1.0.4] følgende sætning:

Sætning 1.4.8 En delmængde X af ΣN er et en-sidet skiftrum, hvis og kun hvis der findes en delmængde F
af B(ΣN), s̊a X = XF .

Definition 1.4.9 Lad X ⊆ ΣN være et en-sidet skiftrum. Da kaldes X et en-sidet skift af endelig type,
netop hvis der findes en endelig delmængde F af B(ΣN), s̊a X = XF .

Bemærkning 1.4.10 Bemærk, at med skift af endelig type og med SFT menes to-sidet skift af endelig type
(hvis ikke andet klart fremg̊ar af sammenhængen).

Definition 1.4.11 Lad A ∈ Matn({0, 1}) være givet. Vi betragter da den orienterede graf GA med n knuder
og A som nabomatrix (eng.: adjacency matrix). Vi sætter

XA := {(xi)i∈Z ∈ ΣZ | ∀i ∈ Z : A(xi, xi+1) = 1},

XA := {(xi)i∈N ∈ ΣN | ∀i ∈ N : A(xi, xi+1) = 1}.

Sæt F := {(i1, i2) ∈ Σ×Σ |A(i1, i2) = 0}. Da er det klart, at XA = XF og XA = XF . Følgelig er XA og XA

skift af endelig type. Jeg synes selv, at det her kan være meget illustrativt at tænke p̊a dette som mængden
af dobbelt-uendelige ture i GA hhv. (enkelt)-uendelige (fremadrettede) ture i GA (hvor man bemærker sig
knuderne – og ikke kanterne). Hvis A er antaget ikke-degenereret, følger umiddelbart, at XA 6= ∅ og XA 6= ∅
og dette svarer iøvrigt til at grafen GA er essentiel (se [LM95, def.2.2.9]).

Ved et multiindex (i Σ) forst̊as et element i
⋃∞
k=0 Σk. For ethvert multiindex µ = (µ1, . . . , µk) defineres

længden af µ til |µ| = k. For hvert k ∈ N0 lader vi Mk
A betegne delmængden af Σk best̊aende af de sæt

(i1, . . . , ik) ∈ Σk, hvorom der gælder, at A(ij , ij+1) > 0 for j = 1, . . . , k − 1 (pr. konvention er M0
A = {∅}).

Lad MA :=
⋃∞
k=0 M

k
A. Da repræsenterer MA mængden af lovlige (endelige) ture i grafen GA, medens Mk

A
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repræsenterer mængden af lovlige ture af længde k i grafen GA. Hvis A er ikke-degenereret, s̊a svarer MA

til mængden af alle ord B(XA), der forekommer i XA, og ækvivalent svarer MA ogs̊a til mængden af alle
ord B(XA) der forekommer i XA.

Hvis µ = (µ1, . . . , µk) og ν = (ν1, . . . , νr) er multiindex, s̊a lader vi µν betegne det sammensatte multi-
index (µ1, . . . , µk, ν1, . . . , νr). Vi husker p̊a, at vi udstyrer XA og XA med delrumstopologien arvet fra hhv.
ΣZ og ΣN. For hvert µ ∈ MA defineres cylindrene

CA(µ) := {(xi)i∈Z ∈ XA | (x1, . . . , x|µ|) = µ},

CA(µ) := {(xi)i∈N ∈ XA | (x1, . . . , x|µ|) = µ}.

Vi lader endvidere σA betegne skiftafbildningen σ restringeret tilXA, og vi lader σA betegne skiftafbildningen
σ restringeret til XA. Da er σA en homeomorfi og σA er kontinuert – σA er tilmed surjektiv, hvis A er ikke-
degenereret.

Bemærkning 1.4.12 De skiftrum, vi har indført i forrige definition, er de s̊akaldte knude-skift hørende til
en matrix A – idet vi bemærkede os hvilke knuder vi besøgte i turene i GA. Vi kunne ogs̊a have valgt at
bemærke os kanterne.

Givet en ikke-degenereret matrix A ∈ Matn(N0) og betragt grafen GA. Lad Ed(GA) betegne mængden
af kanter i GA. Delmængden af Ed(GA)Z best̊aende af de følger (ei)i∈Z, hvorom der for alle i ∈ Z gælder, at
slut-knuden for kanten ei er start-knuden for kanten ei+1, er et SFT – et s̊akaldt kant-skift.

Der gælder dog, at ethvert kant-skift er topologisk konjugeret til et knude-skift – evt. p̊a en anden graf
(se [LM95, prop.2.3.9(2) og s.44]). Grunden, til at vi hovedsageligt koncentrerer os om knude-skiftene, er,
at vi bruger {0, 1}-matricer til at definere Cuntz-Krieger algebraerne – men det er, som nævnt, ikke en
indskrænkelse.

For en (ikke-degenereret) {0, 1}-matrix har vi s̊aledes b̊ade et knude-skift og et kant-skift. Men disse er
kanonisk topologisk konjugerede, thi mellem to knuder i grafen GA er der højst een kant, og der er s̊aledes
en en-en korrespondence mellem beskrivelse af en uendelig tur vha. knuder og beskrivelse af en uendelig tur
vha. kanter.

Man har nogle meget fine og nyttige beskrivelser af nogle vigtige relationer mellem kant-skift vha. matri-
cer. Dette medvirker at kant-skiftene er mere fremtrædende i litteraturen, men som sagt har det ikke nogen
dynamisk indvirkning, at vi hovedsagligt bruger knude-skift.

Definition 1.4.13 Et (to-sidet) skiftrum X kaldes irreducibelt, netop hvis der for alle µ, µ′ ∈ B(X) findes
et ν ∈ B(X), s̊aledes at µνµ′ ∈ B(X). Et en-sidet skiftrum X kaldes irreducibelt, netop hvis der for alle
µ, µ′ ∈ B(X) findes et ν ∈ B(X), s̊aledes at µνµ′ ∈ B(X).

Fakta 1.4.14 Der gælder

• Lad A ∈ Matn({0, 1}) være en ikke-degenereret matrix. Systemet {σk(CA(µ)) | k ∈ N ∧ µ ∈ MA}
er en basis for topologien p̊a XA best̊aende af l̊abne mængder. Specielt er {σk(CA(µ)) | k ∈ N ∧ µ =
(x1−k, . . . , xk)} en omegnsbasis for punktet (xi)i∈Z ∈ XA.

• Lad A ∈ Matn({0, 1}) være en ikke-degenereret matrix. Systemet {CA(µ) |µ ∈ MA} er en basis for
topologien p̊a XA best̊aende af l̊abne mængder. Specielt er {CA(µ) | k ∈ N ∧ µ = (x1, . . . , xk)} en
omegnsbasis for punktet (xi)i∈N ∈ XA.

• Alle skiftrum, som er topologisk konjugeret til et SFT, er selv SFT ([LM95, thm.2.1.10]).

• For ethvert SFT X, findes et n ∈ N og en ikke-degenereret matrix A ∈ Matn({0, 1}), s̊a X og XA er
topologisk konjugerede ([LM95, example 1.5.10, prop.2.17 og prop.2.3.9(3)]).

• Lad A ∈ Matn(N0) være en ikke-degenereret matrix. Antallet af (forskellige) lovlige ture af længde
k ∈ N0 i grafen GA fra knude i til knude j er Ak(i, j) (se [LM95, prop.2.2.12]).

• Lad A ∈ Matn(N0) være en ikke-degenereret matrix. Der gælder alts̊a, at A er irreducibel, hvis og kun
hvis grafen GA er stærkt-sammenhængende (eng.: strongly connected) – dvs. at der mellem ethvert par
af knuder findes en tur. S̊adanne grafer kaldes derfor ogs̊a irreducible i dele af litteraturen.

• Irreducibilitet er en invariant af to-sidede skiftrum op til topologisk konjugering (se [LM95, example
6.3.2]). Endvidere er et SFT (XA, σA) irreducibelt, netop hvis A er en irreducibel matrix (jf. [LM95,
prop.2.2.14]). Ved at lave oplagte ændringer af beviset for [LM95, prop.2.2.14]) ses, at der ogs̊a gælder,
at det en-sidede skift af endelig type (XA, σA) er irreducibelt, netop hvis A er en irreducibel matrix.
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1.5 Ækvivalensrelationer mellem SFT

Definition 1.5.1 Lad A ∈ Matn(N0) og A′ ∈ Matn′(N0). Da siger vi, at A er stærkt skift ækvivalent med
A′, netop hvis der findes et l ∈ N samt rektangulære matricer R1, . . . , Rl, S1, . . . , Sl over N0, s̊aledes at

A = R1S1, S1R1 = R2S2, . . . , Sl−1Rl−1 = RlSl, SlRl = A′.

Williams har i [Wil73] vist, at spørgsm̊alet, om hvorvidt to SFT er topologisk konjugerede, ækvivalent
kan formuleres som et rent matrix-algebraisk problem (se ogs̊a [LM95, thm.7.2.7]).

Teorem 1.5.2 (Williams) Lad A ∈ Matn(N0) og A′ ∈ Matn′(N0) være ikke-degenererede matricer. Da er
kant-skiftene hørende til A og A′ topologisk konjugerede, netop hvis matricerne A og A′ er stærkt skift
ækvivalente.

Der gælder s̊aledes specielt for ikke-degenererede matricer A ∈ Matn({0, 1}) og A′ ∈ Matn′({0, 1}), at
XA er topologisk konjugeret til XA′ , hvis og kun hvis matricerne A og A′ er stærkt skift ækvivalente.

Bemærkning 1.5.3 Der findes en ækvivalens af kvadratiske matricer, kaldet skift ækvivalens. Der gælder,
at stærkt skift ækvivalens medfører skift ækvivalens. Der var i lang tid en formodning om at det modsatte
ogs̊a gjaldt – men dette blev afvist af Kim og Roush i 1992. For definition og mere omkring skift ækvivalens
henvises til [LM95, §7.3].

Definition 1.5.4 To SFT XA og XA′ kaldes strømningsækvivalente (forkortes FE, for flow equiva-
lent), netop hvis deres suspensionsstrømninger er ækvivalente. Vi siger ogs̊a, at to matricer A og A′ er
strømningsækvivalente el. FE, s̊afremt XA og XA′ er strømningsækvivalente – og i givet fald skriver vi,
A ∼FE A′.

Givet en ikke-degenereret matrix A = [aij ] ∈ Matn({0, 1}). Definér en ny matrix PS(A) ∈ Matn+1({0, 1})
ved

PS(A) =




0 a11 · · · a1n

1 0 · · · 0
0 a21 · · · a2n

...
...

. . .
...

0 an1 · · · ann



.

Vha. denne matrix operation har Parry og Sullivan i [PS75] vist følgende

Teorem 1.5.5 (Parry-Sullivan) Givet to ikke-degenererede matricer A ∈ Matn({0, 1}) og A′ ∈ Matn′({0, 1}).
Da er A ∼FE A′, hvis og kun hvis der findes et endeligt antal ikke-degenererede {0, 1}-matricer A =
A1, A2, . . . , Ak = A′, s̊aledes at der for alle i = 1, . . . , k − 1 gælder

Ai = PS(Ai+1) ∨ PS(Ai) = Ai+1 ∨XAi
og XAi+1

er topologisk konjugerede.

I [Fra84] har J. Franks klassificeret alle SFT, hvis nabomatricer er irreducible ikke-permutationsmatricer.
Han viste følgende

Teorem 1.5.6 (Franks) Lad A ∈ Matn(N0) og A′ ∈ Matn′(N0) være irreducible ikke-permutationsmatricer.
Da er

A ∼FE A′ ⇔ cok(I −A) ∼= cok(I −A′) ∧ det(I −A) = det(I −A′).

1.6 Krydsprodukter

Definition 1.6.1 Lad A være en C∗-algebra og betragt T med det normaliserede Haar m̊al. Hvis f : T → A

er en kontinuert funktion, da er Λ ◦ f integrabel over T for ethvert Λ ∈ A∗ og der findes et a ∈ A, s̊aledes at
Λ(a) =

∫
T

Λ(f(t))dt for alle Λ ∈ A∗ – vi sætter

a =

∫

T

f(t)dt.

Af definitionen følger umiddelbart, at integralet er lineært og af følgende sætning følger, at a
∫

T
f(t)dt =∫

T
af(t)dt for a ∈ A og f ∈ C(T,A).
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Sætning 1.6.2 Lad A være en C∗-algebra og lad T : A → A være en kontinuert lineær afbildning. Da er
T
(∫

T
f(t)dt

)
=
∫

T
(T ◦ f)(t)dt for ethvert f ∈ C(T,A).

Bevis: Lad Λ ∈ A∗ og f ∈ C(T,A) være vilk̊arlige. Da er Λ ◦ T ∈ A∗, s̊a

Λ

(
T

(∫

T

f(t)dt

))
= (Λ ◦ T )

(∫

T

f(t)dt

)
=

∫

T

Λ(T (f(t)))dt = Λ

(∫

T

(T ◦ f)(t)dt

)
.

�

Lemma 1.6.3 Lad A være en C∗-algebra og lad f ∈ C(T,A) være givet. Da er

∥∥∥∥
∫

T

f(t)dt

∥∥∥∥ ≤

∫

T

‖f(t)‖dt ≤ ‖f‖u.

Bevis: Sæt a0 =
∫

T
f(t)dt. Ifølge en følgesætning til Hahn-Banachs sætning ([MV97, prop.6.10]) findes

Λ ∈ A∗, s̊aledes at ‖Λ‖ = 1 og Λ(a0) = ‖a0‖. Følgelig er

‖a0‖ =

∫

T

Λ(f(t))dt ≤

∫

T

|Λ(f(t))|dt ≤

∫

T

‖f(t)‖dt ≤

∫

T

‖f‖udt = ‖f‖u.

�

Definition 1.6.4 Et C∗-dynamisk system er et sæt (A, G, α) best̊aende af en C∗-algebra A, en lokal-
kompakt gruppe G samt en kontinuert homomorfi α af G ind i gruppen af automorfier af A udstyret med
topologien for punktvis konvergens. Dette vil sige, at for hvert a ∈ A er afbildningen G 3 g 7→ αg(a) ∈ A

kontinuert.

Definition 1.6.5 En unitær repræsentation af en lokalkompakt gruppe G er et par (u,H), hvor H er et
Hilbert rum, u er en kontinuert homomorfi af G ind i gruppen af unitære operatorer p̊a H udstyret med den
stærke operator topologi. Dette vil sige, at for hvert h ∈ H er afbildningen G 3 g 7→ ug(h) ∈ H kontinuert.

Definition 1.6.6 En kovariant repræsentation af et C∗-dynamisk system (A, G, α) er et sæt (π, u,H),
hvor (H, π) er en repræsentation af A, (u,H) er en unitær repræsentation af G og

π(αg(a)) = ugπ(a)u∗g

for alle a ∈ A og g ∈ G. Dvs. i en kovariant repræsentation er alle automorfierne αg, g ∈ G indre.

Definition 1.6.7 Lad (A,T, α) være et C∗-dynamisk system. P̊a C(T,A) definerer vi involution og foldning,
ved at

f∗(z) = αz(f(z∗)∗)

(f ? g)(z) =

∫

T

f(t)αt(g(t
∗z))dt

for alle f, g ∈ C(T,A). Det vises let, at C(T,A) herved er en ∗-algebra.

Enhver kovariant repræsentation (π, u,H) af (A,T, α) inducerer en ∗-homomorfi φ : C(T,A) → B(H)
(se [Ped79, 7.6.4]). S̊aledes giver enhver kovariant repræsentation (π, u,H) af (A,T, α) anledning til en C∗-
seminorm p̊a C(T,A). Supremum af alle disse normer er en C∗-norm p̊a C(T,A) og vi betegner C∗-algebra-
fuldstændiggørelsen af C(T,A) mht. denne C∗-norm A ×α T. Vi kalder A ×α T for krydsproduktet af
A med T under virkningen α.

Endvidere findes en ∗-homomorfi ιA : A → M(A ×α T) og en gruppehomomorfi ιT : T → M(A ×α T),
s̊aledes at ιT(z) er unitær, ιA(αz(a)) = ιT(z)ιA(a)ιT(z)∗ for a ∈ A og z ∈ T og A ×α T ⊆ C∗(ιA(A) ∪ ιT(T))

De kovariante repræsentationer af (A, G, α) st̊ar i en-en korrespondance til de ikke-degenererede repræ-
sentationer af A ×α T. Endvidere er ‖f‖ ≤ ‖f‖1 :=

∫
T
‖f(t)‖dt for alle f ∈ C(T,A) (brug lemma 1.6.3 samt

[Ped79, prop.7.6.4]).
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Sætning 1.6.8 Mængden span{T 3 z 7→ zka ∈ A | k ∈ Z∧a ∈ A} er tæt i C(T,A) – og dermed ogs̊a i A×αT
(mht. C∗-normen ‖ · ‖ p̊a A ×α T).

Bevis: Lad f ∈ C(T,A) og ε > 0 være givne. Da findes z1, . . . , zk ∈ T samt åbne omegne A1, . . . , Ak ⊆ T
af hhv. z1, . . . , zk, s̊aledes at diam(f(Ai)) ≤

ε
2 , i = 1, . . . , k og

⋃k
i=1Ai = T (ved et kompakthedsargument).

Ifølge [Ped89, prop.1.7.12] findes en deling af enheden – der findes alts̊a g1, . . . , gk ∈ C(T, [0, 1]), s̊a gi(T\Ai) ⊆
{0} for i = 1, . . . , k og

∑k
i=1 gi(z) = 1 for alle z ∈ T. Sæt g(z) =

∑k
i=1 gi(z)f(zi), z ∈ T, da er for hvert

z ∈ T

‖f(z) − g(z)‖ = ‖
k∑

i=1

gi(z)(f(z)− f(zi))‖ ≤
k∑

i=1

|gi(z)|‖f(z)− f(zi)‖ ≤
k∑

i=1

|gi(z)|
1
2ε = 1

2ε,

thi ‖f(z) − f(zi)‖ > 1
2ε ⇒ z 6∈ Ai ⇒ gi(z) = 0. Ifølge Stone-Weierstraß’ sætning, [Ped89, thm.4.3.4],

findes polynomier h1, . . . , hk ∈ C(T,C) i z og z∗ = z−1, s̊a ‖gi − hi‖u < ε
2k(1+‖f(zi)‖)

, i = 1, . . . , k. Sæt

h(z) =
∑k

i=1 hi(z)f(zi), da er

‖g(z) − h(z)‖ ≤
k∑

i=1

|gi(z) − hi(z)|‖f(zi)‖ ≤
k∑

i=1

1
2k(1+‖f(zi)‖)

ε‖f(zi)‖ ≤ 1
2ε.

Alts̊a har vi vist, at ‖f(z) − h(z)‖ ≤ ε for alle z ∈ T. Alts̊a er ‖f − h‖ ≤ ‖f − h‖1 =
∫

T
‖f(t) − h(t)‖dt ≤ ε.

�

1.7 Bemærkninger

§§1.3–1.5 er hovedsagligt skrevet p̊a basis af (dele af) [Jen02, §§1.1–1.4], [Car01, §1], [Kit98, §1.1] samt [LM95,
§§1.1–1.5, 2.1–2.3, 6.1–6.3, 7.2–7.3 og 13.6].

Afsnittet §1.6 om krydsprodukter: Definition 1.6.1 er taget fra [Rud91, thm.3.20(c), def.3.26 og thm.3.27].
Sætning 1.6.2 og lemma 1.6.3 er to sm̊a nyttige hjælpesætninger, som jeg har bevist. Definition 1.6.4, 1.6.5
og 1.6.6 er taget fra [Ped79, §§7.4.1, 7.1.3 hhv. 7.4.8]. Definition 1.6.7 er hovedsageligt taget fra [Ped79, §7.6]
og [Bla98, §10.1] mens sætning 1.6.8 er en sætning, jeg har vist til senere brug.



Kapitel 2

Cuntz-Krieger algebraer

Her i kapitlet indføres Cuntz-Krieger algebraerne og der vises mange vigtige resultater om disse. Hovedsagligt,
er dette en uddybelse af de originale artikler, [CK80] og [Cun81]. I afsnit 2.1–2.5 indføres Cuntz-Krieger
algebraerne, OA, samt AF -delalgebraerne FA og DA, og der vises, at OA er entydigt bestemt op til kanonisk
isomorfi ved de relationer frembringerne skal opfylde, hvis matricen A opfylder betingelse (I). Siden beregnes
K-teorien for OA, og idealstrukturen for OA og OA ⊗ K beskrives.

Da materialet frem til og med udregningen af K-teorien, afsnit 2.1–2.6, er indledende studier, behøver
dette strengt taget ikke at medtages (med beviser) i specialerapporten. Udeladelse af dette ville bringe
specialerapporten ned p̊a et mere acceptabelt omfang. Men en s̊adan udeladelse ville ogs̊a gøre materialet
svært tilgængeligt for andre studerende, som m̊atte have interesse i Cuntz-Krieger algebraer. Da denne del
allerede var skrevet, har jeg valgt at lade den st̊a – forh̊abentlig til glæde for andre studerende. Jeg har forsøgt
at strukturere specialet, s̊aledes at vejleder og censor kan g̊a lidt lettere hen over de indledende studier.

2.1 Konstruktion af Cuntz-Krieger algebraerne – den universelle konstruktion

Antagelse 2.1.1 Lad n ∈ N og lad A ∈ Matn({0, 1}) være en ikke-degenereret matrix. Sæt Σ := {1, . . . , n}.

Definition 2.1.2 Lad s1, . . . , sn være elementer i C∗-algebraen A. Vi siger da, at (A, (si)i∈Σ) opfylder (A),
netop hvis A = C∗({si | i ∈ Σ}) og der for hvert i ∈ Σ gælder, at

si 6= 0,

si = sis
∗
i si,

sis
∗
i sjs

∗
j = 0 for alle j 6= i,

s∗i si =
∑

j∈Σ

A(i, j)sjs
∗
j .

Det er værd at bemærke, at den anden betingelse er ækvivalent med at kræve, at s1, . . . , sn er partielle
isometrier. Hvis vi s̊aledes lader pi = sis

∗
i og qi = s∗i si, da vil (A, (si)i∈Σ) opfylde (A), hvis og kun hvis

s1, . . . , sn er partielle isometrier forskellige fra nul, som frembringer A og der for alle i ∈ Σ gælder, at

∀j ∈ Σ : pipj = δijpi,

qi =
∑

j∈Σ

A(i, j)pj .

For elementer si, i ∈ Σ i en C∗-algebra siger vi ogs̊a, at (si)i∈Σ opfylder (A), netop hvis (C∗({si | i ∈
Σ}), (si)i∈Σ) opfylder (A).

Lemma 2.1.3 Der findes partielle isometrier S1, . . . , Sn ∈ B(`2), s̊aledes at (C∗({Si | i ∈ Σ}), (Si)i∈Σ) opfyl-
der (A).

Bevis: Sæt H := `2 og Hi := span{ei+kn ∈ `2 | k ∈ N0}, i ∈ Σ. Da er H = H1 ⊕ · · · ⊕ Hn. Sæt Ki =⊕
A(i,j)=1 Hj , i ∈ Σ. Da A er ikke-degenereret, er K1, . . . ,Kn uendelig dimensionale (separable) afsluttede

underrum af H. Klart findes s̊aledes surjektive isometrier Ui : Ki → Hi, i ∈ Σ. For hvert i ∈ Σ definerer vi
Si ∈ B(`2), ved at Si(k+k′) := Ui(k) for alle (k, k′) ∈ Ki×K⊥i . For hvert i ∈ Σ er da Pi := SiS

∗
i projektionen

p̊a Hi og Qi := S∗i Si projektionen p̊a Ki. S̊aledes er S1, . . . , Sn partielle isometrier og
�

B(`2) = P1 + P2 + · · ·+ Pn,

∀i ∈ Σ : Qi =
∑

j∈Σ

A(i, j)Pj .

Følgelig opfylder (C∗({Si | i ∈ Σ}), (Si)i∈Σ) (A) (thi en sum af projektioner er en projektion, netop hvis de
er indbyrdes ortogonale, se [RLL00, exercise 2.4]). �

11
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Sætning 2.1.4 Der findes en C∗-algebra OA med partielle isometrier s1, . . . , sn ∈ OA, s̊aledes at (OA, (si)i∈Σ)
opfylder (A) og at der for alle (B, (s′i)i∈Σ) opfyldende (A) findes en entydig ∗-homomorfi ϕ : OA → B op-
fyldende ϕ(si) = s′i, i ∈ Σ.

Bevis: Sæt Λ := {λ : Σ → B(`2) | (C
∗(λ(Σ)), (λ(i))i∈Σ) opfylder (A)} (der gælder, at Λ 6= ∅ ifølge lemma

2.1.3). Vi lader
∏
λ∈Λ B(`2) være C∗-algebra-produktet (jf. [RLL00, §5.1]). Sæt si := (λ(i))λ∈Λ ∈

∏
λ∈Λ B(`2)

(denne er veldefineret, da ‖λ(i)‖2 = ‖λ(i)∗λ(i)‖ ≤ 1, i ∈ Σ). Sæt OA := C∗({si | i ∈ Σ}). En simpel udregning
kombineret med lemma 2.1.3 viser, at (OA, (si)i∈Σ) opfylder (A).

Lad der være givet (B, (s′i)i∈Σ), som opfylder (A). Da er B = C∗({s′i | i ∈ Σ}) separabel (jf. lemma B.3),
s̊a der findes en tro repræsentation φ : B → B(`2) (jf. [Ped79, cor.3.7.5]). Lad λ0 : Σ 3 i 7→ φ(s′i) ∈ B(`2), da
viser en direkte udregning, at λ0 ∈ Λ. Lad πλ0 : OA → B(`2) betegne restriktionen af den λ0’te projektion
(fra

∏
λ∈Λ B(`2)), da er πλ0(OA) ⊆ φ(B) og s̊aledes er ϕ := φ−1 ◦ πλ0 : OA → B en ∗-homomorfi, som

opfylder, at ϕ(si) = φ−1 ◦ λ0(i) = φ−1(φ(s′i)) = s′i, i ∈ Σ.
Lad ϕ′ : OA → B være en ∗-homomorfi opfyldende ϕ′(si) = s′i, i ∈ Σ. Da er ϕ og ϕ′ ens p̊a den af

{si | i ∈ Σ} frembragte ∗-delalgebra af OA. Da denne er tæt i OA (jf. lemma B.2), følger ved kontinuitet, at
ϕ = ϕ′ – heraf entydigheden. �

Bemærkning 2.1.5 Da universelle objekter er entydigt bestemt p̊anær kanonisk isomorfi, kalder vi OA for
Cuntz-Krieger algebraen hørende til matricen A. Afbildningen ϕ i foreg̊aende sætning kalder vi den
kanoniske ∗-homomorfi.

2.2 C∗-algebraer frembragt af partielle isometrier

Antagelse 2.2.1 Lad i det følgende A ∈ Matn({0, 1}) være en given ikke-degenereret matrix og lad der være
givet (O, (si)i∈Σ) opfyldende (A), hvor Σ = {1, . . . , n}. Som sædvanlig lader vi fremover pi = sis

∗
i betegne

billedprojektionen og qi = s∗i si betegne støtteprojektionen for si for hvert i ∈ Σ.

Lemma 2.2.2 For alle i, j ∈ Σ gælder der

(a) C∗-algebraen O har enhed
�
O = p1 + · · ·+ pn.

(b) pisj = δijsi og s∗jpi = δijs
∗
i .

(c) qisj = A(i, j)sj og s∗jqi = A(i, j)s∗j .

(d) s∗i sj = δijqi

(e) qipj = pjqi = A(i, j)pj

Bevis: (a): Sæt p = p1 + · · · + pn. Da p1, . . . , pn er indbyrdes ortogonale, er p en projektion. Da si =
pisi, er klart psi = ppisi = si for i ∈ Σ. Da qip =

∑
j∈Σ

∑
k∈ΣA(i, j)pjpk =

∑
j∈ΣA(i, j)pj = qi, er

(
�
− p)qi(

�
− p) = 0 og dermed ‖si(

�
− p)‖2 = ‖(

�
− p)qi(

�
− p)‖ = 0 (hvor vi evt. har tilføjet en enhed),

dvs. sip = si. Lemma B.2 samt et tæthedsargument giver nu, at O har enhed p.
(b): pisj = pipjsj = δijpisi = δijsi.
(c): qisj =

∑
k∈ΣA(i, k)pksj =

∑
k∈ΣA(i, k)δkjsj = A(i, j)sj

(d): s∗i sj = (s∗i pi)(pjsj) = δijs
∗
i pisi = δijqi.

(e): Følger direkte af (c). �

Definition 2.2.3 For hvert multiindex µ = (µ1, . . . , µk) sætter vi sµ = sµ1sµ2 · · · sµk
med den konvention, at

s∅ =
�
O. Endvidere sætter vi pµ = sµs

∗
µ og qµ = s∗µsµ.

Lemma 2.2.4 For hvert multiindex µ er sµ en partiel isometri og der gælder, at

µ ∈ MA ⇔ sµ 6= 0 ⇔ pµ 6= 0 ⇔ qµ 6= 0.

Hvis µ = (µ1, . . . , µk) ∈ MA med k > 0, s̊a er qµ = qµk
.

Bevis: Lad der være givet µ = (µ1, . . . , µk) ∈ MA med k > 0. Da er s∗µj+1
qµj

sµj+1 = qµj+1 for j =
1, . . . , k − 1 ifølge lemma 2.2.2(c). S̊aledes er

qµ = s∗µk
· · · s∗µ2

qµ1sµ2 · · · sµk
= s∗µk

· · · s∗µ3
qµ2sµ3 · · · sµk

= · · · = s∗µk
qµk−1sµk

= qµk
.

Heraf følger umiddelbart, at sµ er en partiel isometri og at qµ = qµk
6= 0.

Implikationen µ ∈ MA ⇐ sµ 6= 0 følger af, at der ifølge lemma 2.2.2(c) gælder, at

sisj = siqisj = A(i, j)sisj .

De andre implikationer følger nu af C∗-ligheden ‖qµ‖ = ‖sµ‖
2 = ‖s∗µ‖

2 = ‖pµ‖. �
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Lemma 2.2.5 Lad der være givet to ikke-tomme multiindex µ = (µ1, . . . , µk) og ν = (ν1, . . . , νr). Hvis
s∗µsν 6= 0, s̊a er

(a) µ = ν og s∗µsν = qµ = qµk
, hvis |µ| = |ν|,

(b) µ = νµ′ og s∗µsν = s∗µ′qν = s∗µ′qνr
= s∗µ′ for et µ′ ∈ MA, hvis |µ| > |ν|,

(c) ν = µν′ og s∗µsν = qµsν′ = qµk
sν′ = sν′ for et ν′ ∈ MA, hvis |µ| < |ν|.

Bevis: (a): At µ = ν følger umiddelbart ved induktion af, at s∗i sj = δijqi, qisj = A(i, j)sj og µ, ν ∈ MA

(lemma 2.2.2(d) og (c) samt lemma 2.2.4). At qµ = qµk
er vist i lemma 2.2.4.

(b): Skriv µ p̊a formen µ = αµ′ med α, µ′ ∈ MA og |α| = |ν|. Da s∗µ′s∗αsν = s∗µsν 6= 0, er s∗αsν 6= 0. Af
(a) følger, at α = ν og s∗αsν = qν = qνr

. Da første element i µ′ er µr+1, µr = νr og A(µr, µr+1) = 1, følger
af lemma 2.2.2(c), at s∗µsν = s∗µ′qνr

= s∗µ′ .

(c): Følger direkte af (b), da ogs̊a s∗νsµ = (s∗µsν)
∗ 6= 0. �

Til dette lemma haves umiddelbart følgende korollar

Korollar 2.2.6 For alle multiindex µ og ν af samme længde, |µ| = |ν|, gælder, at

s∗µsν = δµ,νqµ og pµpν = δµ,νpµ.

Lemma 2.2.7 Ethvert ord i si, s
∗
i , i ∈ Σ (dvs. elementer i {a1 · · ·ak | a1, . . . , ak ∈ {s1, s

∗
1, . . . , sn, s

∗
n}}), kan

skrives som en linearkombination af elementer fra {sµpis
∗
ν | i ∈ Σ ∧ µ, ν ∈ MA}.

Bevis: Antag at der er givet et ord w 6= 0. Klart kan w skrives p̊a formen w = sµ1s∗ν1 · · · sµks∗νk , hvor
|µi| + |νi| > 0 for i = 1, . . . , k. For alle multiindex µ og ν med |µ| 6= |ν| og s∗µsν 6= 0 er s∗µsν lig sν′

eller s∗ν′ for et passende ν ′ ∈ MA ifølge lemma 2.2.5. S̊aledes kan vi w.l.o.g. antage, at |νi| = |µi+1| 6= 0
for i = 1, . . . , k − 1. S̊aledes er w = sµ1qi1 · · · qik−1s

∗
νk for passende i1, . . . , ik−1 ∈ Σ. Da hvert qi er en

linearkombination af elementerne p1, . . . , pn følger det ønskede umiddelbart. �

2.3 AF -algebraerne

Antagelse 2.3.1 Lad i det følgende A ∈ Matn({0, 1}) være en given ikke-degenereret matrix og lad der være
givet (O, (si)i∈Σ) opfyldende (A), hvor Σ = {1, . . . , n}.

Definition 2.3.2 For alle i ∈ Σ og alle multiindex µ og ν af samme længde, |µ| = |ν| ∈ N0, sættes

eiµ,ν := sµpis
∗
ν ,

og vi definerer en række del-C∗-algebraer af O:

F i
k(O) := C∗({eiµ,ν | |µ| = |ν| = k}), for hvert k ∈ N0 og hvert i ∈ Σ,

Fk(O) := C∗({eiµ,ν | i ∈ Σ ∧ |µ| = |ν| = k}), for hvert k ∈ N0,
F (O) := C∗({eiµ,ν | i ∈ Σ ∧ |µ| = |ν|}),
Dk(O) := C∗({pµ |µ ∈ Mk

A}), for hvert k ∈ N0,
D(O) := C∗({pµ |µ ∈ MA}).

Endvidere lader vi P(O) betegne ∗-algebraen frembragt af {s1, . . . , sn} (jf. i øvrigt ogs̊a lemma B.2).
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Sætning 2.3.3 Der gælder:

(a) For alle i ∈ Σ og alle multiindex µ og ν af samme længde, |µ| = |ν| ∈ N0, gælder der, at

eiµ,ν 6= 0 ⇔ µi, νi ∈ MA.

(b) For alle i, j ∈ Σ og alle multiindex µ, µ′, ν og ν′ af samme længde, |µ| = |µ′| = |ν| = |ν′| ∈ N0, er

eiµ,νe
j
µ′,ν′ = δi,jδν,µ′eiµ,ν′

forudsat at µi, νi, µ′j, ν′j ∈ MA (eller ækvivalent at eiµ,ν , e
j
µ′,ν′ 6= 0).

(c) Elementerne blandt {eiµ,ν | i ∈ Σ, |µ| = |ν| = k}, som er forskellige fra nul, udgør s̊aledes et system
af matrix enheder, som frembringer den endeligdimensionale C∗-algebra Fk(O) (disse udgør endda en
vektorrumsbasis for Fk(O) – se [RLL00, §7.1] for mere om matrixenheder).

(d) Givet k ∈ N0. For hvert i ∈ Σ er da F i
k(O) en simpel del-C∗-algebra af Fk(O). Endvidere er Fk(O) den

(indre) direkte sum af F 1
k (O), . . . ,Fn

k (O) (som C∗-algebraer):

Fk(O) = F
1
k (O) ⊕ · · · ⊕ F

n
k (O).

(e) Der gælder for k ∈ N0, at Fk(O) ⊆ Fk+1(O). Mere specifikt, s̊a er for alle i ∈ Σ og multiindex µ og ν
af samme længde

eiµ,ν =
∑

j∈Σ

ejµi,νi.

(f) Der gælder, at

F (O) :=

∞⋃

k=0

Fk(O),

s̊a F (O) er den induktive grænse af endelig dimensionale C∗-algebraer – alts̊a er F (O) en AF -algebra.

Bevis: (a): For i ∈ Σ og |µ| = |ν| er

eiµ,ν = sµis
∗
νi 6= 0 ⇒ sµi 6= 0 ∧ sνi 6= 0 ⇒ µi, νi ∈ MA

og
eiµ,ν = 0 ⇒ s∗µi(sµis

∗
νi)sνi = 0 ⇒ qµiqνi = 0

og hvis µi, νi ∈ MA, s̊a er qµi = qi = qνi 6= 0 (jf. lemma 2.2.5).
(b): Lad der være givet i, j ∈ Σ og multiindex µ, µ′, ν og ν′ af samme længde, |µ| = |µ′| = |ν| = |ν′|. Hvis

νi ∈ MA, da følger af lemma 2.2.5, at

eiµ,νe
j
µ′,ν′ = sµis

∗
νisµ′js

∗
ν′j = δνi,µ′jsµiqis

∗
ν′i = δν,µ′δi,jsµsis

∗
i sis

∗
i s
∗
ν′ = δν,µ′δi,je

i
µ,ν′ .

(c): Dette er klart pga. del (b) ovenover (se evt. [RLL00, §7.1]).
(d): Dette følger af det foreg̊aende samt [RLL00, §7.1].
(e): For i ∈ Σ og µ, ν ∈ Mk

A er

eiµ,ν = sµsis
∗
i s
∗
ν =

∑

j∈Σ

sµsipjs
∗
i s
∗
ν =

∑

j∈Σ

ejµi,νi.

(f): Dette er klart pga. det foreg̊aende. �

Sætning 2.3.4 Der gælder:

(a) For hvert k ∈ N0 er Dk(O) en abelsk C∗-algebra og projektionerne (pµ)µ∈Mk
A

er indbyrdes ortogonale og
udgør en vektorrumsbasis for

Dk(O) = span{pµ |µ ∈ Mk
A} =

⊕

µ∈Mk
A

Cpµ.

(b) For hvert k ∈ N0 er Dk(O) ⊆ Dk+1(O). Mere specifikt, s̊a er for hvert µ ∈ Mk
A

pµ =
∑

j∈Σ

pµj .
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(c) Der gælder, at

D(O) =

∞⋃

k=0

Dk(O),

s̊a D(O) er den induktive grænse af endeligdimensionale abelske C∗-algebraer – alts̊a er D(O) en abelsk
AF -algebra.

Bevis: (a): Husk, at for et multiindex µ af længde k er pµ 6= 0 ⇔ µ ∈ MA. Af korollar 2.2.6 ses, at
projektionerne (pµ)µ∈Mk

A
er indbyrdes ortogonale og dermed er Dk(O) =

⊕
µ∈Mk

A
Cpµ (den indre direkte

sum af C∗-algebraer).
(b): Da

�
O =

∑
j∈Σ pj , har vi for ethvert multiindex µ, at

pµ = sµs
∗
µ =

∑

j∈Σ

sµpjs
∗
µ =

∑

j∈Σ

pµj .

(c): Er klart pga. det foreg̊aende (kommutativiteten følger ved et tæthedsargument). �

Definition 2.3.5 Vi definerer en positiv lineær afbildning φO : O 3 x 7→
∑

j∈Σ sjxs
∗
j ∈ O. Bemærk, at

φkO(x) =
∑
|µ|=k sµxs

∗
µ for alle k ∈ N0 og x ∈ O. Af korollar 2.2.6 følger, at der for alle k ∈ N0, µ ∈ Mk

A og

x ∈ O gælder, at s∗µφ
k
O(x) = qµxs

∗
µ og φkO(x)sµ = sµxqµ.

Lemma 2.3.6 Vi har, at D(O) = C∗({φkO(pi) | i ∈ Σ, k ∈ N0}) og at afbildningen φO|D(O) er en isometrisk
endomorfi af D(O).

Bevis: Beviset føres i flere dele.
Første del: Vi viser, at D(O) = C∗({φkO(pi) | i ∈ Σ, k ∈ N0}). Da φkO(pi) =

∑
|µ|=k pµi ∈ Dk+1(O)

for alle i ∈ Σ og k ∈ N0, er det klart, at B := C∗({φkO(pi) | i ∈ Σ, k ∈ N0}) ⊆ D(O). Bemærk, at
pµφ

k
O(pi) = sµqµpis

∗
µ = pµi for alle multiindex µ med længde |µ| = k. Ved induktion ses s̊aledes, at

pµ = pµ1φO(pµ2)φ
2
O(pµ3) · · ·φ

k−1
O (pµk

) ∈ B

for ethvert multiindex µ = (µ1, . . . , µk). Dermed er ogs̊a D(O) ⊆ B.
Anden del: Vi viser, at φO er kontinuert. For hvert x ∈ O er

‖φO(x)‖ ≤
∑

j∈Σ

‖sjxs
∗
j‖ ≤

∑

j∈Σ

‖sj‖‖x‖‖s
∗
j‖ = n‖x‖.

Tredje del: Vi viser, at φO|D(O) er en isometri. Lad x =
∑

µ∈Mk
A
λµpµ være et vilk̊arligt element i Dk(O)

(jf. sætning 2.3.4(a)). Da er ‖x‖ = maxµ∈Mk
A
|λµ|. Endvidere er φO(x) =

∑
j∈Σ

∑
µ∈Mk

A
λµpjµ, og s̊aledes er

‖φO(x)‖ = max{|λµ| | j ∈ Σ ∧ µ ∈ Mk
A ∧ jµ ∈ Mk+1

A } = ‖x‖,

da A er antaget ikke-degenereret (og der s̊aledes for hvert µ ∈ MA findes et j ∈ Σ, s̊a jµ ∈ MA). Da φO er
en kontinuert, lineær afbildning, som er isometrisk p̊a

⋃∞
k=0 Dk(O), som er et tæt underrum af D(O), følger,

at φO|D(O) er isometrisk.
Fjerde del: Vi viser nu, at φO|D(O) er en endomorfi. Vi har klart, at φO(Dk(O)) ⊆ Dk+1(O) ⊆ D(O) for

hvert k ∈ N0. S̊aledes er φO(
⋃∞
k=0 Dk(O)) ⊆ D(O) og ved et tæthedsargument ses, at φO(D(O)) ⊆ D(O).

Afbildningen φO er klart ∗-bevarende. For ethvert multiindex µ og ν med samme længde |µ| = |ν| = k
er ifølge lemma 2.2.2(d) og korollar 2.2.6

φO(pµ)φO(pν) =
∑

j∈Σ

sjpµs
∗
jsjpνs

∗
j =

∑

j∈Σ

pjµpjν = δµ,ν
∑

j∈Σ

pjµ = φO(δµ,νpµ) = φO(pµpν),

og s̊aledes er φO|Dk(O) en ∗-homomorfi. Ved et tæthedsargument ses nemt, at φO|D(O) er en ∗-homomorfi. �

Definition 2.3.7 Lad M og N være kompakte topologiske Hausdorff rum. Vi betragter s̊a C∗-algebraerne
C(M) og C(N) af kontinuerte funktioner med værdier i C. Givet en kontinuert afbildning φ : M → N , da
defineres ved φ] : C(N) → C(M),

φ](f) = f ◦ φ, f ∈ C(N),

en ∗-homomorfi (eftervises umiddelbart).
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Definition 2.3.8 Vi betragter C∗-algebraen C(XA). For hvert i ∈ Σ lader vi χi betegne indikatorfunktionen
for cylindermængden CA(i) = {(xi)i∈N ∈ XA |x1 = i}.

Sætning 2.3.9 Hvis vi for hvert k ∈ N0 lader Bk betegne C∗-algebraen frembragt af {χCA(µ) |µ ∈ Mk
A}, s̊a

gælder

(a) Projektionerne (χCA(µ))µ∈Mk
A

er indbyrdes ortogonale og der gælder, at

Bk =
⊕

µ∈Mk
A

CχCA(µ).

(b) For hvert k ∈ N0 er Bk ⊆ Bk+1. Mere specifikt, s̊a er for hvert µ ∈ Mk
A

χCA(µ) =
∑

j∈Σ

χCA(µj).

(c) Der gælder, at

C(XA) =

∞⋃

k=0

Bk,

s̊a C(XA) er den induktive grænse af (Bk)
∞
k=0.

Bevis: (a): Ses nemt.
(b): Dette er klart!
(c): Givet f ∈ C(XA) og ε > 0. Sæt U := {CA(µ) | k ∈ N ∧ µ ∈ Mk

A ∧ diam(f(CA(µ))) < ε}. Da f er
kontinuert, udgør mængderne i U en åben overdækning af XA. Da XA er kompakt, kan vi udtynde denne til
en endelig åben overdækning. Lad k0 ∈ N være det største k, der optræder heri. Da er diam(f(CA(µ))) < ε
for alle µ ∈ Mk0

A .

Vælg for hvert µ ∈ Mk0
A et xµ ∈ CA(µ) og sæt f ′ :=

∑
µ∈M

k0
A

f(xµ)χCA(µ). For hvert x = (xi)i∈N ∈ XA

er da |f(x) − f ′(x)| = |f(x) − f(xµ)| < ε, hvor µ = (x1, . . . , xk0). S̊a ‖f − f ′‖u ≤ ε og f ′ ∈ Bk0 . �

Sætning 2.3.10 Der findes netop een ∗-isomorfi ω : D(O) → C(XA), som opfylder, at ω(pi) = χi for alle

i ∈ Σ og ωφOω
−1(f) = σ]A(f) for alle f ∈ C(XA). Endvidere gælder, at ωφkO = (σ]A)kω for k ∈ N.

Bevis: Eksistens: For hvert k ∈ N0 lader vi som i foreg̊aende sætning Bk := C∗({χCA(µ) |µ ∈ Mk
A}).

Afbildningen pµ 7→ χCA(µ), µ ∈ Mk
A udvides ved linearitet til en ∗-isomorfi ωk : Dk(O) → Bk for hvert

k ∈ N0. Der gælder ifølge sætning 2.3.4(b) og 2.3.9(b) for hvert k ∈ N0, at ωk+1|Dk(O) = ωk. S̊aledes induceres
en ∗-isomorfi ω : D(O) → C(XA).

Bemærk, at σ]A(χCA(µ)) =
∑

j∈Σ χCA(jµ) for alle µ ∈ MA. S̊aledes er ωφOω
−1 = σ]A p̊a

⋃∞
k=0 Bk, og ved

tæthed s̊aledes ogs̊a p̊a hele C(XA) (b̊ade φO og σ]A er ∗-homomorfier og dermed kontinuerte).
Entydighed: Antag, at der er givet en ∗-isomorfi ω : D(O) → C(XA), som opfylder, at ω(pi) = χi

for alle i ∈ Σ og ωφOω
−1(f) = σ]A(f) for alle f ∈ C(XA). Mao. er ωφO = σ]Aω. Ved induktion ses, at

ω(φk(pi)) = (σ]A)k(χi) for alle i ∈ Σ og k ∈ N0. Da elementerne φk(pi) frembringer D(O), er ω entydigt
bestemt herved. �

Lemma 2.3.11 For ethvert k ∈ N0 kommuterer ethvert element i Fk(O) med samtlige elementer i φkO(D(O))
og med samtlige elementer i φk+1

O (O).

Bevis: Givet k ∈ N0, x1 ∈ D(O), x2 ∈ O, µ, ν ∈ Mk
A og i ∈ Σ, da er pi, qµ, qν ∈ D(O). Antag, at

µi, νi ∈ MA. Følgelig er

φkO(x1)sµpis
∗
ν = sµx1qµpiqνs

∗
ν = sµqµpiqνx1s

∗
ν = sµpiqνx1s

∗
ν = sµpis

∗
νφ

k
O(x1).

Endvidere er

sµis
∗
νiφ

k+1
O (x2) = sµis

∗
νisνix2s

∗
νi = sµiqix2s

∗
νi = sµix2s

∗
νi = sµix2qis

∗
νi = sµix2s

∗
µisµis

∗
νi

= φk+1
O (x2)sµis

∗
νi.

Da elementer blandt {eiµ,ν | i ∈ Σ, µ, ν ∈ Mk
A}, som er forskellige fra 0, udgør en vektorrumsbasis for Fk(O),

følger umiddelbart det ønskede. �
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2.4 Betingelse (I)

Antagelse 2.4.1 Lad A ∈ Matn({0, 1}) være en given ikke-degenereret matrix og sæt Σ := {1, . . . , n}.

Definition 2.4.2 Ved en løkke baseret i i ∈ Σ, forst̊as en sti fra i til i selv i grafen GA. Ved en simpel løkke
baseret i i ∈ Σ, forst̊as en løkke baseret i i ∈ Σ, hvori ingen knuder gentages undervejs.

Definition 2.4.3 Vi lader Σ0 betegne mængden af alle i ∈ Σ, som opfylder, at der findes to forskel-
lige multiindex µ = (µ1, . . . , µk), ν = (ν1, . . . , νl) ∈ MA, s̊a µ1 = ν1 = µk = νl = i, k, l ≥ 2 og
µ2, . . . , µk−1, ν2, . . . , νl−1 6= i. Mao. betegner Σ0 mængden af knuder i ∈ Σ i grafen GA, hvorom der gælder,
at der findes mindst to forskellige løkker baseret i i af samme længde.

Definition 2.4.4 Vi siger, at en matrix A ∈ Matn({0, 1}) opfylder betingelse (I), netop hvis A er ikke-
degenereret og der for hvert i ∈ Σ findes et multiindex µ = (µ1, . . . , µk) ∈ MA, k ≥ 1, s̊aledes at µ1 = i og
µk ∈ Σ0.

Definition 2.4.5 Vi definerer relationen � p̊a Σ, ved at i � j, netop hvis overgang fra i til j er mulig (eller
mere præcis: netop hvis der findes et k ∈ N, s̊a Ak(i, j) > 0). Vi skriver i � j, hvis og kun hvis j � i. Det
er klart, at � er transitiv. Vi definerer nu relationen ∼ p̊a Σ, ved at i ∼ j, netop hvis i � j ∧ j � i. Det
er klart, at ∼ er en ækvivalensrelation p̊a delmængden {i ∈ Σ | i � i} af Σ, og vi betegner de tilhørende
ækvivalensklasser [i], hvor i � i. Definér

ΓA := {i ∈ Σ | i � i}/ ∼ = {[i] | i � i}.

Relationen � inducerer en ordensrelation p̊a ΓA, som vi ogs̊a vil betegne �. Mere præcis, s̊a siger vi, at

γ1 � γ2 ⇔ ∀i ∈ γ1∀j ∈ γ2(i � j).

Det eftervises umiddelbart, at � er en ordensrelation samt at γ1 � γ2 ⇔ ∃i ∈ γ1∃j ∈ γ2(i � j). Elementerne
i ΓA kaldes de irreducible komponenter (se i øvrigt lemmaet nedenunder) og elementerne i Σ \ (

⋃
ΓA)

kaldes overgangstilstande.

Bemærkning 2.4.6 Det er en oplagt men vigtig observation, at der af kravet, om at A er ikke-degenereret,
følger, at

∀i ∈ Σ∃γ ∈ ΓA∀j ∈ γ : i � j

∀i ∈ Σ∃γ ∈ ΓA∀j ∈ γ : j � i.

Definition 2.4.7 For en ikke-tom delmængde γ af Σ, lader vi Aγ betegne den principale undermatrix
(A(i, j))i,j∈γ af A, der f̊as ved at restringere A til γ.

Lemma 2.4.8 Undermatricen Aγ er irreducibel for alle γ ∈ ΓA. Og der gælder, at Aγ er en permutations-
matrix, netop hvis γ ∩ Σ0 = ∅ (for γ ∈ ΓA).

Bevis: Det er klart fra definitionen, at Aγ er irreducibel for alle γ ∈ ΓA.
Antag, at for et givet γ ∈ ΓA er Aγ en permutationsmatrix og lad i ∈ γ være givet. Lad (i1, . . . , ik) og

(j1, . . . , jk) repræsentere to løkker baseret i i (dvs. i1 = ik = j1 = jk = i). Da er i1, . . . , ik, j1, . . . , jk ∈ γ og
s̊aledes er (i1, . . . , ik) = (j1, . . . , jk). Da løkkerne var vilk̊arlige, er i 6∈ Σ0.

Antag nu i stedet, at Aγ ikke er en permutation for et γ ∈ ΓA. Da findes et i ∈ γ, s̊a A(i, j) = 1 for mindst
to j ∈ γ. Lad s̊aledes A(i, i1) = A(i, j1) = 1 for i1, j1 ∈ γ med i1 6= j1. Da findes i2, . . . , ik, j2, . . . , jr ∈ γ, s̊a
µ = (i1, . . . , ik), ν = (j1, . . . , jr) ∈ MA og ik = jr = i. S̊aledes repræsenterer iµν og iνµ to forskellige løkker
baseret i i af samme længde. �

Sætning 2.4.9 Følgende udsagn er ækvivalente

(a) Matricen A opfylder betingelse (I).

(b) XA har ingen isolerede punkter

(c) For alle γ ∈ ΓA gælder, at hvis Aγ er en permutationsmatrix, s̊a findes γ0 ∈ ΓA \{γ}, s̊aledes at γ � γ0.

(d) ∀µ ∈ MA \ ∅ : pµ 6= qµ
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Bevis:
”
(a)⇒(c)“: Antag, at A opfylder (I). Givet γ ∈ ΓA og antag, at Aγ er en permutationsmatrix.

Ifølge lemma 2.4.8 er s̊aledes γ ∩ Σ0 = ∅. Lad i ∈ γ. Da findes der et i0 ∈ Σ0, s̊a i � i0 – følgelig er [i] 6= [i0]
og [i] � [i0].

”
(c)⇒(a)“: Antag, at (c) er opfyldt, og lad der være givet et i ∈ Σ. Da findes γ ∈ ΓA og i1 ∈ γ, s̊a i � i1.

Følgelig findes γ0 ∈ ΓA, s̊a γ � γ0 og Aγ0 ikke er en permutationsmatrix. Alts̊a findes ifølge lemma 2.4.8 et
i0 ∈ γ0 ∩ Σ0 – dermed er i � i0 og i0 ∈ Σ0.

Da vi strengt taget ikke har brug for resten af sætningen, har jeg lagt beviset for de andre biimplikationer
om i tillæg C. �

Lemma 2.4.10 Antag, at A ∈ Matn({0, 1}) opfylder (I). Da findes følger x(i) ∈ CA(i), i ∈ Σ, s̊aledes at der
for alle i1, i2 ∈ Σ og alle k1, k2 ∈ N0 gælder, at

σk1(x(i1)) = σk2(x(i2)) ⇔ i1 = i2 ∧ k1 = k2.

Mao. er ingen blandt følgerne x(1), . . . , x(n) periodisk fra et vist trin og ingen translateret af x(i) er lig nogen
translateret af x(j) for i 6= j.

Bevis: Givet i ∈ Σ0. Da kan vi finde µ = (µ1, . . . , µk), ν = (ν1, . . . , νl) ∈ MA, s̊a iµi, iνi ∈ MA,
i 6∈ {µ1, . . . , µk, ν1, . . . , νl} og µ 6= ν. Da kan vi definere følger

y(1) = iµiνiµiνiνiµiνiνiνiµiνiνiνiν . . .

y(2) = iµiµiνiµiµiνiνiµiµiνiνiνiµiµiνiνiνiν . . .

y(3) = iµiµiµiνiµiµiµiνiνiµiµiµiνiνiνiµiµiµiνiνiνiν . . .

osv. Antag, at σk1(y(l1)) = σk2(y(l2)). Ved at addere et passende tal til k1 og k2 kan vi antage, at σk1(y(l1))
begynder med l1 gange iµ og følgelig ogs̊a σk2(y(l2)). S̊aledes er l2 ≥ l1. Ved symmetri er s̊aledes l1 = l2.
Ved at addere et passende tal til k1 og k2 kan vi antage, at σk1(y(l1)) begynder med iµiν. Antallet af iν’er
som kommer efter iµ inden det næste iµ er s̊aledes det samme i b̊ade σk1(y(l1)) og σk2(y(l1)) og derfor m̊a
k1 = k2 (hvis µ eller ν er tom, s̊a skal argumenterne ændres en smule).

For hvert γ0 ∈ ΓA opfyldende ∀γ ∈ ΓA(γ0 � γ ⇒ γ0 = γ), vælger vi et iγ0 ∈ Σ0, s̊a [iγ0 ] = γ0. Og for
hvert af disse iγ0 ’er vælger vi n følger som ovenover. For hvert i ∈ Σ findes en sti fra i til et af iγ0 ’erne.
Definér induktivt x(i) til at være følgen, som g̊ar fra i over til iγ0 efterfulgt af en af de endnu ubrugte følger
begyndende i iγ0 , som vi har konstrueret ovenover.

Der gælder, at σk1(x(i1)) = σk2(x(i2)), netop hvis i1 = i2 og k1 = k2. Thi antag, at σk1(x(i1)) = σk2(x(i2)).
Da m̊a i1 og i2 være ført til det samme iγ0 , da man ikke kan komme ud igen af en irreducibel komponent γ0

opfyldende ∀γ ∈ ΓA(γ0 � γ ⇒ γ0 = γ). Af det viste ovenover er s̊aledes i1 = i2 og k1 = k2. �

Lemma 2.4.11 Antag, at A ∈ Matn({0, 1}) opfylder (I) og at (O, (si)i∈Σ) opfylder (A). For hvert k ∈ N
findes da en projektion q ∈ D(O), som opfylder, at

∀i ∈ Σ(qpi 6= 0) og

∀r ∈ N0∀µ ∈ MA(1 ≤ |µ| ≤ k ⇒ φrO(q)sµφ
r
O(q) = 0).

Bevis: Lad der være givet et k ∈ N. Vælg x(1), . . . , x(n) i hht. lemma 2.4.10 og sæt Y := {x(1), . . . , x(n)}.
Bemærk, at Y ∩ σj(Y ) = ∅ for alle j ∈ N. Da Y er endelig, er σj(Y ) afsluttet for alle j ∈ N0. For hvert j =
1, . . . , k er Y og σj(Y ) s̊aledes to ikke-tomme, disjunkte, afsluttede mængder og der findes s̊aledes disjunkte,

åbne mængder Oj og Uj , s̊a Y ⊆ Uj og σj(Y ) ⊆ Oj . Sæt O0 :=
⋂k
j=1 Uj , da er σj(Y ) ⊆ Oj , j = 0, . . . , k og

O0 ∩ Oj = ∅, j = 1, . . . , k.
Da {CA(µ) |µ ∈ MA} er en basis for topologien, kan vi for hvert j = 0, . . . , k finde µ1,j , . . . , µn,j ∈ MA,

s̊a σj(x(i)) ∈ CA(µi,j) ⊆ Oj , i ∈ Σ. Følgelig er

σj(Y ) ⊆
n⋃

i=1

CA(µi,j) ⊆ Oj , j = 0, . . . , k.

Sæt

V :=
k⋂

j=0

n⋃

i=1

σ−j(CA(µi,j)).

Da er Y ⊆ σ−j
(⋃n

i=1CA(µi,j)
)

=
⋃n
i=1 σ

−j(CA(µi,j)) for alle j = 0, . . . , k, og følgelig er Y ⊆ V . For alle
j = 0, . . . , k er

σj(V ) ⊆
n⋃

i=1

σj(σ−j(CA(µi,j))) ⊆
n⋃

i=1

CA(µi,j) ⊆ Oj .
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S̊aledes er for alle j = 1, . . . , k

V ∩ σj(V ) ⊆ O0 ∩ Oj = ∅.

Da V er en l̊aben delmængde af XA, er χV en kontinuert funktion p̊a XA. S̊aledes defineres ved q =
ω−1(χV ) en projektion i D(O) (se sætning 2.3.10). For alle i ∈ Σ er da ω(qpi) = χV ·χi 6= 0, da x(i) ∈ Y ⊆ V .
Endvidere er ω(qφjO(q)) = χV · (χV ◦ σjA) = 0, og s̊aledes er ogs̊a qφjO(q) = 0 for alle j = 1, . . . , k.

Lad der være givet et µ ∈ MA med 1 ≤ |µ| ≤ k. Da D(O) er abelsk, φO er en ∗-homomorfi p̊a D(O) (jf.
lemma 2.3.6) og q, qµ ∈ D(O), følger det, at der for alle r ∈ N0 gælder, at

φrO(q)sµφ
r
O(q) = φrO(q)sµs

∗
µsµφ

r
O(q) = φrO(q)sµφ

r
O(q)s∗µsµ = φrO(q)φ

r+|µ|
O (q)sµ = φrO(qφ

|µ|
O (q))sµ = 0.

�

Lemma 2.4.12 Antag, at (O, (si)i∈Σ) opfylder (A). Lad k ∈ N og lad q ∈ D(O) være en projektion, som
opfylder, at qpi 6= 0 for alle i ∈ Σ og sæt qk = φkO(q). Da er afbildningen x 7→ qkx en ∗-isomorfi af Fk(O)
p̊a qkFk(O)qk. Det er i øvrigt værd at bemærke, at der for x ∈ Fk(O) gælder, at qkxqk = qkx.

Bevis: Den sidste bemærkning følger umiddelbart af lemma 2.3.11. S̊aledes ses umiddelbart, at Fk(O) 3
x 7→ qkx ∈ qkFkqk er en surjektiv ∗-homomorfi. Vi mangler kun at vise, at denne er injektiv. Da billederne
af basisvektorerne for Fk(O) er indbyrdes ortogonale projektioner, er det nok at vise, at billedet ved denne
funktion af hver af basisvektorerne for Fk(O) er forskelligt fra 0 (her menes selvfølgelig med den i sætning
2.3.3(c) angivne basis). Givet µ = (µ1, . . . , µk), ν = (ν1, . . . , νk) ∈ Mk

A og i ∈ Σ. Da q, qµ, qν , pi ∈ D(O),
qµpi = A(µk, i)pi, qνpi = A(νk, i)pi og qpi 6= 0, gælder følgende implikationer

0 = qke
i
µ,ν = φkO(q)sµpis

∗
ν = sµqqµpis

∗
ν

⇒ 0 = qµqqµpiqν = q(qµpi)(qνpi) = A(µk, i)A(νk, i)qpi

⇒ A(µk, i) = 0 ∨ A(νk, i) = 0

⇒ eiµ,ν = 0.

�

2.5 Entydighed

Definition 2.5.1 Lad A ∈ Matn({0, 1}) være en ikke-degenereret matrix. For at lette notationen lidt, bruger
vi følgende betegnelser: FA := F (OA), Fk := Fk(OA), DA := D(OA), Dk := Dk(OA), PA = P(OA) og
φA := φOA

.

Lemma 2.5.2 Lad A ∈ Matn({0, 1}) være ikke-degenereret. For hvert z ∈ T findes der en og kun en endo-
morfi αz p̊a OA, som opfylder, at αz(si) = zsi for i ∈ Σ. Der gælder endvidere, at αz er en automorfi p̊a
OA for hvert z ∈ T og (OA,T, α) er et C∗-dynamisk system.

Bevis: Vi bemærker umiddelbart, at (OA, (zsi)i∈Σ) opfylder (A) for ethvert z ∈ T. Pga. den universelle
egenskab ved Cuntz-Krieger algebraen (OA, (si)i∈Σ) (sætning 2.1.4) findes for hvert z ∈ T en entydig ∗-
homomorfi αz : OA → OA opfyldende αz(si) = zsi for alle i ∈ Σ. For hvert z ∈ T, er (αz ◦ αz∗)(si) =
(αz∗ ◦ αz)(si) = si = α1(si) for i ∈ Σ og pga. entydigheden af α1 er derfor αz ◦ αz∗ = αz∗ ◦ αz = idOA

.
S̊aledes er αz ∈ Aut(OA) for z ∈ T. At T 3 z 7→ αz ∈ Aut(OA) er en gruppehomomorfi ses umiddelbart af
entydigheden af αz’erne ved at evaluere p̊a si’erne.

Det ses umiddelbart, at z 7→ αz(a) er kontinuert for alle a ∈ PA. Givet x ∈ OA samt z0 ∈ T, da vil vi
nu vise, at z 7→ αz(x) er kontinuert i z0. Men dette følger af, at

‖αz0(x)− αz(x)‖ ≤ ‖αz0(x)− αz0(a)‖+ ‖αz0(a)− αz(a)‖+ ‖αz(a)− αz(x)‖ ≤ 2‖x− a‖+ ‖αz0(a)− αz(a)‖

for alle z ∈ T og a ∈ PA. �

Lemma 2.5.3 Lad A ∈ Matn({0, 1}) være en ikke-degenereret matrix, lad (O, (si)i∈Σ) opfylde (A) og lad
ϕ : OA → O være den kanoniske ∗-homomorfi. Da er ϕ|FA

en isomorfi af FA p̊a F (O).

Bevis: Det følger umiddelbart af karakteriseringen, af hvilke elementer er nul i Fk og Fk(O) (sætning
2.3.3(a)), at ϕ|Fk

er en isomorfi af Fk p̊a Fk(O) – se ogs̊a 2.3.3(b) og (c). Det ønskede følger nu af sætning
2.3.3(e) og (f). �
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Definition 2.5.4 En betinget forventning af en C∗-algebra A med enhed p̊a en del-C∗-algebra B er en
positiv lineær afbildning f : A → B, opfyldende f |B = idB. Vi siger, at en betinget forventning f : A → B

er tro, netop hvis der for alle a ∈ A \ {0} gælder, at f(a∗a) 6= 0.

Lemma 2.5.5 Antag, at A ∈ Matn({0, 1}) opfylder (I) og at (O, (si)i∈Σ) opfylder (A). Da findes en følge
(qk)k∈N af projektioner i O, s̊a qk ∈ φkO(D(O)) for hvert k ∈ N og s̊a der for alle x ∈ F (O) og alle
µ ∈ MA med |µ| ≥ 1 gælder, at

qkx− xqk → 0, ‖qkxqk‖ → ‖x‖, qksµqk → 0, qks
∗
µqk → 0 for k → ∞.

Bevis: For hvert k ∈ N lader vi q′k ∈ D(O) være en projektion opfyldende betingelserne (for q) i lemma
2.4.11. Vi sætter qk := φkO(q′k), k ∈ N.

For hvert x ∈ Fk0(O) er

qkx− xqk = 0 for alle k ≥ k0 (ifølge lemma 2.3.11),

‖x‖ = ‖qkx‖ = ‖qkxqk‖ for alle k ≥ k0 (ifølge lemma 2.4.12).

Ved et tæthedsargument ses nu, at

qkx− xqk → 0 og ‖qkxqk‖ → ‖x‖ for k → ∞

for alle x ∈ F (O). Af definitionen af qk (se lemma 2.4.11) ses umiddelbart, at for alle µ ∈ MA med |µ| ≥ 1
er

qksµqk = qks
∗
µqk = 0 for alle k ≥ |µ|.

�

Sætning 2.5.6 (a) ΦOA
: OA 3 a 7→

∫
T
αt(a)dt ∈ FA er en afstandsformindskende, tro betinget forventning

af OA p̊a FA. Denne afbildning opfylder, at ΦOA
(x) = x, ΦOA

(sµx) = 0 og ΦOA
(xs∗µ) = 0 for alle

x ∈ FA og alle multiindex µ med længde |µ| ≥ 1.

(b) Antag, at A ∈ Matn({0, 1}) opfylder (I), at (O, (ti)i∈Σ) opfylder (A) og lad ϕ : OA → O være den
kanoniske ∗-homomorfi. Da findes en afstandsformindskende betinget forventning ΦO : O → F (O).
Denne afbildning opfylder, at ΦO(x) = x, ΦO(tµx) = 0 og ΦO(xt∗µ) = 0 for alle x ∈ F (O) og alle
multiindex µ med længde |µ| ≥ 1. Endvidere gælder, at

ΦO ◦ ϕ = ϕ ◦ ΦOA
.

Bevis: (a): Vi mangler selvfølgelig at vise, at integralet rent faktisk ligger i FA – s̊a vi betragter det i
første omgang som et element i OA. Det er klart, at ΦOA

er lineær (se definition 1.6.1). Det ses umiddelbart
ved brug af lemma 1.6.3, at ΦOA

er afstandsformindskende.
Lad der være givet multiindex µ og ν s̊aledes at sµs

∗
ν 6= 0 og sæt r = |µ| − |ν|. Da αz(sµs

∗
ν) = zrsµs

∗
ν , er

ΦOA
(sµs

∗
ν) =

∫

T

trsµs
∗
νdt = sµs

∗
ν

∫

T

trdt =

{
0, hvis r 6= 0,

sµs
∗
ν , hvis r = 0.

Ved kontinuitet er det s̊aledes klart, at ΦOA
(x) = x, ΦOA

(sµx) = 0 og ΦOA
(xs∗µ) = 0 for alle x ∈ FA og

alle multiindex µ med længde |µ| ≥ 1. Ifølge lemma 2.2.7 er ethvert element i PA en linearkombination af
elementer p̊a formen sµs

∗
ν , s̊a ΦOA

(PA) ⊆ FA. Følgelig er ΦOA
(OA) ⊆ FA.

Vi mangler nu kun at vise, at ΦOA
er positiv og tro. Lad der være givet a ∈ OA \ {0}. Da findes en

tilstand τ0 p̊a OA, s̊aledes at τ0(a
∗a) = ‖a∗a‖ (ifølge [Mur90, thm.3.3.6]) og s̊aledes er

τ0(ΦOA
(a∗a)) =

∫

T

τ0(αt(a
∗a))dt > 0,

da integranden er kontinuert, positiv og ikke identisk nul (thi τ0(α1(a
∗a)) = ‖a∗a‖).

Givet a ∈ OA, da gælder tilsvarende for enhver positiv lineær funktional τ p̊a OA, at

τ(ΦOA
(a∗a)) =

∫

T

τ(αt(a
∗a))dt ≥ 0.

Følgelig er ΦOA
(a∗a) positiv (jf. [Mur90, thm.3.4.3]).
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(b): Lad x ∈ P(O) være givet. Da kan x ifølge lemma 2.2.7 skrives som en endelig sum

x = x0 +
∑

|µ|≥1

(x−µt
∗
µ + tµxµ),

hvor alle x0, x−µ, xµ ∈ F (O). Vi vil nu vise, at x0 ∈ F (O) i denne sum er entydigt bestemt og at ‖x0‖ ≤ ‖x‖.

Vælg (qk)k∈N i hht. lemma 2.5.5. For k → ∞ vil s̊aledes

qkxqk − qkx0qk =
∑

|µ|≥1

(
(qkx−µ − x−µqk)t

∗
µqk + qktµ(xµqk − qkxµ) + x−µqkt

∗
µqk + qktµqkxµ

)
→ 0.

Alts̊a er

‖x0‖ = lim
k→∞

‖qkx0qk‖ = lim
k→∞

‖qkxqk‖ ≤ ‖x‖.

Antag nu, at x ogs̊a kan skrives som en endelig sum

x = x′0 +
∑

|µ|≥1

(x′−µt
∗
µ + tµx

′
µ),

hvor alle x′0, x
′
−µ, x

′
µ ∈ F (O). Da er

0 = x− x = (x0 − x′0) +
∑

|µ|≥1

(
(x−µ − x′−µ)t

∗
µ + tµ(xµ − x′µ)

)

en fremstilling af 0 – og ifølge det lige viste er derfor ‖x0 − x′0‖ ≤ ‖0‖ = 0.

Vi har s̊aledes en veldefineret afstandsformindskende lineær afbildning P(O) 3 x 7→ x0 ∈ F (O) (hvor
x0 er givet som ovenover). Denne udvides s̊aledes entydigt til en afstandsformindskende lineær afbildning
ΦO : O → F (O).

Lad x ∈ PA være vilk̊arlig og skriv x som en endelig sum

x = x0 +
∑

|µ|≥1

(x−µs
∗
µ + sµxµ),

hvor alle x0, x−µ, xµ ∈ FA. Ifølge lemma 2.5.3 er da ϕ(x0), ϕ(x−µ), ϕ(xµ) ∈ F (O) for alle µ. Følgelig er

ΦO(ϕ(x)) = ΦO

(
ϕ(x0) +

∑

|µ|≥1

(
ϕ(x−µ)t

∗
µ + tµϕ(xµ)

))
= ϕ(x0) = ϕ(ΦOA

(x)).

Ved kontinuitet ses s̊aledes umiddelbart, at ΦO ◦ ϕ = ϕ ◦ ΦOA
.

Givet x ∈ O. Da findes x0 ∈ OA, s̊aledes at ϕ(x0) = x. Følgelig er ΦO(x∗x) = ϕ(ΦOA
(x∗0x0)) ≥ 0, da

ΦOA
er positiv. Følgelig er ΦO positiv. �

Bemærkning 2.5.7 Det ses umiddelbart af (b) i sætningen ovenover, at ΦO simpelthen er ΦOA
, hvis O er

OA. Dette er årsagen til at vi bruger samme benævnelse for de to afbildninger.

Teorem 2.5.8 Antag, at A ∈ Matn({0, 1}) opfylder (I) og at (O, (s′i)i∈Σ) opfylder (A). Da er O og OA

kanonisk isomorfe.

Bevis: Ifølge den universelle egenskab ved OA (sætning 2.1.4) findes en (entydig) ∗-homomorfi ϕ : OA → O
opfyldende ϕ(si) = s′i for i ∈ Σ. Vi mangler kun at vise, at ϕ er injektiv.

Ifølge lemma 2.5.3 er ϕ|FA
injektiv, s̊a hvis ϕ(x) = 0, s̊a er ϕ(ΦOA

(x∗x)) = ΦO(ϕ(x∗x)) = 0 og dermed
ΦOA

(x∗x) = 0. Da ΦOA
er tro, følger, at x = 0. �

Bemærkning 2.5.9 Det omvendte til teorem 2.5.8 gælder ogs̊a: Antag, at A ∈ Matn({0, 1}) er en ikke-
degenereret matrix, hvorom der gælder, at for enhver (O, (si)i∈Σ) opfyldende (A) er den kanoniske ∗-
homomorfi fra OA ind i O injektiv. Da opfylder matricen A betingelse (I). Se [Cun81, rem.3, s.30–31]
for bevis samt mere uddybende omkring dette emne.
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2.6 K-teori for OA

Sætning 2.6.1 Lad (A,T, α) være et C∗-dynamisk system, hvor A er en C∗-algebra med enhed
�
. Lad p0 :

T 3 z 7→
�
∈ A være funktionen som er konstant lig

�
, lad Aα := {a ∈ A | ∀z ∈ T : αz(a) = a} være

fixpunkterne for virkningen α og lad ϕ : Aα → C(T,A) ⊆ A ×α T være givet ved, at ϕ(a) : T 3 z 7→ a ∈ A er
den konstante funktion med værdi a ∈ Aα. Da er p0 ∈ A×αT en projektion og ϕ : Aα → ϕ(Aα) = p0(A×αT)p0

er en isomorfi mellem C∗-algebraer.

Bevis: Aα er klart stabil mht. skalarmultiplikation, addition, adjungering samt multiplikation. Det vises
let, at Aα er afsluttet. For hvert f ∈ C(T,A) er

(f ? p0)(z) =

∫

T

f(t)αt(p0(t
∗z))dt =

∫

T

f(t)dt =: a0 (2.1)

(p0 ? f ? p0)(z) =

∫

T

p0(t)αt((f ? p0)(t
∗z))dt =

∫

T

αt(a0)dt =: a1 (2.2)

for alle z ∈ T – s̊a p0 ? f ? p0 er funktionen, som er konstant lig a1. For alle s, z ∈ T er s̊aledes

αs((p0 ? f ? p0)(z)) = αs

(∫

T

αt(a0)dt

)
=

∫

T

αst(a0)dt =

∫

T

αt(a0)dt = (p0 ? f ? p0)(z),

ifølge sætning 1.6.2, s̊a p0 ? f ? p0 ∈ B, hvor B = ϕ(Aα). Det verificeres umiddelbart, at ϕ er en injektiv
∗-homomorfi. S̊aledes er B en C∗-algebra, p0 = ϕ(

�
) er en projektion, p0 ? b ? p0 = b for alle b ∈ B og p0 er

en enhed for B. Vi har s̊aledes vist, at ϕ : Aα → ϕ(Aα) = B = p0(C(T,A))p0 er en ∗-isomorfi.

Givet x ∈ A×α T, findes (xk)k∈N ⊆ C(T,A), s̊a x = limk→∞ xk. S̊aledes er ogs̊a p0 ?x? p0 = limk→∞ p0 ?
xk ? p0 ∈ B. Vi har alts̊a vist, at p0(A ×α T)p0 = B. �

Definition 2.6.2 Lad A være en C∗-algebra og p en projektion i M(A). Da kaldes den arvelige del-C∗-algebra
pAp for et hjørne. Vi siger, at pAp er et fuldt hjørne i A, netop hvis pAp ikke er indeholdt i noget ægte
lukket ideal i A.

Projektionen p kaldes fuld, netop hvis pAp er et fuldt hjørne. Hvis p ∈ A, er det klart, at p er fuld, netop
hvis p ikke er indeholdt i noget ægte lukket ideal i A.

Definition 2.6.3 Vi siger, at et element a i en C∗-algebra A er strengt positivt, netop hvis τ(a) > 0 for
alle positive lineære funktionaler τ p̊a A forskellige fra nul. Bemærk, at hvis A 6= {0} er separabel eller har
enhed, s̊a har A et strengt positivt element (jf. [Ped79, §§3.10.5–3.10.6]).

Til lemma B.5 haves følgende korollar

Korollar 2.6.4 Lad A og B være C∗-algebraer. Da betragtes M(A) ⊗∗ M(B) ⊇ A ⊗∗ B naturligt som en
del-C∗-algebra af M(A ⊗∗ B).1

Bevis: Da A og B er essentielle idealer i hhv. M(A) og M(B), er A ⊗∗ B ifølge lemma B.5 et essentielt
ideal i M(A) ⊗∗ M(B). Da M(A ⊗∗ B) er den største C∗-algebra, som indeholder A ⊗∗ B som essentielt
ideal, kan vi opfatte dette som A ⊗∗ B ⊆M(A) ⊗∗M(B) ⊆M(A ⊗∗ B) (jf. [Mur90, thm.3.1.8]). �

Følgende vigtige resultat er vist af L.G. Brown i [Bro77, lem.2.5 og cor.2.6]:

Teorem 2.6.5 (Brown) Lad A være en C∗-algebra med et strengt positivt element og lad p0 ∈ M(A) være
en fuld projektion. Da kan p0Ap0 ⊗ K identificeres med (p0 ⊗

�

M(K))(A ⊗ K)(p0 ⊗
�

M(K)), og der findes en
partiel isometri v ∈M(A⊗ K), s̊a vv∗ = p0 ⊗

�

M(K), v
∗v =

�

M(A⊗K) og p0Ap0 ⊗ K 3 x 7→ v∗xv ∈ A⊗ K er
en isomorfi med A ⊗ K 3 x 7→ vxv∗ ∈ p0Ap0 ⊗ K som invers.

1Dette er et resultat, som bruges rigtig mange steder, men sjældent er bevist. Jeg har faktisk ikke kunnet finde noget bevis
selv i litteraturen, og alle steder hvor forfatteren har villet uddybe det, er der henvist til [WO93, app.T]. Problemet er, at
N.E. Wegge-Olsen bruger det sidste resultat fra [WO93, lem.T.5.3], som siger, at π1 � π2 er injektiv, hvis og kun hvis b̊ade
π1 og π2 er injektive (hvor π1 og π2 er kommuterende ∗-homomorfier). I beviset for dette lemma henvises til prop.T.5.1, men
afbildningen π1�π2 i propositionen er ikke den samme! I øvrigt er udsagnet i lemma T.5.3 klart falsk, thi Ck er en kommutativ
C∗-algebra, men Ck⊗Ck = Ck�Ck kan indlejres i Ck, netop hvis k = 1. Denne fejl har iøvrigt forplantet sig rundt i appendixet;
bla. i beviset for cor.T.6.5 og prop.T.6.25. Gert K. Pedersen har været s̊a venlig, at henlede min opmærksomhed p̊a [Ped99,
lem.11.12], for at kunne bevise dette korollar.
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Dualt til [Bro77, cor.2.7] haves i K-teori følgende

Sætning 2.6.6 Lad A være en separabel C∗-algebra, lad p0 ∈M(A) være en fuld projektion, og lad ι : p0Ap0 ↪→
A betegne indlejringen. Da er K0(ι) : K0(p0Ap0) → K0(A) en isomorfi.

Bevis: Find en partiel isometri v ∈M(A⊗K) i hht. Browns resultat (teorem 2.6.5). Dvs. vv∗ = p0⊗
�

M(K),
v∗v =

�

M(A⊗K) og ψ : p0Ap0⊗K 3 x 7→ v∗xv ∈ A⊗K er en isomorfi. Bemærk endvidere, at (p0⊗
�

M(K))(A⊗
K)(p0 ⊗

�

M(K)) = p0Ap0 ⊗ K.
Lad κ hhv. κ0 betegne indlejringen A 3 a 7→ a ⊗ e11 ∈ A ⊗ K hhv. p0Ap0 3 a 7→ a ⊗ e11 ∈ p0Ap0 ⊗ K.

Da K0(κ) og K0(κ0) er isomorfier, er det nok at vise, at K0(ψ) ◦K0(κ0) = K0(κ) ◦K0(ι) – alts̊a at vise at
nedenst̊aende diagram er kommutativt,

K0(p0Ap0)
K0(ι) //

∼=K0(κ0)

��

K0(A)

∼= K0(κ)

��
K0(p0Ap0 ⊗ K)

∼=

K0(ψ)
// K0(A ⊗ K).

Vi skal alts̊a vise, at K0(ψ ◦ κ0) = K0(κ ◦ ι). Lad derfor p = [pij ]ij ∈ Pk(p0Ap0), k ∈ N være vilk̊arligt
(vi husker p̊a, at p0Ap0 har enhed p0). Da er κ0(p) = [pij ⊗ e11]ij = (κ ◦ ι)(p). Sæt u = [(pij ⊗ e11)v]ij ∈
Matk(A ⊗ K) (da A ⊗ K er et ideal i M(A ⊗ K)). Bemærk, at

uu∗ = [
k∑

l=1

(pil ⊗ e11)vv
∗(plj ⊗ e11)]ij = [

k∑

l=1

(pil ⊗ e11)(p0 ⊗
�

M(K))(plj ⊗ e11)]ij

= [

k∑

l=1

(pilplj ⊗ e11)]ij = [pij ⊗ e11]ij = (κ ◦ ι)(p),

u∗u = [
k∑

l=1

v∗(pil ⊗ e11)(plj ⊗ e11)v]ij = [
k∑

l=1

v∗(pilplj ⊗ e11)v]ij

= [v∗(pij ⊗ e11)v]ij = (ψ ◦ κ0)(p),

da p ∈ Pk(p0Ap0) er en projektion og p0 er enheden i p0Ap0. Alts̊a er (κ ◦ ι)(p) ∼0 (ψ ◦ κ0)(p) og dermed
K0(κ ◦ ι)([p]0) = [(κ ◦ ι)(p)]0 = [(ψ ◦ κ0)(p)]0 = K0(ψ ◦ κ0)([p]0). �

Sætning 2.6.7 Lad A ∈ Matn({0, 1}) være en ikke-degenereret matrix og lad p0 betegne funktionen i C(T,OA),
som er konstant lig enheden

�
OA

i OA. Da er p0(OA ×α T)p0 et fuldt hjørne.

Bevis: Lad I være et vilk̊arligt lukket ideal i OA ×α T indeholdende p0(OA ×α T)p0. Følgelig er p0 ∈ I.
For ethvert a ∈ OA betegner vi med â den konstante funktion T 3 z 7→ a ∈ OA med værdi a. For a, b ∈ OA

og z ∈ T er da

(â ? p0)(z) =

∫

T

aαt(
�
OA

)dt = a,

( b̂
∗
)(z) = αz(b

∗),

(â ? b̂
∗
)(z) =

∫

T

aαt(αt∗z(b
∗))dt = aαz(b

∗).

S̊aledes er â ∈ I for alle a ∈ OA. For hvert a ∈ OA og µ ∈ MA med |µ| = k ∈ N er endvidere for alle z ∈ T

(âsµ ? ŝµ
∗
)(z) = z−kasµs

∗
µ = z−kapµ

og dermed ∑

|µ|=k

(âsµ ? ŝµ
∗
)(z) = z−ka.

Alts̊a ligger funktionen T 3 z 7→ z−ka ∈ OA i I for alle k ∈ N og a ∈ OA.
Givet k ∈ N og µ = (µ1, . . . , µk) ∈ MA findes ν = (ν1, . . . , νk) ∈ MA, s̊a A(νk, µ1) = 1 (da A er

ikke-degenereret). Da qν = qνk
, følger af lemma 2.2.2(c), at

pµqν = pµqνk
= A(νk, µ1)pµ = pµ,

og s̊aledes er
(âpµs∗ν ? ŝ

∗
ν

∗
)(z) = apµs

∗
ναz(sν) = zkapµs

∗
νsν = zkapµ.
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Heraf følger, at T 3 z 7→ zka ∈ OA ligger i I for k ∈ N og a ∈ OA, da

∑

|µ|=k

zkapµ = zka.

Af sætning 1.6.8 følger nu, at I = OA ×α T. �

Lemma 2.6.8 Oα
A = FA.

Bevis: “⊇” er klar!
“⊆”: Vi bruger den tro betingede forventning ΦOA

: OA → FA fra sætning 2.5.6(a). Da er for a ∈ Oα
A

ΦOA
(a) =

∫

T

αt(a)dt =

∫

T

adt = a.

�

§ 2.6.9 Lad ϕ : FA → p0(OA ×α T)p0 være isomorfien a 7→ â, hvor â betegner den konstante funktion med

værdi a og lad p0 = ̂�
OA

(se sætning 2.6.1 og lemma 2.6.8). Lad endvidere ι : p0(OA ×α T)p0 ↪→ OA ×α T
betegne inklusionsafbildningen. Den duale gruppe til T er som bekendt Z (se f.eks. [Fol95, thm.4.5]). En
homomorfi fra T’s duale gruppe er s̊aledes fastlagt ved dens værdi p̊a 1. Vi vil derfor betragte den duale
virkning værende een automorfi α̂ ∈ Aut(OA ×α T) givet ved, at α̂(x)(z) = zx(z), z ∈ T for ethvert
x ∈ C(T,OA). Vi definerer nu en isomorfi β := K0(ϕ)−1 ◦ K0(ι)

−1 ◦ K0(α̂) ◦ K0(ι) ◦ K0(ϕ), hvor α̂ er
den duale virkning – betragt diagrammet

K0(FA)
β //

∼=K0(ϕ)

��

K0(FA)

K0(p0(OA ×α T)p0)

∼=K0(ι)

��

K0(p0(OA ×α T)p0)

∼= K0(ϕ)−1

OO

K0(OA ×α T)
∼=

α̂
// K0(OA ×α T).

∼= K0(ι)
−1

OO

Sætning 2.6.10 Lad p ∈ FA være en projektion og lad s ∈ OA være en partiel isometri opfyldende p ≤ s∗s
og αz(s) = zs for alle z ∈ T. Da er β([p]0) = [sps∗]0 (i K0(FA)).

Bevis: For hvert a ∈ OA betegner vi med â den konstante funktion T 3 z 7→ a ∈ OA med værdi a.
Bemærk, at der gælder, at sps∗ ∈ Oα

A = FA. Det er s̊aledes nok at vise, at

K0(α̂)([p̂]0) = [ŝps∗]0

i K0(OA ×α T).
Man ser umiddelbart, at ŝ ? p̂ = ŝp og heraf, at (ŝ ? p̂ ? ŝ∗)(z) = spαz(s

∗) = z∗sps∗ for z ∈ T. S̊aledes er

α̂(ŝ ? p̂ ? ŝ∗) = ŝps∗.

Der gælder, at p̂ ≤ ŝ∗s, da s∗s ∈ FA, afbildningen FA 3 a 7→ â ∈ C(T,A) er en ∗-homomorfi (se sætning
2.6.1 og lemma 2.6.8) og s̊adanne er positive. Da (ŝ∗ ? ŝ)(z) =

∫
T αt(s

∗)αt(s)dt =
∫

T t
∗s∗tsdt = s∗s, z ∈ T, er

(ŝ∗ ? ŝ) = ŝ∗s. S̊aledes er
p̂ = p̂ ? ŝ∗s ? p̂ = p̂ ? ŝ∗ ? ŝ ? p̂ = (ŝ ? p̂)∗ ? (ŝ ? p̂)

og
ŝ ? p̂ ? ŝ∗ = ŝ ? p̂ ? p̂ ? ŝ∗ = (ŝ ? p̂) ? (ŝ ? p̂)∗,

s̊a p̂ ∼ ŝ ? p̂ ? ŝ∗ i OA ×α T. Følgelig er

K0(α̂)([p̂]0) = K0(α̂)([ŝ ? p̂ ? ŝ∗]0) = [α̂(ŝ ? p̂ ? ŝ∗)]0 = [ŝps∗]0.

�

Lemma 2.6.11 Givet µ = (µ1, . . . , µk) ∈ Mk
A med eiµ,µ 6= 0 og sæt ν = (µ2, . . . , µk). Da er β−1([eiµ,µ]0) =

[eiν,ν ]0.
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Bevis: Ifølge lemma 2.2.2(c) er qµ1
eiν,ν = eiν,ν . Følgelig er eiν,ν ≤ qµ1

. Ifølge sætning 2.6.10 er s̊aledes

β([eiν,ν ]0) = [sµ1e
i
ν,νs

∗
µ1

]0 = [eiµ,µ]0. �

I [PV80] (se dog ogs̊a [Bla98, §10]) har Pimsner og Voiculescu opn̊aet en cyklisk seks-leddet exakt følge,
som sammenkæder K-teorien for et krydsprodukt med Z med K-teorien for den originale C∗-algebra:

Teorem 2.6.12 (Pimsner-Voiculescu) Lad A være en C∗-algebra og lad α ∈ Aut(A). Lad ι : A → A ×α Z
betegne den sædvanlige indlejring. Da haves en cyklisk seks-leddet exakt følge

K0(A)
id−K0(α)−1

// K0(A)
K0(ι) // K0(A ×α Z)

��
K1(A ×α Z)

OO

K1(A)
K1(ι)

oo K1(A).
id−K1(α)−1

oo

Takai har vist en dualitetssætning for krydsprodukter. Gert K. Pedersen har medtaget bevis for denne i
[Ped79, thm.7.9.3].

Teorem 2.6.13 (Takai) Lad (A, G, α) være en C∗-dynamisk system, hvor G er abelsk. Da er det dobbelt

duale system (A ×α G ×α̂ Ĝ, G, ̂̂α) kovariant isomorf med systemet (A ⊗ K(L2(G)), G, α ⊗ Adλ), hvor λ

betegner den højre regulære respræsentation af G p̊a L2(G). Specielt gælder, at A×α G×α̂ Ĝ og A er stabilt
isomorfe.

§ 2.6.14 Der gælder, at

K0(Fk) = Z[e1µ1,µ1 ]0 + Z[e2µ2,µ2 ]0 + · · ·+ Z[enµn,µn ]0,∼= Zn

hvor µ1, . . . , µn ∈ Mk
A er valgt s̊aledes at eiµi,µi 6= 0 for i = 1, . . . , n (se [RLL00, §7.1.1]). Vi kan s̊aledes

identificere K0(Fk) med Zn under afbildningen
∑n

i=1 λi[e
i
µi,µi ]0 7→ (λ1, . . . , λn)

T.
Vi har

eiµ,µ =
n∑

i=1

ejµi,µi =
n∑

i=1

A(i, j)ejµi,µi.

Bemærk, at eiµ,µ 6= 0 ∧ A(i, j) = 1 ⇒ ejµi,µi 6= 0. Lad (λ1, . . . , λn)
T ∈ Zn repræsentere et element i K0(Fk).

Inklusionsafbildningen Fk ⊆ Fk+1 inducerer en afbildning K0(Fk) → K0(Fk+1). Vi betragter nu billedet af
(λ1, . . . , λn)

T ∈ Zn under denne inducerede afbildning. Billedet af (0, . . . , 0, λi, 0, . . . , 0)T er ifølge ovenst̊aende
lig med λi(A(i, 1), A(i, 2), . . . , A(i, n))T. Følgelig er billedet af (λ1, . . . , λn)

T lig




A(1, 1)λ1 +A(2, 1)λ2 + · · ·+A(n, 1)λn
A(1, 2)λ1 +A(2, 2)λ2 + · · ·+A(n, 2)λn

...
A(1, n)λ1 +A(2, n)λ2 + · · · +A(n, n)λn


 = AT




λ1

λ2

...
λn


 .

S̊a hvis elementerne i K0(Fk), k ∈ N0 p̊a naturlig vis betragtes som søjlevektorer i Zn, er de inducerede
afbildninger K0(Fk) → K0(Fk+1) givet som x 7→ ATx.

Lad lim
−→

(Zn, AT) betegne den induktive grænse af den induktive følge

Zn
AT

// Zn
AT

// Zn
AT

// · · · .

For (xi)i∈N, (yi)i∈N skriver vi (xi)i∈N ∼ (yi)i∈N, netop hvis ∃i0 ∈ N∀i ≥ i0(xi = yi). S̊aledes er ifølge
kontinuiteten af K0 (se [RLL00, thm.6.3.2])

K0(FA) = lim
−→

(Zn, AT) = {(xi)i∈N ∈ (Zn)N | ∃i0 ∈ N∀i ≥ i0 : xi+1 = ATxi}/ ∼,

og afbildningerne K0(Fk) = Zn 3 x 7→ [(0, . . . , 0, x, ATx,ATATx, . . . , )]∼ ∈ lim
−→

(Zn, AT) = K0(FA), hvor
x’et optræder p̊a den (k+ 1)’te plads, er de af inklusionsafbildningerne, Fk ⊆ FA, inducerede afbildninger.

Ethvert element i K0(FA) kan skrives p̊a formen [(0, . . . , 0, x, ATx,ATATx, . . . , )]∼. Af lemma 2.6.11 ses
nu umiddelbart, at β−1 svarer til skiftafbildningen p̊a lim

−→
(Zn, AT) = K0(FA) – mao. hvis x ∈ K0(FA) er

repræsenteret ved følgen (xi)i∈N, s̊a er β−1(x) repræsenteret ved følgen (xi+1)i∈N.
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Da FA er en AF -algebra, er K1(FA ⊗ K) ∼= K1(FA) ∼= {0}, thi K1-funktoren er stabil, kontinuert og
additiv ([RLL00, prop.8.2.8, 8.2.7 og 8.2.6]), s̊a da K1(Matk(C)) ∼= {0} ([RLL00, example 8.1.8]), følger det
ønskede (se ogs̊a [RLL00, exercise 8.7]). Da (OA ×α T) ⊗ K ∼= FA ⊗ K, er K1(OA ×α T) ∼= K1(FA) ∼= {0}
– s̊aledes giver Pimsner-Voiculescus cykliske seks-leddede exakte følge (se teorem 2.6.12) anvendt sammen
med Takais dualitetssætning (se teorem 2.6.13) nu en exakt følge

0 // K1(OA) // K0(OA ×α T)
id−K0(α̂)−1

// K0(OA ×α T) // K0(OA) // 0.

Alts̊a har vi en exakt følge

0 // K1(OA) // K0(FA)
id−β−1

// K0(FA) // K0(OA) // 0,

s̊a

K0(OA) ∼= K0(FA)/(id− β−1)K0(FA)

∼= lim
−→

(Zn, AT)/(id− σ) lim
−→

(Zn, AT),

K1(OA) ∼= ker(id− β−1) p̊a K0(FA)

∼= ker(id− σ) p̊a lim
−→

(Zn, AT),

hvor σ betegner skiftafbildningen p̊a lim
−→

(Zn, AT).

Teorem 2.6.15 Givet en matrix A ∈ Matn({0, 1}) opfyldende betingelse (I). Da er

K0(OA) ∼= Zn/(I − AT)Zn ∼= cok(I −AT),

K1(OA) ∼= ker(I − AT) (p̊a Zn).

Mere specifikt, lad [pi]0 betegne klassen i K0(OA) indeholdende pi, lad e1, . . . , en betegne standard basen for
Zn og lad [ei] betegne klassen for ei i Zn/(I −AT)Zn. Da udvides afbildningen [pi]0 7→ [ei] til en isomorfi af
K0(OA) p̊a Zn/(I −AT)Zn.

Bevis: Lad j : K0(F0) = Zn → lim
−→

(Zn, AT) = K0(FA) være homomorfien induceret af inklusionen F0 ⊆

FA, dvs. j(x) = [(x,ATx, (AT)2x, (AT)3x, . . .)]∼. For ethvert x ∈ lim
−→

(Zn, AT) og k ∈ N er x− σ(x), σ(x) −

σ2(x), σ2(x)−σ3(x), . . . , σk−1(x)−σk(x) ∈ (id−σ) lim
−→

(Zn, AT), og dermed er x−σk(x) ∈ (id−σ) lim
−→

(Zn, AT).

For hvert x = [(xi)i∈N]∼ ∈ lim
−→

(Zn, AT) findes et i0 ∈ N, s̊a xi+1 = ATxi for alle i ≥ i0. Klart er

σi0(x) ∈ j(Zn) og x− σi0(x) ∈ (id− σ) lim
−→

(Zn, AT). Det er klart, at følgende diagram kommuterer

Zn
I−AT

//

j

��

Zn

j

��
lim
−→

(Zn, AT)
id−σ

// lim
−→

(Zn, AT).

Afbildningen j inducerer en afbildning j ′ : Zn 3 x 7→ [j(x)] ∈ lim
−→

(Zn, AT)/(id−σ) lim
−→

(Zn, AT). Af ovenst̊aende

er det klart, at j ′ er surjektiv. Af diagrammet følger umiddelbart, at (I −AT)Zn ⊆ ker j′. Vi vil nu vise den
omvendte inklusion. Lad der derfor være givet et x ∈ Zn, s̊aledes at j(x) ∈ (id − σ) lim

−→
(Zn, AT). Antag, at

j(x) = (id − σ)([(yi)i∈N]∼). S̊aledes findes et i0 ∈ N, s̊a yi+1 = ATyi og (AT)i−1x = yi − yi+1 = (I − AT)yi
for alle i ≥ i0. S̊aledes er

(I −AT)
(
x+ ATx+ (AT)2x+ · · ·+ (AT)i0x+ yi0+2

)
= x− (AT)i0+1x+ (I −AT)yi0+2 = x.

Da s̊aledes ker j ′ = (I −AT)Zn og j′ er surjektiv, er

K0(OA) ∼= lim
−→

(Zn, AT)/(id− σ) lim
−→

(Zn, AT) ∼= Zn/(I − AT)Zn.

Det er endvidere af diagrammet klart, at x ∈ ker(I −AT) ⇒ j(x) ∈ ker(id− σ). P̊a den anden side, hvis
y ∈ ker(id − σ) da kan y repræsenteres af en konstant følge (x, x, x, . . .) – og da x = ATx (for at være et

”
lovligt element“ i lim

−→
(Zn, AT)), er y = j(x) og x ∈ ker(I − AT). Følgelig er

K1(OA) ∼= ker(id− σ) ∼= ker(I − AT).

Vi mangler at vise, at [pi]0 bliver sendt over i [ei] for i = 1, . . . , n. Da dette kræver, at man g̊ar ind i
beviset, hvor isomorfien i Takais sætning konstrueres, udelades beviset. I [PR96, lem.4.2.2] er dette bevist
for nogle Cuntz-Krieger algebraer over uendelige matricer – beviset kan sandsynligvis ogs̊a bruges i vores
tilfælde. I beviset for dette lemma henvises til artiklen [Rae88] – dette tidskrift er imidlertid tilsyneladende
bortkommet fra biblioteket, s̊a jeg har ikke haft lejlighed til at kigge p̊a denne artikel. �
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Bemærkning 2.6.16 Givet en matrix B ∈ Matn({0, 1}) (eller i Matn(Z)). Lad S = diag(s1, . . . , sr, 0, . . . , 0)
være Smith normal formen for B (jf. teorem 1.2.5 og bemærkning 1.2.7). Da ses umiddelbart, at

cokB ∼= cokBT ∼= cokS ∼= Z/s1Z ⊕ · · ·Z/srZ ⊕ Zn−r,

kerB ∼= kerBT ∼= kerS ∼= Zn−r.

Heraf ses umiddelbart, at cokB og kerB er uendelige grupper, netop hvis detB = 0. Og hvis detB 6= 0, s̊a
er kerB triviel og cokB er endelig med | detB| elementer.

Bemærkning 2.6.17 Vi vil her skitsere en konkret beskrivelse af K1(OA). Lad A ∈ Matn({0, 1}) opfylde
(I). Lad x = (x1, . . . , xn)

T ∈ Zn være givet og lad |x| = |x1| + · · · + |xn|. Lad vx ∈ Mat|x|(OA) være
diagonalmatricen, som blandt sine indgange har |xi| kopier af si, hvis xi er positiv og |xi| kopier af s∗i , hvis
xi er negativ. Da er vx en partiel isometri og v∗xvx, vxv

∗
x ∈ Mat|x|(D0). Bemærk, at D0

∼= Cn. S̊aledes kan vi

repræsentere v∗xvx og vxv
∗
x som elementer i

⊕|x|
i=1 Cn p̊a oplagt m̊ade. Bemærk endvidere, at

Mat|x|(C
n) ∼=

n⊕

i=1

Mat|x|(C).

Skrives diagonalelementerne i b̊ade v∗xvx og vxv
∗
x som summer af elementerne {s1s

∗
1, . . . , sns

∗
n}, s̊a ses at for

xi ≥ 0 er antallet af sis
∗
i ’er i vxv

∗
x

xi +
∑

j∈{k | xk<0}\{i}

|xj |A(j, i)

og antallet af sis
∗
i ’er i v∗xvx er

xiA(i, i) +
∑

j∈{k | xk≥0}\{i}

xjA(j, i).

Forskellen p̊a disse ligninger er forskellen p̊a dimensionerne i den i’te direkte summand; den er s̊aledes

xi −
n∑

j=1

A(j, i)xj ,

som er lig den i’te komponent af (I−AT)x. Det tilsvarende gælder (numerisk), hvis xj < 0. Det følger s̊aledes
af [RLL00, exercise 2.9], at (I −AT)x = 0, netop hvis vxv

∗
x er (Murray-von Neumann) ækvivalent med v∗xvx

i Mat|x|(D0), netop hvis I − vxv
∗
x er ækvivalent med I − v∗xvx. Antag nu, at x ∈ ker(I −AT). Vi kan s̊aledes

vælge en partiel isometri wx ∈ Mat|x|(D0), s̊a wxw
∗
x = I − vxv

∗
x og w∗xwx = I − v∗xvx. Sæt ux = vx +wx. Da

er ux et unitært element i Mat|x|(D0), thi det ses nemt, at vxw
∗
x = vx(w

∗
xwx)w

∗
x = vxw

∗
x − vx(v

∗
xvx)w

∗
x = 0

og tilsvarende v∗xwx = 0 (og dermed i øvrigt ogs̊a wxv
∗
x = 0 = w∗xvx).

Med ovenst̊aende betegnelser, er afbildningen ker(I −AT) 3 x 7→ [ux]1 ∈ K1(OA) en isomorfi (beviserne
udelades – materialet er taget fra [Rør95, s.33]).

2.7 Idealgitteret

Definition 2.7.1 Et gitter er en ordnet mængde (S,≤), s̊aledes at ethvert par af elementer x, y ∈ S har en
største nedre grænse (glb) og en mindste øvre grænse (lub).

Ved en gitter homomorfi fra (S1,≤1) ind i (S2,≤2) forst̊as en afbildning g : S1 → S2, s̊aledes at der for
alle x, y ∈ S1 gælder, at

g(glb(x, y)) = glb(g(x), g(y)),

g(lub(x, y)) = lub(g(x), g(y)).

Det ses nemt, at en gitter homomorfi automatisk er ordenstro. Endvidere ses nemt, at en afbildning mellem
gitre er en gitter isomorfi, netop hvis den er en ordensisomorfi.

Bemærkning 2.7.2 Lad A være en C∗-algebra. Idet mængden af lukkede idealer i A ordnes ved inklusion, ses
nemt, at dette er et gitter – kaldet idealgitteret for A og vi betegner det (Ideal(A),⊆) eller kun Ideal(A).
Vi har nemlig, at

glb(J1,J2) = J1 ∩ J2,

lub(J1,J2) = J1 + J2.
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2.8 Idealstrukturen i OA

For at kunne beskrive idealstrukturen i OA har vi brug for lidt mere terminologi. Overalt i afsnittet antages
A at være en ikke-degenereret {0, 1}-matrix.

Definition 2.8.1 En delmængde H af ΓA kaldes arvelig, netop hvis der for alle γ1, γ2 ∈ ΓA gælder, at

γ1 ∈ H ∧ γ1 � γ2 ⇒ γ2 ∈ H.

Bemærk, at s̊aledes er den tomme mængde specielt arvelig.

Definition 2.8.2 P̊a samme m̊ade kaldes en delmængde γ af Σ arvelig (mht. A), netop hvis der for alle
i1, i2 ∈ Σ gælder, at

i1 ∈ γ ∧ i1 � i2 ⇒ i2 ∈ γ.

Definition 2.8.3 Givet et γ0 ∈ ΓA. Da sættes

H(γ0) = {γ ∈ ΓA | γ0 � γ},

H−(γ0) = {γ ∈ ΓA | γ0 � γ ∧ γ0 6= γ} = H(γ0) \ {γ0}.

Mao. er H(γ0) den mindste arvelige delmængde af ΓA indeholdende γ0, og H−(γ0) er den største ægte
delmængde af H(γ0), som er arvelig.

Definition 2.8.4 For enhver delmængde N ⊆ ΓA defineres

Σ(N) = {i ∈ Σ | ∃i1, i2 ∈
⋃

γ∈N

γ : i1 � i � i2}.

Definition 2.8.5 Vi siger, at en delmængde γ ⊆ Σ er mættet (mht. A), netop hvis

{i ∈ Σ |A(i, j) = 1 ⇒ j ∈ γ} ⊆ γ.

Bemærk, at ∅ og Σ er mættede og at enhver fællesmængde af mættede mængder er mættet.
For hver delmængde γ ⊆ Σ kan vi s̊aledes definere mætningen, γ, af γ (mht. A) som den mindste

mættede delmængde af Σ indeholdende γ. Dvs.

γ =
⋂

{γ′ ⊆ Σ | γ ⊆ γ′ ∧ γ′ er mættet}.

Lemma 2.8.6 Lad H være en arvelig delmængde af ΓA. Da gælder der

Σ(H) = {i ∈ Σ | ∀j ∈
⋃

γ∈ΓA\H

γ : i 6� j} = Σ \ Σ(ΓA \H).

Mao. best̊ar mængden Σ(H) af de knuder, der ikke har nogen sti til nogen af knuderne i
⋃

(ΓA \ H) (og
følgelig har de en sti til en af knuderne i

⋃
H).

Bevis: Lad
γ0 = {i ∈ Σ | ∀j ∈

⋃

γ∈ΓA\H

γ : i 6� j}.

Mao. best̊ar mængden γ0 af de knuder, der ikke har nogen sti til nogen af knuderne i
⋃

(ΓA \H) (og følgelig
har de en sti til en af knuderne i

⋃
H).

Det er klart, at γ0 er mættet og at Σ(H) ⊆ γ0. Følgelig er Σ(H) ⊆ γ0.
Da der ikke er nogle løkker g̊aende mellem knuderne i γ0 \ Σ(H), findes en knude i1 heri, s̊a A(i1, j) =

1 ⇒ j ∈ Σ(H). Følgelig er Σ(H) ∪ {i1} ⊆ Σ(H). Da der ikke er nogle løkker g̊aende mellem knuderne i
γ0 \ (Σ(H)∪ {i1}), findes en knude i2 heri, s̊a A(i2, j) = 1 ⇒ j ∈ Σ(H)∪ {i1}. Følgelig er Σ(H)∪ {i1, i2} ⊆
Σ(H). Da der ikke er nogle løkker g̊aende mellem knuderne i γ0 \ (Σ(H) ∪ {i1, i2}), findes en knude i3 heri,
s̊a A(i3, j) = 1 ⇒ j ∈ Σ(H) ∪ {i1, i2}. Følgelig er Σ(H) ∪ {i1, i2, i3} ⊆ Σ(H). Da γ0 er endelig, m̊a denne
proces bryde af. Følgelig er γ0 ⊆ Σ(H).

Bemærk, at da H er arvelig og A er ikke-degenereret, er

Σ(ΓA \H) = {i ∈ Σ | ∃i2 ∈
⋃

γ∈ΓA\H

γ : i � i2}.

�
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Lemma 2.8.7 Lad H være en arvelig delmængde af ΓA. Da er Σ(H) og Σ(H) arvelige.

Bevis: Givet i1, i2 ∈ Σ, s̊a i1 ∈ Σ(H) og i1 � i2. Da findes i0 ∈
⋃
γ∈H γ, s̊a i0 � i1 og endvidere findes

γ ∈ ΓA og i3 ∈ γ, s̊a i2 � i3. Følgelig er i0 � i2 � i3 og [i3] = γ ∈ H , da [i3] � [i0] ∈ H .
At Σ(H) er arvelig, følger umiddelbart af foreg̊aende lemma. �

Definition 2.8.8 For hver arvelig delmængde H af ΓA lader vi JH betegne det lukkede ideal frembragt af
{si | i ∈ Σ(H)} i OA.

For hvert γ ⊆ Σ sættes

MA(γ) = {(i1, . . . , ik) ∈ MA | k ∈ N0 ∧ i1, . . . , ik ∈ γ}

og

pγ =
∑

i∈γ

pi.

Definition 2.8.9 Vi siger, at en matrix A ∈ Matn({0, 1}) opfylder betingelse (II), netop hvis A er ikke-
degenereret og Aγ ikke er en permutation for noget γ ∈ ΓA.

Bemærkning 2.8.10 Det er s̊aledes klart, at hvis A ∈ Matn({0, 1}) opfylder betingelse (II), s̊a vil b̊ade A
og AT opfylde betingelse (I). Det er i øvrigt værd at bemærke, at hvis A ∈ Matn(N0), s̊a kan vi definere
det analoge til betingelserne (I) og (II) vha. irreducibilitetskomponenterne for (XA, σA) (det vil i et senere
afsnit være behændigt).

Sætning 2.8.11 Lad A ∈ Matn({0, 1}) opfylde betingelse (II), lad J være et lukket ideal i OA og lad H ⊆ ΓA
være en arvelig mængde, da gælder der

(a) Mængden CJ = {i ∈ Σ | si ∈ J } er mættet, HJ = {[i] | i ∈ CJ ∧ i � i} er arvelig og CJ = Σ(HJ ) (s̊a
JHJ

⊆ J ).

(b)
i ∈ Σ(H) ⇒ si ∈ JH .

(c) JH er det lukkede ideal frembragt af pΣ(H) og ligeledes er JH ogs̊a det lukkede ideal frembragt af pΣ(H).

(d) Elementerne

ek =
∑

µ∈MA(Σ\Σ(H)),
|µ|≤k

sµpΣ(H)s
∗
µ, k ∈ N0

udgør en approksimerende enhed for JH .

(e)
si ∈ JH ⇒ i ∈ Σ(H).

(f) Vi har, at J = JHJ .

(g) Matricerne AΣ(H) og AΣ(ΓA\H) opfylder begge betingelse (II), JH ⊗ K ∼= OAΣ(H)
⊗ K og OA/JH ∼=

OAΣ(ΓA\H)
(den sidste isomorfi er endda kanonisk).

(h) Skriv
Σ(H) = {i1, . . . , ik},

hvor i1 < i2 < · · · < ik. Vi har da en isomorfi δ1 : K0(JH) → cok(I − AΣ(H))
T, som opfylder, at

δ1([pi1 ]0) = [(1, 0, . . . , 0)T], δ1([pi2 ]0) = [(0, 1, . . . , 0)T],. . ., δ1([pik ]0) = [(0, 0, . . . , 1)T].

Bevis: (a): For µ = (µ1, . . . , µk) ∈ MA med k ≥ 1 og µ1 ∈ CJ er sµk
= sµk

qµk
= sµk

qµ ∈ J . S̊aledes er

i ∈ CJ ∧ i � j ⇒ j ∈ CJ .

Heraf er det klart, at CJ er arvelig, at HJ er arvelig og at Σ(HJ ) ⊆ CJ . Antag, at i ∈ Σ og at A(i, j) =
1 ⇒ j ∈ CJ . S̊a er

si = si(
∑

j∈Σ

pj) = si(
∑

j∈CJ

pj) ∈ J ,

da sisj = 0 for alle j ∈ Σ \ CJ (pga. antagelsen). Alts̊a er i ∈ CJ , og CJ er s̊aledes mættet.
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Vi har nu vist, at Σ(HJ ) ⊆ CJ og mangler s̊aledes kun at vise, at CJ ⊆ Σ(HJ ). Antag, at i0 ∈ Σ\Σ(HJ ).
S̊aledes findes ifølge lemma 2.8.6 et i ∈

⋃
γ∈ΓA\HJ

γ, s̊a i0 � i. Bemærk, at da [i] ∈ ΓA \HJ , er i 6∈ CJ . Da
CJ er arvelig, følger, at i0 6∈ CJ . S̊aledes har vi vist den anden inklusion.

(b): Fra del (a) vides, at {i ∈ Σ | si ∈ JH} er en mættet mængde. Da {i ∈ Σ | si ∈ JH} – ifølge definitionen
– indeholder Σ(H), er det klart, at Σ(H) ⊆ {i ∈ Σ | si ∈ JH}.

(c): Der gælder oplagt, at pΣ(H) ∈ JH . Af (b) følger umiddelbart, at pΣ(H) ∈ JH . P̊a den anden side

gælder der, at

pΣ(H)si =
∑

j∈Σ(H)

pjpisi = pisi = si, for alle i ∈ Σ(H),

pΣ(H)si =
∑

j∈Σ(H)

pjpisi = pisi = si, for alle i ∈ Σ(H).

(d): Da Σ(H) er arvelig, kan ethvert multiindex µ ∈ MA p̊a entydig vis skrives p̊a formen µ = αβ, hvor
α ∈ MA(Σ \ Σ(H)) og β ∈ MA(Σ(H)).

Af sætning 2.3.4(a) er det klart, at sµpΣ(H)s
∗
µ er projektioner for alle µ ∈ MA(Σ \ Σ(H)). Der gælder,

at p
Σ(H)

sµ = 0 for alle µ ∈ MA(Σ \ Σ(H)) med |µ| ≥ 1, thi s∗i sµ = 0, hvis µ ikke begynder med i. S̊aledes

er p
Σ(H)

sµpΣ(H)
= 0 og p

Σ(H)
s∗µpΣ(H)

= 0 for alle µ ∈ MA(Σ \ Σ(H)) med |µ| ≥ 1. S̊aledes følger af lemma

2.2.5, at projektionerne (sµpΣ(H)s
∗
µ)µ∈MA(Σ\Σ(H)) er indbyrdes ortogonale.

Da pjsi = δi,jsi, følger det, at sµ =
∑

j∈Σ pjsµ =
∑

j∈Σ(H) pjsµ = pΣ(H)sµ for alle µ ∈ MA(Σ(H))

med |µ| > 0. Da Σ(H) er arvelig, gælder ligeledes, at sµ =
∑

j∈Σ sµpj =
∑

j∈Σ(H) sµpj = sµpΣ(H) for alle

µ ∈ MA(Σ(H)) med |µ| > 0. Følgelig er

pΣ(H)sµs
∗
ν = sµs

∗
νpΣ(H) = sµs

∗
ν (2.3)

for alle µ, ν ∈ MA(Σ(H)) med |µ| + |ν| > 0.
S̊aledes er ek, k ∈ N0 projektioner (og derfor positive og med norm højst 1). Klart er (ek)k∈N0 voksende.

Vi ønsker nu at vise, at limk→∞ ekx = x for alle x ∈ JH . Ethvert element i JH kan ifølge lemma 2.2.7, B.2
og B.1 approksimeres vilk̊arlig godt med en linearkombination fra {sµs

∗
νpΣ(H)sµ′s∗ν′ |µ, ν, µ

′, ν′ ∈ MA}. Vi

antager derfor, at vi har givet µ, ν, µ′, ν′ ∈ MA, s̊a x = sµs
∗
νpΣ(H)sµ′s∗ν′ 6= 0. S̊a er nødvendigvis ν, µ′ ∈

MA(Σ(H)). Endvidere kan vi skrive µ og ν ′ p̊a formen µ = αβ og ν ′ = α′β′, hvor α, α′ ∈ MA(Σ \ Σ(H))
og β, β′ ∈ MA(Σ(H)). Hvis |β| + |ν| > 0, s̊a følger af ligning (2.3), at

sαsβs
∗
νpΣ(H) = sαpΣ(H)sβs

∗
νpΣ(H) = sαpΣ(H)s

∗
αsαsβs

∗
νpΣ(H),

da pΣ(H), s
∗
αsα ∈ DA. Denne ligning gælder oplagt ogs̊a, hvis β = ν = ∅. For alle k ≥ |α| er s̊aledes

ekx =
∑

µ̃∈MA(Σ\Σ(H)),
|µ̃|≤k

(sµ̃pΣ(H)s
∗
µ̃)(sαsβs

∗
νpΣ(H)sµ′s∗β′s∗α′)

=
∑

µ̃∈MA(Σ\Σ(H)),
|µ̃|≤k

(sµ̃pΣ(H)s
∗
µ̃)(sαpΣ(H)s

∗
α)(sαsβs

∗
νpΣ(H)sµ′s∗β′s∗α′)

= (sαpΣ(H)s
∗
α)(sαsβs

∗
νpΣ(H)sµ′s∗β′s∗α′)

= (sαsβs
∗
νpΣ(H)sµ′s∗β′s∗α′)

= x.

Ved et tæthedsargument har vi s̊aledes vist, at (ek)k∈N0
er en approksimerende enhed for JH .

(e): Lad der være givet et i ∈ Σ\Σ(H). Vi vil s̊a vise, at si 6∈ JH . Ifølge lemma 2.8.6 findes i0 ∈
⋃
γ∈ΓA\H

γ,

s̊aledes at i � i0. Bemærk, at i0 � i0 og i0 ∈ Σ \ Σ(H) = Σ(ΓA \H).
Givet k ∈ N. Vi ønsker nu at vise, at ‖qi0ek − qi0‖ = 1. For hvert µ ∈ MA er pµ, ek ∈ DA og s̊aledes er

ogs̊a
pµek = pµekpµ ≤ pµ

�
OA
pµ = pµ.

Der findes klart et ν = (ν1, . . . , νk) ∈ MA(Σ\Σ(H)) med |ν| = k, s̊aledes at i0ν ∈ MA. Endvidere findes
et j0 ∈ Σ \ Σ(H), s̊a A(νk, j0) = 1 (thi ellers var νk ∈ Σ(H)). S̊aledes er

pν =
∑

j∈Σ

pνj ≥ pνj0 +
∑

j∈Σ(H)

pνj = pνj0 + sνpΣ(H)s
∗
ν .
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Da s∗i pΣ(H) = 0 for alle i ∈ Σ \ Σ(H), er s∗νsµpΣ(H) = 0 for alle µ ∈ MA med |µ| < k. Følgelig er

pνek = pνsνpΣ(H)s
∗
ν = sνpΣ(H)s

∗
ν . Og da pνj0 6= 0, følger det s̊aledes, at

pν 
 pνek.

Der gælder, at

qi0 =
∑

j∈Σ

A(i0, j)pj =
∑

j∈Σ

∑

µ∈Mk−1
A

A(i0, j)pjµ =
∑

µ∈Mk
A|

i0µ∈MA

pµ.

Følgelig er

qi0ek =
∑

µ∈Mk
A|

i0µ∈MA

pµek �
∑

µ∈Mk
A|

i0µ∈MA

pµ = qi0 .

Alts̊a er qi0−qi0ek en projektion forskellig fra nul-projektionen. Følgelig er ‖qi0−qi0ek‖ = 1. Da k ∈ N var
vilk̊arlig og (ek)k∈N er en approksimerende enhed for JH , er qi0 6∈ JH .

Da i � i0, findes ν0 ∈ MA, s̊a iν0i0 ∈ MA. Følgelig er s∗iν0i0siν0i0 = qi0 6∈ JH – og da JH er et ideal er
s̊aledes si 6∈ JH .

(g): Sæt A′ = AΣ(H) og A′′ = AΣ(ΓA\H). Det er ret oplagt, at A′ og A′′ opfylder (II). Lad A1 og A2 være
C∗-algebraer og lad ϕ1 : OA → A1 og ϕ2 : OA → A2 være to surjektive ∗-homomorfier, som opfylder, at for
i = 1, 2 er ϕi(sj) = 0 for alle j ∈ Σ(H) = Σ \ Σ(ΓA \H) og ϕi(sj) 6= 0 for alle j ∈ Σ \ Σ(H) = Σ(ΓA \H).
Alts̊a opfylder (ϕ1(si))i∈Σ(ΓA\H) og (ϕ2(si))i∈Σ(ΓA\H) begge (A′′), og da A′′ opfylder (II), følger af teorem
2.5.8 at afbildningen ϕ1(si) 7→ ϕ2(si), i ∈ Σ udvides entydigt til en ∗-homomorfi φ af ϕ1(OA) ∼= OA′′ p̊a
ϕ2(OA) ∼= OA′′ , som endda er en isomorfi. Pga. entydighed kommuterer diagrammet

0 // kerϕ1
�

� // OA
ϕ1 // // A1

∼= φ

��

// 0

0 // kerϕ2
�
� // OA ϕ2

// // A2
// 0.

Alts̊a er kerϕ1 = kerϕ2, thi

x ∈ kerϕ1 ⇔ ϕ1(x) = 0 ⇔ ϕ2(x) = (φ ◦ ϕ1)(x) = 0 ⇔ x ∈ kerϕ2.

Heraf og af del (b) og (e) ses umiddelbart, ved at lade ϕ1 : OA → OA/JH være kvotientafbildningen, at
OA/JH ∼= OAΣ(ΓA\H)

.

For ethvert µ ∈ MA med |µ| ≥ 1 er

pΣ(H)sµ =

{
sµ hvis µ1 ∈ Σ(H),

0 ellers.

Da Σ(H) er arvelig, er s̊aledes pΣ(H)sµs
∗
νpΣ(H) ∈ C∗({si | i ∈ Σ(H)}) for alle µ, ν ∈ MA. Da ethvert

element i OA kan approksimeres vilk̊arligt godt med linearkombinationer fra {sµs
∗
ν |µ, ν ∈ MA}, er s̊aledes

pΣ(H)OApΣ(H) ⊆ C∗({si | i ∈ Σ(H)}). Der gælder, at

si =
∑

j∈Σ

∑

k∈Σ

pjsipk =
∑

j∈Σ(H)

∑

k∈Σ(H)

pjsipk = pΣ(H)sipΣ(H)

for alle i ∈ Σ(H), da pjsi = δijsi og Σ(H) er arvelig. S̊aledes er den omvendte inklusion klar – alts̊a gælder
der pΣ(H)OApΣ(H) = C∗({si | i ∈ Σ(H)}). S̊aledes er pΣ(H)OApΣ(H) = pΣ(H)JHpΣ(H) kanonisk isomorf med
OA′ .

Vi ønsker nu at vise, at pΣ(H)JHpΣ(H) er et fuldt hjørne i JH . Antag, at J0 er et lukket ideal i JH
indeholdende pΣ(H)JHpΣ(H). Følgelig er J0 et lukket ideal i OA indeholdende pΣ(H) (jf. [Mur90, rem.3.1.2]).
Da JH er det lukkede ideal frembragt af pΣ(H) (se del (c)), er J0 = JH og pΣ(H)JHpΣ(H) er s̊aledes et fuldt
hjørne i JH . Da

�
OA

er et strengt positivt element i OA, følger nu af Browns resultat (se teorem 2.6.5), at
OA′ er stabilt isomorf med JH .

(f): For et givet lukket ideal J , lad ϕ1 : OA → OA/JHJ
og ϕ2 : OA → OA/J være kvotientafbildningerne.

Af ovenst̊aende samt del (a), (b) og (e) ses umiddelbart, at for i = 1, 2 er ϕi(sj) = 0 for alle j ∈ Σ(HJ ) =

Σ \Σ(ΓA \HJ ) og ϕi(sj) 6= 0 for alle j ∈ Σ \Σ(HJ ) = Σ(ΓA \HJ ). Følgelig er JHJ
= kerϕ1 = kerϕ2 = J .

(h): Ifølge ovenst̊aende, er pΣ(H)JHpΣ(H) kanonisk isomorf med OAΣ(H)
og pΣ(H)JHpΣ(H) er et fuldt

hjørne i idealet JH . Af sætning 2.6.6 følger, at indlejringen af pΣ(H)JHpΣ(H) ↪→ JH inducerer en isomorfi

K0(pΣ(H)JHpΣ(H)) → K0(JH) i K-teori. Ved at bruge identifikationen af K0(OAΣ(H)
) med cok(I−AΣ(H))

T

fra teorem 2.6.15, ses nu umiddelbart det ønskede. �
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Teorem 2.8.12 Lad A ∈ Matn({0, 1}) opfylde (II). Da er afbildningen H 7→ JH en gitterisomorfi af mæng-
den af arvelige delmængder af ΓA p̊a mængden af lukkede idealer i OA.

Bevis: Vi ønsker først at vise, at afbildningen H 7→ JH er bijektiv. Surjektiviteten følger umiddelbart af
del (f) i foreg̊aende sætning. Antag derfor, at JH = JH′ . Af (b) og (e) i foreg̊aende sætning følger, at

Σ(H) = Σ(H ′),

og heraf, at H = H ′.
Da afbildningen klart er inklusionsbevarende, er den s̊aledes en gitterisomorfi. �

Bemærkning 2.8.13 I [aHR97, thm.3.5] findes en mere generel version af dette teorem, hvor de gauge-
invariante idealer klassificeres (og hvor matricerne ikke nødvendigvis opfylder betingelse (I)).

Eksempel 2.8.14 Lad A ∈ Matn({0, 1}) være en givet matrix p̊a formen

A =



A1 0 0
X A2 0
Y 0 A3


 ,

hvor A1, A2 og A3 er irreducible ikke-permutationsmatricer og X, Y 6= 0. Da har ΓA præcis tre elementer
svarende til diagonalblokkene; skriv ΓA = {γ1, γ2, γ3}, hvor γi svarer til Ai, i = 1, 2, 3. De arvelig delmængder
af ΓA er da præcis ∅,H(γ1) = {γ1},H(γ2) = {γ1, γ2},H(γ3) = {γ1, γ3} samt ΓA = {γ1, γ2, γ3}. Sæt J0 = J∅,
J1 = JH(γ1), J2 = JH(γ2) og J3 = JH(γ3). Dette svarer til idealstrukturen

J2
(

TTTT

TTTT

{0} = J0 ( J1 = J2 ∩ J3

(jj

jjjjj

(
TTTT

TTTT

J2 + J3 = OA.

J3

(jjjj

jjjj

2.9 ΓA er en invariant for OA ⊗ K

Sætning 2.9.1 Lad A være en C∗-algebra med enhed
�
. Da er afbildningen I 7→ I ⊗ K en gitter isomorfi

af Ideal(A) p̊a Ideal(A⊗K). Følgelig kan idealgitteret for A betragtes som en invariant for den stabiliserede
C∗-algebra A ⊗ K.

Bevis: Lad I være et lukket ideal i A. Da K er nukleær, betragtes I ⊗K som en del-C∗-algebra af A⊗K
(jf. [Mur90, rem.6.5.1]). Det er ligetil at vise, at I ⊗ K er et ideal i A ⊗ K.

Vi kan konkret betragte K som værende de kompakte operatorer p̊a `2, K(`2). Lad s̊aledes – som sædvan-
ligt – eij betegne den partielle isometri, givet ved, at eij((hl)l∈N) = (δilhj)l∈N – mao.

”
flytter eij koordinat

j over i koordinat i“. S̊aledes er (eij)i,j∈N et system af matrix enheder i K. For hvert j ∈ N sætter vi

pj =
∑j

i=1 eii. Da er (pi)i∈N en approksimerende enhed for K (jf. [Mur90, example 3.1.1]).
Lad I være et lukket ideal i A. Vi ønsker at vise, at

I ⊗ K = span{(
�
⊗ k)(x⊗ e11)(

�
⊗ k′) |x ∈ I ∧ k, k′ ∈ K}. (2.4)

Sæt J = span{(
�
⊗ k)(x ⊗ e11)(

�
⊗ k′) |x ∈ I ∧ k, k′ ∈ K}. Da I ⊗ K er et lukket ideal, er det klart, at

J ⊆ I ⊗ K. P̊a den enden side er x⊗ k ∈ J for alle x ∈ I og k ∈ K, thi J er afsluttet og

j∑

i=1

(
�
⊗ ei1)(x⊗ e11)(

�
⊗ e1ik) =

j∑

i=1

(x⊗ eiik) = x⊗ pjk → x⊗ k for j → ∞.

Følgelig er I � K ⊆ J , og dermed er I ⊗ K ⊆ J , da J er afsluttet. S̊aledes har vi vist, at ligning (2.4)
gælder og at dette er det lukkede ideal frembragt af I ⊗ Ce11.

Surjektivitet af I 7→ I ⊗ K: Bemærk, at a 7→ a ⊗ e11 er en ∗-isomorfi af A p̊a A ⊗ Ce11. S̊a de lukkede
idealer i A og i A ⊗ Ce11 st̊ar i en-en korrespondance. Lad der være givet et lukket ideal J i A ⊗ K. Sæt
I0 = (

�
⊗ e11)J (

�
⊗ e11). Det er klart, at I0 er et to-sidet ideal i A ⊗ Ce11. Lad xi ∈ J , i ∈ N og antag, at

((
�
⊗ e11)xi(

�
⊗ e11))i∈N er konvergent i A ⊗ Ce11 med grænse y. Da A ⊗ Ce11 = A � Ce11 er et underrum

af A ⊗ K, ligger grænseværdien i det afsluttede ideal J . S̊aledes er

y = lim
i→∞

(
�
⊗ e11)xi(

�
⊗ e11) = lim

i→∞
(

�
⊗ e11)(

�
⊗ e11)xi(

�
⊗ e11)(

�
⊗ e11) = (

�
⊗ e11)y(

�
⊗ e11) ∈ I0.
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Følgelig er I0 afsluttet. Lad J0 være det afsluttede ideal frembragt af I0 i A⊗K. Klart er J0 ⊆ J . For alle
x ∈ J er

∑l
i=1

∑l
j=1(

�
⊗ eii)x(

�
⊗ ejj) = (

�
⊗ pl)x(

�
⊗ pl) → x for l → ∞. For at vise inklusionen J ⊆ J0

er det s̊aledes nok at vise, at (
�
⊗ eii)x(

�
⊗ ejj) ∈ J0 for alle i, j ∈ N og x ∈ J , da J0 er afsluttet underrum.

Lad der s̊aledes være givet i, j ∈ N og x ∈ J . Da er

(
�
⊗ eii)x(

�
⊗ ejj) = (

�
⊗ ei1e11e1i)x(

�
⊗ ej1e11e1j) = (

�
⊗ ei1)(

�
⊗ e11)(

�
⊗ e1i)x(

�
⊗ ej1)(

�
⊗ e11)(

�
⊗ e1j).

Og da (
�
⊗ e1i)x(

�
⊗ ej1) ∈ J , er (

�
⊗ e11)(

�
⊗ e1i)x(

�
⊗ ej1)(

�
⊗ e11) ∈ I0 – s̊a (

�
⊗ eii)x(

�
⊗ ejj) ∈ J0.

Vi har s̊aledes vist, at J0 = J . Hermed er surjektiviteten vist, og vi har et bud p̊a en invers afbildning.
Injektivitet af I 7→ I ⊗ K: Givet et lukket ideal I i A. Vi ønsker at vise, at

(
�
⊗ e11)(I ⊗ K)(

�
⊗ e11) = I ⊗ Ce11.

Thi af denne ligning følger injektiviteten (da vi har en (venstre)-invers afbildning). Inklusionen
”
⊇“ er klar!

For alle x ∈ I og k ∈ K er e11ke11 = λe11 for et passende λ ∈ C, og dermed er

(
�
⊗ e11)(x⊗ k)(

�
⊗ e11) = x⊗ e11ke11 ∈ I ⊗ Ce11.

Ved linearitet ses, at (
�
⊗ e11)(I �K)(

�
⊗ e11) ⊆ I ⊗Ce11. Da I ⊗Ce11 = I �Ce11 er afsluttet i A⊗K, ses

ved et tæthedsargument, at ogs̊a (
�
⊗ e11)(I ⊗ K)(

�
⊗ e11) ⊆ I ⊗ Ce11.

Da I 7→ I ⊗ K klart er inklusionsbevarende, følger nu, at denne er en gitter isomorfi. �

Sætning 2.9.2 Lad A og A′ være {0, 1}-matricer, som opfylder betingelse (II). Da gælder, at

OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K ⇒ (ΓA,�) ∼= (ΓA′ ,�).

Den ordnede mængde af komponenter er alts̊a en invariant af Cuntz-Krieger algebraer op til stabil isomorfi.
Mere specifikt gælder der, at hvis ϕ : OA ⊗ K → OA′ ⊗ K er en isomorfi, s̊a findes der en ordensisomorfi
δ : (ΓA,�) → (ΓA′ ,�), som opfylder, at ϕ(JH(γ) ⊗ K) = JH(δ(γ)) ⊗ K for alle γ ∈ ΓA.

Bevis: Antag, at der er givet en isomorfi ϕ : OA ⊗ K → OA′ ⊗ K. Lad Her(ΓA) og Her(ΓA′) betegne
gitteret af arvelige delmængder af hhv. ΓA og ΓA′ . Da følger af teorem 2.8.12 og sætning 2.9.1, at der findes
en gitter isomorfi η : Her(ΓA) → Her(ΓA′), som opfylder, at ϕ(JH ⊗ K) = Jη(H) ⊗ K for alle H ∈ Her(ΓA).

Givet γ0 ∈ ΓA. Vi ønsker at vise, at card(η(H(γ0)) \ η(H−(γ0))) = 1. Klart er η(H(γ0)) \ η(H−(γ0)) 6= ∅.
Givet γ′1, γ

′
2 ∈ η(H(γ0)) \ η(H−(γ0)). Da

H(γ′1), H(γ′2) ⊆ η(H(γ0)), H(γ′1), H(γ′2) 6⊆ η(H−(γ0)),

er

η−1(H(γ′1)), η
−1(H(γ′2)) ⊆ H(γ0), η−1(H(γ′1)), η

−1(H(γ′2)) 6⊆ H−(γ0).

Bemærk, at H−(γ0) er den største ægte delmængde af H(γ0), som er arvelig. S̊aledes er η−1(H(γ′1)) =
H(γ0) = η−1(H(γ′2)), dvs. H(γ′1) = η(H(γ0)) = H(γ′2). S̊a γ′1 � γ′2 og γ′2 � γ′1, og s̊aledes er γ ′1 = γ′2.

S̊aledes veldefineres en afbildning δ : ΓA → ΓA′ , ved at δ(γ0) er lig elementet i η(H(γ0)) \ η(H−(γ0))
for hvert γ0 ∈ ΓA. Og analogt veldefineres en afbildning δ′ : ΓA′ → ΓA, ved at δ′(γ′0) er lig elementet i
η−1(H(γ′0)) \ η

−1(H−(γ′0)) for hvert γ′0 ∈ ΓA′ . Fra ovenst̊aende har vi endda ligningerne

H(δ(γ0)) = η(H(γ0)), H−(δ(γ0)) = η(H−(γ0)) for γ0 ∈ ΓA,

H(δ′(γ′0)) = η−1(H(γ′0)), H−(δ′(γ′0)) = η−1(H−(γ′0)) for γ′0 ∈ ΓA′ .

S̊aledes er δ′(δ(γ0)) lig elementet i

η−1(H(δ(γ0))) \ η
−1(H−(δ(γ0))) = H(γ0) \H−(γ0) = {γ0},

og δ(δ′(γ′0)) er lig elementet i

η(H(δ′(γ′0))) \ η(H−(δ′(γ′0))) = H(γ′0) \H−(γ′0) = {γ′0}.

Ergo er δ bijektiv (med δ′ som invers afbildning). For alle γ1, γ2 ∈ ΓA er

γ1 � γ2 ⇔ H(γ1) ⊇ H(γ2) ⇔ H(δ(γ1)) = η(H(γ1)) ⊇ η(H(γ2)) = H(δ(γ2)) ⇔ δ(γ1) � δ(γ2).

Og s̊aledes er δ en ordensisomorfi. �
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2.10 Cuntz-Krieger algebraer som invarianter

Teorem 2.10.1 Lad A ∈ Matn({0, 1}) og A′ ∈ Matn′({0, 1}) være to givne matricer. Da gælder følgende:

(a) Hvis A og A′ opfylder betingelse (I) og (XA, σA) og (XA′ , σA′) er topologisk konjugerede, s̊a er OA
∼= OA′ ,

(b) Hvis A,AT, A′ og A′T opfylder betingelse (I) og (XA, σA) og (XA′ , σA′) er topologisk konjugerede, s̊a er
OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K,

(c) Hvis A,AT, A′ og A′T opfylder betingelse (I) og (XA, σA) og (XA′ , σA′) er FE (hvilket jo ogs̊a betegnes
A ∼FE A′), s̊a er OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K.

Bevis: (a): Dette er bevist i [CK80, prop.2.17]. Selv om det ikke er særlig svært at vise (da vi allerede har
vist, at DA

∼= C(XA), sætning 2.3.10), udelades beviset. Omend dette er et vigtigt og interessant resultat,
s̊a har det ikke s̊a stor betydning her i specialet, da hovedfokuset ligger p̊a stabil isomorfi.

(b): Dette er bevist i [Cun81, thm.2.3] – beviset udelades. Dette er af flere årsager. Alt kan ikke komme
med i specialet, men grunden, til at jeg har valgt at lade præcis dette udg̊a, er, at beviset ikke er særlig
interessant ud fra, hvad m̊alsætningen med specialet er. Hvis jeg havde vist dette, s̊a ville jeg dog nemmere
kunne udregne K-teorien for Cuntz-Krieger algebraerne (undervejs laves mange krydsprodukter).

(c): Lad A ∈ Matn({0, 1}) være givet. Definér en ny matrix PS(A) ∈ Matn+1({0, 1}) ved

PS(A) =




0 a11 · · · a1n

1 0 · · · 0
0 a21 · · · a2n

...
...

. . .
...

0 an1 · · · ann



.

Bemærk, at A og AT opfylder betingelse (I), netop hvis PS(A) og PS(A)T opfylder betingelse (I). Det er
s̊aledes ifølge del (b) og Parry og Sullivans resultat (teorem 1.5.5) nok at vise, at OA ⊗ K ∼= OPS(A) ⊗ K.
Lad s0, s1 . . . , sn være de kanoniske partielle isometrier, som frembringer C∗-algebraen OPS(A). Sæt s′1 =
s1s0, s

′
2 = s2, . . . , s

′
n = sn. Da er sis0 6= 0 ⇔ i = 1 og s1si 6= 0 ⇔ i = 0. S̊aledes er

s1s
∗
1 =

n∑

i=0

s1sis
∗
i s
∗
1 = s1s0s

∗
0s
∗
1 = s′1s

′∗
1 og s′∗1 s

′
1 = s∗0s

∗
1s1s0 = s∗0s0.

Det er s̊aledes klart, at (s′i)
n
i=1 opfylder (A). Sæt

p =
n∑

i=1

sis
∗
i =

n∑

i=1

s′is
′∗
i .

Hvis sµ 6= 0 for et µ ∈ MPS(A), s̊a findes et α ∈ MA, s̊a sµ er lig s0s
′
α, s′α, s′αs

∗
0 eller s0s

′
αs
∗
0 (thi

s1 = s1s0s
∗
0 = s′1s

∗
0). Hvis psµs

∗
νp 6= 0 for µ, ν ∈ MPS(A), findes s̊aledes α, β ∈ MA, s̊a psµs

∗
νp = s′αs

′∗
β .

Da elementerne i OPS(A) kan approksimeres vilk̊arlig godt med elementer fra {sµs
∗
ν |µ, ν ∈ MPS(A)}, er

pOPS(A)p frembragt af elementerne s′1, . . . , s
′
n (det er klart, at s′1, . . . , s

′
n ∈ pOPS(A)p). Følgelig er pOPS(A)p

(kanonisk) isomorf med OA.
Antag, at I er et lukket ideal i OPS(A) indeholdende pOPS(A)p. S̊aledes er p ∈ I, og dermed si = psi ∈ I

for i = 1, . . . , n. Endvidere er s0 = s0s
∗
0s0 = s0(s

∗
0s
∗
1s1s0) ∈ I, s̊a alle frembringerne for OPS(A) tilhører I.

Vi har s̊aledes vist, at pOPS(A)p er et fuldt hjørne i OPS(A). Da OA
∼= pOPS(A)p, følger af Browns resultat

(teorem 2.6.5), at OA ⊗ K ∼= OPS(A) ⊗ K. �

2.11 Bemærkninger

Afsnit 2.1: Lemma 2.1.3 er et lemma, jeg har bevist. Beviset for sætning 2.1.4 er inspireret af beviset for
[Lor97, thm.3.1.1].

Afsnit 2.2 er som helhed inspireret af [CK80]. Der er dog fyldt en del detaljer p̊a i forhold til denne
artikel. Lemma 2.2.5 og 2.2.7 svarer til [CK80, lem.2.1 hhv. 2.2].

Afsnit 2.3 svarer i det store hele til teksten i [CK80] fra prop. 2.3 til og med prop. 2.5, hvor jeg har bevist
de mange p̊astande, som fremsættes i teksten. Sætning 2.3.3 og 2.3.10 svarer ca. til [CK80, prop. 2.3 hhv.
2.5], mens lemma 2.3.11 svarer til [CK80, lem.2.4] samt [Car01, lem.3.3.9].

Afsnit 2.4 er ogs̊a baseret p̊a [CK80]. Resultaterne fra sætning 2.4.9 er nævnt rundt omkring ([CK80,
nederst s.254 til øverst 255] samt [Cun81, s.29]), jeg har tilføjet bevis for p̊astandene. Lemma 2.4.10 indg̊ar
i beviset for lemma 2.4.11, som svarer til [CK80, lem.2.6]. Lemma 2.4.12 svarer til [CK80, lem.2.7].
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Afsnit 2.5 er en blanding af [Car01] og [CK80]. Lemma 2.5.3 svarer til [CK80, prop.2.10(a)], sætning 2.5.6
svarer til [CK80, prop.2.8 og 2.11] mens teorem 2.5.8 svarer til [CK80, thm.2.13].

Afsnit 2.6: Sætning 2.6.1 er fra [Ros79, cor.] og sætning 2.6.6 er en dual sætning til [Bro77, cor.2.7]. Ud
over de referencer, der er anført i teksten, er resten af afsnittet fra [Mat97], [Mat98] samt [Cun81, prop.3.1].

Afsnittene 2.7–2.9 om idealer: Beviset for sætning 2.8.11 (og s̊aledes ogs̊a for teorem 2.8.12) bygger p̊a
beviserne for [Cun81, thm.2.5] og [aHR97, lem.3.4 og thm.3.5]. Resultatet fra sætning 2.9.1 bruges overalt,
men jeg har intet sted fundet antydning af et bevis. Jeg gik selv i gang med at bevise det, men fik problemer
med at vise surjektiviteten. Det her anførte bevis bygger p̊a en skitse til bevis, som Ryzsard Nest gav mig
i Vandrehallen p̊a HCØ. Det øvrige af afsnit 2.7–2.9 er detaljer, definitioner og resultater, som jeg selv har
fyldt ud med.

Afsnit 2.10: Teorem 2.10.1(a), (b) og (c) svarer til hhv. [CK80, prop.2.17], [Cun81, thm.2.3] og [Cun81,
thm.2.4] (se dog ogs̊a [CK80, thm.4.1]).





Kapitel 3

Eksisterende klassifikationsresultater

Der findes flere klassifikationsresultater for Cuntz-Krieger algebraer. Jeg vil her i kapitlet formulere nogle
af disse resultater og skitsere beviser for nogle blandt disse. Jeg har valgt at lægge hovedvægten p̊a de
klassifikationsresultater, som har mere eller mindre direkte forbindelse til SFT (og FE). Jeg har skitseret
en del af beviset for Mikael Rørdams klassifikationssætning for simple Cuntz-Krieger algebraer. I denne
sammenhæng har det været naturligt at nævne Kirchberg og Phillips resultat for rent uendelige, simple,
nukleære, separable C∗-algebraer tilhørende UCT-klassen N . Danrun Huang har klassificeret Cuntz-Krieger
algebraer med præcis et ikke-trivielt lukket ideal og Cuntz-Krieger algebraer med trivielK1-gruppe. Beviserne
er delvist skitseret, og de udnytter p̊a afgørende vis resultater omkring FE af SFT. Jeg har endvidere
medtaget et resultat af M. Rørdam, hvori Cuntz-Krieger algebraerne med præcis et ikke-trivielt lukket ideal er
klassificeret (sætningen er lidt mere generel end dette). Dette resultat viser sig nemlig at være ret interessant
ifm. klassifikation af en større skare af Cuntz-Krieger algebraer. Invarianten har en vis sammenhæng med D.
Huangs invarianter, og ogs̊a med nye artikler om FE af SFT af Mike Boyle og D. Huang. Beviset udnytter
KK-teori og skitseres ikke.

Da alle henvisningerne er anført i teksten, er der ikke s̊a mange kommentarer at føje til dette afsnit –
derfor afsluttes dette kapitel ikke med bemærkninger. Det skal bemærkes, at denne gennemgang hverken er
fuldstændig eller grundig og til tider m̊aske heller ikke strengt korrekt. Det har ene og alene været min hensigt
med dette kapitel, at undersøge og beskrive hovedtrækkene i bevis-idéerne. Dette kapitel er ikke en direkte
forudsætning for at læse resten af specialet, men det kan virke motiverende for nogle af de undersøgelser, der
foretages senere. Dog vil jeg komme til at bruge: definition 3.1.1, bemærkning 3.1.2, teorem 3.1.3, definition
3.3.1 og 3.3.2, hvilke man jo kan vende tilbage til efterh̊anden, som disse bruges.

3.1 Rørdams klassifikation af simple Cuntz-Krieger algebraer

Efter at J. Franks først i firserne klassificerede de irreducible SFT (hvis nabomatricer ikke er permuta-
tionsmatricer) op til FE, blev der naturligvis tænkt over, hvorvidt det(I − A) er en invariant af simple
Cuntz-Krieger algebraer (op til stabil isomorfi). Thi i givet fald ville man s̊a have en fuldstændig invariant
af de simple Cuntz-Krieger algebraer op til stabil isomorfi (da Cuntz-Krieger algebraer er FE-invarianter og
K0(OA) ∼= cok(I−AT) ∼= cok(I−A)). Denne problematik blev taget op af J. Cuntz. I [Cun86] skitserede han
et bevis, for at de simple Cuntz-Krieger algebraer er klassificeret op til stabil isomorfi ved deres K0-grupper,
forudsat at Cuntz-Krieger algebraerne hørende til matricerne

(
1 1
1 1

)
,




1 1 0 0
1 1 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1


 (3.1)

er isomorfe – men han tilføjer, at man trods alt m̊a forvente, at disse Cuntz-Krieger algebraer ikke en
gang er stabilt isomorfe. Disse spørgsm̊al forblev dog åbne indtil M. Rørdam midt i halvfemserne viste, at
Cuntz-Krieger algebraerne hørende til matricerne i ligning (3.1) er isomorfe (jf. [Rør95]).

Vi vil her formulere (nogle af) hovedresultaterne fra [Rør95] og skitsere en del af beviserne.

Definition 3.1.1 For hver matrix A ∈ Matn({0, 1}) definerer vi to matricer A− ∈ Matn+2({0, 1}) og A∼ ∈
Matn+3({0, 1}) ved

A− =


 A

(
0 0
...
...

0 0
1 0

)

( 0 ··· 0 1
0 ··· 0 0 ) ( 1 1

1 1 )


 , A∼ =




A

(
0 0 1
...
...
...

0 0 1

)

(
1 ··· 1
0 ··· 0
0 ··· 0

) (
0 0 1
0 1 1
1 1 1

)


 .

Bemærk, at det(I−A) = − det(I−A−) = − det(I−A∼), at A∼ altid er irreducibel og at A− er irreducibel,
hvis A er irreducibel.

37
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Bemærkning 3.1.2 Det er værd at bemærke, at for n ≥ 2 er Cuntz algebraen On præcis Cuntz-Krieger
algebraen OA hørende til n× n matricen

A =




1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1


 .

Med lidt misbrug af notation betegnes denne matrix n. Årsagen er, at skiftrummet hørende til denne matrix
oplagt er topologisk konjugeret til skiftrummet hørende til 1×1 matricen (n). Og desuden passer notationen
for Cuntz algebraer hermed sammen med den for Cuntz-Krieger algebraer.

Teorem 3.1.3 (Rørdam, Lemma 6.4 i [Rør95]) Der gælder, at O2
∼= O2− .

Teorem 3.1.4 (Theorem 6.5 i [Rør95]) Lad A og A′ være irreducible ikke-permutationsmatricer med ind-
gange fra {0, 1}. Da er

OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K ⇔ K0(OA) ∼= K0(OA′),

OA
∼= OA′ ⇔ (K0(OA), [

�
OA

]0) ∼= (K0(OA′), [
�
OA′ ]0)

(at (K0(OA), [
�
OA

]0) ∼= (K0(OA′), [
�
OA′ ]0) betyder, at der findes en gruppeisomorfi α : K0(OA) → K0(OA′),

s̊aledes at α([
�
OA

]0) = [
�
OA′ ]0).

Bevisskitse: Beviset for teorem 3.1.3 vil jeg ikke berøre, da dette falder helt uden for rammen for dette
speciale. Beviset udnytter KK-teori (hvilket jeg iøvrigt heller ikke kender særlig meget til). En af hovedind-
gredienserne i beviset for teorem 3.1.4 – ud over teorem 3.1.3 – er thm. 7.2 fra appendixet i [Rør95], som
udsiger, at

O2
∼= O2−

⇒ OA ⊗ K ∼= OA−
⊗ K (3.2)

for alle irreducible ikke-permutationer A ∈ Matn({0, 1}) (en generalisering af dette er bevist i lemma 5.2.2).
Lad nu A og A′ være som i teoremet og antag, at K0(OA) ∼= K0(OA′). Hvis det(I − A) = det(I − A′),

s̊a giver Franks klassifikationssætning, teorem 1.5.6, at A ∼FE A′ – og dermed er OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K.
Antag derfor, at det(I − A) = − det(I − A′) 6= 0. Da er det(I − A−) = − det(I − A) = det(I − A′), s̊a

A− ∼FE A′ og dermed er OA− ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K. Det ønskede følger nu af (3.2) samt teorem 3.1.3.
Dette resultat bruges sammen med [Hua94, thm.2.15] af D. Huang, som udsiger, at enhver automorfi af

K0-gruppen for en simpel Cuntz-Krieger algebra er induceret af en FE, til at vise den sidste del. �

3.2 Kirchberg-Phillips’ klassifikationssætning

Definition 3.2.1 En simpel C∗-algebra A kaldes rent uendelig, netop hvis den ikke er isomorf med C og
der for alle positive elementer a, b ∈ A forskellige fra 0 findes x, y ∈ A, s̊aledes at b = xay (se ogs̊a [Rør02,
prop.4.1.1 og def.4.1.2]).

Definition 3.2.2 En Kirchberg algebra er en rent uendelig, simpel, nukleær, separabel C∗-algebra.

Definition 3.2.3 En C∗-algebra kaldes K-abelsk, netop hvis den er KK-ækvivalent med en abelsk C∗-
algebra. UCT klassen N er klassen af alle separable K-abelske C∗-algebraer.

E. Kirchberg og N.C. Phillips ([Kir, Thm.C] og [Phi00]) har vist et vigtigt klassifikationsresultat. Følgende
er taget fra [Rør02, thm.8.4.1(ii) og (iv)]

Teorem 3.2.4 (Kirchberg-Phillips) Lad A og B være Kirchberg algebraer tilhørende UCT klassen N . Da
gælder der

(a)

A ⊗ K ∼= B ⊗ K ⇔ (K0(A), K1(A)) ∼= (K0(B), K1(B)).

(b) Hvis A og B har enheder hhv.
�

A og
�

B, s̊a er

A ∼= B ⇔ (K0(A), [
�

A]0, K1(A)) ∼= (K0(B), [
�

B]0, K1(B)).
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Sætning 3.2.5 Lad A ∈ Matn({0, 1}) være en irreducibel ikke-permutationsmatrix. Da er OA en Kirchberg
algebra tilhørende UCT klassen N .

Bevisskitse: At OA er simpel og separabel, følger af hhv. teorem 2.8.12 og lemma B.3. Af Browns resultat
(teorem 2.6.5), lemma 2.6.8, sætning 2.6.7 og sætning 2.6.1 følger, at

FA
∼= p0(OA ×α T)p0 og p0(OA ×α T)p0 ⊗ K ∼= (OA ×α T) ⊗ K.

Fra Takai’s dualitetssætning (se teorem 2.6.13) haves, at

((OA ×α T) ×α̂ Z) ⊗ K ∼= OA ⊗ K.

I [Lan82, s. 389, l.5–6 f.o.] st̊ar, at A ⊗ K er nukleær, netop hvis A er nukleær. S̊aledes følger af [Bla98,
thm.15.8.2], at OA er nukleær.

Bemærk, at Matk(C) ⊗ K ∼= Matk(K) ∼= K = C ⊗ K (dette kan f.eks. vises, ved at vise, at Matk(K) kan
opfattes som de kompakte operatorer p̊a B(`k2)). Da C tilhører UCT klassen N , ses af [Rør02, prop.2.4.7(iii)],
at Matk(C) tilhører UCT klassen N for alle k ∈ N. Af [Rør02, prop.2.4.7(i)] ses, at den direkte sum af to
nukleære C∗-algebraer fra UCT klassen N selv tilhører UCT klassen N . Følgelig giver [Mur90, thm.6.3.8]
nu, at alle endeligdimensionale C∗-algebra tilhører UCT klassen N . Af [Rør02, prop.2.4.7] ses nu, at alle
AF-algebraer tilhører UCT klassen N . Da FA ⊗ K ∼= (OA ×α T) ⊗ K, følger af [Rør02, prop.2.4.7(iii)],
at OA ×α T tilhører UCT klassen N og er nukleær – se ovenst̊aende. Af [Rør02, prop.2.4.7(iv)] følger, at
(OA ×α T) ×α̂ Z tilhører UCT klassen N . Da ((OA ×α T) ×α̂ Z) ⊗ K ∼= OA ⊗ K, følger s̊aledes af [Rør02,
prop.2.4.7(iii)], at OA tilhører UCT klassen N .

Jeg har udeladt beviset for, at OA er rent uendelig, da dette ikke er en væsentlig del af specialet – se dog
f.eks. [Mat97, prop.7.3 og 6.2]. �

S̊aledes er teorem 3.1.4 et direkte korollar til teorem 3.2.4 og sætning 3.2.5, da isomorfi af K0-grupperne
for Cuntz-Krieger algebraer medfører isomorfi af K1-grupperne (se teorem 1.2.5, bemærkning 1.2.7 og teorem
2.6.15).

3.3 Huangs klassifikation af to-komponent Cuntz-Krieger algebraer

J. Cuntz indledte i [Cun81] studiet af ikke-simple Cuntz-Krieger algebraer og FE af reducible SFT. Han har
især betragtet tilfældet, hvor OA har præcis et ikke-trivielt lukket ideal (og A opfylder (II)). I dette tilfælde
kan den tilhørende nabomatrix A ∈ Matn({0, 1}) (modulo konjugering med en permutationsmatrix) skrives
som en blok øvre trekantsmatrix

A =

(
A11 X
0 A22

)
,

hvor matricerne A11 og A22 er essentielt irreducible, de maksimale irreducible principale undermatricer af
A11 og A22 er ikke permutationer og X 6= 0.

Definition 3.3.1 Givet en ikke-degenereret matrix

A =

(
M X
0 N

)
,

hvor M ∈ Matm(N0), N ∈ Matn(N0) og X ∈ Matm×n(N0). Da kan X identificeres med et element i Zm⊗Zn

via

X =

m∑

i=1

n∑

j=1

X(i, j)(ei ⊗ fj),

hvor e1, . . . , em og f1, . . . , fn betegner standardbaserne for hhv. Zm og Zn. Lad q1 : Zm → Zm/(I−M)Zm og
q2 : Zn → Zn/(I −NT)Zn være kvotientafbildningerne. Da definerer X p̊a naturlig vis en ækvivalensklasse

[X] := (q1 ⊗ q2)(X) ∈ cok(I −M) ⊗ cok(I −NT) =: C (M,N),

hvor C (M,N) kaldes for Cuntz gruppen. Bemærk iøvrigt at dette ikke er helt konsistent med artiklen
[Hua95] idet D. Huang medtager X’s klasse, [X], i definitionen af Cuntz gruppen. Jeg synes mit valg gør
notationen lidt lettere (idet man f.eks. kan sige [X] = [Y ] i C (M,N) o.l.).
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Definition 3.3.2 Lad der være givet ikke-degenererede matricer A og A′ med indgange fra N0 og antag, at
disse kan skrives p̊a formen

A =

(
M X
0 N

)
, A′ =

(
M ′ X ′

0 N ′

)
, (3.3)

hvor M,N,M ′ og N ′ er essentielt irreducible matricer. Da defineres Cuntz invarianten, C(A), af A, som
sættet ([X], cok(I − M), cok(I − NT)); hvor vi siger, at C(A) ∼= C(A′), netop hvis der findes isomorfier
δ : cok(I − M) → cok(I − M ′) og η : cok(I − NT) → cok(I − N ′T), s̊aledes at (δ ⊗ η)([X]) = [X ′] (i
C (M ′, N ′)).

Bemærkning 3.3.3 Lad A ∈ Matm+n({0, 1}) og A′ ∈ Matm′+n′({0, 1}) være ikke-degenererede matricer
p̊a formen (3.3), hvor diagonalblokkene M,N,M ′ og N ′ er essentielt irreducible, de maksimale principale
undermatricer af disse er ikke permutationer og X,X ′ 6= 0. Da er C(A) ∼= C(A′), hvis OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K.
Invarianten C(A) blev fundet i [Cun81] via C∗-algebra udvidelser (KK-teori). Antag, for nemheds skyld, at
diagonalblokkene er irreducible (og ikke-permutationsmatricer). Da er en udvidelse af OM med ON ⊗ K og
en udvidelse af OM ′ med ON ′ ⊗ K

ρ : 0 → ON ⊗ K → OA → OM → 0,

ρ′ : 0 → ON ′ ⊗ K → OA′ → OM ′ → 0.

Cuntz viste, at hvis OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K, s̊a findes en isomorfi β : Ext(OM ,ON ) → Ext(OM ′ ,ON ′), s̊aledes
at β([ρ]) = [ρ′]. S̊a sættet ([ρ],Ext(OM ,ON )) er en stabil isomorfi invariant. Cuntz viste ogs̊a, at [ρ] ∈
Ext(OM ) ⊗ K0(ON ) ⊆ Ext(OM ,ON ) og at sættet ([X], cok(I −M), cok(I − NT)) er isomorft med sættet
([ρ],Ext(OM ), K0(ON )).

I [Hua94, thm.1.10] har D. Huang vha. matrix teknikker bevist, at Cuntz invarianten er en invariant af
SFT (med ΓA = {γ1, γ2}, γ1 � γ2) op til FE og endvidere viste han følgende resultat

Teorem 3.3.4 (Thm. 0.2 i [Hua94]) Lad A ∈ Matm+n({0, 1}) og A′ ∈ Matm′+n′({0, 1}) være p̊a formen
(3.3), hvor diagonalblokkene M,N,M ′ og N ′ er essentielt irreducible og X,X ′ 6= 0. Da er A ∼FE A′, hvis
og kun hvis

(1) M ∼FE M ′ og N ∼FE N ′ og

(2) C(A) ∼= C(A′).

Hvis de maksimale irreducible principale undermatricer af M,N,M ′ og N ′ er ikke-permutationer, s̊a kan (1)
erstattes af (1’): sgn det(I −M) = sgn det(I −M ′) og sgn det(I −N) = sgn det(I −N ′).

I artiklen [Hua96] har D. Huang vist følgende teorem

Teorem 3.3.5 (Thm. 2.6 i [Hua96]) Lad A ∈ Matm+n({0, 1}) og A′ ∈ Matm′+n′({0, 1}) være ikke-degene-
rerede matricer p̊a formen (3.3), hvor diagonalblokkene M,N,M ′ og N ′ er essentielt irreducible, de maksi-
male irreducible principale undermatricer af disse er ikke-permutationsmatricer og X,X ′ 6= 0. Da er

OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K ⇔ C(A) ∼= C(A′).

Bevisskitse: Vi skitserer beviset for “⇐”. Antag, at C(A) ∼= C(A′). Hvis sgn det(I−M) = sgn det(I−M ′)
og sgn det(I−N) = sgn det(I−N ′), s̊a følger af teorem 3.3.4, atA ∼FE A′ – og s̊aledes ogs̊a OA⊗K ∼= OA′⊗K.

Antag nu, at sgn det(I −M) = − sgn det(I −M ′) 6= 0. Lad

A∗ =

(
M∗ X∗
0 N

)
og A∗∗ =

(
M∗∗ X∗∗

0 N

)
,

hvor M∗ = M∼, M∗∗ = (M∗)−, X∗ =

(
X

0 ··· 0
0 ··· 0
0 ··· 0

)
og X∗∗ =

(
X∗

0 ··· 0
0 ··· 0

)
. Man kan forholdsvis nemt vise, at

C(A) ∼= C(A∗) ∼= C(A∗∗). Bemærk, at sgn det(I−M) = sgn det(I−M∗∗) og sgn det(I−M ′) = sgn det(I−M∗).
Af teorem 3.3.4 haves s̊aledes, at A ∼FE A∗∗ – og dermed er OA ⊗ K ∼= OA∗∗

⊗ K. Mikael Rørdam har
vist, at O2

∼= O2−
(se teorem 3.1.3), og inspireret af J. Cuntz har M. Rørdam skrevet et bevis for, at

O2
∼= O2−

⇒ OT∼
∼= O(T∼)− for enhver irreducibel, ikke-permutationsmatrix T (se thm. 7.2 i appendixet for

[Rør95]). Dette bevis kan modificeres til at vise, at OA∗
∼= OA∗∗

(se beviset for [Hua96, thm.2.6] eller lemma
5.2.2). Følgelig har vi, at

OA ⊗ K ∼= OA∗
⊗ K ∧ C(A) ∼= C(A∗) ∼= C(A′) ∧ sgn det(I −M∗) = sgn det(I −M ′)

mens den anden diagonalblok i A∗ er identisk med den i A (nemlig N). For at bevise sætningen kan vi
s̊aledes w.l.o.g. antage, at sgn det(I −M) = sgn det(I −M ′). Hvis sgn det(I −N) = sgn det(I −N ′), har vi
som før det ønskede; hvis derimod sgn det(I−N) = − sgn det(I−N ′) 6= 0, kan vi lave det analoge argument
anvendt p̊a diagonalblokken N . �
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3.4 Huangs klassifikation af Cuntz-Krieger algebraer med triviel K1-gruppe

D. Huang har klassificeret alle Cuntz-Krieger algebraer med triviel K1-gruppe i [Hua95]. Lige som de øvrige
klassifikationsresultater, s̊a bygger beviset p̊a afgørende vis p̊a resultater omkring FE af SFT. Bemærk, at
K1(OA) er triviel (alts̊a lig {0}), hvis og kun hvis det(I − A) 6= 0, hvis og kun hvis 1 ikke er en egenværdi
for A, hvis og kun hvis K0(OA) er en endelig gruppe.

Fra [Hua95, lem.2.5] haves (se dog ogs̊a lemma 4.1.2)

Lemma 3.4.1 Lad A = (M X
0 N ) være en matrix med indgange fra N0 og hvor 1 ikke er en egenværdi for N .

Da defineres en kort-exakt følge

0 // cok(I −M)
[x]7→[ x

0 ]
// cok(I − A)

[ x
y
]7→[y]

// cok(I −N) // 0.

Definition 3.4.2 Antag, at 1 ikke er en egenværdi for {0, 1}-matricen A, og at A opfylder betingelse (II).
Da kan ifølge lemma 3.4.1 K0(OAΣ(H(γ2))

) p̊a naturlig vis opfattes som en undergruppe af K0(OAΣ(H(γ1))
)

for γ1 � γ2, og K0(OAΣ(H−(γ))
) kan ogs̊a p̊a naturlig vis opfattes som en undergruppe af K0(OAΣ(H(γ))

) for

γ ∈ ΓA. Den Γ-filtrerede K0(OA), betegnet KΓ
0 (OA), er K0(OA) sammen med familien af undergrupper

K0(OAΣ(H(γ))
), γ ∈ ΓA.

Lad A og A′ være to {0, 1}-matricer, som opfylder betingelse (II) og ikke har 1 som egenværdi. At
KΓ

0 (OA) er isomorf med KΓ
0 (OA′) (via parret (α, ρ)) betyder, at der er isomorfier α : K0(OA) → K0(OA′)

og ρ : ΓA → ΓA′ , s̊aledes at α(K0(OAΣ(H(γ))
)) = K0(OA′

Σ(H(ρ(γ)))
) for alle γ ∈ ΓA. At (KΓ

0 (OA), [
�
OA

]0) ∼=

(KΓ
0 (OA′), [

�
OA′ ]0) betyder, at der findes isomorfier α : K0(OA) → K0(OA′) og ρ : ΓA → ΓA′ , s̊aledes at

KΓ
0 (OA) er isomorf med KΓ

0 (OA′) via parret (α, ρ) og α([
�
OA

]0) = [
�
OA′ ]0.

(Dette er ikke fuldstændig identisk med D. Huangs definition, i tilfældet hvor der findes
”
overgangstil-

stande“ mellem irreducibilitetskomponenterne. Idéen er dog klart den samme, og man kan vise, at definitio-
nerne stemmer overens.)

I [Hua95, thm.3.13, thm.4.7 og 4.9] har D. Huang vist følgende teoremer

Teorem 3.4.3 Lad A og A′ være {0, 1}-matricer, som opfylder betingelse (II) og ikke har 1 som egenværdi. Da
er A ∼FE A′, hvis og kun hvis der findes en isomorfi (α, ρ) fra KΓ

0 (OA) til KΓ
0 (OA′), s̊aledes at Aγ ∼FE A′ρ(γ)

for alle γ ∈ ΓA.

Teorem 3.4.4 Lad A og A′ være {0, 1}-matricer, som opfylder betingelse (II) og ikke har 1 som egenværdi.
Da er

OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K ⇔ KΓ
0 (OA) ∼= KΓ

0 (OA′),

OA
∼= OA′ ⇔ (KΓ

0 (OA), [
�
OA

]0) ∼= (KΓ
0 (OA′), [

�
OA′ ]0).

Bevisskitse: Det er kun beviset for
”
⇐“ i første del af teoremet, som skitseres. Antag derfor, at KΓ

0 (OA) ∼=
KΓ

0 (OA′) via parret (α, ρ). Skriv ΓA = {γ1, . . . , γN}. Hvis Aγi
∼FE A′ρ(γi)

for alle i = 1, . . . , N , s̊a følger af

teorem 3.4.3, at A ∼FE A′ – og s̊aledes ogs̊a OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K.
Lad G1, G2, G,G

′
1, G

′
2 og G′ være grupper. Hvis vi har følgende heloptrukne kommutative diagram med

kort-exakte rækker

0 // G1
�
� //

ψ|G1
∼=

��

G // //

ψ ∼=

��

G2
//

∃ ∼=

��

0

0 // G′1
�
� // G′ // // G′2 // 0,

s̊a eftervises umiddelbart ved diagramjagt, at der findes en isomorfi fra G2 p̊a G′2, indikeret med den stiplede
pil, s̊a hele diagrammet kommuterer. Vha. dette kan vises, at K0(OAγi

) ∼= K0(OAρ(γi)
) for alle i = 1, . . . , N .

Antag, at der findes i0 ∈ {1, . . . , N}, s̊a Aγi0
6∼FE A′ρ(γi0 ). Følgelig m̊a det(I−Aγi0

) = − det(I−Aρ(γi0
)) 6=

0. Modulo konjugering med en permutation, kan A skrives p̊a formen A =
(
M X Y
0 Q Z
0 0 N

)
, hvor Q = Aγi0

. Lad

A∗ =



M X∗ Y
0 Q∗ Z∗
0 0 N


 og A∗∗ =



M X∗∗ Y
0 Q∗∗ Z∗∗
0 0 N


 ,

hvor Q∗ = Q∼, Q∗∗ = (Q∗)−, X∗ =
(
X 0

)
, X∗∗ =

(
X∗ 0

)
=
(
X 0

)
, Z∗ = (Z0 ), Z∗∗ =

(
Z∗
0

)
= ( Z0 ) (der

tilføjes et passende antal nuller) og M eller N kan være tom.
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Man kan forholdsvis nemt vise, at KΓ
0 (OA) ∼= KΓ

0 (OA∗
) ∼= KΓ

0 (OA∗∗
). Bemærk, at sgn det(I − Aγi0

) =
sgn det(I− (Aγi0

)∗∗) og sgn det(I−A′ρ(γi0 )) = sgn det(I− (Aγi0
)∗). Af teorem 3.4.3 haves s̊aledes, at A ∼FE

A∗∗ – og dermed er OA ⊗ K ∼= OA∗∗ ⊗ K. Mikael Rørdam har vist, at O2
∼= O2− (se teorem 3.1.3), og

inspireret af J. Cuntz har M. Rørdam skrevet et bevis for, at O2
∼= O2− ⇒ OT∼

∼= O(T∼)− for enhver
irreducibel ikke-permutationsmatrix T (se thm. 7.2 i appendixet for [Rør95]). Dette bevis kan modificeres
til at vise, at OA∗

∼= OA∗∗
(se beviset for [Hua95, lem.4.3] eller lemma 5.2.2). Følgelig har vi, at

OA ⊗ K ∼= OA∗
⊗ K ∧KΓ

0 (OA) ∼= KΓ
0 (OA∗

) ∼= KΓ
0 (OA′) ∧ sgn det(I − (Aγi0

)∗) = sgn det(I −A′ρ(γi0
))

mens alle de andre diagonalblokke i A∗ er identiske med dem i A. For at bevise sætningen kan vi s̊aledes
w.l.o.g. antage, at sgn det(I −Aγi0

) = sgn det(I −A′ρ(γi0 )). Denne proces gentager vi for alle diagonalblokke

med
”
forkert fortegn“. �

3.5 Rørdams klassifikation af to-komponent Cuntz-Krieger algebraer

Mikael Rørdam har i [Rør97] vha. KK-teori og Kirchberg-Phillips’ klassifikationssætning (se teorem 3.2.4)
klassificeret alle Cuntz-Krieger algebraer med præcis et ikke-trivielt lukket ideal. Mere præcis, s̊a har han
vist følgende teorem:

Teorem 3.5.1 (Rørdam, thm.5.3 i [Rør97]) Lad A,A′,B og B′ være stabile Kirchberg algebraer tilhørende
UCT klassen N og antag, at

0 // B
ϕ // E

ψ // A // 0,

0 // B′
ϕ′

// E′
ψ′

// A′ // 0.

er essentielle udvidelser (dvs. at billedet af B og B′ er et essentielt lukket ideal i hhv. E og E′). Da gælder
der, at E ∼= E′, hvis og kun hvis de tilhørende cykliske seks-leddede exakte følger fra K-teori er isomorfe (som
exakte følger); dvs. at der findes isomorfier αi : Ki(A) → Ki(A

′), βi : Ki(B) → Ki(B
′), ηi : Ki(E) → Ki(E

′)
for i = 0, 1, s̊aledes at følgende diagram kommuterer

K0(B)
K0(ϕ) //

β0
∼=

��

K0(E)
K0(ψ) //

η0 ∼=

��

K0(A)
∆0 //

α0 ∼=

��

K1(B)
K1(ϕ) //

β1
∼=

��

K1(E)
K1(ψ) //

η1 ∼=

��

K1(A)
∆1 //

α1 ∼=

��

K0(B)

β0
∼=

��
K0(B

′)
K0(ϕ

′) // K0(E
′)
K0(ψ

′)// K0(A
′)

∆′
0 // K1(B

′)
K1(ϕ

′) // K1(E
′)
K1(ψ

′)// K1(A
′)

∆′
1 // K0(B

′).

Korollar 3.5.2 Lad A og A′ være {0, 1}-matricer, som opfylder betingelse (II), og antag, at OA og OA′

har præcis et ikke-trivielt lukket ideal. Da er OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K, hvis og kun hvis de tilhørende cykliske
seks-leddede exakte følger fra K-teori er isomorfe (som exakte følger).

Bevisskitse: Da OA og OA′ har præcis et ikke-trivielt lukket ideal, kan vi uden indskrænkelse skrive
ΓA = {γ1, γ2} og ΓA′ = {γ′1, γ

′
2}, hvor γ1 � γ2 og γ′1 � γ′2. Følgelig haves kort-exakte følger

0 // Jγ2
�
� // OA

// // OA/ Jγ2 // 0,

0 // Jγ′
2

�
� // OA′ // // OA′/ Jγ′

2
// 0.

Ifølge [Mur90, thm.6.5.2] haves s̊aledes kort-exakte følger

0 // Jγ2 ⊗ K // OA ⊗ K // (OA/ Jγ2) ⊗ K // 0,

0 // Jγ′
2
⊗ K // OA′ ⊗ K // (OA′/ Jγ′

2
) ⊗ K // 0,

og ifølge sætning 2.8.11 s̊aledes ogs̊a kort-exakte følger

0 // OAγ2
⊗ K // OA ⊗ K // OAγ1

⊗ K // 0,

0 // OA′
γ′
2

⊗ K // OA′ ⊗ K // OA′
γ′
1

⊗ K // 0.

Da OAγ1
,OAγ2

,OA′
γ′
1

og OA′
γ′
2

er Kirchberg algebraer tilhørende UCT klassen N , kan vha. [Rør02,

prop.4.1.8(i) og prop.2.4.7(iii)] vises, at OAγ1
⊗ K,OAγ2

⊗ K,OA′
γ′
1

⊗ K og OA′
γ′
2

⊗ K er stabile Kirchberg

algebraer tilhørende UCT klassen N .
Da det er oplagt, at Jγ2 og Jγ′

2
er essentielle idealer i hhv. OA og OA′ , følger resultatet nu umiddelbart

af foreg̊aende teorem. �



Kapitel 4

GLP- og SLP-ækvivalens samt K-vævet

Jeg skal prøve at lokalisere og beskrive problemerne med at udvide de eksisterende klassifikationsresultater
og om muligt vise en ny klassifikationssætning. Den første mur man render panden imod, er helt klart, at
den sætning man skal forsøge at bevise, ikke p̊a forh̊and er givet. S̊a første skridt er at f̊a et godt bud p̊a
en fuldstændig invariant. Andet skridt er s̊a at bevise, at dette er en fuldstændig invariant. Men dette kan
være svært, thi for det første aner man ikke, om den sætning, man prøver at vise, er sand; og selv om den
er sand, s̊a kan det være nærmest umuligt at vise den.

Derfor har jeg i første omgang arbejdet en del med de eksisterende invarianter. Jeg synes selv, at Cuntz
invarianten (for Cuntz-Krieger algebraer med præcis et ikke-trivielt lukket ideal) er ret unaturlig. Jeg synes
det er ret svært at regne p̊a den, og jeg har ogs̊a lidt svært ved at give gode bud p̊a, hvordan denne skulle
kunne udvides til det generelle tilfælde.

P̊a den anden side, s̊a er det klart, at der er en nær sammenhæng mellem D. Huangs klassifikation af
Cuntz-Krieger algebraer med triviel K1-gruppe og M. Rørdams klassifikation af to-komponent tilfældet. I
[Hua95] er der endvidere skitseret, at M. Rørdams invariant, den cykliske seks-leddede exakte følge, og Cuntz
invarianten er ens for Cuntz-Krieger algebraer med præcis et ikke-trivielt lukket ideal og trivielleK1-grupper.

Oprindelig havde jeg et bevis for, at dette gjaldt mere generelt (ogs̊a med ikke-trivielle K1-grupper).
Men jeg har ladt dette udg̊a igen af flere grunde. Tildels var beviset langt og besværligt, tildels var der
brugt resultater fra en artikel, som er behæftet med nogle fejl og desuden s̊a falder det lidt pænere ud af
det efterfølgende arbejde, jeg har lavet. Men det gav mig et indtryk af, at man skulle forsøge at lave en
udvidelse af M. Rørdams invariant, den cykliske seks-leddede exakte følge, s̊aledes at man havde flere exakte
følger – og isomorfien skulle s̊a være passende kohærent (som for D. Huangs klassifikation af Cuntz-Krieger
algebraer med triviel K1-grupper). Men først nogle nemme hjælpesætninger, som trods alt belyser naturen
af disse invarianter lidt bedre.

4.1 En cyklisk seks-leddet exakt følge stammende fra matricer

Fra [Fox02, lem.3.12(1)] haves slangelemmaet (som er bevist i [Fox02, 4.7(1)]):

Lemma 4.1.1 (Slangelemmaet) Antag, at

0 // K
α //

κ

��

L
β //

λ

��

M //

µ

��

0

0 // K ′
α′

// L′
β′

// M ′ // 0

er et kommutativt diagram med exakte rækker (hvor K,L,M,K ′, L′,M ′ er moduler over en kommutativ,
ikke-triviel ring med et-element og afbildningerne er homomorfier). Der induceres da en exakt følge

0 // kerκ
α1 // kerλ

β1 // kerµ
δ // cokκ

α̃′ // cokλ
β̃′

// cokµ // 0,

hvor α1, β1, α̃′ og β̃′ er induceret p̊a oplagt m̊ade af hhv. α, β, α′ og β′, og δ er den forbindende homomorfi.

Lemma 4.1.2 Lad B være givet som en blokmatrix B =
(
B1 X
0 B2

)
∈ Matm+n(Z). Da induceres en cyklisk

seks-leddet exakt følge

cokB1

λ : [x]7→[x0 ]
// cokB

µ : [ xy ] 7→[y]
// cokB2

0

��
kerB2

∆: y 7→[Xy]

OO

kerB
β : y←[(xy )
oo kerB1.

α : ( x0 )←[x

oo

43



44 Kapitel 4. GLP- og SLP-ækvivalens samt K-vævet

Alternativt kan denne følge skrives som

0 // kerB1

α : x7→( x0 )
// kerB

β : (xy )7→y
// kerB2

∆: y 7→[Xy]// cokB1

λ : [x]7→[x0 ]
// cokB

µ : [ xy ] 7→[y]
// cokB2

// 0.

Bevis: Det er ligetil – men langsommeligt – at vise dette direkte (se beviset for [Hua01b, Thm.2.1] for
nogle af tilfældene). Dette lemma er faktisk kun et specialtilfælde af slangelemmaet ovenover anvendt p̊a
diagrammet

0 // Zm //

B1

��

Zm ⊕ Zn //

B

��

Zn //

B2

��

0

0 // Zm // Zm ⊕ Zn // Zn // 0.

Det eneste, vi mangler at vise, er, at den forbindende homomorfi er givet som y 7→ [Xy]. Men dette ses
nemt ved definitionen af den forbindende homomorfi (se [Fox02, 4.5(1) samt 4.5(�)]) ved diagramjagt: Givet
y ∈ kerB2, da haves følgende

(0, y)
� 2 //

_

3

��

y
_

1

��
Xy � 5 // (Xy, 0)

� 4 // 0.

�

Definition 4.1.3 Lad B =
(
B1 X
0 B2

)
∈ Matm+n(Z) og B′ =

(
B′

1 X
′

0 B′
2

)
∈ Matm′+n′(Z). Med E(B) betegner vi

den exakte følge, som B ifølge foreg̊aende lemma inducerer – hvor det er underforst̊aet, hvilken blokstruktur
der p̊alægges B. Vi skriver E(B) ∼= E(B′), netop hvis de exakte følger er isomorfe; dvs. at der findes isomorfier
ξ1 : kerB1 → kerB′1, ξ : kerB → kerB′, ξ2 : kerB2 → kerB′2, δ1 : cokB1 → cokB′1, δ : cokB → cokB′ og
δ2 : cokB2 → cokB′2, s̊aledes at vi har et kommutativt diagram

kerB1
α //

∼= ξ1

��

kerB
β //

∼= ξ

��

kerB2
∆ //

∼= ξ2

��

cokB1
λ //

∼= δ1
��

cokB
µ //

∼= δ

��

cokB2

∼= δ2
��

kerB′1
α′

// kerB′
β′

// kerB′2
∆′

// cokB′1
λ′

// cokB′
µ′

// cokB′2.

Og i givet fald vil vi sige, at (ξ1, ξ, ξ2, δ1, δ, δ2) inducerer isomorfien.

For hver matrix A p̊a formen A = (M X
0 N ) kan vi s̊aledes b̊ade betragte den seks-leddede exakte følge,

E(I−A), som (I−A) inducerer og Cuntz gruppen sammen med X’s placering heri, ([X], cok(I−M), cok(I−
NT)). Der er nu flere oplagte spørgsm̊al, som melder sig. D. Huang har i [Hua95] vist, at hvis 1 ikke er
en egenværdi for A (og dermed bliver den seks-leddede exakte følge en kort-exakt følge), s̊a er disse to

”
invarianter“ ens. Gælder dette ogs̊a generelt? Hvis A ∈ Matn({0, 1}) opfylder betingelse (II), H ⊆ ΓA er

arvelig og A =
(
A

Σ(H)
0

X AΣ(ΓA\H)

)
, er den seks-leddede exakte følge E(I − AT) s̊a kanonisk isomorf med den

cykliske seks-leddede exakte følge fra K-teori (stammende fra den kort-exakte følge JH ↪→ OA � OA/JH)?
Bl.a. disse spørgsm̊al vil jeg forsøge at afklare i dette kapitel.

Lemma 4.1.4 Givet en matrix A ∈ Matn({0, 1}), som opfylder betingelse (II). Lad der være givet en arvelig
delmængde H ⊆ ΓA. Da kan AΣ(H) modulo konjugering med en permutationsmatrix skrives p̊a formen

AΣ(H) =
(
AΣ(H) 0

A21 A22

)
, hvor A22 er en nedre trekantsmatrix med nuller i diagonalen. Antages, at AΣ(H) er

skrevet p̊a denne form, s̊a haves en isomorfi cok(I −AT

Σ(H)) 3 x 7→ [ x0 ] ∈ cok(I −AT

Σ(H)
).

Bevis: Det følger umiddelbart af lemma 2.8.6, at AΣ(H) kan skrives p̊a den ønskede form. Antag, at AΣ(H)

er skrevet p̊a denne form og lad k ∈ N og k′ ∈ N betegne antallet af elementer i hhv. Σ(H) og Σ(H) \Σ(H)
(hvilke vi uden indskrænkelse kan antage, ikke er nul). Givet x ∈ Zk. Da er

( x0 ) ∈ (I − AT

Σ(H)
)Zk+k

′

⇔ ∃x0 ∈ Zk, y0 ∈ Zk
′

((I −AT

22)y0 = 0 ∧ −AT

21y0 + (I −AT

Σ(H))x0 = x)

⇔ x ∈ (I − AT

Σ(H))Z
k,

da (I − AT

22)y0 = 0 ⇔ y0 = 0. Ifølge isomorfisætningen [Tho98, GRP.5.8] inducerer homomorfien Zk 3 x 7→
[ x0 ] ∈ cok(I − AT

Σ(H)
) s̊aledes den ønskede isomorfi. �
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Sætning 4.1.5 Givet en matrix A ∈ Matn({0, 1}), som opfylder betingelse (II). Antag, at H ( ΓA er en
ikke-tom, arvelig delmængde. Modulo konjugering med en permutationsmatrix, kan A skrives p̊a formen

(
A11 0
A21 A22

)
,

hvor A11 = AΣ(H) og A22 = AΣ(ΓA\H). Antag, at A er skrevet p̊a denne form og lad k1 og k2 betegne

størrelsen af hhv. A11 og A22. Den kortexakte følge

0 // JH
�
� ι // OA

π // // OA/JH // 0

inducerer en cyklisk seksleddet exakt følge fra K-teori, som er isomorf med E(I −AT):

0 // K1(JH)
K1(ι) //

∼= ξ1

��

K1(OA)
K1(π) //

∼= ξ

��

K1(OA/JH)
∆1 //

∼= ξ2

��

K0(JH)
K0(ι) //

∼= δ1
��

K0(OA)
K0(π) //

∼= δ

��

K0(OA/JH)

∼= δ2

��

// 0

0 // ker(I−AT

11)
α // ker(I−AT)

β // ker(I−AT

22)
∆ // cok(I−AT

11)
λ // cok(I−AT)

µ // cok(I−AT

22)
// 0,

hvor ξ og ξ2 p̊a oplagt m̊ade findes fra bemærkning 2.6.17 og δ1 : [pi]0 7→ [(δ1,i, . . . , δk1,i)
T], δ : [pi]0 7→

[(δ1,i, . . . , δn,i)
T] og δ2 : [π(pi)]0 7→ [(δk1+1,i, . . . , δn,i)

T].

Bevis: Beviset udelades. En bevisskitse findes i tillæg C. �

4.2 Om homomorfier mellem kerner og mellem kokerner

Antagelse 4.2.1 Lad her i afsnittet B ∈ Matn(Z) og B′ ∈ Matn′(Z) være to givne matricer. Lad D =
diag(d1, . . . , dr, 0, . . . , 0), d1, . . . , dr ∈ N og D′ = diag(d′1, . . . , d

′
r′ , 0, . . . , 0), d′1, . . . , d

′
r′ ∈ N være Smith

normal formen for hhv. B og B′. Lad P,Q ∈ GLn(Z) og P ′, Q′ ∈ GLn′(Z) opfylde B = PDQ og B′ =
P ′D′Q′. Sæt D0 = diag(d1, . . . , dr), D

′
0 = diag(d′1, . . . , d

′
r′), k = n− r og k′ = n′ − r′.

Lemma 4.2.2 Vi har en isomorfi kerB 3 x 7→ Qx ∈ kerD med kerD 3 x 7→ Q−1x ∈ kerB som invers.
Endvidere har vi en isomorfi cokB 3 x 7→ P−1x ∈ cokD med cokD 3 x 7→ Px ∈ cokB som invers.

Bevis: Vi ser umiddelbart, at for alle x ∈ Zn er

x ∈ kerB ⇔ PDQx = 0 ⇔ DQx = 0 ⇔ Qx ∈ kerD,

x ∈ BZn ⇔ ∃y ∈ Zn(x = PDQy) ⇔ ∃y ∈ Zn(P−1x = DQy)

⇔ ∃y ∈ Zn(P−1x = Dy) ⇔ P−1x ∈ DZn.

�

Følgende lemma og definition er taget fra [Hua01a, lem.2.1, def.2.2]1

Lemma 4.2.3 Der gælder følgende:

(a) Enhver homomorfi δ : cokB → cokB′ kan repræsenteres ved en multiplikation

δ = δU : [x] 7→ [Ux] for en matrix U ∈ Matn′×n(Z). (4.1)

En s̊adan matrix U er ikke (nødvendigvis) entydigt bestemt af δ. Der gælder, at δU1 = δU2 , hvis og kun hvis
U1 −U2 = B′W for en matrix W ∈ Matn′×n(Z). P̊a den anden side, s̊a kan en matrix U ∈ Matn′×n(Z)
inducere en homomorfi δU : cokB → cokB′ ved multiplikationen i (4.1), hvis og kun hvis der findes en
matrix W ∈ Matn′×n(Z), s̊aledes at UB = B′W .

(b) Enhver homomorfi ξ : kerB → kerB′ kan repræsenteres ved en multiplikation

ξ = ξW : x 7→Wx, x ∈ kerB for en matrix W ∈ Matn′×n(Z). (4.2)

En s̊adan matrix W er ikke (nødvendigvis) entydigt bestemt af ξ – men W kan altid vælges, s̊a B ′W = 0.
P̊a den anden side kan en matrix W ∈ Matn′×n(Z) inducere en homomorfi ξW : kerB → kerB′ ved
multiplikationen i (4.2), hvis der findes en matrix U ∈ Matn′×n(Z), s̊aledes at UB = B′W .

1Lemmaet er ikke taget ordret herfra, da der er en fejl i heri. Lad B =
(

2 0

0 0

)
og B′ =

(
1 0

0 0

)
. Da inducerer identitetsmatricen

I =
(

1 0

0 1

)
klart en homomorfi (endda isomorfi) fra ker B til kerB′. Men klart findes ikke U ∈ Mat2(Z), s̊a UB = B′I = B′.



46 Kapitel 4. GLP- og SLP-ækvivalens samt K-vævet

Bevis: (a): Givet en homomorfi δ : cokB → cokB ′. Lad e1, . . . , en være standard basen for Zn og vælg
y1, . . . , yn ∈ Zn

′

, s̊a δ([e1]) = [y1], . . . , δ([en]) = [yn] i cokB′. Sæt U =
(
y1 · · · yn

)
∈ Matn′×n(Z). Da er

det klart, at δ([x]) = [Ux] for alle x ∈ Zn.
Antag, at δU1 = δU2 . Da er δU1−U2 = δU1 − δU2 = 0. For hvert i = 1, . . . , n findes s̊aledes yi ∈ Zn

′

, s̊a
(U1 − U2)ei = B′yi. Sæt W =

(
y1 · · · yn

)
, da er U1 − U2 = B′W .

Antag nu, at U inducerer en homomorfi δU . S̊a inducerer UB klart nulafbildningen δUB = 0. Ifølge
ovenst̊aende findes derfor en matrix W ∈ Matn′×n(Z), s̊a UB = B′W .

Antag nu i stedet, at UB = B′W . Vi vil s̊a vise, at δU veldefineres ved (4.1). Antag, at [x1] = [x2] i cokB.
S̊a findes x0 ∈ Zn, s̊a x1 − x2 = Bx0. Følgelig er U(x1 − x2) = UBx0 = B′Wx0 ∈ B′Zn

′

, s̊a [Ux1] = [Ux2] i
cokB′.

(b): Antag først, at B og B′ er lig deres Smith normal former. Givet en homomorfi ξ : kerB → kerB ′.
Sæt W =

(
0 · · · 0 ξ(en−k+1) · · · ξ(en)

)
. Givet x = (x1, . . . , xn)

T ∈ kerB, da er x1 = · · · = xn−k = 0.
Følgelig er Wx = xn−k+1ξ(en−k+1) + · · ·+ xnξ(en) = ξ(x). Bemærk iøvrigt, at

B′W =
(
0 · · · 0 B′ξ(en−k+1) · · · B′ξ(en)

)
= 0.

Nu til det generelle tilfælde. Lad B og B ′ være vilk̊arlige. Af foreg̊aende lemma ses, at matricerne Q
og Q′ inducerer isomorfier ξQ : kerB → kerD og ξQ′ : kerB′ → kerD′ med hhv. ξQ−1 : kerD → kerB
og ξQ′−1 : kerD′ → kerB′ som inverse. Ifølge ovenst̊aende findes s̊aledes en matrix W0 ∈ Matn′×n(Z), s̊a
D′W0 = 0 og (ξQ′ ◦ ξ ◦ ξQ−1)(x) = W0x for alle x ∈ kerD. Sæt W = Q′−1W0Q, da eftervises umiddelbart,
at B′W = 0 og ξ(x) = Wx for alle x ∈ kerB.

Antag nu, at der er givet matricer, s̊a UB = B ′W . Da vil vi vise, at der veldefineres en afbildning ξW
ved (4.2). Hvis x ∈ kerB, s̊a er B′(Wx) = UBx = 0 og dermed Wx ∈ kerB′. �

Definition 4.2.4 Enhver matrixligning UB = B ′W (hvor U,W ∈ Matn′×n(Z)) inducerer fire homomorfier:

δU : cokB → cokB′, givet ved [x] 7→ [Ux];

ξW : kerB → kerB′, givet ved x 7→Wx;

ηW : cokB′T → cokBT, givet ved [x] 7→ [WTx];

ζU : kerB′T → kerBT, givet ved x 7→ UTx.

Med ovenst̊aende betegnelser følger s̊aledes umiddelbart af lemma 4.2.2 og 4.2.3, at

Korollar 4.2.5 Givet U,W ∈ Matn′×n(Z). Da har vi klart, at UB = B′W ⇔ (P ′−1UP )D = D′(Q′WQ−1).
Hvis UB = B′W , s̊a er afbildningen δU (ξW , ηW hhv. ζU ) en isomorfi, hvis og kun hvis δP ′−1UP (ξQ′WQ−1 ,
ηQ′WQ−1 hhv. ζP ′−1UP ) er en isomorfi.

Følgende observationer er p̊a s. 189–190 i [Hua95] (se ogs̊a definitionerne 3.3.1 og 3.3.2):

Lemma 4.2.6 Givet matricer M ∈ Matm(Z) og N ∈ Matn(Z). P̊a sædvanlig vis identificeres Zm ⊗ Zn

med Matm×n(Z). Mere præcis haves en isomorfi fra Zm ⊗ Zn p̊a Matm×n(Z), som opfylder, at billedet af
(λ1, . . . , λm)T ⊗ (λ′1, . . . , λ

′
n)

T er matricen, hvis (i, j)’te indgang er λiλ
′
j for i = 1, . . . ,m og j = 1, . . . , n.

S̊aledes haves en homomorfi fra Matm×n(Z) p̊a C (M,N) (nemlig den, som svarer til q1 ⊗ q2 under denne
identifikation). Kernen for denne homomorfi er

{(I −M)U + V (I −N) |U, V ∈ Matm×n(Z)},

og s̊aledes induceres en isomorfi

C (M,N) ∼= Matm×n(Z)/{(I −M)U + V (I −N) |U, V ∈ Matm×n(Z)}.

Lad der nu ogs̊a være givet M ′ ∈ Matm′(Z), N ′ ∈ Matn′(Z), X ∈ Matm×n(Z) og X ′ ∈ Matm′×n′(Z). Lad
der endvidere være givet isomorfier δ : cok(I −M) → cok(I −M ′) og η : cok(I −NT) → cok(I −N ′T). Da
defineres en isomorfi (δ ⊗ η) : C (M,N) → C (M ′, N ′). Lad δ = δU og η = ηS, hvor U(I −M) = (I −M ′)W
og R(I −N ′) = (I −N)S. Da er (δ ⊗ η)([X]) = [X ′], hvis og kun hvis [UXS] = [X ′].
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Bevis: Første del: Vi har en homomorfi (q1 ⊗ q2) : Matm×n(Z) ∼= Zm ⊗ Zn → C (M,N). Antag, at

X = (I − M)U + V (I − N). Da kan vi skrive U og V p̊a formen U =
(
u1 · · · un

)
og V =

( v1
...
vm

)

(hvor ui’erne er søjlevektorer i Zm og vj ’erne er rækkevektorer i Zn). Lad e1, . . . , em og f1, . . . , fn betegne
standardbasen for hhv. Zm og Zn. Da er

(q1 ⊗ q2)((I −M)U) =

m∑

i=1

n∑

j=1

eTi (I −M)uj [ei] ⊗ [fj ] =

n∑

j=1

[(I −M)uj ] ⊗ [fj ]

= 0 i C (M,N),

(q1 ⊗ q2)(V (I −N)) =

m∑

i=1

n∑

j=1

vi(I −N)fj [ei] ⊗ [fj ] =

m∑

i=1

n∑

j=1

fT

j (I −NT)vT

i [ei] ⊗ [fj ]

=

m∑

i=1

[ei] ⊗ [(I −NT)vT

i ] = 0 i C (M,N).

Ved linearitet ses s̊aledes, at (q1 ⊗ q2)(X) = 0 i C (M,N). S̊aledes induceres en homomorfi

Matm×n(Z)/{(I −M)U + V (I −N) |U, V ∈ Matm×n(Z)} → cok(I −M) ⊗ cok(I −NT).

P̊a den anden side kan vi definere en bilineær afbildning

Φ: cok(I −M) × cok(I −NT) → Matm×n(Z)/{(I −M)U + V (I −N) |U, V ∈ Matm×n(Z)},

ved at Φ([x], [y]) = [x⊗ y]. Denne er veldefineret, thi hvis [x] = [x′] og [y] = [y′], s̊a er x − x′ = (I −M)x0

og y − y′ = (I −NT)y0 for passende x0 ∈ Zm og y0 ∈ Zn – og følgelig er

x(i, 1)y(j, 1)− x′(i, 1)y′(j, 1) = (x(i, 1)− x′(i, 1))y(j, 1) + x′(i, 1)(y(j, 1)− y′(j, 1))

= eTi (I −M)x0y(j, 1) + x′(i, 1)fT

j (I −NT)y0

= eTi (I −M)x0y
Tfj + eTi x

′yT

0 (I −N)fj ,

s̊a x ⊗ y − x′ ⊗ y′ svarer til matricen (I − M)(x0y
T) + (x′yT

0 )(I − N). S̊aledes induceres en homomorfi
φ : cok(I −M) ⊗ cok(I −NT) → Matm×n(Z)/{(I −M)U + V (I −N) |U, V ∈ Matm×n(Z)}. Det indses let,
at denne netop er den inverse til homomorfien ovenover.

Anden del: Lad M,N,X,M ′, N ′, X ′, δ og η være som angivet. Da G⊗− og −⊗G er funktorer for alle
Z-moduler G, er det klart, at δ⊗ η er en isomorfi. Af lemma 4.2.3 er det ogs̊a klart, at der findes U,W,R, S,
s̊a δ = δU , η = ηS , U(I −M) = (I −M ′)W og R(I − N ′) = (I − N)S. Lad (ei)

m
i=1, (fj)

n
j=1, (e′i′)

m′

i′=1 og

(f ′j′)
n′

j′=1 betegne standardbasen for hhv. Zm, Zn, Zm
′

og Zn
′

. Da gælder der, at

(δ ⊗ η)([X]) =

m∑

i=1

n∑

j=1

X(i, j)(δ ⊗ η)([ei] ⊗ [fj ]) =

m∑

i=1

n∑

j=1

X(i, j)
(
δ([ei]) ⊗ η([fj ])

)

=

m∑

i=1

n∑

j=1

X(i, j)([Uei] ⊗ [STfj ])

=

m∑

i=1

n∑

j=1

m′∑

i′=1

n′∑

j′=1

X(i, j)
(
[(e′Ti′ Uei)e

′
i′ ] ⊗ [(f ′Tj′ S

Tfj)f
′
j′ ]
)

=

m′∑

i′=1

n′∑

j′=1

m∑

i=1

n∑

j=1

(e′Ti′ Uei)X(i, j)(fT

j Sf
′
j′)([e

′
i′ ] ⊗ [f ′j′ ])

=

m′∑

i′=1

n′∑

j′=1

(e′Ti′ UXSf
′
j′)([e

′
i′ ] ⊗ [f ′j′ ]) = [UXS] i C (M ′, N ′).

�

Lemma 4.2.7 Antag, at B = D og B′ = D′ er deres egne Smith normal former. Da gælder

(a) Antag, at UD = D′W og U ′D = D′W ′. Da er ξW = ξW ′ , netop hvis de sidste k søjler i W og W ′ er
ens. Endvidere er ηW = ηW ′ , netop hvis der findes en matrix A, s̊aledes at W −W ′ = AB. Specielt er
de sidste k søjler i W og W ′ ens, hvis ηW = ηW ′ og der gælder s̊aledes, at

ηW = ηW ′ ⇒ ξW = ξW ′ .



48 Kapitel 4. GLP- og SLP-ækvivalens samt K-vævet

(b) Antag, at UD = D′W og skriv U og W p̊a følgende blokformer

U =

(
U11 U12

U21 U22

)
,W =

(
W11 W12

W21 W22

)
,

hvor U11,W11 ∈ Matr′×r(Z) og U22,W22 ∈ Matk′×k(Z). Da er U21 = 0 og W12 = 0. Endvidere er ξW en
isomorfi, netop hvis W22 er kvadratisk og invertibel (i Matk(Z)) – mao. er ξW en isomorfi, netop hvis
W22 er kvadratisk og detW22 ∈ {−1, 1}.

Bevis: (a): Der gælder oplagt, at ξW = ξW ′ , hvis og kun hvis de sidste k søjler i W og W ′ er ens. Der
gælder, at ηW = ηW ′ , netop hvis ∃A(WT−W ′T = BTA). Mao. er ηW = ηW ′ , netop hvis der findes A, s̊aledes
at W −W ′ = AB. Bemærk endvidere at de sidste k søjler i AB er nul for enhver matrix A (med n søjler)

(b): Antag, at UD = D′W . At U21 og W12 er nul, ses umiddelbart af, at D0 og D′0 er invertible matricer
over R og (

U11D0 0
U21D0 0

)
= UD = D′W =

(
D′0W11 D′0W12

0 0

)
.

Afbildningen ξW :
(

0
y

)
7→W

(
0
y

)
er en homomorfi fra kerD = Zk ind i kerD′ = Zk

′

. En nødvendig betingelse,
for at denne er en isomorfi, er, at k = k′ – hvilket præcis betyder, at W22 er kvadratisk. Fra kendte resultater
(se definition 1.2.3) vides s̊a, at ξW er en isomorfi, netop hvis detW22 ∈ {−1, 1} – under antagelse af at W22

er kvadratisk. �

Lemma 4.2.8 Antag, at UB = B′W og U ′B′ = BW ′. Da gælder:

(a) at δU er invertibel med δU ′ som invers, hvis og kun hvis der findes A ∈ Matn(Z) og A′ ∈ Matn′(Z), s̊a

I − U ′U = BA ∧ I − UU ′ = B′A′,

(b) at ηW er invertibel med ηW ′ som invers, hvis og kun hvis der findes A ∈ Matn(Z) og A′ ∈ Matn′(Z), s̊a

I −W ′W = AB ∧ I −WW ′ = A′B′.

Der gælder s̊aledes, at hvis ηW er en isomorfi, da er ogs̊a ξW en isomorfi.

Bevis: Karakteriseringen af hvorn̊ar δ−1
U = δU ′ følger umiddelbart af lemma 4.2.3. Bemærk, at W TB′T =

BTUT, W ′TBT = B′TU ′T og at ηW faktisk er dss. δW T medens ηW ′ er dss. δW ′T . Heraf f̊as det ønskede ved
transponering af det forrige resultat. Antag, at ηW er en isomorfi med ηW ′ som invers. S̊aledes findes A og
A′, s̊a I−W ′W = AB og I−WW ′ = A′B′. For x ∈ kerB er s̊aledes (I−W ′W )x = 0 mens (I−WW ′)y = 0
for y ∈ kerB′. �

4.3 Homomorfier fra E(B) ind i E(B ′)

Antagelse 4.3.1 Lad der være givet B1 ∈ Matm(Z), B′1 ∈ Matm′(Z), B2 ∈ Matn(Z), B′2 ∈ Matn′(Z),

X ∈ Matm×n(Z) og X ′ ∈ Matm′×n′(Z). Sæt B =
(
B1 X
0 B2

)
og B′ =

(
B′

1 X
′

0 B′
2

)
. Vi betragter nu de exakte

følger E(B) og E(B′) fra definition 4.1.3 og betegner afbildningerne, som følger

0 // kerB1
α // kerB

β // kerB2
∆ // cokB1

λ // cokB
µ // cokB2

// 0,

0 // kerB′1
α′

// kerB′
β′

// kerB′2
∆′

// cokB′1
λ′

// cokB′
µ′

// cokB′2 // 0.

Lemma 4.3.2 Givet to (m′+n′)×(m+n) matricer U =
(
U11 U12
0 U22

)
og W =

(
W11 W12

0 W22

)
. Antag, at UB = B′W .

Da induceres en homomorfi fra E(B) til E(B′):

0 // kerB1
α //

ξW11

��

kerB
β //

ξW

��

kerB2
∆ //

ξW22

��

cokB1
λ //

δU11

��

cokB
µ //

δU

��

cokB2
//

δU22

��

0

0 // kerB′1
α′

// kerB′
β′

// kerB′2
∆′

// cokB′1
λ′

// cokB′
µ′

// cokB′2
// 0.
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Bevis: Vi har, at
(
U11B1 U11X + U12B2

0 U22B2

)
= UB = B′W =

(
B′1W11 B′1W12 +X ′W22

0 B′2W22

)
.

S̊a afbildningerne ξW11
, ξW , ξW22

, δU11
, δU og δU22

er lovlige afbildninger. Alle kvadrater i diagrammet p̊anær
det midterste ses nemt kommutere ved diagramjagt:

x_

ξW11

��

� α // ( x0 )
_

ξW

��
W11x

� α′
//
(
W11x

0

)

( xy )
_

ξW

��

� β // y
_

ξW22

��(
W11x+W12y

W22y

)
� β′

// W22y

[x]
_

δU11

��

� λ // [ x0 ]
_

δU

��
[U11x]

� λ′
//
[
U11x

0

]

[ xy ]
_

δU

��

� µ // [y]
_

δU22

��[
U11x+U12y

U22y

]
� µ′

// [U22y]

for x ∈ kerB1, ( xy ) ∈ kerB, [x] ∈ cokB1 hhv. [ xy ] ∈ cokB. Vi ønsker nu at vise, at det midterste kvadrat i
diagrammet kommuterer. Lad s̊aledes y ∈ kerB2. Da gælder der, at (∆′ ◦ ξW22

)(y) = [X ′W22y] = [U11Xy] =
(δU11

◦ ∆)(y), thi (X ′W22 − U11X)y = (U12B2 − B′1W12)y = −B′1W12y ∈ B′1Zm
′

(da y ∈ kerB2). �

Lemma 4.3.3 Lad der være givet isomorfier ξ2, δ1 og δ, s̊aledes at diagrammet

kerB2
∆ //

∼= ξ2

��

cokB1
λ //

∼= δ1
��

cokB

∼= δ

��
kerB′2

∆′
// cokB′1

λ′
// cokB′

kommuterer. Da findes netop en homomorfi δ2 : cokB2 → cokB′2, s̊a δ2 ◦ µ = µ′ ◦ δ – og δ2 er endda en
isomorfi. Endvidere er kerB1

∼= kerB′1, og for hver isomorfi ξ1 : kerB1 → kerB′1 findes netop en homomorfi
ξ : kerB → kerB′, s̊a følgende diagram kommuterer

kerB1
α //

∼= ξ1

��

kerB
β //

∼= ξ

��

kerB2
∆ //

∼= ξ2

��

cokB1
λ //

∼= δ1
��

cokB
µ //

∼= δ

��

cokB2

∼= δ2
��

kerB′1
α′

// kerB′
β′

// kerB′2
∆′

// cokB′1
λ′

// cokB′
µ′

// cokB′2,

og ξ er endda en isomorfi. Specielt er s̊aledes E(B) ∼= E(B′).

Bevis: Bemærk, at kernen for µ′ ◦ δ er λ(cokB1), hvilket præcis er kernen for µ. Da µ er surjektiv, følger
af homomorfisætningen (se [Tho98, GRP.5.6]), at der findes en og kun en homomorfi δ2 : cokB2 → cokB′2
opfyldende δ2([y]) = (µ′ ◦ δ)(

[
0
y

]
) for alle y ∈ Zn. Denne er endda en isomorfi (følger af isomorfisætningen

eller 5-lemmaet).
Da cokB1

∼= cokB′1, er kerB1
∼= kerB′1 (se bemærkning 1.2.7). Lad der nu være givet en isomorfi

ξ1 : kerB1 → kerB′1.
Der gælder, at α(B1) er en direkte summand i kerB og α′(B′1) er en direkte summand i kerB′.2 Vi viser

det kun for B – beviset for B′ er fuldstændig analogt. Da β(kerB) ⊆ kerB2 og kerB2 er torsionsfri, er
β(kerB) torsionsfri og dermed isomorf med Zl for et l ∈ N0. Da β(kerB) s̊aledes er projektiv (endda fri),
følger af [Fox02, lem.3.2(3)], at vi har en split-exakt følge

0 // kerB1
α // kerB

β // β(kerB) // 0 .

For y ∈ kerB2 er

y ∈ β(kerB) ⇔ ∆(y) = 0 ⇔ (δ1 ◦ ∆)(y) = 0 ⇔ (∆′ ◦ ξ2)(y) = 0 ⇔ ξ2(y) ∈ β′(kerB′),

s̊a ξ2|β(kerB) er en isomorfi fra β(kerB) p̊a β′(kerB′). Alts̊a haves split-exakte følger og isomorfier, som følger

0 // kerB1

α //

∼= ξ1

��

kerB
β //

α̃
oo β(kerB)

β̃

oo //

∼= ξ2|β(ker B)

��

0

0 // kerB′1
α′

//
kerB′

β′

//

α̃′

oo β′(kerB′)
β̃′

oo // 0.

(4.3)

2Der st̊ar (implicit) i tredje linje i beviset for prop. 3.9 i [Hua01b], at enhver undergruppe af en torsionsfri gruppe er en
direkte summand. Men 2Z er en undergruppe – endda torsionsfri – af Z, som er torsionsfri; men denne er klart ikke en direkte
summand i Z.
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Definér ξ : kerB → kerB′ ved, at ξ = α′ ◦ ξ1 ◦ α̃ + β̃′ ◦ ξ2 ◦ β. Denne er s̊aledes klart en homomorfi. Det
er endvidere oplagt, at diagrammet nu kommuterer. Af 5-lemmaet (se [Fox02, 2.25(1)]) følger, at ξ er en
isomorfi. Det er i øvrigt nemt at eftervise, at α ◦ ξ−1

1 ◦ α̃′ + β̃ ◦ ξ−1
2 ◦ β′ er den inverse til ξ.

Det er ogs̊a klart af diagrammet med de split-exakte følger, (4.3), at der højst findes een homomorfi
ξ : kerB → kerB′, s̊a ξ ◦ α = α′ ◦ ξ1 og β′ ◦ ξ = ξ2 ◦ β. �

4.4 GLP- og SLP-ækvivalens

Som antydet i bevisskitserne i forrige kapitel, s̊a spiller klassifikationen af SFT op til FE en væsentlige rolle i
alle de klassifikationsbeviser, som jeg her i specialet har koncentreret mig om. S̊a det var klart et af de store
problemer ved at udvide de eksisterende beviser, at vi ikke generelt havde en brugbar klassifikation af SFT
op til FE. Jeg gik en gang ind p̊a MathSciNet for at søge efter en artikel. Jeg søgte p̊a titler indeholdende

”
flow equivalence“ og den første artikel, [Boy02], som kom frem, s̊a ret interessant ud. I

”
rewievet“ stod, at

denne artikel sammen med en – p̊a det tidspunkt – endnu ikke udgivet artikel (se [BH03]), klassificerer SFT
op til FE. Efter dette begyndte jeg at arbejde mere m̊alrettet med disse to artikler. Følgende to afsnit er
direkte inspireret af disse to artikler.

Definition 4.4.1 Lad N ∈ N være givet. Lad n = (n1, . . . , nN ) ∈ NN og sæt k = n1 + · · ·+ nN . Bemærk, at
enhver matrix B ∈ Matk(Z) kan (p̊a entydig vis) skrives p̊a blokform

B =



B11 . . . B1N

...
. . .

...
BN1 . . . BNN


 ,

hvor Bij ∈ Matni×nj
(Z) for alle i, j = 1, . . . , N . Vi lader Mat(n,Z) betegne mængden Matk(Z), hvor vi

ogs̊a husker ovennævnte blokstruktur. N̊ar vi s̊aledes har givet en matrix B ∈ Mat(n,Z), vil vi med Bij ,
i, j = 1, . . . , N , betegne disse blokmatricer. Bemærk iøvrigt, at dette ikke skulle give anledning til forvirring,
da B(l,m) betegner tallet, som st̊ar i l’te række og m’te søjle i B. Vi siger ogs̊a, at B er en n-blokmatrix.

Det er en vigtig observation, at addition og multiplikation af elementer i Mat(n,Z) netop svarer til gøre
de tilsvarende operationer blokvis.

Antagelse 4.4.2 I resten af kapitlet lader vi � være en ordensrelation p̊a P := {1, . . . , N}, hvor N ∈ N,
som opfylder, at

i � j ⇒ i ≤ j

for alle i, j ∈ P , hvor ≤ betegner den sædvanlige ordning p̊a Z.

Definition 4.4.3 For hvert n ∈ NN lader vi MatP(n,Z) betegne mængden af matricer B ∈ Mat(n,Z), som
opfylder, at der for alle i, j ∈ P gælder, at i � j, hvis Bij 6= 0. For hvert B ∈ MatP(n,Z) er s̊aledes specielt
Bij = 0, hvis i > j – mao. er B en blok-øvre trekantsmatrix.

Vi definerer delmængderne GLP(n,Z) og SLP(n,Z) af MatP(n,Z) ved, at

B ∈ GLP (n,Z) ⇔ detB11, . . . , detBNN ∈ {−1, 1},

B ∈ SLP(n,Z) ⇔ detB11 = · · · = detBNN = 1

for B ∈ MatP(n,Z).

Definition 4.4.4 Lad n = (n1, . . . , nN ), r = (r1, . . . , rN ) ∈ NN . Vi skriver n ≤ r, netop hvis ni ≤ ri
for alle i = 1, . . . , N . For n ≤ r defineres en indlejring ιr,n : MatP (n,Z) → MatP (r,Z), som følger. Lad
B ∈ MatP(n,Z). Den ij’te blok i ιr,n(B) har da Bij som øvre venstre hjørne. Uden for dette hjørne er den
ij’te blok i ιr,n(B) lig nul, hvis i 6= j, og lig identitetsmatricen, hvis i = j.

Bemærkning 4.4.5 Bemærk, at ≤ er en opadfiltrerende ordning p̊a NN . Da � er transitiv, er MatP(n,Z)
en monoide – under matrixmultiplikation – for ethvert n ∈ NN (dvs. en semigruppe med neutralt element).

Givet U ∈ GLP (n,Z) og U ′ ∈ Mat(n,Z), s̊a UU ′ = U ′U = I. Klart er U ′ en blok øvre trekantsmatrix.
Antag, at U ′ij 6= 0 for i < j. Matrixblokken Uii er invertibel, s̊a UiiU

′
ij 6= 0 og

(UU ′)ij =

j∑

k=i

UikU
′
kj = 0.
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S̊aledes findes et k ∈ P , s̊a i < k ≤ j, i � k og U ′kj 6= 0. Ved induktion er derfor i � j – og alts̊a er

U−1 ∈ GLP (n,Z) for alle U ∈ GLP (n,Z). S̊aledes er GLP (n,Z) og SLP(n,Z) grupper for ethvert n ∈ NN .
Det eftervises forholdsvis nemt, at ιr,n er en injektiv homomorfi, at ιr,n (GLP(n,Z)) ⊆ GLP(r,Z) og at

ιr,n (SLP(n,Z)) ⊆ SLP(r,Z) for alle n, r ∈ NN med n ≤ r. For alle m,n, r ∈ NN med m ≤ n ≤ r gælder
oplagt, at ιr,m = ιr,n ◦ ιn,m.

Alts̊a er (MatP(n,Z), ιr,n), n, r ∈ NN , n ≤ r et induktivt system i kategorien af monoider medens
(GLP(n,Z), ιr,n), n, r ∈ NN , n ≤ r og (SLP(n,Z), ιr,n), n, r ∈ NN , n ≤ r er induktive systemer i kategorien
af grupper (se tillæg A for generaliseret induktiv limes). Vi lader MatP(Z), GLP(Z) hhv. SLP(Z) betegne
den induktive grænse af disse tre. Med lidt misbrug af notation, betegner vi alle indlejringerne (·)∞. Det
er en vigtig observation, at ethvert element i MatP(Z) (hhv. GLP (Z) og SLP(Z)) kan f̊as som B∞, hvor
B ∈ MatP (n,Z) (hhv. GLP(n,Z) og SLP(n,Z)) for et passende n ∈ NN . Det er nemt at se, at vi p̊a kanonisk
vis kan betragte SLP(Z) som en undergruppe af GLP(Z), og at vi ogs̊a p̊a kanonisk vis kan betragte GLP (Z)
som en undermonoide af MatP(Z).

Bemærkning 4.4.6 Man kan ogs̊a f̊a en forholdsvis pæn beskrivelse af disse induktive grænser ved at re-
præsentere matricerne som N ×N -blokmatricer – hvor hver blok er en ℵ0 × ℵ0-matrix (en uendelig matrix
indiceret over N). Dette er gjort i [Boy02]. Jeg kan dog bedre lide induktiv limes formuleringen, da den bl.a.
virker mere naturlig for mig som C∗-algebraiker.

Definition 4.4.7 Givet B ∈ MatP(Z) og B′ ∈ MatP(Z). Vi siger da, at B og B′ er GLP-ækvivalente
(hhv. SLP-ækvivalente), netop hvis der findes U, V ∈ GLP(Z) (hhv. SLP(Z)), s̊aledes at U B V = B′. Det
eftervises nemt, at disse er ækvivalensrelationer.

Lad nu B ∈ MatP(n,Z) ogB′ ∈ MatP(n′,Z). Da er B∞ ogB′∞ GLP -ækvivalente (hhv. SLP -ækvivalente),
hvis og kun hvis der findes r ≥ n,n′ og U, V ∈ GLP(r,Z) (hhv. SLP(r,Z)), s̊aledes at Uιr,n(B)V = ιr,n′(B′).
Vi vil ogs̊a tillade os at sige, at B og B′ er GLP -ækvivalente (hhv. SLP -ækvivalente), i betydningen B∞ og
B′∞ er GLP -ækvivalente (hhv. SLP -ækvivalente).

4.5 K-vævet

Definition 4.5.1 Vi siger, at en delmængde S af P er konveks, netop hvis S 6= ∅ og

∀i, j, k ∈ P ((i, j ∈ S ∧ i � k � j) ⇒ k ∈ S) .

Vi kalder en delmængde H̆ af P koarvelig, netop hvis der for alle i, j ∈ P gælder, at j � i∧ i ∈ H̆ ⇒ j ∈ H̆.
Bemærk, at en delmængde af P er koarvelig, netop hvis den er arvelig mht. den omvendte ordning (hvor
arvelig defineres analogt til ΓA). For hvert i ∈ P sættes

H̆(i) := {j ∈ P | j � i},

H̆−(i) := {j ∈ P | j � i ∧ i 6= j},

Imm(i) := {j ∈ P | j � i ∧ i 6= j ∧ ∀k ∈ P (j � k � i⇒ k = i ∨ k = j)}.

Givet B ∈ MatP(n,Z). For en ikke-tom delmængde S af P lader vi BS betegne den principale under
blokmatrix (Bij)i,j∈S af B. For hver konveks mængde S ⊆ P sættes

CS(B) := cokBS

og for hvert i ∈ P sættes
Ki(B) := kerBii.

Bemærk i øvrigt, at disse grupper er de samme for ιr,n(B) for alle r ≥ n (se bemærkning 4.6.4 senere).

For hvert i ∈ P med H̆−(i) 6= ∅ har vi en exakt følge (jf. lemma 4.1.2)

Ki(B) → CH̆−(i)(B) → CH̆(i)(B) → C{i}(B) → 0. (4.4)

Og for hvert par (i, j) ∈ P ×P opfyldende j ∈ Imm(i)∧ Imm(i) \ {j} 6= ∅ er H̆(j) ( H̆−(i) – og følgelig har
vi en homomorfi

CH̆(j)(B) → CH̆−(i)(B) (4.5)

stammende fra den exakte følge (jf. lemma 4.1.2)

kerBH̆−(i)\H̆(j) → CH̆(j)(B) → CH̆−(i)(B) → CH̆−(i)\H̆(j)(B) → 0.
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Sæt

JP := {{i} | i ∈ P} ∪ {H̆(i) | i ∈ P} ∪ {H̆−(i) | i ∈ P ∧ H̆−(i) 6= ∅}.

Ved K-vævet for B, K(B), forst̊as familierne (CS(B))S∈JP og (Ki(B))i∈P sammen med alle homomorfierne
fra følgerne (4.4) og (4.5).

Lad nu ogs̊a B′ ∈ MatP(n′,Z) og B′′ ∈ MatP (n′′,Z). Ved en (K-væv) homomorfi, κ : K(B) →
K(B′), forst̊as familier (κcok

S : CS(B) → CS(B′))S∈JP og (κker
i : Ki(B) → Ki(B

′))i∈P af homomorfier, som
opfylder, at stigerne kommende fra følgerne i K(B) og K(B ′) kommuterer. Sammensætningen, κ′ ◦ κ, af
to homomorfier κ : K(B) → K(B′) og κ′ : K(B′) → K(B′′), defineres ved, at (κ′ ◦ κ)cokS = κ′ cokS ◦ κcok

S for
S ∈ JP og (κ′ ◦ κ)keri = κ′ keri ◦ κker

i for i ∈ P . Det vises let, at K-vævene udgør en kategori. Endvidere ses
let, at en (K-væv) homomorfi, κ : K(B) → K(B ′), er en (K-væv) isomorfi, netop hvis alle homomorfierne
(κcok
S : CS(B) → CS(B′))S∈JP og (κker

i : Ki(B) → Ki(B
′))i∈P er isomorfier.

Bemærkning 4.5.2 Bemærk, at K-væv isomorfi er stærkere end at sige, at alle følgerne er isomorfe (som
exakte følger). De forskellige følger kan overlappe i den forstand, at grupper i forskellige følger kan stamme
fra samme konvekse delmængde af P . Hvis man visualiserer dette i et diagram (som f.eks. i [BH03, ex.3.6]),
s̊a f̊ar man ogs̊a en fornemmelse af, hvorfor dette kaldes for K-vævet.

Sætning 4.5.3 Lad m,n ∈ N være givet. Antag, at der yderligere er givet B =
(
B11 B12

0 B22

)
, B′ =

(
B′

11 B
′
12

0 B′
22

)
∈

Matm+n(Z) og U =
(
U11 U12

0 U22

)
, V =

(
V11 V12

0 V22

)
∈ GLm+n(Z), s̊aledes at UBV = B′ (blokstrukturen passer

sammen). Da induceres en isomorfi af exakte følger ved fastsættelsen

kerB11

∼= ξ
V

−1
11

��

α // kerB

∼= ξ
V −1

��

β // kerB22

∼= ξ
V

−1
22

��

∆ // cokB11

∼= δU11

��

λ // cokB

∼= δU

��

µ // cokB22

∼= δU22

��
kerB′11

α′
// kerB′

β′

// kerB′22
∆′

// cokB′11
λ′

// cokB′
µ′

// cokB′22.

Bevis: Da U og V er invertible, følger det umiddelbart af lemma 4.3.2. �

Definition 4.5.4 Givet B ∈ MatP(n,Z) og B′ ∈ MatP(n′,Z). Antag, at B og B′ er GLP -ækvivalente. Alts̊a
findes r ≥ n,n′ og U, V ∈ GLP (r,Z), s̊aledes at UB0V = B′0 for B0 = ιr,n(B) og B′0 = ιr,n′(B′).

Af foreg̊aende sætning ses, at parret (U, V ) inducerer en K-væv isomorfi mellem K(B0) og K(B′0). Denne
inducerede K-væv isomorfi betegner vi κ(U,V ).

Det kan virke lidt underligt, at der ogs̊a medtages homomorfierne kommende fra (4.5). Men der er en
grund til dette, som vi skal se i følgende sætning.

Sætning 4.5.5 Givet B,B′ ∈ MatP(n,Z) og en K-væv isomorfi κ : K(B) → K(B ′). Antag at vi har givet i ∈
P, s̊a Imm(i) 6= ∅, BH̆−(i) = B′

H̆−(i)
og κcok

H̆(j)
= idcokBH̆(j)

for alle j ∈ Imm(i). Da er κcok
H̆−(i)

= idcokBH̆−(i)
.

Bevis: Bemærk, at vi har, at

H̆−(i) =
⋃

j∈Imm(i)

H̆(j).

Hvis Imm(i) = {j}, s̊a er H̆−(i) = H̆(j) og følgelig f̊as det ønskede umiddelbart. Antag derfor, at Imm(i)
har mindst to elementer. Da har vi for hvert j ∈ Imm(i) følgende kommutative diagram

cokBH̆(j)

λj //

∼= κcok
H̆(j)

=id

��

cokBH̆−(i)

��
∼= κcok

H̆−(i)

��
cokBH̆(j)

λj // cokBH̆−(i).

Lad k ∈ N betegne størrelsen af BH̆−(i) = B′
H̆−(i)

og lad (el)
k
l=1 være standard basen for Zk. Givet

l ∈ {1, . . . , k}, findes s̊aledes et j ∈ Imm(i), s̊a [el] ∈ λj(cokBH̆(j)), og s̊aledes er κcok
H̆−(i)

([el]) = [el]

ifølge ovenst̊aende kommutative diagram. Da elementerne [e1], . . . , [ek] frembringer cokBH̆−(i), følger det

umiddelbart, at κcok
H̆−(i)

= idcokBH̆−(i)
. �
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4.6 K-vævet er en fuldstændig invariant af {−1, 0, 1}-matricer op til GLP-ækvivalens

Antagelse 4.6.1 Antag endvidere, at der er givet en ordning � p̊a P2 = {1, 2}, s̊a 2 6� 1.

Bemærkning 4.6.2 Givet B ∈ Matn(Z). Sæt B′ = (B 0
0 I ) ∈ Matn′(Z) for et n′ ≥ n. Ved en direkte udregning

ses, at homomorfien ϕ : Zn 3 x 7→ ( x0 ) ∈ Zn
′

inducerer isomorfier

kerB 3 x 7→ ϕ(x) = ( x0 ) ∈ kerB′,

cokB 3 [x] 7→ [ϕ(x)] = [( x0 )] ∈ cokB′.

Lemma 4.6.3 Lad der være givet en matrix B =
(
B1 X
0 B2

)
∈ MatP2((m,n),Z) og (m′, n′) ≥ (m,n). Sæt

B′ = ι(m′,n′),(m,n)(B) =



(
B1 0
0 Im′−m

)
(X 0

0 0 )

0
(
B2 0
0 In′−n

)

 .

Da er E(B) og E(B′) kanonisk isomorfe. Der gælder nemlig, at følgende diagram kommuterer

kerB1
α //

∼= ξW11

��

kerB
β //

∼= ξW

��

kerB2
∆ //

∼= ξW22

��

cokB1
λ //

∼= δU11

��

cokB
µ //

∼= δU

��

cokB2

∼= δU22

��
kerB′1

α′
// kerB′

β′

// kerB′2
∆′

// cokB′1
λ′

// cokB′
µ′

// cokB′2,

hvor U =
(
U11 0
0 U22

)
, W =

(
W11 0
0 W22

)
, U11 = W11 = ( I0 ) ∈ Matm′×m(Z) og U22 = W22 = ( I0 ) ∈ Matn′×n(Z).

Bevis: Det eftervises umiddelbart, at UB = B ′W . S̊a homomorfierne er veldefinerede og diagrammet
kommuterer (jf. lemma 4.3.2). Af bemærkning 4.6.2 følger, at ξW11

, ξW22
, δU11

og δU22
er isomorfier. Af 5-

lemmaet (se [Fox02, 2.25(1)]) følger s̊aledes, at ξW og δU er isomorfier. �

Bemærkning 4.6.4 Hvis B ∈ MatP(n,Z), s̊a følger det nemt af ovenst̊aende, at K(B) og K(ιr,n(B)) er
kanonisk isomorfe for ethvert r ≥ n. S̊aledes er K-vævet en invariant af MatP(Z) op til GLP -ækvivalens.

Det er oplagt at spørge, om enhver K-væv isomorfi er induceret af en GLP -ækvivalens – men svaret
er klart nej, thi hvis B = B′ = (5), s̊a er isomorfien cokB 3 [x] 7→ [2x] ∈ cokB ′ ikke induceret af nogen
GL-ækvivalens.

Et naturligt spørgsm̊al er nu, hvorvidt K-vævet er en fuldstændig invariant af MatP (Z) op til GLP -
ækvivalens. Dette kan man ogs̊a forholdsvis nemt afvise – her skitserer jeg en del af [BH03, example 7.1].
Sæt B = ( 5 1

0 5 ), B′ = ( 5 2
0 5 ) og P2 = {1, 2}, 1 � 2. Det indses let, at der ikke findes nogen GLP2

-ækvivalens
fra B til B′. Der gælder, at ( 2 0

0 1 )B = B′ ( 2 0
0 1 ), og det vises let, at de afbildninger, som heraf induceres, er

isomorfier.

Lemma 4.6.5 Givet B,B′ ∈ MatP(n,Z) og antag, at cokBii ∼= cokB′ii for alle i ∈ P. Da findes blok
diagonalmatricer U = diag(U11, U22, . . . , UNN ), V = diag(V11, V22, . . . , VNN ) ∈ GLP(n,Z), s̊a UiiB

′
iiVii =

Bii for alle i ∈ P. Følgelig inducerer (U, V ) en isomorfi af K(B ′) p̊a K(UB′V ) og der gælder, at UB′V har
præcis samme diagonalblokke som B.

Bevis: For hvert i ∈ P kan vi skrive Bii = PiDiQi, B
′
ii = P ′iD

′
iQ
′
i, hvor Pi, Qi, P

′
i , Q

′
i ∈ GLni

(Z) og Di og
D′i er Smith normal formen for hhv. Bii og B′ii. Da cokBii ∼= cokB′ii og Bii og B′ii har samme størrelse, er
Di = D′i for alle i ∈ P . Følgelig er UiiB

′
iiVii = Bii, hvor Uii = PiP

′−1
i , Vii = Q′−1

i Qi for i ∈ P . Heraf følger
resten af lemmaet nemt. �

Sætning 4.6.6 Lad B ∈ Matn({−1, 0, 1}). For hver automorfi δ : cokB → cokB findes U,W ∈ GLn(Z), s̊a
UB = BW og δ = δU .

Bevis: Beviset for lemmaet er ikke helt nemt, og det er ogs̊a ret teknisk. Da dette er et ret isoleret resultat
og beviset egentlig ikke gør, at man f̊ar bedre forst̊aelse for K-vævet, har jeg valgt at udelade beviset. Se
beviset for [BH03, thm.4.4], som findes i §5 i [BH03]. �

Korollar 4.6.7 Givet B,B′ ∈ MatP(n,Z), hvor diagonalblokkene i B og B′ er ens og har indgange fra
{−1, 0, 1}. Antag, at vi for hvert i ∈ P har givet en automorfi δi : cokBii → cokBii. Da findes blok dia-
gonalmatricer U = diag(U11, U22, . . . , UNN ), V = diag(V11, V22, . . . , VNN ) ∈ GLP(n,Z), s̊a UiiBiiVii = Bii
og δ−1

i = δUii
: cokBii → cokBii for alle i ∈ P. Sæt B′′ = UB′V . Der gælder mao., at B′′ har samme

diagonalblokke som B (og B′) og vi har en K-væv isomorfi κ(U,V ) : K(B′) → K(B′′), som opfylder, at

(κ(U,V ))
cok
{i} = δ−1

i for alle i ∈ P.



54 Kapitel 4. GLP- og SLP-ækvivalens samt K-vævet

Bevis: Ifølge sætning 4.6.6 findes for hvert i ∈ P matricer Uii, Vii ∈ GLni
(Z), s̊a UiiBiiVii = Bii og

δUii
= δ−1

i . Nu følger resten af korollaret nemt. �

Lemma 4.6.8 Givet B ∈ Matn(Z) og en automorfi ξ : kerB → kerB af kerB. Da findes W ∈ GLn(Z), s̊a
B = BW og ξ = ξW .

Bevis: Vi kan pga. korollar 4.2.5 w.l.o.g. antage, at B er lig sin Smith normal form,D. SkrivD =
(
D0 0
0 0

)
, s̊a

detD0 6= 0. Da kan automorfien ξ ifølge lemma 4.2.7 f̊as som ξ( 0 0
0 W22

), hvor | detW22| = 1. MedW =
(
I 0
0 W22

)

f̊as s̊aledes det ønskede. �

Korollar 4.6.9 Lad der være givet B,B ′ ∈ MatP(n,Z), hvor diagonalblokkene i B og B′ er ens. Antag,
at vi for hvert i ∈ P har givet en automorfi ξi : kerBii → kerBii. Da findes en blok diagonalmatrix V =
diag(V11, V22, . . . , VNN ) ∈ GLP (n,Z), s̊a BiiVii = Bii og ξ−1

i = ξV −1
ii

: kerBii → kerBii for alle i ∈ P. Sæt

B′′ = B′V . Der gælder mao., at B′′ har samme diagonalblokke som B (og B′) og vi har en K-væv isomorfi
κ(I,V ) : K(B′) → K(B′′), som opfylder, at (κ(I,V ))

ker
i = ξ−1

i for alle i ∈ P.

Bevis: Ifølge lemma 4.6.8 findes for hvert i ∈ P en matrix Vii ∈ GLni
(Z), s̊a BiiVii = Bii og ξV −1

ii
= ξ−1

i .

Nu følger resten af korollaret nemt. �

Korollar 4.6.10 Givet B =
(
B1 X
0 B2

)
, B′ =

(
B1 X

′

0 B2

)
∈ MatP2((m,n),Z).

Antag, at der er givet en isomorfi ξ1 : kerB1 → kerB1. Da findes W11 ∈ GLm(Z), s̊a B′ = B′W , hvor
W =

(
W11 0

0 I

)
∈ MatP2((m,n),Z), og s̊a disse inducerer en isomorfi af exakte følger

kerB1
α′

//

∼= ξW11=ξ−1
1

��

kerB′
β′

//

∼= ξW

��

kerB2
∆′

//

∼= ξI=id

��

cokB1
λ′

//

∼= id

��

cokB′
µ′

//

∼= id

��

cokB2

∼= id

��
kerB1

α′
// kerB′

β′

// kerB2
∆′

// cokB1
λ′

// cokB′
µ′

// cokB2.

Bevis: Find W11 ∈ GLm(Z), s̊a ξ−1
1 = ξW11 , B1 = B1W11 ifølge lemma 4.6.8. Resten ses nu ved at gange

de angivne matricer sammen og bruge sætning 4.5.3. �

Lemma 4.6.11 Givet B =
(
B1 X
0 B2

)
, B′ =

(
B1 X

′

0 B2

)
∈ MatP2

((m,n),Z) og en isomorfi δ : cokB → cokB′,

s̊a følgende diagram kommuterer

kerB2
∆ //

∼= id

��

cokB1
λ //

∼= id

��

cokB
µ //

∼= δ

��

cokB2

∼= id

��
kerB2

∆′
// cokB1

λ′
// cokB′

µ′

// cokB2.

Da findes U12, V12 ∈ Matm×n(Z) og V22 ∈ GLn(Z) med UBV = B′, hvor U =
(
I U12

0 I

)
og V =

(
I V12

0 V22

)
,

s̊aledes at disse inducerer en isomorfi af exakte følger

kerB1
α //

∼= ξI=id

��

kerB
β //

∼= ξ
V −1

��

kerB2
∆ //

∼= ξ
V

−1
22

=id

��

cokB1
λ //

∼= δI=id

��

cokB
µ //

∼= δU=δ

��

cokB2

∼= δI=id

��
kerB1

α′
// kerB′

β′

// kerB2
∆′

// cokB1
λ′

// cokB′
µ′

// cokB2.

Bevis: Der findes en matrix R =
(
R11 R12
R21 R22

)
∈ Mat((m,n),Z), s̊aledes at δ = δR. Det følger af kommuta-

tiviteten af diagrammet, at (
R11

R21

)
=

(
I
0

)
+

(
B1 X ′

0 B2

)(
P11

P21

)

for et par P11 ∈ Matm×m(Z) og P21 ∈ Matn×m(Z) af heltalsmatricer og

R22 = I +B2P22

for en heltalsmatrix P22 ∈ Matn×n(Z).
Definér U12 = R12 −X ′P22 og

U =

(
I U12

0 I

)
.
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Da er

R − U =

(
B1 X ′

0 B2

)(
P11 0
P21 P22

)
,

s̊a δ = δR = δU .
Antag nu, at B2 er lig dens Smith normal form D2. Lad D0 betegne den maksimale regulære principale

delmatrix af D2. Vi kan s̊aledes skrive B og B′ p̊a formen

B =



B1 X1 X2

0 D0 0
0 0 0


 , B′ =



B1 X ′1 X ′2
0 D0 0
0 0 0


 .

Ifølge kommutativiteten i første kvadrat, findes en matrix W ′, s̊a X2 = X ′2 +B1W
′. S̊aledes er

B′



I 0 W ′

0 I 0
0 0 I


 =



B1 X ′1 X2

0 D0 0
0 0 0


 .

Derfor kan vi for at vise lemmaet w.l.o.g. antage, at X2 = X ′2. Ifølge det lige viste findes en matrix

U =



I U12 U13

0 I 0
0 0 I


 ,

s̊a δ = δU (og blokke matcher den nye inddeling af B og B ′). Bemærk, at

UB =



B1 X1 + U12D0 X2

0 D0 0
0 0 0


 .

Da U−1 repræsenterer δ−1, inducerer U−1B′ nulafbildningen fra cokB′ til cokB. Følgelig findes V12, V22 og
V32, s̊a

U−1B′




0
I
0


 = B



V12

V22

V32


 .

Sæt

V =



I V12 0
0 V22 0
0 V32 I


 ,

da er UBV = B′. Bemærk, at s̊aledes er D0 = D0V22. Da D0 er en invertibel matrix over R, er V22 = I.
Klart er ξ( I 0

V32 I

)−1 = id.

Nu til det generelle tilfælde. Lad D2 være Smith normal formen for B2 og lad P2 og Q2 være invertible hel-

talsmatricer, som opfylder, at B2 = P2D2Q2. Sæt U ′ =
(
I 0
0 P−1

2

)
, V ′ =

(
I 0
0 Q−1

2

)
, B̃ = U ′BV ′ =

(
B1 XQ

−1
2

0 D2

)

og B̃′ = U ′B′V ′ =
(
B1 X

′Q−1
2

0 D2

)
. Da har vi inducerede isomorfier, som vist i diagrammet

kerD2
∆̃ //

∼= ξ
Q

−1
2

��

cokB1
λ̃ //

∼= id

��

cok B̃
µ̃ //

∼= δ
U′−1

��

cokD2

∼= δP2

��
kerB2

∆ //

∼= id

��

cokB1
λ //

∼= id

��

cokB
µ //

∼= δ

��

cokB2

∼= id

��
kerB2

∆′
//

∼= ξQ2

��

cokB1
λ′

//

∼= id

��

cokB′
µ′

//

∼= δU′

��

cokB2

∼= δ
P

−1
2

��
kerD2

∆̃′ // cokB1
λ̃′ //

cok B̃′
µ̃ // cokD2.

S̊aledes findes ifølge ovenst̊aende U =
(
I U12

0 I

)
og V =

(
I V12

0 V22

)
, s̊a UB̃V = B̃′, δU = δU ′ ◦ δ ◦ δU ′−1 og

ξV −1
22

= id. S̊aledes er

B′ = U ′−1B̃′V ′−1 = U ′−1UB̃V V ′−1 = U ′−1UU ′BV ′V V ′−1 =
(
I U12P

−1
2

0 I

)
B
(
I V12Q2

0 Q−1
2 V22Q2

)
.

Og vi har δU ′−1UU ′ = δU ′−1 ◦ δU ◦ δU ′ = δ og ξ(Q−1
2 V22Q2)−1 = ξQ−1

2
◦ ξV −1

22
◦ ξQ2

= id. �
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Fra [BH03, cor.4.7] har vi følgende (specialtilfælde)

Teorem 4.6.12 (Boyle-Huang) Givet matricer B,B ′ ∈ MatP(Z), hvis diagonalblokke er {−1, 0, 1}-matricer.
Da er enhver K-væv isomorfi fra K(B) til K(B ′) induceret af en GLP -ækvivalens fra B til B′. Matricerne
B og B′ er GLP -ækvivalente, netop hvis K-vævene K(B) og K(B ′) er (K-væv) isomorfe.

Bevis: Pga. bemærkning 4.6.4 kan vi antage, at B,B ′ ∈ MatP(n,Z). Lad der være givet enK-væv isomorfi
κ : K(B) → K(B′). Da findes ifølge lemma 4.6.5 blokdiagonalmatricer U, V ∈ GLP(n,Z), s̊a UB′V har
samme diagonalblokke som B. Det er s̊aledes nok at vise, at K-væv isomorfien κ(U,V )◦κ : K(B) → K(UB′V )
er induceret af en GLP -ækvivalens.

Vi kan s̊aledes w.l.o.g. antage, at B og B′ har samme diagonalblokke. Ifølge korollar 4.6.7 findes blokdi-
agonalmatricer U, V ∈ GLP (n,Z), s̊a UB′V har samme diagonalblokke som B (og B′) og s̊a (κ(U,V ))

cok
{i} =

δUii
= (κcok

{i} )
−1 for alle i ∈ P . Det er s̊aledes nok at vise, at K-væv isomorfien κ(U,V ) ◦κ : K(B) → K(UB′V )

er induceret af en GLP -ækvivalens – og bemærk, at (κ(U,V ) ◦ κ)cok{i} = idcokBii
, i ∈ P .

Vi kan s̊aledes w.l.o.g. antage, at B og B′ har samme diagonalblokke og at κcok
{i} = idcokBii

for alle i ∈ P .

Ifølge korollar 4.6.9 findes en blokdiagonalmatrix V ∈ GLP(n,Z), s̊a B′V har samme diagonalblokke som B
(og B′) og s̊a (κ(I,V ))

ker
i = ξV −1

ii
= (κker

i )−1 og (κ(I,V ))
cok
{i} = δI = idcokBii

for alle i ∈ P . Det er s̊aledes nok

at vise, at K-væv isomorfien κ(I,V ) ◦ κ : K(B) → K(B′V ) er induceret af en GLP -ækvivalens – og bemærk,

at (κ(I,V ) ◦ κ)cok{i} = idcokBii
og (κ(I,V ) ◦ κ)keri = idkerBii

for alle i ∈ P .

Vi kan s̊aledes w.l.o.g. antage, at B og B′ har samme diagonalblokke og at κcok
{i} = idcokBii

og κker
i =

idkerBii
for alle i ∈ P . Hvis vi har en række matricer B = B0, B1, . . . , BN−1, BN = B′ ∈ MatP(n,Z),

hvor alle matricerne har samme diagonalblokke som B (og B ′) og der for alle i = 1, . . . , N gælder, at
U iBi−1V i = Bi med U i, V i ∈ GLP (n,Z). Sæt s̊a κ<i> := κ(Ui,Vi) ◦ · · ·◦κ(U1,V1) : K(B) → K(Bi) og betragt
følgende udsagn for hvert i ∈ P :

Bi{1,...,i} = B′{1,...,i},

(κ ◦ (κ<i>)−1)cokS = idcokB′
S

for alle S ∈ {H̆(j), H̆−(j) | j ≤ i} \ ∅,
(κ<i>)cok{j} = idcokBjj

for alle j = 1, . . . , N,

(κ<i>)kerj = idkerBjj
for alle j = 1, . . . , N.





(?)

Hvis vi kan vise, at s̊adanne matricer Bi, Ui, Vi, i ∈ P findes, s̊a (?) er opfyldt for alle i ∈ P , s̊a er vi færdige
(thi s̊a er κ<N> : K(B) → K(B′) induceret af GLP -ækvivalenser og κ ◦ (κ<N>)−1 er identiteten p̊a K(B′)).

Vi viser ved induktion, at disse matricer findes. Induktionsbasis, i = 1: Vi har allerede, at B{1} = B11 =

B′{1}. Sæt B1 = B, U1 = V 1 = I. Da κker
1 = idkerB11 og κcok

{1} = idcokB11 , følger, at B1, U1, V 1 opfylder (?)
for i = 1.

Induktionsskridtet: Antag, at vi har givet k ∈ P med 1 ≤ k < N , at vi har givet matricerB0, B1, . . . , Bk ∈
MatP(n,Z) og matricer U 1, V 1, . . . , Uk, V k ∈ GLP(n,Z), s̊a U1B0V 1 = B1, . . ., UkBk−1V k = Bk og at
disse opfylder betingelsen (?) for alle i = 1, . . . , k. Vi ønsker s̊a at finde Bk+1, Uk+1 og V k+1, s̊a (?) er opfyldt
ogs̊a for i = k + 1.

Hvis j 6� k + 1 for alle j < k + 1, s̊a kan vi sætte Bk+1 = Bk og Uk+1 = V k+1 = I. Thi betingelsen
j 6� k + 1 for alle j < k + 1 bevirker, at Bk+1

j,k+1 = B′j,k+1 = 0 for alle j 6= k + 1, s̊a Bk+1
{1,...,k+1} = B′{1,...,k+1}.

Klart er Uk+1BkV k+1 = Bk+1. Da det eneste nye element i {H̆(j), H̆−(j) | j ≤ k + 1} \ ∅ er {k + 1}, er det
klart, at (?) er opfyldt for i = k + 1 i dette tilfælde.

Antag nu i stedet, at H̆−(k + 1) 6= ∅. Vi kan s̊aledes skrive Bk
H̆(k+1)

og B′
H̆(k+1)

p̊a følgende form

Bk
H̆(k+1)

=

(
R X
0 Bk+1,k+1

)
, B′

H̆(k+1)
=

(
R X ′

0 Bk+1,k+1

)
,

hvor R = Bk
H̆−(k+1)

= B′
H̆−(k+1)

. Sæt κ′ := (κ ◦ (κ<k>)−1). Af sætning 4.5.5 følger nu, at κ′ virker p̊a følgen

stammende fra H̆−(k + 1) ( H̆(k + 1) p̊a følgende m̊ade

kerBk+1,k+1
∆ //

∼= id

��

cokR
µ //

∼= id

��

cokBk
H̆(k+1)

λ //

∼= (κ′)cok
H̆(k+1)

��

cokBk+1,k+1

∼= id

��
kerBk+1,k+1

∆′
// cokR

µ′

// cokB′
H̆(k+1)

λ′
// cokBk+1,k+1.

Ifølge lemma 4.6.11 findes invertible heltalsmatricer U ′ =
(
I U ′

12

0 I

)
, V ′ =

(
I V ′

12

0 V ′
22

)
, hvis blokstørrelser matcher

dem for Bk
H̆(k+1)

og B′
H̆(k+1)

, s̊a U ′Bk
H̆(k+1)

V ′ = B′
H̆(k+1)

og s̊a denne GL-ækvivalens inducerer netop
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isomorfien mellem de exakte følger ovenover (bemærk, at s̊aledes er ξV ′−1
22

= idkerBk+1,k+1
). Lad nu Uk+1 og

V k+1 være de matricer, som er lig hhv. U ′ og V ′ for alle index i H̆(k + 1) og lig identitetsmatricen udenfor
dette. Der gælder klart, at Uk+1, V k+1 ∈ GLP (n,Z) (thi (Uk+1)ij 6= 0∧i < j ⇒ i ∈ H̆−(k+1)∧j = k+1). Sæt
Bk+1 = Uk+1BkV k+1. Det er klart fra konstruktionen af U ′ og V ′, at Bk+1

{1,...,k+1} = B′{1,...,k+1}. Bemærk,

at (κ(Uk+1,V k+1))
cok
S = idcokB′

S
for alle S ∈ ({{j} | j ∈ P} ∪ {H̆(j) | j ≤ k} ∪ {H̆−(j) | j ≤ k + 1}) \ ∅

og (κ(Uk+1,V k+1))
cok
H̆(k+1)

= δU ′ = (κ′)cok
H̆(k+1)

. Endvidere er (κ(Uk+1,V k+1))
ker
j = idkerBjj

for alle j ∈ P .

Følgelig er det klart, at (κ ◦ (κ<k+1>)−1)cokS = (κ ◦ (κ<k>)−1)cokS ◦ (κ−1
(Uk+1,V k+1)

)cokS = idcokB′
S

for alle

S ∈ ({{1}, . . . , {N}}∪{H̆(j), H̆−(j) | j ≤ k+1})\∅. Klart er (κ◦(κ<k+1>)−1)kerj = idkerBjj
for j = 1, . . . , N .

Alts̊a er (?) ogs̊a opfyldt for i = k + 1.

Ved induktion har vi s̊aledes vist, at κ er induceret af en GLP -ækvivalens. Den sidste del af teoremet
følger nu umiddelbart, da K-vævet er en invariant op til GLP -ækvivalens. �

Korollar 4.6.13 Lad der være givet matricer B =
(
B1 X
0 B2

)
, B′ =

(
B′

1 X
′

0 B′
2

)
∈ MatP2

((m,n),Z) med {−1, 0, 1}-

indgange. Da er E(B) ∼= E(B′), hvis og kun hvis B og B′ er GLP2-ækvivalente. Og endvidere er enhver
isomorfi fra E(B) til E(B′) induceret af en GLP2-ækvivalens.

Bevis: Den første del følger umiddelbart af foreg̊aende teorem. Lad der nu være givet en isomorfi
(ξ1, ξ, ξ2, δ1, δ, δ2) fra E(B) til E(B′). Da findes ifølge foreg̊aende teorem en GLP2

-ækvivalens, fra B til
B′, som inducerer en isomorfi fra E(B) til E(B ′), s̊aledes at (ξ2, δ1, δ, δ2) er (ξV −1

22
, δU11

, δU , δU22
). Vi kan

imidlertid ikke være sikre p̊a, at ξ1 = ξV −1
11

og ξ = ξV −1 . Ved at bruge korollar 4.6.10 to gange, ses, at vi kan

sammensætte ækvivalenser, s̊a vi kan antage, at ξ1 = ξV −1
11

(og at (ξ2, δ1, δ, δ2) er (ξV −1
22
, δU11 , δU , δU22)). Af

lemma 4.3.3 følger, at ξ og ξV −1 er entydigt bestemt ved de øvrige afbildninger, s̊a ξ = ξV −1 . �

4.7 Om sammenhængen mellem Rørdams og Huangs invarianter

Følgende lemma svarer i en vis grad til [Hua95, lem.3.2]. Lemmaet i artiklen er lidt mere generelt end følgende
lemma – derimod er beviset ikke s̊a enkelt. Hvorvidt D. Huang i artiklen egentlig bruger, at hans version er
mere generel end min, har jeg ikke undersøgt.

Lemma 4.7.1 Lad UB = B′W og antag, at kerB ∼= kerB′ ∼= {0}. Da er δU en isomorfi, hvis og kun hvis
ηW en isomorfi.

Bevis: Antag, at δU er en isomorfi. Vi vil s̊a vise, at ηW er en isomorfi. Ifølge lemma 4.2.8 findes U ′,W ′, A
og A′, s̊aledes at U ′B′ = BW ′ og

I − U ′U = BA, I − UU ′ = B′A′.

Bemærk, at da kerB ∼= kerB′ ∼= {0}, er B og B′ invertible som matricer over R. S̊aledes er

U = B′WB−1, W = B′−1UB, U ′ = BW ′B′−1, W ′ = B−1U ′B′.

Substitueres U og U ′ i ovenst̊aende ligninger, f̊as

BA = I − U ′U = I −BW ′WB−1, B′A′ = I − UU ′ = I −B′WW ′B′−1,

hvoraf der umiddelbart f̊as

I −W ′W = B−1(BA)B = AB, I −WW ′ = B′−1(B′A′)B′ = A′B′,

hvilket betyder, at ηW er invertibel med ηW ′ som invers (se ogs̊a lemma 4.2.8).

At δU er en isomorfi, hvis ηW er en isomorfi, følger heraf, da δU er dss. ηUT og ηW er dss. δW T . �
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Korollar 4.7.2 Givet ligningen UB = B ′W , s̊a ηW er en isomorfi. Da findes U ′, s̊a U ′B = B′W og δU ′ er
en isomorfi.

Bevis: Pga. korollar 4.2.5 kan vi w.l.o.g. antage, at B og B ′ er lig deres Smith normal former. S̊a lad
D = B og D′ = B′ og skriv dem p̊a formen

D =

(
D0 0
0 0

)
, D′ =

(
D′0 0
0 0

)
,

hvor detD0, detD′0 6= 0. Lad k betegne dimensionen af kerD (som er lig dimensionen for kerD′, da der
gælder, at cokD ∼= cokD′). Skriv U og W p̊a tilsvarende blokform. Da er U21 = 0 og W12 = 0 ifølge lemma
4.2.7. Da cokD0 og cokD′0 er endelige grupper og afbildningen cokD′T0 3 [x] 7→ [WT

11x] ∈ cokDT

0 er injektiv,
er ηW11

: cokD′T0 → cokDT

0 en isomorfi. Ifølge foreg̊aende lemma er s̊aledes δU11
: cokD0 → cokD′0 ogs̊a

en isomorfi. Da cokD = cokD0 ⊕ Zk og cokD′ = cokD′0 ⊕ Zk, definerer U ′ =
(
U11 0
0 I

)
klart en isomorfi

δU ′ : cokD → cokD′ og der gælder oplagt, at U ′B = UB = B′W . �

Sætning 4.7.3 Lad P2 = {1, 2} med 2 6� 1 og lad der være givet matricer B =
(
B1 X
0 B2

)
∈ MatP2

((m,n),Z) og

B′ =
(
B′

1 X
′

0 B′
2

)
∈ MatP2

((m′, n′),Z). Antag, at der er givet isomorfier δ1 : cokB1 → cokB′1 og η : cokBT

2 →

cokB′T2 , s̊aledes at (δ1 ⊗ η)([X]) = [X ′] i C (I − B′1, I − B′2). Da induceres en isomorfi fra E(B) til E(B ′).
Mere specifikt findes isomorfier ξ2 og δ, s̊a vi har et kommutativt diagram

kerB2
∆ //

∼= ξ2

��

cokB1
λ //

∼= δ1
��

cokB

∼= δ

��
kerB′2

∆′
// cokB′1

λ′
// cokB′,

hvor ξ2 = ξW for ethvert W ∈ Matn′×n(Z) opfyldende ηW = η−1 og UB2 = B′2W for et U ∈ Matn′×n(Z).

Bevis: Ifølge lemma 4.2.3(a) findes der U11,W11 ∈ Matm′×m(Z), U22,W22 ∈ Matn′×n(Z) og R22, V22 ∈
Matn×n′(Z), s̊aledes at

U11B1 = B′1W11, U22B2 = B′2W22, R22B
′
2 = B2V22, δU11 = δ1, ηW22 = η−1, ηV22 = η.

Ifølge korollar 4.7.2 kan vi uden indskrænkelse antage, at δU22 er en isomorfi. Ifølge lemma 4.2.8 findes et
A ∈ Matn(Z), s̊a

I − V22W22 = AB2.

Og ifølge lemma 4.2.6 findes C1, C2 ∈ Matm×n(Z), s̊a

X ′ − U11XV22 = B′1C1 + C2B
′
2.

Ved at bruge ovenst̊aende ligninger ses, at

X ′W22 − U11X(I −AB2) = X ′W22 − U11XV22W22 = B′1C1W22 + C2B
′
2W22 = B′1C1W22 + C2U22B2.

Sæt

U =

(
U11 C2U22 − U11XA
0 U22

)
, W =

(
W11 −C1W22

0 W22

)
,

da ses nemt af ovenst̊aende, at

UB =

(
U11B1 U11X + C2U22B2 − U11XAB2

0 U22B2

)
=

(
B′1W11 X ′W22 −B′1C1W22

0 B′2W22

)
= B′W.

Ifølge lemma 4.3.2 induceres s̊aledes en homomorfi fra E(B) til E(B ′):

kerB1
α //

ξW11

��

kerB
β //

ξW

��

kerB2
∆ //

∼= ξW22

��

cokB1
λ //

∼= δU11=δ1

��

cokB
µ //

∼= δU

��

cokB2

∼= δU22

��
kerB′1

α′
// kerB′

β′

// kerB′2
∆′

// cokB′1
λ′

// cokB′
µ′

// cokB′2,

thi per antagelse er δ1 og δU22
isomorfier, af lemma 4.2.8 følger, at ξW22

er en isomorfi, da η−1 = ηW22
er det,

og af 5-lemmaet (se f.eks. [Fox02, 2.25(1)]) følger nu, at δU er en isomorfi. At ξW22
ikke afhænger af valget

af W22 følger af lemma 4.2.7. Vi mangler nu kun at vise, at E(B) ∼= E(B′). Men dette følger umiddelbart af
det lige viste samt lemma 4.3.3. �
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Bemærkning 4.7.4 Lad P2 = {1, 2} med 2 6� 1 og lad B =
(
B1 X
0 B2

)
, B′ =

(
B′

1 X
′

0 B′
2

)
∈ MatP2((m,n),Z)

være givne matricer. Antag, at vi har U, V ∈ GLP2((m,n),Z), s̊a UBV = B′. Da er

UBV =

(
U11B1V11 U11B1V12 + U11XV22 + U12B2V22

0 U22B2V22

)
=

(
B′1 X ′

0 B′2

)
= B′.

Dvs. at U11B1 = B′1V
−1
11 og U−1

22 B
′
2 = B2V22. S̊aledes induceres isomorfier δU11

: cokB1 → cokB′1 og
ηV22

: cokBT

2 → cokB′T2 , s̊aledes at

X ′ − U11XV22 = U11B1V12 + U12B2V22 = B′1V
−1
11 V12 + U12U

−1
22 B

′
2.

Det følger s̊aledes af lemma 4.2.6, at [U11XV22] = [X ′] i C (I−B′1, I−B
′
2) – og dermed er (δU11 ⊗ηV22)([X]) =

[X ′] i C (I −B′1, I − B′2).
Vi har s̊aledes vist, atGLP2 -ækvivalens mellemB og B′ medfører isomorfi mellem ([X], cokB1, cokBT

2 ) og
([X ′], cokB′1, cokB′T2 ). Vi har i foreg̊aende sætning set, at hvis ([X], cokB1, cokBT

2 ) og ([X ′], cokB′1, cokB′T2 )
er isomorfe, s̊a er E(B) og E(B′) ogs̊a isomorfe (og dermed er ogs̊a K-vævene K(B) og K(B ′) isomorfe).
Det følger i øvrigt af teorem 4.6.12, at disse tre falder sammen, hvis B og B ′ har indgange fra {−1, 0, 1}.
Et naturligt spørgsm̊al er derfor: gælder nogen af de omvendte implikationer generelt? Det er klart, at ikke
begge de omvendte implikationer gælder.

Sæt B = ( 5 1
0 5 ), B′ = ( 5 2

0 5 ) og P2 = {1, 2}, 1 � 2. Det indses let, at der ikke findes nogen GLP -ækvivalens
fra B til B′ (jf. bemærkning 4.6.4 samt [BH03, example 7.1]). Bemærk, at vi har isomorfier δ : Z/5Z 3 [x] 7→
[2x] ∈ Z/5Z og η : Z/5Z 3 [x] 7→ [x] ∈ Z/5Z, at C (I − 5, I − 5) ∼= Z/5Z og at δ ⊗ η afbilder klassen [1] over
i klassen [2]. S̊aledes er det klart, at isomorfi af ([X], cokB1, cokBT

2 ) og ([X ′], cokB′1, cokB′T2 ) ikke generelt
medfører GLP2

-ækvivalens. Den anden implikation har jeg endnu hverken bevist eller modbevist, men hvis
der findes et modeksempel, s̊a skal dette findes blandt de matricer, hvis diagonalblokke har indgange ikke
kun fra {−1, 0, 1} og hvis determinant er nul (pga. [Hua95, lem.3.4]).

4.8 Bemærkninger

Afsnit 4.1: Lemma 4.1.2 er fra [Hua01b, thm.2.1].
Afsnit 4.2: Lemma 4.2.3 og definition 4.2.4 er omtrent [Hua01a, lem.2.1 og def.2.2]. Lemma 4.2.6 stammer

fra nogle – ikke beviste – observationer p̊a s. 189–190 i [Hua95].
Afsnit 4.3: Lemma 4.3.3 er fra [Hua01b, prop.3.9].
Afsnit 4.4 er faktisk bare en lang definition. Dette er essentielt det samme som i [Boy02] og [BH03]3, men

jeg har selv fundet p̊a at definere dette ved hjælp af induktive grænser.
Afsnit 4.5: Definitionen af K-vævet er taget fra [BH03]. Sætning 4.5.3 og 4.5.5 svarer til hhv. [BH03,

prop.3.2 og 3.8].
Afsnit 4.6 svarer i det store hele til [BH03, §§4–6] – dog med mange flere detaljer. Mere konkret svarer

lem. 4.6.5, sætn. 4.6.6, lem. 4.6.11 og teorem 4.6.12 til [BH03, prop.4.1(1), thm.4.4, lem.6.1 hhv. cor.4.7].
Det øvrige i kapitlet er mere og mindre mit.

3Der er dog det beklagelige problem med definitionen heri, at den er forkert. Af en eller anden grund har forfatterne glemt
at medtage kravet, om at alle diagonalblokkene skal have determinant 1 i definitionen af SLP -ækvivalens.





Kapitel 5

To isomorfisætninger for OA ⊗ K

Her i kapitlet vises to isomorfisætninger. Dette gøres vha. et klassifikationsresultat af Mike Boyle for SFT
op til FE. Der vises, at for {0, 1}-matricer A og A′, som opfylder betingelse (II) og har en

”
tilstrækkelig pæn

blokstruktur“ (mere præcis A ∈ Mat
(II)
P,+(n,Z) og A′ ∈ Mat

(II)
P,+(n′,Z)), gælder at OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K, hvis

(I−A) er GLP -ækvivalent med (I−A′). Ved hjælp af hovedresultatet fra foreg̊aende kapitel, teorem 4.6.12,
formuleres denne isomorfisætning ogs̊a vha. K-vævet.

5.1 Indledning

Antagelse 5.1.1 I indeværende kapitel lader vi � være en ordensrelation p̊a P := {1, . . . , N}, hvor N ∈ N,
som opfylder, at

i � j ⇒ i ≤ j

for alle i, j ∈ P , hvor ≤ betegner den sædvanlige ordning p̊a Z.

Bemærkning 5.1.2 Antag først, at N = 1. Lad B ∈ MatP(n,Z) og B′ ∈ MatP(n′,Z). Af eksistensen af
Smith normal formen ses umiddelbart, at B er GLP -ækvivalent med B′, netop hvis cokB ∼= cokB′ samt at
B er SLP -ækvivalent med B′, netop hvis cokB ∼= cokB′ og detB = detB′.

Antag nu, at N ∈ N er vilk̊arlig. Lad endvidere n,n′ ∈ NN , B ∈ MatP(n,Z) og B′ ∈ MatP(n′,Z).
Da følger umiddelbart af ovenst̊aende observation, at en nødvendig betingelse, for at B er GLP -ækvivalent
(hhv. SLP -ækvivalent) med B′, er, at cokBii ∼= cokB′ii, i ∈ P (hhv. detBii = detB′ii og cokBii ∼= cokB′ii
for i ∈ P).

Lad os nu betragte tilfældet, hvor A ∈ Matn({0, 1}) kan skrives p̊a blokformen

A =




A11 A12 A13 · · · A1N

0 A22 A23 · · · A2N

0 0 A33 · · · A3N

...
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · ANN



,

hvor hver af diagonalblokkene A11, . . . , ANN er irreducible ikke-permutationsmatricer og ΓA ∼= P via identi-
teten (og tilsvarende for A′). Da er ovenst̊aende en god motivation for at undersøge, hvorvidt SLP -ækvivalens
mellem (I −A) og (I −A′) klassificerer disse matricer op til FE. Og analogt, hvorvidt GLP -ækvivalens mel-
lem (I −A) og (I −A′) klassificerer de tilhørende Cuntz-Krieger algebraer op til stabil isomorfi. Og det ser
faktisk ud til at være tilfældet – modulo en permutation af ΓA′ . Dette leder frem til følgende definition.

Definition 5.1.3 Lad der være givet et n ∈ NN . Vi lader da Mat
(II)
P,+(n,Z) betegne mængden af matricer

A ∈ MatP(n,Z), som opfylder, at

• Alle indgange i A er ikke-negative,

• Hver diagonalblok, Aii, i ∈ P , er essentielt irreducibel,

• A opfylder betingelse (II) (dvs. at for hvert i ∈ P er den maksimale irreducible principale undermatrix
af Aii ikke en permutationsmatrix),

• For alle i, j ∈ P med i � j findes et index i′, som forekommer p̊a en løkke i Aii, og et index j′, som
forekommer p̊a en løkke i Ajj , og et k ∈ N, s̊a Ak(i′, j′) > 0 (og s̊aledes er ΓA ordensisomorf med P
via identiteten).

Bemærk, at Mat
(II)
P,+(n,Z) er en delmængde af mængden M◦P,+(n,Z) defineret i [Boy02, def.2.2].

61
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Bemærkning 5.1.4 Det har i lang tid været min opfattelse, at der for enhver matrix A ∈ Matn({0, 1}), som

opfylder betingelse (II), findes en permutationsmatrix P ∈ Matn({0, 1}), s̊aledes at PAP−1 ∈ Mat
(II)
P,+(n,Z)

for et passende N ∈ N, en passende ordning � p̊a P og et passende n ∈ NN . Mike Boyles og Danrun Huangs
artikler har givet mig indtryk af dette (uden at de konkret har skrevet det).

Det er imidlertid nemt at finde et eksempel, hvor dette ikke kan lade sig gøre: Antag, at vi har fire
irreducibilitetskomponenter, hvilke vi vil benævne γ1, γ2, γ3, γ4 samt en overgangstilstand, som vi benævner
t. Antag, at de tilladte overgange er fra γ1 til t, fra γ2 til t, fra t til γ3 samt fra t til γ4 (og ikke andre). Da
ses nemt, at vi ikke kan blokke nabomatricen, s̊aledes at blokstrukturen præcis afspejler ordningen � p̊a ΓA.

M. Boyle har dog gjort mig opmærksom p̊a, at hvis A ∈ Matn({0, 1}) opfylder betingelse (II), s̊a kan vi

dog altid finde en matrix tilhørende Mat
(II)
P,+(n,Z) for passende n og P , hvis tilhørende SFT er topologisk

konjugeret med det til A hørende (vha. blokrepræsentationer af skiftrummet). Af flere forskellige grunde
har jeg valgt, ikke at gøre mere ud af dette. En god grund er selvfølgelig, at omfanget af specialerapporten
allerede er ret stort, en anden grund er, at der kun er kort tid tilbage. Men selv synes jeg egentlig, at den
bedste grund skal findes i næste kapitel, hvor klassifikationsresultatet præsenteres. Der vælger jeg, kun at
klassificere de Cuntz-Krieger algebraer, som fremkommer fra en {0, 1}-nabomatrix, som opfylder betingelse
(II) og ingen overgangstilstande har. For selv om resultatet bliver lidt mindre generelt, synes jeg, at det nu
er blevet betydeligt nemmere at forst̊a. Dette hænger sammen med, at hvis der findes overgangstilstande, s̊a
skal vi medtage forskellige mætninger, n̊ar vi skal beskrive idealstrukturen og de afbildninger den inducerer
i K-teori. Disse mætninger kan blive ret overlappende og være ret tekniske at arbejde med, s̊aledes at det
overskygger hele idéen med det, vi foretager os.

Da nabomatricerne for de irreducible komponenter antages at være ikke-permutationsmatricer, følger af
[Boy02, thm.3.1], at

Teorem 5.1.5 (Boyle) Givet to matricer A ∈ Mat
(II)
P,+(n,Z) og A′ ∈ Mat

(II)
P,+(n′,Z). Da gælder der, at

A ∼FE A′, hvis og kun hvis der findes en permutationsmatrix P ′ (med samme størrelse som A′), s̊aledes at

P ′A′P ′−1 ∈ Mat
(II)
P,+(n′,Z) og s̊a (I − A) og (I − P ′A′P ′−1) er SLP -ækvivalente.

Heraf f̊as umiddelbart følgende korollar:

Korollar 5.1.6 Givet A ∈ Mat
(II)
P,+(n,Z) og A′ ∈ Mat

(II)
P,+(n′,Z) med indgange fra {0, 1}. Hvis der findes en

SLP -ækvivalens fra (I −A) til (I −A′), s̊a er A ∼FE A′.

5.2 Isomorfisætningerne

Vi minder om, at vi i definition 3.1.1 har defineret to matricer A− ∈ Matn+2({0, 1}) og A∼ ∈ Matn+3({0, 1})
for hver given matrix A ∈ Matn({0, 1}). Ved at bruge, at O2

∼= O2− (se lemma 3.1.1), har Mikael Rørdam –
i beviset for thm. 7.2 i appendixet i [Rør95] – vist følgende

Lemma 5.2.1 Der findes en separabel C∗-algebra E med enhed
�

E, en projektion e ∈ E og partielle isometrier
s1, s2, t1, t2, t3 og t4 i E – alle forskellige fra nul – s̊aledes at E = C∗(s1, s2, e) = C∗(t1, t2, t3, t4, e) og

�
E = t1t

∗
1 + t2t

∗
2 + t3t

∗
3 + t4t

∗
4,

t∗1t1 = t1t
∗
1 + t2t

∗
2,

t∗2t2 = t1t
∗
1 + t2t

∗
2 + t3t

∗
3,

t∗3t3 = t2t
∗
2 + t3t

∗
3 + t4t

∗
4,

t∗4t4 = t3t
∗
3 + t4t

∗
4,�

E = s1s
∗
1 + s2s

∗
2,�

E = s∗1s1 = s∗2s2,
e = es1 = s1e,
e = et1 = t1e.

Bemærk, at s1 og s2 er frembringerne for O2 og t1, t2, t3 og t4 er frembringerne for O2−
. Der gælder, at s2s

∗
2 er

(Murray-von Neumann) ækvivalent med t2t
∗
2 i E. Endvidere er (e, s1s

∗
1−e, s2s

∗
2) og (e, t1t

∗
1−e, t2t

∗
2, t3t

∗
3, t4t

∗
4)

to sæt best̊aende af indbyrdes ortogonale projektioner – s̊aledes er disse specielt lineært uafhængige sæt.

Bevis: Første del: Lad s1, s2 hhv. t1, t2, t3, t4 betegne de kanoniske frembringere for O2 hhv. O2−
. Lad

τ og τ− være rene tilstande p̊a hhv. O2 og O2−
, som opfylder, at τ(s1) = 1 og τ−(t1) = 1. S̊adanne findes

ifølge lemma B.7 (da 1 ∈ Sp(s1) og 1 ∈ Sp(t1), hvilket nemt kan indses f.eks. ved at lave konkrete (tro)
repræsentationer af O2 og O2−

, i hvilke s1 og t1 har 1 som egenværdi). Lad π og π− være de tilsvarende
GNS-repræsentationer p̊a Hilbert rummet `2 (hvilket vi w.l.o.g. kan antage pga. lemma B.11 og lemma
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B.9, da s∗1s1 og t∗1t1 er uendelige – se nedenunder). Det er klart, at π(
�
O2

) = π−(
�
O2−

) =
�

B(`2), da

(
�

B(`2) − π(
�
O2))π(a) = 0 for alle a ∈ O2, (

�

B(`2) − π−(
�
O2−

))π−(a) = 0 for alle a ∈ O2− og GNS-
repræsentationer er cykliske.

Desuden kan vi uden indskrænkelse antage, at τ og τ− kan repræsenteres som vektor tilstande p̊a den
samme vektor. Lad e betegne den 1-dimensionale projektion p̊a det lineære underrum frembragt af denne
vektor. Følgelig er eπ(s1) = π(s1)e = e og eπ−(t1) = π−(t1)e = e. Vi viser kun den ene lighed – de andre
vises tilsvarende. Lad hτ ∈ `2 betegne den kanoniske (enheds)-vektor for repræsentationen (`2, π). Af [Mur90,
thm.3.3.2] følger umiddelbart, at 1 = τ(s1) = τ(s∗1) = τ(s∗1s1). Følgelig er τ((

�
O2

− s1)
∗(

�
O2

− s1)) = 0, og
ifølge [Mur90, thm.3.3.7(1)] er s̊aledes τ(a(

�
O2 −s1)) = 0 for alle a ∈ O2. Følgelig gælder der for alle a ∈ O2,

at 〈(e− π(s1)e)hτ , π(a)hτ 〉 = τ(a∗(
�
O2 − s1)) = 0. Dvs. e = π(s1)e (da e− π(s1)e er nul p̊a {hτ}

⊥).
Da O2 og O2− er simple og τ og τ− er rene tilstande, er (`2, π) og (`2, π−) tro irreducible repræsentationer.

Ifølge [Mur90, thm.2.4.9] er s̊aledes

E := C∗(π(O2),K) = C∗(π(s1), π(s2), e), E− := C∗(π−(O2−),K) = C∗(π−(t1), π−(t2), π−(t3), π−(t4), e).

Bemærk, at s∗1s1 =
�
O2

og t∗1t1 er uendelige projektioner, thi s1s
∗
1 � s∗1s1 =

�
O2

og t1t
∗
1 � t∗1t1. Ifølge

lemma B.9 og B.10 er derfor hverken π(s∗1s1) eller π−(t∗1t1) kompakte operatorer. Følgelig er hverken π(s1)
eller π−(t1) kompakte.

Det er klart, at K er et lukket ideal i E og i E−. Lad κ : E → E/K og κ− : E− → E−/K betegne
kvotientafbildningerne. Lad ϕ : O2 → E/K betegne ∗-homomorfien κ ◦ π og lad ligeledes ϕ− : O2− → E−/K
betegne ∗-homomorfien κ− ◦ π−. Det er klart, at ϕ og ϕ− er surjektive (da der om frembringerne gælder, at
e ∈ K, s1, s2 ∈ O2 og t1, t2, t3, t4 ∈ O2−

). Da s1 6∈ K og t1 6∈ K, er hverken ϕ ejheller ϕ− nulafbildningen.
Følgelig er ∗-homomorfierne ϕ og ϕ− ogs̊a injektive, da kerϕ (hhv. kerϕ−) er et lukket ideal i den simple C∗-
algebra O2 (hhv. O2−

). Alts̊a er ϕ og ϕ−
∗-isomorfier. Vi har s̊aledes følgende kommutative (heloptrukne)

diagrammer med exakte rækker

0 // K
�
� // E

κ // // E/K // 0

0 // K
�
� // E

ϕ−1◦κ

// O2

πoo //

ϕ=κ◦π∼=

OO

0,

0 // K
�
� // E−

κ− // // E−/K // 0

0 // K
�
� // E−

ϕ−1
− ◦κ−

// O2−

π−oo //

ϕ−=κ−◦π−∼=

OO

0,

hvor de to nederste oplagt er split-exakte. Fra teorem 3.1.3 ved vi, at der findes en ∗-isomorfi φ : O2 → O2−
.

Heraf konstrueres umiddelbart følgende kommutative diagram med (split)-exakte rækker

0 // K
�

� // E−
ϕ−1

− ◦κ−

// O2−

π−oo // 0

0 // K
�
� // E−

φ−1◦ϕ−1
− ◦κ−

// O2

π−◦φoo //

φ∼=

OO

0.

Sæt ρ := ϕ−1 ◦ κ og ρ− := ϕ−1
− ◦ κ−. Følgelig har vi følgende trivielle udvidelser:

0 // K
�

� // E
ρ

// O2

πoo // 0, 0 // K
�

� // E−
φ−1◦ρ−

// O2

π−◦φoo // 0

af O2 med K. Voiculescus sætning, teorem B.15, giver nu, at der findes en isomorfi ψ : E → E−, s̊aledes at
ψ(K) = K og vi har følgende kommutative diagram

0 // K
�

� //

∼= ψ|K
��

E
ρ

//

∼= ψ
��

O2

πoo // 0

0 // K
�

� // E−
φ−1◦ρ−

// O2

π−◦φoo // 0.

Desværre er det ikke sikkert, at ψ(e) = e. Vi har dog klart, at ψ(e) er en rang et projektion i K. Lad
h, h′ ∈ `2 være enhedsvektorer, som opfylder, at e(`2) = Ch og ψ(e)(`2) = Ch′. Sæt H0 := span{h, h′},
da er H0 et et- eller todimensionalt lukket underrum af `2. Klart findes en partiel isometri V : `2 → `2,
s̊aledes at V V ∗(`2) = H0 = V ∗V (`2) og V (h′) = h. Sæt U =

�

B(`2) − V ∗V + V =
�

B(`2) − V V ∗ + V . Da
er ret oplagt, at U er en unitær operator og at denne tilhører K + C

�

B(`2). Da Uψ(e)(h′) = h = eU(h′) og

Uψ(e)(k) = 0 = eU(k) for alle k ∈ {h′}⊥, er

(AdU)(ψ(e)) = Uψ(e)U∗ = e.

Af lemma B.17 følger s̊aledes, at ψ′ := (AdU)|E−
: E− → E− er en isomorfi, som opfylder, at ψ′(ψ(e)) = e.

S̊aledes er ψ′ ◦ ψ en isomorfi af E p̊a E−, som afbilder e p̊a e.
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Anden del: Sæt v := t2(t
∗
1 + t3)s

∗
2. Da er ifølge lemma 2.2.4

vv∗ = t2(t
∗
1 + t3)(t1 + t∗3)t

∗
2 = t2(t

∗
1t1 + t3t

∗
3)t
∗
2 = t2(t1t

∗
1 + t2t

∗
2 + t3t

∗
3)t
∗
2 = t2(

�
E − t4t

∗
4)t
∗
2

= t2t
∗
2

v∗v = s2(t1 + t∗3)(t1t
∗
1 + t2t

∗
2 + t3t

∗
3)(t

∗
1 + t3)s

∗
2 = s2(t1 + t∗3)(t

∗
1t1 + t3t

∗
3)(t

∗
1 + t3)s

∗
2

= s2(t1t
∗
1t1t

∗
1 + t∗3t3t

∗
3t3)s

∗
2 = s2(t1t

∗
1 + t∗3t3)s

∗
2 = s2(t1t

∗
1 + t2t

∗
2 + t3t

∗
3 + t4t

∗
4)s
∗
2 = s2

�
Es
∗
2

Det verificeres let, at de to sæt best̊ar af indbyrdes ortogonale projektioner ved at bruge ligningen
es1 = s1e = et1 = t1e = e (det er klart, at e er forskellig fra b̊ade s1s

∗
1 og t1t

∗
1). �

Følgende lemma er ret direkte inspireret af D. Huangs blok-skift lemmaer i [Hua95], som igen bærer præg
af M. Rørdams udførelse af en ide af J. Cuntz i appendixet i [Rør95]. Det udslagsgørende skridt, som gjorde,
at jeg blev i stand til at udvide klassifikationen og benytte M. Boyles og D. Huangs resultater, var, at jeg
beviste (c) og (d) i følgende lemma.

Lemma 5.2.2 Givet A ∈ Mat
(II)
P,+(n,Z) med indgange fra {0, 1}. Skriv A p̊a blokformen

A =



M X Y
0 Q Z
0 0 N


 ,

hvor Q er diagonalblokken Ai0i0 , i0 ∈ P – og s̊aledes specielt essentielt irreducibel. Sæt

A∗ =



M X∗ Y
0 Q∗ Z∗
0 0 N


 og A∗∗ =



M X∗∗ Y
0 Q∗∗ Z∗∗
0 0 N


 ,

hvor Q∗ = Q∼, X∗ =
(
X 0

)
, Z∗ =

(
Z
0

)
, Q∗∗ = (Q∗)− = (Q∼)−, X∗∗ =

(
X∗ 0

)
=
(
X 0

)
og

Z∗∗ =

(
Z∗
0

)
=

(
Z
0

)
(der tilføjes et

”
passende antal nuller“). Mao. er

A∗ =




M X 0 Y

0 Q

(
0 0 1
...
...
...

0 0 1

)
Z

0
(

1 ··· 1
0 ··· 0
0 ··· 0

) (
0 0 1
0 1 1
1 1 1

)
0

0 0 0 N



, A∗∗ =




M X 0 Y

0 Q

(
0 0 1 0 0
...
...
...
...
...

0 0 1 0 0

)
Z

0

(
1 ··· 1
0 ··· 0
0 ··· 0
0 ··· 0
0 ··· 0

) (
0 0 1 0 0
0 1 1 0 0
1 1 1 1 0
0 0 1 1 1
0 0 0 1 1

)
0

0 0 0 N



.

Da gælder der:

(a) A∗ ∈ Mat
(II)
P,+(n∗,Z) og A∗∗ ∈ Mat

(II)
P,+(n∗∗,Z), hvor n∗ = (n1, . . . , ni0−1, ni0 + 3, ni0+1, . . . , nN ) og

n∗∗ = (n1, . . . , ni0−1, ni0 + 5, ni0+1, . . . , nN ).

(b) OA∗
∼= OA∗∗

.

(c) (I − A) er SLP -ækvivalent med (I − A∗∗).

(d) Der findes invertible matricer U1, V1 ∈ Matni0+3(Z) med detU1 = 1 og detV1 = −1, s̊aledes at



I 0 0
0 U1 0
0 0 I


 (I − A∗)



I 0 0
0 V1 0
0 0 I


 =




I −M −X 0 −Y
0 I −Q 0 −Z

0 0
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
0

0 0 0 I −N


 .

S̊a (I−A) er GLP -ækvivalent med (I−A∗) med disse specielle matricer, som inducerer denne ækvivalens.

(e) OA ⊗ K ∼= OA∗
⊗ K.

Tilsvarende resultater gælder ogs̊a hvis M eller N antages
”
tom“.
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Bevis: (a): Dette indses nemt.

(b): Denne del af lemmaet – at OA∗
∼= OA∗∗ – er bevist i [Hua95, lem.4.3]. Jeg gentager beviset her:

Find E, s1, s2, t1, t2, t3, t4 og e i hht. lemma 5.2.1. Lad m, q og n betegne størrelsen af hhv. M,Q og N og
sæt k := m+ q + n. Sæt A := C ⊕ · · · ⊕ C ⊕ E (med k kopier af C) og lad f1, . . . , fk betegne projektionerne
p̊a hvert af disse k kopier af C. Da er f1, . . . , fk indbyrdes ortogonale projektioner.

Repræsentér A p̊a et uendeligdimensionalt, separabelt Hilbert rum, H, s̊aledes at alle projektioner i A

p̊anær nulprojektionen er uendeligdimensionale (se lemma B.13). S̊aledes er alle projektioner i A, som er
forskellige fra nulprojektionen, (Murray-von Neumann) ækvivalente i B(H).

Definér

~r =

(
f1
...
fm

)
, ~s∗ =




fm+1

...
fm+q
e

s1s
∗
1−e

s2s
∗
2


 , ~s∗∗ =




fm+1

...
fm+q
e

t1t
∗
1−e
t2t

∗
2

t3t
∗
3

t4t
∗
4



,~t =

(
fm+q+1

...
fk

)
.

Ifølge lemma 5.2.1 er (f1, . . . , fk, e, s1s
∗
1−e, s2s

∗
2) og (f1, . . . , fk, e, t1t

∗
1−e, t2t

∗
2, t3t

∗
3, t4t

∗
4) to sæt af indbyr-

des ortogonale projektioner, som specielt er to lineært uafhængige sæt. S̊aledes findes der partielle isometrier
x1, . . . , xk+3 ∈ B(H) (da A og dermed A∗ og A∗∗ er ikke-degenererede), s̊aledes at




x∗1x1

...
x∗k+3xk+3


 =



M X∗ Y
0 Q∗ Z∗
0 0 N





~r
~s∗
~t


 og




x1x
∗
1

...
xk+3x

∗
k+3


 =



~r
~s∗
~t




og ligeledes findes partielle isometrier y1, . . . , yk+5 ∈ B(H), s̊aledes at




y∗1y1
...

y∗k+5yk+5


 =



M X∗∗ Y
0 Q∗∗ Z∗∗
0 0 N





~r
~s∗∗
~t


 og




y1y
∗
1
...

yk+5y
∗
k+5


 =



~r
~s∗∗
~t


 .

Bemærk, at
�

A = x1x
∗
1+· · ·+xk+3x

∗
k+3 = y1y

∗
1 +· · ·+yk+5y

∗
k+5. Ifølge (a) opfylder A∗ og A∗∗ (II) og dermed

ogs̊a (I). Af teorem 2.5.8 følger s̊aledes, at B1 := C∗(x1, . . . , xk+3) ∼= OA∗
og B2 := C∗(y1, . . . , yk+5) ∼= OA∗∗

for ethvert s̊adant valg af x1, . . . , xk+3 og y1, . . . , yk+5, som opfylder ovenst̊aende.

Det er s̊aledes nok at vise, at vi kan vælge xi’erne og yi’erne, s̊aledes at B1 = B2.
Vha. relationerne for s1, s2 og e vises nemt, at vi kan vælge xm+q+2 = s1 − e og xm+q+3 = s2. S̊aledes er

A ⊆ B1 (da elementerne xix
∗
i = fi, i = 1, . . . ,m+q, xi+3x

∗
i+3 = fi, i = m+q+1, . . . , k, xm+q+1x

∗
m+q+1 = e,

xm+q+2 = s1 − e, xm+q+3 = s2 tilsammen frembringer A).

Vha. relationerne for t1, t2, t3, t4 og e vises nemt, at vi kan vælge ym+q+2 = t1−e, ym+q+3 = t2, ym+q+4 =
t3 og ym+q+5 = t4. S̊aledes er A ⊆ B2 (da elementerne yiy

∗
i = fi, i = 1, . . . ,m + q, yi+5y

∗
i+5 = fi, i =

m + q + 1, . . . , k, ym+q+1y
∗
m+q+1 = e, ym+q+2 = t1 − e, ym+q+3 = t2, ym+q+4 = t3, ym+q+5 = t4 tilsammen

frembringer A). Endvidere kan vi uden indskrænkelse vælge yi = xi for i = 1, . . . ,m og ym+q+5+i = xm+q+3+i

for i = 1, . . . , n. Nu mangler vi kun at gøre valg for de resterende q + 1 yi’er for at sikre, at B1 = B2.

Ifølge lemma 5.2.1 er s2s
∗
2 (Murray-von Neumann) ækvivalent med t2t

∗
2. Ifølge lemma B.12 findes s̊aledes

partielle isometrier um+1, . . . , um+q+1 i A, s̊a uiu
∗
i = x∗i xi for i = m+ 1, . . . ,m+ q + 1 og

u∗i ui = t2t
∗
2 +

q∑

j=1

Q(i−m, j)fm+j +

n∑

j=1

Z(i−m, j)fm+q+j for i = m+ 1, . . . ,m+ q,

u∗m+q+1um+q+1 = t2t
∗
2 + fm+1 + · · ·+ fm+q.

Sæt yi = xiui for i = m + 1, . . . ,m + q + 1 (da er yiy
∗
i = xiuiu

∗
i x
∗
i = xix

∗
i xix

∗
i = xix

∗
i og y∗i yi =

u∗i x
∗
i xiui = u∗i uiu

∗
i ui = u∗i ui, s̊a yi’erne opfylder, det de skal). Da A ⊆ B1 ∩ B2, er yi = xiui ∈ B1 og

xi = xix
∗
i xi = xiuiu

∗
i = yiu

∗
i ∈ B2 for i = m+ 1, . . . ,m+ q + 1. S̊aledes er B1 = B2, da

x1 = y1, . . . , xm = ym,

xm+1, ym+1, . . . , xm+q+1, ym+q+1 ∈ B1 ∩ B2,

xm+q+2, xm+q+3, ym+q+2, ym+q+3, ym+q+4, ym+q+5 ∈ A ⊆ B1 ∩ B2,

xm+q+4 = ym+q+6, xm+q+5 = ym+q+7, . . . , xk+3 = yk+5.
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(c): Definér A0, s̊aledes at I − A0 =




I−M −X 0 −Y
0 I−Q 0 −Z

0 0




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


 0

0 0 0 I−N


, U0 =




I 0 0 0

0 I




0 1 0 0 0
...
...
...
...
...

0 1 0 0 0


 0

0 0




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


 0

0 0 0 I




og V0 =




I 0 0 0
0 I 0 0

0



−1 ··· −1
0 ··· 0
0 ··· 0
0 ··· 0
0 ··· 0







1 0 −1 0 0
0 0 −1 0 0
−1 −1 0 0 0
0 0 −1 0 −1
0 0 0 −1 0


 0

0 0 0 I


.

Da er

U0(I −A0)V0 =




I −M −X 0 −Y

0 I −Q

( 0 0 −1 0 0
...
...
...
...
...

0 0 −1 0 0

)
−Z

0

(
−1 ··· −1
0 ··· 0
0 ··· 0
0 ··· 0
0 ··· 0

) ( 1 0 −1 0 0
0 0 −1 0 0
−1 −1 0 −1 0
0 0 −1 0 −1
0 0 0 −1 0

)
0

0 0 0 I −N




= I −A∗∗.

Der gælder klart, at U0, V0 ∈ SLP(n∗∗,Z).
(d): Definér U1, V1 ∈ Matq+3(Z) ved, at

U1 =



I

( 0 −1 0
...
...
...

0 −1 0

)

0
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)


 og V1 =

(
I 0(

1 ··· 1
−1 ··· −1
0 ··· 0

) (
1 −1 0
−1 1 −1
0 −1 0

)
)
.

Da er

U1(I −Q∗)V1 =

(
I −Q 0

0
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
)
, U1Z∗ = Z∗, X∗V1 = X∗.

Det ønskede indses nu nemt ved at gange matricerne sammen.
(e): Der er i (c) vist, at (I−A) er SLP -ækvivalent med (I−A∗∗). Ifølge korollar 5.1.6 er s̊aledes A ∼FE A∗∗.

Da den stabiliserede Cuntz-Krieger algebra er en invariant af SFT op til FE, er OA⊗K ∼= OA∗∗ ⊗K. Da der
i del (b) er vist, at OA∗

∼= OA∗∗ , følger det ønskede umiddelbart.
Den sidste p̊astand ses nemt ved at g̊a gennem beviset en gang til. �

Følgende er et hovedresultat i specialet. Bevis-idéen ligner en del den, som D. Huang har brugt for andre
Cuntz-Krieger algebraer.

Teorem 5.2.3 Givet A ∈ Mat
(II)
P,+(n,Z) og A′ ∈ Mat

(II)
P,+(n′,Z) med indgange fra {0, 1}. Hvis B = I − A er

GLP -ækvivalent med B′ = I −A′, s̊a er OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K.

Bevis: Antag, at B = I − A er GLP -ækvivalent med B′ = I − A′. Alts̊a findes r ≥ n,n′ og U, V ∈
GLP(r,Z), s̊a Uιr,n(B)V = ιr,n′(B′). Sæt B0 = ιr,n(B) og B′0 = ιr,n′(B′). Da er UB0V = B′0. Vi ønsker
først at vise, at vi w.l.o.g. kan antage, at alle diagonalblokke i U og V har determinant 1. Af korollar 5.1.6 f̊as
s̊a, at A ∼FE A′. Dette gøres ved induktion. Givet i ∈ {1, . . . , N} og antag, at det(Ujj) = det(Vjj) = 1 for alle

j ∈ N med j < i. Vi vil s̊a vise, at der findes en matrix A′′ ∈ Mat
(II)
P,+(n′′,Z), s̊aledes at OA⊗K ∼= OA′′ ⊗K og

s̊a der findes en GLP -ækvivalens fra (I −A′′) til (I −A′), hvor determinanten af de første i diagonalblokke
i hver af GLP -matricerne, som inducerer ækvivalensen, er 1. Vi betragter diagonalblok i og deler op i 3
tilfælde:

Tilfælde 1: Antag, at detUii = detVii = 1. Det er jo det, vi ønsker.
Tilfælde 2: Antag, at detUii = 1 og detVii = −1. Sæt m := (n1, . . . , ni−1, ni + 3, ni+1, . . . , nN ). Ifølge

lemma 5.2.2(d) findes U ′ ∈ SLP(m,Z) og V ′ ∈ GLP(m,Z), s̊aledes at detV ′ii = −1, detV ′jj = 1 for alle
j 6= i og U ′ιm,n(I −A)V ′ = I −A∗. Find vha. den opadfiltrerende egenskab et r0 ≥ r,m. Da er

ιr0,m(U ′)ιr0,n(I −A)ιr0,m(V ′) = ιr0,m(I −A∗) og ιr0,r(U
−1)ιr0,n′(I − A′)ιr0,r(V

−1) = ιr0,n(I − A).

S̊aledes har vi, at

ιr0,m(U ′)ιr0,r(U
−1)ιr0,n′(I − A′)ιr0,r(V

−1)ιr0,m(V ′) = ιr0,m(I −A∗)
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og at det
(
ιr0,m(U ′)ιr0,r(U

−1)
)
jj

= detUjj for alle j = 1, . . . , N , det
(
ιr0,r(V

−1)ιr0,m(V ′)
)
jj

= detVjj for

alle j 6= i og det
(
ιr0,r(V

−1)ιr0,m(V ′)
)
ii

= 1. S̊aledes har vi en GLP -ækvivalens mellem (I −A∗) og (I−A′),
som opfylder, at determinanterne af diagonalblokkene i de GLP -matricer, som inducerer ækvivalensen, er de
samme som for hhv. U og V – p̊anær, at determinanten af de i’te diagonalblokke er 1. Fra lemma 5.2.2(e)
haves, at OA ⊗ K ∼= OA∗

⊗ K. S̊aledes kan vi w.l.o.g. ogs̊a antage, at detUii = detVii = 1.
Tilfælde 3: Antag, at detUii = −1. Dette kan løst sagt klares, ved at g̊a langt nok ud i Uii og Vii

og bytte to nabo søjler i b̊ade Uii og Vii – og siden g̊a til tilfælde 1 eller 2. Mere præcis, s̊a sættes r′ :=
(r1, . . . , ri−1, ri + 2, ri+1, . . . , rN ) og vi betragter matricerne ιr′,r(U), ιr′,r(V ), ιr′,r(B0) og ιr′,r(B

′
0). Lad U0

(hhv. V0) være lig ιr′,r(U) (hhv. ιr′,r(V )) bortset fra at den (r1 + · · ·+ ri + 1)’te og den (r1 + · · ·+ ri + 2)’te
søjle er ombyttet. Da gælder, at U0ιr′,r(B0)V0 = ιr′,r(B

′
0), det(U0)ii = 1 og det(V0)ii = − detVii; siden g̊as

videre til tilfælde 1 eller 2, afhængigt af determinanten af (V0)ii.
S̊aledes er der ved induktion efter i vist, at vi w.l.o.g. kan antage, at B = I −A er SLP -ækvivalent med

B′ = I − A′. Men ifølge korollar 5.1.6 er s̊aledes A ∼FE A′, og da den stabiliserede Cuntz-Krieger algebra
er en FE-invariant for SFT, er OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K. �

Korollar 5.2.4 Givet A ∈ Mat
(II)
P,+(n,Z) og A′ ∈ Mat

(II)
P,+(n′,Z) med indgange fra {0, 1}. Hvis der findes en

K-væv isomorfi fra K(I −A) til K(I − A′), s̊a er OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K.

Bevis: Dette følger umiddelbart af teorem 5.2.3 og teorem 4.6.12. �

Eksempel 5.2.5 (fortsat fra eksempel 2.8.14) Modulo konjugering med en permutationsmatrix, kan nabo-
matricen i eksempel 2.8.14 skrives p̊a formen

A =



A1 0 X
0 A2 Y
0 0 A3


 ,

hvor A1, A2 og A3 er irreducible ikke-permutationsmatricer og X, Y 6= 0. Idealstrukturen i OA er præcis den

samme, vi har bare
”
byttet om p̊a betegnelserne af de irreducible komponenter“. Lad U =

(
U11 0 U13
0 U22 U23

0 0 U33

)
og

V =

(
V11 0 V13

0 V22 V23
0 0 V33

)
være givet med tilsvarende blokstørrelser. Da er

B′ := U(I − A)V =



U11(I − A1)V11 0 U11(I −A1)V13 − U11XV33 + U13(I −A3)V33

0 U22(I −A2)V22 U22(I −A2)V23 − U22Y V33 + U23(I −A3)V33

0 0 U33(I − A3)V33


 .

Sæt A′ = I − B′. S̊a hvis U11, U22, U33, V11, V22 og V33 er invertible, de to ikke-diagonalblokke er forskellige
fra nul, diagonalblokkene i A′ er irreducible ikke-permutationsmatricer og matricen A′ er en {0, 1}-matrix,
s̊a er OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K.

5.3 Bemærkninger

Der er ikke s̊a mange henvisninger at tilføje her. De nye hovedresultater i specialet er teorem 5.2.3 samt
korollar 5.2.4, som M. Boyle og D. Huang havde sørget for allerede l̊a klart og ventede p̊a et teorem at være
korollar til. . . Idéen til beviset for isomorfisætningen (teorem 5.2.3) er i bund og grund den samme, som D.
Huang har brugt, som igen var direkte inspireret af M. Rørdams udførelse af nogle af J. Cuntz’ idéer.

Vi mangler dog at vise, at dette faktisk kan betragtes som en invariant (og dermed en fuldstændig
invariant). I næste kapitel vises dette i tilfældet, hvor der ikke er nogle overgangstilstande og matricerne er
{0, 1}-matricer opfyldende betingelse (II) – men jeg er ret overbevist om, at dette gælder mere generelt!





Kapitel 6

Klassifikationsresultatet

Her i kapitlet formuleres og bevises et klassifikationsresultat for OA ⊗ K, hvor A er en {0, 1}-matrix, som
opfylder betingelse (II) og hvis tilhørende graf GA ingen overgangstilstande har.

6.1 Indledning

Antagelse 6.1.1 I det følgende lader vi � være en ordensrelation p̊a P := {1, . . . , N}, hvor N ∈ N, som
opfylder, at

i � j ⇒ i ≤ j

for alle i, j ∈ P , hvor ≤ betegner den sædvanlige ordning p̊a Z. Sæt J =




0 0 ··· 0 1
0 0 ··· 1 0
...
... . .

. ...
...

0 1 ··· 0 0
1 0 ··· 0 0


. Da er J2 = I. Lad PT

J

betegne mængden P udstyret med ordningen �T

J , givet ved, at i �T

J j, hvis og kun hvis N−j+1 � N− i+1.
Klart opfylder ogs̊a PT

J , at
i �T

J j ⇒ i ≤ j

for alle i, j ∈ PT

J . Vi kan tænke p̊a PT

J , som P udstyret med den omvendte ordning, og siden er der lavet
permutationen i 7→ N − i + 1 af elementerne i P , for at den omvendte ordning skal opfylde det tilsvarende
krav om, at blokmatricerne skal være blok øvre trekantsmatricer.

Bemærkning 6.1.2 Lad der være givet B,B′ ∈ MatP (n,Z). Sæt nT

J = (nN , nN−1, . . . , n1) ∈ NN og bemærk
at (JBJ)T, (JB′J)T ∈ MatPT

J
(nT

J ,Z) med blokstrukturen bevaret. Da er B og B ′ GLP -ækvivalente, hvis og

kun hvis (JBJ)T og (JB′J)T er GLPT

J
-ækvivalente. Der gælder nemlig, at UBV = B′, hvis og kun hvis

(JV J)T(JBJ)T(JUJ)T = (JB′J)T.

Definition 6.1.3 Vi siger, at en matrix A ∈ Matn({0, 1}) opfylder betingelse (III), netop hvis A opfylder
betingelse (II) og grafen GA ikke har nogle overgangstilstande. Dvs. A opfylder betingelse (III), hvis og kun
hvis der findes en permutationsmatrix P ∈ Matn({0, 1}), s̊aledes at

PAP−1 =




A11 A12 · · · A1N

0 A22 · · · A2N

...
...

. . .
...

0 0 · · · ANN


 ,

hvor alle diagonalblokkene, A11, . . . , ANN , er irreducible ikke-permutationsmatricer.

Sætning 6.1.4 Lad der være givet matricer A ∈ Matn({0, 1}) og A′ ∈ Matn′({0, 1}), som opfylder betingelse
(III). Antag, at OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K. Da findes et N ∈ N, permutationsmatricer P ∈ Matn({0, 1}), P

′ ∈
Matn′({0, 1}), en ordning � p̊a P = {1, . . . , N} samt n,n′ ∈ NN , s̊a

PAP−1 ∈ Mat
(II)
P,+(n,Z), P ′A′P ′−1 ∈ Mat

(II)
P,+(n′,Z) og K(I − PAP−1) ∼= K(I − P ′A′P ′−1).

Bevis: Antag, at vi har en isomorfi ϕ : OA ⊗ K → OA′ ⊗ K. Ifølge sætning 2.9.2 findes en ordensisomorfi
δ : ΓA → ΓA′ , s̊a ϕ(JH(γ)⊗K) = JH(δ(γ))⊗K. Specielt har ΓA og ΓA′ samme antal elementer; lad N ∈ N be-
tegne dette antal. Da kan vi skrive ΓA = {γ1, . . . , γN}, s̊aledes at γi � γj ⇒ i ≥ j. Find permutationsmatricer
P ∈ Matn({0, 1}) og P ′ ∈ Matn′({0, 1}), s̊a

PAP−1 =




A11 0 0 · · · 0
A21 A22 0 · · · 0
A31 A32 A33 · · · 0
...

...
...

. . .
...

AN1 AN2 AN3 · · · ANN



, P ′A′P ′−1 =




A′11 0 0 · · · 0
A′21 A′22 0 · · · 0
A′31 A′32 A′33 · · · 0
...

...
...

. . .
...

A′N1 A′N2 A′N3 · · · A′NN



,

69
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hvor knuderne svarende til Aii er γi og knuderne svarende til A′ii er δ(γi) for i = 1, . . . , N . Definér n,n′ ∈ NN ,
s̊a de afspejler disse blokstrukturer. Sæt P = {1, . . . , N}, hvor i � j, hvis og kun hvis γj � γi. Da er

(PAP−1)T ∈ Mat
(II)
P,+(n,Z), (P ′A′P ′−1)T ∈ Mat

(II)
P,+(n′,Z). Vi vil nu vise, at K(I − (PAP−1)T) er K-væv

isomorf med K(I − (PAP−1)T).
Antag for nemheds skyld, at A og A′ allerede er skrevet p̊a denne form (alts̊a at P = I og P ′ = I) og

sæt B = I − AT og B′ = I − A′T. S̊aledes er Bii = I − AT

ii og Bij = −AT

ji for alle i, j ∈ P med i 6= j
og tilsvarende for B′. For at lette notationen, vil vi ogs̊a lade overstregning betegne tensorering med de
kompakte operatorer, s̊aledes betegner f.eks. J H idealet JH ⊗ K.

For hvert i ∈ P haves et kommutativt diagram med exakte rækker

0 // JH−(γi)
�
� //

∼= ϕ|JH−(γi)

��

JH(γi)
// //

∼= ϕ|JH(γi)

��

JH(γi)/JH−(γi)
//

∼= ϕi

��

0

0 // JH−(δ(γi))
�

� // JH(δ(γi))
// // JH(δ(γi))/JH−(δ(γi))

// 0,

hvor ϕi er den entydige inducerede ∗-homomorfi, som f̊ar diagrammet til at kommutere; og denne er endda
en isomorfi (alt dette kan forholdsvis nemt ses ved diagramjagt).

Bemærk, at da der er antaget, at der ingen overgangstilstande er, er Σ(H(γi)) = Σ(H(γi)) =
⋃
H(γi)

og Σ(H(δ(γi))) = Σ(H(δ(γi))) =
⋃
H(δ(γi)) for alle i = 1, . . . , N . S̊aledes er BH̆(i) = (I − AT)⋃H(γi)

og BH̆−(i) = (I − AT)⋃H−(γi) for i = 1, . . . , N og tilsvarende for B′. Vi ser nu umiddelbart, at cokBH̆(i)

og cokBH̆−(i) er kanonisk isomorfe med hhv. K0(JH(γi)) og K0(JH−(γi)) medens cokB{i} og kerB{i} er

kanonisk isomorfe med hhv. K0(JH(γi)/JH(γi)) og K1(JH(γi)/JH(γi)) – og tilsvarende for B′.

Sæt κcok
H̆(i)

= K0(ϕ|JH(γi)
), κcok

H̆−(i)
= K0(ϕ|JH−(γi)

) og κcok
{i} = K0(ϕi) og κker

i = K1(ϕi) (hvor vi

selvfølgelig kun medtager de H̆−(i), som er ikke-tomme).
Vi skal selvfølgelig vise, at disse afbildninger er veldefinerede. At H̆−(i) = H̆−(j) eller H̆(j) = H̆−(i) for

forskellige i og j, har ingen indflydelse (thi idealerne er jo fastsatte ud fra den arvelig mængde, og ikke efter
frembringeren for mængden). Man kan hurtigt overbevise sig selv om, at den eneste m̊ade, hvorp̊a vi kunne
tænkes at komme i problemer, er, hvis {i} er koarvelig for et i ∈ P . Antag derfor dette. Alts̊a er H̆(i) = {i}
og H̆−(i) = ∅. Dette svarer til diagrammet

0 // J ∅ = {0}
�
� //

∼= ϕ|{0}

��

J {γi}
// //

∼= ϕ|JH(γi)

��

J {γi}/J ∅ = J {γi}/{0}
//

∼= ϕi

��

0

0 // J ∅ = {0}
�

� // J {δ(γi)}
// // J {δ(γi)}/J ∅ = J {δ(γi)}/{0}

// 0,

hvoraf det er klart, at K0(ϕi) = K0(ϕ|JH(γi)
).

Da funktorerne K0 og K1 er stabile og den forbindende homomorfi og exponentialafbildningen er funk-
torielle, følger nu af sætning 4.1.5, at vi har en K-væv isomorfi κ : K(B) → K(B ′), thi alt kommuterer
automatisk. S̊aledes er K-vævene K(B) og K(B ′) isomorfe.

Nu følger det ønskede af foreg̊aende bemærkning. �

6.2 Hovedresultatet

Teorem 6.2.1 Givet matricer A ∈ Matn({0, 1}) og A′ ∈ Matn′({0, 1}), som opfylder betingelse (III). Da er
følgende ækvivalente

(a) OA ⊗ K ∼= OA′ ⊗ K,

(b) Der findes et N ∈ N, en ordning � p̊a P = {1, . . . , N} opfyldende betingelsen i antagelse 6.1.1, permuta-
tionsmatricer P ∈ Matn({0, 1}), P

′ ∈ Matn′({0, 1}) samt n,n′ ∈ NN , s̊aledes at

PAP−1 ∈ Mat
(II)
P,+(n,Z), P ′A′P ′−1 ∈ Mat

(II)
P,+(n′,Z), og K(I − PAP−1) ∼= K(I − P ′A′P ′−1).

Bevis: Dette følger umiddelbart af korollar 5.2.4, observationen i definition 6.1.3 samt af sætning 6.1.4. �

Eksempel 6.2.2 (fortsat fra eksempel 2.8.14 og 5.2.5) Lad A ∈ Matn({0, 1}) – som i eksempel 2.8.14 –
være en given matrix p̊a formen

A =



A1 0 0
X A2 0
Y 0 A3


 ,
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hvor A1, A2 og A3 er irreducible ikke-permutationsmatricer og X, Y 6= 0. Definér idealer J0, J1, J2 og J3

som i eksempel 2.8.14. I OA har vi alts̊a følgende idealstruktur

J2
�
t

ι2
''OOOOO

{0}=J0
�
� ι0 // J1=J2∩J3

+

�

ι12 88qqqqq

� s

ι13 &&MMMMM
J2+J3=OA,

J3

*




ι3

77ooooo

hvor overstregning betegner tensorering med de kompakte operatorer, K. Lad A′ være en anden matrix p̊a
samme blokform, hvor vi bruger de tilsvarende betegnelser tilføjet et

”
mærke“. Af teorem 6.2.1, bemærkning

6.1.2 samt beviset for sætning 6.1.4 fremg̊ar, at OA
∼= OA′ , hvis og kun hvis enten

i. der findes isomorfier

δ1 : K0(J1) → K0(J ′1), ξ1 : K1(J1) → K1(J ′1),

δ2 : K0(J2) → K0(J ′2),

δ3 : K0(J3) → K0(J ′3),

δ4 : K0(J2/J1) → K0(J ′2/J
′
1), ξ4 : K1(J2/J1) → K1(J ′2/J

′
1),

δ5 : K0(J3/J1) → K0(J ′3/J
′
1), ξ5 : K1(J3/J1) → K1(J ′3/J

′
1),

s̊aledes at vi har følgende kommutative diagrammer stammende fra de cykliske seks-leddede exakte følger
i K-teori:

K1(J2/J1) //

∼= ξ4

��

K0(J1)
K0(ι12)//

∼= δ1

��

K0(J2) //

δ2∼=

��

K0(J2/J1)

∼= δ4

��

// 0

K1(J ′
2/J

′
1) // K0(J ′

1)
K0(ι

′
12)// K0(J ′

2) // K0(J ′
2/J

′
1) // 0,

K1(J3/J1) //

∼= ξ5

��

K0(J1)
K0(ι13)//

∼= δ1

��

K0(J3) //

δ3∼=

��

K0(J3/J1)

∼= δ5

��

// 0

K1(J ′
3/J

′
1) // K0(J ′

1)
K0(ι

′
13)// K0(J ′

3) // K0(J ′
3/J

′
1) // 0,

eller

ii. det tilsvarende til i., hvor J ′2 og J ′3 byttes overalt (og afbildningerne ændres tilsvarende).

Det er klart, at i dette
”
forholdsvis ukomplekse tilfælde“ er eksistensen af en del af isomorfierne automatisk

(s̊a kommutativiteten ogs̊a er opfyldt). Det er nok – i dette tilfælde – at kræve, at δ1, δ2, δ3, ξ4 og ξ5 findes,
s̊aledes at de fire kvadrater kommuterer. Man behøver selvfølgelig heller ikke tage højtideligt, at vi har anført
de stabiliserede idealer.

Bemærkning 6.2.3 Ved gennemlæsning af beviset for sætning 6.1.4 kan man finde p̊a at spørge sig selv:

”
Mon ikke dette kan gøres funktorielt“– svaret kommer inde fra:

”
nej, lad hellere være – for ellers bli’r du

aldrig kandidat. . .“.
Men jeg har dog ikke kunnet lade være med at tænke lidt over det. Jeg synes, at det virker ikke helt

umuligt, at man kan gøre dette (for matricer opfyldende betingelse (III), hvor vi vælger en fast komponent-
struktur), men det er ikke helt oplagt, hvordan idealerne skal parres nu.

I givet fald vil den beskrevne klassifikationssætning skulle formuleres vha. kontravariant funktor (det
fremg̊ar nogenlunde af beviset for sætning 6.1.4 samt bemærkning 6.1.2). Hvis vi ønsker en kovariant funktor
s̊a skal vi formulere det som i eksemplet ovenover. Hvis dette kan lade sig gøre, s̊a er det naturligt at spørge,
om enhver homomorfi (eller enhver isomorfi) af de konstruerede objekter er induceret af en ∗-homomorfi
(eller en isomorfi) af de tilhørende stabiliserede Cuntz-Krieger algebraer. – Men som sagt, er dette kun nogle
løse tanker, jeg har gjort mig.

6.3 Bemærkninger

Der er ikke mange kommentarer at tilføje til dette afsnit. Man kan godt sige, at hele dette kapitel er forfattet
af mig selv (jeg har selvfølgelig importeret resultater fra de foreg̊aende kapitler i specialet).





Konklusion

Jeg m̊a tilst̊a, at jeg er rimelig tilfreds med forløbet af specialet. Jeg har været heldig, at to artikler, [BH03]
og [Boy02], l̊a og ventede p̊a at blive anvendt; jeg har ogs̊a været heldig overhovedet at bemærke disse to
(hverken Toke Meier Carlsen eller Søren Eilers kendte til disse to artikler).

Jeg m̊a tilmed tilst̊a, at det har været en større opgave, end jeg havde forventet, at sætte mig ind i alle de
forskellige omr̊ader, som mødes her i specialet. Forud for specialet havde jeg fulgt eet introducerende kursus
i operatoralgebrateori samt skrevet et fagprojekt om tensorprodukter af C∗-algebraer. F.eks. K-teori og
skiftrum var et fremmed land for mig – og dertil kommer s̊a alle de forskellige artikler, jeg gennem processen
har læst i.

Jeg er ogs̊a ret tilfreds med resultaterne i specialet. – En ting er, at jeg har f̊aet klassificeret Cuntz-Krieger
algebraerne – det er s̊adan set en fin ting – men jeg er specielt glad for at have formuleret denne p̊a K-
teoretisk m̊ade. Thi vha. af dette er det rimelig nemt at give bud p̊a nogle nye invarianter til at klassificere en
større klasse af C∗-algebraer med (noget helt andet er s̊a, hvorvidt man er i stand til at vise eller modbevise,
at disse er fuldstændige).

Jeg har en helt klar fornemmelse af, at grunden, til at det har været s̊a svært at klassificere SFT op til
FE, er, at man har fokuseret for meget p̊a K-teoretiske invarianter (med nogle ekstra fortegn). Dette har
efter min mening været en forkert strategi – fordi det er klart, at jo mere den stabiliserede Cuntz-Krieger
algebra mangler i at være en fuldstændig invariant for SFT op til FE, desto værre er det at supplere en
K-teoretisk invariant op til at være en fuldstændig invariant for SFT op til FE.

Her synes jeg, at det virker helt rigtigt, at lave en klassifikation baseret p̊a matrixidentiteter, s̊aledes
som M. Boyle har gjort i [Boy02]. Dette virker ogs̊a mere naturligt, hvis man sammenligner med R.F.
Williams karakterisering af topologisk konjugation af SFT og B. Parry og D. Sullivans karakterisering af
FE af SFT. Den basale observation er at indse, at for irreducible ikke-permutationsmatricer A og A′ kan J.
Franks klassifikation omformuleres, som følger. For to irreducible ikke-permutationsmatricer A ∈ Matn(N0)
og A′ ∈ Matn′(N0) er følgende udagn ækvivalente

(a) A ∼FE A′,

(b) cok(I −A) ∼= cok(I −A′) ∧ sgn det(I −A) = sgn det(I −A′),

(c) K0(OA) ∼= K0(OA′) ∧ sgn det(I −A) = sgn det(I −A′),

(d) der findes U, V ∈ SLmax(n,n′)(Z), s̊aledes at U(I − A0)V = (I − A′0), hvor det øvre venstre hjørne af
A0, A

′
0 ∈ Matmax(n,n′)(N0) er lig hhv. A og A′, og er nul uden for dette.

Jeg kunne godt tænke mig at forsøge at udvide de givne resultater. Der er imidlertid mange ting, man
kan begynde at undersøge. I flæng nævner jeg: prøve at komme af med overgangstilstandene, prøve at lave en
funktoriel fuldstændig invariant, prøve at slække p̊a kravet om, at A ∈ Matn({0, 1}) skal opfylde betingelse
(II) (kravet kunne være, at A og AT opfylder (I), at A opfylder (I) eller kun at A er ikke-degenereret), prøve at
klassificere Cuntz-Krieger algebraerne op til (unital) isomorfi (f.eks. vha. af resultater om hvilke automorfier
kan induceres af en FE, se mere i [Hua01a]), undersøge om lignende klassifikationsresultater kan opn̊as for en
større klasse af C∗-algebraer, undersøge om noget af dette kan bruges for generaliseringer af Cuntz-Krieger
algebraer, undersøge sammenhængen med resultater fra KK-teori samt at undersøge hvorvidt udviklingen
inden for Cuntz-Krieger algebraer kan gøre gengæld til teorien om symbolske dynamiske systemer.
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Tillæg A

Induktiv limes

Definition A.1 Vi vil her definere den induktive grænse, hvor vi tillader mere generelle indeksmængder
end N (som i [RLL00, §6.2]). Et induktivt system i en kategori C best̊ar af en indexmængde I med en
opadfiltrerende ordning ≤, af en familie (Ai)i∈I af objekter i C og for alle i, j ∈ I med j ≤ i en morfi
Φij : Aj → Ai i C , s̊aledes at Φii = idAi

, i ∈ I og at der for alle i, j, k ∈ I med j ≤ k ≤ i gælder, at
Φij = Φik ◦ Φkj .

En induktiv grænse af et induktivt system (Ai,Φij), i, j ∈ I, j ≤ i er et system (A, (Φi)i∈I), hvor A er
et objekt i C og Φi : Ai → A, i ∈ I er morfier i C , som opfylder følgende to betingelser

(i) Diagrammet

Aj

Φij   A
AA

AA
AA

Φj // A

Ai

Φi

??��������

kommuterer for alle i, j ∈ I med j < i (den kohærente betingelse).

(ii) Hvis (A′, (Φ′i)i∈I) er et andet s̊adant system, som opfylder den kohærente betingelse (tilsvarende til
(i)), s̊a findes en og kun en morfi Φ: A→ A′, s̊aledes at diagrammet

Ai

Φi   @
@@

@@
@@

Φ′
i // A′

A

Φ

>>~~~~~~~~

kommuterer for hvert i ∈ I.

Sætning A.2 I kategorierne af monoider og grupper har ethvert induktivt system en induktiv grænse (og
denne er entydig op til kanonisk isomorfi).

Lad (Ai,Φij), i, j ∈ I, j ≤ i være et induktivt system i en af disse kategorier og lad (A, (Φi)i∈I) være en
induktiv grænse af dette. Da gælder, at A =

⋃
i∈I Φi(Ai). Hvis alle Φij’erne er injektive, s̊a er alle Φi’erne

ogs̊a injektive.

Bevis: Lad (Ai,Φij), i, j ∈ I, j ≤ i være et induktivt system i en af kategorierne. Vi bruger multiplikativ
notation og lader 1 betegne de neutrale elementer. Sæt

A0 := {(ai)i∈I ∈
∏

i∈I

Ai | ∃i0 ∈ I∀i ∈ I : i0 < i⇒ ai = Φii0(ai0)},

hvor
∏
i∈I Ai er det direkte produkt i kategorien (dvs. det kartesiske produkt, hvor operationerne er definerede

punktvis). Definér en ækvivalensrelation ∼ p̊a A0, ved at (ai)i∈I ∼ (a′i)i∈I , netop hvis der findes et i0 ∈ I,
s̊aledes at ai = a′i for alle i ≥ i0. Sæt A := A0/ ∼. Da ∼ respekterer multiplikationen, eftervises umiddelbart,
at multiplikationen kan defineres vha. repræsentanter for ækvivalensklasserne og det vises ogs̊a let, at A
hermed tilhører den aktuelle kategori. For hvert j ∈ I defineres Φj : Aj → A ved, at Φj(x) = [(ai)i∈I ], hvor
ai = 1, hvis j 6≤ i og ai = Φij(x), hvis j ≤ i. Det er klart, at disse afbildninger er homomorfier og at de
opfylder den kohærente betingelse (i) ovenover. Antag, at (ai)i∈I ∈ A0. Find i0 ∈ I, s̊a ai = Φii0(ai0) for
alle i > i0. Da er Φi0(ai0) ∼ (ai)i∈I . Følgelig er A =

⋃
i∈I Φi(Ai).

Lad nu (A′, (Φ′i)i∈I) være et andet s̊adant system, som opfylder den kohærente betingelse. Vi skal nu
definere Φ: A → A′. Givet (ai)i∈I ∈ A0, find i0 ∈ I, s̊a ai = Φii0(ai0) for alle i > i0 og sæt Φ([(ai)i∈I ]) :=
Φ′i0(ai0). Vi skal selvfølgelig vise, at Φ er veldefineret. Givet (ai)i∈I ∈ A0 og (bi)i∈I ∈ A0, s̊aledes at
(ai)i∈I ∼ (bi)i∈I . Antag, at ai = Φiia(aia) for alle i > ia og at bi = Φiib(bib) for alle i > ib. Find et i0 ∈ I,
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76 Tillæg A. Induktiv limes

s̊a ai = bi for alle i ≥ i0. Find vha. den opadfiltrerende egenskab et i1 ≥ ia, ib, i0. Af følgende kommutative
diagrammer

Aia

Φi1ia !!C
CC

CC
CC

C

Φ′
ia // A′

Ai1

Φ′
i1

>>}}}}}}}}

Ai1
Φ′

i1

  A
AA

AA
AA

A

Aib

Φi1ib

=={{{{{{{{

Φ′
ib

// A′

aia
�

Φi1ia   B
BB

BB
BB

B
� Φ′

ia // Φ′ia(aia)

ai1
6 Φ′

i1

;;vvvvvvvvv

bi1 �
Φ′

i1

##G
GG

GG
GG

GG

bib

=

Φi1ib

>>}}}}}}}}
�

Φ′
ib

// Φ′ib(bib)

ses, at Φ veldefineret. Det ses nemt, at Φ er en homomorfi. At Φ er entydigt bestemt, følger af, at A =⋃
i∈I Φi(Ai) og at Φ skal opfylde

Ai

Φi   @
@@

@@
@@

Φ′
i // A′

A

Φ

>>~~~~~~~~

og dermed er fastlagt p̊a Φi(Ai) for hvert i ∈ I.
Antag nu, at (A′, (Φ′i)i∈I) ogs̊a er en induktiv grænse. Da findes homomorfier Φ: A→ A′ og Ψ: A′ → A,

s̊aledes at Φ′i = Φ ◦ Φi og Φi = Ψ ◦ Φ′i. Følgelig er Φ′i = Φ ◦ Ψ ◦ Φ′i og Φi = Ψ ◦ Φ ◦ Φi. Pga. entydighed m̊a
s̊aledes Ψ ◦ Φ = idA og Φ ◦ Ψ = idA′ . �

Bemærkning A.3 Disse generaliserede induktive grænser findes ogs̊a i rigtig mange andre kategorier – og
eksistensbeviserne ligner meget eksistensbeviserne for den sædvanlige induktive grænse. Vi f̊ar her i specialet
kun brug for generaliserede induktive grænser af monoider og grupper, hvilket er årsagen til, at kun disse er
medtaget i sætningen ovenover. Desuden gælder rigtig ofte, at den generaliserede induktive grænse er isomorf
med en sædvanlig induktiv grænse. Men i vores tilfælde afspejler den induktive struktur meget præcis nogle
vigtige egenskaber ved de involverede objekter – hvilket er årsag til, at vi ikke ønsker at omformulere disse
generaliserede induktive grænser til sædvanlige induktive grænser. Materialet i dette appendix er taget fra
§L.1 i appendix L i [WO93].1

1Jeg mener dog, at N.E. Wegge-Olsen glemmer at lave en identifikation af de elementer, som er ens fra et vist trin – han gør
det kun, hvis de algebraiske strukturer ikke har neutrale elementer, se s. 29912–30013 i [WO93].



Tillæg B

Nogle resultater fra C∗-algebrateori

Her i tillægget har jeg lagt nogle resultater fra C∗-algebrateori, som bruges i løbet af specialet. De ligger her
af forskellige grunde. Nogle resultater bruges gentagne gange, og s̊aledes har det været naturligt at placere
dem udenfor den aktuelle sammenhæng. I andre tilfælde har jeg syntes, at det virkede distraherende at
komme med flere lemmaer, midt mens man foretager sig noget helt andet. Først nogle lemmaer, som jeg har
f̊aet brug for og derfor har bevist.

Lemma B.1 Lad A være en C∗-algebra med enhed og lad S ⊆ A være ikke-tom. Da er

span{aib | a, b ∈ A ∧ i ∈ S ∪ S∗}

idealet frembragt af S (dette er ikke nødvendigvis lukket). Afslutningen af dette ideal er det lukkede ideal
frembragt af S.

Bevis: Sæt
I0 := span{aib | a, b ∈ A ∧ i ∈ S ∪ S∗}

og lad I betegne idealet frembragt af S. Det er klart, at I0 ⊆ I, at I0 er et underrum og at S ⊆ I0, da A

har enhed. Ved en direkte udregning ses, at I0 er et ideal i A. Lemmaet er nu klart, da afslutningen af et
ideal ogs̊a er et ideal. �

Lemma B.2 Lad A være en C∗-algebra og lad S ⊆ A være ikke-tom. Lad

P = span{a1a2 · · ·ak | k ∈ N ∧ a1, . . . , ak ∈ S ∪ S∗}.

Da er P del-∗-algebraen af A frembragt af S, og C∗(S) er afslutningen af P i A.

Bevis: Det er klart, at ∗-algebraen frembragt af S indeholder P. P̊a den anden side eftervises let, at P

er stabil mht. operationerne i A – og alts̊a er P en ∗-algebra. Den sidste p̊astand følger nu umiddelbart af,
at afslutningen af en del-∗-algebra er en ∗-algebra. �

Lemma B.3 Lad A være en C∗-algebra og lad der være givet en ikke-tom, tællelig delmængde S ⊆ A. Da er
C∗(S) en separabel C∗-algebra.

Bevis: Lad P = {a1a2 · · ·ak | k ∈ N ∧ a1, . . . , ak ∈ S ∪ S∗}. Da er det klart, at P er tællelig og af lemma
B.2 følger, at spanP er tæt i C∗(S). Endvidere er det klart, at spanQ+iQ P er tæt i spanP . �

Lemma B.4 Lad (H, ϕ) hhv. (K, ψ) være en ikke-degenereret repræsentation af C∗-algebraen A hhv. B. Da
er repræsentationen (H ⊗ K, ϕ⊗̂ψ) af A ⊗∗ B ikke-degenereret.

Bevis: Sæt
L0 = span{(ϕ⊗̂ψ)(t)(l) | t ∈ A ⊗∗ B, l ∈ H ⊗ K}.

Vi skal s̊a vise, at L0 = H ⊗ K. Lad h ∈ H og k ∈ K være givet. Givet ε > 0. Da findes a1, . . . , am ∈ A,
b1, . . . , bn ∈ B, h1, . . . , hm ∈ H og k1, . . . , kn ∈ K, s̊a ‖h−h′‖ < ε0 og ‖k− k′‖ < ε0, hvor h′ =

∑m
i=1 ϕ(ai)hi,

k′ =
∑n

j=1 ψ(bj)kj og ε0 = min{ ε
2‖h‖+2 ,

ε
2‖k‖+2 , 1}. S̊aledes er

‖h⊗ k − h′ ⊗ k′‖ ≤ ‖(h− h′) ⊗ k‖ + ‖h′ ⊗ (k − k′)‖ = ‖h− h′‖‖k‖ + ‖h′‖‖k − k′‖

≤ ‖k‖
ε

2‖k‖+ 2
+ ‖h′‖

ε

2‖h‖ + 2
≤
ε

2
+ (‖h′ − h‖ + ‖h‖)

ε

2(‖h‖+ 1)

≤
ε

2
+ (1 + ‖h‖)

ε

2(‖h‖+ 1)
= ε.

Følgelig er h⊗ k ∈ L0. Da L0 er et underrum af H ⊗ K, er H � K ⊆ L0. Da H ⊗ K er afslutningen af H � K

og L0 er afsluttet, følger, at H ⊗ K ⊆ L0, som ønsket. �
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Gert K. Pedersen har været s̊a venlig, at henlede min opmærksomhed p̊a et bevis for følgende lemma i
[Ped99, lem.11.12]. Se ogs̊a korollar 2.6.4 til dette lemma, samt fodnoten der.

Lemma B.5 Lad I hhv. J være et lukket ideal i C∗-algebraen A hhv. B. Da betragtes I ⊗∗ J som et lukket
ideal i A⊗∗B. Hvis I og J er essentielle idealer (i hhv. A og B), s̊a er I ⊗∗ J et essentielt ideal i A⊗∗B.

Bevis: P̊a sædvanlig vis betragtes I � J som en del-∗-algebra af A � B. Det er ligetil at vise, at I � J
er et ideal i A � B. Da I ⊗∗ J er afslutningen af I � J i A ⊗∗ B, er det et lukket ideal (vises nemt).

Antag nu, at I og J er essentielle idealer (i hhv. A og B). Lad (H, ϕ) og (K, ψ) være ikke-degenererede,
tro repræsentationer af hhv. I og J . Ifølge [Ped79, §3.12.4 samt prop.3.12.8] findes entydige udvidelser

ϕ̃ : A → B(H) og ψ̃ : B → B(K) af hhv. ϕ og ψ – og disse er tilmed tro ifølge samme proposition. S̊aledes

har vi ifølge [Mur90, thm.6.4.19] en tro repræsentation (H ⊗ K, ϕ̃⊗̂ψ̃) af A ⊗∗ B. Da ϕ⊗̂ψ er lig ϕ̃⊗̂ψ̃

p̊a alle elementære tensorer i I � J , følger, at ϕ⊗̂ψ = (ϕ̃⊗̂ψ̃)|I⊗∗J . S̊a af foreg̊aende lemma B.4 følger,

at (ϕ̃⊗̂ψ̃)(I ⊗∗ J ) virker ikke-degenereret p̊a H ⊗ K. Givet en operator T ∈ B(H ⊗ K), som opfylder, at

T (ϕ̃⊗̂ψ̃)(I ⊗∗ J ) = 0. Givet z ∈ H ⊗ K og ε > 0. Da findes t1, . . . , tn ∈ I ⊗∗ J og z1, . . . , zn ∈ H ⊗ K, s̊a
‖z − z0‖ <

ε
1+‖T‖ , hvor z0 =

∑n
i=1(ϕ⊗̂ψ)(ti)(zi). Følgelig er Tz0 =

∑n
i=1 T (ϕ⊗̂ψ)(ti)(zi) = 0. S̊aledes er

‖Tz‖ ≤ ‖Tz − Tz0‖ + ‖Tz0‖ ≤ ‖T‖‖z − z0‖ ≤ ε.

Da ε > 0 var vilk̊arligt, er Tz = 0. Og da z ∈ H ⊗ K var vilk̊arligt, er T = 0. Følgelig er (ϕ̃⊗̂ψ̃)(I ⊗∗ J ) et

essentielt ideal i (ϕ̃⊗̂ψ̃)(A ⊗∗ B), og da repræsentationen er tro, følger det ønskede. �

I [KR97, prop.4.3.3] finder man følgende generalisering af [Mur90, thm.3.3.6].

Lemma B.6 Lad A 6= {0} være en C∗-algebra med enhed
�

A. For hvert a ∈ A og hvert λ ∈ Sp(a) findes en
tilstand τ p̊a A, som opfylder, at τ(a) = λ.

Bevis: Lad a ∈ A og λ ∈ Sp(a) være givne. For alle komplekse tal z0, z1 ∈ C er z0λ+ z1 ∈ Sp(z0a+ z1
�

A)
(se [Mur90, thm.1.2.1]) og s̊aledes er ogs̊a |z0λ+ z1| ≤ ‖z0a+ z1

�
A‖. Det ses nemt, at der (vel)-defineres en

lineær funktion τ0 : span{a,
�
A} → C ved fastsættelsen τ0(z0a+ z1

�
A) = z0λ+ z1, z0, z1 ∈ C. Denne er pga.

det før bemærkede en afstandsformindskende lineær funktional p̊a span{a,
�
A}. Ifølge Hahn-Banachs sætning

(f.eks. [MV97, prop.6.9]) findes en afstandsformindskende lineær funktional τ p̊a A, som udvider τ0. S̊aledes er
τ kontinuert med ‖τ‖ = 1, τ(

�
A) = 1 og τ(a) = λ – og ifølge [Mur90, cor.3.3.4] er τ derfor en tilstand p̊a A. �

Beviset for følgende lemma, har Mikael Rørdam været s̊a venlig at skitsere for mig i en e-mail.

Lemma B.7 Lad A 6= {0} være en C∗-algebra med enhed, lad a ∈ A være et givet element og antag, at
λ0 ∈ Sp(a) med |λ0| = ‖a‖. Da findes en ren tilstand τ0 p̊a A med τ0(a) = λ0.

Bevis: Lad C := {τ ∈ S(A) | τ(a) = λ0}. Da S(A) er en konveks mængde, følger af lemma B.6, at C er en
ikke-tom konveks delmængde af S(A). Afbildningen S(A) 3 τ 7→ τ(a) ∈ C er en w∗-kontinuert afbildning.
Da C er urbilledet af λ0 under denne funktion, er C s̊aledes w∗-afsluttet. Da A har enhed, er S(A) w∗-
kompakt – og dermed er C en ikke-tom konveks w∗-kompakt delmængde af S(A). Krein-Milman teorem
([Mur90, Thm.A.14]) giver nu, at mængden af ekstremale punkter i C er ikke-tom. Lad s̊aledes τ0 ∈ C være
et ekstremalt punkt i C. Da er p̊astanden, at τ0 er en ren tilstand. De ekstremale punkter i S(A) er præcis
de rene tilstande ([Mur90, se beviset for cor.5.1.10]), s̊a vi skal kun vise, at τ0 er et ekstremalt punkt i S(A).
Antag, at τ0 = 1

2 (τ1 + τ2), hvor τ1, τ2 ∈ S(A). Da er ‖a‖ = |τ0(a)| ≤
1
2 (|τ1(a)| + |τ2(a)|) ≤ ‖a‖. Følgelig er

|τ1(a)| = |τ2(a)| = ‖a‖ – og dermed er τ1(a) = τ2(a) = τ0(a) = λ0. �

Definition B.8 En projektion p i en C∗-algebra A kaldes uendelig, netop hvis der findes en projektion q 6= p
i A, som opfylder, at p ∼ q ≤ p (jf. [RLL00, def.5.1.1]).

Lemma B.9 Lad H være et separabelt Hilbert rum, lad A ⊆ B(H) være en konkret C∗-algebra og lad p være
en projektion i A. Hvis p er uendelig, s̊a er p en uendeligdimensional projektion.

Bevis: Antag, at der findes en projektion q 6= p i A, som opfylder, at p ∼ q ≤ p. Da følger af [RLL00,
exerc.2.9 og 2.10], at dim(p(H)) = dim(q(H)). Da q ≤ p og q 6= p, følger af [Mur90, thm.2.3.2], at q(H) ( p(H).
Følgelig er dim(p(H)) = dim(q(H)) = ∞. �
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Lemma B.10 Hvis P er en uendeligdimensional (ortogonal) projektion i B(`2), s̊a er P ikke kompakt.

Bevis: Lad P være en uendeligdimensional projektion i B(`2). Bemærk, at ker(I−P ) = P (`2). Af [MV97,
cor.15.6] følger s̊aledes umiddelbart, at P ikke er kompakt. �

Lemma B.11 Lad A være en separabel C∗-algebra og lad τ være en tilstand p̊a A. Lad (Hτ , πτ ) være GNS-
repræsentationen af A hørende til τ . Da er Hτ separabel.

Bevis: Lad hτ være den kanoniske cykliske (enheds)-vektor for (Hτ , πτ ) (jf. [Mur90, thm.5.1.1]) og lad
{ai | i ∈ N} være en tæt delmængde af A. Da er πτ (A)hτ tæt i Hτ . P̊astanden er nu, at {πτ (ai)hτ | i ∈ N} er
en tæt delmængde af Hτ . Givet h ∈ Hτ og ε > 0. Da findes a ∈ A, s̊a ‖πτ (a)hτ − h‖ < ε

2 og endvidere findes
i0 ∈ N, s̊a ‖a− ai0‖ <

ε
2 . Følgelig er

‖πτ (ai0)hτ − h‖ ≤ ‖πτ (ai0 − a)‖‖hτ‖ + ‖πτ (a)hτ − h‖ ≤ ‖ai0 − a‖ + ‖πτ (a)hτ − h‖ < ε.

�

Lemma B.12 Lad p1, p2, q1 og q2 være projektioner i en C∗-algebra A. Da gælder

p1 ⊥ q1 ∧ p2 ⊥ q2 ∧ p1 ∼ p2 ∧ q1 ∼ q2 ⇒ p1 + q1 ∼ p2 + q2.

Bevis: Antag, at uu∗ = p1, u
∗u = p2, vv

∗ = q1, v
∗v = q2 og p1q1 = p2q2 = 0 for u, v ∈ A og sæt t := u+v.

Da er

tt∗ = uu∗ + vv∗ + uv∗ + vu∗ = p1 + q1 + up2q2v
∗ + vq2p2u

∗ = p1 + q1,

t∗t = u∗u+ v∗v + u∗v + v∗u = p2 + q2 + u∗p1q1v + v∗q1p1u = p2 + q2.

�

N̊ar man første gang hører resultatet fra følgende lemma, bliver man lidt forbløffet. Jeg havde plaget min
vejleder, Søren Eilers, med nogle irriterende spørgsm̊al (for han kunne ikke umiddelbart svare p̊a dem med
det samme). N̊ar jeg s̊a spurgte om følgende resultat altid gjaldt, smilte han og svarede nogenlunde

”
Det

kan jeg svare p̊a: Ja, det gælder. Og beviset er nemt – eller nærmere
’
sygt‘.“ Beviset stammer, som antydet,

fra denne samtale med Søren Eilers – det bliver op til læseren at vurdere, om han/hun ogs̊a synes, at beviset
er

’
sygt‘.

Lemma B.13 Lad A 6= {0} være en separabel C∗-algebra. Da findes en tro repræsentation (H, π) af A, som
opfylder, at for alle projektioner p ∈ A \ {0} er π(p) en uendeligdimensional projektion og at H er separabel.

Bevis: Lad (H0, π0) være en tro repræsentation af A med H0 separabel (jf. [Ped79, cor. 3.7.5]). Da har vi en
familie ((H0, π0))k∈N af repræsentationer af A. Lad (H, π) betegne den direkte sum af familien ((H0, π0))k∈N

af repræsentationer af A (se evt. [Res02, def.1.12]). Det er klart, at (H, π) er tro og at H er separabel.
Lad der være givet en projektion p ∈ A \ {0}. Da er π0(p) mindst 1-dimensional. Følgelig findes en

enhedsvektor h0 ∈ H0, s̊a π0(p)h0 = h0. Sæt hi := (δi,kh0)k∈N ∈ H for hvert i ∈ N. Bemærk, at (hi)i∈N er et
ortonormalsystem i H og at π(p)hi = hi for alle i ∈ N. �

Definition B.14 Lad A være en C∗-algebra. Vi siger, at to udvidelser

0 // K
ι // E

ρ // A // 0 og 0 // K
ι′ // E′

ρ′ // A // 0

af A med K er ækvivalente, netop hvis der findes en isomorfi ψ : E → E′, s̊aledes at ψ(K) = K og følgende
diagram kommuterer (jf. iøvrigt [Dav96, §V.6])

0 // K
ι //

∼= ψ|K

��

E
ρ //

∼= ψ

��

A // 0

0 // K
ι′ // E′

ρ′ // A // 0.

Fra [Dav96, thm.V.6.3] haves (en variant af) Voiculescus sætning:

Teorem B.15 (Voiculescu) Lad A være en separabel C∗-algebra. Da er alle trivielle udvidelser af A med K
ækvivalente.

Lemma B.16 Lad H være et Hilbert rum, lad A ⊆ B(H) være en C∗-algebra og lad U ∈ B(H) være en unitær
afbildning. Da er (AdU)|A en ∗-isomorfi af A p̊a (AdU)(A).

Bevis: Da ‖UTU∗‖ = ‖T‖ for alle T ∈ B(H), følger umiddelbart, at AdU er injektiv. �
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Lemma B.17 Lad H være et Hilbert rum, lad A ⊆ B(H) være en C∗-algebra, som indeholder de kompakte
operatorer, K(H) ⊆ A. Antag, at U =

�

B(H) +K er en unitær operator, hvor K ∈ K(H). Da er (AdU)|A en
automorfi af A.

Bevis: Ifølge lemma B.16 er det nok at vise, at (AdU)(A) = A. Da K er et (lukket) ideal i B(`2), følger
af lemma B.16, at (AdU)|K er en automorfi af K.

”
(AdU)(A) ⊆ A“: Givet A ∈ A. Da er (AdU)(A) = UAU ∗ = A +KA+ AK∗ +KAK∗ ∈ A, da K ⊆ A

og KA+AK∗ +KAK∗ ∈ K.

”
(AdU)(A) ⊇ A“: Givet A ∈ A. Da er (AdU)(A) = UAU ∗ = A + KA + AK∗ + KAK∗ = A + K0,

hvor K0 := KA + AK∗ + KAK∗ ∈ K. Da (AdU)|K er en automorfi, findes et K1 ∈ K ⊆ A, s̊aledes at
(AdU)(K1) = K0. Følgelig er (AdU)(A−K1) = (AdU)(A) − (AdU)(K1) = A+K0 −K0 = A. �



Tillæg C

Nogle udeladte beviser

Bevis: (resten af beviset for sætning 2.4.9).
”
(a)⇒(b)“: Antag, at x = (xi)i∈N ∈ XA er et isoleret punkt.

Da findes et k ∈ N, s̊a CA((x1, . . . , xk)) = {x}. Følgelig findes kun een (højre)-uendelig sti begyndende i xk
og s̊aledes kan xk ikke have nogen sti til et element i Σ0.

”
(b)⇒(a)“: Bemærk, at i ∈ Σ0, hvis og kun hvis CA(i) indeholder mindst to (forskellige) elementer hvori

i optræder uendelig ofte. Antag, at A ikke opfylder (I). Da findes et i0 ∈ Σ, s̊aledes at µk 6∈ Σ0 for ethvert
multiindex µ = (µ1, . . . , µk) ∈ MA opfyldende k ∈ N og µ1 = i0. Lad der være givet x = (xi)i∈N ∈ CA(i0).
Da findes et k1 ∈ N, s̊a xk1 optræder uendelig ofte i x og følgelig vil xk1 ikke optræde uendelig ofte i noget
andet element i CA((x1, . . . , xk1)). Hvis der findes et y = (yi)i∈N ∈ CA((x1, . . . , xk1)) \ {x}, da findes der
et k2 > k1, s̊a yk2 optræder uendelig ofte i y og x 6∈ CA((y1, . . . , yk2)). Følgelig er xk1 og yk2 forskellige og
ingen af elementerne xk1 og yk2 optræder uendelig ofte i noget element i CA((y1, . . . , yk2)) \ {y}. Hvis der
findes et z = (zi)i∈N ∈ CA((y1, . . . , yk2)) \ {y}, da findes der et k3 > k2, s̊a zk3 optræder uendelig ofte i z og
y 6∈ CA((z1, . . . , zk3)). Følgelig er xk1 , yk2 og zk3 indbyrdes forskellige og ingen af elementerne xk1 , yk2 og zk3
optræder uendelig ofte i noget element i CA((z1, . . . , zk3)) \ {z}. Men da der kun er endelig mange elementer
i Σ, vil denne proces bryde af. Følgelig findes µ ∈ MA, s̊a CA(µ) er en singleton.

”
(b)⇒(d)“: Antag, at der er givet µ = (µ1, . . . , µk) ∈ MA \ ∅, s̊a pµ = qµ = qµk

. Da s∗µ1
pµ1

= s∗µ1
, gælder

der, at

pµ = pµpµ1
= qµk

pµ1
=
∑

j∈Σ

A(µk, j)pjpµ1
= pµ1

,

da pµ 6= 0. Følgelig er pµ = qµ = pµ1
= qµk

og A(µk, j) = δµ1,j .
Hvis k = 1, giver dette trivielt, at CA(µ1) = {(µ1, µ1, . . .)}. Antag derfor, at k ≥ 2. Givet et multiindex

ν = (ν1, . . . , νk) ∈ MA, s̊aledes at µν ∈ MA. Da m̊a nødvendigvis ν1 = µ1. Da

0 6= pν = pµ1
pν = pµpν ,

er ifølge korollar 2.2.6 s̊aledes µ = ν. Dermed har vi vist, at CA(µ) = {(µ1, . . . , µk, µ1, . . . , µk, . . .)}.

”
(d)⇒(c)“: Antag negationen af (c). Vi antager alts̊a, at der findes et γ0 ∈ ΓA, s̊a Aγ0 er en permuta-

tionsmatrix og ∀γ ∈ ΓA(γ0 � γ ⇒ γ0 = γ). Vælg et i1 ∈ γ0. Da findes præcis et element x ∈ CA(i1) og x
kan skrives p̊a formen (i1, . . . , ik, i1, . . . , ik, . . .) med k ∈ N og i1, . . . , ik ∈ γ0 indbyrdes forskellige. Sæt µ =
(i1, . . . , ik). Da er qµ = qik = pi1 . Da

�
O =

∑
ν∈Mk−1

A
pν , er pi1 =

∑
ν∈Mk−1

A
si1pνs

∗
i1

=
∑

ν∈Mk−1
A

pi1ν = pµ
�

Bevisskitse: (for sætning 4.1.5). Bemærk først, at den nederste følge er præcis den seksleddede exakte
følge E(I − AT).

Afbildningen δ (hhv. δ2) svarer til standard m̊aden vi identificerer K0(OA) (hhv. K0(OAΣ(ΓA\H)
)) med

cok(I − AT) (hhv. cok(I − AT

Σ(ΓA\H))). Vi har set i sætning 2.8.11, at OA/JH er kanonisk isomorf med

OAΣ(ΓA\H)
. Vi har s̊aledes umiddelbart, at δ og δ2 er isomorfier og µ ◦ δ = δ2 ◦ K0(π), da dette gælder

p̊a frembringerne [pi]0, i = 1, . . . , n for K0(OA). Da µ oplagt er surjektiv, er K0(π) ogs̊a surjektiv. Af den
cykliske seks-leddede exakte følge fra K-teori følger, at K1(ι) er injektiv.

Alternativt bevis for at exponential afbildningen ∆0 = 0: Bemærk, at [π(pi)]0, i ∈ Σ(ΓA \ H) frem-
bringer K0(OA/JH). Og ifølge [RLL00, prop.12.2.2] er ∆0([π(pi)]0) = −[

�

J̃H
]1 = 0, da exp(2πip) =

�
OA

+ p
∑∞
k=1(2πi)

k/k! =
�
OA

+ (exp(2πi) − 1)p =
�
OA

for enhver projektion p ∈ OA.
Afbildningen δ1 er præcis afbildningen givet i sætning 2.8.11(h) sammensat med isomorfien fra lemma

4.1.4 – s̊a denne er en isomorfi og [pi]0, i ∈ Σ(H) frembringer K0(JH). Da der oplagt gælder, at (δ ◦
K0(ι))([pi]0) = (λ ◦ δ1)([pi]0) for alle i ∈ Σ(H), er ogs̊a δ ◦K0(ι) = λ ◦ δ1.

Jeg vil nu prøve at skitsere et bevis for, at K1(π) ◦ ξ−1 = ξ−1
2 ◦ β. Jeg har dog ikke rigtig sat mig

ind i s̊a meget omkring K1-grupperne, s̊a det kan sikkert laves nemmere (og lidt mere stringent). Givet
x = (x1, . . . , xn)

T ∈ ker(I − AT). Sæt x′ = β(x) = (xk1+1, . . . , xn)
T ∈ ker(I − AT

22). Fra bemærkning 2.6.17
har vi defineret vx ∈ Mat|x|(OA) og vx′ ∈ Mat|x′|(OA22

). Bemærk, at for i ≤ k1 er s∗i si =
∑n

j=1A(i, j)sjs
∗
j =

∑k1
j=1A11(i, j)sjs

∗
j . S̊aledes ses umiddelbart, at de første |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xk1 | diagonalelementer i vxv

∗
x og

v∗xvx udelukkende indeholder linearkombinationer af elementer fra {sis
∗
i | i ≤ k1}. For hvert a ∈ Mat|x|(OA)
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kan vi klart betragte π(a) som et element i Mat|x|(OA22
) under identifikationen af OA/JH med OA22

. S̊aledes
er det nedre højre |x′| × |x′| hjørne af π(vx) er lig vx′ .

Vi har, at

Mat|x|(D0) ∼= Mat|x|(C
n) ∼=

n⊕

i=1

Mat|x|(C),

Mat|x|(D0(OA22
)) ∼= Mat|x|(C

n−k1) ∼=

n⊕

i=k1+1

Mat|x|(C).

Bemærk, at vi s̊aledes kan vælge wx, s̊a komponenterne af wx tilhørende de sidste n−k1 direkte summander,
er lig identitetsmatricen udenfor det nedre højre |x′|× |x′| hjørne. P̊a naturlig vis kan vi ogs̊a betragte π(wx)
og π(ux) som elementer i Mat|x|(OA22

). Lad wx′ ∈ Mat|x′|(D0(OA22
)) være det nedre højre |x′| × |x′| hjørne

af π(wx) – og bemærk, at π(wx) = I|x|−|x′| ⊕ wx′ . Da er wx′w∗x′ = I − vx′v∗x′ og w∗x′wx′ = I − v∗x′vx′ og
endvidere er π(ux) = π(vx) + π(wx) ∼1 vx′ + wx′ =: ux′ .

Bevisskitse for
”
δ1 ◦ ∆1 ◦ ξ−1

2 = ∆“: Givet x′ ∈ ker(I − AT

22). Sæt x = (x1, . . . , xn)
T =

(
0
x′

)
∈ Zn og

definér vx′ , wx′ , ux′ ∈ Mat|x′|(D0(OA22
)) som i bemærkning 2.6.17. Bemærk, at x1 = · · · = xk1 = 0. Da vi p̊a

oplagt m̊ade kan betragte D0(OA22
) som π(D0), kan vi betragte wx som det oplagte løft af wx′ til Mat|x|(D0)

(bemærk, at der ikke nødvendigvis gælder, at x ∈ ker(I − AT)). Sæt ux = vx + wx, da er π(ux) = ux′ og
man ser nemt, at vxw

∗
x = 0, wxv

∗
x = 0, v∗xwx = 0 og w∗xvx = 0. Man kan forholdsvis nemt vise, at ux er en

partiel isometri.
S̊aledes er ifølge [RLL00, prop.9.2.4]

δ1(∆1([ux′ ]1)) = δ1([I|x′| − u∗xux]0 − [I|x′| − uxu
∗
x]0),

hvor I|x′| betegner identitetsmatricen i Mat|x′|(OA). Bemærk, at vxv
∗
x, v

∗
xvx, wxw

∗
x og w∗xwx er diagonalma-

tricer, og at antallet af sis
∗
i ’er i

vxv
∗
x er xiχN(xi) +

∑

j|xj<0

(−xj)A(j, i) = xiχN(xi) +
∑

j>k1|xj<0

(−xj)A(j, i),

v∗xvx er − xiχN(−xi) +
∑

j|xj>0

xjA(j, i) = −xiχN(−xi) +
∑

j>k1|xj>0

xjA(j, i),

wxw
∗
x er

{
|x′| − xiχN(xi) −

∑
j>k1|xj<0(−xj)A(j, i), hvis i > k1,

0, ellers,

w∗xwx er

{
|x′| + xiχN(−xi) −

∑
j>k1|xj>0 xjA(j, i), hvis i > k1,

0, ellers.

Lad e1, . . . , en betegne standardbasen for Zn. S̊aledes er

δ1([I|x′| − uxu
∗
x]0) =

[
|x′|(e1 + · · ·+ en) −

k1∑

i=1

(
0 −

∑

j>k1|xj<0

xjA(j, i)
)
ei

−
n∑

i=k1+1

(
xiχN(xi) −

∑

j>k1|xj<0

xjA(j, i) + |x′| − xiχN(xi) +
∑

j>k1|xj<0

xjA(j, i)
)
ei

]

=
[ k1∑

i=1

(
|x′| +

∑

j>k1|xj<0

xjA(j, i)
)
ei

]
,

da x1 = · · · = xk1 = 0. Endvidere er

δ1([I|x′| − u∗xux]0) =
[
|x′|(e1 + · · ·+ en) −

k1∑

i=1

(
0 +

∑

j>k1|xj>0

xjA(j, i)
)
ei

−
n∑

i=k1+1

(
− xiχN(−xi) +

∑

j>k1|xj>0

xjA(j, i) + |x′| + xiχN(−xi) −
∑

j>k1|xj>0

xjA(j, i)
)
ei

]

=
[ k1∑

i=1

(
|x′| −

∑

j>k1|xj>0

xjA(j, i)
)
ei

]
.
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S̊aledes er

δ1(∆1([ux′ ]1)) = δ1([I|x′| − u∗xux]0) − δ1([I|x′| − uxu
∗
x]0)

=
[ k1∑

i=1

(
|x′| −

∑

j>k1|xj>0

xjA(j, i) − |x′| −
∑

j>k1|xj<0

xjA(j, i)
)
ei

]

=
[
−

k1∑

i=1

n∑

j=k1+1

xjA(j, i)ei

]
= [−AT

21x
′].

Eksistensen af isomorfien ξ1 følger nu automatisk, da b̊ade K1(ι) og α er injektive og vi har verificeret
eksistensen af de øvrige isomorfier samt kommutativiteten af diagrammet. �
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