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Dette kompendium, som er udarbejdet i forbindelse med et tidligere kursus, og
som nu er ved at blive udbygget, supplerer bogen af Andrews og Eriksson, samt
foreleeserens Lecture Notes.

Henvisninger til bogen af Andrews og Eriksson gives som [AE], fx. “Se et bevis
i [AE], Kapitel 2.2”



1 Konjugationsklasser i .5, og partitioner

Teorien for partitioner spiller en vaesentlig rolle for de symmetriske grupper, iseer for
studiet af deres repraesentationer. Men partitioner dukker allerede op i beskrivelsen
af konjugationsklasser af elementer i .5,,.

Definition 1.1. For n € N defineres den symmetriske gruppe af grad n, betegnet
Sp, som mengden af slle permutationer af tallene 1,...,n. Elementerne i S, er
altsa de bijektive afbildninger s : {1,...,n} — {1,...,n} og udgor en gruppe med
kompositionen “sammensaetning af afbildninger”.

Et typisk element s € S, kan angives eksplicit pa 3 mader:

Tabelfremstillingen er, som navnet antyder, en tabel, hvor det nemt aflaeses hvad
et givet tal afbildes i:

Den direkte fremstilling er essentielt tabelfremstillingen, men den gverste raekke

er fjernet:
s=1[s(1) s(2) ... s(n)]

Denne fremstilling ikke hensigtsmaessigt til at beregne produktet (sammen-
seetning) af to elementer.

Cykelfremstillingen : Elementet skrives som et produkt af disjunkte cykler,
s = (i1,02, -y 0)(J1, 2y oo oy Js) - - (K1, Koy ooy Ky).
Her skal (iy, 19, . ..,17;) laeses som
11 > 19,19 > 13, ..., 141 +— 1; og slutteligt ¢; — 7,

og delmaengderne af i’er, j’er etc er disjunkte.

Er der punkter i {1,...,n} der er fikspunkter for permutationen, vil disse
udgere en cykel med kun ét element i fremstillingen og udelades gerne. Saledes
defineres ved

s=(1,2,3)(4,5)

en permutation i Sg givet ved

s(1) =2,5(2) =3,s(3) =1,s(4) = 5,s(5) =4, s(6) = 6.

En cykelfremstilling er entydig op til ombytning af cyklerne samt ”rotation”i
en Cykel, f.eks. er (il,ig,i3) = (’L.3, il, 22)

Definition 1.2. (Cykelleengde/Cykeltype) En cykel med m elementer kaldes en
m-cykel. For en permutation s € S, defineres cykeltypen som et tupel

ct(s) = (1™, 2m2 ... n™)

hvor m; angiver antallet af i-cykler i fremstillingen
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For en cykeltype geelder klart folgende relation:

g m; =n

i>1

Definition 1.3. (Konjugation) Lad G vere en gruppe og lad x,y € G. x og y siges
da at vere konjugerede, og vi skriver x ~ vy, dersom

dgeG:x=gyg !

Vi ved fra Mat2AL at denne relation er en akvivalensrelation hvis aekvivalens-
klasser kaldes G’s konjugationsklasser.

Ved at udnytte cykelfremstillingen af elementerne i .S,, kan man beskrive grup-
pens konjugationsklasser.

Lemma 1.4. Lad g,s € Sn med s = (il,ig, ce ,il)(jl,jg, ce 7js) e (]{31, ]{32, ce kt)
Da har gsg=* cykelfremstillingen

(g(il)vg(iQ)v s 79(”)) (g(jl)vg(j2)7 s 79(.78)) s (g(kl)vg(kQ)v s 7g(kt))

Eksempel 1.5. Lad s,g € Ss sa s = (1,3,4,8)(2,7,6) og g = (1,2)(3,4)(5,6,7).
Da er
gsg~' =1(2,4,3,8)(1,5,7)
Af lemmaet fas umiddelbart

Saetning 1.6. Lad s, s9 € S,. Da gelder
$1 ~ Sg & ct(s1) = ct(s2)

Definition 1.7. (Partition)
Lad n € N. En partition af n er en sekvens af naturlige tal

A= (Lo, L)

saledes at
l12l222lm ogl1+l2+...+lm:n

Tallene l; kaldes \’s dele og m er dens leengde. At \ er en partition af n skrives
A F n. Nogle steder i litteraturen, fr. i [AE], benyttes notationen ly + lo + -+ + I
for en partition. At der er tale om en partition af n skrives san =1y + 1o+ -+ 1,,.

Hvis vi tager en sekvens (1™,2™2 ... k™) kort skrevet (i), der opfylder

m; > 0 (idet indgange med m; = 0 kan udelades) og Zimi =n
i>0

og kalder den for en cykeltype af n, er det klart at enhver cykeltype for en permuta-
tion s € S, netop er en af disse cykeltyper af n. Det er yderligere klart at der er
en bijektion mellem maengden af partitioner af n og maengden af cykeltyper af n.
Partitionen A\ svarer under denne bijektion til cykeltypen (i) netop hvis m; af \’s
dele er lig med 4. Vi vil ofte ogsa bruge den eksponentielle skrivemade (i) for en

partitition, i overensstemmelse med bijektionen.
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Eksempel 1.8. Lad n =5.

partition  eksponentiel notation/cykeltype Mat 2AL

(5) (5") (152 % %)
(4,1) (1%,4%) () (5 k)
(3,2) (2!,3)) (o) (5 %)
(3,1,1) (12,34 () (%) (% * )
(2,2, 1) (1%,2%) () (%) (%)
(2,1,1,1) (1%,24) (%) (%) (%) (%)
(1,1,1,1,1) (1) () (%) (%) (%) (%)
Definition 1.9. (Partitionsfunktionen) Partitionsfunktionen p : Ng — N er givet
ved
1 n=>0
p(n) = { Antal partitioner af n ellers

Seetning 1.10. Antallet af konjugationsklasser i S, er p(n).

Eksempel 1.11. Antallet af konjugationsklasser i udvalgte S, :

n  Konjugationsklasser(p(n)) n Konjugationsklasser(p(n))

1 1 8 22

2 2 9 30

3 3 10 42

4 D 50 204.226

5 7 100 190.569.292

6 11 200 3.972.999.029.388

7 15 500 2.300.165.032.574.323.995.027

Vi altsa at enhver permutation s € .S,, har en cykeltype, og til denne cykeltype
hgrer, ved ovenstaende bijektion, en partition.

Definition 1.12. (Partitionstype) Lad s € S,,. Den til s’s cykeltype, ct(s), horende
partition kaldes s’ Partitonstype og betegnes pt(s).

Eksempel 1.13. Lad s € S, vere givet ved s = (1,2)(3,4,5)(6,7)(8). Da er pt(s) =
(3,2,2,1)(én 3-cykel,to 2-cykler og én 1-cykel)

Som kendt har enhver permutation s € S, et fortegn
sign(s) € {£1}
der opfylder
sign(st) = sign(s)sign(t), s,t € .S,
sign((iy,...,4,)) = (=1)""
Af dette ses umiddelbart

Saetning 1.14. (1) Elementer i samme konjugationsklasse i S, har samme for-
tegn.



(2) Fors e S, med pt(s) = (l1,...,1ln) er sign(s) = (—1)"™.

Permutationer med fortegn +1 siges at veere lige, de andre ulige. Det er kendt
fra Mat2AL at de lige permutationer udggr en normal undergruppe, A,, 1.5, kaldet
den alternerende gruppe af grad n. For n > 2 geelder at |S,, : A,| = 2, dvs. der er lige

. . . . . o nl .
mange lige og ulige permutationer i S,. Mere specifikt ma |A,| = % idet |S,| = n!.

Definition 1.15. (Positiv/negativ partition) En partition A = (I, ..., l) afn siges
at veere positiv dersom n —m er lige, og negativ dersom den er ulige.

Bemaerkning 1.16. Hvis vi bruger den eksponentielle skrivemade for A\, A = (i),
sa er fortegnet for X lig (—1)', hvor t =>_,(i — 1)m,.

Det ses at der for s € S, geelder
s er lige < pt(s) er positiv

Definition 1.17. Lad n € N. Med p*(n) betegner vi antallet af positive partitioner
af n, og med p~(n) antallet af negative.

Eksempel 1.18. Vi har

pT(n) p~(n)

(
0
1
1
2
3

U W N~ 3

1
1
2
3
4

(

Der geelder altid, at for n # 2 er p*™(n) > p~(n). (Se Kapitel 3).

Vi betragter nu Konjugationsklasser i A,,.

Da konjugationsklasserne i A,, kun kan indeholde lige permutationer, sa kunne
man umiddelbart tro, at antallet af konjugationsklasser i A, er pT(n), dvs. antallet
af lige konjugationsklasser i S,,. Men dette er forkert som allerede tilfeeldet n = 3
viser:

AS = {(17 27 3)7 (17 37 2)7 (1)(2)<3)}
er cyklisk, specielt abelsk, dvs. hvert element danner sin egen konjugationsklasse
i As. Der er altsa 3 konjugationsklasser men p*(3) = 2. Det, der sker, er, at en
Sp-konjugationklasse af lige permutationer kan splitte i 2 A,-konjugationsklasser.

For en endelig gruppe G og et x € GG har definerer vi centralisatoren for x i G
som

Ca(z) ={g € Glgz = zg}
Yderligere ved vi fra Mat2AL at konjugationsklassen K, i G indeholdende z opfylder
|K,| = |G : Cg(x)].

Lad nu s € S, veere en lige permutation, dvs. s € A,,. Konjugationsklassen i S,
der indeholder s har altsa |S,, : Cg, (s)| elementer, mens konjugationsklassen i A,
der indeholder s har |A, : C4,(s)| elementer.
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Der gaelder oplagt Cy, (s) er en undergruppe af C, (s). Der er nu to muligheder:
(I) Cg, (s) indeholder en ulige permutation
Altsa er Cy, (s) # Cs, (s). Her ma |Clg, (s) : Ca,(s)| = 2, dvs.

2|14, : Cy, (8)] = |Sn:Anl-|An: Ca,(s)]
= |5, :Cy,(s)
= |50 : Cs,(s)] - |Cs,(s) : Ca, ()]
= |5,:Cs,(s)]-2

hvoraf det sluttes at

I dette tilfeelde omfatter s’s A,-konjugationsklasse hele S,-klassen, dvs. S,,-konjugationsklassen
splitter ikke i A,,.

(IT) Cs, (s) indeholder ingen ulige permutationer.
Her er C4,(s) = Cs,(s). Som i foregaende tilfeelde findes

1
[An 2 Ca, (8)] = 5150 : Cs, (5)]

I dette tilfzelde splitter s’s konjugationsklasse i 2 A,,-konjugationsklasser med %]Sn :
Cs, (s)| elementer i hver (overvej).

Saetning 1.19. Lad s € A, og lad pt(s) = \. Da gelder:
Cs, (s) indeholder ingen ulige permutationer < Alle dele i A er ulige og forskel-
lige.

Bevis. Lemma 1.4 viser, at hvis (iy,...,7;) er en vilkarlig cykel i cykelfremstillingen
for ¢, sa er (i1, ...,4) € Cg,(c). Sa hvis X indeholder en lige del, er den tilsvarende
cykel en ulige permutation i centralisatoren. Vi vil derfor i resten af beviset antage,
at alle dele i \ er ulige.

Hvis 2 cykler (iy,...,4) og (ji,...,Ji) 1 ¢ har samme (ulige) leengde, sa er g =
(11, 71) (12, Ja)...(i1, i) € Cs, (c) ulige. Sa hvis Cg, (s) ikke indeholder ulige permuta-
tioner, ma alle dele i \ veere forskellige. Pa den anden side, hvis alle dele i A er
forskellige, sa viser Lemma 1.4, at et element g € Cy, (s) ma centralisere hver cykel i
s. Altsa, hvis (iy, ..., 4;) er en vilkarlig af disse cykler, sa er g(iy, ..., 75)g ' = (iy, ..., 7).
Heraf ses, at g ma veere et produkt af potenser af cyklerne i c. Da cyklerne i ¢ er
antaget at have ulige leengde, sa er g lige.

]

Definition 1.20. Med p°(n) betegnes antallet af partitioner af n med alle dele ulige
og forskellige.

Eksempel 1.21.
P’ =1 p°2)=0, p°(3) =1, p’(4) =1, p’(5) = L,..., p°(16) =5
For en endelig gruppe G betegner k(G) antallet af konjugationsklasser i G.
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Seetning 1.22. (1) k(S,) = p*(n) +p~(n) (= p(n)).
(2) k(A,) =p*(n) +p°(n).

Bevis.
(1) Oplagt.

(2) I foregaende saetning har vi vist at S,,-konjugationsklasse af lige permutationer
splitter i 2 A,,-klasser netop nar alle dele i den tilhgrende partition er ulige og
forskellige. Sa p°(n) af de lige konjugationsklasser splitter i 2 A,-klasser, sa vi
ialt har p™(n) + p°(n) klasser.

0

Vi skal senere i kapitel 3 ved hjelp af en bijektion vise at p°(n) = p™(n) —p~(n)
(Euler 1748)



2 Om Partitionsfunktionen

En del af dette kapitel behandles i bogen [AE], se specielt Kapitel 3.3 og Kapitel 6.
Partitionsfunktionen kan forfines:

Definition 2.1. Den forfinede Partitionsfunktion p : Ng x N — Ny er givet ved

0 ,m >n
p(n,m) =< 1 ,n=>0
Antal partitioner af n bestaende af m dele , ellers

Eksempel 2.2.
e p(n,1) =1 (Partitionen (n))
e p(n,n) =1 (Partitionen (1))
o p(5,2) =p(5,3) =2

Der geelder oplagt relationen

Teet knyttet til den forfinede partitionsfunktion defineres:
Definition 2.3. Med p,,(n) betegnes antallet af partitioner af n i hgjest m dele.

Vi har saledes oplagt

Seetning 2.4. Der gelder

Bewis. Hvis A\ er en partition af n med preecis m dele, betragtes den partition \*
af n — m, som opnas ved at reducere alle dele i A med 1 og fjerne eventuelle dele
0. Resultatet er en partition af n — m med ¢ dele for et ¢ < m. Det er klart, at
reduktionsprocessen kan omvendes. Forgg hver del af en partition af n — m med
1 < m dele med 1 og tilfgj m — ¢ dele lig 1. O

Eksempel 2.5. Vi har p(6,3) = p(3,1)+p(3,2)+p(3,3) = 1+1+1 = 3 idet meng-
den af partitioner i 3 dele er {(4 1 1),(3 2 1),(2 2 2)} med tilhorende partitioner
{3),(21),(111)} of 3.

Saetning 2.6. Forn > 2 gelder der

p(n) <p(n—1)+p(n—2).



Et bevis findes i [AE], Kapitel 3.3.
Seetningen viser at p(n) er begreenset opdad til af Fibonnacci-tallene. Dette er
ogsa forklaret i [AE], Kapitel 3.3.

Definition 2.7. Forn > 0 defineres det n’te Fibonnaccital som

Leddene er altsa binomialkoefficienter, om hvilke der som altid gaelder (‘;) =0
dersom a < 0 eller b > a.
Saledes er

e ()15 ()2 () s e () - o

Lemma 2.8. For allen > 0 er
Foro = Fop1 + Fy.
Seetning 2.9. For allen > 0 er
p(n) < F,.
Seetning 2.10. For alle n > 0 gelder
F?—F 1 F, = (—1)"
Saetning 2.11. Lad o = % og B = 1_—2‘/5 Forn >0 gelder

L

V5

Korollar 2.12. Lad o = % For alle n er

Fn _ n+1l ﬁn—f—l)

p(n) < o™

Ovenstaende vurdering er meget grov. Asymptotisk geelder!
1 n

e™V 3
4n\/§

En preaecis rekursionsformel for p(n) bliver angivet i Kapitel 4, se ogsa [AE],
Kapitel 5.4.

p(n) ~

'Se Andrews: Theory of Partitions, Kap. 5-6
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3 Nogle partitionsbijektioner

Der findes en meget omfattende litteratur vedrgrende bijektioner mellem maengder
af partitioner. Man er interesseret i seetninger pa folgende form:

Lad A og B vere egenskaber som partitioner kan opfylde. Da er antallet af
partitioner af n, der opfylder A, lig antallet af partitioner af n der opfylder B.

En sadan ssetning kan bevises ved at angive en konkret bijektion mellem parti-
tionsmaengderne. Dette kaldes i litteraturen ofte et bijektivt bevis. Et bedre navn ville
egentlig veere bijektionsbevis. Vi giver nogle eksempler i dette kapitel. Seetningerne
kan ogsa bevises ved at betragte frembringende funktioner (et analytisk bevis). Den
sidste mulighed er som regel den letteste. Vi giver nogle eksempler pa analytiske
beviser senere.

Saetning 3.1. Antallet af partitioner af n i k dele er lig antallet af partitioner af n
der har k som hgjeste del.

Bevis. Bruger spejling i diagonalen af Ferrersdiagrammet (Youngdiagrammet) for
en partition. Se [AE|, Kapitel 3.1-3.2. O

Ved at spejle Ferrersdiagrammet for en partition A i diagonalen fas Ferrersdia-
grammet for den konjugerede partition \°. Den betegnes ogsa nogle steder \* eller
Al (Keert barn har mange navne.)

Eksempel 3.2. Forn =6 er der tre partitioner der har 3 som hgjeste del:
(3,1,1,1), (3,2,1), (3,3)

Endvidere er der ogsa 3 partitioner afn =6 i 3 dele:
(4,1,1), (3,2,1), (2,2,2)

Saetning 3.3. Antallet af selv-konjugerede partitioner af n er lig med antallet af
partitioner af n der har alle dele forskellige og ulige.

Beuvis. Dette er forklaret i [AE] (3.4). O

Eksempel 3.4. For n =9 har vi 2 partitioner med forskellige og ulige dele:
(9), (5,3,1)
0g 2 selvadjungerede partitioner:
(5,1,1,1,1), (3,3,3)

Saetning 3.5. (Euler) Antallet af partitioner af n i ulige dele, er lig antallet af
partitioner af n i forskellige dele.

Bewis. Dette er forklaret udforligt i [AE], Kapitel 2.3. O
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Eksempel 3.6. Forn =5 er der tre partitioner med ulige dele:
(5), (3,1,1), (1,1,1,1,1)
og tre partitioner i lige dele:
(4,1), (3,2), (2,1,1,1)

Seetningen stammer fra Euler, men det bijektive bevis blev fgrst givet af Glaisher
i 1800-tallet. Han bemeerkede ogsa, at brugen af den ”2-adiske” (=binzere) beskrivelse
af de naturlige tal umiddelbart kunne generaliseres til vilkarlige positive (prim)tal.

Saetning 3.7. Lad p vere et primtal. Antalet af partitioner af n, hvor ingen dele
gentages p eller flere gange, er lig antallet af partitioner af n, hvor ingen del er
delelig med p.

Seetningen er meget vigtig i den modulaere repraesentationsteori for de symme-
triske grupper S,,!

Eksempel 3.8. Lad p = 3. Der er syv partitioner af n = 6 hvor ingen dele gentages
3 eller flere gange:

(6)7 (57 1)7 (47 2)7 (47 ]'7 1)7 (37 3)7 (37 2) 1)7 (27 2) 17 ]‘)
Tilsvarende er der syv partitioner af n = 6 huvis dele ikke er delelig med 3:
(5,1), (4,2), (4,1,1), (2,2,2), (2,2,1,1), (2,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,1)

Den naeste seetning kaldes “Eulers pentagonale saetning” og ser maske ved forste
blik lidt teknisk ud, men vi skal se, at den kan bruges til at give en effektiv rekursionsformel
for partitionsfunktionen p(n). F. Franklins bijektive bevis bliver af G. Andrews be-
tegnet som ” One of the truly remarkable achievements of the 19’th-century american
mathematics.”

Seetning 3.9. Lad Q,, og Q! vere antallet af partitioner af n i hhv. et lige antal og
et ulige antal forskellige dele. Da er

Q. n# (k/2)(3k+ 1)
Qn - { Q;l + (_1)1‘7’ n = (k/?)(3l€:|: 1)

for et k € N.
Bewis. Se [AE] Kapitel 3.5. O

Her er sa et bijektionsbevis for en setning, der blev naevnt i Kapitel 1 af dette
kompendium.

Saetning 3.10. For alle n € N gelder:



Bewis. (Richard Guy) Lad P(n) veere meengden af partitioner af n, P°(n) maengden
af partitioner af n med alle dele ulige og forskellige, P*(n) maengden af positive
partitioner af n og P~ (n) meengden af negative partitioner af n (Definition 1.15).
Endvidere er

R(n) =P(n) \ P’(n)
Bemzerk at P°(n) C PT(n) og derfor ogsa P~(n) C R(n). Vi definerer en afbildning
A= A" pa R(n) med folgende egenskaber for alle A € R(n):
(I) A=A

(IT) A og A* har forskelligt fortegn.
Heraf folger seetningen: (I) viser, at * er en bijektion og (II) at * afbilder P~(n) ind
i PT(n)\ P°(n) og omvendt. Heraf fas sa p~(n) = p*(n) — p°(n), som ¢nsket.
Vi knytter nogle tal til hvert A € R(n) :

() = storste lige del ¢ A hvis A indeholder en lige del

“NVT10 ellers

r()) = 0 hvis alle dele i A\ er forskellige
| storste gentagne del © A ellers

Det er ikke muligt, at e(A) = r(\) = 0, nar A € R(n), idet sadanne N'er ville veere i
PO(n).
Vi betragter nu to muligheder:

Tilfeelde 1: 2rr(\) > e(\)
Tilfeelde 2: e(A) > 2r(\).

I Tilfelde 1 lader vi \* veere den partition, der opstar fra A ved at erstatte 2
dele, som er lig 7(\), med én del lig 2rr(\) og lade alle andre dele ugendret. Bemaerk,
at A\*’s leengde er en storre end \’s, sa fortegnet skifter, jfr. Seetning 1.14. Bemeerk
endvidere, at A* er i R(n), da den har en lige del.

I Tilfelde 2 lader vi A* veaere den partition, der opstar fra A ved at erstatte den
storste lige del e(A) med to dele, som er lig e()\)/2 og lade alle andre dele usendret.
Bemeerk, at e(\) # 0, da ellers e(\) = r(\) = 0. Bemeerk ogsa, at \*’s leengde er en
mindre end \’s, sa fortegnet skifter. Endelig bemaerkes, at A* er i R(n), da den har
en del, der gentages.

Vi mangler kun at vise, at A** = X for A € R(n).

Tilfeelde 1: Vi antager at 2r(\) > e(\) og da nogle gentagne dele fra A er fjernet
i A* ma r(A*) < r(X). Ulighden 2r(\) > e(\) bevirker ogsa, at e(\*) = 2r(A). Derfor
optraeder tilfaelde 2 for \*. Fra definitionen fas sa \** = \.

Tilfelde 2: Vi antager at e(\) > 2r(\). Bemaerk, at delen e(\) i A ikke gentages,
fordi sa ville r(A) > e(A) > 2r(A), en modstrid. Derfor er e(\) ikke en del i A*. Vi
far altsa e(A*) < e(A). Da A* har to dele, som er lig e(\)/2, ma r(A*) > e(\)/2.
Sa geelder altsa 2r(\*) > e(A) > e(A\*), dvs. at tilfeelde 1 forkommer for \*. Fra
definitionen fas igen \*™* = \. !
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Eksempel 3.11. Lad A\ = (8,7,6,6,1,1). Her ere(A\) =8, r(\) = 6. Vi er i tilfelde
1da2r(\) =12 > e(\) =8. Vi far \* = (12,8,7,1,1). Nu er e(\*) =12, r(\) =1,
sa vi er i tilfelde 2 med \*. Vi far \** = (8,7,6,6,1,1).
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4 Formelle potensrakker

Dette og det fglgende kapitel giver en mere “algebrisk” beskrivelse af formelle po-
tensraekker og deres relevans til partitionsidentiteter end i [AE], kapitel 5. Specielt
spiller konvergensspgrgsmal absolut ingen rolle. Det er fx. uveaesentligt for overvejel-
serne, hvilket legeme vi bruger. Der findes ikke noget anvendeligt konvergensbegreb
i vilkarlige legemer.

Lad K veere er vilkarligt legeme (Q er dog i realiteten det eneste legeme, vi far
brug for i dette kursus).

Definition 4.1. (Formel potensraekke) En formel potensrekke med koefficienter fra
K er et udtryk

Zaiqi:a0+@1q+a2q2+...+anq"+... ya; € K

i=0

Her kalder vi g en variabel. Potensrakkerne Y oo, a;q" 0g > o biq" siges at vaere ens
netop nar a; = b; for alle 1.

Variablen i potensrackken betegnes her ligesom i [AE] af traditionelle grunde med
q i stedet for med ¢ som i Mat2AL.

Definition 4.2. (Sum/Produkt af potensrackker) For potensrakker f(q) = > aiq"
09 9(q) = D2, biq" defineres:

(f+9)@) = > (ai+b)d
i=0
(f-9)(q = Zciqi, hvor ¢; = Z a;bi_;
i=0 =0
Med disse kompositioner danner meengden af formelle potensrackker en kom-
mutativ ring K|[[¢]], kaldet Potensrekkeringen, med et-element
1K[[q”:1+0-q+0~q2+...
Bemeerk at polynomiumsringen Klg| er en delring af K|[[q]].
Bemeaerkning 4.3. [ en formel potensrakke kan vi erstatte ¢ med en positiv potens
q" af q og sd fa en ny formel potensrakke: Hvis f(q) = > oy aiq" sa er
fld") = Z aiq"".
i=0
Det er klart at der sa for formelle portensrekker gelder

fla)=9(q) = f(d") =9(d").

15



Vi kan ogsa lave andre substitutioner for q, fr. erstatte ¢ med —q. I den ovenstaende
notation er f(—q) den formelle potensrakke Y .o (—1)'a;q". Igen har vi

f(=q) = g9(—q) <= flq) =9g(q).

I en endnu storre generalitet, kan det somme tider give mening at betragte sammen-
seetningen (f o g)(q) af to potensrekker f(q) og g(q). For ethvert i € N er jo g(q)’
igen en formel potensrekke. (Set g(q)° = 1.) Huis igen f(q) = > s aiq', sa er

fog)(q) = Z a:(9(q))

Her skal man dog passe meget pa, jfr. bemeaerkningerne om uendelige summer af
potensrakker nedenfor! Hvis g(q) har det konstante led by = 0, sa vil (f o g)(q) give
mening.

Seetning 4.4. Lad f(q) = > ;2 aiq" € K|[q]]. Da gelder:
f(q) er invertibel i K[[q]] < ag # 0.

Bevis. Antagat g(q) = >_i°, biq" opfylder at (f-g)(q) = 1k Sé er ifplge Definition
4.2 agby = 1. Specielt ma ag # 0, da K er et legeme. Hvis omvendt ag # 0, seettes
by = ag ! Derefter bestemmes b; saledes, at aghy + a;by = 0. Her er b, entydigt
fastlagt, da ag # 0. Nu kan vi bestemme by entydigt, sa agby + a1b; + asby = 0.
Generelt vil vi, nar vi har bestemt bg, .., b,_1, fa by entydigt fra ligningen agby +
arbg—1 + ... + agby. Sa er ifplge Definition 4.2 g(q) = .57, bi¢" inverst element til
f(a)- O

Hvis man konkret skal checke, om givne formelle potensrakker f(q) og g(q) er
inverse til hinanden, kan det ggres ved at bevise, at deres produkt er 1(=1x{q-

Eksempel 4.5. Her er nogle trivielle identiteter i Q|[q]] :
1—q)™ =375

L+q) ' =321

1—q—¢*) ' =32, Fiq', hvor F; er det i’te Fibonaccital

oo id) T =20 5 (=)

Den forste af identiteterne bevises fx. ved at multiplicere (1—¢) og > - ¢* under
anvendelse af 4.2: Her er ag = 0,a; = —1 og a; = 0 for ¢ > 2. Endvidere er b; = 1
for alle 7 > 0. Heraf beregnes fra formlen, at ¢g = 1 og ¢; = 0 for ¢ > 1. De andre
bevises pa analog made. Man kan ogsa udlede den anden identitet fra den fgrste ved
at erstatte ¢ med —q, jfr. Bemaerkning 4.3.

Bemaerk at vi regner helt formelt og ikke bruger konvergensspgrgsmal. I den
matematiske analyse (og i bogen [AE]) vil man sige at (1—¢)~" = >";° ¢* geelder nar
lg| < 1. Heri ligger, at man arbejder med analytiske funktioner over det komplekse

1.

(
2. (
3. (
4
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legeme. Det ggr vi ikke. Vi regner algebraisk i potensraekkeringen over et vilkarligt
legeme!

Lad nu (f,,)(q)nen veere en folge af formelle potensrackker. Under visse indskraenk-
ninger er det muligt at danne den uendelige sum ) fn(q) eller det udendelige
produkt [], .y fn(q), saledes at resultatet igen kan fortolkes som en formel potens-
rackke 1 K[[q]].

Er feks. f;(¢) => 02, ¢",i > 1, altsa

fil) =g+ +¢+q" +..

fle)= @+ +q" + .
f3(q) = ¢+t + .

etc., sa er det klart at man med rimelighed kan definere

(Q_fila) =D _na"

Derimod kan man ikke definere produktet i dette tilfzelde, for lige meget hvordan
man multiplicerer et led fra hvert af de uendelig mange f; sammen, sa vil stgrrelsen
¢ indga. For et fa et veldefineret produkt, er det altsa en fordel hvis konstantledet
er 1.

Mere generelt, hvis f;(q) = Z;io aij¢’,1 € N er en fplge af formelle potensreekker
og vi gnsker at tilskrive ) _ f, mening, sa skal ) a;; have mening for alle j € N.
Da vi ikke vil arbejde med konvergens af uendelige raekker ma vi kreeve at summerne

er “endelige”, dvs. for alle j € Ny skal der kun veere endeligt mange 7 sa a;; # 0.

Bemeaerkning 4.6. For at den uendelige sum er veldefineret kraeves altsa:
e For alle j > 0 findes der kun endeligt mange i sa a;; # 0 (1)

Hvis pa den anden side []5°, f; skal have mening, sa skal koefficienten til ¢/ veere

endelig. Den er givet ved
> ] aw (%)

(Ji)ien =1
hvor (ji)ien = (J1,J2, - -.) gennemlgber alle fglger med >, ji = J.
I (%) kan ]2, a;;, tilleegges mening hvis neesten alle a;;, = 1. Dette kan opnas
ved at kraeve a;p = 1 for naesten alle i (overvej). Endvidere ma i (x) naesten alle
summander veaere 0, for at summen skal veere endelig. Dette opnas ved at kraeve at

der for alle j # 0 kun findes endeligt mange 7 sa a;; # 0.

Bemaerkning 4.7. For at det uendelige produkt er veldefineret kreeves altsa:

e a;o =1 for nesten alle i
e For alle j > 0 findes der kun endeligt mange i sa a;; # 0
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Bemaerkning 4.8. Antag at vi for et j > 1 skal beregne koefficienten c; til ¢’
i et uendeligt produkt af formelle potensrakker 1], oy fn(q). Fra den netop anforte
betingelse 4.7 ses, at der ma findes et naturligt tal m saledes at der for alle i >
m, 1 < j" < j gelder, at a;y = 0. Det har som konsekvens, at c; kan beregnes som
koefficienten til ¢¢ i det endelige produkt [, f.(q) af de forste m faktorer. Prov at
formulere et tilsvarende udsagn for uendelige summer af formelle potensrekker 4.6.

Eksempel 4.9.

1. Lad fi(q) = (1%(1?1;)---(1@)' Da ﬁ € Kl[q]] (se Eksempel 4.5), er ogsa det
uendelige produkt

FCA+q+F+. )A+P+¢"+.. ) A+ +¢%+..)
en formel potensrekke. I f;(q) er det mindste led forskellig fra 0 netop qu, sa
ifolge 4.6 har

fla)=1+) fila)
iEN

mening. Vi kan beregne nogle fa koefficienter:

fil) = ¢+ +C+¢+ ...

fole) = ¢+ +2¢°+2¢"+ ...

fsla) = @ +...
sa

flQ)=14+q+@+¢*+2¢" +3¢°5+ ...

2. Lad g;(q) = 1,1(11- =1+q¢" +q¢* +.... Sd har, ifolge 4.7, det uendelige produkt

9(0) = [[ (@)

ieN
mening. Vi har
9(q) =1+ q+2¢° +3¢° +5¢" + ...

3. Lad ) . )
1(q) 1_q7 2(q> 1_q47 S(q) 1_q6’
og generelt
1 1
h2n—l - 1 o q5n747 hQTL - 1 o q5n71 N

Da er
h(g) = [ hnla)

defineret og lig
1 1
h(g) = H(l — q5nf4)(1 _ q5n71)'

n>0

Man kan beregne at

h(q) =1+q+¢*+¢* +2¢* +2¢° +3¢° + ...
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En beromt szetning af Rogers og Ramanujan (og Schur) siger at f(q) = h(q) hvor
f(q) og h(q) er givet som i eksempel ovenfor. (Se [AE], side 52.)
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5 Frembringende funktioner.
Partitionsidentiteter

Lad igen K veere et vilkarligt legeme.

Hvis a : Ny — K er en afbildning, sa kaldes den formelle potensrackke f(q) =
Y nso @(n)g™ for den frembringende funktion for a. Man skriver dette som a = f.
Komplicerede sammenhzenge mellem afbildninger kan ofte udtrykkes kort og elegant
med frembringende funktioner!

Eksempel 5.1.
1. Hvis 1: Ng — Q er givet ved 1(n) =1, sa er
l=1+q+¢+...=(1—¢)"
2. Analogt ses, jf. eksempel 4.5(3) at
Fo=(l—-q-¢)"

3. Hvis k € N og (f) : Ng — Q er givet ved (f)(n) = (s), ses at

(f) = (1+¢q)*

Dette udsagn er simpelthen bare binomialformlen

i (z) ¢"=1+q"

n=0

Saetning 5.2. Lad p : Ny — N vere partitionsfunktionen. Da gelder:

o0

p) = 3 pme =[] ==

= 1=1

Bevis. 1 dette bevis er det vaesentligt at benytte den eksponentielle skrivemade (i)
for en partition A, jfr. Kapitel 1. Det betyder altsa, at m; af X’s dele er 7. Vi far ogsa

brug for, at
1 - m-i

saledes at hgjre side udfgrligere kan skrives som produktet

1 + ¢ + ¢ + & + ¢ + )x

Ved udmultiplicering skal vi velge et led, lad os sige ¢™i%, fra hver af de uendelige
summer »__ ¢™". Alle paner endelig mange led skal veelges som 1 = ¢°%, dvs. at
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neesten alle m;’er er 0, og hvis summen ) .., m; - ¢ = n far vi altsa et bidrag ¢".
Vores valg af led er selvfolgelig fastlagt entydigt ved tallene m; og til valget knytter
vi sa den partition af n, som er givet ved, at dens eksponentielle skrivemade er (i").
Omvendt giver en partitions eksponentielle skrivemade os et veldefineret valg af led
1 udmultipliceringen. O

Laeseren bgr gore sig klart, at det er den eksponentielle skrivemade for partitio-
ner, der er den afggrende ingrediens i det ovenstaende bevis. For forstaelsen af det
folgende er det veesentligt hele tiden at huske dette.

Samtidig kan vi anse det ovenstaende som vores forste “analytiske” bevis for
en partitionsidentitet. Vi bemeerker at argumenterne alligevel stadig er rent formelt
algebraiske/kombinatoriske og uafheengige af evt. konvergensspgrgsmal for uendelige
rackker.

Satning 5.3. (1) Den frembringende funktion for antallet af partitioner af n med
ulige dele er

ad 1 1 1 1

i=1

(2) Den frembringende funktion for antallet af partitioner af n med forskellige dele

er
00

Q) =]J0+4d)

(3) Der galder Py(q) = Q(q).

Beuvis. Vi forfiner argumentationen fra for og bibeholder den eksponentielle skri-
vemade A = (¢™) for en partition. Vi ser at A har ulige dele preecis nar m; = 0 for
alle lige i. Sa den frembringende funktion for disse partitioner ma veere [[>2, 1—(1%‘
Pa tilsvarende made har A\ forskellige dele praecis nar m; < 1 for alle 7. Vi far
[T;2,(1+¢") som frembringende funktion. Hermed har vi vist (1) og (2).

Med beviset for (3) gar vi ind i en ny fase, idet vi nu udnytter Bemeerkningerne
4.3 og 4.8.

Vi har at

) =1l =

og derfor

Plg) _ILA-¢) (Q—-¢)(1—q)--(1-¢")-

Pl TL(0-¢) (A-ql—¢) (1—g)
Vi bemeaerker nu, jfr. Bemzerkning 4.8, at koefficienten til ¢ i denne formelle potens-
reekke er den samme som koeffifienten til ¢ i det endelige produkt

00 )
Y0 (1)

hvor vi altsa i teeller og naevner har endelige produkter. Men i det endelige produkt
X; kan vi tillade os forkorte i teeller og naevner med polynomier, som er invertible
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betragtet som elementer i potensrackkeringen, uden at produktet X; sendres. Derfor
er koefficienten til ¢/ 1 X; det samme som i

1
Y, = —
Tl —¢d) - (1-g7)
hvor j' er det storste ulige tal mindre lig j. Her har vi forkortet faktorer pa formen
(1 — ¢*), 2k < j i teeller og naevner. Endvidere har vi ignoreret faktorerne (1 —
q*"), 2k > j i teelleren, som ikke bidrager til ¢/. Men koefficienten til ¢/ i Y; er den
samme som i P, (q). Her benyttes igen Bemerkning 4.8. Dermed er vist, at

P(q)
P(q?)

fordi de har samme koefficienter til enhver potens af ¢q. Hvis vi i stedet forkorter
faktorer pa formen (1 — ¢') i teeller og neevner af X; og benytter, at (¢* — 1) =
(¢" + 1)(¢" — 1) ser vi koefficienten til ¢/ 1 X; er den samme som i

Zi=[[n=v0+q.

Men koefficienten til ¢ 1 Y; er den samme som i Q(g), igen ifolge Bemeerkning 4.8.
Heraf fas

= Puz(Q)

O

Seetning 5.4. Lad som for p°(n) vere antallet af partitioner af n i forskellige ulige
dele. Da gelder:

p’(n) = [J+¢*") =P
i=1
Bevis. Analogt til beviset for Seetning 5.3(3). O

Bemaerkning 5.5. Setning 5.3 viser at

Pul) = Q) = 5
og Setning 5.4 viser, at
P = i
(Hvorfor?) Alts fas
P°(q) = sz;g;ﬁ)

Saetning 5.6. Lad Q,, og Q' vere som i setning 3.9. Vi kalder her Q) = @, og
Q. = Q.. Da gelder
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(2) §
Q:{ -Q, =1+ Z(_l)k(q§(3k—l) + q§(3kz+1))
k=1

Bewvis. (1) Fra Seetning 5.2 ses, at [[;2,(1 — ¢') = P(q)~* (Overvej). Hvis vi sam-

menligner
o0

H(l +q')

med
[ee]

[Ta-a),

i=1
ser vi, at der er korrespondence mellen leddene, der fas ved udmultiplicering af de
to produkter: Hver gang A\ = (i1, 19, ...,im,) er en partition af n i forskellige dele,
sa svarer den til det led i udmultipliceringen hvor vi veelger ¢"* fra faktor (1 + ¢™)
(hhv. (1 — ¢™)), og ¢ fra faktor (1 + ¢*2) (hhv. (1 — ¢2)), osv. og veelger 1 fra alle
andre faktorer. Forskellen mellem koefficienterne i de to uendelige produkter er, at
der i det andet produkt kommer et fortegn (—1)™ fra A som bidrag til ¢". Derfor er
Q) — @, netop koefficienten til ¢ 1 [2,(1 — ¢*).

Udsagn (2) er nu en umiddelbar konsekvens af Eulers pentagonal theorem, Saet-

ning 3.9. Overvej dette ngje! !

Fra denne setning fas let:

Saetning 5.7. (Eulers rekursionsformel for p(n)) For alle n > 1 gelder

o0

pln) = 3 (-1 o — 5 (3k — 1) + pln — 5 (3% + 1)

k=1
hvor p(n) = 0 hvis n < 0.

Beuvis. lfglge Seetning 5.6 er
Plg)™ =1+ Y (~1)F (gD 4+ g264),
k=1

Da P(q) = Y =, p(i)q", fas seetningen ved at sammenlige koefficienten til ¢" pa de
to sider af ligningen P(q)P(q)~! = 1. O

Bemeaerkning 5.8. Fulers formel siger altsa at

p(n) =p(n—1)+p(n—2) —p(n —5) —p(n —7) +...

-\

g

k=1 k=2
Fl.eks. er

p(10) = p(9) + p(8) — p(5) — p(3) =30 +22 — 7 — 3 = 42.
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Lad ¢ (n) (hhv. ¢~ (n)) veere antallet af lige (hhv. ulige) partitioner af n i for-
skellige dele.

Seetning 5.9. Fore=" 4" er
(1) @, = 5(Q(q) +eP(g)™")
(2) ¢“(n) = 5(Q(q) + eP(=q)7")

Bevis. (1) fas ved eliminering fra de fglgende ligninger, hvoraf den fgrste er triviel
og den anden er fra Seetning 5.6

Qr + Q. =Q)
Q) —Q, =P "

(2) En partition af n i m dele er lige, hvis n — m er lige. Derfor er, som det let
ses,

Dette viser, at for alle n er
¢ (n) —q (n) = (-1)"(Qy — Q). (%)

Ved at erstatte ¢ med —q i identiteten

Plg™ = (@7 = Qu)d"
fas sa (jfr. Bemeerkning 4.3)
P(—q)™' =) (=D)™@QF = Q)g" =D (g7 (n) —q (n))q",

under anvendelse af ligningen (*), altsa
¢ (n) —q (n) = P(—q)"".

Da trivielt
q"(n) +q (n) = Q(q),

fas (2) ved eliminering. O

Bemaerkning 5.10. Ved at udnytte at Q(q) = ]f((qqg)) fas ogsa
P(q)* + eP(¢)
P(q)P(¢?)
Som i Kapitel 1 er p™(n) (hhv. p~(n)) veere antallet af lige (hhv. ulige) partitioner

af n.
Det analoge resultat til seetning 5.6 for partitioner med gentagelser er nu

Q=
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Seetning 5.11.

o0

pr(n)—p~(n) =[]0+ (-1)'¢)"

=1

1 1
Cl—q 1+¢ 1—¢3

Beuwis. Det uendelige produkt er, skrevet udferligt:
QI+d"'+@ + P+ ¢*t + )%
(1—q¢"?2+¢*2 -2+ ¢*2 £ ..)x
e Den i’te faktor kan ogsa skri-
(14 (1) 1" + g2 + (—1)i~1g¥ + g% £ )

ves som fglger:

14 (—D)FEDg 4 (—1)20 g2 (=)D gme
Som i tidligere beviser vil en partition A = (1™1,2™2...), af n, (skrevet eksponentielt)
svare til, at vi vaelger (—1)™(=Ugmit fra den i'te faktor for hvert i sa vi far et
bidrag (—1)’q til det uendelige produkt, hvor ¢ = >, (i — 1)m;. Resultatet folger fra
Bemaerkning 1.16. O

Analogt til Seetning 5.6(2) haves
Saetning 5.12.
p*(n) —p~(n) = P(q)
Beuvis. Et bijektionsbevis blev givet i slutningen af Kapitel 3.

I dette bevis regner vi med formelle potensrackker. Ifglge Seetningerne 5.4 og 5.11
skal vi vise identiteten

H(l +¢' ) = H(l +(=1'¢')

Hvis vi i denne identitet erstatter ¢ med —q far vi

[e. 9] [e. 9]

[[a-¢h=]]0+d)"

i=1 i=1

Ifplge Bemaerkning 4.3 kan vi ngjes med at vise denne identitet. Men den fglger fra

Seetning 5.3(3) ved invertering,. O
Analogt til Seetning 5.9(1) fas sa

Korollar 5.13. Fore="+"7 er
1
p'(n) = 5(Pla) + eP°(q))

Saetning 5.14. Lad p<x(n) vere antallet af partitioner af n, hvor alle dele er < k.
Da geelder for k € N

1
1—q)(1—=¢*)---(1—q")

p<i(n) = (
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Bewis. Analogt til beviset for ssetning 5.2. U

Bemaerkning 5.15. Som vi har set i Kapitel 3 er p<(n) ogsa antallet af partitioner
af n, i hgjst k dele.

Vi slutter med et par potensraekkeidentiteter, der kan bevises kombinatorisk.
Den fgrste findes i [AE], (8.2). Ideen i beviset er at dele partitionerne op i klasser
svarende til storrelsen af “Durfee kvadratet” (Se [AE], p. 76.) Den i'te summend i
identiteten teeller partitioner, hvis Durfee-kvadrat har stgrrelse i x i.

Saetning 5.16. (Durfee-identiteten)

Plg) = [Ja-a)"
— 1 )
SRR DL sy poer e
1 . 1
I R A e R

Det er interessant at sammenligne seetning 5.16 med Rogers-Ramanujan-identiteten
(kapitel 4), som vi ikke vil/kan bevise her (se et bevis i [AE]):

- 5i+1\—1 514 _ 1
[T =g ) a—q™ 1+Zq 00— -9

i=0
Denne identitet er sckvivalent med fglgende udsagn:

Antallet af partitioner af n, hvor alle dele er = 1(5) eller = 4(5) er lig antallet af
partitioner (Iy,...,1,) af n hvor [; — ;43 > 2fori=1,2,..., m—1

Eksempel 5.17. Lad n = 5. Partitioner med dele med = 1 eller =4 mod & er
(41) og (15). Partitionerne med differens er (5) og (41).

Et resultat der svarer til seetning 5.16 for partitioner i forskellige dele er
Seetning 5.18.

i) = (')
g(1+q) 1+;q ()

Bewvis. Venstre side er den frembringende funktion for partitioner i forskellige dele.
(Seetning 5.3.) Hvis vi har en partition A = (ly,ls,...,lj_1,1;) af n i j forskellige
dele, sa lad \* = (lh — 7,00 — (1 — 2),...,1j_1 — 2,1; — 1). (Vi har trukket 1 fra den
mindste del, 2 fra den naestmindste osv.) Hvis vi udelader eventuelle dele =0, sa er
A* en partition af n — (j;rl) med hgjst j dele. (Bemaerk, at 1 +2 — ... 4+ j = (]H) )
Omvendt giver en partition af n — (j ;1) med hgjst j dele en partltlon af n ved at
addere j til den stgrste del, j — 1 til den naeststorste osv. Nu benyttes Seetning 5.14

og bemeaerkningen efter den. O
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5.1 Formel differentiation og dens anvendelser

Hvis vi betragter en formel potensrackke

fla) = ang" € K[q]]

sa kan vi definere dens afledede, f'(q), som den formelle potensraekke

F@)=> nang"" € K[[q)]

Det er let at se at de ssedvanlige regneregler for differentiation
sumregel, produktregel, kaederegel

geelder for formelle potensraekker.

Mere interessant er det, at regnereglerne ogsa geelder for uendelige summer af
produkter af formelle potensrackker! Hvis f(q) = >, fi(¢), sa fas fra betingelserne
for en veldefineret uendelig sum 4.6 fglgende:

For alle j > 0 findes et n; € N saledes at

fla) - Zfz’(Q)

i=1

er delelig med ¢/*1.

Det betyder, at koefficienterne til 1,q,¢?% ..., ¢’ ma stemme overens i f(q) og
S fi(q), og derfor stemmer koefficienterne i den formelle potensraekke f/(g) overens
med koefficienterne i den endelige sum

Z fiI(CI)

til og med 7 — 1. Dette viser at

Bemaerkning 5.19. f'(q) = >..2, fl(q) idet de har samme koefficienter til alle
potenser af q.

Analogt fas under anvendelse af 4.7:

Bemeaerkning 5.20. Huvis
g(g) =] £,
i=1

sa er

J'(q) = 9(q) Z @

q)
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Eksempel 5.21. Anvendes ovenstaende bemaerkninger pa identiteten

(o] . (o] 1
P(g)=> pm)g" =[]+
i=1 il
fas
o et P > Z'qi—l
> g™ = P@) Y 1
n=1 n=1
for hvis g;(q) = 1%1” sa ses det let at ziggg = ilqi;. Ved at multiplicere dette med g
fas identiteten
> mlnd = P@ Y 1

Lad nu S(q) := "2, 1’;‘1;. Endvidere betegner o den talteoretiske divisorsum-
funktion: For n € N er o(n) summen af alle positive divisorer i n. Eksempelvis
er

0(2)=142=3, 0(6)=1+2+3+6=12, 0(9)=1+3+9=13.

Saetning 5.22. Der gelder

Bevis. Idet L = 14 ¢¢ + ¢¥ + ¢* + ... fas

1—-q¢*
64 )

S(q) =

G+ @+ @+ ¢+ ¢+ ¢
+( 28+ +2¢" + 2¢°
+( + 3¢ + 3¢°
+

+...)
@+ ...)
Idet vi nu adderer koefficienterne til et givet g™ “lodret” i skemaet fas resultatet.
O

Seetning 5.23. For alle n € N er

Bevis. Sammenlign koefficienter til ¢ i den sidste ligning i Eksempel 5.21 O

Vi har altsa en ny rekursionsformel for p(n), dog ikke sa effektiv som Seetning
5.7.

% p(n — K)o (k) = %(p(n C 1) 4 3p(n — 2) + Ap(n — 3) + Tp(n — 4) +..)
Eksempel 5.24.

p(5) = ~(p(4) + 3p(3) + 4p(2) + Tp(1) + 6p(0)) = é(5 L0484 TH6) =T
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Den logaritmiske afledede af en funktion f(x) er

o)y =%
Seetning 5.23 viser .
P'(q 1
P g

og giver saledes at udtryk for den logaritmiske afledede af P(q). Der er altsa en teet
og bemeerkelsesveerdig sammenhaeng imellem partitionsfunktionen p(n) og divisor-
sumfunktionen o(n).
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6 Hooks, f-mangder og partitioner

I repraesentationsteori for S, (som praesenteres meget kort i naeste kapitel) spiller
de sakaldte “hooks” (pa dansk: Vinkler eller Kroge) i Ferrer’s diagrammer for en
partitioner en vigtig rolle, bade hvad angar Murnaghan-Nakayama-formlen (Kapitel
7), som kan ses som en rekursionsformel for de irreducible karakterer, savel som
i dimensionsformlen for de irreducible karakterer. Det viser sig, at dimensionerne
er lig antallene af “standard-tableauer” (Kapitel 8). Disse antal involverer “hook-
laengder”.

Indholdet af dette kapitel er en forkortet version af Kapitel 1 i mine Lecture
Notes. Hvad angar beviser, refererer vi derfor til denne kilde som [LN].

Til behandling af vigtige sporgsmal vedr. ”hook-strukturen” af partitioner er det
fordelagtigt at formulere disse ved hjezlp af S-maengder:

Definition 6.1. ([-mangde)
En B-mengde X er en endelig delmengde af Ny.

Vi skriver som regel S-meengder i nedadstigende orden
X:{hl,hg,...,ht}, hl >h2 > ... >ht20

Til en B-maengde X knyttes en partition ved forskriften

{hiho .o by & (I, Lo, L)

hvor

og alle dele med [; = 0 er udeladt. I [LN], side 6, kaldes I1(X) for P*(X).

Eksempel 6.2. (1) X = {8,6,2,1}, II(X) = (8—3,6—2,2—1,1-0) = (5,4,1,1) -
11

(2) Y ={8,6,2,1,0}, II(X)=(8—4,6—3,2—21—-1,0—0) = (4,3)F 7

Givet en partition A, vil vi gerne prgve at bestemme alle S-meengder X med
II(X) = A\

Definition 6.3. (3-mengde for en partition/X ™) Lad X = {hq,...,h} vere en
B-mengde.

(1) X siges at vere en S-maengde for partitionen \ dersom IT(X) = \.
(2) Visetter Xt ={h;+1,...,hy + 1,0} og induktivt for n > 1:

X=X, Xt = (Xt

Vi har altsa at for X = {hy,..., h} er

Xt ={hi+n,....,hs+n,n—1n-2,...,1,0}
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Saetning 6.4. Lad A = (ly,...,l;) vere en partition. Set
X={h+k-1)l+(k—-2),....1}
For vilkarlig -meaengde Y gelder:
OY)= &Y =X" foretn>0
Bewis. Dette fas let ved at “regne baglens” fra partitionens dele. O

Definition 6.5. Lad X = {hy,...,h} og II(X) = (l1,...,lk). For 1 < i <'t
defineres
HAX) = (1,2 b\ (B — by | > 1}

Lemma 6.6. Med den ovenstaende notation har vi:
(1) Hi(X)|=h;—(t—13) =1 hois TI(X) = (L4, ..., lk) og 1 <i < k.
(2) Hi(X) =0 fori> k.
(3) Hi(X) = Hi(XT).
Bewvis. Dette fas let fra definitionen. O

Vi skriver

hvor hjy > hjy > ... > hif og kalder disse tal for ”i-rackke-hooklaengderne”af X.
Hvis II(X) = A = (I, . .., ly) skriver vi hook-leengderne for X i et hook-diagram
Hook(X):

X X X
LI ST
S

X X

h/kl ... kklk

Eksempel 6.7. Lad X = {8,6,2,1}, II(X) = (5,4,1,1)

H(X) = {1,2,3,4,5,6,7,8}\{8—-6,8—2,8—1}={8,5,4,3,1}
Ho(X) = {1,2,3,4,5,6}\{6—-2,6—-1} ={6,3,2,1}

Hs(X) = {21\{2-1} ={2}

Hi(X) = {1}

— N O OO
w Ot
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Definition 6.8. For en partition X = (ly,... 1) settes
YA ={04)|1<i<k1<5< 1}

Y(A) bestar af "koordinaterne”til punkterne/kasserne i Ferrer’s diagrammet for
Al

+ =
+ N
+ w
+ o
+
+ o
+ =
+

U W N =
} |

l

Definition 6.9. ((4, j)-hook’en H;;(\)) Lad X\ vere en partition. For (i,7) € Y(N)
seettes

(1) Hy(A) = {(,5) € YN =i} {5 € VN7 > j}. Den forste of

mangderne, der indgar i hook’en kaldes hook’ens arm, den anden er dens ben.
(2) Ry = [Hi(A)].
(3) hyy kaldes lzengden af hook’en H;(\).

I det ovenstaende diagram vil altsa Has veere de folgende markerede kasser. De
markerede kasser i 2. raekke (panger kassen (2,2)) er armen og resten er benet.

(2,2)— -

Hvis A° = (nq,...,n;) er den konjugerede partition til A, ses umiddelbart, at der
for hook-leengderne geaelder

hg\j:(li—j)+(nj—i)+1

Definition 6.10. For en partition X = (ly,. .., 1) med konjugeret partition
A= (ny,...,m) settes
HZ()‘) = {h?lv h;\Qa s hfzz}

hvor
hyy = (li = j) + (nj — 1) + 1.
Hi(N\) angiver saledes lengden af alle hooks i den i’te rekke.
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Vi bemaerker, at nar X er en f-mengde for A, sa indeholder Hook(X) ogsa tal
h;; for alle (i,7) € Y(\). Vi onsker at vise, at hj; = hy; for alle i,5 € Y()), dvs.
Hi(X) = Hi(A).

Definition 6.11. (Arm- og benlaengde) For en partition A = (I1, ..., 1) med konju-

geret partition A’ = (ny,...,n;) defineres armlaengden af‘j hhv. benleengden bf‘j af
Hij(A) som

a?j = li—J

A .

Der er altsa tale om antallet af kasser i armen, hhv. benet og hf‘j = af‘j + bf‘j + 1.
Vi far ogsa brug for randen af et Ferrer’s diagram:

Definition 6.12. For en partition \ defineres randen
RA) ={(,5) e YN (i + 1,7 +1) ¢ YN}
For (i,7) € Y(\) defineres en delmangde, (i, j)-randen, ved
Rij(A) ={(7".j") € RO) [" =i og j' = j}.
Rij(A) inddeles yderligere i to mindre maengder

Rij(Na = {0)) € RN (@ +1,57) ¢ RV}

Rij(Mp = {(@,5) € RN [ (' + 1,5) € ROV}
R(A) bestar saledes af de kasser i Ferrer’s diagrammet hvor vi ikke kan ”ga”én
gang ned og til hgjre uden af falde ud af diagrammet, og R;;(\) udgeres af de af

randkasserne, der ligger pa eller under (i,7)te hooks arm og pa eller til hojre for
dens ben.

Eksempel 6.13. [ Ferrer’s diagrammet for X = (8,7,5,4,2) er randen markeret
med en prik, mens de af dem der er i Raa(\) er i en cirkel:

(2,2) — @8@@
©00/©
O

Rij(A), bestar af de kasser, hvor vi ikke kan ga ét skridt ned uden at falde ud af
diagrammet og R;;(\), er dem, hvor vi bliver indenfor diagrammet.
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Eksempel 6.14. Elementerne i R11(\) indeles i a’er og b’er:

blal
blala
bla
bla|a
ala

Lemma 6.15. For en partition A = (ly, . ..,lx) med konjugeret partition
A= (ny,...,m) gelder

(1) Riy(Na={{.0") < i <}

(2) Rij(A)p = {(, lir1) [4 <7 < ny}

(3) IRi;(Nal = aiy, [Rij(N)s| = b
Bevis. Se [LN] (1.1). O

Markeringerne med a’er og b’er ovenfor indgar i beviset for den fglgende overra-
skende seetning:

Saetning 6.16. (Frame-Robinson-Thrall) Lad A = (I1, ..., 1) vere en partition. For
1 <1<k gaelder

{hﬁj/|]/:1’27ll}U{hz>\1_hz>\’1|Zl>Z}:{]—7277hz>\1
Bewvis. Se [LN] (1.2). O

Som vi allerede har set i Eksempel 6.7 er det klart, at Seetning 6.16 kernen i
beviset for den naeste satning.

Saetning 6.17. Lad X vere en (-mangde for partitionen X. For alle Y(\) gelder
X _ A
Bevis. Se [LN] (1.4). O

Selve seetning 6.17 vil vise sig at veere meget nyttig i flere sammenhaenge. Vi
giver her et par korollarer.

Lad
HO) = (ki | G.5) € YOO = JH

veere maengden af hook-leengder i A. Vi vil faktisk betragte H(A) som en sakaldt
"multimaengde”, dvs. en maengde, hvor hvert element ma gentages/har multiplicitet.
Sa hvis der findes x hook-laengder i A som er lig h, sa skal h forekomme x gange i

HO).
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Eksempel 6.18. \ = (5,3,2% 1) har hook-diagrammet

412]1]
1

o[

WO |©

saledes at

H()\) = {97 7767474747 3727 2) 17 ]-) 17 ]-}

Korollar 6.19. Antag at X = {hy, ho,..., hi} er en B-mangde for A og lad h € N.
Der gelder:

Bewvis. Se [LN] (1.5). O

Korollar 6.20. (Nakayama) Antag h € H(\) for en partition A. Hvis l € N og l|h,
sa erl e H(N).

Bevis. Se [LN] (1.6). O

Eksempel 6.21. [ forrige eksempel var 6 € Ho(N). Derfor ma der ifolge korollaret
eksistere hooks af lengde 2 og 3 i \.

Vi kan endda sige mere!

Korollar 6.22. Lad h = hf‘j for en partition X\ og antag at h = ef fore, f € N,
Da vil netop f af hook-lengderne

{hoy 1(@,5') € Hig(A)}
veere delelige med e.
Bewis. Se [LN] (1.7). O

Eksempel 6.23. [ forrige eksempel havde vi en hook af lengde 6 = 2 -3 = 3 - 2.
Der er altsa netop 3 af hook-lengder i denne hook der er delelige med 2, og netop 2
der er delelig med 3.

Vislutter dette afsnit med at beskrive fijernelsen af en hook fra en partition/Ferrer’s
diagram.

Lad os forst betragte randen R(\) = Rq1(A) af en partition A af n, R(A) C Y(A).
Vi pastar at Y(A\)\R(\) = Y(A\1), hvor \; er en partition af n — hy,.

Eksempel 6.24. For A\ = (8,7,5,4,2) F 26 er A; = (6,4,3,1) 26 — 12 = 14
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A1

Lemma 6.25. Antag at A = (I1,ls,...,l;) og at Ay er givet ved

YAN\Ru(A) = V(A1)

Da er
Alz(lg—l,lg—l,...,lk—l)

I lemma 6.25 kan \; derfor beskrives som den partition, hvis Ferrer’s diagram
opnas fra \’s Ferrer’s diagram ved at fjerne kasserne i Hi;1(A). Det er nu let at se,
at vi generelt kan ggre folgende:

Givet (i,7) € Y()), sa findes der en partition, som vi vil kalde A\H;;()), der
opfylder

YOH;, (V) = YON\R,(A)

A\Hi;(A\) opnas ved enten at fjerne alle kasserne i R;;(\) fra A eller ved at fjerne
alle kasser i H;;(\) og sa "skubbe”diagrammet sammen.
Nar (i,7) € Y(\) siges partitionen

1= A\Hi;(\)

at veere opstaet fra A ved fjernelse af (i, j)-hooken
I forleengelse af Lemma 6.25 har vi

Lemma 6.26. Antag at (i,j) € Y(\). Skriv h); = a +b, hvor a = a}y og b = b}y er
arm- hhv. benlengderne.

Da er
MNH;(A) = (bl b,
livi =1 ligo =1, Ly — 1,
li — (CL + 1),
Livtats oo livora, oo s L)
Bewis. Se [LN]’s bevis for (1.8). O

Denne formel er ikke naer sa elegant som det tilsvarende resultat for f-meengderne.
Vi betragter igen situationen fra korollar 6.19.
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Saetning 6.27. Lad X = {hy, ..., h} vere en f-mengde for \. Antag at h € H;(\).
Sa er hi —h >0 og h; —h ¢ X (jf. korollar 6.19).
St

YV = (X\{hi}) U{h; — h}

(dvs. vi har erstatet h; med h; —h 1 X ).
Da erY en (-mangde for \H;;(\) hvor h = hy;.
Bevis. Se [LN] (1.8). O

Det er denne seetning, der iseer illustrerer, hvorfor 3-maengder for partitioner er
nyttige. Den besveerlige beskrivelse af fjernelse af en hook af leengde A i en partition
svarer i f-maengden bare til subtraktion af h fra et element. Hvad angar “bogholderi”
for hooks, er f-mengderne et suverzent hjselpemiddel. Det skulle blive helt klart i
Kapitel 9. (Se evt. ogsa kapitel 3 i [LN]).
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7 Lidt om Murnaghan-Nakayama formlen

I dette kapitel praesenteres uden beviser nogle kendsgerninger om repraesentationer
og karakterer for iseer symmetriske grupper, der kan tjene som baggrundsmaetriale
for nogle af de fglgende resultater. Vi lader K veere et legeme af karakteristik 0.

Definition 7.1. (K-Repreesentation/Dimension/Karakter/Irreducibel)

(1) En K-repreesentation af dimension n € N af en endelig gruppe G, er en ho-
momorfi

T:G— GL(n,K)

fra G ind i gruppen af invertible n x n matricer med koefficienter i et legeme
K.

(2) Karakteren xr af en reprasentation T er afbildningen xr : G — K givet ved

xr(g) = Tr(T(g))

hvor Tr betegner sporet af en matriz (summen af diagonal-elementerne).
Definition 7.2. (Irreducibel/Reducibel repraesentation)

(1) T siges at veere reducibel, hvis der eksisterer X € GL(n,K) og tal k,1 >0 sa
k+1=n samt en k X k matrix A og | x | matrix B sa

. L (A0
VgeG: XT(g)X _(0 e

(2) T siges at veere irreducibel dersom den ikke er reducibel.
Saetning 7.3. Karakterene pa en gruppe G er konstante pa G’s konjugationsklasser.

Definition 7.4. (Xkvivalente repraesentationer) To reprasentationer T og T" siges
at vere ekvivalente dersom xr = X1v.

Saetning 7.5. (1) Akvivalente representationer har samme dimension.

(2) Der findes kun endeligt mange ikke-akvivalente irreducible representationer

af G.
Det viser sig, at dersom K er ”stor nok”, fx. K = C, sa geelder

Saetning 7.6. Antallet af ikke-@kvivalente irreducible reprasentationer af G er lig
med antallet af konjugationsklasser i 3.

For eksempel har altsa den symmetriske gruppe S,, preecis p(n) ikke-sekvivalente
irreducible repraesentationer.

Seetning 7.7. ErTy,...,T, representanter for alle ikke-@kvivalente irreducible re-
presentationer af G, da gelder
1. xr,(1) | |G|
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2. 3 xn(1)? =G|

Sa dimensionerne af irreducible repraesentationer er divisorer i G’s orden og sum-
men af kvadraterne pa de ikke-aekvivalente irreducible repraesentationers dimension
er netop |G|.

Vi skal beskeeftige os med tallene y7.(1) i tilfeeldet G = S,,. Her vil hook-formlen
(Kapitel 8) og Robinson-Schensted korrespondencen (Kapitel 9) uddybe saetningen.

Ifplge kapitel 1 findes der en konjugationsklasse K i S, for hver partition A
af n. Det viser sig at det er muligt for hver A = n at definere en irreducibel Q-
repracsentation Ty af S, (pa en naturlig made), saledes at {T3| A F n} alle er ikke-
eekvivalente.

Vi seetter

[/\] = XTx
til at veere karakteren af T). Hvis u F n, er karakteren [\] konstant pa konjugations-
klassen K. Sa for alle x € K, er [A(z) ens. Vi betegner dette element i Q med
[A](1). Et simpelt argument (legems-teoretisk) viser at

VA ukbn:[M(p) €z
Murnaghan-Nakayama-formlen kan ses om en rekursionsformel for tallene [A](u).
Definition 7.8. Hvis A\Fn ogl € N settes

Y= {(i,j) € YO [ by = 1}

Saetning 7.9. (Murnaghan-Nakayama formlen) Lad A\, u = n med p = (I3, 1o, ..., ly).
For alle m,1 <m < k gelder

N = D (=DPEAHGN)] ()

(GNEY Ny,

hvor pim = (I1,la, .. o l—1, b1, - - -, lx) . Begyndelsesbetingelsen er, at hvis vi er naet
ned til den “tomme” partition, sa er verdien lig 1.

Denne formel har flere interessante aspekter og konsekvenser. Der er bemaerkel-
sesvaerdigt, at det er lige meget hvilken del /,,, man veelger i partitionen p. Karak-
terveerdien kan beregnes pa den samme made.

Eksempel 7.10. [4,1%(8) = 1. Partitionen har kun en hook af lengde 8 og ben-
lengde 4. Nar den fjernes, fas den tomme partition.

Lad os ogsd beregne [4,1%] pd konjugationsklassen (4,3,1). Da (4,1%) kun har én
hook af lengde 4 og benlengde b = 3 giver MN-formlen, at [4,1%)(4,3,1) = —[4](3,1)
Partitionen (4) har kun én hook af lengde 3 og benlengde 1. Sa [4](3,1) = [1](1) =1

Vi far i alt [4,19(4,3,1) = —1.

Korollar 7.11. Lad A\, ut=n med = (I, ...,lx). Da gelder: Hvis X ikke har hooks
af alle lengder 1y, ... 1, sa er [N(u) = 0.

Eksempel 7.12. [4,3,1](5,3) = 0, fordi (4,3, 1) ikke har en hook af lengde 5.
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Det er klart at MN-fomlen far flere led, nar der er mange hooks af en given
leengde [,,, hvor [, er en del i p. I princippet er det mest ubehagelige tilfeelde
derfor beregningen af [A|(1"), hvor g = (1"). Sa er K, klassen der bestar af det
neutrale element i S,, og [A](1™) (som vi senere vil kalde f)) er netop dimensionen
af repraesentationen T.

Definition 7.13. A= For A\ b n sattes
A ={pk (n—1)[3(i,7) € Y(N1:p=A\Hi;(N)}
Eksempel 7.14. For A\ = (5,3%,1) er A\~ = {(4,3%1),(5,3,2,1), (5,3%}.

Et specielt tilfeelde af Seetning 7.9 er sa det folgende, som kaldes forgreningsreg-
len/the branching rule:

Korollar 7.15. (Forgreningsreglen) Lad A, it n med pu = (I, 1o, ..., 1l;). Antag at
Iy =109 lad i/ = (l1,la,...,lk—1) F n— 1. Der gelder

NeEX—
Gentagen anvendelse af Korollar 7.15 viser:
Saetning 7.16. [A|(1") er lig antallet af sekvenser
A =N -1, lyay ooy A = (1)
af partitioner hvor \i =1 09 Ay € Ay fori=1,2,... ,n—1.

Seetning 7.9 giver ogsa forbindelse til standard-tableau’er for A.
Til en sekvens af partitioner

An =M Aty o A= (1), A =0

som i saetning 7.16 tilordnes et diagram hvor man erstatter hvert punkt i Ferrer’s
diagrammet for A med ét af tallene 1,2... n.
Hvis (4,7) € Y(\) eksisterer der et m,1 < m < n saledes at

(,7) € Y(Am) men (i, 7) ¢ Y(Am-1)
I den tilsvarende kasse (i, j) i Ferrer’s diagrammet skrives m.

Eksempel 7.17. For A\ = (3,2) kan vi velge
A5 =(3,2), Ma=(3,1), \3=1(2,1), a=(2), A1 =1

som giver diagrammet

1/2]4]
3]5

Dette er et eksempel pa et standard-tableau, som behandles i naeste afsnit.
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8 Om Standard-tableau’er. Hook-formlen

Definition 8.1. (Tableau) Lad A vere en partition af n. Et tableau for \ (ogsa
kaldet et \-tableauw) er en nummerering 1,2, ...,n af kasserne i Young-diagrammet
for A.

Eksempel 8.2. Hvis A = (3,2), sa er

5/1]3]
412

et tableau for \.

Definition 8.3. (Standard-tableau) Et A-tableau kaldes standard hvis tallene i bok-
sene vokser i alle rekker og 1 alle sgjler.

Eksempel 8.4. For A = (3,2) er ovenstaende tableau ikke et standard-tableau, bl.a.
fordi 5 og 1 star forkert i forste raekke og 5 og 4 star forkert i forste sgjle.
Her er samtlige standard-tableaw’er for X:

1[3]5] [1]2]5] [1]2]4] 3] [1]3]4]
214 314 315 415 215
Lalt 5 stk. Antallet 5 forklares © Setning 8.7.

—
[\]

Definition 8.5. For en partition A betegner ST(\) mangden af standard-tableau’er
og fr = |ST(N)| antallet af dem.

Eksempel 8.6.
fe2) =95, fe1) =3, fle2 =2

Ifplge Korollar 7.15 og bemearkningerne efter det er f) ogsa dimensionen af den
irreducible repraesentation af S,,, der er knyttet til partitionen A. Vi har sa folgende
bemeaerkelsesveerdige seetning:

Saetning 8.7. (Hook-formlen) Lad \ vere en partition af n. Da gelder
n!
HheH(/\) h

Eksempel 8.8. Lad os for beviset checke hook-formlen for X = (3,2). Her A\ med
hook-lengder,

I

413]1]
2|1

sa HheH(/\) h=4-3-2-1-1=24 og f\ = 5!/24 =5, i overensstemmelse med antallet
1 Eksempel 8.4.

Bevis. Lad A F n, A = (a1, ,a,) og lad h;; = h;;(\) betegne hook-laengderne i
A. Ifplge Frame-Robinson-Thrall-seetningen 6.16 har vi, at der for alle i, 1 <1 <r
geelder

hiI!
[Tiei(hir = hinn)

[T 7 = hirhiz - hia, = (3)
k=1
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Det betyder, at man alene ud fra tallene z; := h;;, de sakaldte fch’s, first column
hook-lengths i A kan beregne ;<4 h- Vi har jo

I I “

heH(N) (i — zi)

Sammenhaengen mellem a; og x; er
ri=a;+(r—1), i=1,..,r (5)
Vi vil nu definere en funktion f: (Ny)” — Q ved

n!H1§i<j§m(xi — ;)

H1§z‘§r ;!

: (6)

f(&l, ag, ..., @r) =

hvor z; er givet ved (5) og n = >\, a;. Specielt ses, at hvis A = (ay, ..., a,), sa er
fr = flai,...,a,). Fra definitionen kan man let regne ud, hvad der sker med f, nar
man erstatter et a med a; — 1:

f(a17a27‘“7ak—17ak_17ak+17“'7a7‘) (7)
— (n— 1)|H1§i<j§r,k:7£i,j(xi — ;) Hj>k(xk —1—aj) [T (@i — 2 + 1)
(ngigr,iyékz zi!)(zp — 1)!

Ty T —1—x;
= —f(ay,...,a,) H -]
n 1 T — T,
{3li#k}
Lad os bemserke, at hvis a, = ap.1 sa indgar faktoren xp — 1 — xp1 = 01 det

ovenstaende produkt, saledes at f(ay,as,...,a5_1,a — 1, a41,...,a,) = 0. Vi har
derfor at

.
Zf(alaa%-"7ak717ak_1aak+la'-'7ar) = Z flar,az, .. ap—1, ax—1, apy1, ... ar)
k=1 {klax#ari1}

(8)

Seetningen bevises ved induktion efter n under anvendelse af forgreningsreglen
for antallet af standardtableauer og vil blive reduceret til et “analytisk” resultat,
Saetning 8.9.

For n = 1,2 er det let at checke resultatet direkte. Antag, at vi har vist seetningen
for parititioner af alle k < n — 1.

Lad A = (a1,...,a,) F n. For 1 < k < m seettes A\, = (a1,a9, ..., ap_1,a, —
1,ak41, ..y a,), hvis ay # agyq. Idet fy er antallet af A-standard tableauer ses nu let,

at
L= Y A (9)

{klar#aps1}

Man skal bare i et A-standardtableau bemeerke, i hvilken boks der star n. Hvis denne
boks er i den k-te raekke sa er ap # agyq og hvis boksen fjernes, far man et standard
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tableau for A,. Hvis vi nu anvender induktionsantagelsen pa alle A;’er og bruger
formlerne (7) og (8) fas

r
f)\ - Zf(ahCLQa oy Qf—1, A — 17ak:+17 "‘7a7’)
k=1

Hvis vi nu anvender (5) fas at

1 i T —x; — 1
= ﬁf(ah ‘“7a7’) Zxk H ﬁ
k=1 glizky R
Derfor er beviset for seetningen reduceret til at vise folgende ligning;:
- T —x;— 1
n= _
oo I == (10)
k=1 {jli#k}

Lad os betragte et polynomium

med zjerne som rgdder. Idet

g =1 =~ ] (@ —a;-1)

{ili#k}
og
g(xe) = [] (@x—2))
{ili#k}
far vi, at

T

i]:k 11 o — 25— 1§~ (Cawglan — 1)

— . /
e B =

Sa (10) er ensbetydende med

n= : (11)

Da A n fas fra (5) at

Derfor er vores saetning nu reduceret til det folgende “analytiske” resultat, som vi
giver et separat bevis for. O
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Satning 8.9. Lad xq,...,x, € E\{0} vere forskellige elementer i et (vilkarligt)
legeme L. Definer et polynomium g(x) ved

r

g(@) = [[(x =) € Lla]

i=1

Da gelder

Bevis. Viseetter a =Y x;, = Zl§i<j§r x;z;, sa o, B € L. Fra definitionen fas
g(x) = 2" —az" '+ B2"? + (led af grad <r —3). (12)
Endvidere er g(x — 1) = [[;_;(z — (z; + 1)), sa en let udregning viser, at

r

oo=1) = (@) + (= Dot (]

))xr_2—|—(led af grad <r—3). (13)

Vi dividerer polynomiet z?g(z — 1) med polynomiet g(x)
v*g(z — 1) = a(x)g(x) + b(z), (14)

hvor a(x) har grad 2 og restleddet b(z) grad < r — 1. Skriv a(z) = ag + a;x + asx?
med passende koefficienter ag, a1, as € L. Fra (12) fas

a(r)g(x) = ayx" 4 (ay — aag)r™ ™ + (ag — aay + Bag)r” + (led af grad < r—1) (15)
og fra (13) fas

r

Pyla=1) = = (o m)a 4 (5 (- Dack )

))xT2+ (led af grad <r—1).

(16)
Da differencen mellem venstresiderne i (16) og (15) er b(z), ifelge (14), og da b(z)
har grad < r — 1 ma koefficienterne til 272 2"+ og z” veere ens i (16) og (15). Det
giver os 3 ligninger med 3 “ubekendte” ag, ay, as. Ved at lgse dem fas

ag =1,a1 = —r,a0 = —a + (g) = a(0) (17)

Ved at saette © = 01 (14) fas 0 = a(0)g(0) + b(0) eller
b(0)

_aoz—

9(0)
Lad os definere y; = b(z;). Da g(z;) = 0 for 1 < i < r fas ifplge (14)
yi = b(x;) = 27g(w; — 1).

Vi kender nu r veerdier for polynomiet b(x), som har grad < r — 1. Lagrange’s
interpolationsformel giver derfor, at
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- X X
E: || — 4y
Yi 9
i_xj

- xz
=1 {jlji}

(19)

idet polynomiet pa hgjre side har samme veerdier for xy,..., 2, som b(x), nemlig

Y1y -y Yy NU €T

g ()= [] (wi—=)
{ali#i}
og ved indsattelse af = 01 (19) fas sa, at

b(0) = <—1>HZ it x’ DI w

i=1 i) {ili#i}

b(0) - xlgxl—l
70 - ey

=1

Hvis man sammenholder dette med (17) og (18), sa er seetningen bevist.
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9 Kerner og kvotienter for partitioner

Vi beskriver her en bemaerkelsesveerdig variation af ”divison med rest” for partitio-
ner.

Nar A = n og e € N beskriver vi en e-kerne A af A, som kan ses som "rest efter
division med e”, og vi beskriver en e-kvotient \® af \, som reflekterer det antal
gange “e gar op 1 \”. Der vil galde

Al = el A+ A

hvor vi for en partition A F n definerer |\| = n, og for et e-tupel P = (A\; F
wy, ..., A F w,), af partitioner, som A® er, seettes |P| = wy + ... + w..

Teorien blev udviklet for at tillade en systematisk udnyttelse af Murnaghan-
Nakayama formlen, og er et helt essentielt hjeelpemiddel i den modulaere repraesen-
tationsteori (dvs. over legemer af karakteristik # 0) for S,,. Den har ogsa vakt en del
opméarksomhed blandt talteoretikere og kombinatorikere. Iseer har e-kernerne veeret
genstanden for adskillige forskningsartikler.

Indholdet af dette kapitel er en sendret version af Kapitel 3 i mine Lecture Notes.
Hvad angar beviser, refererer vi derfor til denne kilde som [LN].

9.1 e-kernen

Det er relativt let at beskrive e-kernen for en partition A:

For et e € N opstar e-kernen ved at man succesivt fjerner e-hooks fra A, indtil
der ikke er flere tilbage. Denne algoritme er a priori ikke ngdvendigvis entydig, idet
en given partition kan have adskillige e-hooks, og at der derfor vil veere mange
forskellige mader at fjerne dem succesivt. Men vi skal se at slutresultatet, nar vi
succesivt fjerner alle e-hooks, altid er det samme! Dette er sa e-kernen A().

Vi minder om at

Y(N)e = {(i,5) € Y(\) | b}y = €}

Definition 9.1. (e-kernen) Lad A+ n og e € N. Vi inddeler i to tilfelde:
Y(N)e = 0: Da defineres Ay = .
Y(N). # 0: Betragt en folge af partitioner A\g = X\, A\, Aa, . .., Ay S0m opfylder

Ao = Ao VR (i05) € Y(Asmr)e

for s = 1,--+ ,w, som har maksimal lengde w, forstaet pa den made, at folgens
sidste element N\, er kendetegnet ved ikke at have nogen e-hook. Vi definerer sa

Det er altsa ikke umiddelbart klart, at e-kernen er veldefineret, hvis Y(\). # 0,
jfr. bemeerkningen ovenfor. Vi vil give et bevis, for at e-kernen er entydig ved hjeelp
af et “abacus”-argument.

Her er fgrst et eksempel.
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Eksempel 9.2. Lad A = (6,5,2,1,1,1) - 16. Vi finder 3-kernen \():

1]1]
313131
/ 2] \
2
1 < 3
2 2
111 [2] 2] 2]
1
111
2] 212121 ]
2 1]
2 1]
1
9 9 1
| 2 1
111 [ 1]111]
1 1 22
1] 2
FARN 1
2
| 1
1 | [1]1]1]
111

Altsa er \zy = (3,1) -4

For at bevise entydigheden af e-kernen skal vi bruge folgende definition:

Definition 9.3. Lad X vere en -maengde, e € N.
For0<i<e—1 lad A
vy = (L€ X 1=, 1)
0g sat
e—1
X = U{ae—i—i]() <a<uz,a€N}
=0
Vi kan visualisere X pa en e-abacus med e steenger (runners), der er nummereret

0,1,...,e — 1. Hver stang er udstyret med ”positioner”der, oppefra og nedefter, er
nummereret med de ikke-negative hele tal Ny:



Position 0
Position 1
Position 2

Position 4

Stang 0 Stang 2 Stang e-1
Stang 1

Vi markerer -meengden X pa denne e-abacus ved at repraesentere et element
[ € X ved en kugle pa den a’te plads pa den ¢’te stang, nar [ = ae + 1.

Den i’te stang vil da indeholde netop xfe) kugler.

Hvis nu X er en G-mangde for A (dvs. II(X) = \) og hvis p opnas fra A ved at
fjerne en e-hook, vil der ifslge 6.19 eksistere [ € X saledes at

l—e>0,l—e¢ X
og saledes at
Y= (X\{iH) Uufl —e}
er en J-meengde for p. Den eneste forskel pa e-abacusserne for X og Y er, at i Y's

abacus er en kugle placeret én position hgjere pa den samme stang, end den er pa
abacussen for X. Vi ser altsa, at hvis II(X) = A, sa geelder:

A har en e-hook < En kugle pa e-abacusen har en tom plads over sig.

Fjernelse af e-hooks
No— A\ — -

som beskrevet i definitionen af e-kerner, svarer til successivt at flytte kugler en
position op pa samme stang i de e-abacusser, der hgrer til f-mangderne (nar disse
alle har samme antal elementer). Processen med at fjerne e-hooks stopper, nar alle
kugler i abacussen er i deres hgjest mulige position. Vi vil sa have en abacus, hvor
den i-te stang stadig har det samme antal kugler, nemlig xée). De er nu i de gverste

positioner. Resultatet afhsenger altsa kun af tallene xfe) og ikke af, hvordan der er
fjernet e-hooks! Den tilsvarende S-maengde er X ).
Dette viser:

Saetning 9.4. Lad II(X) = X\, e € N. Sa er
(X)) = Aw
den mindste partition, der kan opnas fra \ ved at fjerne en serie af e-hooks.
Sa A(e) 1 denne saetning er netop e-kernen af A. Specielt har vi et korollar:

Korollar 9.5. Huvis i er opnaet fra A ved fjernelse af nogle e-hooks, da er

ie) = Ae)-
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Eksempel 9.6. Lad igen A\ = (6,5,2,1,1,1), og lad e = 3. Som [-mengde kan
velges X = {11,9,5,3,2,1} (hooklengderne i forste sgjle af for X). 3-abacussen for
X erda

4
|

6 |7 8
® 10 @

hvor vi har slaet en cirkel om de positioner der er en kugle pa. Er der ingen cirkel,
sa er positionen tom. Kuglerne med 3, 9 og 11 har tomme pladser lige over sig. De
repreesenterer hver en mulighed for at fjerne en 3-hook 1 \.

At flytte kuglen med 3 op, svarer til traekket 7”271 eksempel 9.2.

At flytte kuglen med 9 op, svarer til treekket ”3”i eksempel 9.2.

At flytte kuglen med 11 op, svarer til trekket 7171 eksempel 9.2.

Vi har altsa

Vg =2, xlgy =1, 2% =3
®3) 1 (3 1 (3

sa
X(S) = {07 3} U {1} U {27 5, 8}

Heraf fas Ay = 11(X(3)) = (3,1).

9.1.1 Eksistensen af e-kerner

For vi gar videre, omtales et interessant problem vedrgrende kerner af partitioner.

Definition 9.7. e-kerne for n En e-kerne for n, n € N, er en partition af n med

A=A,

Sa e-kernene for n er netop de partitioner af n, der ikke har hooks af leengde e.
Man kan sa spgrge:

Givet e € N. For hvilke n findes der en e-kerne for n?

Tilfeeldene, hvor n er lille, kan let klares.
Den eneste 1-kerne er den tomme partition 0.
De eneste 2-kerner er partitionerne pa formen

(kk—1,k—2,...,1), k>0.

Det ses som folger. Den sidste del a; af en 2-kerne A ma veere 1, da der ellers ville
veere en 2-hook i sidste reekke. Hvis k& > 1 betragtes differensen d = a1 — ai. Vi
kan ikke have d = 0, for sa ville der veere en lodret 2-hook i reekkerne k£ — 1, k. Vi
kan heller ikke have d > 1, for sa ville der veere en vandret 2-hook i raekke k — 1.
Sa d = 1. Hvis k > 2 kan argumentet gentages og vi far a,_s — ax_1; = 1. Saledes
fortsaettes.
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Det er heller ikke sveert at beskrive 3-kernerne. Ved at checke direkte kan man
se, at der fx. ikke findes en 3-kerne af 7.
Men der geaelder:

Nar e > 4, sa findes der en e-kerne for alle n.

Dette blev bevist af talteoretikerne A. Granville og K. Ono i 1996:

Defect zero p-blocks for finite simple groups, Trans. Amer. Math. Soc. 348 (1996),
no. 1, 331-347.

Titlen antyder, at et spgrgsmal i den modulaere repraesentationsteori for ende-
lige grupper (eksistensen af ”defekt O-blokke” for simple grupper) har veeret en
del af motivationen for arbejdet. Hvis p er et primtal, sa er p-defekt O-blokke in
en gruppe netop de irreducible karakterer, hvis grad er delelig med ordenen af en
p-Sylowgruppe. De kan ogsa karakteriseres som de irreducible karakterer, der anta-
ger vaerdien 0 pa alle elementer, hvis orden er delelig med p. Hook-formlen (Seetning
8.7) viser, at det netop er p-kerner, der beskriver p-defekt 0-blokke i .S,,. Murnaghan-
Nakayama formlen viser sa ogsa, at sadanne karakterer antager veerdien 0 pa alle
elementer i S,,, hvis orden er delelig med p. (Overvej dette! Her kan ogsa korollar
6.20 veere nyttig.)

9.2 e-kvotienten

Det naeste, vi skal betragte, er e-kvotienten af en partition. Som forberedelse ser vi
pa tilfeeldet e = 1. Det er klart at A(;) = 0 for alle \. Hvis X er en S-maengde, sa er
Xa)={0,1,...,|X]| — 1}. 1-abacussen for X er pa formen

R

hvor der er en cirkel om position 7, hvis i € X.

Bemeaerkning 9.8. Enhver stang med kugler reprasenterer 1-abacussen for en (3-
maengde, og dermed ogsa en partition, hgrende til denne 3-mangde!

I denne situation, hvis X er en S-meengde og A den tilhgrende partition, kan det
veere nyttigt at repraesentere l-abacussen som en sekvens af 0’er og 1’er, hvor de
tomme positioner repraesenteres af et 1-tal og de fyldte med 0’er. En sadan sekvens
vil naturligvis ende med uendeligt mange 1’ere (tomme positioner).

Eksempel 9.9. Sekvensen

100110100011 ...1...
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er 1-abacussen for B-maengden
X =1{9,8,7,5,2,1}

med

I(X) = (4°,3,1%)

Ethvert 0 med ettaller til venstre for sig, repraesenterer en del, [;, af A. Her er [;
er netop antallet af ettaller til venstre for dette 0.

[ eksemplet ovenfor repraesenterer det fjerde nul (pa position 7) delen "4”7i A,
idet der er fire ettaller til venstre for det. Fjernelse af en hook i A, visualiseres i
0,1-sekvensen ved at bytte et 0 og et 1 om, hvor ettallet er til venstre for nullet for
ombytningen. (Jfr. Section 2 i Lecture Notes.) Leengden af denne hook er i gvrigt
differensen mellem positionerne for nullet og ettallet. Benleengden er antallet af
nuller mellem nullet og ettallet.

Hermed er vi faerdige med tilfeeldet e = 1.

For generelt e € N kan vi betragte de e steenger i e-abacussen for en -maengde
X. Hver af disse steenger er en 1-abacus for en vis f-maengde. Vi far e S-maengder
Yo,..., Y. 1. Disse S-meengder giver sa, ifglge det overstaende, e partitioner, som
(passende ordnet) bliver e-kvotienten for IT(X).

Definition 9.10. Huvis X er en f-mangde settes fore € N og ) <1 <e—1
X9 = {aeNy|ae+icX}

Herved er X(()e), . ¢ éi)l netop f-maengderne Yy, . .., Y. 1 neevnt ovenfor, hgrende
til de enkelte staenger i e-abacussen for X.

Vi vil gerne have, at det e-tupel af partitioner, som skal veere e-kvotienten for
en partition A, skal veere uathaengig af hvilken f-maengde der veelges.

Bemeerkning 9.11. Huvis
Y=X"={a+1|ae X}uU{0}
sa indser man let at der gelder

° (e):Y;(ﬂforOSige—Q.

o (Xt =Y

Sa partitionsseettet (Mg, ..., Ae_1) for X, svarende til Xée), . ,Xée_)l, bliver en
cyklisk permutation af det tilsvarende seet for Y: (Ae—1, A1, ..., Ae2).

For at undga dette problem betragtes ved definitionen af e-kvotienten kun [3-
mangder X for A, hvor e | |X]|:

Definition 9.12. (e-kvotienten) Lad X vere en 3-mangde for X med e | |X|. Da
seettes
A = (Xg, ..o, Aest)

hvor



Sa vil e-kvotienten vaere veldefineret ifglge bemaerkning 9.11.

Eksempel 9.13. Lad e =5 og A = (17,15,14%,12,9,8,6,43,1) - 108. En minimal
B-mengde for X (hooklengderne i forste sojle) er

Y = {28,25,23,22,19,15,13,10,7,6,5,1}.

Sa er |YT3| = 15 delelig med e = 5.

o X =Y+ = {31,28,26,25,22, 18, 16, 13, 10,9, 8,4, 2, 1,0}.
Vi har da
X¢ = {5,2,0}, \o=(3,1)
X% = 6,5,3,0}, A = (32,2)
X = (4,0}, X = (3)
X = {5,3,2,1}, A3 =(2,1%)
X{P = {105 A =(0)
hvorved

A9 =((3,1),(3%,2), 3), (2,19, (0))
Definition 9.14. (e-veaegt) For A€ = (X\g, ..., A\e_1) defineres e-vaegten af \ ved:
We(A) = |Xo| + ...+ [Aezi]
I det ovenstaende eksempel 9.13 er w(\) =4 +8+ 3+ 5+ 0 = 20.
Seetning 9.15. Lad A vere en partition, e € N. Der gelder
A= o+ e we()
Bewis. Se [LN] 3.6 O

I det ovenstaende eksempel 9.13 er ws(A) = 20 og derfor |A5)| = 8 ifglge Seetning
9.15. Det kan let beregnes, at A5y = (4,3, 1), en partition af 8.

Saetning 9.16. Lad p vere en e-kerne og Mg, . .., Ae—1 € partitioner. Da findes netop
en partition A med
Aop=p A AN =(Ng, ..o 1)

Bewis. Se [LN] 3.7 O

Definition 9.17. (e-blok) To partitioner p, A af n siges at vere i samme e-blok,
dersom

Ale) = He)

Hvis p, A er partitioner af n i samme e-blok B, gaelder umiddelbart, ifglge 9.15,
at

we(A) = we ()
Sa dette tal er det samme for alle A\ € B.
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Definition 9.18. Lad B vere en e-blok. Den for alle partitioner i B felles e-vagt
kaldes B’s vegt og betegnes w(B).

Lad som i Kapitel 5 P(q) = »_,-,p(n)¢" veere den frembringende funktion for
partitionsfunktionen.

Definition 9.19. Lad e € N og w € Ny. k(e,w) er funktionen givet ved

P(g)* =) k(e,w)q"

w>0
dvs .
k(e,w) = [{(Xo, .-, Ae_1) | \i partition, Z |Ai| = e}
i=0

Fra Seetning 9.16 fas umiddelbart:

Saetning 9.20. Lad B vere en e-blok af partitioner af n med w(B) = w. Da er
antallet af partitioner i B netop k(e,w). Antallet er derfor uafhengigt af hvilken
e-kerne partitionerne © B har.

Det er nu let at beregne den frembringende funktion F,(q) for antallet af e-kerner
af n.

Definition 9.21. Fore € N og n € 7Z defineres

cle,n) = 0, n <0
) antallet af e-kerner afn, n >0

Der geelder

Saetning 9.22. For alle n € Ny er

p(n) = Z cle,n —we)k(e, w)

w>0

Bevis. Man opdeler de p(n) partitioner af n efter e-blokkene. For alle w > 0 er
der c(e,n — we) e-blokke af n af veegt w. Hver af disse blokke indeholder k(e,w)
partitioner. U

Korollar 9.23. Lad e € N vere fast. Huis

cle, w) = Fe(q),

sa geelder
P(q)
P(q) = F.(q)P(q¢°)° eller F.(q) =
(4) = Fula) P(a) (@)= prs
Bewis. Dette er simpelthen den forrige saetning formuleret med frembringende funk-
tioner. (Overvej dette ngje). O
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Det bgr bemeerkes, at ssetning 9.22 kan ses som en rekursionsformel for ¢(e, w),
hvis man kender p(n). (I ¢vrigt kan p(n) jo ogsa beregnes rekursivt, jfr Kapitel 5.)
Vi har nemlig

cle,n) = p(n) — Z cle,n —we)k(e,w)

w>1

= p(n) —cle,n—e)k(e, 1) — cle,n — 2e)k(e,2) — ...
og tallene k(e,w) udtrykkes ved partitionsfunktionen som ovenfor.

Eksempel 9.24. Lad e=3. Da ¢(3,0) = 1(= p(0)) (pr. definition) har vi (regn selv
efter)
c(3,1)=1, ¢(3,4) =9

samt

k(3,1) =3, k(3,2)=9
Vi kan derfor finde:

c(3,7) = p(7) =D (3,7~ 3w)k(3,w)

_ MU—Z@AM@J)—d&UM&m
— 15-92.3-1.9

= 0

Vi fortseetter nu med yderligere egenskaber ved e-kvotienterne. Her er et resultat
om multimaengden H(A) for en partition.

Saetning 9.25. Lad \ vere en partition, e € N.
Sa er
we(A) = [{h € H(A) [e | R}
Dette fas umiddelbart fra:

Seetning 9.26. Lad )\ vere en partition, e € N. Der gelder (som multimaengde)

theu le |y =Jte 715 € O

hvor A® = (Ao, ..., Ae_1).

Bewis. Se [LN] 3.3 O
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Eksempel 9.27. Lad e =2 og A = (8,6,5,3,1?).

¢
7
|
‘|9
o

13 9] 7 1]
(10 7(6X4) 5] 1
(8 5(4X2)
5D 1

S
~
o — (o — = —

O
@0

12
Vi finder 2-kvotienten:

AP = ((32, 1)7 (47 1)) = ()‘07 )‘1)

518]2]1]
1

o
\S]

Ao A

NN
\S]
~

Indgangene svarende til e ”gange”hook-lengderne for Ao, er markeret i Ferrer’s di-
agrammet for X\ med en cirkel, mens de for \; er markeret med et kryds.

Vi kan ga et skridt videre end i Seetning 9.26, og finde Ferrer’s diagrammerne for
M erne i A©) | som naturlige deldiagrammer af diagrammet for \, jfr. det ovenstaende

eksempel.
Beviset for seetning 9.26 viser at der er en bijektion mellem hook’ene i A af leengde
delelig med e og foreningsmaengden af alle hook’ene i Ag, ..., Ac_1.

Saetning 9.28. Huvis H.(\) er en hook af lengde ef i A og den tilsvarende hook er
Hiw(A;) @ kvotienten, sa gelder

NHiEON@ = Aoy 5 N M\ Hier (), Ajets -5 Aest)

Dette folger af beviset for seetning 9.26. Det er ogsa let at se, hvad j’et er i den
ovennaevnte situation, altsa fra hvilken partition i A man skal fjerne en f-hook:

Seetning 9.29. Lad ef € H;()\). Den tilsvarende f-hook i \® er i Aj, hvor
j = lz —1
hvor A = (L1, ..., ly).

Bevis. Se igen [LN] 3.3. O
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Vi kan nu ogsa finde Y(\;)’erne i Y(\):

Definition 9.30. Lad igen A = (Iy,...,l,) og antag at \° = (ny,...,n;) er den
konjugerede til \. Betragt (i, j)-hooken i A.

|
i) — LT
) - \ Hand

n
N

™ p

0
Punktet (i,1;) kaldes hook’ens hand, og punktet (n;,j) hook’ens fod.

Definition 9.31. (e-residue diagrammet) e-residue diagrammet for A opnas ved at
erstatte punkterne (i,5) € Y(X\) med differensen j — i’s rest modulo e.

Eksempel 9.32. Lad A\ = (8,6,5,3,1%). Da er 2- hhv. 3-residue diagrammet for \:

ol1]lol1]o]1]0]1] ol1]2lol1]2]0]1]
1lol1]o]1]0 210]1]2]0]1
ol1]ol1]0 1]12]o0]1]2
110]1 0l1]2

0] 2]

1] 1]

Definition 9.33. (Hand/Fod residuet) Handresiduet af H;;(\) erl;—i’s rest modulo
e. Fodresiduet af H;j(\) er j —n;’s rest modulo e.

Hand- og fodresiduerne er altsa netop de tal i e-residue diagrammet, der er i
H;;(A)’s hand og fod.
Pr. definition er
hi(A) = (l; = 1) + (n; — j) +1
Heraf ses let
e | hij(\) < Differensen mellem H;;(\)’s hand og fod residue er -1
Vealg nuet fast ksa 0 < k <e—1.

1. Seet en streg gennem de raekker i A’s residue diagram der slutter med et k.

2. Seet en streg gennem de sgjler i A’ residue diagram som slutter med et k& — 1.

Sa danner snitpunkterne mellem disse streger et Ferrer’s diagram for partitionen Ay
A = (No, ..o, Aey)!

Eksempel 9.34. Lad igen A\ = (8,6,5,3,1%),e = 2 og k = 0. Vi tegner stregerne:

1100l 1]0]1]

HH 1110
AR ARIL 0l0]1
0l 0]

[l I =
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Dette er Ferrer’s diagrammet Y (32, 1).

Saetning 9.35. Lad \° vere den konjugerede til partitionen X\, e € N. Der gelder
1. (A@)” = (A
2. Hvis \© = (Xg,..., A1), 86 er

A© =0 A% A

e—17 e—2>

Bewis. Se [LN] 3.5. O
Til sidst en lille seetning, der ”blander” blokke for forskellige e:

Saetning 9.36. Lad p veere et ulige tal, og lad B vare en p-blok af partitioner med
w,(B) = 1.
Da er de k(p, 1) = p partitioner i B indeholdt i hojest 2 forskellige 2-blokke.

Bewis. Se [LN] 3.17. 0
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10 Robinson-Schensted-korrespondancen

Hvis vi kombinerer anden del af Seetning 7.7 med den kendsgerning, at f)’erne netop
er dimensionerne af de irreducible repraesentationer af S,, ma der geelde

> fR=n!

AFn

Robinson-Schensted-korrespondancen illustrerer dette ved at give en bijektion mel-
lem maengden af permutationer af {1,2,...,n} og meengden af par af standardtab-
leauer for samme partition af n.

Robinson-Schensted-korrepsondancen er altsa en bijektion

RS : S, — [ JSTW)?

T = (P(r),Q(r))
hvor P(7) og Q(7) er standard-tableauer for samme A - n.

For at kunne forsta korrespondancen skal vi bruge en definition:

Definition 10.1. Et generaliseret standard-tableau(kort skrevet gs-tableau) er et
tableau hvori i tallene vokser ned af alle sgjler og hen af alle raekker, men tallene i
kasserne kan vere vilkarlige naturlige tal.

Robinson-Schensted-korrepsondancen er sa givet ved fglgende algoritme:

Lad 7 = [r(1),...,7(n)] € S, veere en permutation skrevet i den direkte fremstil-
ling, jfr. kapitel 1. Vi konstruere da en endelig fglge P, ..., P,, af gs-tableau’er, hvor
det i'te folgeelement opstar ved at indseetter tallet 7(i) i det foregaende gs-tableau.
Til dette formal skal vi kunne rokere pa pladserne i et tableau.

Vi skal beskrive hvordan man indsatter et tal x i et gs-tableau. Forst placerer
man x for enden af fgrste raekke. Dersom denne raekke nu bestar af stigende tal, har
vi et nyt stgrre gs-tableau og afslutter processen. Hvis raekken ikke bestar af stigende
tal (dvs. 2 er mindre end det foregaende tal i rackken), sa lader vi z erstatte det forste
tal y i reekken som opfylder x < y. Herefter placeres y for enden af naeste raekke
og processen gentages for anden raekke. Dette fortseettes til vi nar et gs-tableau.
Erstatningen af et y med et  som beskrevet kaldes rokering.

Eksempel 10.2. Vi vil gerne foje 3 til gs-tableau’et
1 2 5 8
4 7
6

Vi tilfajer 3 i enden af forste raekke og rokerer derefter, dvs. erstatter 5 med 3 og
flytter 5 ned i neste rekke.

12 5 8 3
47
6
1 2 3 8
4 7 5
6
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Vi skal nu rokere igen, dvs. erstatte 7 med 5 og flytte 7 ned i neste rekke.

1 2 3 8
4 5
6 7

Her star 7 pa rette plads, sa processen er slut.

Konstruktionsalgoritmen for P(m) er som fglger:
Py defineres til gs-tableauet P, = 7(1)
Py defineres som gs-tableauet, som opnas ved at indsaette 7(2) i P;.
For 2 < i < n defineres induktivt P; til gs-tableauet, som opnas ved at indsaette
(i) 1 Pi_q.
Slutresultatet P, er sa et standard tableau, P(m).

Standardtableau’et Q(7) fremkommer pa samme made, men boksene nummere-
res efter den raekkefglge de skabes i. Det illustreres bedst ved et eksempel.

Eksempel 10.3. Lad m = [7156324] € S;. Da er

P=17 OQi=1

1 1
P2=7 Q2=2
1 5 1 3
P3:7 Q3:2
1 5 6 1 3 4
P4=7 Q4=2
1 3 6 1 3 4
Ps= 5 Q5= 2
7 5
1 2 6 1 3 4
3 2
P6_5 Q6_5
7 6
1 2 4 1 3 4
3 6 27
P7=5 Q7=5
7 6

Altsa er
RS(m) = (P(m),Q(m)) = (Pr, Q7).

Definition 10.4. En involutorisk bijektion a pa en maengde M, er en bijektion
a: M — M med a® = id.

29



Pa S, betragtes de involutoriske bijektioner

(|
T— T

(altsa gruppeteoretisk inversdannelse) og

b «—
T T
- . 1 2 ...on . 1 2 ... n
hvor 7 er permutationen nar ™ = , dvs.
Ay Ap—-1 ... Q1 ay as ... Qp

T er " laest bagfra”. Dette er snarere en kombinatorisk bijektion, som ikke passer
med gruppestrukturen.

Bemzerk, at hvis P er et standard tableau for ), sa er P°(byt reekker og sgjler)
et A\’-standard tableau.

Pa U,.,, ST(\)? betragtes to involutoriske bijektioner:

(P,Q) = (Q,P)
(P.Q) = (P, Q)
Saetning 10.5. Lad m € S,,. For RS(m) = (P(w),Q(7)) gelder
RS(r™") = (Q(), P(r))

dvs.
RSoi=0c0RS

dvs.

P(r~1) = Q(m), Q(x™") = P(m)

Beviset er lidt besveerligt og udelades. Det er beskrevet udfegrligt i en bog af B.
Sagan: “The symmetric group”.
Seetningen har en interessant konsekvens:

Korollar 10.6. Antallet af permutationer 7 € S,, der opfylder ©* = 1, er lig
Z)\I—n I

Det skyldes at 72 =1 <= 7 =7"! < P(r) = Q(r), sa antallet af 7’er i S,
med 72 = 1 er lig antallet af standardtableauer af aller partitioner af n.

Eksempel 10.7. Forn =4 er f(4) = ]_,f(371) = 3, f(272) = 2,f(2712) = 3, f(14) = ]_,
sa Sy indeholder 9=1+3+2+3 elementer af orden 2(og 10 elementer der opfylder
7% = 1). De udgores, i Sy, af 6 elementer af typen (2,1?):

(12), (13),(14), (23), (24), (34)
og tre elementer af typen (22):
(12)(34), (13)(24), (14)(23)

Desuden har vi fglgende identitet:
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Korollar 10.8.

(3]

n!
E:f“ZE:kKn—Qmuh

An k=0

Det skyldes at hgjresiden af formlen for hvert k teeller antallet af elementer i S,
som er et produkt af k£ disjunkte 2-cykler.

Vi har beskrevet hvordan inverse elementer i 5, forholder sig i forhold til RS.
Men hvad med 7 ?

Saetning 10.9. Lad w € S, og antag RS(w) = (P(7),Q(w)). Da er
RS(T) = (P(r)", er(Q(m)"))
hvor ev er evakuerings afbildningen (se nedenfor)

Eksempel 10.10. Lad m = [7156324] € S7. Da er, som vi har set ovenfor

1 2 4 1 3 4
3 6 2 7
RS(m) = 5 ) 5
7 6
men
1 3 5 7 1 3 4 7
RS(m)=1[ 2 6 ., 25
4 6
Man kunne have habet at
RSob=toRS

som analogi til seetning 10.5, men det er ikke muligt, idet bijektionerne o og 7
kommuterer pa J,,, ST(N)?, altsa 0 ot = ¢ o 0, mens dette ikke er tilfeeldet med
bijektionerne ¢ og b pa S,:

—

Eksempel 10.11. Lad 7 = ( ; g i ) € Sy. Da er

— = o

BN NN
W oW = W
DO s
~__

dvs. b og i kommuterer generelt ikke.
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Om Evakuering

Tableauerne pa 1.-koordinaten skal bare transponeres over i hinanden, men ifglge
setning 10.9 anvendt pa eksempel 10.10 skal

1 1
3 7 — 2
4 6

ved evakueringsafbildningen. Denne beskrives nu:

Vi starter med at beskrive evakuering af en kasse i et gs-tableau.

Antag vi har en kasse pa position (7, j) i et gs-tableau. Nabokasserne, dersom de
er med i tableau’et, er kasserne pa position (i,7 + 1) og (i + 1,7) (altsa et kassen
lige under og kasse til hgjre for). Vi evakuere (7, j)-kassen som folger:

e Fjern tallet i kassen.

e Hvis kassen ikke har nogen nabokasser, fjernes den fra tableauet og vi er feer-
dige.

e Hvis der er nabokasser, sa flyttes det mindste af tallene i disse ind i kassen.
Herved bliver en nabokasse tom og processen gentages indtil vi nar til en kasse uden
nabokasser.

Saledes vil evakuering af en kasse i et diagram give os et diagram med en kasse
mindre end i det oprindelige diagram.

Den ovenstaende algorime med at flytte tal ind i en tom nabokasse er en variation
af en velkendt algoritme, der i litteraturen kaldes “Jeu de taquin”. Dette spil (jeu)
kaldes pa dansk “15-spillet” og er omtalt i Anders Thorup’s noter til Algebra 2
(Eksempel (2.25)). Den kombinatoriske Jeu de Taquin er fx. behandlet i B. Sagans
bog “The symmetric group”.

Eksempel 10.12. Betragt gs-tableau’et, som vi vil evakuere 3 fra:

3 4 8 11
7 9
11 14
3 4 8 11 * 4 8 11 4 % 8 11
79 — 7 9 — 7 9 —
11 14 11 14 11 14
4 8 x 11 4 8 11 =«
7 9 — 7 9
11 14 11 14

Her angiver x den tomme plads, der om muligt skal fyldes med et tal fra en nabokasse.
Resultatet af at evakuere 3 fra diagrammet er altsa diagrammet

4 8 11
79
11 14

Bemerk, at vi ved at fjerne 3 fik et diagram med en kasse mindre. Kassen pa position
(1,4) er veek i diagrammet efter evakueringen.
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Evakueringsafbildningen anvendt pa et standard tableau P af n kan nu beskrives
som folger: Start med at evakuere kassen med 1, sa kassen med 2 og sa fremdeles.
Herved fremkommer en endelig fglge af stadig mindre gs-tableauer. I hvert skridt
registreres positionen af den kasse, der bliver fjernet. Ved denne registrering opnas
et nyt standard tableau, som vist i det fglgende eksempel.

Eksempel 10.13.

1 2 5 6 * %
3 7
4

Forst evakueres 1:
2 5 6 x * 7
3 7
4

Vi skriver 74 den kasse, der blev fjernet. Nu evakueres 2 og vi skriver 6 1 den kasse,
der bliver fjernet, osv:

5 6 % % x 7
7 *
* 6
4 6 * * x 7
7 % * D
* 6
5 * % * 4 7
7 % x b
* 6
6 * % 3 4 7
7 * D
* 6
7 ¥ % * 3 4 7
* 2 5
* 6

*
[\
ot

Hermed er vist at

(&%

= W =
=~ N
I
DN =
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