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Invertible og lokalt invertible funcktioner
Implicit givne funktioner

En funktion f: U — V er invertibel hvis der for ethvert y € V
findes netop et x € U s& f(x) = y.

Funktionen f: U — V er invertibel hvis og kun hvis der findes
en invers funktion U < V: f~1 saddanatf"ofog fof'er
identitetsfunktioner.

Den inverse funktion: For y € V find det x € U sa f(x) = y. Da
er f~'(y) = x.

En funktion f: R” — R”" er lokalt invertibel neer x; € R hvis der
findes omegne U C R" af xo og V C R" af f(xp) s&
VIflU: U — V erinvertibel.

Den lokale inverse neer xy: For y = f(xp) find det x ~ xg s&
f(x) =y.Daer f~'(y) = x.

JMM MASO 8



http://www.math.ku.dk/~moller

Invertible og lokalt invertible funcktioner
Implicit givne funktioner

Invertible og lokalt invertible funktioner R — R

e f: R — R, f(x) = x3, erinvertibel med invers f~'(y) = ¥y.
@ f: R — R, f(x) = x2, er ikke invertibel.

@ /: R — R, f(x) = x2, er lokalt invertibel naer ethvert xq # 0.
Den lokale inverse naer xg er

=YY e 0rex
—Y X <0,y~xg

e f: R — R, f(x) = x2, er ikke lokalt invertibel nzer xo = 0:
For y ~ 0 findes ikke et entydigt bestemt x ~ 0 s& x° = y.
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Invertible og lokalt invertible funcktioner
Implicit givne funktioner

Invers funktion saetning for f: R — R

y = ax + b har en entydig lgsning for x <= a#0
y = f(x) har neer xg en entydig lgsning for x < f'(xg) # 0

Hvis f: R — Rer C' og xo € R sa geelder:
f har en lokal invers neer x, < f'(x9) #0
og den lokale inverse ' har i f(xp) differentialkvotient

1
(00 = 500

f(Xo + AX) = yp + alAx
Xo+a By~ (yo+Ay)
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o2

Xo ¢

X1
91

Hvis f(x1) = yo 0g f(x2) = yp og f'(x1) # 0, f(x2) # 0, sa findes
lokale inverse defineret naer yy og med veerdier naer x; 0g Xo.

g1(Yo +Ay) = xi +f'(x1) ' Ay
G(Yo + Ay) = xo + f'(x2) ' Ay
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Invertible og lokalt invertible funcktioner
Implicit givne funktioner

Invertible funktioner R — R”

Antag at vi har en ligning af formen

fx)=y, f-R" - R", xcR"ycR"
Kan vi finde x udtrykt ved y?

Problemet er altsa

@ Hvorndr kan vi entydigt lgse ligningen f(x) = y for x?
@ Findes der en funktion g: R” — R" s&

f(x)=y <= x=9(y)
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Invertible og lokalt invertible funcktioner
Implicit givne funktioner

Invers Funktion Saetning

Antag at X,Y CR"eréabne, f: X - YerC'.

f er lokalt invertibel nger xo, <= Df(xp) er invertibel
< detDf(xp) #0

Den lokale invers F~1 naer xo er C' med Jacobi matrix i f(xg)
D(f~")(f(x0)) = Df(x0) ™"
Den lineaere approximation til den lokale inverse naer xg er
f1(f(x0) + Ay) = xo + Df (%) "' Ay

for Ay ~ 0.
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Invertible og lokalt invertible funcktioner . .
T o " Implicit givne funktioner af flere variable
Implicit givne funktioner

Implicit givne lineaere funktioner

A m x n matrix, B invertibel m x m matrix

X1 2 b
Al 1+Bl =] | <=
Xn Ym bm
2 by X1
| =BT :|-BA
Ym bm Xn

Hvis matricen B foran y er invertibel, s kan vi bruge ligningen
Ax + By = b il at finde y udtrykt ved x. De fri variable x
parametriserer lgsningsmasngden og y er implicit givet som
funktion af x.
m ligninger m bundne variable
(n +m variable> < n fri variable >

JMM MASO 8


http://www.math.ku.dk/~moller

Invertible og lokalt invertible funcktioner

Implicit givne funktioner Implicit givne funktioner af flere variable

Implicit givne funktioner for begyndere
Antag at F: R x R — R er funktionen F(x, y) = ax + by hvor
9 —=p#0.
oy
@ Vikan lgse ligningen F(x, y) = c for y. Vi far nemlig at

1 1
F(x,y)=¢c < y = 5 b
© Den afledte funktion af funktionen y(x) implicit givet ved
ligningen F(x,y) =cer
dy __a__(oF\T'oF
ox b oy ox

© Den lineaere approksimation til funktionen y(x) er

OF 1 9F
y(Xo + AX) =~ yo — <8y(Xo,YO)> a*x(Xo,YO)AX

JMM MASO 8


http://www.math.ku.dk/~moller

Invertible og lokalt invertible funcktioner o .
T o " Implicit givne funktioner af flere variable
Implicit givne funktioner

Implicit Funktion Saetning i 1 + 1 variable

Antag at F: R x R — Rer C', F(xo, o) = 0 0g 57(x0, yo) # 0.

@ Der findes en omegn U af xq og en omegn V af y, sa
ligningen F(x,y) = 0 for ethvert x i U har netop en lgsning

y=yx)iV.
oF OF ay, .
Q a(x,y(x)) + 8—y(x,y(x))a—x(x) =0Qforalle x ¢ U

(implicit differentiation)

1
@ Zin=- (gl;(x,y(x))) O (. y(x)) for alle x < U

oF 1 oF
Q y(xo+Ax)~ y— <8y( oJ’o)) 5y X0, Yo)Ax for Ax
teet ved O (lineser approksimation)
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Inverti

Cardioide

ble og lokalt invertible funcktioner
Implicit givne funktioner

N

3 9E (x0,%0)
— _ 0x
( Y= Pt
/ 8 (x0:y0) # 0
/
F(x,y) = (x2 4 y? — 2x)2 — 4(x® + y?),

(X0, ¥0) = (1 +v2,1+V2)
9F (X0, ¥0) = 4(x2 + y2 — 2x0)(x0 — 1) — 8Xo
%(Xm}’o) =4yo(X2 + ¥y — 2x0) — 8yo
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Implicit givne funktioner af flere variable

= Tangenten til F~'(0)

er graf for funktionen

(X — Xp) nér
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Invertible og lokalt invertible funcktioner

Implicit givne funktioner Implicit givne funktioner af flere variable

Lemniscate
7 s Foy)= (34 yo)r —2(x" - %)
s & ) DF(XOEYO) - (x| ay) -
S (4x0(x8 + y& — 1)l4yo(x2 + y& + 1))

0-niveauet for F omkring (xo, yo) er en graf hvis yy # 0.
Hvis yp # 0 sa er F~1(0) naer (xg, ¥o) graf for en funktion

y = y(x) med y(xo) = yo 0g
Xo(1— X5 — ¥&)
Yo(1+ x5 + ¥3)

Y'(x0) =
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Invertible og lokalt invertible funcktioner

P . Implici funkti f fl I
Implicit givne funktioner mplicit givne funktioner af flere variable

Implicit givne funktioner for let ovede

Med et (lineeert) ligningssystem bestadende af 2 ligninger med 5
ubekendte

2X1 +Xo— X3+ Y1+ )2 =3
33Xy —2Xo + X3+ 20 — 3o =4

3% (E) 6560 -
(-G 5 065 ¢ 2 ()

kan vi bruge de to ligninger til at udtrykke to variable (y1 0g y»)
ved de andre tre (fri) variable (xq, x> 0g x3) — hvis matricen

foran y; og y» er invertibel. Lasningsmaengden kan

parametriseres ved de tre fri variable xy, X2, X3.
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Invertible og lokalt invertible funcktioner

. Implicit gi funkti f fl bl
Implicit givne funktioner mplicit givne funktioner af flere variable

Implicit Funktion Saetning handler om at lgse ligninger

Hvis vi har m ligninger med n + m ubekendte skrevet pa formen
F(x,y)=0, F:R"xR™ - R" xeR"yecR"
kan vi bruge dem til at udtrykke m variable ved de resterende n
fri variable? Kan vi isolere y pa den ene side af lighedstegnet?

Fi(x,y)=0 y1=y1(x)
F(x,y) =0 <= : = :
Fm(x,y) =0 Ym = Ym(X)
= y=yKx)
Findes der en funktion y: R” — R™ s&
Fx,y)=0 < y=y(x)

Kan vi parametrisere lgsningsmaengden F~'(0) ved de n fri

Xx-variable?
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Antag F(xo, o) = b. Ligningen

F(xo+Ax, 50 +Ay)=>b

lineariserer til ligningen
AXx
(%(XOJ’O)%(XOJ’O)) (Ay) =0
som vi kan bruge til at bestemme
oF _4OF
Ay = —8—y(Xo,YO) 1§(X07}’0)AX
hvis matricen %(xo, Yo) er invertibel.
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Invertible og lokalt invertible funcktioner L . .
s ) Implicit givne funktioner af flere variable
Implicit givne funktioner

Implicit Funktion Saetning

Antag at F: R" x R™ — R™er C', F(xo, o) = 0 og dy (X0, ¥0)
er invertibel.

@ Der findes en omegn U af xqg og en omegn V af y, sa
ligningen F(x,y) = 0 for ethvert x € U har netop en

lgsning y = y(x) € V.
OF OF ay .\

Q a(x,y(x)) + a—y(x,y(x))a—x(x) =0forallex e U
(implicit differentiation)

—1
o %(x) - _ (g’;(x,y(x))) g’;(x,y(x)) foralle x ¢ U

OF 1 oF
Q y(xo+Ax)~ y— <8y( 0s YO)> 5y X0, Yo)Ax for Ax
teet ved O (lineser approksimation)
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Invertible og lokalt invertible funcktioner

it @ome fonlamer Implicit givne funktioner af flere variable

Koodinatfunktioners gradienter er ortogonale til F~1(0)
Antag F: R” — R™ og F(xo) = 0 hvor

VFi(x0)
DF(x0) = :
VFm(Xo)

har fuld rang. Tangentrummet i xo til F~1(0)

T F1(0) = xo + DF(x0) "' (0) = xo+{VF1(X0), - -, VFm(X0)}*

er det (n — m)-dimensionale underrum af R” med ligning
DF(xp)(x —x9) =0

for det bestar af de vektorer der afsat fra xy er vinkelret pa
gradienterne for de m koordinatfunktioner.
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Invertible og lokalt invertible funcktioner

it @ome fonlamer Implicit givne funktioner af flere variable

Hvis x® — y® + 228 — xyz = 1 kan vi finde z?

F(x,y,z)=x3—y3+22° — xyz
F(1,1,1) =1
oF

a(x,y)
LERING
Lesningsmaengden F~'(1) naer (1,1, 1) kan parametriseres
med fri variable (x, y) og en funktion z = z(x, y) med

(1,1,1) = (2, —-4)

0z oF oF
1. 1)=—"—(1.1.1)" 1,1,1) = (-2/5,4
Sy (1) = g (DT gr (111 = (-2/5.4/5)
z(1+Ax,1+Ay)w1—§AX+gAy
F(1+Ax,1+Ay,1—§Ax+gAy)mO
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Invertible og lokalt invertible funcktioner

it @ome fonlamer Implicit givne funktioner af flere variable

Hvis x3 — xy + 22 =1, x + y + z = 1 kan vi finde y, z?

X+y+z

F(x.y.2) = <X3_Xy+zz>, F(1,0,0) = G)

Lesningsmaengden F~'(1,1) er en kurve i R®

OF 3 10
oy "00= (3 7 )

g2 oo (1 90)- (3
(v.2)(1 + Ax) ~ (g) 4 (_34) (Ax) = (_?’fAXX)

F(1 + Ax,3Ax, —4AX) ~ (1)
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Invertible og lokalt invertible funcktioner

it @ome fonlamer Implicit givne funktioner af flere variable

Implicit FS = Invers FS

Lad f: R” — R" med invertibel Df(y;). Funktionen
F:R"xR" = R", F(x,y) = x — f(y) har invertibel 57 Derfor
findes g: R” — R" s&

x=1fy) <= F(x,y)=0 < y=g(x)

Lad F: R™™ — R™ med invertibel %(xo,yo). S4 har
(x,¥) — (x,F(x,y)) eninvers, ® = (b4, d,). Vi har

F(x,y) =0 < (x,F(x,y)) = (x,0)
= (X, ¥) =(x,0) < (x,y) = (®1(x,0), P2(x,0))
< x =®4(x,0), y = do(x,0)
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