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Differentiable funktioner f: R — R

En funktion f: R — R er differentiabel i X, € R hvis der findes et
tal f'(xp) € R og en funktion ¢, defineret nzer 0 sa
e(Ax) — 0 for Ax — 0, sadan at

f(xo + Ax) = f(xo) + f'(x0)AX + e(Ax)Ax
Hvis f(x) er differentiabel i xo s& er

f(xo + Ax) — f(xo)

Flx) = Alinlo Ax
c(ax) = (0FBX) = 1X0) g s

AX

En funktion f: R — R er C' hvis den er differentiabel i alle
punkter x € R og den afledte funktion f'(x) er kontinuert.

JMM MASO 7


http://www.math.ku.dk/~moller

C'-funktioner R — R
Differentiable funktioner R” — R™ C'-funktioner R” — R™
C'-funktioner R” — R

Den linezere approximation til funktionen f i punktet xp

Den lineaere approximation til fi xg er
f(xo + Ax) = f(xo) + ' (x0)Ax

eller
f(x) = f(xo0) + f'(%0) (X — Xo)

Tangentlinjen for grafen {(x, f(x)) | x € R} for f i punktet
(X0, f(Xp)) har ligningen

y = f(x0) + f'(x0)(X — xo)
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f har lokalt extremum i xg = f'(x9) =0
Antag at f'(xp) # 0. Da

f(xo + f'(X0)1) = F'(X0) + F'(x0)?t

er > f(xp) fort > 0 og < f(xp) for t < 0 er der hverken lokalt
maksimum eller minimum i xg.
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Differentialkvotienten af en sammensat funktion R i) R% Rer

d(go f)

(x0) = dg(f(xO)) " (x0)

f(xo + Ax) = f(xo) + f'(x0)Ax

9(yo + Ay) = g(yo) + g'(yo)Ay
9(f(xo + Ax)) = g(f(x0) + f'(x0)Ax)
~ 9(f(x0)) + g'(f(x0))f (x0) Ax
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Approximation til fordoblingstid

Den linegere approximation til f(x) = In(x) naer xo = 1 er
In(1 + Ax) =~ Ax

daf(1)=0o0g f(1)=1.
Kapitalen K er efter tid t vokset til

hvor r = % er renten. Fordoblingstiden er

~n(@) _In(2) 100In(2) _ 70
“In(i+n)" r p T p

Med en rente pa p = 5 procent er fordoblingstiden cirka 14.

To
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Marginale omkostninger

Lad TC(x) veere de totale omkostninger ved at producere x
enheder af en vare. De marginale omkostninger ved en
produktion pa xp enheder er

MC(x0) = 5 - (x0)

Andringen i de totale omkostninger ved produktionen af
Xo + Ax enheder er

TC(xo + Ax) — TC(Xp) ~ MC(xg)Ax

Hvis totale omkostninger eendres med ATC fra TC(xp), Sa er

vic(y @ndringen i antal producerede enheder.
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Partielt differentiable funktioner f: R" — R

f: R" — R er partielt differentiabel i xo € R™ i retning
e =(0,...,0,1,0,...,0) hvis t — f(xo + te;) er differentiabel i
0 ogsaer

of d

87)(,()(0) = Sf(x0 + tey)|,_
den ite partielle afledte af f i xg.
Gradienten for f i xg er vektoren

of of
Vi(x) = (67)(1()(0), oo @(Xo))

af de n partielle differentialkvotienter i xg.
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Lineaere approximation til f: R” — R

Den linezere approximation til f: R” — Ri xp € R" er

f(xo + Ax) =~ f(xo) + Vf(xo) - Ax

f(xo) + Z - (x0)Axi

Funktionen f(x1, x2) = x12x2 har partielle afledte ﬂ = 2X1Xo 0Q

a%f = x1 Gradienten og den linezere approxmanon i(1,1)er

Vi(1,1) =(2,1)
(1 + Ax1)2(1 + Axa) ~ 14 2Ax1 + Axp
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Ngdvendig betingelse for lokalt extremum.

Ngdvendig betingelse for lokalt extremum:

f: R" — R har lokalt extremum i x, = Vf(xg) =0

f(xo + Ax) = f(xo) + VF(Xg) - Ax
f(xo + tV1(x0)) = f(x0) + t|VI(x0)[?

Hvis Vf(xo) # 0 séa er f(xo + tVf(xo)) > f(xp) for t > 0 og
< f(xo) for t < 0. Punktet xo er derfor hverken lokalt maksimum
eller minimum.
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Optimering uden bibetingelser

ACR"aben, f: A— R.
(P) Maksimer f(x)
Mulige og optimale lgsninger til optimeringsproblem (P)
M(P) = A, O(P) = {x* € M(P) | f(x*) > f(x) for all x € A}

O(P) C{x e A| Vf(x*) =0}

Der er lighedstegn hvis A er konveks og f konkav.
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Keedereglen for R % R” s R

Gt 190 = V(0 G0 = DI0) (0= 3 5 x(0)

Differentialkvotienten af f i xg i retning v

fu(x0) = §(f(xo +tv))| = Vi(x)-v
t=0

er starst nér v er parallel med Vf(xp): Gradienten viser den
retning hvor f har starst veekst.
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Gradienten for f: R” — R
@ peger i den retning hvor f vokser hurtigst.
@ star vinkelret pa lasningsmaengden
@ tangenthyperplan har ligning Vf(xp) - (x — xo) =0

Lasningsmaengder for f(x, y) = %Xz + y?

Antag at f(xg, yo) = d. Lasningsmaengden f~'(d) er en ellipse
gennem (X, o). Gradienten i (xo, yo) er

Vi(Xo0, ¥o) = (%Xo 2}/0)
Tangenten i (xo, yo) til ellipsen f~'(d) er

1
5X0X + 2oy = 2d
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Eksempel pa gradient, lineger approximation,
sammensat funktion

(X1, %) = SIN(E + X

s i . 8(%;2) = <2x1 cos(x? + x2) cos(x? + x2))
b f0,0)=0,  5255(0,0) = (o 1)
S
N AXq N AXq .
: ‘ f AXo - (O 1) AXo = Ax
of(t, ) » o) [ 1 2
5 = (2tcos(2t ) cos(2t )) ot = 4tcos(2t)
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Differentiable funktioner f: R” — R™

f=1]:1]:R"=R"er C' hvis alle dens m

fm
koordinatfunktioner har kontinuerte partielle afledte efter alle n
variable, dvs hvis Jacobimatricen

fi
of; of
o a(;) e
Df=—=__m/___[ . .

ox  O(Xq,...,Xn) ot o

eksisterer og er kontinuert R — R™.
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Den linezere approximation til f: R” — R™i x5 € R" er

f(xo + Ax) =~ f(xo) + Df(xo)Ax

f1 (XQ) Vf1 (Xo) - AX
=| |+ :
fm(X0) Vin(Xo) - Ax

eller

f(x) =~ f(xo) + Df(xo)(X — Xo)
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D(g o f)(x) = Dg(#(x))Df(x)

) )

d(gof)
_ogel) iy - F(x X
301, ) 0 = a0y (OO gy 0O
o
8)(]. m
_3(g°f)f_vg..ﬁ_(% @) c | N 09 0f
axj - i 8Xl— dy, " Oym a:f - 6y,8x-
OJim r:1 .I
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C'-funktioner R”

ogen-%- (% %) (2
dyr  Oy2 Xy
0gof _ag  or _ 991 9
O0Xo oy 0x 6}/1 0Xo

d(gof) . dg

TX,-(X) = ; aT/r(f(X))
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> R

Jacobi matrix for sammensat funktion R® > R2 % R2

of  oh
OXo  OX3
g1 0h
0y2 0xp

Partielle afledte for sammensat funktion R” s R™ 4 R

(x)
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Lasningsmaengden F~'(c) for F: R™™ — R™

Koordinatfunktionernes gradienter
L lgsningsmaengden
VF1 (Xo)7 ce VFm(Xo) 1 F71 (C)

S T X
Lad u(t) vaere en kurve pa F~'(c). Da F(u(t)) = c er konstant

er 0 = DF(u()))U'(£) = (VFi(u(t)) - U (1), ... VFm(u(t)) - U (1)).

Ligning for tangentrummet til losningsmaengden

Tangentrummet i xg til lasningsmaengden F~'(c) har ligningen
DF (x0)(x — Xo) = O (forudsat rank DF (xp) = m).
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jExampIe of Chain Rule <« Kaederegel eksempel

L> with(VectorCalculus) : with(LinearAlgebra) :
> f=(s0— [sz+lz, f)

f:=(s,t)—>(52+12,s%) )
> g=(xy) > x
L g:=(x y)—xy 2
> g(f(s,0); (£42)
+0)s
— 3
> unapply(Jacobian([g(x, ¥)], [(x, ¥)1), (X, ¥))(f(s, 1)), Jacobian([f(s, )], [s, t]);
2s 2t
[f el s @
t 7
> unapply(Jacobian([g(x, Y)], [(x, V1), (x, ¥))(f(s, 1)).Jacobian([f(s, )], [s, t1);
28 | 40 (4P s
raara 2s p (5)
(> Jacobian([g(f(s, 1)), (s, t]);
28 Sl ($4d)s
e 2s p (6)

-> simplify(%);

[ 3448 _s(-tjz-f-sz) ] @
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;Example: Inverse Function Theorem
|> with(LinearAlgebra) : with(VectorCalculus) :

> f:z(s,t)—»(s‘2 +12,%):
> ra,2);

1
L 2
> J:= (s, ) > Jacobian([(s, 1)}, [ (s, ]);
J:= (s, t) = VectorCalculus.- Jacobian([f (s, t)], [s, t])

5,

[> J(s, 0);

2s 2t
1 s
t
> unappiy(ss 0, (s 0)(1,2)°,
18
10 5
14
5 5

> unapply(J(s, 0), (s, 0)(1,2) " (hy, hy);

1, .8
o hteh
1 4

sh-sh

> Vector|column]([1, 2]) + unapply(J(s, 1), (s, t))(1, 2)'1.(h1, h2>;

1, .8 1, 4
[1+Eh1+5 hz)ex+(2+§hl—§hz)ey

[>

< Invers Funktion Saetning

@

(@)

(©)

@)

©]

(6)
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