Jesper Michael Mgller

Department of Mathematics
University of Copenhagen

Uge 6

Formalet med MASO
- ™ wmasos


http://www.math.ku.dk/~moller
http://www.math.ku.dk/~moller/undervisning/MASO2010/fagbeskrivelse.pdf
http://www.math.ku.dk/~moller

Folger i R"
Kompakte delmeengder af R"”
Kontinuerte funktioner pa R”

Oversigt

Folgeri R"”
Konvergens, delfglger
Det almindelige konvergensprincip i R”

Kompakte delmeengder af R"
Afsluttede delmaengder af R"”
Begraensede delmaengder
Kompakte delmaengder af R”

Kontinuerte funktioner pa R"
Falger og kontinuerte funktioner
Kompakte maengder og kontinuerte funktioner
Ekstremveerdiszetningen

JMM MASO 6


http://www.math.ku.dk/~moller

Folger i R”
Kompakte delmeengder af R"
Kontinuerte funktioner pa R"

@ En folge i R” en funktion x: N X2, Rn.

©Q En delfalge af falgen x: N K%, R er en falge af formen

ki
N 225, N 5%, R0 hvor folgen j s ki N — Neer
voksende.

Folgen x: N — R” konvergerer mod x € R" hvis der for ethvert
e > 0findes K sd |xx — x| < e nark > K.

Konvergens, delfelger
Det almindelige konvergensprincip i R”

Konvergens kan testes pa koordinatfalger

En falge xx i R" er konvergent hvis og kun hvis alle n
koordinatfalger 71 (xk), . .., mn(Xx) i R er konvergente.
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Konvergens, delfelger
Det almindelige konvergensprincip i R”

Graense af delfalge
En delfalge Xig af en konvergent falge xj er konvergent og

lim Xk, = lim Xk -
i J
Jj—o0 k—o00

diam(A) = sup{|x — y| | x,y € A}

Det Almindelige Konvergensprincip

Xk konvergent <= diam({xx | Kk > N}) — 0 for N — oo

JMM MASO 6


http://www.math.ku.dk/~moller

Folger i R"
Kompakte delmeengder af R"
Kontinuerte funktioner pa R”

Begreensede delmaengder
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Begraensede delmaengder af R” og falger

Abegraenset < Enhver fglge i A har en konvergent delfglge

Bevis.
—: Da diam(A) er endelig findes delmaengder

A=A DA 2A2 - DAD -

s& x~'(A)) er uendelig og diam(A;) — 0 for j — cc. Veelg
delfolge med x,; € A;. Iflg det Aimindelige Konvergensprincip er
X konvergent.

<=: Hvis A ikke er begraenset, sé findes en folge x: N — A
med |xx| — oo for k — . O
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Begreensede delmaengder
Kompakte delmeengder af R”

xecl(A) <= Vr>0:B(x;r)NA#0

Aer afsluttet <= cl(A) C A
Karakterisering af afslutningen ved falger
x € cl(A) < x =limx for en folge xx i A
Afslutningen af en delmangde A af R"

cl(A) = { lim xx | (xx) folge i A}
k—o00

bestar af graensepunkter for falger i A.
Afsluttede delmaengder af R” og falger

A afsluttet <—=
A indeholder greenserne for alle konvergente falgeri A

JMM MASO 6


http://www.math.ku.dk/~moller

Folger i R"
Kompakte delmeengder af R"
Kontinuerte funktioner pa R”

Begreensede delmaengder
Kompakte delmeengder af R”

K er kompakt < K er afsluttet og begraenset

Kompakte delmasngder af R” og folger

K er kompakt <
Enhver falge i K har en konvergent delfglge med graense i K

Bevis.

—: Lad x, veere en folge i K. Da K er begraenset, har x; en
konvergent delfalge Xig- Da K er afsluttet, vil lim;_, Xy € K.
«<=: Da enhver fglge i K har en konvergent delfalge, er K
begreenset. Da enhver konvergent falge i K har greense i K, er
K afsluttet. 0
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Kontinuerte funktioner f: R” — R™ og falger

Falgende betingelser er aekvivalente:

@ f er kontinuert

@ (V) C R” er aben for enhver aben V C R”

© f~'(F) C R" er afsluttet for enhver afsluttet F C R™

© Enhver konvergent falge xx, med graense Xp, har et
f-billede, som er konvergent med graense f(xp)

© Enhver konvergent falge xx, med graense xg, har en
delfglge Xy, hvis f-billede er konvergent med greense f(x)

En kontinuert funktion sender konvergente fglger i konvergent
folger og graensepunkter i greensepunkter: f(lim xx) = lim f(x).
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Kompakte delmeengder af R” og kontinuerte funktioner

K C R" kompakt
f: R” — R™ kontinuert

} = f(K) kompakt
Beuvis.

Lad yx veere en folge i f(K). Veelg xx | K sa yx = f(xx). Da K er
kompakt, findes en konvergent delfalge Xy, j € N. Da f er
kontinuert er billedfelgen f(x) = yix konvergent. Det er en
konvergent delfglge af yx med graense i f(K). Ol

Kompakte delmaengder af R

En kompakt delmaengde K # () af R har et maksimum og et
minimum: max(K) = sup(K) € K, min(K) = inf(K) € K.
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A C R" er kurvesammenhaengende hvis der for alle par af
punkter ag, a1 i Afindes en kontinuert kurve o: [0, 1] — A som
forbinder o(0) = ap med o(1) = ay.

Kurvesammenh. maengder og kontinuerte funktioner

A C R” kurvesammenh. }

f- R" — R™ kontinuert = f(A) kurvesammenh.
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En kontinuert reel funktion f: K — R pa en kompakt maengde
K C R" har et minimums- og et maksimumspunkt: Der findes
punkter me K og M € K sa

min f(K) = f(m) < f(x) < f(M) = max f(K)

for alle x € K. Hvis K ogsa er kurvesammenhaengende, sa er
f(K) = [f(m), f(M)] et afsluttet og begraenset interval.

Kontinuitet af ekstremveerdifunktionen (Claude Berge)

X CR™ K C R” kompakt Vi(x) = maxycx f(x, y)
f: X x K — R kontinuert Vi: X — R er kontinuert

» Bevis for kontinuitet af ekstremveerdifunktion
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Min forste gkonomiske model

@ | et produkt indgar m ravarer til priser (s, ..., Sm);
@ Produktets salgspris er r;

@ Ved produktionsmgnster (y1,...,¥m), 0 <y < K,
fremstilles g(y1, . .., ym) enheder af produktet;

Fortjenesten ved produktionen er
m
f(r,sh--wsma}’h---,}’m):rQ(Yh---J’m)_ZSIYi
i=1

Den maksimale fortjeneste (som findes!)

Vf(r7s1a---7sm):Og/iagxmf(ra&w--asmaY17--~7Ym)

varierer kontinuert med salgspris og ravarepriser.
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Veerdifunktionen

Bevis for forbindelsen mellem kontinuitet og falger

Deterklartat (1) = (2) = (3) = (4) = (5).
(5) = (1): Hvis f ikke kontinuert, sa findes et xo € R"” og et
e>0sad

Vk > 0 dxx € B(xp; 1/k): f(x) & B(f(xp); €)

Falgen x, er konvergent med graense xg 0og ingen delfglge af xi
har et billede der konvergerer mod f(xp).
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Hvis f ikke er kontinuert i xg sa findes
en falge xx — xo sa& f(xx) 4 f(x0);
faktisk sa f(x) # f(xo) for delfalger
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Bevis for at ekstremvaerdifunktionen er kontinuert

Givet konvergent falge i X, xx — Xxp for kK — oo. Vi skal finde en
delfalge Xk sa Vi(xx) — Vi(xo) for j — oo.

Veelg yx € Y sa f(xk, yk) = Vi(xy) CIEETEEEETED. Da Y er
kompakt, findes konvergent delfglge y,, med greense i Y. Lad
0s sige yi, — Yo for j — co CISIIEITITED.

For ethvert y € Y er f(xy, y) < f(Xx. yi) 0g dermed er

f(x0,¥) :,-i”Qo (X ¥) §jirgo (X Yig) = (X0, o) < Vi(Xo)
Alts3 er
Vi(x0) = X f(x0, ) < j'l[go (X Yig) < V(o)
eller Vi(xo) = lim;_, f(xkj,ykj) = limj_ o Vf(xk/.).
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Kontinuitetsquiz

Lad f: R" — R™ vaere en kontinuert funktion, A C R", B C R™.
Rigtigt eller forkert?

@ Abegreenset — f(A) begreenset

Q Aafsluttet — f(A) afsluttet

© A afsluttet og begreenset — f(A) afsluttet og begraenset
©Q Adben — f(A) aben

© Bbegraenset — ~1(B) begr.

Q Bafsluttet — f~1(B) afsluttet

@ B afsluttet og begreenset —- ~'(B) afsluttet og
begreenset

©Q Baben — f~'(B) aben
Q (f(A) =Aog f(f(B)) = B
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Eksempel 8.5: Eksistens af optimal produktionsstrategi og
kontinuitet af veerdifunktionen
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