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Den abne kugle med centrum a € R" og radius r > 0 er

Det indre, det ydre, afslutningen, og randen
Regneregler for int(A) og cl(A)

B(a;r)={xeR"||x—a|l<r}

ACR"er
aben hvis A er en forening af &bne kugler
afsluttet hvis komplementet R” — A er abent

Aerdben < R" — Aer afsluttet
Aerdben <= Vac Adr>0:B(ar)CA
Aer afsluttet < Va¢ Adr >0: B(a;r) CR"- A

JMM MASO 5


http://www.math.ku.dk/~moller

Abne og afsluttede maengder
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En aben kasse i R™ er en delmeengde af formen Uy x --- x Up
hvor Uy, ..., Uy er dbne intervaller i R.

Det indre, det ydre, afslutningen, og randen
Regneregler for int(A) og cl(A)

Enhver dben kasse er en forening af abne kugler og enhver
aben kugle er en forening af abne kasser. Derfor kan kugler
erstattes med kasser.

Abne maengder

Falgende betingelser er eekvivalente for A C R™:
@ Aeraben
@ Aer en forening af abne kugler
@ Aer en forening af abne kasser
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int(A) = | J{U aben | U C A} (indre af A)

ext(A) = int(R” — A) = | J{U aben | U C R" — A} (ydre af A)
)
)

Det indre, det ydre, afslutningen, og randen
Regneregler for int(A) og cl(A)

d(A) = R" — (int(A) U ext(A)) = R" — (int(A) Uint(R" — A))
cl(A) = (){F afsluttet | F > A} (afslutningen af A)

Q@ R" =int(A) UJ(A) Uext(A) (disjunkt forening)

@ int(R” — A) = R"” — cl(A) = ext(A) (indre af komplementet)

© cl(R" — A) = R" —int(A) (afslutningen af komplementet)

©Q O(R" — A) = 9(A) (randen af komplementet)

@ int(A) C AC cl(A)

Q int(A) og ext(A) er dbne

@ cl(A) og 9(A) er afsluttede (komplementerne er &bne)

Q 9(A) = cl(A) Ncl(R" — A) = cl(A) — int(A)

Q cl(A) =int(A) UI(A)
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Det indre, det ydre, afslutningen, og randen
Regneregler for int(A) og cl(A)

afslutningen af A afslutningen af R" — A

T
T N
oAy CI(R—A)
| |
R” = int(A) U 0(A) U ext(A)
A > N
det indre af A randen af A det ydre af A
x €int(A) < Jr>0: B(x,r) C
x € ext(A) < 3Ir>0: B(x, )mA 0
x € 0(A) <= x & (int(A) Uext(A))
< Vr>0:B(x,r)—A#0, B(x,r)NnA#0
x €cl(A) < xdext(A) < Vr>0:B(x,r)NA#0
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Det indre, det ydre, afslutningen, og randen
Regneregler for int(A) og cl(A)

Regneregler for abne og afsluttede meengder

Q@ AC B=int(A) Cint(B), cl(A)Ccl(B)

@ Aafsluttet < A=cl(A) «< ADCcl(A) < ADI(A)

© Adben <— A=int(A) < R" — Aafsluttet «—
R"—ADI9(A) < ANndo(A)=10

© Foreningsmeengder af abne maengder er abne

© Endelige feellesmaengder af &bne maengder er abne

© Fellesmasngder af afsluttede maengder er afsluttede

@ Endelige foreningsmaengder af afsluttede meengder er
afsluttede

© Produkter af abne maengder er abne
© Produkter af afsluttede meengder er afsluttede
R™M — (Ax B)=(R"— A) x RTUR" x (R™ — B)
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A C R" er begreenset hvis A er indeholdt i en kugle

K C R er kompakt hvis K er afsluttet og begreenset.

Regneregler for kompakte maengder

@ Feellesmezengden af kompakte maengder er kompakt

@ Foreningsmaengden af endeligt mange kompakte
meengder er kompakt

@ Enhver afsluttet delmaengde af en kompakt maengde er
kompakt

@ Produkter af kompakte maengder er kompakte
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Abne og afsluttede maengder Definition
Kompakte delmaengder Regneregler for kontinuerte funktioner
Kontinuerte funktioner Eksempler pa kontinuerte funktioner

En funktion f: R” — R™ er kontinuert hvis lasningsmaengden
1 (U) C R" er &ben for enhver dben delmaengde U C R™.

FAkvivalente betingelser for kontinuitet af f: R” — R™:
@ { er kontinuert
@ 7 '(U) C R"eraben nar U C R™ er aben
© f'(F) C R er afsluttet nar F C R™ er afsluttet
© 1 'B(y; r) er aben for enhver aben kugle B(y;r) i R™

© 1 (Uj x --- x Up) er &ben for enhver aben kasse
Uy x -+ x UniR™

© Foralle x;, € R" og for alle ¢ > 0 findes et § > 0 s&
[f(x) — f(x0)| < e foralle x e R" med |x — xg| < ¢

@ Vxo e R"Ve > 036 > 0: f(B(xp;9)) € B(f(x0); €)
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Regneregler for kontinuerte funktioner

@ Sammenseetningen af kontinuerte funktioner er kontinuert
@ cf, f+ g, f — g er kontinuerte hvis f, g: R" — R™ er det
@ f.g, f/g erkontinuerte hvis f,g: R" — R er det

Projektioner er kontinuerte

Projektionerne mq,...,m: R" — R er kontinuerte.

Koordinatfunktioner

f=(f,...,fn): R" — R™ er kontinuert hvis og kun hvis alle
koordinatfunktionerne fi, ..., fn: R” — R er kontinuerte.

Brug fj = mjo fog f~1(Uy x --- x Um) = NZ £ (L))
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Kontinuerte funktioner Eksempler pa kontinuerte funktioner

Eksempel pa en kontinuert funktion R” — R

Funktionen
(X1, Xn) = > XF
er kontinuert. Lasningsmaengden til et punkt,
(1) ={(x,...,xn) eR" | x2 + .-+ x2 =1} = 9B(0; 1),
er afsluttet. Lasningsmaengden til en dben meengde,
Q=00 1) = {(x1,...,xn) € R" | X2 +---+x2 < 1} = B(0; 1),

er aben.
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Abne og afsluttede meengder Definition
Kompakte delmeengder Regneregler for kontinuerte funktioner
Kontinuerte funktioner Eksempler pa kontinuerte funktioner

En ikke-kontinuert funktion R” — R

Lad A veere en delmeengde af R" og 14: R" — R.
Indikatorfunktionen for A

1 A
W ={y 1o

er 1 pa A og 0 udenfor. Da

G030 =A 130 Ap=R-a

er f kun kontinuert hvis og kun hvis A er bade aben og afsluttet,
dvs A= eller A=R".
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Standard abne og afsluttede maengder

Hvis f;, ..., fy er kontinuerte funktioner R” — R og by, ..., bpy
er reelle tal, sa er

{x eR"| f(X) < bq,...,fn(X) < b} = ﬁf,.—%]—oo,b,-[)
i=1

{xeR”|f1(x)§b1,...,fm(x)gbm}:ﬁl‘,’1(]—oo,b,-])

=1
aben, afsluttet.
{x e R"| fi(x) < b} Cint({x € R" | fi(x) < b;})
cl({x e R" | fi(x) < bi}) € {x € R" | fi(x) < by}
a({x € R"| fi(x) < bi}) C {x € R" | £(x) = by}
2017A, Opg 4

~— —
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Supremum og infimum af en funktion
Indre, rand, afslutning
Losningsmaengde

Supremum og infimum af en funktion f: A— R
sup f(x) = sup f(A) = sup{f(x) | x € A}

Er:lff(x) = inff(A) = inf{f(x) | x € A}

Regneregler. Se F1

@ AC B—= supf(A) <supf(B)
sup(f+ g)(A) < sup f(A) + sup g(A)
inf(f + g)(A) > inf f(A) + inf g(A)

sup(AF)(A) = {)\supf(A) A>0

—Ainff(A) A <0
sup f(A) = s_uP sup f(A;) hvis A= ¢, Ai
e

sup f(A) = sup{sup f(AN (x x R™")) | x € R™},
A CR™ xR".
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Q Kiart
@ R" —cl(A) =R"—N{F | F afsluttet, F > A} =

U{R"— F|R"— F aben,R" — F C R" — A} = int(R" — A)
©Q© R"—int(A)=R"—|J{U | Uében,UC A} =

({R"—U | R" — U afsluttet, R"— U O R"— A} = cl(R" - A)
© Bade 9(R" — A) og 9(A) er R" — (int(A) Uint(R" — A))
@ int(A) C AC cl(A) er klart
Q int(A) er en foreningsmaengde af abne maengder

(7] cI( ) er en feellesmaengde af afsluttede maengder
a(A) © R — (int(A) Uint(R" — A)) € cI(R" - A) Ncl(A) =
cl(A) —int(A))

Q cl(A) "¥ int(4) U (cl(A) — int(A)) ¥ int(4) U a(A)
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Supremum og infimum af en funktion
Indre, rand, afslutning
Lesningsmaengde

ForBC Yerf'(B)={xec X|f(x)c B}
Billed- og lasningsmaengder

f(UY) =U(Y)

: :((Q U’Z\)ir; (';((sjf) " Hvis f: R™ — R™ kontinuert:
Vo= . e f(int(A)) C int(f~1(A))
: _1 EHZ’% iH:_jEZI; o cl(f(A)) C f1(cl(A))
1) — fl _ _
P f_1(Y—B):X—f_1(B) ® a(f 1(A)) cf 1(6(’4))
0 AC f—1(f( ))
o f(I~1(B)) C B

« tilbage til kont tkt
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