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x? + 1 = 0 har ikke nogen lgsning i R

De komplekse tal C

De komplekse tal C er en en udvidelse af de reelle tal R
Der er et komplekst tal i so 2 +1 =0

De komplekse tal er 2-dimensionale og ligger i en plan
De komplekse tal har ikke nogen ordning <

De komplekse tal har konjugering
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Addition og multiplikation

Vi definerer addition og multiplikation med (&, b) til at veere
(ab) +(x,y) =(a+x,b+y)

(a,b) - (x,y) = (ax — by, bx + ay) = <Z _ab) @

@ addition er vektor addition

@ multiplikation med (a, b) # (0, 0) er en drejning med (a, b)s
vinkel efterfulgt af en radial skalering med (&, b)s laengde.

| (0,1):(0,1) = (~1,0) |
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Geometrisk betydning af multiplikation

Lad R veere den drejning fulgt af radial skalering som sender
(1,0)i R(1,0) = (a,b). Sder R(0,1) = (—b, a) og

R(x,y) = xR(1,0) + yR(0,1)
= x(a,b) + y(—b,a) = (ax — by, bx + ay)

Vi ser igen formlen for produktet af to komplekse tal.
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(-ba) A_,O1

(a b)

(1,0)%

Hvis R(1,0) = (a, b) sa er
R(0,1) = (—b,a)
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Komplekse tal pa standardform

z=x+1y, x,y €R, 2= 1
/ y
_ 2 0w
x=Re(z), y=1Im(z), |z]=y\/x?+y? tanarg(z)= x

(X1 4 iy1) + (X2 + iya) = (X1 + X2) + i(y1 + V)
(X1 +iy1) - (2 + iy2) = (X1X2 — y1y2) + i(X1y2 + X2¥1)

i, P=—1, B=—i i*=1, Pk= (1)K k1 = (—1)ki
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Alle regneregler for reelle tal som

Z{ + 2o = 2o+ Z4 Z12Zp = ZoZ4
z1+(22+23) = (21 + 22) + 23 21(2223) = (2122) 23
Z4 (22 aF 23) = 2120 + Z12Z3

geelder ogsa for komplekse tal.

Eksempel
(3+2i)-(1—4))=11—-10i,(3+ )2 =9+6i—1=5+6i

Complex numbers

JMM MASO 4


http://www.youtube.com/watch?v=KPSj4-76eEc
http://www.math.ku.dk/~moller

(a+b)?=a +2ab+b? (a—b)? =& —2ab+ b?,
(a+b)(a—b)=a"— b2

by a2 a1 by
anzi +apz=b __ , _ |be @l _ |an b
82121 + apaZp = by " lan ar| an a2

a1 ano dgy  az2
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Endelig og uendelig kvotientraekke i C

_ qn+1
1-q
Kvotientreekken »">° , aq” er konvergent med sum

a+aq+---+aq'=a

[e.e]

) a
Y =a+ag+---+aq'+-=——
n=0 17q

nar |q| < 1 og divergent nar |q| > 1 og a # 0.

iw: 2 _ 21-h) _,

— . = . ~=1-—1i
= 2 1+ (T+)( =)
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Regning med Z og |z

@ X+iy=x—liy

@ i=—i

O nTZ=T+%m ZHm=7Z ||=|2" [2=|z
@ 7z = |z|?, z+z_2Re( ), Z—Z=2Im(2)
02—1:§ z"=Zx z#0,neN

® |z1 + 22| < |z1| + | z¢| trekantsullgheden)

® (2122] = |z1]|22]

° é =1, z#0

trigonometric addition theorem
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z har polaere koordinater (p: 0) betyder z = p(cos 6 + isin ).

Multiplikation og konjugering i poleere koordinater:
@ (p1:61)-(p2:62) = (p1p2 : 01 + 62) (additionsformler!)
@ (p:0)"=(p":nb),necl
° (p:0) ' =(p":-9)
® (p:0)=(p:-9)
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Transformation mellem cartesiske og polzere koordinater

cartesiske koordinater poleere koordinater
X+iy (p: 0)
X = pcosd p=Vx2+y2
: tan’ x>0
Y = psind o— arctan,
T+ arctan% x<0

@ (p:0)=pcosf+ipsind
@ x +iy = (\/Xx?+ y?:arctan¥) nar x > 0,
x+iy=(V/x?+y?: m+arctanL) narx <0
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(X—l— Iy)” — Z (2,;(> (_1)an—2ky2k

0<2k<n
. n
+ E ( )(_1 )an—2k—1y2k+1
0<2k+1<n 2k +1
. 2 T V2
1+I4=—4 Z=£ =
( ) cos, =5 siny =3
( ) Cosg =5 sing =g
. 1 . V3
A= 8 cosT—! snToY3
( ) $3=5 sin 5
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Hvis a # 0 s& geelder

ab

az+b=0 < gaz+ab=0 <— z=_W

2+3hz4+(1-2/)=5—-i «—
(2438hz=4+i —
2-3)(2+3)z=(2-3i)(4+i) —
13z2=11-10/i —
z:u—mi
13 13
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Kvadratroden af et komplekst tal v/d

Vi={zeC|z"=1}={-1,+1}

Ligningen z2 — (p: §) = 0, p > 0, har 2 lgsninger

Vi(p:0)={zeC|22=(p:0)} = £(/p:6/2)

V1= {-1,+1} Tt
VA = {—i, i} 7 = {*(cos(n/8) + isin(7/8))}
\/— {_1\/—{;1 1\/—{—_1} m:{ime—éArctan(S/Q)}
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Lasning af ligninger af grad 2

2
Z2taz+b=0 < (z+g)2—az+b:0 —
(z+§)2—a—2—b — z+€—\/a—2—b —
2/ T4 2~ V32
a a?
Z——§+ Z—b

Ligningen z? + z + 1 = 0 har lgsninger

PELDY L —1+\/§: %(—1+M) = %(—Hti\@)
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Vi={zeC|z"=1}={(1 :jz%r)|j=0,1,...,n—1}

:{cos(jz%)Jrisin(jz%) |j=0,1,....,n—1}

V(p:0)=V1-(yp:6/n)
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Algebraens fundamentalsaetning for komplekse
polynomier

For ethvert (normeret) komplekst polynomium af grad n > 1
P(Z) =z 3,7_1Zn*1 +---+a1Z+ Qo
findes n komplekse tal o, ..., a, sa

P(z)=(z— o)~ (z2—an)

Radder i polynomier af grad n

Der findes formler med rodtegn for redderne i polynomier af
grad n < 4 —men ikke for grad n > 4! [1, 3.9.5] Galois theory
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Algebraens fundamentalseaetning for reelle polynomier

For ethvert (normeret) reelt polynomium af grad n > 1
P(x)=x"+a,_1x""+.. .+ ax+a

findes u reelle tal, ay,...,ay, 0g 2v reelle tal g4, ..., By,
Y-y S& U+ 2V =n0g

P(X) = (x = a1) -+ (X = au)(® + Bix + 1)+ (O + BuX + )
hvor polynomierne x2 + Bix +;, 1 < v, er uden reelle rgdder.

x3—x?242=(x+1)(x>-2x+2)
x* —4x3 +4x? 4+ 4x -5 = (x —1)(x + 1)(x? — 4x +5)
X1 = —V2x + 1) (2 +V2x + 1)
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Polynomier

Polynomiers division

Lad P(x) og D(x) veere to polynomier (D(x) er ikke
nulpolynomiet). Der findes et polynomium Q(x) og et
polynomium R(x) s&

P(x) = D(x)Q(x) + R(x), deg R(x) < deg D(x)
Polynomiet P(x) har tallet r som rod hvis og kun hvis
P(x) = (x = nNQ(x)
for et polynomium Q(x).

Polynomiers division
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Polynomier

Rational rod Saetningen

Lad
@ P(x)=apx"+an_1x"+---+ ayx + ag veere et
polynomium med heltalskoefficienter an, ap_1,...,8 € Z
@ p of g veere hele tal, g # 0, sa brgken g ikke kan forkortes

Hvis g errodi P(x),savilpgaopiayogqvilgaopi ap.

P

)n*ﬂﬁ'nq(a)n_1 +-ta(7)+a=0

an(g

QI

anp" + an_1p" g+ +a1pq" ! + aq" =0
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Faktorisering af polynomiet x3 — x2 + 2

De eneste mulige rationale redder i x3 — x2 + 2 er £1, +2.
Faktisk er —1 en rod. Ved polynomiers division finder vi

X} —x®42=(x+1)(x®-2x+2)

Kvotienten x2 — 2x + 2 har ingen reelle redder. De komplekse

redder er
2
x:—g+\/%—b:1+\/—1:1ii

og derfor er

XB-xP42=(x+Dx-1+Nx—-1-1i)
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@ Opgave 2 2010A (Lgsning)
@ Opgave 2 2011A (Losning)
@ Los ligningen 22 + (1 +i)z+2i=0
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cos(a + B) + isin(a+ B) = (cos «, i sin a)(cos 3 + isin 3)
= (cosacos B — sinasin 3) + i(sin a cos 3 + cos a:sin )
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For alle naturlige tal n € Z

(cos @ + isin®)" = cos(nh) + isin(no)

og derfor er

cos(nd) = > <2';(> (—1)k cos" 2k g sin®k ¢

0<2k<n
n
sin(ng) = ) < )(—1)kcos”_2"_1esin2k+1 0
0<2k+1<n 2k + 1
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