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Raekker Eksempler pa raekker
Raekker med positive led Kvotientraekker

Hvad er en uendelig reekke?

Falge: ay,az,...,an, ...
Raekke: a1 +ax+as+-- =Y o qan
Reekkens afsnitsfolge: sp = a1 + a2+ - +an= >, g

@ Den uendelige reekke Y 77 ; a, er konvergent hvis
afsnitsfalgen s, er konvergent

@ Den uendelige reekke Y77 ; an er divergent hvis
afsnitsfalgen s, er divergent

Summen af en kono\éergent uendelig raekke er
anp=lims, = lim ;
>_an=lims, = lim > g

n=1 j=1
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Raekker Eksempler pa reekker
Raekker med positive led Kvotientraekker

Hvilke reekker er konvergente og hvilke er divergente?

Hurtig test for konvergens af en reekke

[o¢]
> ap erkonvergent = a, — 0 for n — oo

n=1
o

an /> 0forn— oo = a, er divergent
n=1

Man kan ikke vende —-. Feks er lim,_, 15 =0 men

]
2 = 00
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Hvis reekkerne Y"7° ; an 0og > > 4 by er konvergente, s& er

Q@ > i(an+bn)=>71an+ > 721 bn

@ > " can=c)> ;> an (c€Rerenkonstant)

[e'S) 2"+3” 1
n=1 Zn_ (3_ _)

=14,9=3
=z t1=35
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Raekker Eksempler pa raekker
Raekker med positive led Kvotientraekker

Kvotientraekker

(1-qg)a+aqg+ag®+ ---+aq")=a—ag"*' = a(1 — ")
(1-qg)at+ag+ag®+ ---)=a

N
a

Soaq = E(1-g")
-q

n=0

00 N
. . a 0<qg«1 a
n __ n_ | 1_ N-+1 -g-
nE_oaq = Nllm nE_an = Jim -— —q( qg't') = g

® 0,581581581... = 0,581+0,000581 +-- = ;2381 — 581

©0,9999...=0,9+0,09+ - = 20 = 5 =1

0,9

1 _ 1 _ 2 _
0 o5 =107 =1+0,1+0,012+ . =1,111..
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Raekker Eksempler pa raekker
Raekker med positive led Kvotientraekker

Veerdi af annuitetsbetalingsreekke med fast rente r

Nuveerende veerdi af udbetaling A om n ar er

A
(14r)"

Veerdien af udbetaling Aomn=1,2,...,Narer

A + A + +A—ZN:A—A 1_¥
1T+r (1+47r)? (T+nN =@+ r (1+nr)N

Veerdien af udbetaling Aomn=1,2,...arer

AL A _ii_é
T+r (1+47r)? (T
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Sammenligningskriteriet

Raekker Kvotientkriteriet
Raekker med positive led Rodkriteriet
Integralkriteriet

En raekke med positive led er en raekke Y7 ; a, hvor a, > 0 for
alle ne N.

En raekke )" ,- ; a, med positive led
@ har en voksende afsnitsfalge s, = 27:1 a=a+- -+
@ er konvergent hvis og kun hvis afsnitsfelgen er opad
begraenset. (Se ‘Voksende Falger’ i F1)

an

Summen af en uendelig raekke med positive led

Z an=lim Z aj =sup{> _a; | E C N endelig}

jeE
= mlndste tal > alle endelige delsummer ) " g;
jeE

JMM MASO 2
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| en raekke med positive led kan man permutere leddene uden
at eendre reekkens sum.

| en raekke med positive led kan man saette eller haeve
parenteser uden at aendre raekkens sum.
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Sammenligningskriteriet
Raekker Kvotientkriteriet
Raekker med positive led Rodkriteriet
Integralkriteriet

Lad 3" a, 09 3 b, veere to raekker.
Sammenligningskriteriet

Antag a, < by, fra et vist trin.
Q@ > >, by konvergent = > ., a, konvergent
Q@ > 0, a,divergent = >">° . b, divergent

Graenseveerdi-sammenligningskriteriet
Antag (by > 0 0g) 22 — ¢ for n — oo hvor 0 < ¢ < cc.
) " aper konvergent <= ) " b, er konvergent
Z an er divergent < Z b, er divergent

JMM MASO 2
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Kvotientkriteriet
@ Huvis der findes et g < 1 s& %+t < g fvt (fra vist trin) sa er

>-72 1 an er konvergent
Q Hvis 22t > 1 fvtsder )72 a, er divergent

Graenseveerdi-kvotientkriteriet

Antag at ap1/an — q for n — occ.
q <1 Y77, anerkonvergent
g=1 2?2 (31 0g " 2 harbegge g = 1)
q>1 37, aperdivergent

JMM MASO 2
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Raekker med positive led Rodkriteriet
Integralkriteriet

Rodkriteriet

@ Hvis der findes et k < 1sd y/a, < kfvtsder) >, an
konvergent

@ Huvis y/a, > 1 for uendeligt mange nsaer > ,° , aner
divergent

Graenseveerdi-rodkriteriet

Antag at y/a, — k for n — oc.
k <1 37, an er konvergent
k=1 2?2 (3 10g> L harbegge k = 1).
k>1 "7, aperdivergent

Hvis lim % = [ saer lim ya, = L:Rod = Kvotient
n—oo n n—o0

JMM MASO 2
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. o ap
Antag at der findes et g < 1 sa a—+n‘ < qforalln> N.

an1
1-qg

o0
a+---+an+ an+1 gZan§a1+---+aN+

n=1

fordi

eS) N 00 00 . a1
dan—> an > an<> anqg =1 g

n=1 n=1 n=N+1 n=0
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Raekker Kvotientkriteriet
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Eksempel pa vurdering af sum

Reekken 30 ; 51— er konvergent (feks) iflg Kvotientkriteriet da
et = 2 = Joh < Jforalle n. Med sip = 3,2 51 er

S10 + ai1 <Zﬁ < S10 + 2a11

og det giver

1
< — <
0,69310 < ; 5 < 0,69315
Den rigtige veerdi er

Z 2n =In(2) = 0,69314.

JMM MASO 2
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Raekker Kvotientkriteriet
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Et integral

Lad f(x) veere en positiv (aftagende) kontinuert funktion.

Integralet
(0.)
/ dt = lim /f
N X—00

tolkes som arealet mellem grafen og den vandrette akse regnet
fra N og ud i uendelig.

Integralet [, % dtfor N>1o0ga>0

0o 1
/ 1gr— @t 2>
N 2 00 a<i

JMM MASO 2
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Sammenligningskriteriet
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Integralkriteriet f: [1, co[— [0, oo[ aftagende kontinuert

Zf <oo<:>/ t)dt < oo
N 00
Zf(n)+/ f(t) dt<Zf n)<Zf /N f(t)dlt

n=1 N+1

Reekkerne Z forac R

o0

1
> — konvergent < a> 1
n= 1n
N o) N
1 1 1 1 1
Z? 1)(N + 1)a Zﬁ ZF (a—1)Na-1
n=1 n=1 n=1

JMM MASO 2
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Z f(n) < / (t)dt / ft)dt<Zf(n)

n=N+1

f(N+1)+f(N+2)+~~~S/oof(t)dtSf(N)+f(N+1)+

f (t)dt < Z f(n /Noof(t)dt

N+1 n=N+1
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sN+/ f(t)dtgsoogsN—i-/ (1) dt
N-+1 N

fordi
Soo — SN = Z f(n)

n=N-+1
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Raekker med positive led Rodkriteriet
Integralkriteriet

Eksempel pa fejlestimat med Integralkriteriet

Hvor teet er s1p = 310, n2 pad> n2
> 1 1
Da —dt=—er
/N t2 N Eks 2011A, Opg 1
1 1 1
S10 + 11 < Z —- <S5 70
Det giver vurderingen
=1
1,640 < Z? < 1,649
Det rigtige tal er
> < teori
le 5_1,644... —

JMM MASO 2
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Anvendelse af definitionen

Anvendelse af konvergenskriterierne
Anvendelse af sammenligningskriteriet
Anvendelse af kvotientkriteriet
Anvendelse af rodkriteriet
Anvendelse af integralkriteriet

Flere eksempler
Alternerende reekker
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1
>

er konvergent efter fordi

1/n?
1/n(n+1)

—1+1—>1forn—> 0 i L
= n oogn

= n
2::1+n2

er divergent efter CEEEEEIIEIIEEGEED da lim nfitn?

n—oo 1 /

— n(n+1) -

=1.
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-
n=1 \/ﬁ
er divergent efter CEIIEITIFTIEED fordi —— > 1 og den

harmoniske reekke er divergent.
Comparison test

§
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>

1+ n?
n=1

konvergent efter fordi

vn _vn_ 1 — 1
[ —n3/2°gzm<°°
n=1
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er konvergent efter fordi

anyy  n+12" 1 1 1
f’: vn
14 n?
n=1
kan ikke afgeres med EITEITEED da lim 821 — 1. Ratio test
o) n
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giver konvergens for de to raekker

i)f(l_,:, XZO, Og ix_n

n7 O<X<1,
n=1

s = lim X im x™n
AM iy = JM ar =009 Im gy = x < 1.

— 00
d X X s D yn
.dx ni Zﬁsazm:ex
n=1 n=1 n=1
d XN s n 1 R
.d_xz17 ZoxzﬁsaZWZ—lnﬁ—x)
n= n=
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> %% 0<x<1,

er konvergent efter fordi

100
V/n100xn — x/n100 — x /'™ 5 x1190 — x for n — 0o

= /1+n\"
Z<1+n2>

n=1

n
er konvergent efter @EEEED fordi lim, o | (11%’2) =0.

Root test
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> 1

2 ETm

n=1

er er konvergent efter fordi

1 1 100
[ mdf— [In(1+?)—?]1 —1—|n(2)<00

n=2

er er divergent efter fordi [ #(t)dt = In(In(1)).
Integral test
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Anvendelse af sammenligningskriteriet
Anvendelse af kvotientkriteriet
Anvendelse af rodkriteriet

Anvendelse af integralkriteriet

Anvendelse af definitionen
Anvendelse af konvergenskriterierne
Flere eksempler

Anvendelse af integralkriteriet
=1
na
n=1
er konvergent hvis og kun hvis a > 1.

a<i1 >, # divergent ifalge Sammenligningskriteriet
fordi = > 1 og 3%, 1 erdivergent
a>15%7>, # konvergent ifalge Integralkriteriet fordi
N
1 T aan 1 1—
—dt=—— =— (N2 -1
[ gt = gl W = v )

konvergerer for N — cc.

JMM MASO 2
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|

er konvergent efter fordi

In(n) _+vn 1 =1
e ST %9 2 e <
n=

eller efter fordi
| 1 0
/ n(t)dt= [—?(In(t)+1)]1 =1<o00
1

t2
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Anvendelse af definitionen
Anvendelse af konvergenskriterierne Alternerende raekker
Flere eksempler

Eksempel
Hvis a, — k forn — oo hvor k < 1 (og a, > 0) sa er

(e 9]

>4

n=1

er konvergent efter @EEEEED da lim,_,. v/an = limp_ an = K.

Eksempel

Hvis >" aj, er konvergent (og a, > 0) sa er

|~
s

Bt > In(1+an)
74SENERER =1

konvergent efte fordiln(1 + ap) < ap.

JMM MASO 2
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’
11 1-(1/p)°

p primtal

1 1 1 1

TA-(1/2)s 1-(A/3)s 1—(1/5)s 1-(1/7)s

=(1+(1/2)°+(1/22)° +-- )1+ (1/3)° + (1/32)2 +---) -

=14+(1/2)5+(1/3)5+(1/25)5+(1/5)° +(1/(2-3)) + - -
1 1 1 1 A

:1+§+§+E+§+§

1

T Laps
n=1
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Anvendelse af definitionen
Anvendelse af konvergenskriterierne Alternerende raekker
Flere eksempler

Riemanns (-funktion

Veerdier af ¢-funktionen ¢(s) = ", - fors =2,4,6,8

1 i 1 4 =1 70 =1 78
2.2 =6 2iF o0 JF 945 278 480

Riemann hypotesen (mere info her)
Vis at

> d < Hy+exp(Hp)In(Hy),  Hn=
d|n k=1

JMM MASO 2


http://arxiv.org/abs/math/0008177
http://www.math.ku.dk/~moller

Anvendelse af definitionen
Anvendelse af konvergenskriterierne Alternerende raekker
Flere eksempler

Alternerende reekker (Alternating series)

Leibniz’ kriterium for alternerende raekker
Hvis

@ a, er en aftagende folge af positive tal

@ a, — 0forn— oo
sa er reekken >°°° , (—1)™1a, konvergent.

Fordi

Q sk = Sok—1 — @k < Sok—1

Q Soxi2 = Sok + (@2ki1 — @k42) > Sok (aftagende falge)

© Soki3 = Sokt1 — (@okt2 — @2k43) < Sok41 (voksende falge)
S0 <84 << S < Sok 1< <8S3< 8
iMk_o0 Sokt1 — lIMyy00 Sok = iMk00(Saks1 — S2k) =

lim ok = 0.
JMM MASO 2
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Anvendelse af definitionen
Anvendelse af konvergenskriterierne Alternerende raekker
Flere eksempler

Den alternerende harmoniske raekke >,

(_

1)n+1

n

2 (=)™
) > —=In(2)
...................................... n=1
) 1_1+1_1+1_ _
2 3 4 5 N
Omordning af leddene: } In(2) = In(2)
1 1 11 11 11 11 1 1
2@ =31-33"237 22725 26"
1 1 1 2 1 1 1 2 1
=2 N 3v5 G5 gta 55
SRR R S N S S B I
N 2 4 3 6 8 5 10 12
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Anvendelse af definitionen
Anvendelse af konvergenskriterierne Alternerende raekker
Flere eksempler

Parenteser: 0 = 1

0=0+0+0+:

= (1 (1) + (T + (=1 + (1 + (=) + -
=1+ (=) T+ (=) + 1+ (=1) + -

=1+ (=) + D)+ (=) + D+ =1+ 1)+
=14+0+0+:-

=1

Summen af en uendelig reekke kan gendre sig hvis man bytter
om pa leddene eller szetter/hzever parenteser!

JMM MASO 2
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