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Generelle lineaere programmer el
Definition

Et generelt linezert program er et optimeringsproblem (P) som
gar ud pa at optimere en linezer objektfunktion f under linezere

bibetingelser givet ved ligheder eller uligheder.

@ En mulig lasning er en vektor x som opfylder alle
bibetingelser i (P)

@ Den optimale veerdi sup(P) af et maksimeringsproblem (P)
er sup f(x) taget over alle mulige lgsninger x

@ En optimal lgsning til et maksimeringsproblem (P) er en
mulig lesning x* s& f(x*) = sup(P)

@ Den optimale veerdi inf(P) af et minimeringsproblem (P) er
inf f(x) taget over alle mulige lgsninger x

@ En optimal lgsning til et minimeringsproblem (P) er en
mulig lgsning x* s& f(x*) = inf(P)

JMM MASO 11



http://www.math.ku.dk/~moller

Generelle linezere programmer Dualitetsszstningen
Antagelser

@ Aeren (/ x J)-matrix
@ b, y er I-sgjlevektorer
@ ¢, x er J-spjlevektorer

e fCl={1,....,m}
e J CJ={1,...,n}

V.

Observationer

ty — X
@ c'x =3 i, Cxerettal

° y'lb=13,, yibjerettal
® Ax = (X ;e ajX),, er en I-sejlevektor

o y'A=(Yic Yiaj) e, er en J-reekkevektor
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Generelle linezere programmer
prog Dualitetssaetningen

Et generelt linezert maksimeringsprogram har formen

(P)  Maksimér c¢!x under bibetingelser
[I1]Ax < [FF]b,[I — I!|Ax = [I - IF]b,[J*]x > 0
og det duale program er
(P)  Minimér y'b under bibetingelser
YA > Uy A - I =l - Iy T > 0

Example (Generelt linegert program)

(P) Maksimér x; + 5xo — 2x3 under bibetingelserne

—2x1 +3x2 <3
X1 +2x0 — X3 =4
X1 >0, >0
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Generelle linezere programmer
prog Dualitetssaetningen

Tableau for generelle lineaere programmer

F={, . YC{,. .. m=1
J = {1, C{l,... =

Xq e Xj Xj1 e Xn
W aft ... aj @1 ... amnp | <by
* Y a .. ajj ajj 1 . ain < b;
Yigr | @11 -0 @) @iptjpt oo+ @ipin | = Dt
> Cq ZCJ = Cj+1 ... =20Cp

Raekker: Bibetingelser i (P) Sojler: Bibetingelser i (P’)

JMM MASO 11


http://www.math.ku.dk/~moller

Generelle linezere programmer . .
prog Dualitetssaetningen

Dualitetssaetningen

Netop én af falgende fire situationer vil altid geelde:
(I) (P) og (P’) har optimale lgsninger og sup(P) = inf(P’).
(1) M(P) # 0, M(P") = 0 og sup(P) = oc.
1y M(P) =10, M(P") # (0 og inf(P") = —o0
(V) M(P)=0,M(P")=10
Felgende fem betingelser er eekvivalente:
@ (P) og (P’) har optimale lgsninger og sup(P) = inf(P’)
© M(P) # 0 og M(P") # 0
© (P) har en optimal lgsning
© (P’) har en optimal lgsning
© M(P) # 0 og sup(P) < o
Q M(P") # 0 og inf(P') > —c0
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Generelle linezere programmer . .
prog Dualitetssaetningen

Dualitetssaetningen: Normaltilfaeldet (I)

Hvis x € M(P) og y € M(P’) er mulige lasninger sa er falgende
betingelser sekvivalente:

@ x og y er optimale lgsninger til (P) og (P’)

@ cix =sup(P) =inf(P") = y'b

Q cix>ylb

Q cix=yb

Q cix=ylAx=y'b

Q (c'—y'A)x=0,y'(Ax—b) =0

Q@ (- yiay)x=0,jed,09yi(> ayx—b)=0,icl

i€l jed
Q (- yiay)x=0,jeJ* 09y apx—b)=0,icl
iel jed

QVied : x>0= >, ya=¢
Viel:y>0= 3}, aX=Db
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Generelle linezere programmer . .
prog Dualitetssaetningen

Beviset for Dualitetssaetningen anvender

Farkas’ lemma

Netop et af felgende to tilfeelde indtraeffer:
(I) Der findes x € R"sa Ax = b, x > 0.
(Il) Derfindesy € R"sa y!A>0, y!b<0

Variant af Farkas’ lemma

Netop et af folgende to tilfeelde indtraeffer:
(I) Derfindes x € R"sa Ax < b, x > 0.
(Il) Derfindes y € R™sa y!A>0, y'b <0, y > 0.
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Kanoniske og standard linesere programmer

Kanoniske linezere programmer

Et kanonisk linesert maksimeringsprogram har formen
(P)  Maksimér c'x under bibetingelser Ax = b, x > 0
og det duale program har formen

(P)  Minimér y'b under bibetingelser y'A > ¢!

Basislgsninger for kanoniske programmer

Hvis (P) har en optimal lgsning, sa har (P) en optimal
basislasning x hvor de benyttede saijler

{All]j e, x>0}

er linezert uafhaengige.
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Kanoniske og standard linesere programmer

Generelt program — Kanonisk program

Det kanoniske program associeret til det generelle program (P)

t
c X
(P) Max ([J — J*]C) (u) under bibetingelser

o) )

Her er u = (Uj)jcy—y vV = (Vi)ici, [J — J*]c er J — J* raekkerne
i c, E[I"] er I"-sgjlerne i | x | enhedsmatricen E, og A[J — J*| er
J — J* sgjlerne i A.

(A —AY-J1] E[’*])(

< C© X
< © X
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Kanoniske og standard linesere programmer

Standard lineaere programmer

Et standard linesert maksimeringsprogram har formen
(P)  Maksimér c'x under bibetingelser Ax < b, x > 0
og det duale minimeringsprogram er

(P)  Minimér y'b under bibetingelser y'A > ¢!, y' > 0
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Kanoniske og standard linesere programmer

Generelt program — Standard program

Standard programmet associeret til det generelle program (P)

t
Max (_[J_CJ*]C> (Z) under bibetingelser

<‘[’ ! A —[/_—A/[:]IA_[J{] J*]) <Z> - (—[/f /*]b> ’ <Z> =0

hvor u = (Uj)jey—y--
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Duale linezere standardprogrammer

(P) Maksimér x; + x» under bibetingelserne

Xq Xo
X1 +2x <4 Vi 1 2 <4
dxi 2% <12 | 4 2 | <12
—X1 + X2 < 1 y3 | —1 1 <1
>1 >1

0ogx1>0,x%>0
(P’) Minimér 4y, + 12y, + y3 under bibetingelserne

yi+ay, —y3 > 1
2y1 +2y0 +y3 > 1

ogy1 >0,y2 >0.
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Example (Lineeert program péa standardform)

n (P) Maksimér x; + xo under
bibetingelserne

X1 +2x < 4
4dx1 4+ 2x < 12
—X1+ X <1

0og xy >0, x> 0.

Mezengden af m:JIige lasninger er et polyeder.
(x5, x3) = (8/3,2/3) er en optimal lgsning og den optimale
veerdi er sup(P) =8/3+2/3=10/3.

v
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