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Relle tal Notation
Kontinuerte funktioner Tal
Falger Storste og mindste element, mindste overtal og sterste undertal

Maengder

° 0
@ acAbgZA
@ A C B betyder at alle elementer i A er elementer i B

@ A = B betyder at alle elementer i A er elementer i B og alle
elementer i B er elementeri A

Intervaller Afbildninger

° [ab]={tla<t<b} ef:A>BA>alif(a)eB
@ la,b|={t|a<t<b}

o A_"-B ?.¢C
@ la,b[={t|a<t<b} ~

gof
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AU(BuC)=(AuB)UC, An(BnC)=(AnB)nC
AN(BUC)=(AnB)U(ANC)
AU(BNC)=(AuB)Nn(AuUC)
X—(AuB)=(X-A)N(X-B)
X—(AnB)=(X-A)U(X-B)

X—(X-A)=A
ACB < X-ADX-B
ACB — X=(X-AUB
A=B < ACBogBCA



an(bvec)=(anb)Vv(anc)
av(bnc)=(avb)Aa(aVve)
-(avb)=-an-b
-(anb)=-aVv-b
a= b=-(an—-b)=—-avVb=-b = -a
a < b=(-avb)A(aVv-b)=(anb)V(-an-b)




Relle tal Notation
Kontinuerte funktioner Tal
Falger Storste og mindste element, mindste overtal og sterste undertal

Tal

N De naturlige tal {1,2,3,...}

Z De heletal {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Q De rationale tal {...,+2,£5,+238 ..}

R Dereelletal {...,+2,+5, £2383 7 +v2..}

455>
NCZCQCR

Regneregler for reelle tal

De vigtigste regneregler er
additon x+y=y+x, x+y+2)=Kx+y)+z
multiplikation x-y=y-x, x-(y-2)=(x-y)-z
samspil x-(y+2z)=x-y+x-z
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Relle tal Notation
Kontinuerte funktioner Tal
Falger Storste og mindste element, mindste overtal og sterste undertal

Q versus R

Hvad er galt med de rationale tal Q?
Ligningen x? = 2 har ikke nogen Igsning! Diagonalen i et
enhedskvadrat har ikke nogen leengde i Q! 2

V2 = 1.41421356237309504880168872421 1

er ikke korrekt!

Hvad er godt ved de reelle tal R?
Ligningen x? = 2 har en lgsning!

De rationale tal ligger teet i de reelle tal

Ethvert reelt interval |a, b[C R, a < b, indeholder et rationalt tal.
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http://antwrp.gsfc.nasa.gov/htmltest/gifcity/sqrt2.1mil

Relle tal Notation
Kontinuerte funktioner Tal
Folger Sterste og mindste element, mindste overtal og sterste undertal

Storste og mindste element: max og min

En maengde A C R har et storste element hvis A har et element
som er > alle elementer i A.

Hvis M er storste element i A skriver vi max(A) = M.

Mindste element, min(A), defineres pé tilsvarende made.

Eksempel (Storste eller mindste element findes ikke altid)

@ Intervallet [0, 1] har et storste element max([0, 1]) =1

@ Intervallet [0, 1[ har ikke noget storste element - hvad
Skulle det vaere? 0,997

@ Intervallet |0, 1] har hverken et storste eller et mindste
element
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Relle tal Notation
Kontinuerte funktioner Tal
Folger Sterste og mindste element, mindste overtal og sterste undertal

Mindste overtal og storste undertal: sup og inf

Hvis ) # A C R er opad begreenset, sa har A et mindste overtal:

sup(A) = min(A*) A" = ([a, oo[= [sup(A), oo
acA

Hvis () # A C R er nedad begreenset, sa har A et storste
undertal:

inf(A) = max(A”) A~ = ()] - oo, a] =] — oo, inf(A)]

acA
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Relle tal Notation

Kontinuerte funktioner Tal
Falger Storste og mindste element, mindste overtal og sterste undertal
Eksempel
@ sup([0,1]) =1 e sup{xcQ|x2<2}=+2
e inf(]0,1]) =0 e inf{1/n|neN}=0
Eksempel

Hvis f(x) er en positiv kontinuert funktion skriver vi |, : f(x)dx
for supremum af meengden af alle undersummer for f(x).
Karakterisering af supremum

S = sup(A) er det mindste overtal for A hvis og kun hvis
@ a< Sforalleac A
@ Forethvert T < Sfindesatac Asa T < a
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Relle tal Notation
Kontinuerte funktioner Tal
Folger Sterste og mindste element, mindste overtal og sterste undertal

Regneregler for sup og inf

supA <supB

infA > inf B

@ —sup(A) = inf(—A)

@ sup (UpegAb) = sup{sup A, | b € B}
@ inf (UpegAp) = inf{inf Ay | b € B}

oAgB:>{

Bevis.

For ethvert x € |y Ap findes et b € B sa x € A,. Dermed

x < supAp < sup{supAp | b € B}. Altsa er

sup (Upeg Ab) < sup{supAp | b € B}.

Da Ap C Upeg Ab e sup Ap < sup (Uyep Ap) for ethvert b € B.
Altsa er sup{sup Ap | b € B} < sup (UpcgAb)- O
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Hvis
Ve>030>0:0<|x—x0| <d=|f(x)—al<e
siger vi at f(x) gar mod a nar x gar mod xp og Vi skriver

XI|_>n;|(0 f(x)=a eller f(x) —a for x— Xxp

° J—ZSI"XX —1forx >0

o NIEa) _, afor x — 0




Relle tal
Kontinuerte funktioner
Folger

Kontinuerte funktioner f: A - R

Definition (Kontinuitet)

@ Funktionen f: A — R er kontinuert i punktet X € A hvis
lim f(x) = f(xo)

X—Xo
@ Funktionen f: A — R er kontinuert hvis den er kontinuert i
alle punkteri A

f(x) er kontinuert i xy betyder
Ve>036>0: |[x —xo| <d = |f(x)—f(x0) <e

Alle standard-funktioner, polynomier, logaritme, eksponential,
og trigonometriske funktioner er kontinuerte. Absolut veerdi
funktionen f(x) = |x| er kontinuert.
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Relle tal
Kontinuerte funktioner
Folger

Nye kontinuerte funktioner fra gamle

Hvis f: R — R og g: R — R er kontinuerte, sa er ogsa
Q@ tg
@ f-gogf/g (hvis g(x) # 0 for alle x € R)
Q gof

kontinuerte funktioner.

Eksempel

exp(x) — sin(x? — 1) er kontinuert.

Eksempler pé ikke-kontinuerte funktioner.
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En folge (af reelle tal) er en afbildning x: N — R

Der er tradition for at skrive x, i stedet for x(n)

® x,=1/n "7\ K, +0,05K, n>1

® x, = nsin (1) wp [ n—0

o x; = 510 " Py +0,05(1 — Pr)P, n>1
2m+n nTY fo0/n NZ

What is a sequence?


http://www.youtube.com/watch?v=Kxh7yJC9Jr0&feature=channel

Relle tal Graenseveerdi af en folge
Kontinuerte funktioner Konvergenskriterier
Falger Beromte graenseveerdier

Graenseveerdi af en folge
Lad x: N — R veere en folge og a € R et reelt tal. Hvis
Ve>0aIN>0:n>N= |x,—al <e
siger vi at falgen x konvergerer mod tallet a og vi skriver

lim x, = a eller Xp —a for n— oo
n—oo

Greenseveerdi af gennemsnit (2018B, Opgave 2)

Hvis lim a,=asaer lim &+*& — g
n—oo n—oo

Entydighed af graenseveerdi
En falge kan ikke konvergere mod to forskellige tal
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http://web.math.ku.dk/~moller/undervisning/MASO2010/eksamen/E2018B/E2018B.pdf

a,,=2+,1—7$in(ﬂ)

”~ -~
L % F 3 oo
L B S ap = sin (

20)




Relle tal Graenseveerdi af en folge
Kontinuerte funktioner Konvergenskriterier
Folger Beremte graensevaerdier

Funktionsgreenseveerdier giver falgegraenseveerdier

Q f(x) — aforx - 0o = f(n) —» aforn— oo
Q f(x) — aforx -0 = f(1/n) —» aforn—

o f(x) — afor x — xp

= f(xn) - aforn— oo
Xpn — Xp for n —

Eksempel

@ nsin(1/n) — 1 forn — oo
@ nin(1+2) = aforn— oo

1+ax)

fordi S'”(X) — 1 forx — 0 og "¢ —aforx =0

Magma calculator
[RealField(5) | n*Sin(1/n) : n in [1..50]];

[RealField(5) | n*Log(l+2/n) : n in [1..100]];
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http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/

Relle tal Graenseveerdi af en folge
Kontinuerte funktioner Konvergenskriterier
Falger Beromte graenseveerdier

Regneregler for greenseveerdier

Antag at
@ x og y erfolger, aog b er reelle tal, og

X, — aforn— oo og Yn — bforn— oo
@ 7: R — R er en kontinuert funktion.
Regneregler for graenseveerdier

r+xp—r+aforn— ooogrx, — raforn— oo (r € R)
Xpn+tyn—atbforn— oo

Xnyn — abforn — oo

%agfornaoohvisb;éo

f(xn) — f(a) for n — oo

JM Mgller MASO 1



Relle tal Greenseveerdi af en folge
Kontinuerte funktioner Konvergenskriterier
Folger Beromte graensevaerdier

Anvendelser af regneregler for graenseveerdier

Da
(]
(]

T s0forn— oo
nin(1 + a/n) — afor n — oo far vi at

giver regneregler

1 _ 1.1 _
w=575>0:-0=0forn— oo
13=10% +10-0=0forn— oo
mP—10 _ 1-10/n? 1-0 _ 1

2+n — 2+1/n 270 = 2 forn— oo

sin(1/n) — 0 for n — oo
(1+a/n)" = exp(nin(1 + a/n)) — exp(a) for n — oo

Magma calculator

[RealField(5) | (1+1/n)”n : n in [1..2001];
RealField(5) !Exp(1);
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http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/

Relle tal Graenseveerdi af en folge
Kontinuerte funktioner Konvergenskriterier
Falger Beromte graenseveerdier

Voksende og aftagende falger

@ Folgen x, er voksende hvis x, < x,,1 forallene N
@ Folgen x, er aftagende hvis x, > x,, 1 foralle ne N

Graenseveerdi af voksende og aftagende falger

@ Huvis x, er voksende og opad begreenset, sa er x,
konvergent og x, — sup x(N) for n — oo

© Huvis x, er aftagende og nedad begreenset, sa er x,
konvergent og x, — infx(N) for n — ~
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Relle tal Graenseveerdi af en folge
Kontinuerte funktioner Konvergenskriterier
Falger Beromte graenseveerdier

Sandwichseaetningen

Antag at x,,, y, 0g z, er tre fglger. Hvis

Q@ x,<y,<z,foralleneN

@ x, — aforn— occogz,— aforn— o
sa vil ogsa y, — afor n — oc.

Uligheder bevares i greensen

Antag at x og y er to konvergente fglger. Hvis x, < y, for alle
neNsaerlimp, o Xp < liMmp_o0 Yo

Specialtilfaelde

Hvis x, < afor alle n € N, og x, er konvergent, sa er
liMp_oe Xn < a.

JM Mgller MASO 1



Lad x: N — R veere en folge.
@ Hvis

VK>0IN>0:n>N— x> K

siger vi at folgen x gar mod oo og vi skriver
Xp — oo for n — oo

@ Hvis
VK<O0IN>0:n>N—x, < K

siger vi at folgen x gar mod —oo og vi skriver

Xn — —oo forn — oo



Relle tal Graenseveerdi af en folge
Kontinuerte funktioner Konvergenskriterier
Folger Beromte graensevaerdier

Beromte graenseveerdier

@ a" — oo for n — oo nar a > 1 (eksponentielt voksende)
@ n? — oo for n — oo nér b > 0 (polynomielt voksende)
@ log, n — oo for n — oo nér a > 1 (logaritmisk voksende)

logaritme < polynomium < eksponentiel fglge

(4] '°gg”a0fornaoonéra>1ogb>0

b °
Q@ 2~ —-0forn— conarb>00ga>1
a

lo n 1000
%%Oforn%ooog&w%omrn%oo
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oo a>1
Q@ Iima"=<¢{1 a=1

n—oo

0 O0<ax
@ nsin(1/n) - 1forn—
© nin(1+a/n) — afor n— oo foralle x € R
Q (1+a/n"— e?forn— oo foralle x e R
Q@ X —0forn— coforalle x €R
Q@ Vn—1forn— oo



1 n=1
Fn: 1 n=2
Fro+Fny n>3

. P; n=1
"l +r(1 = Py /K)Prt N> 1



Relle tal Graenseveerdi af en folge
Kontinuerte funktioner Konvergenskriterier
Folger Beromte graensevaerdier

‘Edderkop-falgen’ x, = \/1 + Xn_1

0, (0), ff(0), ..., xn = fM(0), ...
f(x)=v1+x

]
f(x)=x < x="

@ Funktionen f: [0, 15/5] — [0, 14/5] er voksende

@ 0<x<y< ™S = 0<f(x)<f(y) < f(H55) = 155

© 0 < x SX2S1+T\G:>0SX2SX3§%:>W

© Folgen x, er voksende og opad begraenset — derfor
konvergent.

Q f(limxy) = limf(x,) = lim x,,1 = lim x,

Q limx, = 1455

[RealField(5) | n gt 1 select Sqgrt(l1+Self(n-1)) else 1 : n in [1..100]1];
RealField(5) ! (1+Sqgrt (5))/2;

S
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Beviser

Kommentarer




Beviser
Kommentarer

De rationale tal ligger teet i de reelle tal

Proposition

Ethvert reelt interval |a, b[C R, a < b, indeholder et rationalt tal.

Bevis.
Leeg meerke til at

% €la, b] <= m €]na, nb|

Veelg n € N sa stor at intervallet |na, nb[ har leengde starre end
1 og veelg et helttal m € Z i det. O]
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Seetningen siger ikke noget hvis en af falgerne gar mod +oc.
Eksempler paa anvendelser.
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