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Indledning

Fglgende lgsningsmanual er skrevet i forbindelse med mit virke som TA i Matematisk
Analyse og Statisk Optimering ved Copenhagen Business School, efteraret 2013. De
associerede spgrgsmal kan findes pa Jesper Michael Mgllers hjemmeside: http://wuw.
math.ku.dk/~moller/undervisning/MAS02010/mas02013.html.

Om manualens palidelighed konstateres fglgende: idet lgsningerne er produktet af en
enkelt mands arbejde (tilmed en non-matematiker), vil der utvivlsomt forekomme fejl,
slafejl og upreecise vendinger i teksten. Disse rudimenter kan rapporteres til forfatteren
via e-mail: |s_ellersgaard@yahoo.com. Sa vidt muligt vil nyeste version af manualen
veere at finde pa http://www.s-ellersgaard.com.


http://www.math.ku.dk/~moller/undervisning/MASO2010/maso2013.html
http://www.math.ku.dk/~moller/undervisning/MASO2010/maso2013.html
s_ellersgaard@yahoo.com
http://www.s-ellersgaard.com




CHAPTER 1

Ugeseddel 1, Uge 36

Der er ingen opgaver i denne uge. Til gengaeld en emneoversigt, som omtrent linker hver
ugeseddel med et fagligt omrade samt relevant tekstbogmateriale.

Uge Emne Afsnit i leerebog
37  De reelle tal, max og min, sup og inf,
Kontinuerte funktioner, Fglger GGS§1 GG §2
38  Reekker GG §3 (til og med p. 26)
39  Konvergenskriterier for reekker GG §3 (resten)
40  Komplekse tal GG §4 springes over,
GG 85 (til p. 42 midt)
41 Topologi i euklidiske rum, Abne,
afsluttede og kompakte maengder, Kontinuitet Sydsaeter 7.1
(ikke lim inf og lim sup)
42 Fglger i euklidiske rum, Ekstremveaerdissetningen,
Kontinuitet af ekstremveerdifunktion Sydsaeter 7.2
(ikke Saetning 7.2.9)
43  N/A N/A
44  Differentiable funktioner, Keedereglen,
Lineger approximation, Invers Funktion Ssetning Sydseeter 4.1,
Sydseeter 5.1,
Sydsaeter 5.2
45  Implicit Funktion Ssetning Sydsaeter 5.3
46  Ikke-linezer optimering, Lagrange Seetning,
Karush-Kuhn-Tucker Saetning Sydsaeter 8.7,
Sydsaeter 8.8
47  Karush-Kuhn-Tucker betingelser,
Modeller i matematisk gkonomi, Lineser optimering,
Kanoniske programmer, Basislgsninger Sydsaeter 8.9,
Fuglede §1,2
48  Generelle linezre programmer, Det duale program,
Den svage Dualititetssatning Fuglede §3 Fuglede §4
49  Program pa standardform, Farkas’ alternativ,
Den steerke Dualititetsszetning Fuglede §5 Fuglede §6
50  Repetition N/A







CHAPTER 2

Ugeseddel 2, Uge 37

Opgave 1

DEFINITION 1. Lad M vezere en maende af reelle tal. Vi definerer sup M som det
mindste reelle tal, som er stgrre end eller lig med ethvert tal i M.

DEFINITION 2. Lad M veaere en meende af reelle tal. Vi definerer inf M som det
stgrste reelle tal, som er mindre end eller lig med ethvert tal i M.

Mangde A. For A = {z € R|z? < 2} ses det let at uligheden kun er opfyldt, dersom

x ligger i maengden (—+/2,/2). Saledes er

e supA = V2.

e infA=—2.
A har imidlertid intet maximum, idet vi for ethvert tal a € A kan finde et tal, som er
storre (husk pa, at maximum af en maengde er et element af maengden, mens dette ikke
ngdvendigvis gor sig gaeldende for supremum). A har ej heller et minimum, idet vi for
ethvert tal a € A kan finde et tal, som er mindre (husk minimum af en meengde skal veere
et element af meengden).

Mezengde B. For B = {z € R|z > 0,z + 1/z < 3} kan vi skrive den sidste ulighed
som

(1) ? —3x+1<0

idet = > 0. Vestresiden er en smilende (konveks) kvadratisk function. Hvis = skal opfylde
, kraeves det derfor at x € (%, 3+T‘/3) Derfor er

e supB = 35
e inf B= 3_2
Igen har B hverken et maksimum eller et minimum.

&

KOMMENTAR 1. Nar man lgser disse opgaver, er det en god idé, at tegne funktionerne
som i opgavesaettet.

Opgave 2

DEFINITION 3. En talfglge {z,} i R siges at konvergere mod a nar n — oo, dersom
Ve € RTIN € N: |z, — a| < € for alle n > N.
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Del I. Udsagnet
lim (3 — 2> =3
n—00 n

Ye e RTIN e N :

er identisk med

< € for alle n > N.

Dette udsagn er sandt. Ligegyldigt hvilket positivt € vi veelger skal vi blot seette N > 2/e
for at uligheden holder. Er e eksempelvis 0,0001 saet da N = 20.000 og sa fremdeles.

lim <281n(n)) —0
n— 00 n

2sin(n)

Del II. Udsagnet

er identisk med

Ve e RTIAN e N : < ¢ for alle n > N.

Som det bemserkes er |sin(z)| < 1,Va € R. Derfor kan vi konkludere, at ligegyldigt
hvilket € vi vaelger kan det maksimalt veere tilfzeldet, at vi skal seette N > 2/e for at
uligheden holder. Dette kan naturligvis altid lade sig gore.

Opgave 3

KOMMENTAR 2. Benyt regnereglerne fra seetning 2.7. Endvidere, fra eksempel 2.9 har vi
at 1/n* — 0 nar a > 0.

Divider igennem med n*:

lim 1 = lim "73
n—oo 3Nt —17 n—)oo:’)—n4
Vi har
lim (8+ %) =8+ lim % =38
n—oo n—oo
og
lim (3—-54)=3- lim -5 =3
n— 00 n—oo
Sa fra seetning 2.7 (vi) kan vi konkludere at

Divider igennem med n?:

! 3n? —4 I % - %
im
n—oo —2n3 4+ 7 n—oco —2 4 n%
Vi har
lim (2 - 4)=1lm 32— lim 5 =0-0=0
n—oo n—o00 n—oo
0og

lim (—2+ 5) = -2+ lim 5 =-2.
n—roo n— oo
Igen fplger det fra seetning 2.7 at
3n? —4
im ——— =
n—oo —2n3 + 7

12



I sidste opgave bemzerker vi, at naevneren er af lavere grad end teelleren. For at undga at
den omskrevne naevner konvergerer mod nul, dividerer vi derfor kun igennem med n:

. 4+ 2n—13 . n?42- 18
lim ———— = — 1
n—00 m—4 n—00 77— 2

Tydeligvis gar naevneren mod 7 og teelleren mod det uendelige nar n — oco. Sa

lim 5n3 4+ 2n — 13 ~ s
n—o0 ™ —4 e
Dvelse 2.2
Ansku formlen
) Ka(m) = K(0) (1+ %) o

Fortolkningen er som fplger: vi seetter K (0) kr. i banken pa tidspunkt 0. Rentefoden
i banken er r per arlig bases. Der er n terminer i lgbet af aret, dvs. rentefoden per
termin er derfor r/n. I en ”rentes rente” beregning fplger det, at vi efter én termin har
K(0)(1+ Z) kr., efter to terminer har K(0)(14 £)?, ... og efter det forste ar (n terminer)
har K(0)(1+ =)™ kr. Lader vi dette passere i m ar, har vi ergo K, (m) kr., hvor K, (m)
er givet i udtryk .

Betragt nu hvad der sker nar antallet af arlige terminer gar mod det uendelige:
n — 0o.

Keo(m) = lim K(0) (1+ %)mn

n—oo
Dette kan omskrives som

n—oo

3) Koo (m) = K(0) { tim [(1+ ;)"]m} .

Fra eksempel 2.11.2 ved vi allerede at lim,, (1 + %)n = ¢". Imidlertid er en funktion
af denne serie:

Koo(m) = K(0) { Tim f((1+£)")},
hvor f(z) = a™. Dette ville derfor veere rart, hvis vi kunne retferdigggre at flytte

greenseveerdien indenfor funktionen: lim f(...) = f(lim...). Dette kan heldigvis ggres via
seetning 2.10:

THEOREM 1. Lad z1,29,...,4, — a veere en konvergent fglge i R*, hvor fglgens
elementer samt graensepunktet a er elementer i A C R¥. Hvis f : A ~ R™ er en
funktion, som er kontinuert i a da geelder det at f(x1), f(x2),..., f(z,) = f(a).

Funktionen f(z) = 2™ er naturligvis kontinuert i . Derfor fglger det, at

Ko(m) = Ko(e")™ = Koe™™.

13



Opgave 4

Thukom n®/b™ — 0 nar a > 0, b > 1.

149 500 4 on
lim M: lim O + 25w

n—oo e —7 n—oo ] — 76%
lim (520422 ) =5 lim 242 lim & =0
: 1) _ : 1 _
nhﬁrrolo (1 — 767) =1- 773520 o =1L

Sa fra szetning 2.7:

4
i 220
n—ooo en — 17

Vi benytter resultatet log(n)/n® — 0 nar a > 0.

: n® i 1
im —————— = lim ————
n—oo (Inn)* +6n° n—eo (nn) , g

B

4
Jim (U555 +6) =t (G37) +6=6

idet lim,, oo (TI;—Z) =0 og f(x) = z* er kontinuert i z. Saledes folger det, at

I n® 1
im ————— = —.
n—oo (Inn)* +6n> 6

Opgave 5
(a) Ladan—n—gogbn:fdaer‘;—:: %—)Onérn—)oo.
(b) Lad a, = 5 0g by = 1 daer §» =n — 00 nir n — oco.
(c)Lad ap = -2+ L ogb, =1 d er‘;—::72+%%72nérn%oo.
Opgave 6
Der gives et stort vink, idet det fastslas at Yn € N : 0 < nl/n™ < 1/n. Vi ved fra
eksempel 2.9 at lim, o, 1/n% = 0 nar a > 0 (eksempelvis a = 1). Ergo, lim, 'r% =0

thi 0 < limy,—, o n!/n™ < 0 (sandwichsaetningen).

, n?+3 , n+ 3+
lim ———— = lim ——"—
n—oo (ln n)2 —n n—00 Inn
o) 1
lim (n+3%) = lim m+ 3 lim %: 0.
n— oo n—o0 n— o0

2
. Inn _
Jm () - 1=
jf. eksempel 2.9 (iii) og det faktum at f(z) = 2% er kontinuert i x. Derfor

. n?+3
im ————— = —.
n—oo (Inn)?2 —n

14



CHAPTER 3

Ugeseddel 3, Uge 38

THEOREM 2. Induktion Nar vi skal bevise matematiske udsagn af formen Vn €
Ny : ¢(n), hvor ¢ er et givent preedikat og Ny = {d,d + 1,d + 2,...} C Ny, er det
oplagt at anvende matematisk induktion.

Bevisalgoritmen bestar af disse trin:

(1) Basisskridt: I basisskridtet beviser man at udsagnet er sandt ved det
mindste tal i maengden (vi benaevner dette tal d): ¢(d).

(2) Induktionsskridt: I induktionsskridtet beviser man, at hvis udsagnet
geelder for et vilkarligt k (induktionsantagelsen), p(k), sa geelder det ogsa
for k+1, p(k +1).

(3) Konklusion: Deraf fglger det, at p(n) geelder for alle n € Ny. Thi ¢(d),
o(d) = p(d+1), ergo p(d+ 1), (d+ 1) = p(d + 2), ergo p(d + 2) og sa
fremdeles.

Mere kortfattet (og formelt) kan vi formulere matematisk induktion som et axiom i
et andenordenslogisk sprog:

Voo [lp(d) & Vk € Na[p(k) = @(k + 1)]] = Vn € Na[p(n)]] .
Typiske eksempler hvor matematisk induktion er velegnet inkluderer

e VneNy: Y ji=in(n+1).
e VneNy:n!>2".

Opgave 7

Lad folgen {ay, }nen, veere givet ved ag =0 ogVn € Ny : a,, = %an,l +1.

(a) Udsagnet a, € [0,2] for alle n € Ny er oplagt at eftervise via induktion

(1) Basisskridt: For n = 0 er ag = 0 per definition. Ergo er ag € [0, 2] sandt.

(2) Induktionsskridt: Antag nu at udsagnet holder for et vilkarligt k: aj € [0, 2]
(induktionsantagesen). Vi gnsker at bevise at a; € [0,2] = ar+1 € [0,2]. Dette
ggres som folger: apy1 = %ak. + 1 per definition. Fra induktionsantagelsen ved
vi, at ag € [0, 2], hvorfor aj,1 som minimum er % -0+ 1 =1 og som maksimum
er % -2+ 1 = 2. Dette fuldender induktionsskridtet.

(3) Konklusion: Idet ag € [0,2] og ar € [0,2] = art1 € [0,2] konkluderer vi, at
an € [0,2] for alle n € Ny.

15




For at vise at falgen er monotont voksende, skal vi bevise at a,, < a,1 for alle n € Ny.

Forn=0: ag=0<a; =1.
Forn e Ny : a, < apqq
S a, < %an +1
s 2a, < a, +2
S a, <2
Sidstneevnte udtryk er sandt for all n € Ny (jf. ay, € [0,2]). Ergo er fglgen monotont
voksende.

(b) Talgglgen er konvergent, da den er opad begreenset Vn € Ny : a,, <2 (se F1 side 22).

Graensevaerdien findes som fglger. Tydeligvis, hvis lim,,_, a, = adaerlim, , a,—1 =
a. Ydermere, idet funktionen f(z) = %x + 1 er kontinuert, specielt i «, implicerer
seetning 2.10 at lim,, o0 ap = lim, o (%an,l + 1) kan skrives som o = %Oz + 1 dvs.
a=2.

Opgave 8

THEOREM 3. Kvotientraekken s, = a + aq + ag? + ag® + ... konvergerer for |q| < 1

til
— J —
So0 = E ag’ = —q
Jj=0

Nar |g| > 1 er kvotientrackken divergent.

a votienten er ¢ = —3 sa raekken er konvergent. Initialelementet er a = 1. Derlor er
Kvoti % sé raekk konvergent. Initialel t 1. Derf
summen
1 3
Soo = — = —.
S B R
votienten er ¢ = 2 sa rackken er konvergent. Initialelementet er a = 14. Derfor er
b) Kvotient 1 sa rackk k t. Initialelementet 14. Derf
summen
14 72
S0 = —— = —.
*1-1 3
(c) Kvotienten er ¢ = — sa raekken er konvergent. Initialelementet er a = 4. Derfor er
summen
4 24
Soo = —F = —.
o147
Opgave 9

Igen: dersom en kvotientreekke er konvergent, gor det sig geeldende, at |g| < 1.

g=—z,savikrever | —z|<1le|z|<leze(—=1,1). a=188 s =1/(1 +2).
qg=1a? savikrever 7% <122 <leze(—1,1). a=184 s = 1/(1 —2?).
g=1l—z,savikrever |l —z| <l -1<l-z<1&2>z2>0sx¢€/(0,2).
a=188 s, =1/x.

16



(d) ¢g=-3/\/x,savikraever | —3//z| <1< |3/V/z|<1e3</re9<z a=1/x
S8 Seo = 1/(x + 3y/).

Opgave 10

Saetning 3.3 proklamerer, at en ngdvendig (men ej tilstrackkelig) betingelse for, at reekken
22021 an er konvergent, er, at a, — 0 nar n — oo. Herfra kan vi straks konkludere,
at (a), (b) og (c) er divergente, idet leddene konvergerer til henholdsvis 1, 1 og e (jf.
definitionen af Euler’s konstant).

For opgave (d) ser vi at lim,,— o ‘2/:?:7 =0, sa hér ma vi teenke lidt mere kreativt for at

pavise divergens. Sammenligningskriteriet er et oplagt alternativ!

VAtT VA i 1

2n—1"2n—1" 2n  2yn
Serien Y ° | 1/y/n er divergent, sa det er halvdelen af den ogsa. Vores serie er altsa storre
end en divergent serie, hvorfor den i sig selv ma veere divergent.
Ovelse 3.2
Del I Vi skal vise, at

1 1
S = — =1+ -
E: 2 _ Z 2 _
—2m?—\/n = 2n?—\/n

er konvergent. Bemaerk at for n > 2
1 1 1
2n? —\/n Som2_on 2n(n —1)
Fra eksempel 3.14 ved vi, at

> D
= n(n— 1)
konvergerer. Saetning 3.6 fortzeller os ydermere, at konvergens er uforandret nar vi mul-
tipicerer med en konstant A € R. Derfor kan vi fra sammenligningskriteriet konkludere,

at S konvergerer.

Del I1 Vi skal vise, at

|
S =
; n—++n
divergerer. Det galder, at for n > 1
1 1 1

> = .
n+vn " n+n 2n

Naturligvis er serien
n
Ly 1
2
n
n=1
divergent, sa sammenligningskriteriet garanterer, at S’ er divergent.

17



Opgave 11

Opgaven minder meget om opgave 7. Lad {an}nen, veere gived ved a3 = 3 og ant1 =

vV3a, — 2.

(i) Udsagnet a,, € [2,3] for alle n € Nj er oplagt at eftervise via induktion

(i)

(1) Basisskridt: For n = 1 er a; = 3 per definition. Ergo er a; € [2, 3] sandt.

(2) Induktionsskridt: Antag nu at udsagnet holder for et vilkarligt k: ay, € [2, 3]
(induktionsantagesen). Vi gnsker at bevise, at ay € [2,3] = axy1 € [2,3]. Dette
ggres som folger: a1 = v/3ar — 2 per definition. Fra induktionsantagelsen
ved vi, at a; € [2,3], hvorfor a1 som minimum er /3-2—2 = 2 og som
maksimum er /3 -3 — 2 = /7. Dette fuldender induktionsskridtet.

(3) Konklusion: Idet a1 € [2,3] og ar € [2,3] = ary1 € [2, 3] konkluderer vi, at
an, € [2,3] for alle n € Nj.

For at vise at fglgen er monotont aftagende skal vi bevise at a, > a,41 for alle
n e N1~

Fornzl:alz?)zag:m:\ﬁ.
Forn e Nyt ay > an41

& ap > 3a, —2

a2 —3a,+2>0

= {a, <1} U{a, > 2}

Sidstnaevnte udtryk er sandt for all n € Ny (jf. a,, € [2,3]). Ergo er folgen monotont
aftagende.

Talgelgen er konvergent, da den er nedad begraenset Vn € Ny : a,, > 2 (se F1 side
22).

Graensevaerdien findes som fglger. Tydeligvis, hvis lim,, ;o a, = adaerlim, ,o ap_1 =
a. Ydermere, idet funktionen f(z) = v/3z — 2 er kontinuert, specielt i «, implicerer

seetning 2.10 at limy, o0 ap, = limy, o0 v/3an—1 — 2 kan skrives som o = /3o — 2
dvs. a =1V 2. Men da a,, > 2 ma det gaelde, at graenseveerdien er 2.

18



CHAPTER 4

Ugeseddel 4, Uge 39

Opgave 12

7n2+3> n? >L712
4n3 —2 7 4n3 —2 7 4nd

Idet >°°° . 1 divergerer, implicerer sammenligningskriteriet, at serie (a) divergerer.

(b)

_r !
T4 o0

2n—7< 2n <2n_1 1
An3 +8 ~4n3+8 4n3 2 n2’

Idet 7, n—lz konvergerer, implicerer sammenligningskriteriet, at serie (a) konvergerer.

(c) Der gives folgende vink: sinz > 2z for z € [0, 3]. Dette er "klart” fra folgende graf:

—— =i
—— y=2xpi

Talserien {1, 3, %,...} C [0, 5]. Derfor har vi, at ¥n € N

o1 2 1
sin — > — - —.
n T n

Idet Y07, % divergerer, implicerer sammenligningskriteriet, at serie (c) divergerer.

Opgave 13

o0

Greense-kvotientkriteriet dikterer, at hvis ap41/a, — ¢ for n — oo, sd er )~ ,

vergent hvis ¢ < 1, men divergent hvis ¢ > 1. Nar ¢ = 1 kan alt ske.

a,, kon-

19



(a)

n+1 3" n+1 1 14 1 . 1 TN
R =_ - —, narn — oo.
3ntl 3n 3 n 3
Sa serien konvergerer da ¢ < 1.
(b)
3n+1 nlO nlO nlO 1

N — =3 =3 — 3, narn — oo.
(n+1P 30 n+10 TR0+ + 1 1+ D+ e

Sa serien divergerer da g > 1.
(c) Husk n! = n(n — 1)(n — 2)...1 og (n!)? = nln!l. Derfor er (n + 1)! = (n + 1)n! og
2n+2)! = (2n+2)(2n+ 1)(2n).

(n+1NH% (2n)! (n+1)? Conf+2n+1 1+

2n+2)! (n))2  2n+1)(2n+2) 4n2+6n+2 4+

Sa serien konvergerer da ¢ < 1.

nar n — oo.

.
Sl

3|3 v
+|+

3 3
SRS

Ovelse 3.4

oo 1
n=2 n(lnn)*

1= [ = [ = o me )

1—a |, T 1-a

Konvergens/divergens af > kan deduceres via konvergens/divergens af

Nar @ < 1 gar I — oo (forste led er af formen "co*” hvor & > 0). Hvisa > 1 er I
konvergent (fgrste led er af formen ”1/00f” hvor k > 0). Nér a = 1 er det relevante

integral [;~ m = [In(In(n))]5° = oo dvs. vores sum divergerer.

Dvelse 3.5

Vi benytter igen graense-kvotientkriteriet: a,11/a, — ¢, hvor ¢ < 1 for konvergens og
q > 1 for divergens.

n+ 1) n" n" n \" 1 1
U P Y I U B
(n+ 17t nl (n+1)nt n+1 (1+ 1) e

hvor vi har brugt definitionen af e i det sidste trin. Siden ¢ < 1 er serien konvergent.
Nar vi betragter den samme serie med faktor 2™ gar greense-kvotienten naturligvis mod
2/e (konvergens), medens en faktor pa 3" giver en greense-kvotient pa 3/e (divergens).

Opgave 14

(a) 0,231 er det samme som 231-1073. 0,000231 er det samme som 231-107% og 0, 0...0 231
3n—3
er det samme som 231 - 1073". Saledes har vi

0,231231231... = 0,231 + 0,000231 + 0,000000231 + ...
=231-1073+231-1075+231-107° + ...

=, 231
=2 1000"

n=1

20



(b) Summen af en uendelig kvotientraekke er soc = a/(1 —r), hvor a er forste led og r er
kvotienten.

231-1073 231 231
Soo = =

1-10-3  105—1 999

(c)
0,473181818... =473-1072+18-107° +18-107" + 18- 1072 + ...
473 18-107° 473 18

1000 * 1-10—2 1000 * 105 — 103
473 18 5205 1041

~ 1000 + 99000 ~ 11000 ~ 2200

Opgave 15
(a) Serien
=" 2 a3
Zm:1+x+§+§+...

n=0
konvergerer Vo € R, idet graense-kvotientkriteriet giver
a antl o opl x
an (n+1)! 2z n+1
nar n — co. Greenseveerdien er derfor klart < 1, som det kraeves for konvergens.

(b) Serien
—n 2 3 7

er konvergent for x € [0,1[ og divergent for > 1. Igen ses dette bedst ved graense-
kvotientkriteriet:

Gni1 "t op n+1\""' T
= - — =2 _— = - X
an, n+1 zn n (1 4 l)

nar n — oo. Konvergens er defor klar for x < 1. Endvidere er divergens klar for = > 1.

Det specielle tilfeelde 2 = 1 ma undersgges separat: vi far > | %, som er en etableret
divergent serie.
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CHAPTER 5

Ugeseddel 5, Uge 40

Ovelse 5.1

In(z] (1) Inl2)

,\;w ﬁ gl
J' feLe] LM}]

(4)

© Infz] W) Inlz)

121<) fectist
¥

: T fe(] 5 + e Relz]

(e)

FIGURE 1. Argand diagrammer Lad z € C da repraesenterer |z| afstanden
fra punktet z i det komplekse plan til origo. Mere konkret, da z har den generelle
form x + iy, da er |z| = \/z2 + y2. argz maler, per konvention, vinklen (fra den
positive "x-akse” [dvs. den reelle akse]) mod uret hen til zs afstandsvektor. Speciel
bemaerkning ang. (a): opgaven specificerer z € Z sa i givet fald skal man markere
tallene —1 og 1 pa en tallinje. Men: idet vi beskeeftiger os med komplekse tal, burde
der maske sta z € C i stedet, hvilket er illustreret i ovenstaende graf.
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QDvelse 5.3

”

(a) Meengden Ay = {41, —1,+4, —i} danner en cycklisk gruppe under multiplikation, ”-”,
med generator element i.

| +1 -1 +i —i
1+l -1 i i
1| =1 +1 —i +i
i | +io—i -1 41
—i | =i i 41 -1

Heraf fglger det, at i = i® = i = ... = 14" = . og (relevant for vores tilfzelde) at i® = 1.
(1420 + L1 +49)(1+4®) = (1+20)* + (1 +14)

= (1+4i—4)+ (1+14)
= 245

VB —iVB) — (3 + L) (=2 +2i) = (V5 +5) — (=1 +i — vV/5i — V5)
= (64 V5) +i(2v5 — 1)
(d) Forste brek:

6+7i (647i)(—3—7i) —18—42i —21i+49 31 —63i

F, = =

YT 73 (7i—3)(=3—-Ti) 9+ 49 58

Anden brgk:
2450 (24503 -7) 6 14i+15i+35 _4l+i
T 3+7 B+1)B-T) 9+ 49 ~ 58

Sidste brgk:

Py = 307232.
58

Vi betragter Fy; — Fy + F3 (bemeerk, at der er tale of MINUS F3!):

20 — 871 10 3.
Bi-lpt by =—— =05~ 5%

Ovelse 5.4

(a) z = —4 — 4i. Modulus: |z| = /(—4)2 + (—4)2 = /32 = 4/2. 2z ligger i tredie
+3=%.

kvadrant. argz =7 +tan "' (=F) =7

ISE

(d) 2 = 3+ /3i. Modulus: |2 = /32 + 3" = V12 = 2V/3.  ligger i forste kvadrant.
argz = tan_l(g) = tan—l(%) =

(e) z = 4/(1+1) kan omskrives til z = 2 — 2i. Modulus: |z| = /22 + (—2)2 = V8 = 2V/2.
e

z ligger i fjerde kvadrant. argz = 27 + tan_l(%) =2r—5 =4
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Opgave 16

(1+i)z+3=1—i

20 (-2-9)(1-i)

< TR )
24%—i—1 3
2 22
(b)
z—2 .
Z+1:3z
o 2-2=(3i)2+3

< 2(1-3i)=2+3i

243 (2+30)(1+3)
1-3i  (1-30)(1+3)
C246i+3i-9 T 9

10 URETR
Opgave 17

Ligning (I): z+w = 2¢. Ligning (I1): z—w = 3+i. (I)+(I1): 22 =3+3i = z = 1.5+ 1.5i.
Endvidere, (I)-(I1): 2w = =3 +i = w = —1.5 + 0.54.

Opgave 18

(a) Brug greense-kvotientkriteriet! Konvergens folger dersom a,41/a, — g hvor ¢ < 1
nar n — oo.

n 1)2-(n+1)’ 1 1\ 1/1\"
it _ (n+1) (1+)22”1(1+)( > —51-05-0=0
n n

an, n2-n? 2 \4

nar n — co. Dette demonstrerer, at Y -, n2="" er konvergent.

(b) For n € N gaelder det at sin (%) < % En made at se dette pa kunne veere at kigge

pa funktionerne f(x) = sinz og g(x) = z for intervallet [0,1]. f(0) = ¢(0) og f og g

har samme heaeldning kun i punktet x = 0. Isser geelder det, at f(x) har sin maksimale

haldning i netop dette punkt. Sa sinax < x Vz € [0,1]. Se Figure 1 i opgavesettet.
Thukom nu, at > 7, n—ld er konvergent. Idet sin® (1) < n% implicerer sammenlign-

n
ingskriteriet saledes, at > -, sin® (%) er konvergent.
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CHAPTER 6

Ugeseddel 6, Uge 41

ODvelse 5.8
o (a) 22 = -4& 2=+y/—4=+£2.
e (b) 22 + 22+ 10 = 0 er en andengradsligning med lgsning

L 2EVP 4110 —2+V-36 _ 246
B 2-1 B 2 2
e (c) 2° =i. Omskriv i som exp{i(% + 27n)}, hvor n € Z. Da er

z=e€ ) z—1—2—7Tn
= exp 5 3 .

I de tre distinkte tilfeelde n € {—1,0, 1} far vi saledes

(g} s o (i) veom (i
= e —1— = € — = € —_— (.
z XPp 22 z XPp 16 z Xp ’L6

Fra identiteten exp{iz} = cosz + isinx fas da

= —1=+£ 3.

: V3 1 V3 1
Z—*Z\/Z—7+Z§\/Z—77+Z§
Dvelse 5.4

Ved inspektion har z3 + 22 4+ 2z + 1 = 0 tydeligvis (mindst) een reel rod, nemlig z = —1.
Resten fas ved faktorisering (divider 2% + 22 + 2z + 1 med z + 1), hvorfra det fglger at
234+ 224+ 2+ 1 =0 kan skrives som (z +1)(22+1) =0« (z+1)(z —i)(z +i) = 0. De
tre lgsninger er altsa z = —1, z =i og z = —i.

Sydsaeter 7.1.1

DEFINITION 4. Thukom

(1) Punkt @ € S, hvor S er en delmeengde af R™, er et indre punkt i S,
dersom der eksisterer et tal r > 0, saledes at n-kuglen B(a,r) C S.

(2) En mengde S er Aben dersom alle punkter i S er indre punkter i S.

(3) Punkt &y € R™ er et randpunkt for meengden S, dersom enhver n-kugle
med centrum xg, B(xg,r), indeholder mindst eet punkt som ligger i S og
mindst eet punkt, som ikke ligger i S.

(4) En maengde S kaldes lukket, dersom den indeholder alle sine randpunkter.
MEkvivalent kan vi sige, at S er lukket, dersom komplementaermaengden er
aben.

27



(5) En mangde S kaldes begraenset, dersom der eksisterer et tal m, saledes
at [|z|| < m for alle & i S. Fortolk ||| som afstanden mellem x og origo
0. En maengde som ikke er begraenset er naturligvis ubegraenset.

(6) En kompakt maengde S er en maengde som er bade lukket og begreenset.

Ved brug af disse definitioner ser vi, at (i) S; er aben og begraenset, (ii) Sy er lukket og
begreenset (kompakt), (iii) S3 er lukket og ubegraenset, (iv) Sy er begreenset, men hverken
lukket eller aben, (v) S5 er aben og ubegraenset.

Sydsaeter 7.1.3

This region satisfies x=0
andy ==1/x

Mengden er lukket (jf. >) og ubegraenset (vilkarligt store tal ligger i maengden).

Sydsaeter 7.1.6

Del 1: dbne maengder. Lad S og T vaere abne maengder in R™. Ansku nu et vilkarligt
element € € AUT. Det ma geelde, at « ligger i (mindst) en af maengderne S og T. Uden
tab af generalitet, antag at € S. Da findes der en kugle med centrum x og radius r > 0
saledes at B(x,r) C S. Og fra definitionen af union, B(x,r) C SUT. Dvs. SUT er ogsa
en aben meaengde.

Antag nu at x € SNT istedet. Hvis SNT = @ er SNT trivielt aben. Hvis SNT # &
sa eksisterer der et @ € SNT. Siden S og T er abne, findes der positive tal, rg og 7,
saledes at B(x,rs) C S og B(x,rr) C T. Definer nu r = min{rg,rr} og du kan vaere
sikker pa, at B(x,7) C SNT. Dvs. SNT er en aben mengde.

Del 2: lukkede maengder. Brug del 1: Hvis S og T er lukkede maengder, sa er R™\S og
R™\T abne = {R™\S} U{R™\T} er aben og {R™\S} N{R™\T'} er aben. Fra De Morgans
10vE| kan vi saledes konstatere, at hhv. R™\{S N T} og R"\{S UT} er abne. Deraf folger
det SNT er lukket og SUT er lukket.

ILad AL veere den komplementzere maengde til A (dvs. ”ikke A”), da siger De Morgans lov at
Al Bt = (AU B)C samt A® U BC = (4N B)C.
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Sydsaeter 7.1.7

(a) Lad A; veere abne meengder Vi € I = {1,2,...,n}. Dersom x € U;csA4,, sa findes der
en maengde A;, for et givent i, saledes at x € A;. Men A; er aben, sa der findes en kugle
med radius > 0 sadan at B(x,r) C A;. Fra definitionen af union geelder det derfor at
B(x,r) C UjerA;, hvorfor U;er A; er aben.

(b) Lad A; veere lukkede meengder Vi € I. Da er R™\ A; abne maengder og (fra (a))
Uier{R™\4;} er en dben maengde. De Morgans lov bebuder at U;e; {R™\ 4;} = R"\{N;ec14;}.
Sa R™\{N;erA;} er aben, hvorfor N;ec;A; er lukket.

(c)(i) Lad A; veere abne meengder Vi € I. Hvis N;erA; = & er intersektionen trivielt
aben. Hvis dette ikke er tilfeeldet, findes der et @ € N;c;A;. Idet hver A; er aben, har
vi B(x,r;) C A; for et givent r; for alle i € I. Og da der kun er endeligt mange
maengder, giver det mening at definere » = min{ry,ra, ..., 7, }, hvorfra vi kan veere sikre
pa at B(x,r) C NjerA;. Dvs. NierA; er aben.

(c)(ii) Bevisesteknik som i (b). Brug (c¢)(i) og De Morgans lov.

Opgave 19

A er begraenset, sa der findes et tal m saledes at ||z|]| < m for alle z € A. Ethvert
abent interval om sup A indeholder et element fra A, da sup A er det mindste overtal.
Ydermere indeholder det et element udenfor A, da sup A er et overtal. Altsa ligger sup A
i afslutningen af A. Ligeledes bevises inf udsagnet.

QDvelse 5.6

Vi kan skrive ligningerne

B+ir+(1-2)y=1
CH+idz+(1—dy=1

G ) 6)-6)

Brug nu formlen for 2 x 2 matrix inversion:

ry 1 1—¢ =142\ (1
y) detA\-2—1 341 i

hvor detA = (3 +i)(1 — i) — (24 4)(1 — 2¢) = i. Ved at bruge reglen for division af

komplekse tal far vi
@\ —1—i 244\ (1) _ [(~2+i
y) \—1+2 1-3i)\i) \2+3i)

Dvs. z2=—-2+1i0gy =2+ 3.

i matrix form Ax = b:
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CHAPTER 7

Ugeseddel 7, Uge 43

Opgave 7.2.1

DEFINITION 5. En fglge {x;} in R™ konvergerer mod punktet x, dersom der, for
ethvert € > 0, findes et N € N sadan at ||z — || < € for alle k > N. Her definerer
vi

) i — @l = ol — 2O 4.4 [o) — 2™,
hvor x](j) er det jde komponent af xj, medens () er det jde komponent af .

THEOREM 4. At bevise konvergensen af {xy} til © er det samme som at bevise
konvergensen af hver af komponenterne. Se Sydsater opg. 7.2.5.

(a) Lad @, = (+,1+ ¢). Folgen konvergerer mod @ = (0,1) thi xél) =+ = 0og
x,(f) =1+ % — 1. Et formelt bevis udfgres som i ugeseddel 2.

(b) Idet ng) =(1+ %)k — e nar k — oo (se GG Eksempel 2.11) geelder det, at ) =

(1 + %, (1 + %)k> konvergerer mod x = (1, ¢e).
(c) Folgen @y, = (k, 1+ %) konvergerer ikke, thi folgen x,(el) = k konvergerer ikke (nar
indeks k& — oo sa gar x,(el) — 00).

(d) Ved at skrive x,(cl) = % som x,(:) = 1 (1+ %) ser man, at x,(:) — & nér k — oo,
Ydermere, idet Vk : (—1)F € {—1,1} geelder det, at ng) = % — 0 nar k — oo.

Altsa konvergerer oy = (%, %) mod x = (%70).

Opgave 7.2.6
Lad f : R™ — R™ veere en vilkarlig transformation.
(a) Lad U veere en universel maengde og A C U. Vi definerer AL som komplementzer-

mengden til A dvs. A® = U\ A. Antag at « € [f~1(T)]¢, da kan vi skvivalent sige at
x#fYT) o f(x) #T < f(z) € T® & = € £~1(TC), hvorfor [f~1(T)]¢ = £~1(TT).
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(b)

()

Lad # € f~1(4A N B). Da kan vi xkvivalent skrive f(z) € AN B & f(x) € A
ogf(x) e B xzef (A ogx e fI(B)exef1(A)NF1(B). Altsi er
£-1(ANB) = £-1(A) N £-1(B).

Lad € f~'(AU B). Da kan vi skvivalent skrive f(z) € AUB & f(z) € A
eller f(x) e Be zef (Aellerz e fI(B) e xef 1 (A)UFf(B). Altsa er
f~1(AuB)=f"1(4)uf~(B).

Opgave 7.2.7

Lad f : R™ — R™ veere en vilkarlig transformation.

(a)

Vi skal vise at (i) f(AU B) C f(A) U f(B) og ligeledes (ii) f(AU B) D f(A) U f(B).
Betragt forste del: antag at y € f(A U B) da findes der et € AU B saledes at
y = f(z). Idet * € AU B geelder det, at * € A eller € B. Hvis x € A da
ery € f(A). Hvis ¢ € B da er y € f(B). Dvs. under alle omstendigheder er
y € f(A) Uf(B). Saledes har vi bevist at y € f(AUB) = y € f(A) U f(B), hvilket
svarer til del (i). For at bevise del (ii) antager vi, at y € f(A) Uf(B). Dvs. y € f(A)
eller y € f(B). Hvis forstneevnte, da eksisterer der et € A saledes at y = f(x).
Hvis sidstneevnte, da findes der et « € B saledes at y = f(x). Dvs. det kraevne x
med egenskaben y = f(x) ligger i AU B, hvorfor y € f(AU B).

Vi skal vise at f(AN B) C f(A) Nf(B). Antag at y € f(AN B), da findes der
et € € AN B saledes at y = f(x). Det geelder altsd, at * € A samt € B.
Séledes er y € f(A) og y € f(B), hvorfor y € f(A) N f(B). Vi har altsa vist at
yef(AnNB)=yef(Ad)Nf(B).

BEMAERK: her gelder det omvendte udsagn (converse statement) ikke, dvs. det er
falskt at f(ANB) D f(A) Nf(B). Bevis: betragt f(z) = cosz og lad A =[5, 7] og
B = [-n,T]. Daer ANB = [-F, §] og cos(ANB) € [0,1]. Imidlertid er cos A € [—1,1]
og cos B € [—1,1] sa cos ANcos B € [—1,1]. Ergo: cos(AN B) 2 cos(A) N cos(B).

Opgave 7.1.13

Antag S og T er delmaengder af R™.

(a)

Sandt. Mangden S er lukket dersom den indeholder alle sine randpunkter, 0.S.
Vi definerer tillukningen af (en vilkarlig meengde) S som maengden selv samt alle
associerede randpunkter: S = S U S. Det geelder abenlyst at S er lukket hvis og
kun hvis S = S.

Sandt. Det indre af maengden S betegnes med S°. S° beskriver alle punkter i S
omkring hvilke man kan tegne en n-kugle med radius > 0, men hvor n-kuglen stading
er en delmaengde af S. Endvidere siger vi, at S er aben, dersom alle punkterne i S
er indre punkter i S. Det galder altsa at S er aben hvis og kun hvis S = S°.

Falskt. Antag at S er en aben mengde: dvs. at omkring ethvert punkt = € §
eksisterer der et r > 0 saledes at B(x,r) C S. Imidlertid har enhver n-kugle om et
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vilkarligt punkt i 05 bade elementer i S og udenfor S. Sa generelt geelder det at
9S ¢ S.

(d) Sandt. Antag at S er aben og T vilkarlig (aben, lukket eller ingen af delene). Det
gaelder at SNT C SNT. Lad « € SNT. Tilstraekkelig smé abne kugler om x
indeholder punkter fra SNT: Lad nemlig R > 0 veere sadan at B(x, R) C S. Enhver
kugle om & med radius < R indholder et punkt fra T" og det punkt ligger ogsa i S.

Lidt om Kontinuitet

THEOREM 5. Lad f: A+— R hvor A C R" og antag at @ € A. Da siger vi at f er
kontinuert i a, hvis der for alle € > 0 eksisterer et § > 0 saledes at

lx —al|<dogxeA=|f(x)— fla)| <e

En funktion f: A +— R" er kontinuert i en meengde B C A, hvis den er kontinuert i
alle punkter i B, og kontinuert hvis den er kontinuert i alle punkter i domeenet A.

Mere intuitivt kan vi sige, at er f kontinert i a dersom fglgende geelder: for at alle f(x)
veerdier forbliver i et lille nabolag omkring f(a), sa skal vi simpelthen bare velge en
region lille nok for & veerdier omkring a - og dette kan lade sig ggre uanset hvor lille f(x)
nabolaget er.

Egenskaber. Det er oppertunt at bruge notationen

lim f(z) = f(a)
for kontinuitet i @ (nar graesen eksisterer). Det gaelder, at

Liniaritet 1: limg_q cf(x) = climg 4 f(x), hvor ¢ er en konstant.

Linearitet 2: limg—q(f(x) + g(2)) = limg—q f(x) + limg—q g(x).

Produktfunktioner: limg 4 f(x)g(x) = limg_q f(x) - limg_q g(x).
Kvotientfunktioner: limg_,q f(x)/g(x) = limg_,q f(x)/limg—,q g(x) dersom naevneren
er ulig nul.

Opgave 20
Vi skal vise at funktionen f : R +— R givet ved

14+ =z
5 —x2

f(z) =23

antager bade en maksimumveerdi og en minimumvaerdi i meengden S = [—2,0]U[1,2]. Vi
bemaerker fglgende:

e S er en kompakt region - dvs. den er bade lukket (intervallerne er lukkede) og
begreenset (alle z € S har egenskaben |z| < 2).

e f er kontinert i S. Godt nok er naevneren i brgken 0 nar x = \/5, men /5 ¢
S. En mere systematisk redeggrelse kan foretages ved at vise, at fi(z) = 3,
fa(z) = 7%, f3(z) = —(1 + z) og fa(z) = 5 — 22 alle er kontinuerte i S og
dernaest bruge ovenstaende egenskaber.
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(0.0.1y

(0.0.0y

a seengden S som udggr vores domaene. aderne z4+y+ 2 =1 o =+ (z + — 22 =0.
(a) Meengden S dg d (b) Flad y 1og 2+ (z+y)? 2=0

FIGURE 1. (a) Den graskalerede pyramide med hjgrnerne (0,0, 0), (1,0, 0), (0, 1,0)
og (0,0, 1) udggr regionen S. S er defineret som alle koordinater i R? som opfylder
z>0,y>00gz>0samt 0<x+4+y+2<1 z+y+ z=d er ligningen for et plan
med normalvektor (1,1,1)/+/3 og afstand d/+/3 mellem planet og origo. Bemzerk at
S er lukket (alle pyramidens flader er inkluderet) og begraenset (alle afstande mellem
punkter i S og origo er < 1). Altsa er S kompakt. (b) Neevneren i funktion f er ej
nul i domzenet S. Plotter vi fladen 2+ (z + y)2 — 22 = 0 ligger den tydeligvis over S.

Ud fra dette, kan vi ngjes med at referere til ekstremvaerdissetningen (Sydseeter sat-
ning 7.2.7) som dikterer:

THEOREM 6. Antag at f(x) er en kontinuert funktion defineret over en kompakt
meengde S C R™. Da har f bade maksimums- og minimumspunkter i S, dvs. der
findes punkter ¢ og d i S saledes at f(c) < f(z) < f(d) for alle x € S.

Opgave 21

Vi skal vise at funktionen f : R3 — R givet ved

xty — ze®
f($7y72) - 2+ (x+y)2 _22
antager bade en maksimumvzerdi og en minimumvzerdi i maengden S = {(z,y, z) € R3|z >
0,y >0,2>0,0<x+y+z<1}. Grafisk kan vi fremstille S som i figur 1(a).

Vi bemaerker nu fglgende:

e Regionen S er kompakt. En forklaring pa dette er givet i billedteksten (a).

o f er kontinuert i regionen S. Dette kraever en smule overvejelse. Som udgangspunkt
er teelleren kontinuert, da den udelukkende bestar af kontinuerte funktioner.
Navneren derimod kan volde propblemer, da den kan ga hen at blive nul. Vi
viser nu, at nzevneren er # 0 dersom vi begraenser os til domenet S. Dette kan
gores pa folgende vis: betragt nul-hyperfladen 2 + (x + y)? — 22 = 0. Vi kan
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omskrive denne ligning som z = £4/2 4 (x + y)2. Men idet z > 0 ignorerer vi
den negative lgsning. Spergsmalet er nu hvor z = z(x, y) antager sit minimum.
En hurtig differentiering viser, at dette sker langs y = —x - altsa er den mini-
male hyperfladeveerdi z = v/2. Men i S kan z maksimalt antage vaerdien z = 1.
Nul-hyperfladen skeerer altsa ikke domeenet S af vores funktion f, hvorfra vi
konkluderer at f er kontinuert i S.

Ekstremveerdiszetningen implicerer nu, at der eksisterer et minimum og et minimum i S.

Opgave 2, Eksamen ved HA, sommeren 2007

Betragt polynomiet

(a)

f(2) = (2 + 1 —V3i)*(z* — 22 +5).

Forste faktor, (z4+1—1+/3i)?, implicerer at f(z) har roden z = —14+/3i (af multiplicitet
2 jf. eksponenten). For at bestemme de resterende to rodder ma vi finde rgdderne til
andengradsligningen g(z) = 22 — 2z + 5. Ved at bruge den kvadratiske formel finder
viat g(z) =0 = 2z =1+ 2i. Alt i alt har vi altsa fglgende tre distinkte rgdder til
f(2):

z1 = —1 +/3i (multiplicitet 2), 2o =14 2i, 2z3=1— 2i.

Vi gnsker at bestemme produktet o = 27 - 2 - z3. Det kan vises, at 27 = —2 — 21/3i
og at z9 - z3 = 5 (her er der er igen imagingerdel, idet der er tale om et komplekst tal
multipliceret med dets konjugerede). Altsa er a = —10 — 10/3i.

Modulus af et komplekst tal svarer til afstanden mellem mellem origo og det kom-
plekse tal i det komplekse plan. For as vedkommende betyder det

la] = /(=10)2 + (~10V/3)2 = v/T00 T 300 = V400 = 20.

Argumentet af et komplekst tal svarer til vinklen malt fra den positive reelle akse,
mod uret, hen til det komplekse tals afstandsvektor. Det bemaerkes at « ligger i
tredie kvardrant i det komplekse plan. Altsa er ma arg a veere vinkel 7 plus en vinkel
6 € (0, %), som bestemmes via elementaer trigonometri for retvinklede trekanter. Helt
konkret:

10v3

= 9 = tan !
argo =1+ T+ tan (10

>:7r+tam1(\/5):#—#7r = —.
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CHAPTER 8

Ugeseddel 8, Uge 44

Opgave 22
Lad f,g : R2 — R?, hvor
3z — 2y? u—+v
f - =
(z.y) (xQ +5y) og g(u,v) (u_v>
Per definition er f o g(u,v) = f(g(u,v)). Setter viz =u+vogy=u—wvindif far vi

3(u+v) —2(u—v)? 3u+ 3v — 2(u? — 2uv + v?)
o g(uv) = -
(u+0v)2+5(u—0v) (u? + 2uv + v2) + bu — bv
B 3u + 3v — 2u? + duv — 20?
S\ w2+ 2uw v+ bu—5v )
Saledes er Jacobi-matricen for f o g(u,v):

dfo Ofo
5) Fog(u) = B EEN  (3—dutdv 3+ 4u— 4o
UV =1 grogs 0fos | ~ \2u+2045 2u+20—5

ou ov

Keedereglen dikterer at f o g/(u,v) = f'(g(u,v))g’(u,v), hvor

991 g1 % %
/ . ou ov / _ T Yy
g(u,m( ) o5 f(g(u,v»(af? w)

992 092
Au v dx 9y / W(z,y)=(91,92)
dvs.
1 1 3 -4
© o=} L) o few=(y )
(z,y)=(utv,u—v)
hvorfor

y / _ 3 —Ad(u—wv)\ (1 1\ (3—4du+4v 3+4u—4v
f(g(“’”))g(“’“)_<2(u+v) 5 1 -1) " \2u+20+5 2u+20-5)°

hvilket naturligvis er identisk med . Vi har altsa demonstreret kaedereglens generelle
validitet for funktionerne f og g.

Vi anskuer nu det konkrete tilfselde hvor (u,v) = (1,1) og (z,y) = (u+v,u —v) = (2,0).
Her geelder det for ligning at

Fog(L1) = 3—4-144-1 34+4-1—-4-1\ (3 3
gL =12.142.145 2.142.1-5) "o —1)"

37



Ydermere, ved at bruge matricerne i ligning @ far vi, at

f'(2,0)g'(1,1) = (2?.)2 _Zé 0) G —11> - (3 —31>

hvilket til ingens overraskelse er i overensstemmelse med f o g'(1,1).

Opgave 23
Lad f : R? — R, og g : R+ R? hvor

t
f(z,y) =2+ 9> + 2y og g(t)Z(tQ)

_ (0 o
£y =(% 9

oy = (B Z (1
e0=(£)=(2)
(b) fog(t)=f(gt) =12+ (#?)? +t-t2 = t* + 2¢3. Saledes er

_Ofog

fog/(t) = T 4% + 612

:(3x2+y 2y+:1:),
1

Ydermere er

1
f'(gt)g'(t) = (32 +y 2y +2) [@wy)=e2) <2t)
1
_ 2 2 2
= (3 +1* 2> +1) (2t>

1
(442 92
= (4 26> +1) (215)
=417 + 41° + 267 = 41° + 617,
sa keedereglen, f o g’(t) = f'(g(¢))g’(t), holder altsa ogsa her.

Opgave 24
Lad f,g,h, k : R? — R? hvor

f(a,y) = (m4 ~ 2 +y4> og g(u,v) = ( v )

7I4+2l’2y2
s 22 — g2
h(s,t) = (m) og k(z,y) = ( Y2 )

(a) Per definition g o hok(z,y) = g(h(k(z,y))).

nten) = (it = (o)
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g(h(k(z,y)))

(z* —y?)?
2
Vet =222y + 2947 — 2(2? — y?)?
2 — 222 4y
xt — 222y + 29t — 2(2* — 2222 + ¢*)

xt — 22292 + 2
4 2.,2 ::f(x7y)’
—xt 4 2z%y

o0 o
@ Oy
£'(1,-2) (afg 6f2>

% 3/ wy=,-2)
4z — day?  —AzPy + 4y
—423 + day? 4z3y

(z,y)=(1,-2)
(413 —41- (=22 —4-1%2(=2)+4-(-2)3\  [-12 -24
T\4- 14401 (-2)2 4-12.(=2) “\12 -8/
Sydsseter 5.2.1
Betragt y : R? — R? defineret som

(0)-(4:)

Jacobi-determinanten er givet ved

oy1 9y1 1
o o — X —X
0z Oxa 2 1
T=1 s P - = (1 —22)z1 — (—21)22 = 21
Y2 Y2 o 1
8I1 amg

Det bemaerkes altsa, at funktionen y ikke er injektiv, idet y = O for alle x5 sa leenge
x1 = 0. Saledes begreenser vi os hér til domeenet {(x1,z2) € R?|z; # 0}. BEMARK:
det er i sig selv ikke nok at stipulere 7 # 0, i en vilkarlig maengde A for at konkludere, at
f er injektiv i hele A. Det eneste der fglger er et resultat om lokal invertibilitet, se bl.a.
Sydseeter 5.2.3, 5.2.4 samt eksempel 1.

Idet y1 = x1 — X122 0g Yo = T1x2 er y; = o1 — Yo dvs. 1 = Y1 + yo. Saetter vi dette
udtryk ind i udtrykket for ys far vi xo = yo/(y1 +y2), hvor y1 + y2 = x1 # 0. Den inverse
trasformation er altsa givet ved x : {(y1,%2) € R?|y; +y2 # 0} — {(z1,22) € R%|z; # 0}:

() -Car)

= Y )

T2 y1+2y2

Betragt nu rektanglet i (z;,x2)-planet som er givet ved hjgrnerne A, = (1,1), By =
(1, %), Cx = (2, %) og Dy = (2, %) Indszettes disse hjgrnepunkter i ligning far vi
de modsvarende (y1,y2) koordinater, nemlig A, = (%, %), B, = (%, %), Cy = (1,1) og
Dy = (2,3%). Ydermere bemzrkes det, at vertikale og horisontale linier i (z1,22)-planet

afbildes pa rette linier i (y1,y2)-planet. Mere konkret, lad z; = « veere en konstant, da
giver @ 0s
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()= () +=(3)

hvilket er en ret linie. Ligeledes, lader vi zo = 8 veere konstanten far vi

() ==(5")

Y2 B

hvilket igen er en ret linie. Det bemeerkes, at vertikale linier i (x1,x2) afbildes pa rette
linier (y1,y2) med samme heldningskoefficient (sa leenge o har samme fortegn), mens

de horisontale linier afbildes pa rette linier med skiftende heldningskoefficient. Alt i alt
folger det, at rektangel ABCD afbildes pa en "roteret” trapez under y.

Sydsaeter 5.2.2

Vi har fglgende transformation mellem R? og R?:

u = ax + by,

(8)

v =cr + dy,

hvor det oplyses at a,b,c og d er konstanter ikke alle lig nul. Jacobi-determinanten er
givet ved

ou ou
5= b a b

(9) J = Zj gz ’— = ad — bc
oz Oy ¢

oplyses at veere lig nul. Saledes, hvis ad — bc = 0 og a # 0 da kan vi skrive d = bc/a.
Indsaettes dette i far vi:

vzcm—l—%yzc(w—i—%y)zg(am—&—by)zgu,

hvilket er en ret linie i (u,v). De andre muligheder behandles tilsvarende.

Opgave 25
(a) En mengde er afsluttet sa leenge den indegolder hele sin rand. Det geelder klart at
A={(r,y) ER*z >4, Inz <y <z}

er en afsluttet delmeengde af R? (jf. det faktum at y ikke er skarpt stgrre og mindre
end funktionerne Inx og \/z, men > og <. Ligeledes er = ikke skarpt stgrre end 4,
men > 4).

(b) Selvom A er afsluttet, er den ikke kompakt, da den netop ikke er begraenset. Fra GG
eksempel 2.9 folger det, at /= vokser hurtigere end Inz. Der findes altsa vilkarligt
store x som ligger i maengden A.

(c) Funktionen g : R — R? givet ved

8(t) = (t +ectos t>

er kontinuert, idet samtlige komponenter, e’ og ¢ + cost, klart er kontinuerte.
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(d) Betragt maengden B = {t|g(t) € A}, dvs. alle de punkter ¢ som vha. g kan projek-
teres over i veerdimeengden A. B kan altsa ogsa formuleres som B = g~*(A). Thukom
nu F5 s. 10 punkt 3: en akvivalent betegnelse for at £ : R™ — R™ er kontinuert er
at f71(F) C R" er afsluttet nar FF C R™ er afsluttet. Det fglger altsd, at B er en
afsluttet delmaengde af R.
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CHAPTER 9

Ugeseddel 9, Uge 45

Sydsseter 5.3.1

THEOREM 7. Saetning om implicitte funktioner for ligningen f(z,y) = 0.

Lad f(z,y) veere C! i maengden A C R™ og lad (g, o) veere et indre punkt i A hvor
f(xo,y0) = 0 og 9y f(z0,y0) # 0. Da eksisterer der to positive tal § og € saledes, at
det Kartesiske produkt af intervallerne Iy = (xg — 0,20 + 9) og Is = (yo — €, 40 + €)
ligger i A og
(i) For hvert = € I; eksisterer der en entydigt bestemt lgsning, y, af ligningen
f(z,y) =01 I. Med andre ord: y er en funktion af x i intervallet I, hvilket
vi betegner ved y = g(x).
(ii) y = g(z) er C* over I og forste afledte er givet ved

dg -1

2 = [0,/ (2 9(2)] " 0uf (2, 9())

Noter: Her anvender vi notationen 9, f(x) = df/0x. Bemeerk ogsa at seetningen
ikke siger at vi kan lgse for y eksplicit i f(z,y) = 0. Dette er en ssetning som siger,
at hvert = (i et potentielt meget lille interval) har en entydigt bestemt lgsning y af
f(z,y) = 0. Slutteligt, bemaerk at denne seetning er tilstrackkelig med ikke ngdvendig

for at y skal defineres som en funktion af x naer (xo,yo) jf. eksempelvis Sydseeter
Eksempel 2 s. 147.

(a) Betragt funktionen f(z,y) = ®> +y — 2% = 0 ved (20,0) = (0,0). f er C* da de
respektive afledte er kontinuerte. Idet f(0,0) =0 og 9, f(0,0) = 3y2+1|(z7y):(070) =1
implicerer punkt (a), at y er en funktion af z i neerheden af (0,0): y = g(z). Ydermere
implicere punkt (b) at
¢ =~y + 171 (=322

sa g’ =01 (0,0).
Betragt funktionen f(x,y) = 2¥ — y® = 0 ved (x0,%0) = (1,1). f er C' i en region
omkring (1,1) og f(1,1) = 0. Ydermere er 9, f(0,0) = ¥ In(z) — 24" (z.y)=1,1) =
0—1 = —1 (Thukom at hvis f(z) = a” kan vi skrive f(z) = exp(In(a®)) = exp(xIn(a)).
Dvs. f’ = exp(zln(a))In(a) = a”In(a).). Punktet (a) implicerer derfor at y er en
funktion af x i neerheden af (1,1): y = g(z), mens (b) fortaeller os at

g = —[z"In(z) —2y" '] " (y2¥"! =y In(y))
dvs. ¢’ =11 (1,1).
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Sydsaeter 5.3.2

THEOREM 8. Generel Szetning om implicitte funktioner for ligningen f(x,y) =
0.

Lad f : R®™™ s R™ vzre en funktion som er C! over en meengde A C R**™. Vi
anskuer her R"*™ som det Kartesiske produkt R™ x R™ og skriver et punkt i dette
produkt som (x,y) = (1, ..., Tn, Y1, ..., Ym ). Betragt nu det indre punkt (g, y,) 1 A
hvor f(xg,y,) = 0 og Jacobi determinanten
of(z,y)
=det | ———= 0
J =de < oy #
for (z,y) = (xo,y,y) dvs. hvor

8?41 fl T 8ym fl
det : : #0
aylfm aymfm
for (1, .oy Tny Y1y ooy Ym) = (01, oy Ton,y Y01, ---s Yom ). Da eksisterer der en aben kugle
B(xo,r1) om xy og en aben kugle B(y,,r2) om y, med r1,r2 > 0 saledes at det
Kartesiske produkt af kuglerne ligger i A og
(1) For hvert @ € B(xg,r1) eksisterer der en entydigt bestemt lgsning, y, af
ligningen f(x,y) = 0 i B(yy,r2). Med andre ord: y er en funktion af x i
mengden B(xg,r1), hvilket vi betegner med y = g(x).
(2) y=g(x) er C! over B(xg,r1) og forste afledte er givet ved

Jdg {af]l of

ox  |dy| oz

(b) Betragt funktion f(z,y,z) = x +y + z — sin(zyz) = 0 ved (zo, yo, 20) = (0,0,0). f
bestar af kontinuerte funktioner og er saledes C'. £(0,0,0) = 0 og Jacobi determi-
nanten er 0. f(0,0,0) = 1 — cos(2y2)Ty|(z,y,2)=(0,0,0) = 1 # 0. Altsa kan f skrives pa
formen z = g(z,y) neer (0,0,0). Ferste afledte af g er givet ved

(or0) =007 (57)

= —[1— cos(ayz)zy] ! <1 ~ coslawe) yz)

1 — cos(zyz)zz

Ved (z,y, z) = (0,0, 0) har vi ViVjVk : cos(z;z;xr)r;2r = 088 0,9 = —1 og Oyg = —1
i(0,0,0).

(c) Betragt funktion f(z,y,z) = e* — 22 —2? —y? = 0 ved (x0, Yo, 20) = (1,0,0). f bestéar
af kontinuerte funktioner og er saledes C1. f(1,0,0) = e° — 0% —12 — 02 = 0 og Jacobi
determinanten er 0, f(1,0,0) = €* — 22|(3,y,2)=(1,0,0) = e —2.0=1+#0. Altsa kan
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f skrives pa formen z = g(z,y) neer (1,0,0). Forste afledte af g er givet ved
D29 —1(0af
Oyg Oy f

= —[e* — 22" (i;)

I (z,y,2) = (1,0,0) er e* — 2z = 1, =22 = =2 og —2y = 0, altsa er d,g = 2 og
9,9 =01 (1,0,0).

Sydsaeter 5.3.4

Betragt f(u,v) = e*cosv og g(u,v) = e“sinv. Jacobi-determinanten er givet ved
Ouf Ouf\ _ e*cosv —e¥sinv
det <8u g Owg) det e¥sinv  e%cosv

2

= e cos? v — (—€?

U sin? v)
= e?%(cos? v + sin?v) = e? . 1 = ™

Idet Vu : €2* > 0 er Jacobi-determinanten altsa overalt forskellig fra nul.

(a) Systemet e cosv = 0 og e*sinv = 0 har igen lgsningener. Thi e* > 0 sa vi kraever
at cosv = sinv = 0 hvilket abenlyst ikke kan lade sig gore (tegn graferne).

(b) Systemet e*cosv = 1 og e“sinv = 1 har derimod uendeligt mange lgsninger. Di-
viderer vi sidstnesevnte igennem med fgrstneevnte far vi tanv = 1 som har lgsningen
v = G +nm hvor n € Z. Perioden afspejler (som altid) den cyckliske natur af de
trigonometriske funktioner. Dvs. cosv og sinv enten begge er 1/ V2 eller begge er
—1/+/2. Sidste mulighed er en non-lgsning ift. vores ligningssystem, hvorfor vi be-
graenser os til v = % + 2nm. Idet cosv = sinv = 1/\@ skal vi saledes blot finde et
saledes at e“/\/i = 1. Svaret er v = In /2.

Opgave 26

Betragt funktionen f : R1™2 s R? givet ved

f1 B 222 4% — 22 +3
fo) \Bzx+2y+2-10)"
Vi skal vise at vektorligningen f(z,y, z) = 0 bestemmer (z, y) som funktion af z i en omegn

af punktet (zg,yo,20) = (1,2, 3). Dette ggres vha. Theorem 2 hvor x = z og y = (z,y).
Mere konkret, bemzerk at £ er C*, at £(1,2,3) = 0 samt at Jacobi-determinanten er

8$f1 6yf1 o 4z 2y
det (afo 0, f> = det 3 9

=4r-2-3-2y

= 8z — 6y.
I punktet (x,y,z) = (1,2,3) er Jacobi-determinanten J =8 -1 —6-2 = —4 # 0. Ergo
dikterer Theorem 2 eksistensen af en C' funktion g = (g1, g2) saledes at (¥) = (gl(z))

y 92(2)
nar (1,2,3). Forste afledte af denne funktion er givet ved
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og _ (azfl 8yf1> - (@fl)
0z Oxf2 Oyf2 9:fo
(5% (7)
3 2 1
_ 1 2 =2y\ (—2z
- Br—Gy (—3 4w) ( 1 )
- 1 —4z —2y
__mw(w+m>
I(z,y,2) =(1,2,3) er 8z — 6y = —4, —42 — 2y = —16 og 6z + 4z = 22 hvorfor 0,91 = —4
og 0,92 = 5.5.

Sydsaeter 5.3.5
Betragt funktionen F : R?*2 — R? givet ved

F\ 22—y’ +uv—0v2+3
<G> N <x+y2+u2+uv2>'
Lad F(z,y,u,v) = 0. En tilstraekkelig betingelse for at v og v i denne ligning kan skrives
pa formen u = f(x,y) og v = g(x,y), neer et punkt (xq, yo, uo, vo), er at folgende kriterier
alle er opfyldt. (I) F er C! (check), (IT) F(zo, yo, uo, vo) = 0 og (III) Jacobi-determinanten
J er ulig nul. Sidstensevnte evalueres saledes:

OuF O0,F\ _ v u— 20
d“(@G ma)‘d“(%+v u )

=vu — (u—2v)(2u +v)

= uv — (2u? + uv — duv — 20?)

= —2u? + 4duv + 20°
s& kravet er at J = —2u? + 4ugvg + 203 # 0 hvis vi skal garantere f og gs eksistens nser
(%0, Y0, u0, o). Et oplagt eksempel pa dette er (2,1, —1,2) hvor J = —2-(=1)2+4-(-1)-
2+2-22 = —2. For at beregne 9, f(2,1),0,f(2,1),0,9(2,1) og 8,9(2,1) benytter formlen
i punkt (2) i Theorem 2.

Orf Oyf\ _  (OuF O,F
Oz9 Oyg) 0G 0,G

_ 1 u 20—u\ (2z —2y

T \—2u—vw v 1 2
1 2ur+2v—u  dvy —4dyu
J \—duzr —2vx+v duy+4dvy )’

I1(2,1,-1,2)er J = -2, 2uz+2v—u=—-44+44+1=1, dvy —4dyu = 8+ 4 = 12,

—dur —2vr+v =8—-8+2 =2 og duy + dvy = —4+ 8 = 4. Saledes er 9, f(2,1) =

%ﬁyf(z 1) = 67691:9(27 1) =1og ayg(2u 1) =2
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Sydsaeter 5.3.3
Definer f : R3*3 — R3 ved

f Vv —z4+u—v—w+1
fol=|-204+y—22+u+v®—w+3
f3 ?4+z—u—v+w -3

og betragt ligningssystemet f(z,y,z,u,v,w) = 0. Funktionen er C! og punktet P =
(z,y,z,u,v,w) = (1,1,0,—1,0,1) opfylder ligningssystemet. Theorem 2 siger, at hvis
Jacobi-determinanten

aufl 81)fl awfl
J =det auf2 6vf2 awa 7é 0
auf?) ava 8wf3

i P da kan u, v og w lokalt skrives som C! funktioner af x,y og z. Dette gaelder afjort:

1 -1 —3uw? 1 -1 -3
Jlp=det| 1 302 -1 =det| 1 0 -1
-1 -1 3w? P -1 -1 3

:1-det(_01 _31>—(—1)'d9t<_11 _31>—3‘det(_11 _01>
=(0-1)+(B-1)-3(-1-0)=4£0.

For at finde 0,u, d,v og O, w i P er det oplagt at bruge formlen i Theorem 2 punkt (2). En
mere simpel (og direkte) metode er imidlertid bare at differentiere f(z,y, z,u,v,w) = 0
partielt med hensyn til z og indsztte punktet P.

Oy — Opv — 3w20,w

? = -240,u+3v20,v—O0,w | =0,
r 2% — Oyt — Opv + 3w0,w
dvs.
Ozt — Ozv — 30, w
f xr xT xT
% = —2 4+ Oyu — Ogyw =0
Tlp 2 — Opu — Oyv + 30w
1 -1 -3 Ozt 0
& 1 0 -1 O,v | = 2
-1 -1 3 Orw —2

Velg nu din favoritmetode til at lgse 3 x 3 linesere ligninger pa. Eksempelvis Cramers
regel:

0 -1 -3 1 0 -3 1 -1 0
det | 2 0o -1 det | 1 2 -1 det | 1 0 2
-2 -1 3 -1 -2 3 -1 -1 =2
Ogu = , Ogv = , Ogw =
1 -1 -3 1 -1 -3 1 -1 -3
det | 1 0o -1 det | 1 0 -1 det | 1 0 -1
-1 -1 3 -1 -1 3 -1 -1 3

Svaret er, at d,u = %, O,v=10g d,w = % iP.
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Se Lykke Rasmussens besvarelse hér.
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CHAPTER 10

Ugeseddel 10, Uge 46

THEOREM 9. Algoritme for lgsning af max f(z,y) nar g(z,y) < c.

e Dan Lagrange-funktionen:

g(l‘,y) = f(xay) - /\(g(ﬂj,y) - C)'
Beregn de partielle afledte af £ og kraev at de begge er nul:

82 = 3f )31 =9
€T )

ox ~ Ox
(10 o _ 01 i _g
e Infgr den komplementsere slaekbetingelse:
(11) A>0 (A=0 hvis g(z,y) < ¢).
e Kraev at (z,y) opfylder uligheden:
(12) g9(z,y) <c.

Find alle par (x,y) med tilhgrende A som opfylder (1), (2) og (3). Mindst
eet af dem lgser problemet, dersom problemet har lgsninger.

NB: betingelse (1) og (2) er kendt som Kuhn-Tucker-betingelserne.

THEOREM 10. Kuhn-Tuckers tilstraekkelige betingelser.

Vi anskuer det klassiske problem max f(z,y) nar g(z,y) < ¢. Lad (z*,y*) opfyle
betingelserne (1), (2) og (3) fra Theorem 1. Hvis Lagrange-funktion .Z(x,y) er
konkav, da er (z*,y*) et optimalt par.

NB: En funktion f(z,y), defineret over en meaengde S, er konkav over S dersom

fa + (1 =)zo, Py + (1 = P)yo) = ¢ f(2,y) + (1L =) f (20, y0)
for alle (z,y) og (zo,y0) 1 S og for alle ¢ € (0,1). En anden made at uftrykke dette
pa, er at en funktion f er konkav, hvis og kun hvis —f en konveks.

Sydsaeter 8.7.1
(a) Lgs max —2? — y? nar x — 3y < —10.
e Lagrange-funktionen er . = —a? — ¢ — \(z — 3y + 10).
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e De partielle afledte er (I) 0, = —2z — A =0 og (II) 0,.Z = —2y + 3A = 0.
e Komplementeer slaek: A > 0 (A =0 hvis z — 3y < —10).
e Vi kraever x — 3y < —10.

Hvis x — 3y < —10 er A = 0. Dette er ikke en lgsning, da de partielle afledte da
tvinger (z,y) = (0,0) (og det tilfredsstiller ikke © — 3y < —10). Lgser vi derimod
for de partielle afledte far vi (i) A = —2z og (ii) A = 2y. Seettes (i) ind i (II) far vi
—6x — 2y = 0. Sammenholdes dette med z — 3y = —10 far vi (x,y) = (—1,3) med
A = 2. Den optimale lgsning som opfylder alle betingelserne er altsa

f(~1,3) = —10.

(b) Vihar ogsé lgst min x2+y? nar x—3y < —10 idet min f(z) = max — f(x). Geometrisk
set er z = 22 + y? en cylindrisk symmetrisk parabolsk flade. = — 3y = —10 er et
vertikalt plan med normalvektor (—1,3,0)/v/10 og korteste afstand 10/4/10 til origo.
Den vinkelrette afstandsvektor skeerer altsa planet i (—1, 3,0) hvilket er vores lgsning.

Sydsaeter 8.7.2

Lgs max zy nar 22 + 4y° < 6.

e Lagrange-funktionen er . = xy — \(2? + 4y — 6).

e De partielle afledte er (I) 0,2 =y — A(2z) = 0 og (II) 0, = = — A(8y) = 0.
e Komplementzr slaek: A > 0 (A = 0 hvis 22 + 4y < 6).

e Vi kraever 22 + 432 < 6.

Hvis 22 +4y? < 6 er A = 0. De partielle afledte tvinger (z,y) = (0,0) (og det tilfredsstiller
22 + 4y? < 6). Altsa har vi hér den fgrste kandidat til en lgsning.

Antag nu 22 +4y? = 6 sa A > 0. Loser vi for de partielle afledte far vi (i) A = 2 og (ii)
A= g, Seettes (i) ind i (II) far vi 22 —4y? = 0. Sammenholdes dette med 2% +4y? = 6 far
vi (2,9) = (V/3,v/3/2) med A = 0.25 samt (z,y) = (—v/3, —v/3/2) ligeledes med A = 0.25.
Altsa er kandidatlgsningerne

FWVB,) =2 f(—v3,-L) =3 f(0,0)=0.

Tydeligvis er den sidste ej optimal ift. de to andre.

Sydsaeter 8.7.5

(a) Lgs max2 — (z — 1)% — e¥’ nér 22 + y2 < ¢, hvor ¢ > 0.

e Lagrange-funktionen er ¥ =2 — (z — 1)? — eV’ — Az? +y? — o).

e De partielle afledte er (I) 9,2 = —2(x —1) — A(2z) = 0 og (II) 9,.Z = —e¥ 2y —
A(2y) = 0.

e Komplementeer sleek: A > 0 (A = 0 hvis 22 + 3% < ¢).

e Vi kraever 22 +y2 < c.

Ved en lettere omskrivning af (I) og (II) far vi
M:ix=—— (II):—2y(eyQ+)\):0:>y:0,

50



Antag 22 +y? < cdaer A = 0. Sa (z,y) = (1,0) og 1 < c. Antag nu at 22 +y? = c da
er A > 0. Indsaetter vi (1) og (I) i 22 +y? =cfarvi(1+AN) 2 =ce1+A=1/\/c.
Siden A > 0 er ¢ € (0,1] og (z,y) = (v/¢,0) (Bemserk: nar ¢ =1 er (z,y) = (1,0) som
for). Konklusion:

c>1:f1,00=1, 0<c<1:f(/c,0)=1-(vec—1)?
Idet komponenterne i vores Lagrange-funktion er konkave er summen deraf (%) ogsa
konkav. Sa vi har fundet den optimale lgsning.
Vi skal vise, at den optimale veerdi af f* har egenskaben df*/dc = A i begge tilfzelde.
Nér ¢ > 1er f*(c) =1 sa df*/dc =0 og A = 0 sa hér passer det altsa. Nar ¢ € (0,1)
er f*=1-(yc—1)?sa

dfrt _ _2(/e=1) _ 1) _ 1 _
R i (R O R

s& her gaelder det ogsa.

Sydseeter 8.7.6

Under antagelsen at et maksimum eksisterer skal vi lgse max zy + e* nar e?* 4+ x2 +
49? < 6.

e Lagrange-funktionen er . = xy + e — A\(e%* + 22 + 4y% — 6).

e De partielle afledte er (I) 0,2 =y — A(2z) =0, (II) 0,2 = = — A(8y) =0 og
(IIT) 9,.% = e* — \(2e%*) = 0.

e Komplementeer sleek: A > 0 (A = 0 hvis €2 + 22 4 4y < 6).

e Vi kraever e2% 4 22 + 492 < 6.

Antag at e** + 22 4+ 4y? < 6 siddan at A = 0. Fra (III) folger det at e* = 0 hvilket
ikke kan lade sig ggre. Derfor ma e?* + 22 + 4y? = 6 og A > 0. Isolerer vi A i hhv.
(1), (IT) og (III) far vi

:A=4, ():A=g&, (ii):A="

Kombineres (i) og (ii) far vi 22 = 4y? (*). Kombineres (i) og (iii) far vi at e* = z/y
dvs. €?* = 2% /y? som vha. * reducerer til €2* =4 & 2z = In2 (**). Satter vi * og **
ind i vores restriktion e?* + 22 +4y? =6 far vid + 222 =6 < 2 = +1. Narax =1
implicerer (i) og * at y = 1/2. Nar z = —1 implicerer (i) og * at y = —1/2. Det
geelder at

£(1,1/2,In2) = f(—1,-1/2,In2) = 2.5.

Dette lgser problemet, dersom det har en lgsning.

For at bevise at maksimum findes ggr vi folgende. Hvis vi skriver u i stedet for e* sa
er problemet (nsesten)

max xy 4+ v under bibetingelsen u? 4+ 2 4 4y* < 6,u > 0.

Maengden af mulige lgsninger er kompakt sa den kontinuerte objektfunktion xy+u har
et maks jf. esktremveerdisetningen. Dette maks ligger forhabentlig ikke pa randen
u = 0 (prov om du kan vise dette!), sa derfor er det ogsa et maks for xy + v under
bibetingelsen u? + 2% + 432 < 6,u > 0 og det er det oprindelige problem.
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Vinter 07/08 Opgave 3

(a) Regionen S er defineret som alle (x,y,2) € R3 som opfylder at z + 2y + 3z < 2 og
r—5y+z < —1. Vianskuer altsa den maengde som ligger under begge planer pa samme
tid. Intersektionen mellem de to planer er den rette linie (z,y,z) = (—2.5,0,1.5) +
n(17,2,—7) hvor n € R. S er afsluttet da randen (planerne) er inkluderet. S er
imidlertid ikke begraenset da vilkarligt negative tal opfylder ulighederne (vi kan seette
x — —oo og holder y, z konstante). Altsa er S ikke kompakt.

(b) Metoden fra Theorem 1 kan generaliseres til n variable og m bibetingelser.

e Lagrange-funktionen er . = —2z2 — 2y? — 22 + 2zy + 2yz — A\ (z + 2y + 3z —
2) — Az — By +z+1).

e De partielle afledte er (I) 0, = —4da + 2y — A1 — Ay =0, (II) 0,7 = —4dy +
20 + 2z — 2)\1 + 5)\2 = O, (III) 8Z$ =—-2z+ 2y - 3)\1 - )\2 =0.

e Komplementeer sleek: Ay >0 (A =0 hvis 2 +2y + 32 < 2). Ay >0 (A =0 hvis
x—by+z<—1).

e Vikraever t +2y+32<2o0gz—by+ 2 < —1.

Der er fire tilfzelde som skal analyseres:

Lo+2y+32<2o0gz—5y+z<—1: dvs. Ay = A2 = 0. (I), (II) og (III) im-
plicerer da at © = y = z = 0, men det lgser ej kravet om at x — 5y + 2z < —1.

il. x+2y+3z2=2o0gz—5y+z<—1: dvs. A\; > 0 og Ay = 0. De partielle afledte
sammen med bibetingelse 1 giver

1 2 3 0\ [/z\ [2
—4 2 0 -1|[y] o
0
0

2 -4 2 =2 z
0 2 -2 -3 A1
Lgsningen til dette matrix system er (z,y, z, A1) = (0.1714, 0.3143, 0.4000, —0.0571).
Dette opfylder imidlertid ikke kravet om at A; > 0 sa det er ej en lgsning til det
overordnede problem.
ili. x+2y+32<2o0gx—5y+2z=—1: dvs. Ay =0 0og A2 > 0. De partielle afledte
sammen med bibetingelse 2 giver

1 =5 1 0\ (= -1
-4 2 0 —1|[y] _|o0

2 -4 2 5 |7 o

0 2 -2 -1/ \\ 0

Lgsningen til dette matrix system er (x,y, z, A1) = (0.1154, 0.2692, 0.2308,0.0769) =
(%, %, %, %) Funktionen f antager i dette punkt veerdien —0.0385.

iv. 24+2y+32=20gx—5y+2z=—1: dvs. \; >0 0g Ay > 0. De partielle afledte
sammen med bibetingelse 1 og 2 giver

1 2 3 0 0 x 2
1 =5 1 0 0 y ~1
—4 2 0 -1 -1]|]z|=]0
2 4 2 -2 5 ||\ 0
0 2 -2 -3 -1/ \n 0
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som har lgsning (z,y, z, A1, A2) = (0.1714,0.3143,0.4000, —0.0571,0). Tydeligvis
er dette problematisk ift. betingelsen A; > 0.

(¢) Vi anvender fglgende korollar om konkave funktioner: En funktion f(x) er konkav
over en maengde S hvis og kun hvis Hessian matricen H[f] = 0 f/0x0xT er negativ
semi-definite. Dvs. alle ulige principal minors af H[f] er < 0 og alle lige principal
minors af H|[f] er > 0 (eller identisk: alle H[f]s eigenveerdier er mindre end eller lig
med nul). Vi far

?p 9 9°f
Ox? dxzdy  Oz0z 4 2 0

_ | 2 &r 9f | _ _
HIT=\ gy o owoz |=| 2 4 2
o%f 8% f o%f
O0xdz  Oydz 022

Vores principal minors er hhv. M; = —4, My = 12 og M35 = —8 (eigenvaerdierne til
H|[f] er hhv. —6.4940, —3.1099 og —0.3961), hvorfor f er konkav. Vi kan nu appellere
til seetning 8.8.1 i Sydsaeter: siden . ma vere konkav og «* = (23—6, %, 13—3) er vores
(eneste) lgsning til problemet, da er * optimal: f(ax*) = —0.0385.

Opgave 27

Betragt R® s R : f(z,y,2) = 2> — 2 — aysinz — x + 3y = 0. Vi skal vise, at z er en
funktion af (z,y) neer (zg, yo, 20) = (0,0,0). Til dette formal anvender vi Theorem 2 fra
ugeseddel 9. f bestar af kontinuerte funktioner og er saledes C'. Idet f(0,0,0) = 0 og
Jacobi-determinanten er 9, f(0,0,0) = 322 — 1 — a2y cos 2|(z,y,2)=(0,0,00 = —1 # 0 kan f
skrives pa formen z = g(x,y) neer (0,0,0). Forste afledfte er

(or0) =07 (1)

_ysinz — 1
:—[3z2—1—xycosz]_1( yemE )

—xrsinz + 3
Evalueret i (0,0,0) far vi 0,9 = —1 og 0yg = 3.
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CHAPTER 11

Ugeseddel 11, Uge 47

Sydsseter 8.8.1

Lgs max1 — 2% — y? nar z > 2 og y > 3.

Lagrange funktionen er £ =1 — 22 —y%? — A\ (=2 + 2) — Xao(—y + 3).

De partielle afledte er (I) 0,2 = —2x + Ay =0 og (II) 0,.Z = —2y + Ay = 0.
Komplementaer sleek: A1 >0 (A =0 hvis > 2) og A2 > 0 (A2 =0 hvis y > 3).
Vi kreever at x > 2 og y > 3.

i x> 2,y >3: dvs. A\ = Ay = 0. Imidltertid giver (I) og (II) x = y = 0, hvilket er en
modsigelse.
il. x> 2,y =3: dvs. \y =0,y > 0. (I) implicerer = 0, hvilket er en modsigelse.
iii. 2 =2,y > 3: dvs. A\ > 0, 2 = 0. (II) implicerer at y = 0, hvilket er en modsigelse.
iv. 2 =2,y =3: dvs. A\, A2 > 0. (I) og (II) giver sammen A1 = 4 og Ao = 6 hvilket er
konsistent. S& max er 1 — 22 — 32 = —12.

(2,3) er i sandhed en optimal lgsning jf. .#’s konkavitet. Endvidere er det en intuitiv
Igsning da 1 — 22 — 32 er cylindrisk symmetrisk omkring z-axen med globalt maximum i
(0,0), hvorfor vi leder efter lgsning teettest pa origo (som opfylder bibetingelserne).

Sydsaeter 8.8.7

Lgs max12In(z +y+2) —xz+ynarz >0,y >0 og v + 2y < 3.

Lax>0y>0,z+4+2y <

Lagrange funktionen er £ = 12In(x+y+2) —z+y— A1 (—x) — Aa(—y) — A\s(z +
2y — 2).

De partielle afledte er (I) 9,4 = l_+1;+2 —1+XM —X3=00g(II) 0,7 =
w+1u2+2 + 14 Xy — 2X\3 = 0. Sammen giver de (III) A\; — Ay + A3 = 2.
Komplementeer slaek: Ay >0 (A =0 hvis 2 > 0) og A2 > 0 (A2 = 0 hvis y > 0)
og A3 >0 (A3 =0hvis z + 2y < 3).

Vi kreever at 2 >0, y > 0 og 2+ 2y < 3.

: = A = A2 = A3 =0. (III) giver modsigelsen 0 = 2.

ii. z2=0,y>0,z4+2y <

rojot|hoot

= A1 >0, =23 =0. (II) = y = —14, hvilket modsiger

y > 0.
iii. 2>0,y=0,2+2y<3: = X\ =3 =0,)y > 0. (IlI) = Ay = —2, hvilket modsiger

A2 > 0.
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iv. 2 >0,y >0,2+2y=32: = A\ =X =0,A\3 > 0. Fra (III): A3 = 2. Sammenholdes

bibetingelse x + 2y = % med (I), z+1y2+2 —3=0&x+y=2 farviat (z,y) = (3,3
Dette er en lgsning til vores problem og f(2,3) = 15.6.

v. x=0,y=0,z4+2y < g: = A, A2 > 0,23 = 0. (I) = Ay = —5, hvilket modsiger
A1 > 0.

272

vi. x>0,y:0,z+2y:%: = A, A3 >0, A\ =0. = 2= % (I) giver os A3 = % og (1)

giver 0s A\g = —% hvilket modsiger Ao > 0.

5 61

vil. =0,y > 0,2 +2y=35: = A, 3 > 0,02 =0. = y = 2. (II) giver os A\3 = 3} og

(III) giver os Ay = —29—65 hvilket modsiger A; > 0.

vili. =0,y =0,z 4+ 2y = 3: = A, A2, A3 > 0. Modsigelsen ligger i 0 = % (bibetingelse

2

3).
Vores Lagrange funktion er konkav sa iv. er den optimale lgsning.

Opgave 28

Betragt ligningssystemet
r+2y+32=7,

20 —y+ 2z =14,
hvilket kan skrives i vektor-form som

() +o(5) ()= (1)

En lgsning (z,y, z) kaldes en basislgsning, hvis de involverede sgjle-vektorer er linesert
uafheengige. I R? skal vi kun bruge to uafheengige 2D vektorer til at danne en basis. Fra
meengden {(é), (_21), (i’)} kan vi veelge preecis tre distinkte par tll at generere en basis i

R2; vi finder altsa tre basislgsninger ved at szette x = 0, da y = 0 og slutteligt z = 0.

o v =0: 2y+32="7T0g —y+ z =4 har Igsning y = —1 og z = 3.
e y=0:x+32="7o0g2x+2z=4har Igsningz=1o0g z =2.
e 2=0: x+2y="7o0g 2x —y =4 har lgsning z = 3 og y = 2.

Opgave 29
(a) Betragt ligningssystemet
211 4+ 3x0 —x3 =1,
(13) dxy + 29 + 323 + 25 = 2,
621 + 229 + 43 + 4 = 3,

hvilket i vektorform skrives som

2 3 -1 0 0 1
(14) X1 4 —|—Z‘2 1 +$3 3 —|—J)4 0 —|—JZ5 1 = 2
6 2 4 1 0 3

Generelt bemzerkes det, at vi i R3 skal vi bruge tre uafhzengige 3D vektorer til at
danne en basis. I princippet kan vi sdledes vaelge 5!/(3!2!) = 10 distinkte basis-seet
i venstresiden til (14) for at generere hgjresiden (1,2,3). Imidlertid bemserker vi
hurtigt folgende: da de forste tre vektorer er linesert athaengige konstituerer disse
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samlet ikke en basis af R3. Endvidere er forste vektor, (2,4,6), proportional med
hgjresiden (1,2,3): dvs. sa leenge vi inkluderer fgrste vektor i vores basis, behgver
vi ingen andre for at generere (1,2,3). Slutteligt er (1,2,3) en lineser kombination
af (3,1,2) og (—1,3,4) sa ogsa hér har en redundans. Tilbage har vi fire distinkte

basislgsninger:
(] $1:$2:01 $3:—1,$4=7,$5:5.
. _ 1 _ 7 _ 5
ey =23=0:22=735,24=73,T5=3.
. _ 1 1 _
o1y =x4=0:12=735,23=735, 15 =0.
o 15 =x3=0: xlzé,m 0, z5 = 0.

(b) Betragt nu programmet P max x; —x2+x3 under hensyn til bibetingelserne x1, 2, x3,
24,24 > 0 samt systemet (13)). Det fglger umiddelbart at meengden af tilladte
lgsninger til P er kompakt (lukket og begraenset). Thi (i) randen er inkluderet
og (ii) seetter vi en hvilkensomhelst variabel mod det uendelige bryder vi med bi-
betingelserne. Ergo implicerer ekstremveerdiseetningen (Sydsseter 7.2.7) at der eksis-
terer en optimal lgsning til P. Den optimale lgsning er fundet i opgave (a) og er
givet ved (2}, 3,23, %, %) = (3,0,0,0,0) hvor 27 — 23 + 25 = 3 (se Bent Fuglede,
Seetning 2.1).

Opgave 30

Betragt programmet P: max f(z1, 22, 3) = 21 + 22+ 323 under hensyn til bibetingelserne
Ty, 2,23 2 0 0g

£U1—£U2+(E3:1,

1
( 5) 2131735824*‘%3:0.

Det oplyses at (1,1,1) er en optimal lgsning: f(xf,z5.2%) = f(1,1,1) = 5. Malet er at
finde en optimal basislgsning.

Vi giver hér en rumgeometrisk lgsning til problemet, som direkte afspejler hvad dér reelt
foregar i beviset til setning 2.1 i BF. Fgrst og fremmest, bemaerk at er ligningerne
til to planer, & og &5, i rummet:

1 X 2 X
e@l : —1]e To = 17 :@2 : —3]e xIo = 0,
1 T3 1 z3

hvor n; = (1,—-1,1) L& og ny = (2,-3,1) L.

Det angives at (1,1,1) ligger pa intersektionen af disse planer. For at generere hele
intersektionen (som er en ret linie i rummet) har vi brug for en retningsvektor d. Til dette
formal beregner vi krydsproduktet mellem de to normalvektorer: d = ny xny = (2,1, —1).
Intersektionen er derfor

I 1 2
Cila|=(1]+2[ 1], NeR
I3 1 -1
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Sa leenge vi befinder os pa £ er veerdien for f uforandret dvs. f(1 42X\, 1+ A 1—X) =
f(1,1,1). For af finde en basislgsning skal vi nu beveege os langs linien fra (1,1,1)
indtil vi rammer et punkt hvor een af koordinaterne gar i nul. Der er to muligheder
(afheengigt af hvilken retning vi gar): nar A = 1 er (21,22, 23) = (3,2,0) og ndr A = —3
er (1,22, 23) = (0,1, 2). Dette er vores basislgsninger.

Bemeerk analogien til beviset: d en; =0 og dens = 0 sa d er en Igsning som viser at
(1), (::1,)) og (i) er linesert atheengige (dvs. d =y i beviset).

2
Eksamen Sommer 2007 Opgave 4
(a) Betragt funktionen

f(z,y,2) =tan(Z (2 — y)) + z2* + ez _9 =,

En lgsning hertil er P : (z,y,2) = (v/2,1,0). Bevis:

F(V2,1,0) = tan(Z(2 — 1)) + v2 - 0% + V20 _ 2
=tan(§)+e’ —2=1+1-2=0.

For at vise at z kan skrives som en funktion af z,y neer P, z = g(x,y), skal vi vise at
f er C! naer P (abenlyst) samt at Jacobi-determinanten er ulig nul i P. Sidstnsevnte
er

% =2xz+ (z + y)e(‘”+y)z|p =0+ (\@—i— 1)e’ = (\/§+ 1).
P

Siden dette er ulig nul, er z = g(z,y) naer P (jf. de implicitte funktioners szet-
ning).
(b) Forste afledte af g i P er givet ved

@)l = (o7)

9 f) e

g g (GG B e
—sec?(§ (22 —y)) 5 + zel@tv)2

2\/571' _ \/57\'
:_[\/5+1]1<2 4 +0+0) :< \?H)
P 2(V2+1)

2T 40
o(t) = g(v/1 + t2,sin(5t)).

Idet ¢(1) = g(v/2,1) er ¢ afgjort C' i denne omegn jf. ovenstaende. For at beregne
forste afledte i t = 1 (dvs. (z,9) = (v/2,1)) anvender vi kaedereglen:

P

P

(c) Betragt nu funktionen
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¢'(t) = (0.9 0y9)|p (gi . 111(%;)

2
t
_ \/571’ s /1 2
( V2+1 2(\/54‘1)) (cos %i) >

(
3 1
- (‘ Va2t 2<ﬂ+1>) (?)

t=1

NI}

t=1

59






CHAPTER 12

Ugeseddel 12, Uge 48

Opgave 31
Betragt systemet af formen Axz = b:

12 3\ [ (-3
2 -1 1) \* =\ 4 )
z3

Der eksisterer ingen lgsning & = (z1,z2,x3) > 0, thi venstresiden i forste ligning er da
> 0, medens hgjresiden er negativ. Imidlertid dikterer Farkas alternativ, at hvis ikke der
eksisterer en € R" sadan at Ax = b og « > 0, da eksisterer der en y € R™ sadan at
yTA > 0 og y™b < 0. For vores vedkommende betyder det, at Jy € R? sadan at

1 2 3
(1 u2) (2 3 1)20 og —3y1 +4ys <0.

Dette system kan omskrives som
N]: y1+2y2>0 = Y2 > -3
2]: 2y1 —y2>0 = Y2 <2y
B]: 3y1+y2>0 = Y2 > =3y
[M]: —3y1+4y2<0 = y2 < %yl.
Ved at tegne en graf ses det let, at en mulig lgsning til dette er (y1,y2) = (1,0).

3

—In
—
—
s — M

¥z

Opgave 32
Thukom, at hvis P er et generelt linezert program af formen
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maxcTz nar [["]Az <[I*]b, [I\["|Ax =[I\I"]b, [J*]x >0,

sa er det duale program, P’, af formen

miny™b nar yTA[J*] > cT[J*], yTA[\J] = cT[I\J*], yT[I*] > 0.

Betragt nu programmet P

max oz + 4y — 2z
hvor 2x 45y — 112 <7,
3r—y+92z < 2.

Dette program har uendeligt mange (mulige) lgsninger, idet lgsningerne udggr rummet
som ligger under begge de to planer: 2z 4+ 5y — 11z =7 og 3z —y + 9z = 2.
Det duale program P’ har formen

min  Ty; + 2y

hvor 2y; + 3y2 = 5,
Sy1 —y2 = 4,
—11y; + 9y2 = -2,
y1 = 0,y2 > 0.

Her er der kun een lgsning, som findes ved at lgse bibetingelserne simultant. Svaret er
(y1,y2) = (1,1) hvilket resulterer i den optimale veere 7+ 2 = 9.

Opgave 33
(a) Betragt programmet P:
max bHA+ 6T
hvor 5A + 3T < 200,
6A+ 51 < 300,
3A 4+ 5T < 200,
A>0,T>0.

A = ton agurker, T' = ton tomater.

e Vi tjener 5000 kr per ton agurker og 6000 kr per ton tomater, dvs. i princippet
skal vi maksimere 5000 A 460007, hvilket vi imidlertid kan simplicere til 54467
Vi har imidlertid maksimalt 2000 m? jord, og et ton agurker fylder 50 m?, medens
et ton tomater fylder 30 m?, hvilket er bibetingelse et (simplificeret).

e Ydermere er kraever dyrkningen 6 m? vand per ton agurker og 5 m? vand per
ton tomater og vi har kun 300 m? vand (dette er bibetingelse to).

e Bibetingelse tre dikterer, at dyrkningen af et ton agurker kraever 3 timers arbe-

jskraft og dyrkningen af et ton tomater kraever 5 timers arbejdskraft. Imidlertid

har vi kun har 200 timers arbejdskraft til radighed.

(b) Bigbetingelscrnc kan skrives som [1] T < —3A+ 20 [2] T < —2A+60 og [3] T <
—£ A+ 40.
5
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—In

I
10 20 30 4
Ton Agurker

50 1]

Meengden af tilladte lgsninger (dvs. regionen under bade den rgde, grgnne og bla
linie) er kompakt, sa der eksisterer et maksimum til vores problem.

Funktionen som skal maksimeres ( = 5A + 67 kan skrives som T = —%A + %. Tegner
vi disse niveaukurver (sorte stiplede linier) for forskellige veerdier af ¢, ser vi, at
maksimum ligger p4 intersektionen mellem [1]: T = —3A4+ 20 og [3]: T = —3A+40
dvs. i (A,T) = (25,25) med ¢ = 275 [tusinde kr.].

Opgave 34

Betragt programmet P:

max 10x; — 10zo — 3x3

hvor 2x7 4 329 —x3 =1,
4x1 + o + 33 + 14 = 2,
61‘1 — 2932 — 4.133 — T S 3,
T 2 0,1‘2 Z O,Ig Z 0.

Det duale program P’ bliver da
min  y; + 2y2 + 3y3
hvor 2y + 4y, + 6y3 > 10,
3y1 +y2 — 2y3 > —10,
—y1 + 3y2 — 4yz > =3,
y2 —ys =0,
y3 > 0.

Dette system kan qua fjerde bibetingelse simplificeres til

min Y1 + 5yo

hvor y; + 5ys > 5,
3y1 — Y2 Z _105
—Y1 — Y2 = —3,
y2 > 0.

—y1 + 3 og y2 > 0. Plotter vi disse, far vi en kompakt trianguleer Igsningsmaengde:

Bibetingelserne kan nu omskrives som [1] yo > —%yl + 1, [2] y2 < 3y1 + 10, [3] y2 <
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Fra ekstremvaerdissetningen eksisterer der et minimum af ( = y; + 5ys i denne
mengde. Idet ¢ har samme haeldningskoefficient som bibetingelse [1] ma minimum
endvidere ligge pa den bla side af trekanten f.eks. i (y1,y2) = (0,1) hvor ¢ = 5.

Sydsaeter 8.9.1

(a) Betragt programmet P : max3z +y hvor y < (1 —z)%, 2 > 0, y > 0. Plotter vi
funktionen y = (1 — 2)® og niveaukurverne y = —3z + ¢ (for forskellige veerdier af )
ses det let, at det optimale punkt ligger i (x,y) = (1,0) hvor ¢ = 3.

(b) Vistarter med den preecise formulering for Kuhn-Tuckers ngdvendige betingelser:
Antag at «* = (27, ...,2}) lgser problemet max f(z) nar g;(z) < b; for j =1,....m
(hvor f,g1,...,gm € C!). Antag endvidere, at fgringsbetingelsen geelder: dvs. gra-
dienten i x* til de af funktionerne som er aktive i * ("=" ikke ”<”) er uathaengige.

Da eksisterer der entydigt bestemte tal Ay, ..., \,,, sadan at
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V@) =) AVg,(a) = 0.
j=1
ii.
)\j >0 ()\j =0 hvis gj(:c*) < bj), j=1..,m.

3

3

I vores konkrete optimeringsproblem er f(z,y) = 3z + vy, ¢1(z,y) = y — (1 — x)
g2(z,y) = —x og gs(z,y) = —y med Vi : b; = 0. Saledes er gradienterne

=) = (7). (). = ()

Det kan vises via den ssedvanlige systematiske analyse, at den eneste tilladte lgsning
til i. og ii. er (x,y) = (0,1) hvor A\; =1 og Ay = A3 = 0 (bibetingelse 1 eller 1 og 2
aktive).

(c¢) Det kan maske undre, at vores lgsningsalgoritme ikke umiddelbart isolerer den kor-
rekte lgsning fundet i (a): (x,y) = (1,0). Forklaringen er, at mens y = (1—x)3, y = 0
og x > 0 (dvs. bibetingelse 1 og 3s aktivitet) giver os (x,y) = (1,0), sa er Vg;(1,0)
og Vyg3(1,0) ikke linesert uathengige (foringsbetingelsen geelder ikke).

Lektionen er, at for virkelig at bestemme lgsningen til et givent problem skal vi (I)
finde alle tilladte losninger, hvor foringsbetingelsen svigter (II) finde alle tilladte
losninger, hvor foringsbetingelsen og i. og ii. er opfyldt, (III) finde alle optimum-
spunkterne blandt ovenstaende.

Eksamen Sommer 2007 Opgave 3
Betragt meengden S C R? defineret ved

S={(z,y,2) ER*|z>0,2> 0,0y > 1,0 +y+ 2z <3}
og definer funktionen f : R3 — R ved

f(z,y,2) = x? + 2y + 3z.

(a) Vi skal vise at S er kompakt (afsluttet og begreenset). Dette er ret abenlyst: som
seedvanligt er hyperfladerne som aftegner S inkluderet i S, sa meengden er afsluttet.
Ydermere er S begraenset: thi x,y og z er alle positive men under planet x+y+2z = 3
(som skeerer akserne i (3,0,0), (0,3,0) og (0,0,3)). Slutteligt er y > L. Séledes
implicerer ekstremvaerdisaetningen at f antager savel en maksimumsveerdi som en
minimumsveerdi i S.

(b) Kuhn-Tucker algoritmen formuleres som

e Definér Lagrange-funktionen . = 22 + 2y + 3z — A\ (—x) — Aa(—2) — A3(—2y +
1) — Az +y+2—3).
e Beregn de partielle afledte:

(I) 0. =2x+XN+X3y— =0
(II) 8y$ =24 A3x — Ay =0,
(III) 0, =3+ X— Xy =0.
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e Stipulér Ay >0 (A1 =0hvisz >0). A2 >0 (A2 =0hvisz2>0). A3>0(\3=0
hvisazy > 1). Ay >0 (A =0hvisaz +y+ 2z < 3).
o (z,y,2) €S.
Efter den ssedvanlige analyse finder vi kandidatl@sningern (z,y,2) = 3(3+ 5,3 —
V5,0) med veerdi f = $(13 + v/5) ~ 7.6 samt (z,y,z) = (1,1,1) med veerdi f = 6.
Vi veelger altsa forstneevnte.

1Lykke Rasmussen udfgrte benarbejdet til disse beregninger.
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CHAPTER 13

Ugeseddel 13, Uge 49

Opgave 35
Betragt programmet P:

max Iy — T2+ I3

hvor 2x, 4+ 3292 —x3 =1,
4x1 + o + 33 + 25 = 2,
6171 + 2.1?2 +4,I3 + x4 S 3,
T1,T2,T3 Z 0.

Pa kanonisk form gnsker vi kun ligheder i bibetingelserne dvs. vi skal introducere en
ekstra variabel nar <. Ydermere kreever vi at Vj : ; > 0: dvs. dersom en variabel z; er
fri, ersatter vi den af a} — 2!/ hvor z}, ! > 0. Saledes er det kanoniske P:

max x1 — T2+ T3

hvor 2x7 4 3292 —x3 =1,
dzq + xo + 3z3 + f — 2f =2,
6x1 + 229 + 4xs + ) — 2 + 23 = 3,
Il;x%xl}axilaxz’x/&xgaz?) > 0.

Pa standardform gnsker vi kun uligheder i bibetingelserne dvs. ved ligheder a = b
skriver vi bade @ < b og b < a. Ydermere kreever vi at Vj : x; > 0: dvs. dersom en

variabel z; er fri, ersatter vi den af z} — 2/ hvor z}, 2 > 0. Saledes er standard P:

max X, — T2 + T3

hvor 2x1 4+ 3x9 —xz3 <1,
—2r1 — 319 + 23 < —1,
41 + xo + 3xg + af — 2zl < 2,
—dxy —xg — 3xg —xf + a2l < -2,
6x1 + 229 + 4dx3 + 2 — xf < 3,
X1,To, T3, Ty, 2,k xf > 0.

Opgave 36
Betragt programmet P

max x1 + x2 + 3r3

hvor z; —xz9 + 23 <1,
2{E1 +3$2 + x3 < 5,
I1,x2,T3 Z 0.

(a) Pa kanonisk form @ er programmer
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max T+ x9 + 33

hvor z; —xo4+a3+21 =1,
2x1 4+ 3x2 + 23 + 29 = 5,
T1,X2,T3,21,22 Z 0.

(b) En basislgsninger involverer som bekendt linezert uathaengige sgjler i bibetingelserne
Ax = b. Skriver vi Qs bibetingelser som

() =) () +2(o) () - ()

ser vi, at vi skal bruge to basisvektorer (fra venstresiden) til at generere hgjresiden
(é) De tilladt basislgsninger er

(] (1'1,3?2) = (1.6,0 6)
(] (131,2:2) = (1,3).
(] ($27JC3) = (1,2)
(] (.132,2’1) = (1.6,2.6)
(] ($372’2) = (1,4)
e (z1,22) = (1,5).

hvor alle uspecificerede variable er nul.

(¢) P har en optimal lgsning idet veerdimaengden er kompakt. Ydermere ma der saledes
ogsa eksistere en optimal basislgsning. Ud af de seks kandidater i (b) finder vi,
at koordinatetet (x1,z2,x3) = (0,1,2) maksimerer f(x) = 1 + x2 + 3x3, nemlig
£(0,1,2) =7.

Opgave 37
Betragt programmer P:

max 3xr1 + dxo
hvor xz1 + x5 <1,

2£81 —+ 21’2 S ].7
T + 232 <0,
—xT1 — X2 S 0.
(a) Det duale program P’ til P er
min Yy + Yo

hvor  y1 4+ 2y2 +y3 —ya = 3,
Y1+ 2y2 + 2ys — ya = 5,
Y1,Y2,Y3,Y4 > 0.
hvilket tilfresstiller de kanoniske krav om lighed i bibetingelserne og Vj : y; > 0.

(b) Der er tydeligvis mulige lgsninger til bade P og P’: dvs. M(P) # 0 og M(P') # 0
hvilket implicerer tilfeelde (1) af dualitetssasetningen: sup P = inf P’.

Thukom at alle x og z skal veere stgrre end eller lig med nul.
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(¢)

De duale bibetingelser kan skrives som

(1) +0() + o) +o(01) - ()

De tilladete basislgsninger hertil begraenser sig til (y1,y3) =
(3:2)-

Idet der eksisterer en optimal lgsning til P’, ma der ogsa eksistere en optimal ba-
sislgsning. Denne aflaeses fra (¢) og er givet ved (y1,v2,vs3,y4) = (0, %,2,0) hvor
f(y) = y1 + y2 antager vaerdien %

(1,2) og (y2,y3) =

Programmet P har to ubekendte og kan saledes lgses grafisk. Fgrst omskriver vi
bibetingelserne til (I) zo < —zq1 + 1, (II) 22 < —21 + 5, (1) 22 < —1z1 og (IV)

9 > —x1. Plottes disse, samt niveaukurverne 31 4+ 5zo = ¢ ser vi at (x1,z2) =
(1, —%) er en optimal lgsning, hvor ¢ = % Dette passer til vores forventning om at

sup P = inf P’.

—1

—1
— i
—

Betragt programmet P:

(a) Det duale program P’ er

max

Opgave 38

—X1 + o

hvor

min

1 +x2 <1,
3r2 < —1,
—x1 —x2 < 1,
Tl > 0.

Y1 — Y2+ Y3

hvor

y1— Y3 = —1,
y1+3y2 —ys =1,
y1,%2,y3 = 0.

(b) Der er mulige lgsninger til bade P og P’: dvs. tilfeelde (I) som for.

(¢) Pa kanonisk form kan P’ omdannes til programmet Q:
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min =y — Y2 +¥3

hvor vy —y3 — 21 = —1,
y1+3y2 —ys =1,
Y1,Y2,Y3, 21 Z 0.

(d) Vi kan skrive bibetingelserne i @) som

1 0 -1 -1 -1
nfa) refe) w(5) £ (V) = ()
De eneste tilladte basislgsninger til dette system er (y1,21) = (1,2), (y2,y3) = (3,1)
og (y2,21) = (3,1).

(e) Som altid anskuer vi en optimal basislgsning. Svaret er at (y2,21) = (3,1) hvor
1

f(y) = y1 — y2 + y3 antager minimumsveerdien —z.
(f) P kan lgses grafisk. Definer (I) 22 < —z1 4+ 1, (II) 2 > —21 — 1 og (III) 25 < —1.

Ydermere kraever vi blot at x; > 0. Niveaukurverne er —x7 + 22 = (. Som det

fremgar af figuren ligger det optimale punkt i (z1,22) = (0,—%) hvor ( = —1. .

—m
—m
150 —m

Lgsningen er unik

Eksamen Vinter 01/02, Opgave 5

Betragt programmet P:
max 3x; — 9 — 6x3 — by
hvor 2x1 4+ 2x9 —x3— x4 <1,
T — T2 —2x3 + 14 < 1,
T1,T2,T3,T4 Z 0.

(1) Det duale program P’ er
min _ yi1 + ¥y
hvor 2y; +y2 > 3,
le — Y2 2 717
—Y1 — 2y2 > _67
! + Y2 > _57
Y1,y2 > 0.
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(2) Definer funktionerne (I) yo > —2y1 +3, (II) yo < 2y1 +1, (IIT) yo < —L1y1 +3 og (IV)
Yo > y1 — 5. Ydermere er y; > 0 og y2 > 0. Den sorte stiplede linie illustrerer den
optimale niveau-kurve y; + y2 = (.

5

(3) Niveau-kurven y; + y» = ¢ antager sit minimum i punktet (3, 0) hvor ¢ = 2.

(4) Thenhold til Seetning 4.7 geelder det, for den optimale lgsning y* til P’ og den optimale
lgsning a* til P, at

cTz* = (y*)™b, and (y*)TAz™ = (y*)"b.
Dette giver os fglgende ligninger

(5) En basislgsning til dette system er givet ved x* = (%, 0,0,0).
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