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KAPITEL 1

Ikke-linezer optimering

1. Hvad er ikke-linezer optimering?

Ikke-linezer optimering handler om lgsning af ikke-linesere optimeringsprogrammer. Et ikke-linesert optime-
ringsprogram er et optimeringsproblem hvor det geelder om at maksimere eller minimere en objektfunktion under
bibetingelser giver ved identiteter eller uligheder. Problemet kaldes for ikke-linesert hvis vi ikke forudssetter at de
involverede funktioner er linezere. Vi antager i stedet at funktionerne er differentiable (lokalt approksimativt linezere)
eller konvekse.

2. Konvekse og konkave funktioner R" — R
Vi rekapitulerer nogle fakta om konvekse funktioner.

DEFINITION 2.1 (Konveks meengde). En delmengde A af R™ er konveks hvis Aoxo + A1x1 for all punkter
xo, 21 € A og alle reelle tal Mg, \y > 1 med A\g + A1 = 1.

Lad A C R™ veere en konveks delmeengde af R™.

DEFINITION 2.2 (Konveks og konkav funktion). En reel funktion f: A — R pd A er konveks hvis epigrafen
{(@,t) e Ax Rt > f(x)}
er en konveks delmengde af R™!, og konkav hvis subgrafen
{(z,t) e AXR |t < f(x)}
er en konveks delmengde af R™, dvs hvis —f er konveks.

En alternativ definition er at f er konveks hvis og kun hvis f(Aozo+ A121) < Aof(x0) + A1 f(z1) og konkav hvis
og kun hvis f(Aozo + A121) = Aof(zo) + A1 f(21) nar A\g > 0,1 > 00g Ao+ A = 1.
Grafen for en konveks (konkav) funktion ligger altid over (under) tangentplanen:

SETNING 2.3. Lad A C R™ veere en dben konveks delmengde og f: A — R en reel C'-funktion pi A. Folgende
betingelser er ekvivalente:
(1) f er konveks
(2) f(hoxo + Mix1) < Aof(zo) + M f(x1) for all punkter xg,x1 € A og alle reelle tal \g > 0,A\1 > 0 med
Ao+ A =1.
(3) Ya,y € At f(y) > f(z) + V() (y—2)
(4) Yz € A: V2 f(x) er positiv semidefinit (hvis f er C?)
Tilsvarende,
(5) f er konkav
(6) f(Qowo + A1) = Aof(wo) + A1 f(21).
(7) Ya,y € A: f(y) < f(z) +Vf(z) (y—2)
(8) Va € A: V2 f(x) er negativ semidefinit (hvis f er C?)

BEvIS. (1) Antag at f er konveks. Lad x og y veere punkter i A. Definition 2.2 siger at f(tx + (1 — t)y) <

tf(z)+ (1—1t)f(y) nar 0 <t < 1. Anvender vi (%’t:l far vi Vf(z) - (zr —y) < f(z) — f(y). Se [8, Seetning 4.6.1] for

beviset for at den anden implikation <= ogsa geelder.

(2) [8, Seetning 4.3.1, 4.5.1] O
Meengden af konvekse (konkave) funktioner lukket under dannelse af sum og multiplikation med positiv konstant.

SETNING 2.4. [8, Seetning 4.3.1] Lad S vere en symmetrisk n X n matriz.

(1) S er diagonaliserbar og alle egenveerdier for S er reelle
(2) S er positiv definit (positiv semidefinit) <= Alle egenveerdier for S er positive (ikke-negative)
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6 1. IKKE-LINEAR OPTIMERING

(8) (Sylvesters kriterium) S er positiv definit <= Alle ledende principale underdeterminanter for S er positive
(4) S er positiv semidefinit <= Alle principale underdeterminanter for S er ikke-negative

En principal delmatrix fas ved at slette nogle raekker og de samme sgjler fra S. (Der er ret mange af dem!)

3. Implicit given funktion saetning

Implicit given funktion seetning beskriver strukturen af lgsningmaengden for et system af m ligninger med n+m
ubekendte.

SETNING 3.1 (Implicit given funktion setning). Lad F: R"*™ — R™ vere en C'-funktion og lad x¢ vere et
punkt i R"™™ med F(x¢) = 0. Antag at tk(DF (z9)) = m (dvs de m gradienter VFy(xg), ...,V Fy,(xg) for koordi-
natfunktionerne © F er lineert uafhengige eller, ekvivalent, at der er m lineert uafhengige sgjler i Jacobimatricen
DF(xzg)). De m ligninger F(x1,...,Zn, Tntl,---sTntm) = 0 kan lokalt bruges til at udtrykke m koordinater som
funktioner af de puvrige n koordinater. Hvis vi siger at de sidste m sgjler i DF(xg) er linecert uafhengige, sd kan de
sidste m koordinater udtrykkes ved de forste n koordinater: Der findes en C-funktion L: R™ — R sddan at

F(Z1, .. T, Tpg1s s Tigm) =0 <= (T1,..., T, Togls - o s Trgm) € FH0)
— (In-‘rla cee 7xn+m) = L($1, cee >xn)
lokalt neer xq.
Vi siger at lgsningsfunktionen L er implicit givet ved ligningssystemet F'(z) = 0. Her er to tilfgjelser til seet-
ningen.

(1) Da F(z1,...,%n, L(x1,...,2,)) = 0 giver Keedereglen at

OF(x1,...,2n, L(xy,...,2,)) oF n oF oL ~0
Oz, .., xn) Oz, xn) O @pigty e Tngm) O(X1, ..., Tn)

eller at
oL B _( oF >—1 oF
O(r1,. .., %) N Tps1y -y Tntm) (1, .., %)
(2) Tangentrummet T, F~1(0) bestar af alle tangenter u/(t) til kurver u: R — F~1(0). Det er klart at
DF(x0)(Tyy F~1(0)) = 0 for F(u(t)) = 0 for alle kurver u(t) pa lgsningsmaengden F~1(0). Men faktisk er

T,, F71(0) = DF(x0)~*(0) = span{V Fy(x0), ..., VFn(zo)}*

for begge vektorrum har dimension n. Vi benytter at DF(zo)x = (VFi(zg) -, -+ , VEy,(x0) - z) for det
sidste lighedstegn. Normalrummet til lgsningsmaengden er derfor

T, F71(0) = span{V Fy(z0), ..., VE,(20)}

Dvs at de m linesert uathengige gradienter VFi(xg),..., VF,(zg) stir vinkelret pd lgsningsmaengden
F~1(0).
(3) Tangentrummet afsat i xg

xo + Ty F1(0) = {x € R™ | DF(20)(z — x0) = 0}
bestar af de vektorer der afsat fra x( er ortogonale pa koordinatfunktionernes gradienter.

EKSEMPEL 3.2. Ligningen 22 — x5 = 0 bestemmer nzer (0,0), 3 som en funktion af z1, nemlig 5 = 7, men

ikke z1 som en funktion af . Ligningen 27 — 3 = 0 bestemmer nzer (0,0) hverken z; som en funktion af x5 eller

x5 som en funktion af 7.
EKSEMPEL 3.3 (Tangent til graf). Lad f: R® — R veere en C'-funktion. Grafen for f
{(r,9) €R" xR | f(z) = y} = F(0)
er lgsningsmaengden for funktionen F': R" x R! — R, F(z,y) = f(z) — y. Grafens tangentplan i (zo, f(z0)) har

ligning (Vf(z0) —1) (Z : ";jg) eller y — yo = Vf(zo) - (& — o).
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Maksimering uden bibetingelser
 Vf(z*) #£ 0= 2" ¢ O(P)

FiGUr 1. Optimering uden bibetingelser

4. Optimering uden bibetingelser
Vi betragter i dette afsnit optimeringsproblemet
(P) Maksimér f
hvor

e A er aben en delmaengde af R™
e f er en reel C'-funktion defineret pa A

Problemets mulige og optimale lgsninger er

M(P)=A

O(P)={z* € M(P) | f(z*) > f(z) for alle x € M(P)}
De optimale Igsninger er de mulige lgsninger som optimerer objektfunktionen.

SETNING 4.1 (Ngdvendig' betingelse NB). Huvis z* € O(P) er en optimal losning til optimeringsproblemet (P),
sd er Vf(z*)=0:

O(P) C{z" € M(P) | Vf(z") =0}
Bevis. Lad z* € M(P) vaere en mulig lgsning. Antag at gradienten V f(z*) ikke er 0. Sa findes en kurve u(t)
gennem z* til tiden ¢ = 0 sadan at 4 = V f(2*) - 44(0) # 0. Altsa har fu ikke lokalt ekstremum i 0. O

Dette sker meget ofte at Vf(z*) = 0 uden at z* er en optimal lgsning. Teenk bare pa en funktion f: R - R
med mange lokale minima og maxima.

Vi kan ikke forvente at de ngdvendige betingelser, som er lokale, ogsa er tilstrackkelige. For at opna en tilstraek-
kelig betingelse bliver vi ngdt til at stille globale krav til objektfunktionen. Feks opnar vi en tilstrackkelig betingelse
ved at forlange konkavitet.

SETNING 4.2 (Tilstraekkelig betingelse TB). Antag at A er en dben konveks delmengde af R™ og at f er en
konkav C-funktion pd A. Hvis V f(x*) =0, sd er z* en optimal losning til optimeringsproblemet (P):

O(P) ={x e M(P)|Vf(z")=0}
BEVIS. Antag at f er konkav og at V f(z*) = 0. Ifplge Seetning 2.3.(7) er
fl) < f@) + V") (z—2%) = f(a")

for alle z € A. Dvs at z* er et globalt maksimumspunkt for f pad A. Den modsatte inklusion blev vist i Seetning 4.1.
O

LA er tilstraekkelig for B’ og ‘B er ngdvendig for A’ betyder A — B



8 1. IKKE-LINEAR OPTIMERING

5. Optimering under lighedsbibetingelser

Vi betragter i dette afsnit optimeringsproblemet
(P) Maksimér f under bibetingelserne g1 = b1, ..., gm = bm
hvor

e A er en aben delmangde af R™
e frA—>Rogg=1(g1,---,9m): A — R™ er C'-funktioner defineret pa A
e b=(by,...,b) ER™
Problemets mulige og optimale lgsninger er
M(P)={zeAlg(z)=b1,...,gm(x) =bm} =g '(0)
O(P)={z* e M(P) | f(z*) > f(z) for alle x € M(P)}
De mulige lgsninger er de punkter i A som opfylder alle bibetingelser og de optimale Igsninger er mulige lgsninger
som optimerer objektfunktionen.

EKSEMPEL 5.1 (Optimering af objektfunktion pa graf). Lad h: R"! — R vere en C'-funktion og G(h) =
{(z,y) e R" ! xR |y =h(z)} grafen for h i R""! x R = R". Lad ogsa f: R® — R vare en C'-funktion pa R".
Problemet

(P) Maksimér f under bibetingelsen g(z,y) = h(z) —y =0

gar ud pa at maksimere objektfunktionen f pa M(P) som er grafen G(h) for h. Gradienten Vg = (Vh,—1) star
vinkelret pa niveaufladen M (P) = g~1(0). Hvis Vf & span{Vg}, sa er Vf ikke vinkelret pa grafen og derfor findes
en kurve u(t) i R™ s&

d

7/ w(®), h(0)) = V£ (u(t), h(u(t)) - (u'(£), VR - '(2))
ikke er 0. Altsa har f hverken maksimum eller minimum. Vi har altsa vist at

O(P) € {(z,y) e R" | Vf(z,y) € span{Vg(z,y)}}
Dette er et specialtilfeelde af Lagranges seetning.

DEFINITION 5.2 (LICQ). En mulig lgsning © € M(P) opfylder LICQ (Linear Independence Constraint Qua-
lification) hvis gradienterne for bibetingelserne er lineert uafhengige © x, dvs hvis {Vg;(z) | i = 1,...,m} er en
linecert uafhengig mengde af vektorer i R™.

Hemmeligheden ved Lagranges setning er at M (P) er beskrevet i Implicit Funktion Seetning, specielt at nor-

malrummet i z til M (P) er udspaendt af gradienterne Vg, (z), ..., Vg, (z) til bibetingelserne nar x opfylder LICQ,
se Implicit Funktion Seetning 3.1.

PROPOSITION 5.3. Antag at © € M (P) er en mulig losning som opfylder LICQ. For en vektor v i R™ gelder:
v er vinkelret pé M(P) i x <= v € span{Vgi(z),...,Vgm(x)}
SETNING 5.4 (Lagrange ngdvendig betingelse LNB). Der gelder
O(P) C{x € M(P) | z opfylder ikke LICQ} U {z € M(P) | Vf(x) € span{Vg;(x)}}
BEvVIS. Vi skal vise at
{z € M(P) | z optylder LICQ og V f(x) & span{Vg;(x)}} C M(P) — O(P)

Lad € M(P) veere en mulig lgsning saddan at gradienterne i x for bibetingelserne er linesert uatheengige og
objektfunktionens gradient V f(z) ikke ligger i underrummet span{Vgi(z),...,Vgn(z)}, dvs at Vf(x) ikke er
vinkelret pa4 M (P) i z. Der findes da en kurve u(t) pd M (P) gennem z til tiden ¢ = 0 s& %(0) =V f(z)-9%(0) #0.
Sé& har fu ikke lokalt ekstremum i 0 og x er ikke en optimal lgsning til (P). O

Hvis vi leegger et konkavitetskrav péa sa far vi en tilstaekkelig betingelse for at x lgser (P).

SETNING 5.5 (Lagrange tilstreekkelig betingelse LTB). Antag at A er en dben konveks delmengde af R™ og at
foggi,...,9m er Cl-funktioner pa A. Sé geelder

{r e M(P)|3ueR™: f—u'g: A— R er konkav og D(f —u'g)(z) =0} C O(P)

BEVIS. Antagelsen er at der findes v € R™ s&a A — R: z — f(z) — u'g(x) er en konkav funktion og D(f —

u'g)(x) = 0 for en mulig lgsning » € M (P). Ifplge Seetning 4.2 er da f(2') —ulg(z') < f(z) —ulg(zx) for alle 2’ € A.

Men da er f(z') —u'd < f(x) — u'b for alle x € M(P). Alts& er x en optimal lgsning til maksimeringsproblemet
(P). a
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RS

. \®

Vf(x*) Vg(®) ) Lagranges Seetning

.\@*\ Vf(z*) ¢ span(Vg(z*))
'@\L‘ = 2* ¢ O(P)
- \' M(P)
&
S

Ficur 2. LNB

Vi har at z € M(P) og Vf(x) € span{Vyg,;(x)}} hvis og kun hvis der findes u = (uy,...,un) € R™ sa (z,u)
opfylder Lagrange betingelserne:

Lagrange betingelser

(a) g(x) =beller g1(x) =b1,...,gm(x) = by, (mulig lpsning)
(b) Df(z) =u'Dg(x) eller Df(x) =u1Dgi(z) + -+ + U Dgm(x) (optimalitet)

Vi reformulerer Lagrange ngdvendig betingelse:

SETNING 5.6 (Lagrange ngdvendig betingelse LNB 1I).

O(P) C{z* € M(P)| x* opfylder ikke LICQ} U {2 € A | Fu* € R™: (z",u") opfylder L betingelser}

SETNING 5.7 (Lagrange tilstraekkelig betingelse LTB II). Antag at A er en aben konveks delmengde af R™ og
at f 0g g1,...,9m er Ct-funktioner pa A. Sa geelder

{z¥ € A| " € R™: (*,u") opfylder L betingelser og f —u* - g er konkav} C O(P)
EKSEMPEL 5.8. Vi ser pa et optimeringsproblem i dimension 2,
(P) Maksimér f(z1,r2) = —x1 — 23 under bibetingelsen g(x1,x5) = 1 = 0
De mulige lgsninger, M (P) = {(x1,22) | 1 = 0}, er zs-aksen. Da Vg = (1,0) er LICQ opfyldt for alle mulige
lpsninger. Derfor er
O(P) € {(z1,22) € M(P) | (=1, —=2x2) € span{(1,0)}} = {(0,0)}

Da objektfunktionen er konkav har vi endda O(P) = {(0,0)} ifglge Seetning 4.2.

EKSEMPEL 5.9 (LICQ). Vi ser pa optimeringsproblemet i dimension 3,

(P) Maksimér f(zy, 2, 23) = —x; — 23 under bibetingelserne gy (21, 2, 3) = 0, go(21, 22, 23) =0

og vi vil tage to forskellige par af bibetingelser.

Under de to bibetingelser g; (w1, 72, 23) = 21, g2(71, 22, ¥3) = 72 i R? er de mulige lgsninger M (P) = {(0,0, ) |
x € R} tredjeaksen i R3. Gradienterne Vg; = (1,0,0) og Vg = (0, 1,0) er linezert uafhaengige, si LICQ er opfyldt
i hele M(P). De to gradienter udspaender span{(1,0,0),(0,1,0)} = R? x 0. Da Vf = (—1,0, —2x3) siger LNB at
O(P) € {(0,0,0)}, dvs at (0,0,0) er den eneste mulighed for en optimal lgsning. Det er faktisk en optimal lgsning
da z3 = 0 er et maksimimumspunkt for £(0,0,z3) = —23, x3 € R.

Under de to bibetingelser g1 (x1,2,23) = 1, ga(¥1,T2,23) = 21 + 25 i R3 er de mulige lgsninger M (P) =
{(0,0,2) | * € R} igen tredjeaksen i R3. Gradienterne Vg; = (1,0,0) og Vga = (1,2z2,0) er linesert afhaengige,
faktisk identiske, i hele M (P) s& LICQ er ikke opfyldt i noget punkt af M (P). Derfor siger LNB bare at O(P) C
M(P) s& LNB er uden indhold. Vi ved fra for at (0,0,0) er en optimal lgsning; den opfylder ikke LICQ.

6. Optimering under ulighedsbibetingelser
Vi betragter i dette afsnit maksimeringsproblemet
(P) Maksimér f under bibetingelserne g1 < by, ..., gm < by,

hvor
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Ficur 3. Eksempel 6.1

e A er en dben delmaengde af R™
e frA—Rogg=(91,.-..,9m): A — R™ er C!-funktioner defineret pa A
e b=(b1,...,b,) ER™

Problemets mulige og optimale lgsninger er
M(P)={z € A|gi(z) <bi,...,gm(x) < bm}
O(P)={z" € M(P) | f(z*) > f(z) for alle x € M(P)}
Hvis ¢ € M(P) er en mulig lgsning, siger vi at bibetingelsen g; er aktiv i  hvis g;(x) = b; og sleek i x hvis g;(z) < b;.
EKSEMPEL 6.1. Minimeringsproblemet, illustreret i Figur 3,
(P) Minimer (z; — 3)? + (22 — 2)? under bibetingelser
m% —29—3<0
Ty — 1 § 0
—I1 S 0
gar ud pa at finde den mindste cirkel med centrum i (3,2) som skaerer maengden
M(P) = {(z1,22) € R? | 2} — 22 =3 < 0,22 — 1 <0, —a1 < 0}
af mulige lgsninger. En optimal lgsning er et punkt i M (P) teettest muligt pa (3,2).
Maksimeringsproblemet
(P) Maksimér (z; — 3)2 + (z2 — 2)? under bibetingelser
22— 25 —-3<0
T — 1 S 0
—I1 S 0
gar ud pa at bestemme det punkt i M (P) der ligger leengst veek fra (3,2). Objektfunktionens gradientvektorfelt
V f(x) straler radialt ud fra (3,2). KKTNB siger at hvis 2* er optimal s& ligger objektfunctionens gradient V f(z*)
i den positive kegle udpszendt af gradienterne for de aktive bibetingelser. Man kun nu tegne sig frem til en lgsning
til (P). [Gor det!]
1.1. Kegler og Farkas’s lemma. Lad vq,...,v,, veere m vektorer i R"
DEFINITION 6.2 (Kegle). Keglen udspendt af vy, ..., v, er mengden
cone({vy,...,vm}) ={ v+ + A | A1,y A > 0}
af alle postive linearkombinationer af vektorerne. (Vi scetter keglen af den tomme mengde til at veere cone(f)) = {0}.)
LEMMA 6.3 (Farkas’ lemma). Lad vy, ...,v, og b vere vektorer i R™. Sa geelder

b cone({ve,...,om}) <= FyeR" 1 y-v1>0,...,4 v, >0,y-b<0
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Farkas’ lemma siger at en vektor b der ikke ligger i keglen kan skilles fra keglen med en hyperplan (med
normalvektor y).

1.2. Karush—Kuhn—Tucker betingelserne. Karush-Kuhn-Tucker seetningerne giver ngdvendige og til-
straekkelige betingelser for optimalitet i (P).

Hvem viste Karush—Kuhn—Tuckers satning?

Den originale artikel af Kuhn og Tucker

DEFINITION 6.4 (Mulige kurver). En mulig kurve gennem den mulige losning x € M(P) er en C*-kurve
s: (—g,e) = A defineret ner 0 sddan at s(0) = x og, for alle bibetingelser g; som er aktive i z, er g;(s(t)) < b; for
allet <0, g;i(s(t)) > b; for allet > 0.

Lad s( ) veere en mulig kurve gennem den mulige lgsning = € M (P). Hvis g; er aktiv i z s& er Vg;(z) - s'(0) =
Lgi(s ’t o = 0da g;(s(t)) er voksende i 0. Vi har altsa at
(6.5) {s'(0) | s mulig kurve gennem z} C {y € R" | Vg;(z) -y > 0 for alle i med g;(z) = 0}
men det ville veere vidunderligt med et lighedstegn her!

DEFINITION 6.6 (LICQ). En mulig losning x € M (P) opfylder LICQ (Linear Independence Constraint Qua-
lification) hvis gradienterne for de aktive bibetingelser er linecert uafhengige i x, dvs hvis

{Vgi(z) |1 <i<m,gi(x) =0}

er en lineert uafhengig mengde af vektorer.

Man kan vise at hvis LICQ geelder i « € M(P) s& er der faktisk lighedstegn i (6.5): Tangenterne til mulige

kurver er praecis de vektorer som ligger pa den positive side af hyperplanerne bestemt ved gradienterne for de aktive
bibetingelser. (Det samme geelder klart hvis alle bibetingelser er affine funktioner.)

SETNING 6.7 (KKTNB I). [5, Theorem 1.27]|[4, Theorem 3.2]. Der geelder
O(P) C {x € M(P) | = opfylder ikke LICQ} U {x € M(P) | Vf(x) € cone({Vg;(z) | gi(x) = 0})}

Bevis. Lad z € M(P) veere en mulig lgsning som opfylder LICQ og Vf(x) ¢ cone({Vg;(x) | gi(z) = 0}).
Pastanden er at x ikke er optimal.

Fra Farkas’ Lemma (Lemma 6.3) ved vi at der findes en vektor y som ligger pa den positive side af alle aktive
bibetingelser og har y - Vf(z*) < 0. LICQ garanterer at y = s'(0) er tangent for en mulig kurve gennem z. Da
gl—tf(s(t))|t:1 =Vf(z) -y <0, er f(s(t)) en aftagende funktion af t. For ¢t < 0 er f(s(t)) > f(s(0)) = f(z) s& x er
ikke en optimal lgsning.

Karush-Kuhn—Tuckers tilstrekkelige betingelser hviler igen pa konkavitet [5, Theorem 1.28|.
SETNING 6.8 (KKTTB). Antag at A er en dben konveks delmengde af R™. Sé er
{x e M(P)|3ueR™:u>0,u(g9(x) —b) =0, Df(z) =u'Dg(z) og f —u'g er konkav} C O(P)
BEvVis. Da f — ulg er konkav pa den konvekse mzengde A og gradienten i € M(P) er 0, s& er x et globalt
maksimumspunkt ifglge TB:
Va' € A: (f —u'g)(z) > (f —u'g)(a’)

)
P& venstresiden er u'g(z) = u'b. P& hgjresiden er ulg(z’) < u'b for all 2’ € M(P). Altsa er
va' € M(P): f(z) —u'b=(f —u'g)(x) > (f —u'g)(a’) = f(2') —u'g(z) > f(a') —
men dvs at f(z) > f(z') for alle 2’ € M(P), eller x € O(P). O


http://en.wikipedia.org/wiki/Karush\begingroup \let \relax \relax \endgroup [Pleaseinsert\PrerenderUnicode{–}intopreamble]Kuhn\begingroup \let \relax \relax \endgroup [Pleaseinsert\PrerenderUnicode{–}intopreamble]Tucker_conditions
http://www.math.ku.dk/~moller/undervisning/MASO2010/KKKThistory.pdf
https://projecteuclid.org/euclid.bsmsp/1200500249
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Vi (%) Vr (a3) Vf(xg) #0 = x5 ¢ O(P)
Vf(z7) & cone{Vgi(27)} = 21 & O(P)
V(1) Vf(3) & cone{Vg1 (1), Vga(a3)} = 3 & O(P)
91(z) = b @ <br @ 7 Vga(x3)
. Vf(xs
\\Wb f(x3)
7 o)
@ N
XN ) /]\ Karush-Kuhn—Tuckers Szetning
& Vf(z") ¢ cone{Vg;(z~) | gi(z*) = 0}
N = z* ¢ O(P)
5
5
M(P) IN

go(x) = by

Ficur 4. KKTNB

Vi har at € M(P) og Vf(x) € cone({Vg;(z) | gi(x) = 0}) hvis og kun hvis der findes u = (uy,...,u,) € R™
s& (x,u) opfylder Karush—Kuhn—Tucker betingelserne:

KKT betingelser

(a) u>0eller u; >0,...,uy, >0 (positivitet)

(b) g(z) <beller g1(z) < by,...,gm(z) < by, (mulig lgsning)

(c) ut(g(x) —b) =0 eller uy(g1(z) —b1) =0,. .., Un(gm(z) — b)) = 0 (komplementeer slaek)
(d) Df(z) = u'Dg(x) eller Df(x) = u1Dg1(z) + -+ + Up Dgm (x) (optimalitet)

Vi reformulerer Karush—Kuhn—Tuckers satninger:
SETNING 6.9 (KKTNB II).
O(P) C {z € M(P) | = opfylder ikke LICQ} U{z € A|Ju e R™: (z,u) opfyder KKT betingelser}
SETNING 6.10 (KKTTB II). Antag at A er en dben konveks delmengde af R™. Si er
{x € M(P) | 3u € R™: (u,r) opfylder KKT betingelser og f — u'g er konkav} C O(P)

I praksis er det si godt som umuligt at bruge KKTNB til at finde O(P) da det kreever en analyse af de
2™ = 3 o<pem (&) tilfeelde med k aktive bibetingelser for k =0,...,m.

EKSEMPEL 6.11. Der kan veere mulige lgsninger som opfylder KKTINB uden at veere optimale. I eksemplet til
venstre er der tre mulige lgsninger som opfylder KKTNB men kun to af dem er optimale.




7. DET GENERELLE OPTIMERINGSPROBLEM 13

Eksemplet til hgjre viser at der ogsa kan veere optimale lgsninger som ikke opfylder Karush—Kuhn—Tucker
betingelserne, dvs ikke ligger i {z* € M(P) | Vf(z*) € cone({Vg;(z*) | g:(z*) = 0})}, og derfor ikke opfylder
LICQ.

EKSEMPEL 6.12. Lad f: R — R veere en C'-funktion af en variabel. Problemet
(P) Maksimér f under bibetingelser a —z <0, z — b <0

gar ud pé at finde maksimum for f pé intervallet [a,b] = M (P) hvor a < b. Gradienterne for de aktive bibetingelser
er linesert uatheengige da hgjst en bibetingelse er aktiv i et givet punkt. Hvis f har maksimum i x* € [a, b] sa findes
uy, uz € R sa

up >0, ug >0

a<x<b

ui(a—1x) =0, ug(xr —b) =0

f(x*) = —ug + ug

Det betyder at enten er z* et indre punkt (og u; = 0, us = 0) med f/(z*) = 0 eller 2* = a er det venstre endepunkt
(og uz = 0) og f'(a) <0 eller z* = b er det hgjre endepunkt (og uy = 0) og f'(b) > 0.

BEMARKNING 6.13 (Minimeringsproblemet).
(P) Minimér f under bibetingelserne g; <0,..., g, <0

lpses ved at maksimere — f under bibetingelserne g1 <0, ..., g, < 0. Hvis * opfylder LICQ og er en minimator,
sd findes ifplge Seetning 6.7 en vektor u € R™ sa (z*,u) opfylder Karush-Kuhn-Tucker betingelserne
(a) u >0 (positivitet)
(b) ( *) <0 (mulig lgsning)
(c) utg(x*) = 0 (komplementzer slaek)
(d) V(f)(z*) = —u'Vg(x*) (optimalitet)

Og hvis (z*,u) opfylder ovenstdende betingelser og A — R: z — f(x) + ulg(z) er konveks si er x* en lgsning til
minimeringsproblemet.

Karush-Kuhn—-Tuckers Saetning indeholder bade optimering uden bibetingelser (Ssetning 4.2) og Lagranges
Seetning (Seetning 5.4) som specialtilfeelde (g1 < b1, ...y 0m < bm, —g1 < =b1yo ooy —Gm < —bp).
[Vi ser lige bort fra at LICQ ikke er opfyldt - se [4].]

7. Det generelle optimeringsproblem

Lad
e I={1l,....m}, I*C1I
o J={1,....,n}, J"CJ
e A er en aben delmaengde af R’
o fi A= R, g=(g)icr: A= R!
Vi seetter
g1 by
g=1|:|:R"=R"™ b= : | €R™
Im bm

og vi skriver [[*]g(x) for (gi())ier, [[*]b= (bi)icr+ og [J*]z = (x;) e+
Vi ser forst pa optimeringsproblemet
(P) Maksimér f(x) under bibetingelserne [I*]g(z) < [I*]b, [I — I*]g(x) = [I — I*]b
med bade uligheds- og lighedsbibetingelser.

PROPOSITION 7.1. Lad x € M(P) veere en optimal lgsning til (P) som opfylder LICQ. Sd findes en vektor
yeR™ s

(a) y [I*]
@)W](
(c) y'(g(x)
(d) Df(x)

0
) <P, [T = I*]g(z) = [T — I*]b
fm_o
=y'Dy(x)
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Generel Karush-Kuhn—Tucker
z* € O(P) =
Vf(2*) € cone{Vgi(*) | g:(a*) = 0} + span{Vhx(z*)}

L Vf(a*) =uVg(a®) + vy Vhy ()

Ficur 5. KKTNB

Det generelle maksimeringsproblem er
(P) Maksimér f(z) under bibetingelserne [I*]g(z) < [I*]b, [I — I*]|g(z) = [I — I*]b, [J*]x >0
De mulige lgsninger
M(P)={ze A|[I"]g(z) <[I"]b, [I=TIg(x)=[I—-I]b, [J]z=0}
er de punkter i A som opfylder alle bibetingelser samt fortegnskrav, og de optimale lgsninger
O(P)={z* € M(P) | f(z*) > f(z) for alle x € M(P)}

er de mulige lgsninger med stgrst mulig f-veerdi.
Vi siger at en mulig lgsning @ € M(P) opfylder LICQ (Linear Independence Constraint Qualification) hvis
gradienterne for de aktive bibetingelser er linezrt uafhesengige i z, dvs hvis

{Vagi(x) |i e 1,gi(x) = b} U{-Va;(x) | j € J*,xj = 0}
er en linezert uathsengig maengde af n-vektorer.

SETNING 7.2 (Karush-Kuhn—-Tucker ngdvendig betingelse KKTNB). [1, Propositions 3.3.1, 3.3.16] [6, Chp
2.4] [5] [8, Thm 8.10.1] Antag at A er en dben delmengde af R™ og at f, gi,...,9m er C*-funktioner defineret pd
A. Hvis x € M(P) er en optimal losning til programmet (P) som opfylder LICQ séd findes en vektor y € R™ sddan
at (x,y) opfylder KK T-betingelserne:

(a) [lg(x) < [, [T = Flg(a) = [T = '], [} > 0 (madig losning)
(b) y'Dg(x)[J*] > Df(x)[J*], y'Dg(z)[J — J*] = Df(x)[J — J*], y*[I*] > 0 (optimalitet og positivitet)
(c) y'(g(z) —b) =0, (Df(x) —y'Dg(x))x =0 (komplementer slek)

Bevis. Fra (versionen i Proposition 7.1) af KKTNB med uligheder og ligheder i bibetingelserne og med de
ekstra bibetingelser —x; < 0 for j € J*, far vi at der findes y € R™ og v € R" sa
(a) y'[I*] > 0 og v'[J*] > 0 (positivitet)
(b) [I*]g(w) < [I7)b, [I = [*)g(a) = [1 — I*]b, [J*] > 0 (mulig losning)
(c) y*(g(z) —b) =0 og v*[J*][J*]x = 0 (komplementaer sleek)
(d) Df(z) = y'Dg(x) — v*[J*|[J*|I,, (optimalitet)

Vi reorganiserer nu denne information. Fra (d), th( VJ*] = Df(x)[J*] + o [J*|[J*]| . [T*] > Df(x)[J*]
y'Dg(x)[J — J*| = Df(x)[J — J*| + o' [J*][J*]I.[J — J*] = Df(z)[J — J*]. Fra (a), y*[I*] > 0. Det er punkt
(b) i seetningen. Fra (c), y*(g(x) —b) = 0. Fra (c) og (d) 0= =o' [J*][J*]z = =o' [J*][J* ]Iz = (Df(x) —y' Dg(z))z.
Det er punkt (c) i seetningen. Punkt (a) i seetningen er (b) O

SETNING 7.3 (Karush-Kuhn—Tucker tilstraekkelig betingelse KKTTB). Hvis x € M(P), y € R™ o
o A er konveks
o KKT-betingelserne (a)—(c) fra Seetning 7.2 er opfyldt for (z,y)
o f—ylg er en konkav funktion pd den konvekse mengde A

sd er x optimal.

Disse generelle saetninger daekker Seetning 4.1, 5.4, 6.7 og Seetning 4.2, 5.5, 6.10 som specialtilfaelde.
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EKSEMPEL 7.4 (Neoklassisk model). I et marked med n goder til priser p* = (p1,...,p,) star en forbruger med
indkomst I overfor problemet

(P(I)) Maksimér U(z) under bibetingelserne p'z < I, z > 0

hvor U(x) er nytten ved forbrug = = (z1,...,x,). Ekstremveerdissetningen garanterer at der er et optimalt forbrug.
Det er rimeligt at forlange % > 0 og ‘g;g < 0. Hvis vi antager at der findes et optimalt forbrug med z > 0,
giver (c) at DU(x) = y'p' og p'x = I da y > 0. Det fglger at I = plz = % eller at Lagrangemultiplikatoren

y = DU}I)I.

8. Eksempler

Pa Skagen Nordstrand, det nordligste punkt i Danmark, star kompasnalen vinkelret pa kysten.

EkSEMPEL 8.1 (Lagrange seetning 5.4).

1 1
P) Maksimér f(z1,z2) = x2 under bibetingelsen g(z1,x2) = Zx% + §m§ —-1=0

Problemet er at finde det hgjeste punkt pa ellipsen M (P) = g7 '(1). Den eneste optimale lgsning er z* = (0, 3).
Lad os nu se om LNB og LTB giver det rigtige svar.

V£(0,3)

Gradienterne for objektfunktionen og bibetingelsen er

0 lxl
o= (1) v (i)
M(P), meengden af mulige lgsninger, er en ellipse. Bibetingelsens gradient er linesert uathengig, dvs # 0, pa hele
M(P). LNB fra Seetning 5.4 giver derfor at

92

0(P) € {(a1.ap) € (P | 30 ({) = <3ﬁ>}

Vektorerne i maengden pa hgjresiden er kandidater til optimale lgsninger. Efter en lille overvejelse ser vi at den
bestar af de to punkter (0, £3). I disse to punkter er

VH0,-3) = ~2V9(0,-3),  VF(0,3) = 2V(0,3),

Vi ved altsad nu at O(P) C {(0,—3),(0,+3)}. Men (0,—3) er ikke optimalt fordi f(0,—-3) = =3 < 3 = f(0,3).
Altsd er O(P) C {(0,43)}. Det betyder at der er enten ingen eller preecis ét optimal lgsning. Hvordan kan vi nu
argumentere for at (0,3) faktisk er optimal? Her er to muligheder:

e Da ellipsen M (P) er kompakt og f er kontinuert, si har f en stgrste veerdi pad M (P), dvs at O(P) # 0.
e Da f — 2g er konkav og V(f — 24)(0,3) =0, sa er (0,3) optimal ifslge LTB fra Setning 5.5.

EkKSEMPEL 8.2 (Lagrange seetning 5.4).

(P) Maksimér x? + x3 + x3 under bibetingelserne % + 23 + 423 = 1, 21 + 3xp + 223 = 1
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De mulige lgsninger M (P) = {23 + 23 + 423 = 1,21 + 322 + 273 = 1} er kompakt, si den kontinuerte objektfunktion
f(x1, w2, 23) = 2% + 23 + 23 har bade et maksimum og et minimum pa M (P). Gradienterne

2501 1
Vgr= (222, Vga=13
81’3 2

er linesert uatheengige i planen {(x1, 9, z3) | 1 + 3x2 + 223 = 1} og specielt ogsé i hele M (P). LNB siger derfor at
O(P) er en delmaengde af meengden af de (21,22, 23) € M(P) for hvilke der findes uy, us, us € R sddan at Lagrange
betingelserne

(a) 22 + 22 +422 =1, 21 + 225+ 323 =1

21’1 2$1 1
(b) [2z2 | =us [ 222 | +u2 |3
2.133 833‘3 2
er opfyldt. Der er to muligheder,

3 1 1.3 7 3 /5
(xlaw27x37ulau2)_(ﬁa_ﬁ703170)7 ($11$27$37u17u2)_(g<a 5C7<’ﬁ’_ﬁg)7 C_ ﬁ

som mé veere maksimum (f = 1) og minimum (f = %) af f pa M(P).
EKSEMPEL 8.3. [8, Eksempel 2, p 261]
(P) Maksimér f(z,y) = 2° 4 2y under bibetingelserne g1 (z,y) = 2° +3? < 5, ga(2,9) = —y < 0

Den kontinuerte objektfunktion f(x,y) = 22+ 2y har bade et maksimum og et minimum pa den kompakte meengde
M(P) = {22 +y* <5, y>0} (se Figur 6). Gradienterne er

vf= <2§) . Vg = @;j) Vs = (_01)

Det er ikke sveert at se at LICQ er opfyldt for all mulige lgsninger. KKTNB siger derfor at for enhver optimal
lgsning, (z,y) € O(P), findes u,v € R sa
(a) u>0,v>0
(b) a? + 4> <5,y >0
(c) u(x®> +y%>—-5)=0,vy=0
)

@ (5)=u(5) ++(5)

Da der er 2 bibetingelser kan analysen deles ind i 22 = 4 tilfaelde: Ingen bibetingelser er aktive, netop en bibetin-
gelse er aktiv, begge bibetingelser er aktive. I dette tilfzelde finder vi at (a)—(d) har de tre lgsninger (z,y,u,v) =
(£2,1,1,0),(0,v5,1/v/5,0). Vi ved nu at de optimale lgsninger ligger blandt de tre punkter

{(_2’ 1)7 (2’ 1)) (07 \/5)}
Da f(42,1) = 6 og f(0,4/5) = 2v/5 < 6 er de optimale lgsninger de to punkter (+2,1).

EkSEMPEL 8.4 (De ngdvendige Karush-Kuhn—Tucker betingelser er ikke tilstrackkelige).
(P)  Maksimer 22 + 22 under bibetingelsen z; < 1

De mulige lgsninger M (P) = {(x1,22) € R? | 1 < 1} er alle punkter med forste koordinat hgjst 1. Da gradienten
Vg(z1,2z2) = (1,0) ikke er nulvektoren, er LICQ opfyldt i hele M (P). Objektfunktionens gradient er V f(z1,z2) =
(221,2x9). KKTNB siger at O(P) C {(0,0),(1,0)}. (Antag nemligt at (z1,22) er en optimal lgsning. KKTNB
siger at hvis 7 < 1 s& er (z1,22) = (0,0), og hvis z; = 1 s& er (2,2x2) = u(1,0) for et u > 0.) Men det er oplagt
at der ikke findes optimale lgsninger, da f(x1,z2) er ikke opad begraenset pa M (P).

EkSEMPEL 8.5 (Eksamen 07/08 Opg 3). Lad @ veere en kvadratisk positiv semidefinit (n x n)-matrix, A en
(m x n)-matrix og b € R™, ¢ € R™ vektorer. Betragt det konvekse kvadratiske optimeringsproblem

1
(P) Minimer ¢ - x + ixth under bibetingelserne Ax < b

Karush—Kuhn—Tucker betingelserne er
(1) u>0
(2) Az <)
3) u-(Az—b) =0


http://www.math.ku.dk/~durhuus/MatH2/maso07.pdf
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Ya

M@\\ // - Gt oo

FiGUR 6. Eksempel 8.3

g\f

D
%

fl@y) =32y
Vi,y) =(3,-1)

@
Ficur 7. Eksempel 8.6

(4) c+ Qu+ Alu=0
Ifplge Seetning 6.7 og Seetning 6.10 er z* en lgsning til (P) hvis og kun hvis der findes u* s& (z*,u*) opfylder
Karush—Kuhn—Tucker betingelserne.

EKSEMPEL 8.6 (Konveks optimering). [8, Eksempel 1, p 260]
1
(P) Maksimér 3%y under bibetingelserne z + e ¥ —y <0, —z <0

Bibetingelsernes gradienter er altid linesert uathsengige. Karush—Kuhn—Tucker betingelserne er
(1) u>0,v>0
()$+6”<%x>0
B) u(z+e*—y)=0,vx=0
(4)

1/2 1—e™" -1 0
0 () () (0) =)
Figur 7 viser at det eneste punkt som opfylder betingelserne er (z,y,u,v) = (In(2),1n(2) + 3,1, ()) (Det fplger ogsa
af betingelserne: Fra (4) far vi u = 1 s& (z,y) ligger pa grafen for z +e ®. Hvisz >0erv=0sa 2 —(1—e ") =0
og z = In(2).) Da f(z,y) — g1(z,y) = —32 — exp(—x) er konkav er (z,y) = (In(2),In(2) + 3) faktisk en optimal

lgsning til (P).

EKSEMPEL 8.7 (Lagrange multiplikatorer er skyggepriser for bibetingelser). [8, p 245, §8.6] I maksimeringspro-
blemet
(P(d)) Maximer f under bibetingelser g1 = b1, ..., gm = bm
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afheenger bibetingelserne af de (exogene) variable b = (by,...,b,,). Hvad sker der med de optimale lgsninger nar
den exogene variable b sndres?

Lagrangebetingelserne for optimeringsproblemerne P(b) er F(z,u,b) = 0 hvor F: R”* x R™ x R™ — R™ x R"
er funktionen

gi(z) — by

B g(x) —b B gm () = bm _ g(x) —b
Hnmh (V(f—Zujgj)(x)> |V Rue)@ ) <V<f —Z“@)(x))

a0 (f = X uig)) (@)
Vi kan derfor sige
(z,u) opfylder LNB for P(b) <= F(z,u,b) =0

Kan vi finde (z,u) = (x(b),u(b)) i disse ligninger som en funktion af de exogene variable b? Ja, det kan vi ifglge
Implicit Funktion Saetning forudsat at Jacobi matricen for F' efter de endogene variable (z,u) er invertibel. Vi vil
da have

dy dy
oF u oOF U oF oF
8.8 — =0 el L (b) = — (2", u*, b) " (z*, u*, b
(88) a(z,u) db b eller —5 =) = —g @b gy @)
hvor
Jx oz
R
u _ gT _ gbl e gbn
b ‘Bb Bbll e 6b:
81'Lm Oum
b, ' v,
De partielle afledte efter de endogene variable (x, u)
o . g 0 ... 0
o g_b t ag.m o 8!;771 (‘) o 0
(89) 2 V(f - ulyg) _ . o . o 0 0
9 (x,u) O(x,u) Forv (f — Z ujgj) e Fmm (f - Eujgj) _Tgi L. —nggj
. : . : : o
630?81,1 (f_zu]gj> 81?8:1:” (f_ZngJ) _Bgi _i

99 0
— ox
(H(f ~ Y ulg) —<§z>t>

er en kvadratisk (n +m) x (n +m) matrix. De partielle afledte efter de exogene variable b

OF B,
(810) % = —Em_,_”[l,m} = (On’m)

er —1 gange de m forste sgjler i (m + n) x (m + n) enhedsmatricen F,, .
I dette tilfaelde giver ligningerne (8.8), hvis vi indseetter udtrykkene fra (8.9) og (8.10), at

9g 0 oz ([ En,
(H(fa—utg) —(g’g)t) (i) = (o)

999z _ 9T r0g)! Ou
e oy = Eme H(f —ulg) gy "(8x> b

som giver at


http://www.math.ku.dk/~moller/undervisning/MASO2010/slides/f8/f8.pdf
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og at (m + n) x m matricen

a@ = (25) CBualtm)) = (5255) 1 m}=< o ’ >_1[1 m]
b (x,u) m+nlt A(x,u) ) H(f—utg) _(@)t )

ox

9g

-1
er de m forste sgjler i den inverse af (m 4+ n) x (m + n)-matricen (%)

Hvordan afhsenger den optimale lgsning (z*(b),u* (b)) af de exogene variable b7:

o)« 0+ a0 (o ) i

ox

er en approximativ lgsning til Lagrangeligningerne.
Hvordan sendres f(z*(b)) nar b sendres?:

af(x*(b
Fa o+ a0 ~ (6 + LE O Ny = par o)) 10 )
fordi
8f(x(b))_3f8x_ " g 81:_ m 3gﬁx m B ot
b oxdb ZJ&;vjab 2 wililg, 5 Z“J Em = tm) =

da Lagrangebetingelsen a—f => u] er opfyldt. (I denne formel stér [j]A for reekke j i matrix A).

(konomer tolker x*(b) som den optlmale strategi, der giver den optimale nytteveerdi f(z*()), under givne
exogene variable b. Formlen for 2*(b+ Ab) informerer om sendringen i den optimale strategi og formlen for f(x*(b+
AD)) om eendringen i den optimale nytte under en lille zendring Ab i de exogene variable.

Lagrange multiplikatorerne u*(b) kaldes for bibetingelsernes skyggepriser. Lad p = (p1, . . ., pm) veere de faktiske
priser for de m exogene variable b = (by, ..., by, ). Det kraever en investering pa p*Ab at sendre b til b + Ab og det
giver en @ndring i nytteveerdi som er u*(b)! Ab. Investeringsgevinsten er altsa

(u*(b) — p)' AD
Investeringen er profitabel hvis dette tal er positivt.

Leeg maerke til at u*(b) for komparativ statistik er mere interesant end z*(b) fordi systemet af sig selv finder
frem til 2*(b) mens u*(b) forteeller om nytteveerdiens fglsomhed for sendringer i de exogene variable. Det kan feks
veere et politisk gnske at endre pd f(z*(b)). Den storst mulige effekt opnés ved at tage sendringen Ab i samme
retning som u*(b).

Verdifunktionen er

Vb1, ...,b;m) =sup{f(z1,...,2n) | g(x1,...,2n) = (b1,...,bm)}

og de marginale veerdifunktioner
oV
Ob;

er lig med Lagrangemultiplikatorerne som derfor udpeger den bedste strategi for at gge veerdifunktionen.

9. Matematisk gkonomiske modeller

I gkonomisk teori antager man at vi har opnéet et maksimum og man gnsker at sige noget om hvad der der
sker nar de exogene variable sgendres. Vi antager et maksimum er blevet antaget og vi gnsker at sige noget om hvilke
konsekvenser vi kan drage af det.

EkSEMPEL 9.1. [8, Eksempel 2 p 271] Et elektricitetsveerk inddeler aret i n perioder. Lad z; veere produktionen
i periode ¢ og p; prisen for elektricitet i den periode, 1 < ¢ < n. Veerkets kapacitet k er konstant over hele aret.
Veerkets udgifter bestar af driftsomkostninger C(z) = C(z1,...,%,), som kun atheenger af produktionsmgnsteret
x, og kapacitetsomkostninger D(k), som kun athenger af kapaciteten k. Veerkets arlige profit er

m(x, k) =p -z —C(x) — D(k)
og profitmaksimeringsproblemet er

(P) Maksimér 7 (x, k) under bibetingelserne 0 < z; <k,...,0<z, <k, k>0
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Der er her 2n + 1 bibetingelser, z; — k < 0 og —z; < 0 for 1 < i < n, og —k < 0. Hvis (z,k) er et arligt
produktionsmgnster med maksimal profit s& er Karush-Kuhn—Tucker betingelserne opfyldt:

(a‘) ULy« -y Un 207 V1.3 Un 207 U)ZO

(b) 0<z;<kforl1<i<mn,ogk>0

(¢) ui(x; —k)=0o0gvx; =0for 1 <i<n,ogwk=0

(d) Vr(z, k) =>,u;V(z; — k) + >, v;V(—x;) + wV(—k)

Ligning (d) siger at

oC  Or oD O

i— - —=a - =u—v (1<i< — oL T AL = i~
g Ox; O, ww | i<n) ok Ok Zl:u w
Lad os antage at produktionen z; > 0 i alle perioder og at kapaciteten k£ > 0. Sd er v; = --- = v, =0, w = 0 ifelge
(c) og derfor
oC oD
i—=—=u; (1<1<n), - = i
P o, u; (1<i<n) % zl: u

og ogsa u; = 0 1 de perioder hvor x; < k. Vi konkluder at % < p; i alle perioder, % = p; 1 perioder med fuld

oD oC oC
ok Z (pi_T@)_ Z (Pi—afxi)

1<i<n 1<i<n
x; =k

kapacitetsudnyttelse, og

Dvs at i perioder hvor produktionen ligger under den maksimale kapacitet sa deekker salgsprisen lige akkurat
de marginale driftsomkostninger. I en periode ¢ med spidsbelastning overstiger salgsprisen de marginale driftsom-
kostninger med wu;. Summen af disse overskridelser over alle spidsbelastningsperioder er lig med den marginale
kapacitetsomkostning.

EkSEMPEL 9.2 (Fortolkning af Lagrange multiplikatoren i en gkonomi med to goder). Lise lever af hamburgere
og cola. Prisen for en hamburger er p; og prisen for en cola er p,. Lises indkomst er I.

Seet A = {(x1,22) | x1 > 0,22 > 0} og lad funktionerne f,g: A — R veere funktionerne f(z1,x2) = a3 In(zq) +
asIn(z2) og g(x1,x2) = p1x1 + paxa. Funktionen f(x1,z3) er (Cobb-Douglas) nytteveerdien af, og funktionen
g(x1,x2) er prisen, for z; hamburgere og x5 colaer. Cobb-Douglas funktionen er konkav. De positive konstanter
a1 og as afspejler Lises preferencer for hamburgere eller colaer. Ved at re-skalere f med al}mz om ngdvendigt kan
vi godt antage at a; + a2 = 1. Lise er en prisbevidst forbruger og hun, eller den ‘usynlige hdnd’, har derfor lgst
optimeringsproblemet

(P(I)) Maksimér f(z1,22) under bibetingelsen pyzq + poxg =1

De mulige lgsninger M (P(I)) = {(z1,x2) € A | prx1+paze = I} er et abent linjestykke. Gradienten for bibetingelsen
Vg = (p1,p2) er # 0 pa hele M(P(I)) sa LICQ er opfyldt for alle mulige lgsninger. LNB (Saetning 5.4) siger at
hvis (z1,z2) er optimal sa findes en Lagrange multiplikator u € R sa

(1) prz1 +pexa —1=0

o (1) =)
Af (2) og (1; far vi

P2

T 1 Zf 1 1
2o ) = o | az og I =pix1+pers=—(a1+az) =~
2 u u u

Den eneste mulige optimale lgsning som funktion af indkomsten I og Lagrange multiplikator er derfor

N (2), wll
(xé)(”‘l<‘;§>’ “TT

LTB siger at dette faktisk er en optimal lgsning. Altsa er O(P) = {(la1/p1,Iaz/p2)}

Hvordan eendres det optimale forbrug (z7(I),z5(I)) nar I sendres?:

(”“’1) (I+ A~ (””1) (I)+ | 2 ) AT
.IZ IQ E
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Hvordan endres den optimale nyttevaerdi f(z*(I)) nar I sendres?: Kaedereglen giver

d 8f dw; 1 al/pl 1
— f(21(D),z5(])) = ——— (25 (I), x5(1 dl | = — =
dIf(xl( ), z5(1)) (1, 22) (@1(1), z3(1)) (d(;z}g) Ii (Pl P2) (a2/p2 I
Den maksimale nytteveerdi
AT

f@i(I + AL, w5 (I + AD) ~ f(a1(1), 23(1)) + %AI = flz1(d), 22(1)) + —

vokser omvendt proportionalt med I: Den marginale nytteveerdi af en lgnforhgjelse er omvendt proportional
med lgnniveauet.

Lagrange multiplikatoren u*(I) = % er i dette eksempel lig med den marginale nyttevaerdi — det er ikke tilfaeldigt!

(Se Eksempel 8.7.) Nyttefunktionen er
V(I) = sup{f(z1,72) | (x1,22) € P(I)}

og vi fandt at den marginale nytteserdi til %—‘I/ til at veere lig med Lagrange multiplikatoren v for optimeringspro-
blemet P(I).

EkSEMPEL 9.3. Lad a; og as veere positive konstanter sd a; + as = 1 (Cobb-Douglas). Seet f(x1,z2) =
ay In(x1) + az In(xs), g1(z1, x2) = 221 + 2, go2(x1,22) = 1 + 229 for 1 > 0 og x2 > 0. Vi forestiller os at f(z1,z2)
er nytteveerdien og at g1(x1,22) og go(x1,x2) er forbruget af to resurcer (energi og areal) ved produktion af zq
enheder af produkt nr 1 og zo enheder af produkt nr 2. Der er 300 energienheder og 450 arealenheder til radighed
for produktionen.

(P) Maksimér f under bibetingelserne g; < 300, go < 450

Hvis ao er stor, er det en fordel at produce produkt nr 2 som kreever meget jord. Derfor vil gkonomiens
begreensning ligge i meengden af tilgeengelig jord (g2 er aktiv) mens skyggeprisen pa energi vil veere u; = 0 da gy
ikke er aktiv.

Hvis as er lille, dvs ay er stor, er det en fordel at produce produkt nr 1 som kreever meget energi. Derfor vil
gkonomiens begreensning ligge 1 meengden af tilgeengelig energi (g; er aktiv) mens skyggeprisen pé jord vil veere
ugy = 0 da go ikke er aktiv.

Hvis as har en mellemvaerdi s& er det en fordel at producere en blanding af de to produkter.

Karush—Kuhn—Tucker—betingelser

(1) U120,UQZO
(2) 2x1 + 22 < 300, 1 + 224 < 450
(3) U1(2I1 + X2 — 300) =0, u2(x1 + 219 — 450) =0

(4) %—2’&1—’&2:0,%—11,1—21142:0

Overvej hvad betingelse (4) betyder geometrisk pé linjerne 2x; + 29 = 300 og x1 + 222 = 450 og i deres
skeeringspunkt, (50,200). Se Figur 8.
Den gkonomiske tolkning af betingelse (3) om komplementaer slek er at hvis energibetingelse g er slek,
g1(x1,22) <0, si er der stadig energi til radighed og derfor er skyggeprisen pé energi lig 0, dvs u; = 0.
Ved en systematisk behandling af Karush—Kuhn—Tucker—betingelserne ma vi ga igennem de fire muligheder:
uy = 0, ug = 0: Begge bibetingelser inaktive. Hverken energi eller jord er fuld udnyttet. Det lyder ikke som
et sandsynligt maksimum. Her er a; = 0 og as = 0. Umuligt.
uy = 0, ug > 0: Den anden bibetingelse er aktiv. Jorden er er fuldt udnyttet, x; +2x5 = 450. Her er ag > 8/9
stor.
uy > 0, ug = 0: Den forste bibetingelse er aktiv. Energi er fuldt udnyttet, 221 + x5 = 300. Her er as < 2/3
lille.
uy > 0, ug > 0: Begge bibetingelser er aktive. Bade energi og jord er fuldt udnyttet. Her er 2/3 < as < 8/9
og (x1,2) = (50,200).
Hvis feks ay = 11/12 sa er u; = 0 og us > 0. Modellen siger at da us > 0 er al jord er udnyttet, men der er stadig
energi som ikke er udnyttet. Skyggeprisen pa jord er positiv, mens skyggeprisen pa energi er u; = 0 da tilfgrsel af
mere energi ikke vil gge objektfunktionen.

EKSEMPEL 9.4. [8] Ved produktionsstrategi v = (vi,...,v,) > 0, afseetningspris p > 0 og omkostninger
qd=(q1,---,qn) > 0 er profitten

n(p,q,v) =pf(v)—q-v, p>0,¢g>0,0>0
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FIGUR 8. a3 = 11/12 (u3 =0, ug > 0), a2 = 3/4 (u1 > 0, ug > 0) og a2 =1/3 (ug > 0, ug = 0)

hvor f(v) er produktionen ved strategi v. Vi antager at f er en C*°-funktion. Desuden antager vi at for ethvert
reelt tal @ > 0 findes der et tal K, sddan at V f(v) - rop < @ nar [v| > K,.
For givne k > 0, ¢ > 0 og @ > 0 seet

Xikey={(0q) €ERso xRLy [ 0<p <k, (¢,...,¢) <q}, Yik,e) = REg ﬂB(O;Kk&E)

Sa har funktionen
T X(k,c) X Y'(k)c) —R
en kontinuert veerdifunktion [8]

V(pa q) = Sup ﬂ-(pv(bv): X(k,c) - R
’UEY()C’C)

Men nar (p, q) € X, er

max 7(p,q,v) = supw(p,q,v)
V€Y (k,e) v>0

For at se det, lad u > 0 veere en enhedsvektor. Den afledte i ¢, hvor ¢ > chf, af funktionen t — w(p,q,tv) =
pf(tv) —tq - v, er

C Cc Cc Cc
— =0

pr(tU)-u—q-USpr(tU)'u—%Spk\/ﬁ Wty Ay

Dette viser at t — 7(p, g, tv) er aftagende nar t > K#.
Da ethvert punkt (p,q) € R>o x R, ligger i en af de 4bne meengder X, ), ser vi at veerdifunktionen
V: R>0 X RT>LO —>Ra V(paQ) :Sgpﬂ-(pvqav)a
v>0
er veldefineret og kontinuert: Der findes en optimal produktionsstrategi og den maksimale profit afheenger kontinuert

af salgspris og omkostningspriser. Det er ikke givet at den optimale produktionsstrategi er entydig eller kontinuert
afheengig af priserne.

EKSEMPEL 9.5. Cobb-Douglas production function

Google search pa nonlinear optimization


http://en.wikipedia.org/wiki/Cobb\begingroup \let \relax \relax \endgroup [Pleaseinsert\PrerenderUnicode{–}intopreamble]Douglas_production_function
http://www.google.dk/#hl=da&&sa=X&ei=hLfuTMiPFM6SOuL86KUK&ved=0CBQQBSgA&q=nonlinear+optimization&spell=1&fp=3316874330702a82

KAPITEL 2
Lineser optimering

1. Hvad er linezer optimering?

Hvad er et linesert maksimeringsprogram? Lad

A veere en m X n matrix

b en m-vektor

¢ en n-vektor

I* er en delmeengde af I = {1,...,m}
J* er en delmeengde af J = {1,...,n}

Mzngden [ vil blive brugt til at indicere problemets bibetingelser, og maengden J til at indicere problemets variable
x = (z;)jcs. Et generelt linesert program har formen

(P) Max c'x under bibetingelser [i|Az < [i]b i€ I*
[iJAx = [i]b i I*
[jlx >0 jeJr

Bibetingelser indiceret ved I* er uligheder og variable indiceret ved J* er > 0. Vi vil ogsa skrive'
(P) Max c'x under bibetingelser [I*]Az < [[*]b, [[ — I*]Ax = [I — I*]b, [J*]z >0

for at ggre det lidt mere kompakt.
En tilladt lgsning eller mulig lgsning til (P) er en vektor € R’ som opfylder alle bibetingelser. Vi skriver

M(P)={z e R7 | [I*|Az < [I*]b, [I—I*]Az=[I—I*]b, [J*]z>0}
for det konvekse polyeder af alle mulige lgsninger til (P). Den optimale verdi for (P) er
sup(P) = sup{c'z | z € M(P)}
og en optimal lgsning for (P) er en tilladt vektor z* € M(P) sadan at f(x*) = sup(P), dvs f(z*) > f(z) for alle
x € M(P). Vi skriver
O(P) = {x* € M(P) | c'2* = sup(P)}
for meengden af optimale lgsninger.

EKSEMPEL 1.1. Her er et eksempel pa et generelt linesert program

(P) Maksimér x1 + 5x2 — 223 under bibetingelser
—2x1 4+ 322 <3
T+ 220 —x3 =4
1 >0, 22>0

hvor I = {1,2}, I* = {1}, J = {1,2,3}, J* = {1,2} og

1
-2 3 0 3
=5, A:(l : _1), 52(4)
2
Her er nogle nyttige regneregler:

o [i|(AB) = ([i{]A)B og [I"|(AB) = ([I"]A)B
o (AB)[j] = A(B[j]) og (AB)[J*] = A(B[J*])

Vi skriver [I*]A for I*-rakkerne og A[J*] for J*-sgjlerne i A

23
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arkombination i R™ af de m rekker i A
° ytAx = Zie[,jej yz([Z]A[J])xJ

Vi skal se at ethvert linesert maksimeringsprogram (P) har et dualt minimeringsprogram (P’) som i Defini-
tion 3.1. Teorien, som handler om dualiteten mellem det primale program (P) og det duale program (P’), kulminerer
med Dualitetssaetningen 8.1.

Kanoniske programmer og standard programmer er specielle linesere programmer. Vi vil forst omtale kanoniske
programmer. Dernaest vil vi se pa standard programmer. Vi formulerer dualitet fgrst for standard programmer og
dernaest for generelle programmer. Svag dualitet er en banalitet; steerk dualitet en subtilitet.

2. Geometrisk lgsning

Lgsning af et linesert program kan fortolkes geometrisk. Vi skal her se et eksempel i dimension 2 hvor det er
lettest at se ideen.

EKSEMPEL 2.1. Maksimeringsproblemet
(P) Maksimér 1 + x9 under bibetingelser
2],‘1 — T2 S 3
i) < 1
I 2 0
gar ud pa at finde et punkt i meengden
M(P) = {(x1,72) € R* | 221 — 2 — 3 < 0,29 < 1,21 > 0}

med storst mulig koordinatsum — se Figur 1. Geometrisk kommer det ud pa at parallelforskyde linjen 1 +x2 =01
retning (1, 1) lige indtil den forlader M (P). En optimal lgsning er et punkt i M (P) med maximal koordinatsum.

3. Generelle linexere programmer og deres duale

I et generelt linezert maksimeringsprogram kan der bade vaere bibetingelser givet ved uligheder og ved ligheder
og der kan bade veere fortegnskrav og ikke veere fortegnskrav pa de variable.
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DEFINITION 3.1. Et generelt lineert program har formen
(P) Maksimér c'z under bibetingelser [I*]Ax < [I*]b, [ — I*|Azx = [I — I*]b, [J*]z >0

og det duale program er

25

(P Minimér y'b under bibetingelser y' A[J*] > c'[J*], y* A[J — J*| = '[J — J*], y*[I*] > 0

I tableauet for et generelt linezert program (hvor vi for nemheds skyld antager at I* = {1,...,i} og J* =
{1,...,j}) markerer vi I*-rackker og J*-sgjler med stjerner
* *
T Z 0 Xj 2 0 Tj+1 e b

* y1 20| an a; a1j41 a1n <b
* ;>0 an i Q41 Qin < b;

Yit+1 Ai411 Q415  Gi4154+1 Qit1n | = bi+1

Ym am1 Qmj Amj41 Amn — bm

e > >c¢ =c¢jp = Cn

Reekkerne, med zjerne tilfgjet, viser de primale bibetingelser og sgjlerne, med y;erne tilfgjet, de duale bibetingelser.
Det duale program er motiveret af den generelle version Sezetning 7.2 af Karush—Kuhn—Tucker.

EKSEMPEL 3.2. Det generelle linezere program fra Eksempel 1.1 har
(P’) Minimér 3y; +4y> under bibetingelser
—2y1 +y2 > 1
3y1+2y2 > 5
—Yo = —2
y1 =0

som sit duale program. De mulige lgsninger er M(P') = {(y1,2) | 3 < 5 < %} og den optimale lgsning er

O(P') ={(3,2)} da y; skal veere sa lille som muligt. Den optimale veerdi er inf(P’) = 9.

4. Dualitetslemmaet
Vi betragter et generelt linezert program og dets duale program som i Definition 3.1.

LEMMA 4.1 (Dualitetslemma). Lad x € M(P) ogy € M(P') veere mulige lgsninger. Sa gelder:
(1) ¢tz < y'Az < y'b
(2) Hwvis ¢tz > ytb, sd er x og y optimale lgsninger, ulighedstegnene i (1) er lighedstegn, og sup(P) = inf(P’).
BEVIS. Vi observerer at
(4.2) (" =y Az = (¢ —y*A) T[Tz + (" =y A)[J = T[T — J]x = (' —y"A)[J*][J "]
(4.3) y'(Az — b) = y' [I*][I*](Az — b) + y'[I — I*][I — I*](Az — b) = y'[I"][[*](Az — b)
Begge tal er < 0 da de er er produktet af en reekkevektor < 0 med en sgjlevektor > 0. Vi har defor at ¢® < y'Ax
og ytAx < ytb. O

KOROLLAR 4.4. O(P) # 0 <= O(P') # 0, og hvis det sker, si er sup(P) = inf(P’).

Bevis. Lad z € O(P) veere en optimal lgsning. Ifplge KKTNB findes y € M(P’) som opfylder KKT-
betingelserne i Szetning 7.2. Fra punkt (c) ser vi at c’x = y*Az = y'b. Men si er y optimal og de to optimale
vaerdier er ens. 0

KOROLLAR 4.5. Lad x € M(P) og y € M(P') vere tilladte losninger. Folgende betingelser er @kvivalente:
(1) z € O(P) ogy € O(P")
(2) ctx > y'b
(3) ctx = y'b
(4) ctx =yt Az = y'b
(5) (" —y'A)x =0 og y'(Az — b) =0
(6) (¢ =yt A)[J*][J*]z = 0 og y'[I*][I*](Az —b) =0
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Maksimér ctx | Az < b,z >0 Ax <b Az =b,z>0 Ar =10
Minimér y'b | y!A>ct, vt >0 | ytA=ct, y* >0 ytA>c y'A=c
Type F=I1J=J | F=01J =0 | =0, =J | I =0, ] =0
Navn standard kanonisk

TABEL 1. Liste over primale og duale programmer

(7) Vj € J*: ytAlj] = ¢; eller x; =0 og Vi € I*: y; = 0 eller [i{JAz = b;
(8) Vje J:y'Aljl =cj eller xj =0 og Vi € I: y; =0 eller [i|Az = b;
BEvIS. Vi har lige set at (2) = (1) og faktisk ogsa at (2)—(8) er skvivalente: Vi bruger (4.2) og (4.3) til

(5) <= (6). Vi har (7) <= (8) fordi denne betingelse er automatisk opfyldt for j € J — J* ogi € I — I*.
(1) = (3): Da « er optimal findes ifplge de generelle KKT-betingelser i Saetning 7.2 en mulig z € M(P’) med

ctz = 2'b. Sa er z optimal (Lemma 4.1.(2)). Da ogsi y er optimal, er y'b = z'b. Altsa, clz = y'b. O
EKSEMPEL 4.6. Tableauet
* *
X1 Xro T3
x oy | —2 3 0 <3
wl 1 2 -1 =4
>1 >5 =-2

beskriver det programmet fra Eksempel 1.1 og dets duale program

Max x1 + 5xo—2x3 ub Min 3y, +4y2 ub

(P)

—2x1 + 332 < 3 —2y1 +y2>1

T1+ 2230 —23 =14 3y1 +2y2 > 5
2120, w220 —Yo = —2

y1 >0

I minimeringsprogrammet (P’) er yo = 2. (P’) gar derfor ud pa at minimere 3y; +8 under bibetingelserne —2y; > —1,
3y1 > 1, y1 > 0. Mulighedsomradet er M(P’) = [1/3,1/2], s& en optimal lgsning er (y1,y2) = (1/3,2) og den
optimale veerdi er inf(P’) = 9. Vi ved nu (Korollar 4.4) at der ogsé findes en optimal lgsning (z1, 2, z3) til (P) med
optimal veerdi 1 + 5xe — 225 = 9. Komplementeer slaek (Korollar 1.(8)) giver at da —2y; +y2, = —2/3+2=4/3 > 1
erx; =0, 0g day; >0er —2x; + 3o = 3. Altsd er 2o = 1 og sé er z3 = —2.

5. Kanoniske programmer

I et kanonisk maksimeringsprogram er alle bibetingelser givet ved ligheder og der er et fortegnskrav pa alle
variable. Det betyder at I* = () og J* = J.

DEFINITION 5.1. Et kanonisk lineert program har formen
(P)
og det duale program har formen
(P)

I et kanonisk programs tableau

Maksimér c'z under bibetingelser Ax = b, x > 0

Minimér y'b under bibetingelser y* A > ¢t

x1 >0 xz; >0 T, >0 b
'A% a1 Qa1j A1n =b;
Yi a1 aij Qin =b;
Ym am1 [ Gmn = by
Il >a > ¢ > cp
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er der stjerner pa alle primale variable (x;), da de er underlagt positivitskravet, men ingen stjerner pa de duale
variable (y;), da ingen bibetingelser er uligheder. Mulighedsomradet M (P) er feellesmaengden af den positive kegle
udspaendt a basisvektorerne (z > 0) og et linesert underrum (Az = b).

DEFINITION 5.2. En mulig lgsning x € R,

x>0, b= Ax = ijA[j] = Z x; Alj]
jed jf€>JO

til det kanoniske program (P) er en basislgsning hvis de benyttede sgjler
{Alj]|j € J, z; >0}
er lineert uafhengige.

Der er kun endeligt mange basislgsninger:

(1) Der er kun endeligt mange delmeengder J* af .J s sgjlerne i matricen A[J*] er linesert uathengige;
(2) For hver J* C J som i (1) findes hgjst en vektor x € R™ med A[J*|[J*]z = b, [J*]z > 0, [J — J*]z = 0.
Her er den geometriske tolkning (som er vigtig for simplex algoritmen).

SETNING 5.3. En mulig lgsning x € M (P) er en basislgsning hvis og kun hvis x er et hjorne i det konvekse
polyeder M (P).

En mulig lgsning x € M(P) er et hjorne i det konvekse polyeder M (P) hvis x ikke ligger mellem to andre
punkter fra M (P).

(P) Max ctz ub Az =1,2>0

basislgsning —
A=(1 1 1),b=(1)

M(P)
M(P) = {(z1,22,23) 20|21 + 22 + 22 = 1}

basislgsning

basislgsning Et af de tre hjgrner er optimalt

Fordelen ved kanoniske systemer er
SETNING 5.4. Huvis (P) har en optimal lgsning, s har (P) ogsd en optimal basislgsning.

BEevis. Lad x veere en optimal lgsning til det kanoniske maksimerings program (P) (Definition 5.1). Lad J* =
{j € J | z; > 0} veere meengden af de index j € J hvor x; > 0.

Hvis de benyttede spjler {A[j] | j € J*} er linesert uathengige, s er x en basislgsning og vi er feerdige.

Antag derfor at de benyttede sgjler {A[j] | j € J*} er lineeert atheengige. Veelg y € R™ s& Ay = 0, y benytter
de samme sgjler som x og y; > 0 for mindst et j. Vi pastar at ¢y = 0: Nar A er teet ved 0, lad os sige |\ < €, s&
x — Ay en mulig lgsning fordi x — Ay > 0 og A(z — A\y) = Az — AMAy = Az = b. Men si er

c(x—\y) = ez — 'y < ¢tz dvs Acly >0

da z er en optimal lgsning. Men her kan )\ have begge fortegn, s& det kan kun veere rigtigt hvis faktisk ¢ty = 0.
Da c'y = 0 ser vi at alle punkter af formen z — \y er optimale lgsninger nér x — Ay > 0, dvs z; — Ay; > 0 for
alle j. Hvis y; < 0 er dette OK. Hvis y; > 0 (og det sker for mindst et j) forlanger vi at A < z—f Hvis vi seetter
J
oy
A=min{- | j € J*, y; > 0}
Yj
sa er A > 0 og x — Ay er en mulig, faktisk optimal, lgsning. Nu er z; — Ay; = 0 for mindst et j € J*. Vi har altsa
fundet en optimal lgsning som benytter feerre sgjler.
Hvis de benyttede sgjler er linerzert uatheengige, er vi feerdige. Hvis ikke, kgrer vi den samme procedure igen.
Denne proces stopper; i hvert fald ved den tomme maengde, som er linezert uafhengig. O

Da der kun er endeligt mange basislgsninger er lgsningen af kanoniske programmer fuldsteendig algoritmisk og
dermed afsluttet set fra et teoretisk matematisk synspunkt. Den eneste generelle lgsningsmetode vi har gar pa at om-
skrive til at kanonisk program, finde alle basislgsninger, og vaelge den basislgsning der maksimerer objektfunktionen.
Fra Seetning 5.4 ved vi at det er en optimal lgsning.

Ethvert linesert program er sekvivalent med et kanonisk program. Men det kanoniske program har faet flere
variable og vil ofte i praksis veere mere uhandterligt end det oprindelige program. Det er en af ulemperne ved
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kanoniske programmer. En anden (rent aestetisk?) ulempe er at der ikke er symmetri mellem I,I* og J, J* (se

Tabel 1).
Ethvert generelt linesert program kan omformuleres til et kanonisk program ved at erstatte

e alle ubegraensede variable [J — J*|z med [J — J*]z — [J — J*]u og forlange [J — J*]x >0, [J — J*]u >0
e alle ulighedsbibetingelser [I*]Az < [I*]b med lighedsbibetingelser [I*]Az + [I*]v = [I*]b hvor v > 0
Ved omskrivningen introduceres |J —J*|+|I*| nye variable: u;, j € J—J*, og v;, i € I*, men antallet af bibetingelser
er uendret.

DEFINITION 5.5. Det kanoniske program associeret til det generelle program (P) fra Definition 3.1 er

t
C x

T x
(Pxan) Max | —[J — J¥]c u | under bibetingelser (A —A[J —J*] Ef[I*]) |u] =b, |u] >0
0 v v v

Her erw = (uj)jej—g-, v = (Vi)icr+, [J — J*]c er J — J* rekkerne i ¢, Ef[I*] er I*-spjlerne i I x I enhedsmatricen
Er, og A[J — J*] er J — J* sgjlerne i A.

EKSEMPEL 5.6. Det kanoniske program (Pya,) associeret til (P) fra Eksempel 1.1 er

T1 I xIq
X9 xT9 T2
. -2 3 0 0 1 3
Max (1 5 =2 2 O) z3 | under bibetingelser (1 9 1 1 0) z3 | = (4), z3 | >0
us us us
U1 V1 V1

Ingen basislgsninger til det kanoniske program benytter 0 eller 1 sgjle i matricen. (Der findes ikke z; > 0 s&
xjA[j] = b.) Der er 4 basislgsninger som benytter 2 sgjler: De 4 lgsninger til A[J*|[J*]x = b, [J*]z > 0, [J—J*]z =0,
hvor |J*| = 2 og A[J*] har linesert uathengige sgjler, er

b =(%,4,0,0,0) med cfz = &

t =(4,0,0,0,11) med 'z =4

t=1(0,1,0,2,0) med cfx =9

zt = (0,0,0,4,3) med c'z =8

Forudsat at vi ved at der er optimale lgsninger til det kanoniske program, s er 2t = (0,1,0,2,0) med c’x = 9 en
optimal basislgsning. En optimal lgsning til det oprindelige, generelle linezere program er s& zt = (0,1, —2) med
samme optimale veerdi, 9. Det er ogsd den optimale veerdi i det duale program (P’) (Eksempel 3.2).

T
T
T

6. Standard programmer

I et standard minimeringsprogram er alle bibetingelser givet ved uligheder og der er et fortegnskrav pa alle
variable. Det betyder at I* =1 og J* = J

DEFINITION 6.1. Et linecert standard maksimeringsprogram har formen
(P) Maksimér c'z under bibetingelser Az < b, x > 0
og det duale minimeringsprogram er
P’ Minimér ytb under bibetingelser y*tA > ¢t, yt >0
Y g Y )

I standard programmets tableau

* * *
T T b
* Y1 ail N aij N A1n S b1
* Yi ;1 N Qg N 0775 S b1
¥ Ym | Gmi oo G .. Gmp | < by
c |zec ... Z¢ ... Zcey

er der stjerner pa alle variable (z;) og (y;) da de alle skal veere > 0. Reckkerne i tableauet viser de primale
bibetingelser og s@jlerne viser de duale bibetingelser.
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EKSEMPEL 6.2. Her er et eksempel pa et standardprogram
(P) Maksimér x1 — 229 — 3x3 — x4 under bibetingelser
Ty — To —2x3 — x4 < 4
201 +x3 —4xy <2
—2rx14+ 22 +24 <1
1 20,20 > 0,23 > 0,24 >0,
Ethvert generelt linesert program kan omformuleres til et standard program ved at erstatte
e de ubegraensede variable [J — J*|z med [J — J*]z — [J — J*]u og forlange [J — J*]x >0, [J — J*]u >0
e lighederne [I — I*]Ax = [I — I*]b med ulighederne [I — I[*|Ax < [I — I*]b, [ — I*]Ax > [I — I*]b, eller
(I —I*)Ax <[] —I*b, —[I — I*|Ax < =[] —I*]b
Ved omskrivningen introduceres |J — J*| nye variable u;, j € J — J*, og |I — I'*| nye bibetingelser.

DEFINITION 6.3. Standard programmet associeret til det generelle program (P) fra Definition 3.1 er

Maa (_[ L J*}C>t (i) under bibetingelser (—[1 141*]14 7 _—;1*[]{4 [—JJ_ ]J*]) (i) < (_[If I*]b)’ (2) >0

hvor w = (uj)jes—J-.

EKSEMPEL 6.4. Standard programmet associeret til (P) fra Eksempel 1.1 er

. -2 3 0 o) (% 3 o
Max (1 5 =2 2) 2| under bibetingelser 1 2 -1 1 2 <l 4], 2 >0

3 -1 -2 1 -1)|*s —4 3

us us us

7. Farkas’ lemma

Farkas’ lemma siger at hvis en vektor b € R™ ikke ligger i den positive kegle udspeendt af endeligt mange
vektorer 1 R™, s findes en hyperplan som separerer den positive kegle og vektor b. Hyperplanen, y*, er givet ved
sin normalvektor y € R™. I formuleringen af af Farkas’s lemma saettes de endeligt mange, n, vektorer i R™, som
udspeender keglen, op som sgjler i en matrix (m x n) matrix A.

Lad A veere en (m X n)-matrix og b € R™ en m-vektor.

SETNING 7.1 (Farkas’ lemma). Netop et af folgende to tilfelde indtreffer:

(I) Der findes x € R"™ s4 Axr =b, x> 0.
(II) Der findes y € R™ sd y*A >0, y'b <0

I (I) har vi m-sgjlen

Az = (A[1] - AR]) | : | =Al)z1 + -+ Aln]z, € R™
Ty
som er en linearkombination af spjlerne i A og i (II) har vi n-reekken
yA= (AN - AR = (A1) - y(AR]) eR")
som er ys prikprodukter med sgjlerne.

(I) og (IT) kan ikke begge indtrzeffe for det ville give y*Ax = (y'A)x > 0 og y* Az = y'(Az) = y'b < 0.
Vi vil ikke bevise Farkas’ lemma her men bare ngjes med at se pa et eksempel.
EKSEMPEL 7.2. Lad

C(A) = {a1 <(1))+x2 (})xlzo,xzzo}, A((l) })

veere den konvekse kegle udspeendt af sgjlerne i 2 x 2-matricen A. Hvis (I) ikke geelder si betyder det at b & C'(A).
Veelg en hyperplan H(y) = y* sadan at C(A) ligger pa den positive side og b pa den negative side. (Se Figur 2.)
Det betyder at y*A > 0 og y*b < 0.

Vi skal bruge en variation af Farkas’ lemma med uligheder alle steder:

KOROLLAR 7.3. Netop et af folgende to tilfeelde indtreffer:


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Farkas.html
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T

Az = (A[1], A[2]) x;) — AllJer + A2Jas

y'A=y'(All], A2)) = (v' A[1],y" A[2))

N

FIiGUuRr 2. Farkas lemma

(I) Der findes x € R™ sd Ax <b, x> 0.
(II) Der findes y € R™ sd y*A >0, y'b <0, y > 0.

BEVIS. Det fgrste tilfeelde betyder at der findes (j) € R™ x R™ sadan at Ax 4+ z = b, (ﬁ) > 0. Ligningen

(4 E) @) b

Farkas lemma siger at hvis dette ikke sker, sa findes y € R™ sa y'(A E) > 0 og y'b < 0. Da y*(A E) = (y'A y)
betyder det at y*A > 0, y'b < 0, y > 0. O

Az + z = b kan ogsa skrives

8. Dualitetssaetningen

Tabel 2 viser de ni forhold som der kunne teenkes at veere mellem duale programmer. Dualitetssaetningen siger
at kun fire af de ni tilfeelde faktisk forekommer.

SETNING 8.1 (Dualitetssaetning). Lad (P) og (P') vere duale lineere programmer som i Definition 3.1. Netop
én af folgende fire situationer vil gelde:
(1) (P) og (P’) har optimale lgsninger og sup(P) = inf(P’).
(II) M(P) # 0, M(P') =0 og sup(P) = cc.
(III) M(P) =0, M(P') £ 0 og inf(P') = —cc
(IV) M(P)=0, M(P") =0

KOROLLAR 8.2 (Den steerke Dualitetssaetning). Folgende fem betingelser er @kvivalente:
(1) (P) og (P') har optimale lgsninger og sup(P) = inf(P’)
(2) M(P)# 0 og M(P") £0
(3) (P) har en optimal lgsning
(4) (P') har en optimal losning
(5) M(P)# 0 og sup(P) < oo
(6) M(P'") #0 og inf(P") > —o0

BEvis. Dualitetsseetningen 8.1 giver at (1) < (2) < (3) < (4) < (5) < (6) fordi de alle siger
at vi er i ‘normaltilfeeldet’ (I). O

Dualitetsseetningen 8.1 siger at nar M (P) # () og M (P') # 0 sa er der optimale lgsninger til begge programmer
og de optimale veerdier er ens.

BEVIS FOR SETNING 8.1. Da ethvert program kan omformuleres til et standardprogram kan vi godt antage at
(P) og (P’) er duale standardprogrammer som i Definition 6.1.
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M(P) # 0, sup(P) < oo | M(P) # (), sup(P) = oo | M(P) =)
M(P') # 0, nf(P") > —c0 X
M(P) £, mf(P) = =0 <
M(P)=10 X X

TABEL 2. Dualitetsseetningen

Korollar 4.5 siger at (I) geelder hvis og kun hvis der findes z € R™ og y € R™ sa

A 0 b
L)) 6
et bt Y 0 Y
Her star nemlig at x € M(P), y € M(P’) og ctz > bty.

Antag nu at situation (I) ikke er tilfeeldet. Vi skal s& vise at et af tilfeeldene (IT)—(IV) indtreeffer.
Da (I) ikke geelder, s siger Farkas’ lemma (Korollar 7.3) at der findes v € R™, u € R™ og o € R sa

A 0 b v
(vt ut a) 0 —A'] >0, (vt ut a) —c | <0, u] >0
—ct b 0 o

Her star at
Au<ab, v'A>ac, vb<cu, u>0 v>0, a>0

Vi kan ikke have a > 0 for det ville sige at a~tu € M(P), a= v € M(P’) og (o 1v)'h < ¢! (o~ u) i modstrid med
Dualitetslemmaet 4.1.(1). Vi har altsa at a = 0, dvs

Au<0, v'A>0, bo<cu, u>0, v>0
Vi deler nu ind i tilfzeldene ctu > 0 og ¢! < 0, hver med to undertilfzelde.
ctu > 0: 1 dette tilfeelde er M (P) = (): Hvis y er en mulig lgsning til (P’), da er y*A > ¢! og y > 0; men
Yy A> ' y>0= clu< (yA)u=y"(Au) <0

i modstrid med antagelsen om at ctu > 0. Der er nu to muligheder:
M(P) = 0: Tilfselde (IV).
M(P) # 0: Veelg en mulig lgsning x € M (P), dvs Az < b, x > 0. Sd er x + Au € M(P) for alle A > 0
for A(x + Au) = Az + MAu < Az < b og = + Au > 0. Desuden har vi at objektfunktionen

c(x+ M) = o+ Aelu — oo for t — oo

fordi ctu > 0. Altsa er vi i tilfeelde (IT).
clu < 0: Nuer v'b < ufec <0. I dette tilfeelde er M (P) =  fordi

Az <b, z>0=v'b>0"(Az) = (v'A)z >0

i modstrid med antagelsen om at v'b < 0. Der er nu to muligheder:
M(P') = : Tilfeelde (IV).
M(P")#0: Veelg y € M(P'), dvs y'A > ¢, y > 0. Sder y + v € M(P') for alle A > 0 fordi
(y+ M)A =y'A+ A >y"A > ct og y+ A > 0. Desuden har vi at objektfunktionen

(y + \v)'b = y'b + \'b — —o0 for t —
fordi v'b < 0. Altsa er vi i tilfeelde (IIT).

EKSEMPEL 8.3 (MASO eksamen vinter 2007/2008, Opgave 5). Tableauet

*

I i) I3
* 3 ) 1 <1
Yo | -1 4 2 <2
% y3| 2 1 -3 | < -2
>7 =-1 =-4

beskriver de generelle linezere programmer


http://www.math.ku.dk/~durhuus/MatH2/maso07.pdf
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(P) Max Tx1 — x5 — 4x3 under bibetingelser P Min y; + 2y2 — 2y3 under bibetingelser
3r1 —dwy +x3 <1 3yr —y2 +2ys > 7
—x1 4 4z + 225 < 2 —5y1 +4dy2 +yz = —1
2x1 + 19 — 313 < —2 y1+2ys — 3yz = —4
x1 20 y1 2 0,y2>0,y3 >0

De to ligninger blandt bibetingelserne i (P’) giver

y\ _ (4 1N\ (=14 _ 1 (3 1\ (—1+5m)\ _ [m—3
Y3 2 -3 —4—y 14\2 —4)\ -4—y y1+1

Minimeringsprogrammet (P’) er derfor sekvivalent med

(P Min y; — 3 under bibetingelser

o 1 9
4y1+gz7 M(P)—{(y17y1—§7y1+1)|y12§}
! 0P =1{(5,2. 5}
v2 =1 - 3 838

1
ys =y +1 inf(P’):—g

Y1 20,52 > 0,93 >0

Da (P’) har optimale lgsninger geelder det samme for (P) (Korollar 4.4). Da alle tre koordinater i den optimale
lgsning for (P’) er positive giver komplementzer sleek (Korollar 1.(8)) at alle tre bibetingelser i (P) aktive. Det giver
at z = (3, %, Z) er den eneste optimale lgsning til (P). Vi checker lige at objektfunktionens veerdi i (1, £, 5) er —42
som den skulle vaere.

Flere eksempler (med Maple).

Der findes mange (gratis) computer algebra programmer til behandling af linesere optimering.
Google search pa Linear optimization


http://www.math.ku.dk/~moller/undervisning/MASO2010/slides/f12/eksso.pdf
http://www.google.dk/#hl=da&source=hp&biw=1024&bih=591&q=linear+optimization&aq=0&aqi=g5&aql=&oq=linear+optim&gs_rfai=&fp=3316874330702a82
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