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Eksamen 2013B

Opgave 2

Findes der komplekse tal z; og z» s&

nn+z=2, z1zp=3

Martin Sgndergaard Christensen MASO Uge 9



Eksamen 2013B

Opgave 2

Findes der komplekse tal z; og z» s&

nn+z=2, z1zp=3
Skrives om pa fgrste ligning og substituerer med den anden:

212—221+2122:O = 212—221+3:0
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Eksamen 2013B

Opgave 2

Findes der komplekse tal z; og z» s&

nn+z=2, z1zp=3
Skrives om pa fgrste ligning og substituerer med den anden:
zf—221—|—2122:O = 212—221—1—3:0

Andengradsligningen har Igsningerne
2+4/(-2)2—-4-3
B 2

_2+/-8
o 2
=14 V2.

2]
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Teori brush-up

Theorem

Lad f : R" — R” veere en C! funktion, og lad xo € R" vaere et
punkt sa determinanten

|f(xo)| # 0.

Seet yo = f(xo). Da findes en C* funktion g : R" — R", defineret i
nzerheden af'yg, sa g er invers til f i naerheden af yy og Xo.
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Teori brush-up

Theorem

Lad f : R" — R” veere en C! funktion, og lad xo € R" vaere et
punkt sa determinanten

|f(xo)| # 0.

Seet yo = f(xo). Da findes en C* funktion g : R" — R", defineret i
nzerheden af'yg, sa g er invers til f i naerheden af yy og xo. Altsa,
hvis x = xg og 'y ~ yo gelder

f(gly) =y, &(f(x)) =x
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Opgave 3

Lad f : R® — R? vaere givet ved

X1y1 +x3 )

f(x1, X2, X3, y1, y2) = (X1X2 + X0y

(a) Find Jacobi matricen for f.
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Opgave 3

Lad f : R® — R? vaere givet ved

X1y1 + X3
f(x1,x2, X3, 1, = .
(X1, X2, X3, Y1, ¥2) (xlxz+xzy2>
(a) Find Jacobi matricen for f.

Differentierer vi, fas:

Y1 0 1 X1 O>

f/(X17X27X37.y17y2) = <X2 X1 +y2 0 0 X2
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Opgave 3

Lad f : R® — R? vaere givet ved

X1y1 +x3 )

f(x1, X2, X3, y1, y2) = <X1X2 + X0y

(a) Find Jacobi matricen for f.
(b) Vis at %(1, 1,1,1,1) er invertibel.
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Opgave 3

Lad f : R® — R? vaere givet ved

X1y1 +x3 )

f(x1, X2, X3, y1, y2) = <X1X2 + X0y

(a) Find Jacobi matricen for f.
(b) Vis at %(1, 1,1,1,1) er invertibel.

of 10
— (1,1,1,1,1) =
a()’la)@)( ) (0 1>
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Opgave 3

Lad f : R® — R? vaere givet ved

X =+ X
f(Xl,X2,X3,Y17Y2) = <x1>1<§1+ X2;2) .

Find Jacobi matricen for f.

Vis at %(1, 1,1,1,1) er invertibel.

(c) Ggr rede for at F : R®> — R givet ved
F(x1, %2, X3, y1, ¥2) = (X1, X2, X3, F (X1, X2, X3, Y1, ¥2))
er invertibel naer (1,1,1,1,1) og (1,1,1,2,2).

~— —

(a
(b

N —
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Opgave 3

Lad f : R® — R? vaere givet ved

X =+ X
f(X17X2,X3,Y17Y2) = <x1>1<§1+ X2;2) .

Find Jacobi matricen for f.

Vis at %(1, 1,1,1,1) er invertibel.

(c) Ggr rede for at F : R®> — R givet ved
F(x1, %2, X3, y1, ¥2) = (X1, X2, X3, F (X1, X2, X3, Y1, ¥2))
er invertibel naer (1,1,1,1,1) og (1,1,1,2,2).

~— —

(a
(b

N —

detF'(1,1,1,1,1) = det

= = O O
N OO+~ O
O == OO
o O OO
— O O O O
Il
—
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Opgave 3

Lad f : R® — R? vaere givet ved

X1y1 +x3 )

f(x1, X2, X3, y1, y2) = <x1xz + X0y

(a) Find Jacobi matricen for f.

(b) Vis at %(1, 1,1,1,1) er invertibel.

(c) Ggr rede for at F : R®> — R givet ved

F(x1,x2, X3, y1, ¥2) = (x1, X2, X3, f (X1, X2, X3, ¥1, ¥2))

er invertibel naer (1,1,1,1,1) og (1,1,1,2,2).

(d) Vis at der findes en C! funktion g : R® — R®, defineret naer
(

17 1) 1)272) sa (ng)(U]_, uz, us, vi, V2) — (V17 VZ)
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Husk fra forrige opgave at der findes en funktion g : R®> — R
defineret i naerheden af (1,1,1,2,2) sa F(g(y)) =y. Altsa hvis
(u1, up, u3, v1, v2) er teet pa (1,1,1,2,2) sa galder at

F(g(u17 uz, us, vi, V2)) == (U]_, uz, us, vi, V2)-

Skriv g(u1, w2, u3, vi, v2) = (x1, X2, X3, y1, y2). Ser vi pd
ovenstaende ligning og forskriften for F, gaelder altsa at

(XI)X27X35 f(Xl,X2,X37Y1a)/2)) — (ulu uz, us, vy, V2)7
med andre ord

(fog)(ut, ur,u3,vi,v0) = (v1, V).
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Teori brush-up

Lad f : R™™ — R™ vaere en Cl-funktion og betragt ligningen

f(x,y)=0, (xeR"yeR™).
Lad (xo,y0) € R™™ vare en Igsning og antag at

Of (x0,Yo0)
dy

£0.

Da findes en C-funktion g : R" — R™ s g(x) =y, ndry = yp og
X =X X0o.
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Teori brush-up

Lad f : R™™ — R™ vaere en Cl-funktion og betragt ligningen

f(x,y)=0, (xeR"yeR™).
Lad (xo,y0) € R™™ vare en Igsning og antag at

‘8f(X0aYO)

| £

Da findes en C-funktion g : R" — R™ s g(x) =y, ndry = yp og
x &~ xp. Desuden galder

og __(0r\7 (of
ox oy ox
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Teori Brush-up

Optimerings opskrift

Antag at du vil maksimere f : R” — R under bi-betingelsen
g(x1,...,xn) < b. Betragt Lagrange-funktionen

£(x) = F(x) ~ Ag(x)

Hvis der findes et punkt xo € R"” der maksimerer f, sa Igser xq
ligningerne
8£(x0) 8f(x0) 8g(X0) .
ox; Ox; A Ox; 0, ( ='= n)

med A > 0 (men A\ =0 hvis g(xo) < b), og

g(xo) < b
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Eksamen 2012A, Opgave 4

Opgave 4

Alice bruger alle sine penge pa vare 1 og vare 2. Hun kgber x;
enheder af vare 1 til prisen p; og x» enheder af vare 2 til prisen ps.
Hun arbejder T timer i Igbet af hele livet, bortset fra L timer hvor
hun holder fri, til Ignnen w pr. arbejdstime efter skat. Funktionen
f(x1,x2, L) maler hendes udbytte ved forbrug af x; enheder af vare
1, xo enheder af vare 2 og ved at holde fri i L timer.
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Eksamen 2012A, Opgave 4

Opgave 4

Alice bruger alle sine penge pa vare 1 og vare 2. Hun kgber x;
enheder af vare 1 til prisen p; og x» enheder af vare 2 til prisen ps.
Hun arbejder T timer i Igbet af hele livet, bortset fra L timer hvor
hun holder fri, til Ignnen w pr. arbejdstime efter skat. Funktionen
f(x1,x2, L) maler hendes udbytte ved forbrug af x; enheder af vare
1, xo enheder af vare 2 og ved at holde fri i L timer.

Delopgave (a)

Hvad har fglgende maksimeringsproblem at ggre med Alices liv?:
Maksimér f(x1,x2, L) under bibetingelsen

g(X17X2a L) = p1X1 + P2Xxo + W(L — T) =0.
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Delopgave (b)

Begrund at Lagrangebetingelserne for ovenstdende
maksimeringsproblem er

pix1+pax2 +w(L—T) =

of
— —Ap1 =0
0x1 &

of
— —Ap> =0
A% P2

of
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Delopgave (c)

Forklar hvorfor Lagrange betingelserne har en Igsning pa formen

X1 x{ (p1, p2, w)
X2 x5 (p1, p2, w)
L L*(p1, p2, w)
A X (p1, p2, w)

i nerheden af en given Igsning hvis eller matricen

p1 P2 w 0
O*f 0*f Pf
H = 8X123X1 8X228X1 OLOxy p1
= 92f 9°f 2°f
Dara  Doda  OLdx P2
%f 9°f o’
Ox10L Oxp0L OLOL

er invertibel.
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Bemaerk at Lagrange betingelserne kan skrives pd formen
F(X17X27 La )\7 P1, P2, W) = Oa
hvor F : R” — R* er givet ved

pix1 + P2X2 +w(L—-T)

Ap
F(X17X2>L7)\ap17p2aw): )} )\P;
’g - \w

Her bemaerkes det at

oF

H=— 9"
A(x1,x2, L, \)’

hvorfor det gnskede fglger af szetningen om implicit givne
funktioner.
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Delopgave (d)

Redeggr for ligningerne

X{ —Xx{ —X3 T —1L*
0 X3 A* 0 0
H — |72 = 1
S | L o a0 )
A 0 0 A
X{ —x; —x3 T —-L*

0 X3 A 0 0
—— =H 2
8(p1, P2, W) L* 0 A* 0 ( )

A 0 0 A*
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Delopgave (d)

Redeggr for ligningerne

X{ —Xx{ —X3 T —1L*
0 X3 A* 0 0
H — |72 = 1
S | L o a0 )
A 0 0 A
X{ —x; —x3 T —-L*

0 X3 A 0 0
—— =H 2
8(p1, P2, W) L* 0 A* 0 ( )

A 0 0 A*

Bemaerk at ligningerne (1) og (2) er akvivalente. Ligning (2)
fglger direkte af saetningen om implicit givne funktioner.
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Delopgave (e)
Vis at

oL*

o (H™Y)31(T = L*) + (H )3\,
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Delopgave (e)

Vis at
oL*

= (H™Y)31(T = L*) + (H )3\,

Fra delopgave (d) har vi:

* * *
Ox; 0x; ox;

Dor Dpy Ow (H:i)n (Hj)lz (H:1)13 (Hj)m
o o oe | = [(H )2 (H )22 (H )23 (H )
& o O (H)a (H )32 (H )z (H1)a
D G\ (HY (H Y22 (H Y3 (H )
opp Op2  Ow

—x{ —x3 T —L*

A¥ 0 0

0 A* 0

0 0 A*
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Delopgave (e)
Vis at

oL
ow

Fra delopgave (d) har vi:

(H™)aa(T = L7) + (H)aaX".

* * *
Ox; 0x; ox;

Dor Dpy Ow (H:i)n (Hj)lz Hj)13 (Hj)m
o o oe | = [(H )2 (H )22 (H )23 (H )
gL oL oL (H Y31 (H Y3 (H 1) (HY)a
Bg}‘ 6%‘ OA* (H71)41 (H71)42 H71)43 (H71)44

opp Op2  Ow

(
(
(
(
—x7 —=x3 TL*)

A* 0 0
0 A* 0
0 0 A*
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Delopgave (f)

Alice’s arbejdslgn efter skat andrer sig ganske lidt fra w til

w + Aw. Giv et estimat af Alices fritid L*(w + Aw) med den nye
indkomst. Er det klart at Alice vil arbejde mere, hvis hun far mere
i lgn efter skat?
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Delopgave (f)

Alice’s arbejdslgn efter skat andrer sig ganske lidt fra w til

w + Aw. Giv et estimat af Alices fritid L*(w + Aw) med den nye
indkomst. Er det klart at Alice vil arbejde mere, hvis hun far mere
i lgn efter skat?

oL*
ow

L*(w+ Aw) =~ L*(w) + Aw
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Delopgave (g)

Hvor har vi vist at

ox: ox; oxs
P+ P2 !

ow ow W(?W:T_L'
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Delopgave (g)

Hvor har vi vist at

Ox; oxy ox{
1 1 1 *
+ po w =T -L".
Prow T P Bw ow
| opgave (d):
oxy Oxy  Ox{
p1 p2 w 0 opr  Ops 0w
Pf_ _f Pf bt b oxh
ekl 8 .
Txdx; Oxdxy OLDxg P2 op  Opy  Ow
2f 2f o’ ONT 9T O\
9x0L  9x0L  LOL op1  Op 0w
—x;{ —x3 T —L"
N 0
- 0 A* 0
0 0 A*

Martin Sgndergaard Christensen MASO Uge 9



Delopgave (h)

En (velkendt?) matematisk satning siger at

OF(xi.35,L7) _ OF 0 | Of O OF L
ow COx1 0w Oxo 0w OLOow’

Hvilken?
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Delopgave (h)

En (velkendt?) matematisk satning siger at

of (x{, x5, L*¥) _ ﬁaxf +ﬁ6x§ +g8L*
ow COx1 0w Oxo 0w OLOow’

Hvilken?

Kadereglen:

*

0x;

U
%

X2

3f(Xf7X57L*):(af of 8f>

ow o o oL

D
==

Q
S
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Delopgave (i)
@konomer tolker Lagrangemultiplikatoren som den marginal nytte
af arbejdslgnnen per arbejdstime. Dermed mener de at

1 of(x{,x3,L")

M=+ ow

Hvorfor er det rigtigt?
Ved hjzlp af flere af de tidligere delopgaver far vi at:

of (X, x5, L") _(wy Of Oxg | Of Ox3  Of OL*

ow  Ox 6W+87><28W oL ow
ox; ox; ox;
—(b) \* 1 vx1 1

A (plaw +p23w +W8W)

=& \(T = %)
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